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KDYBY CIROU NAHODOU K NECEMU BYLY, TAK
K CEMU?



V CEM SE LISi TYTO ULOHY?

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany: .
a) Délky strany a = 8, téZnice t, = 5, vySky v, = 4.
b) Délky strany a, téznice z,, vySky v,.
c) Vyska v, délky 4 svoji polohou v roviné. Délky strany
a = 8 atéznicer, = 5.
d) Vrcholy B, C v rovingé, kde B # C, a délky téznice t, a
vySKy v,.



FORMALNI STRUKTURA KONSTRUKCNICH ULOH

zadani
nacrt a rozbor (analyza)
postup konstrukce a konstrukce

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

diskuze resitelnosti a poctu feSeni, zavér



FORMALNI STRUKTURA KONSTRUKCNICH ULOH

zadani
nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze
postup konstrukce a konstrukce

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

diskuze resitelnosti a poctu feSeni, zavér



FORMALNI STRUKTURA KONSTRUKCNICH ULOH

zadani
nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze
postup konstrukce a konstrukce — algoritmicka faze

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

diskuze resitelnosti a poctu feSeni, zavér



FORMALNI STRUKTURA KONSTRUKCNICH ULOH

zadani

nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze

postup konstrukce a konstrukce — algoritmicka faze
dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

diskuze fesitelnosti a poctu feSeni, zavér — argumentacni
faze



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,

3) k;k(Spc,t.)

< 4) P;PHRa ’paBic| = Va
5) A;A = kN
o
A < B
Postup
1) BC;|BC| =a

2) Spc; |BSpc| = |CSae|



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,

3) k;k(Spc,t.)
< 4) p;p|BC,|p,BC| = v,
5) A;A=knp

Ve o
a ... Nasleduje precizni
konstrukece...

Postup
1) BC;|BC| =a
2) Spc; |BSpc| = |CSpc]|



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,

Q
ZN
A N B
Postup
1) BC;|BC| =a

2) Spc; |BSpc| = |CSae|

3) k;k(Spc,t.)
4) p;p|BC, |p, BC| = v,
5) A;A=knp

... Nasleduje precizni
konstrukece...

Dlkaz: dikaz konstrukce byl
proveden zpétnym pribéhem
konstrukce



Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v,

3) k;k(Spc,t.)
< 4) p;p|BC,|p,BC| = v,
5) A;A=knp

Ve o
a ... Nasleduje precizni
konstrukece...

Dlkaz: dikaz konstrukce byl
proveden zpétnym pribéhem
konstrukce
Postup
1) BC;|BC| =a Zavér: Uloha m4 2 fegeni
2) Spc; |BSpc| = |CSpc] v dané poloroviné.



NACRT A ROZBOR

Nacrt — nacCrtneme vyfeSenenou situaci, nacrtky mazou
dynamicky pfibyvat v pribéhu feseni (je to metoda reSeni)

Rozbor — analyza vyfeSené situace (nacrtku)



NACRT A ROZBOR

Nacrt — nacCrtneme vyfeSenenou situaci, nacrtky mazou
dynamicky pfibyvat v pribéhu feseni (je to metoda reSeni)

Rozbor — analyza vyfeSené situace (nacrtku)

podrobnéji: vypiSeme vSechny definice a vlastnosti zadanych

a hledenych prvkl a vSechna tvrzeni, ve kterych se tyto prvky vyskytuiji
(napt. je-li v zadani ortocentrum, tak se zamefime na vysky, kolmost,
pravouhle trojihelniky a véty o nich). Zaméfime se na vztahy mezi
zadanymi a hledanymi prvky. Na mnoziny bod, na kterych lezi
vysledné prvky (napf. kruznice, pfimky, rovnobézky, ekvidistanta . ..).
Na zobrazeni, které zachovavaji vlastnosti Utvar( ze zadani (napf.
rovnostranny trojuhelnik a otoCeni, rovnobéznik a stfedovd soumérnost,
te€na kruznice a stejnolehlost/posunuti .. .). Na preformulovani /
preneseni Ulohy (napf. kruhovou inverzi, dilataci) a zpétné vraceni.
Pouziti vypoctu a analytickych metod.



NACRT A ROZBOR

ZDE BYL OBRAZEK KOPECKU
Hledani cesty mezi predpoklady a Gtvarem k sestrojeni.



NACRT A ROZBOR

Pozorovani 1:



NACRT A ROZBOR

Pozorovani 1:

Nacrt neni rozbor.



NACRT A ROZBOR

Pozorovani 1:

Nacrt neni rozbor. Rozbor je rozbor.



NACRT A ROZBOR

Pozorovani 1:

Nacrt neni rozbor. Rozbor je rozbor.



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

Postup konstrukce — sestaveni jednotlivych vztahu
Z rozboru do algoritmu pro provedeni konstrukce
(za predpokladu fesitelnosti)



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

Pozorovani 2:



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

Pozorovani 2:

Rozbor neni postup konstrukce.



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

Pozorovani 2:

Rozbor neni postup konstrukce. Postup konstrukce je postup
konstrukce.



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

a,b,«

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b
a velikost Uhlu a.



POSTUP KONSTRUKCE A KONSTRUKCE

a,b,«

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b
a velikost Uhlu a.

1) C,A;|CA| = b
2) AX; |<CAX| = a
3) k;k(C,a)

4) BB c AX Nk
5) AABC



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

a,b,«
Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a,b a
velikost Uhlu a.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

a,b,«
Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a,b a
velikost Uhlu a.




DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

a,b,«
Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a,b a
velikost Uhlu a.




DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

a,b,«
Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a,b a
velikost Uhlu a.




DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Argumentacni ¢asti Ulohy. Vychazi z postupu konstrukce.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Argumentacni ¢asti Ulohy. Vychazi z postupu konstrukce.
Ovéreni a diskuze existence reseni:

Je mozné, Ze nékteré z prvkl v konstrukci nebylo mozné
sestrojit. Je potfeba provést diskuzi existence feseni.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Argumentacni ¢asti Ulohy. Vychazi z postupu konstrukce.
Ovéreni a diskuze existence reseni:

Je mozné, Ze nékteré z prvkl v konstrukci nebylo mozné
sestrojit. Je potfeba provést diskuzi existence feseni.

Navic je mozné, Ze sice jsme sestrojili vSechny prvky, ale
nespliuji vlastnosti hledaného utvaru (nap¥. vrcholy
trojuhelniku A, B, C lezi v pfimce).



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Argumentacni ¢asti Ulohy. Vychazi z postupu konstrukce.
Ovéreni a diskuze existence reseni:

Je mozné, Ze nékteré z prvkl v konstrukci nebylo mozné
sestrojit. Je potfeba provést diskuzi existence feseni.

Navic je mozné, Ze sice jsme sestrojili vSechny prvky, ale
nespliuji vlastnosti hledaného utvaru (nap¥. vrcholy
trojuhelniku A, B, C lezi v pfimce).

V jednotlivych bodech postupu vznikaji nove prvky, je
potfeba zajistit jejich existenci, specialné prinikd mnozin
(prusecikl). Tim dostaneme podminky existence feseni.
Podminky se musi opirat o zadané! prvky a musi byt radné
zdlvodnéné.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Argumentacni ¢asti Ulohy. Vychazi z postupu konstrukce.
Ovéreni a diskuze existence reseni:

Je mozné, Ze nékteré z prvkl v konstrukci nebylo mozné
sestrojit. Je potfeba provést diskuzi existence feseni.

Navic je mozné, ze sice jsme sestrojili vSechny prvky, ale
nespliuji vlastnosti hledaného utvaru (nap¥. vrcholy
trojuhelniku A, B, C lezi v pfimce).

V jednotlivych bodech postupu vznikaji nové prvky, je
potfeba zajistit jejich existenci, specialné prinikd mnozin
(prusecikl). Tim dostaneme podminky existence feseni.
Podminky se musi opirat o zadané! prvky a musi byt radné
zdlGvodnéné.

V pripadé, ze jsou zadané hodnoty nebo polohy v§ech
prvki a zadny neni proménny, tak je samotna konstrukce
dikazem existence.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Ovéreni a diskuze poctu feseni:

Je mozné, Ze uvedenym postupem konstrukce jsme
sestrojili i nékteré prvky, které nejsou spravnym feSenim
(nesplnuji zadané podminky). Ty je potfeba vyloucit (s
argumentem proC nejsou feSenim)



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Ovéreni a diskuze poctu feseni:

Je mozné, Ze uvedenym postupem konstrukce jsme
sestrojili i nékteré prvky, které nejsou spravnym feSenim
(nesplnuji zadané podminky). Ty je potfeba vyloucit (s
argumentem proC nejsou feSenim)

PocCty feSeni se obyCejné zmeéni pfi specialnich pfipadech
podminek existence (ostra nerovnost, rovnost apod.).
Pocet feSeni je vzdy potfebné zdlvodnit (napf. kruznice v
7. kroku konstrukce se za podminky a) protne s pfimkou
ve dvou, za podminky b) v jednom, za podminky c) v
zadném bodé).



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Ovéreni a diskuze poctu feseni:

Je mozné, Ze uvedenym postupem konstrukce jsme
sestrojili i nékteré prvky, které nejsou spravnym feSenim
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PocCty feSeni se obyCejné zmeéni pfi specialnich pfipadech
podminek existence (ostra nerovnost, rovnost apod.).
Pocet feSeni je vzdy potfebné zdlvodnit (napf. kruznice v
7. kroku konstrukce se za podminky a) protne s pfimkou
ve dvou, za podminky b) v jednom, za podminky c) v
zadném bodé).

U nepolohové ulohy nezélezi na poloze a orientaci utvaru.
Vic feSeni vznikd, jen kdyz se lisi jiné vlastnosti utvaru.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI

Ovéreni a diskuze poctu feseni:

Je mozné, Ze uvedenym postupem konstrukce jsme
sestrojili i nékteré prvky, které nejsou spravnym feSenim
(nesplnuji zadané podminky). Ty je potfeba vyloucit (s
argumentem proC nejsou feSenim)

PocCty feSeni se obyCejné zmeéni pfi specialnich pfipadech
podminek existence (ostra nerovnost, rovnost apod.).
Pocet feSeni je vzdy potfebné zdlvodnit (napf. kruznice v
7. kroku konstrukce se za podminky a) protne s pfimkou
ve dvou, za podminky b) v jednom, za podminky c) v
zadném bodé).

U nepolohové ulohy nezélezi na poloze a orientaci utvaru.
Vic feSeni vznikd, jen kdyz se lisi jiné vlastnosti utvaru.
Polohova uloha ma tolik feSeni, kolik je moznych
vyslednych Gtvart (bez ohledu na pojmenovani) vzhledem
k poloze zadanych prvku.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI
Nejcastéjsi chyby:
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je dana?
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provedeno zpétnym projdenim krok( konstrukce.
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DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI
Nejcastéjsi chyby:
Formalismus: ,V dané poloroving existuje ... feSeni.” Ktera
je dana?

Formalismus: ,Ovéfeni konstrukce (zkouska, dikaz) bylo
provedeno zpétnym projdenim krok( konstrukce.
Skute€né?

Uloha (napt. Aa, va, o ) ma Fedenti, kdyz je splnéna
trojuhelnikova nerovnost (diskuze neni vedena ze
zadanych prvku, kazdy trojuhelnik musi splfovat A #)



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI
Nejcastéjsi chyby:
Formalismus: ,V dané poloroving existuje ... feSeni.” Ktera
je dana?
Formalismus: ,Ovéfeni konstrukce (zkouska, dikaz) bylo
provedeno zpétnym projdenim krok( konstrukce.
Skute¢né?
Uloha (napt. Aa, ve, o ) méa Fedeni, kdyz je spinéna
trojuhelnikova nerovnost (diskuze neni vedena ze
zadanych prvku, kazdy trojuhelnik musi splfovat A #)
Reseni se mlizou ztratit, kdyZ konstruujeme jenom &asti
mnozin (hlavné: polopfimky misto pfimek, polokruznice,
misto kruznice, osy Uhlu misto osy rliznobézek,

rovnobézku ve vzdalenosti misto ekvidistanty = dvojice
rovnobézek)



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI
Nejcastéjsi chyby:
Formalismus: ,V dané poloroving existuje ... feSeni.” Ktera
je dana?
Formalismus: ,Ovéfeni konstrukce (zkouska, dikaz) bylo
provedeno zpétnym projdenim krok( konstrukce.
Skute¢né?
Uloha (napt. Aa, ve, o ) méa Fedeni, kdyz je spinéna
trojuhelnikova nerovnost (diskuze neni vedena ze
zadanych prvku, kazdy trojuhelnik musi splfovat A #)
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mnozin (hlavné: polopfimky misto pfimek, polokruznice,
misto kruznice, osy Uhlu misto osy rliznobézek,

rovnobézku ve vzdalenosti misto ekvidistanty = dvojice
rovnobézek)

NerozliSeni polohové a nepolohové ulohy.



DISKUZE EXISTENCE A POCTU RESENI
Nejcastéjsi chyby:
Formalismus: ,V dané poloroving existuje ... feSeni.” Ktera
je dana?
Formalismus: ,Ovéfeni konstrukce (zkouska, dikaz) bylo
provedeno zpétnym projdenim krok( konstrukce.
Skute¢né?
Uloha (napt. Aa, ve, o ) méa Fedeni, kdyz je spinéna
trojuhelnikova nerovnost (diskuze neni vedena ze
zadanych prvku, kazdy trojuhelnik musi splfovat A #)
Reseni se mlizou ztratit, kdyZ konstruujeme jenom &asti
mnozin (hlavné: polopfimky misto pfimek, polokruznice,
misto kruznice, osy Uhlu misto osy rliznobézek,

rovnobézku ve vzdalenosti misto ekvidistanty = dvojice
rovnobézek)

NerozliSeni polohové a nepolohové ulohy.
Chybéjici zdivodnéni.



JINE TYPY ULOH?

Je dan trojuhelnik AABC, s délkami stran a, b a velikost Uhlu «.
Vypocitejte velikosti zbylych Ghli a délku strany c.



JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem
a u vrcholu A.
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JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem

o u vrcholu A.

1
2

C,A;|CA|=b 1) Vb >0, 3C,A: |CA| = b
—
AX; |[<CAX| = «

)
)
) ki k(C, )
)
)

w

4 ,BeAXﬂk
ANABC

(¢



JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem

« u vrcholu A.
1) C,A;|CA| =D 1) Vb >0, 3C,A: |CA| = b
2) 152 |<[CAX‘ =« 1) = 2) Va € (0,7),3X : |[<CAX| = «
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)
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JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem

« u vrcholu A.
1) C,A;|CA| =D 1) Vb >0, 3C,A: |CA| = b
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4) ,BeAXﬂk
)
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JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem

o u vrcholu A.

C,A;|CA| = 1) Vb>0, 3C,A : |CA| = b
2) Va € (0,7),3X : |[<CAX| = «
3) Va>0, 3k: k(C,a)

4) pak 3B : B € AX Nk



JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem
a u vrcholu A.

C,A;|CA| = 1) Vb>0, 3C,A : |CA| = b
= 2) YVa € (0,7),3X: |<CAX| =«
= 3) Va>0, 3k:k(C,a)
—

4) pak 3B : B € AX Nk

— 5) AABC



JINE TYPY ULOH?

Jsou dany délky a > 0,b > 0 a velikost Uhlu « € (0, 7). Dokazte,
Ze existuje AABC se stranami a = BC,b = CA a vnitinim Ghlem
a u vrcholu A.

1) C,A;|CA| = 1) Vb >0, 3C,A: |CA|=b
2) 1&; |<<CAX| = « 1) = 2) Va € (0,7),3X : |<CAX| = «
3) k;k(C,a) 1) = 3) Va >0, 3k:k(C,a)
4) B;Bc AXNk (2)/\3)> — 4) pak3B:BecAX Nk
5) NABC
(1)/\4)) — 5) AABC

Az na to, Ze tato véta neplati... je potfeba pridat predpoklady.



5.2.1. Véta (Rolleova véta). Nechta.h € B, a < b, a f:[a.b] — R je spojita
funkee. Je-li f(a) = f(h) a f mi derivaci v kazdém bod¢ intervalu (a.h), pak
existuje ¢ € (a,b) takové, ze f'(c) = 0.

Diitaz. Podle Véty 4.3.9 nabyva funkce f na intervalu [a.b] svého maxima i mini-
ma. Ozna¢me m = min f([a.b]) a M = max f ([a.b]). Pak

m =< fla)= f(h) =M. (5.12)

Jestlize m = M, potom je funkee f konstantni na [a. b]. Z Prikladu 5.1.11 vyplyvi,
ze f'(c) = 0 dokonce v kazdém bodé ¢ € (a,b).

Nyni predpokladejme, ze m < M. Potom musi byt alespon jedna z oboq ne-

splnujici f(¢) = M. Potom ¢ ¢ {a.b}, a tedy ¢ € (a.h). Pak f nabyva v bodé¢
¢ sv¢ho maxima na intervalu [a. b] a existuje v ném derivace podle piedpokladu.
Podle Véry 5.1.30 plati f'(c) = 0.

Jestlizem < f(a), pak lze postupovat obdobné jako v predchizejicim pripadé.
Alternativné je také mozné pouzit jiz dokizané tvrzeni na funkei — f. Tim je dikaz
hotov. u

Pick L. a kol.: Matematicka analyza (pfedbézna verze), 2023, online

https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf, str. 258-259



https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf

Nyni picdpoklidejme, Z¢ m < M. Potom musi byt alespoit jedna z obou ne-

spliujici f(c) = M. Potom ¢ ¢ {a.h}, a tedy ¢ € (a,h). Pak f nabyvi v bodé
¢ svého maxima na intervalu [a. ] a existuje v ném derivace podle predpokladu.
Nechta.h € R,a < bya f:[a.b] — R je spojita Podle Véty 5.1.30 plati f'(c) = 0.

tunkce.

Dikaz. Podle Véty 4.3.9 nabyva funkce / na intervalu [a. b] svého maxima i mini- / \ !

ma. Oznaéme m = min f(fa.b]) a M = max f ([a.b]). Pak

\,.

wm < fla)= f(h) <M

/ existuje ¢ € (a.h) takové, Ze f'(c) = 0.

f ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a.b),

fla) = [(h)



TROJUHELNIKY SNAD K NECEMU BUDOU!



TROJUHELNIKY SNAD K NECEMU BUDOU!

objevovani vztahu, reformulace, problem solving

algoritmizace, dedukce
argumentace, dokazovani, hledani hranicnich stavd



DEKUJI ZA POZORNOST!

...aomlouvam se vSem A.



