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Ucitelovo dilema

Casovd narocnost vs. efektivita: Je nejvice efektivni to, co
prindsi rychlé vysledky?

Maximalizovat vykon v kratkodobém horizontu (vyklad a
procvicovani podobnych typl uloh, uceni se zpaméti)

VS.

Maximalizovat uceni v dlouhodobém horizontu
(produktivni selhavani, objevovani jako priprava na ucen)



Hiebert, J., Grouws, D. A. (2007). The effects
of classroom mathematics teaching on
students’ learning. In . K. Lester, Jr, (Ed.),

Second handbook of research on

mathematics teaching and learning (pp.
371-404). Charlotte, NC: Information Age

Publishing.

=Pojmy a vztahy jsou verejné
(teachers and pupils attend

explictly to concepts)

= Z4ci vynakladaji usili pfi fedeni

matematickych problému
(pupils struggle with important

mathematics)

Matematické souvislosti jsou ,véc verejna“:
diskutuje se o vyznamech, které jsou podstatou
matematickych postupd,
kladou se otazky tykajici se resitelskych strategii, v ¢em jsou
podobné a v cem se lisi,
zvazuji se zpUsoby, jak na sebe matematické problémy
navazuji, v cem se odlisuji, v ¢em jsou jedinecCne,
pozornost se vénuje vztahdm mezi matematickymi
myslenkami,
zvedomuje se zakim, v ¢em skvi podstata hodiny a jak to
navazuje na minulé hodiny a jiz znamé myslenky

zaci vynakladaji usili, aby matematice
porozumeli, aby zjistili néco, co neni na
prvni pohled patrné; jsou kognitivné

aktivizovani




,Kognitivni aktivizace je vyukova praktika, ktera
podnécuje zaky k hlubsSimu uvazovani tak, aby si
vytvofili propracovanou znalostni bazi. Pfi kognitivné
aktivizujici vyuce ucitel vede zaky k tomu, aby
odkryvali, vysvétlovali, sdileli a konfrontovali své
myslenky, koncepty a metody feSeni tim, Ze jim zadava
narocné Ukoly, dostava je do situaci vedoucich ke
kognitivnim konfliktim a predklada jim odlisné napady,
stanoviska, interpretace a feSeni.”“ (Lipowsky et al.,

Kognitivni 2009, 5. 529)

aktivizace

Lipowsky, F., Rakoczy, K., Drollinger-Vetter, B., Klieme, E., Reusser, K., & Pauli, C. (2009).
Quality of geometry instruction and its short-term impact on students’ understanding of
Pythagorean Theorem. Learning and Instruction, 19(6), 527-537.

Klicova otazka: Davame zakum dostatek prileZitosti,
aby byli kognitivné aktivizovani?




8.15: U. vyvolava zaky, ti pfijdou k tabuli, zapiSi vzorec na tabuli

a vraceji se do lavice.

8.18: U. spolecné se tfidou kontroluje spravnost vzorcl. U kazdého vzorce se zepta tfidy, zda je vzorec spravné.

Chybné vzorce nasledné sama opravi a zdlrazni, jak nesmirné dllezita je znalost vzorcl na tabuli pro zvladnuti tak

narocného uciva, jako jsou exponencialni rovnice.

8.23: Exponencialni rovnice se vyznacuji tim, Ze maji neznamou v exponentu.

Metoda reSeni:

1)Levou a pravou stranu rovnice upravime pomoci pravidel pro mocniny tak,

abychom dostali na obou stranach rovnice mocniny se stejnym zakladem.

2)Exponenty porovname.

8.26:

Reste rovnici v oboru R,

provedte zkousku:
4= 64

47%= 43

U. se zepta tfidy, zda ma nékdo navrh, jak danou rovnici fesit. Jeden zak
navrhne vydélit rovnici ¢tyfmi. U. odpovi, Ze to nikam nepovede, a poradi
zakum, at’ si znovu pfectou definici. ZdUrazni, Ze je tfeba upravit pravou
stranu rovnice. Nikdo nic nenavrhuje, tak u. feSeni prozradi.

Zakyné sedici pfede mnou se Septem zepta souseda, proé je pied trojkou

minus. Soused odpovi, Ze nevi.



Naslech:

Kombinatorika

Zaci zacali probirat nové téma — kombinatorika. Pani u¢itelka
problematiku uvedla na prikladech z jejich bézného Zivota —
budou si umét spocitat, kolika zplisoby mohou zkombinovat sva
tricka a kalhoty, kolika zplisoby se mohou dostat do Skoly apod.

Dale na projektoru ukazala par pfikladd, které ilustrovaly dalsi
moZnosti kombinatoriky. Zaci byli velmi zaujati, o tématu
diskutovali. Bylo vidét, Ze jsou z problematiky nadseni a tési se,
az zacnou pocitat. Nékteré divky jiz zkouseli, kolika zplUsoby
zkombinuji boty a kalhoty.

Pani ucitelka ovsem nasledné pustila na projektoru vzorecky,
které zakim doporucila si zaznamenat, a zacala je komentovat.
Cely zbytek hodiny se potom nesl ve znameni vzorecku a
vysvetlovani ,,s opakovanim” a ,bez opakovani“.

Zaci velmi rychle ztratili nad$eni a nezi&astnéné si zapisovali do
sesit0.



Vlyuka analytické geometrie u dvou ucitelu gymnazia
(z diplomoveé prace)

Rovnice primek v této Uloze byly zadané, v prvni bylo pouZito pismeno ¢, ve druhé s.

U: ,Protoze budeme zkoumat, jestli je tato primka (p) a tato primka (q) totozna, tedy jsou to
dvé parametricka vyjadreni stejné primky, tak si do té druhé nemdzu dosadit jako parametr
také t, ale dosadim si tam jiné pismenko. Vétsinou se pouziva s.”



Vlyuka analytické geometrie u dvou ucitell gymnazia |
(z diplomoveé prace)

MK nechal Zaky vyresit soustavu rovnic, kde je pouze jedna neznama. Po vyreseni rovnice pro x-ovou

v . . v 1 v . . 1
souradnici, vyslo k = 7@ pro y-ovou souradnici k = -

U: ,Co nam vyslo? A co ndm mélo vyjit?“

Z: ,Ten bod.“

U: ,Tak jaké ma souradnice?”

Z: ,Ten vektor, co je v pfimce p, vynasobim tim, co ndm vyslo.“

U: ,Aconam vyslo? Jedna polovina nebo minus jedna tretina? Co ty Cisla znamenaji? Co nam
meélo fici to k?“

Z: ,Jak roztdhneme ty vektory.”

U: ,A kdyZ nam vysla dvé rtzna k, co to znamena?“



Vlyuka analytické geometrie u dvou ucitell gymnazia |
(z diplomoveé prace)

Z: ,To k, které nam vyslo z rovnice pro x, dosadime do x-ové souradnice a to druhé do y-ové
souradnice.”

U: ,Pockej, vidyt tohle k musi byt vidy stejné, ne? To mi rika, jak natahnu ten vektor. Ja
nemu0zu natahovat jinak x-ovou a jinak y-ovou souradnici.”

Z: ,Tak dosadime tu jednu polovinu do p a jednu tFetinu do q, a kdyZ to bude stejné, tak
mame ten bod.”

U: ,A kdyZ to nebude stejné?”
Z: ,Tak jsme poéitali $patné.”

U: ,,My jsme pocitali Spatné, ale v cem je tedy chyba?“

V tu chvili skoncila hodina, MK nechal problém otevieny s tim, Ze se k nému vrati v pfisti hodiné.



Produktivni selhavani (productive failure)

Konsolidacni faze (vykladova)

Cilem komplexnich Uloh neni,
aby Zaci sami objevili formalni
zpUsob reseni (ucitel se tedy
nemusi snazit je k nému
navést), ale aby se pripravili na
nauceni se tohoto zplsobu.




Experimentalni skupiny dosahovaly lepSich vysledkU i ve standardnich ulohach, v nichz byli Zaci
kontrolni skupiny trénovani.

Experimentalni skupiny dosahovaly lepsich vysledk( v konceptudlnich znalostech a ve schopnosti
transferu znalosti na jiny problém.

Experimentalni skupiny nebyly horsi v proceduralnich dovednostech nez zaci kontrolni skupiny,
ktefi procvicovali feseni na vice podobnych Ulohach.

Cim vice rdiznych reprezentaci a strategii byli schopni Zaci v experimentalni skupiné najit, tim
lepsich vysledkd dosahli v post-testu.



llustrace — produktivni selhavani na stredni skole

. Kontrolni skupina Experimentalni skupina

ucitel vysvétluje latku, na prikladech predstavuje kanonické
reseni, zaci individualné resi podobné ulohy

7aci Fed tfi izomorfni Ulohy samostatné, po kazdé z nich Zaci resi ve trojicich komplexni problem

nasleduje spolecna kontrola, tfi podobné Ulohy byly zadany za
domaci ukol (dalsi tfi byly zadany po ¢tvrté vyucovaci jednotce)

zaci resi ve trojicich stejny komplexni problém jako zaci prezentuji a porovnavaji vlastni
experimentalni skupina v 1. a 2. vyucovaci jednotce, ucitel strategie a reprezentace, ucCitel prezentuje
vysvetluje reseni kanonické reseni

zaci resi individualné tfi Ulohy stejného typu, probiha spolecna diskuse reseni




Rozptyl

Pan Fergusson, pan Merino a pan Eriksson jsou manazery
Nejvyssiho fotbaloveho klubu. Momentdlné shanéji noveho

Year Mike Arwen Dave Backhand Ivan Right
utocnika a po dlouhém hledani se jim seznam potencialnich 058 » 5 5
hrach zazil na tf1 hrace: Mikea Arwena, Davea Backhanda a 1989 9 9 18
Ivana Righta. VSichni Gtoc¢nici si fekli o stejnou mzdu, a tak se 1990 14 16 15
ok : . , fxo 1991 10 14 10
manazeti shodli na tom, Ze se rozhodnou podle vykonu hracu e iz = %
v Prémiové lize za poslednich 20 let. Tabulka ukazuje pocet 1993 1 T 10
golt, které¢ kazdy z hrach vstrelil mezi lety 1988 a 2007. 1994 15 13 17
W W - A - W W - 14 1484 1995 ll 14 10
Manazeti si tekli, ze by se mél vybrat konzistentni hrac. o o e 5
Dohodli se, ze k rozhodnuti dojdou matematicky, a to tak, ze 1997 12 19 14
piijJdou na vzorec, pomoci ktereho by se vypocitala 1998 16 14 19
: . o - 1999 12 12 14
,.konzistentnost* vykonu kazdého hrace. Tento vzorec by se il o o 5
mél pouzit pro vykony vSech hracli a mél by pomoci hrace 2001 13 14 9
férove porovnat. Manazeti vas Zadaji o pomoc. Vytvoite pro né 2002 i L 10
rosim ,,vzorec konzistentnosti* a ukazte, ktery hrac je nejvice 2003 P P 18
prosim ., : » XICTYy Je e 2004 18 14 1
konzistentni stielec. Na pfid€leny papir zaznamenejte svou 2005 14 18 10
praci i vypocty. . 12 b 18
2007 14 15 18

Kapur, M. (2012). Productive failure in learning the concept of variance. Instructional Science, 40(4), 651-672.
https://doi.org/10.1007/s11251-012-9209-6
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n=162, 10. roCnik v némeckych skolach

mpre-test

PF ﬁeéenl’ =45 minut reseni problému (stejny jako nahore)

: ’ =45 minut vyklad o rozptylu — véetné zdUrazneni
prob emu ve typickych ¥akovskych chyb

2 mpost-test

skupinach, P
nebo Obé skupiny mely stejné konceptualni dovednosti a
: . A2 neliSily se v mnozstvi vygenerovanych strategii — tedy
IndIVIdua ne: skupinova prace neni nezbytnym predpokladem

Uspesného PF

Brand, C., Hartmann, C., Loibl, K., & Rummel, N. (2023). Do students learn more from failing alone or in groups?
Insights into the effects of collaborative versus individual problem solving in productive failure. Instructional Science.
https://doi.org/10.1007/s11251-023-09619-7




=Jvodni problém by mél byt dostatecné narocny, aby
bylo co zkoumat, ale zase ne tolik, aby to zaci vzdali

= Jvodni problém by mél byt resitelny vice zpUsoby a
mel by mit vice reprezentaci

= Jvodni problém by mél aktivovat predchozi znalosti
PF a dovednosti zakd (formalni i neformalni)

= ve druhé fazi by meél ucitel navazovat na reseni, ktera
vytvorili zaci, a davat je do souvislosti s formalnim
resenim

Predpoklady

= ve tridé jsou zaloZzeny takové normy, Ze se ocekava,
Ze se budou resit problémy; zaci nespoléhaji na
vyklad ucitele




PF: ProcC to
funguje a

jaka jsou
rizika

= PF stavi na mnohych experimentalné vyzkousenych postupech,
které ukazuji, Ze je pro zaky prinosné, kdyz pred vlastnim vykladem
dostanou pfilezitost fesit ulohy i bez znalosti prislusnych postupt

= PF je zalozené na myslence, ze zakovska originalni produkce
(strategie, postupy, reprezentace) je cenna pro jejich uceni, pokud
se vhodné propoji s konvenénimi (formalnimi) postupy

= | kdyZ Zaci nenasli spravné reseni, byli pfipraveni na vyklad ucitele —
matematické pojmy a metody jim vysvétlily to, co si intuitivné
vytvorili, i kde a pro¢ udélali chybu

= 74ci (i slab&i) byli schopni 1épe pochopit novou latku a také, pro¢
oni sami nebyli v reseni Uspésni

= To je zfejmé dlvodem, proc€ se tyto znalosti ukazaly jako trvalejsi
= Predpoklad — navozeni vytrvalosti v praci zaky

= Kfehka rovnovaha mezi produktivnim a neproduktivnim
selhavanim (nebezpedi frustrace)

=Nutnost vytvoreni priznivych norem (napf. chyba je pfrileZitost k
uceni)



Uceni se z chyb

=Prokazano v psychologii (napr. Booth et al., 2017) i neurologii (v okamziku chyby
dochazi v mozku k aktivité)

=Prokazano pro reflektovani vlastnich chyb i chyb, které jsou zakdm predlozeny jako
napr. reseni fiktivnich zaku
=Konsistentni vysledek pro vSechny zaky — pozitivni efekt po ¢asové prodlevée

sNekteré studie prokazaly vetsi prinos pro silnejsi zaky, jiné pro slabsi zaky



Predpoklady produktivniho uceni se z chyb (pr. Steuer
etal., 2013) — pohled zaku

=tolerance chyby ze strany ucitele (chyba neni pocitovana jako néco a priori
Spatného)

=nevyuzivani chyby pro hodnoceni (faze uceni a hodnoceni je z hlediska chyb
oddélovana)

=ucitelova podpora po objeveni chyby (vysvétleni, trpélivost a pomoc)
mabsence negativni reakce na chybu (verbalni i neverbalni) ze strany ucitele i
zaku

=ochota zaku riskovat chybu

"analyza chyby (chyba je verejné analyzovana)

mvyuziti chyby pro dalsi uceni

Steuer, G., Rosentritt-Brunn, G., & Dresel, M. (2013). Dealing with errors in mathematics classrooms: Structure and relevance of perceived error climate.
Contemporary Educational Psychology, 38(3), 196-210. https://doi.org/10.1016/j.cedpsych.2013.03.0



Procvicovani

Pokud jde o uchovani naucené¢ho materialu v paméti, v kognitivni psychologii byly
opakované potvrzeny vztahy jednak mezi poctem opakovani a podrzenim v paméti,
jednak mezi ¢asem a zapominanim. V obou ptipadech maji tyto vztahy podobu mocninné
funkce a lze je zhruba charakterizovat jako ,,rlist s negativni akceleraci®. [...] s poftem

opakovani se mnozstvi zapamatovan¢ho materialu zvysuje, pfitom vsSak se prirastek pfi
kazdém opakovani snizuje. Pro zapominani pak plati, Ze pokud neni material opakovan,
pak s nartstem casového intervalu od nau€eni se mnoZstvi zapomenutého materialu
zvysuje, velikost tohoto ubytku vSak s Casem klesa.

Rendl, M., & Pachova, A. (2013). Procesy uceni v diskurzu ucitelit matematiky na 2. stupni zakladni Skoly. In Rendl, M.
et al., Kriticka mista matematiky na zakladni skole oc¢ima ucitelu (s. 127-182). Praha: PedF UK.



Procvicovani

V psychologii panuje obecnd shoda na tom, Ze
opakovani je efektivnéjsi, je-li rozloZzeno v case.
RozloZeni uceni do delSiho Casového tseku (,,spaced
learning®, ,,spaced repetition®) je davano do
kontrastu s tzv. nakupenym (,,massed*) u¢enim, kdy
uceni a jeho opakovani je soustiedéno do kratkého
casoveho useku.

Bylo potvrzeno, ze zatimco nakupené u€eni ma lepsi
vysledky spiSe pi1 kratkodobych pozadavcich na
zapamatovani, pro dlouhodobéjsi uchovani v paméti
je efektivnéj$i u€eni s vnofenymi intervaly. Ty vSak
nesmé&ji byt dlouhé pfilis. (s. 170)

Rendl, M., & Pachova, A. (2013). Procesy uceni v diskurzu ucitelit matematiky na 2. stupni zakladni Skoly. In Rendl, M.
et al., Kriticka mista matematiky na zakladni skole oc¢ima ucitelu (s. 127-182). Praha: PedF UK.



Procvicovani

Spoléhani na spontanni porozumeéni, které pii
opakovaném procvicovani jaksi automaticky
,haskoCi“, mulze zejména bez cilené¢ho
provéfovani, zda k porozuméni skutecné
doslo, veést k pouhému mechanickému

Druhym zplsobem, jak zefektivnit opakovani, je
elaborace. [...] Elaborace znamena, ze materidl je
spontann¢ nebo zamérné postupné  organizovan,
pouzivani procedur. Také setrvavani u stale strukturovan, stavén do novych souvislosti. (ibid.: s. 171)
stejné (nizkeé) utrovné slozitosti uloh nijak
neprohlubuje miru osvojeni konceptu, nevede
k tomu, aby se z Zaka-novacka v dan¢ oblasti

staval expert. (ibid.: s. 172)

Rendl, M., & Pachova, A. (2013). Procesy uceni v diskurzu ucitelit matematiky na 2. stupni zakladni Skoly. In Rendl, M.
et al., Kriticka mista matematiky na zakladni skole oc¢ima ucitelu (s. 127-182). Praha: PedF UK.



/aver
Prilezitost k PF

mKombinatorika: zaci resi soubor
izomorfnich uloh (existence
riznych reprezentaci, hledani
organizacniho principu, rdzné
strategie reseni)

=Ndmeét — slovni Ulohy o pohybu

shttps://www.suma.jcmf.cz/news/
matematika-v-mediich-vyuziti-
slovnich-uloh-pri-kooperativni-
vyuce/

Pljde to?
Urcité ... nékdy se povede, jindy ne

Poskytujeme Zakum dost prileZitosti
k vlastni matematické praci?



Slovni U

P1:

Kdy a kde se potkaji dva vlaky, které vyjely soucasné
proti sobé ze stanic A a B vzdalenych 60 km, jestlize
vlak ze stanice jel rychlosti 75 km/h a vlak ze stanice
B rychlosti 45 km/h?

Ze dvou mist vzdalenych od sebe 192 km vyjedou
soucasneé proti sobé osobni a nakladni vlak. Osobni
vlak ma prdmeérnou rychlost o 12 km/h vétsi nez
nakladni vlak. Jakymi rychlostmi vlaky jedou, jestlize
se potkaji za 2 hodiny?

Vzdalenost dvou mist je 240 km. Z mista A vyjelo

v 8.00 hodin nakladni auto primérnou rychlosti 60
km/h. V 8.30 hodin mu vyjelo naproti z mista B
osobni auto pohybujici se prdmérnou rychlosti 80

km/h. Za jak dlouho a jak daleko od mista A se obé
vozidla potkaji?

ohy o pohybu (hameét Evy Holé)

Chodec vysel v 9 hodin rano rychlosti 4 km/h.
O pul dvanacté za nim vyrazil cyklista
rychlosti 20 km/h. Za kolik minut jizdy cyklista
chodce dohoni?

Za chodcem jdoucim prdmérnou rychlosti 5
km/h vyjel z téhoZ mista o 3 hodiny pozdéji
cyklista prdmérnou rychlosti 20 km/h. Za jak
dlouhou dobu dohoni cyklista chodce?

Petr vybéhl na tréninkovy okruh rychlosti 6
km/h a za nim za 15 minut vybéhl ze stejného
mista Kamil rychlosti 8 km/h. Za jak dlouho a
jak daleko Kamil Petra dobéhne?




