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Jaka je pravdépodobnost, ze mi padne Sestka?

Hazeni kostkou: Sest jevl, kazdy stejné pravdépodobny = 1/6



Definice — klasicka pravdépodobnost

Nejjemnéjsi vysledek nahodného pokusu oznacme elementarni jev.

Predpokladejme, Ze existuje kone¢né mnoho elementarnich jevu
a vSechny jsou stejné pravdépodobné.

Pravdépodobnost jevu A je rovna poctu pfiznivych elementarnich jevd
ku poctu vSech elementarnich jevu.

Priklad: P(liché Cislo) = 3/6 = 1/2

Namitky: definice kruhem, kone¢né mnoho elementarnich jevu



Axiomaticka definice pravdépodobnosti (1933)

Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903—1987)

zaklad moderni teorie pravdépodobnosti

Méjme mnozinu €, jeji prvky budou elementarni jevy. Mze byt
nekonecna.



o-algebra (mnoZiny, které chceme umét merit)

Definice: o-algebra A je neprazdny systém podmnozin Q, ktery je
uzavieny vzhledem ke kone¢nym a spoCetnym sjednocenim
a doplnkdm, neboli

@ A, A, e A= UiA € A,
@ Ac A= A A

Vybrané vlastnosti:

iy 0,Qec A
(i) Ay, Ao,...€e A= NA €A



Pravdépodobnost méri mnoziny

Definice: Pravdépodobnost je funkce P definovana na A, pro kterou
plati:

@ P(A) > 0prokazdé A€ A,
° P(Q)=1,
@ P(U;A;) = >_; P(A)) pro {A;} po dvou disjunktni.

Vybrané vlastnosti:
) P0) =
(u) P(A) + ( °) =
(iii)y P(A) < P(B), pokudAC B
(iv) 0< P(A)<1prokazdé Ac A



Vyrabime pravitko P

Otazka: Nahodneé vybereme Cislo X od 1 do 12. Jaka je
pravdépodobnost, ze bude X < 67?

Mnozina elementarnich jevl: Q = {1,2,...,12}
o-algebra: A = 29
Pravitko poskladame tak, ze P({1}) = 1/12 = P({2}) =...= P({12})

UZ miZeme méfit i jiné mnoziny: P({1,2,3}) = 3/12 apod.

Odpovéd: P(X < 6) = P({1,2,3,4,5,6}) = 6/12 = 1/2



Vyrabime jiné pravitko

Otazka: Nahodneé vybereme Cislo X od 1 do 12. Jaka je
pravdépodobnost, Zze bude X < 67?

Mnozina elementarnich jevi: Q = {1,2,...,12}
o-algebra: A = 29

Pravitko poskladame tak, ze plati

k 1 2 3 4 5 6
P({k}) 0 | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36

k 7 8 9 10 11 12
P({k}) | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Odpovéd: P(X < 6) = P({1,2,3,4,5,6}) = 15/36 # 1/2

Poznamka: Nahodnost nemusi znamenat rovnomérnost!



Nejdulezitéjsi slide této prednasky

Pravdépodobnost P (jako mnozinova funkce) popisuje chovani
uvazovaného experimentu, dava jeho model.

Model urCuje hristé, na kterém hrajeme, a pravidla, ktera tam plati.
Tedy uréuje odpovéd na nasi otazku.

Nalezena odpovéd ale plati jen na tom konkrétnim hfisti. Na jiném
htisti (v jiném modelu) maze platit jina odpovéd.

Jestli je odpovéd sprdvna nebo $patnd neni absolutni fakt, ale zalezi
na pouzitém modelu.

UplIné jinou otazkou ale je, ktery model dobte popisuje tu realnou
situaci, a ktery model tedy dava uzitecné odpovédi.



Podminéna pravdépodobnost — upravujeme pravitko

Definice: Pokud B je jev splnujici P(B) > 0, pak podminénou
pravdépodobnost jevu A za podminky jevu B definujeme jako

P(A|B):P(If(g)8).
X X %
X
x X/ X
X
B X X




Podminéna pravdépodobnost je porad
pravdépodobnost

Staré pravitko: P(A)

Nové pravitko: Pi(A) = P(A| B)

Vybrané vlastnosti:
(i) P1(0)=0
(i) Py(A) + Py(A%) =1
(iii)y Py(A) < P¢(B), pokud AC B
(iv) 0 < Pi(A)<1prokazde Ac A



Favority dostihu jsou koné Amarant a Baklazan. Odbornici tipuji, ze
Amarant zvitézi s pravdépodobnosti 5/10 a Baklazan
s pravdépodobnosti 3/10.

Amarant ztratil na startu tolik, Ze je jiz jisté, Ze nezvitézi.
Jaka je nyni pravdépodobnost, ze zvitézi Baklazan?
Odpoveéd': P(zvitézi Baklazan | Amarant nezvitézi) = 3/5, protoze

P(zvitézi Baklazan, Amarant nezvitézi) = 3/10,
P(Amarant nezvitézi) = 5/10.



Opatrnosti je treba! P(A | B) # P(B | A)

U vinikd dopravnich nehod bylo v 10 % pfipadu zjisténo poziti
alkoholickych napojd. Znamena to, ze stfizlivi fidici jsou vice
nebezpecni?

Kdyz N bude znacit jev, ze doslo k nehodé, a O jev, Ze fidi¢ pil alkohol,
pak zadani fika P(O | N) = 0,1, neboli P(O° | N) = 0,9.

To ale nic nevypovida o P(N | O) nebo P(N | O°). K tomu bychom
potfebovali mit néjakou dodate¢nou znalost.

Pfedpokladejme, Zze P(O) = 0,005, potom dostavame
P(N|O)=P(NNnO)/P(O)=P(O | N)P(N)/P(O) = 20P(N).

P(N | O° = P(O° | N)P(N)/P(O°) = O%%P(N) = 0,905P(N),

Vv s

tedy poziti alkoholu je daleko nebezpecCnéjsi.



Zmatky jsou bohuzel Casté

Vybrano ze zprav:

@ pozor na Ceské turisty v Tatrach (nejvic zahranicnich turistt
zapletenych do nehody pochazi z Ceska),

@ chlapci jsou ve vetSim ohrozeni pfi jizdé na kole (vétSina déti pfi
nehodach na kole jsou chlapci),

Vv,

@ domov je nebezpeéné misto (ke tretiné nehod dochazi ve vlastnim
bydleni).

Z toho, ze P(A | B) je velka, je nespravné usuzovano, ze
P(B | A) > P(B). To ale nelze ucinit bez informace o P(A).

Napriklad A = Cesky turista, B = nehoda.



P(A| B) > P(A| C) neznamena

P(A| BN D) > P(A| CN D)

V dobé Spanélsko—americké valky (1898) byla v namornictvu USA
umrtnost zhruba 9 promile, zatimco u civilistt v New Yorku byla 16
promile. Armada pouzila tyto statistiky pfi naboru novacku.

V armadé jsou zdravi a silni lidé, zatimco mezi civilisty jsou zahrnuti
také vsSichni stafi nebo nemocni. Oznaéme jako jev A imrti daného
Clovéka, jev B, ze jde o obyvatele New Yorku, a jev C, ze jde o Clena
namornictva. Pak data udavaji P(A | B) > P(A | C).

Kdybychom uvazovali stejné staré lidi, napt. ve véku 18-30 let (jev D),
pak muzeme Cekat, Ze P(A| BN D) < P(A| Cn D).



Bertrand(v paradox poprvé

Do kruznice je vepsan rovnostranny trojuhelnik. Nahodné zvolime
tétivu, ktera kruznici protina. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy
uvnitf kruznice je vétsi nez délka strany vepsaného trojuhelniku?

A=P1
pP;
C
B Pr



Bertrand(v paradox podruhé

Do kruznice je vepsan rovnostranny trojuhelnik. Nahodné zvolime
tétivu, ktera kruznici protina. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy
uvnitf kruznice je vétsi nez délka strany vepsaného trojuhelniku?

A




Bertrand(v paradox potreti

Do kruznice je vepsan rovnostranny trojuhelnik. Nahodné zvolime
tétivu, ktera kruznici protina. Jaka je pravdépodobnost, ze délka tétivy
uvnitf kruznice je vétsi nez délka strany vepsaného trojuhelniku?

A

=

>
N

B




Bertranduv paradox
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