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Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

predkladdme vam sbornik obsahujici texty tif vyzvanych prednasek, texty delSich
a kratSich sdéleni, které byly pfihlaSeny na 32.mezinarodni konferenci Historie
matematiky. Vsechny ptispévky byly graficky a typograficky sjednoceny, nékteré byly
upraveny i jazykoveé. Zafazen byl téZ program konference a seznam vSech ucastnikd, kteti
se pihlasili do 1. kvétna 2011. Sbornik vznikl diky podpofe grantu GA CR P401/10/0690
Prameny evropské matematiky, financni pomoci Katedry didaktiky matematiky MFF UK
a Ustavu aplikované matematiky FD CVUT.

V avodu sborniku pfipominame Jaroslava Foltu (1933-2011), jednoho ze
zakladatelti $kol nazyvanych Svétondzorova vychova v matematice, z nichZz postupem
casu vznikly letni Skoly Historie matematiky, které se proménily v mezindrodni
konferenci Historie matematiky.

V prvni ¢asti sborniku jsou otistény texty hlavnich ptednasek, onéz byli pozadani
zkuSeni prednasejici, ktefi se zabyvaji matematikou, jeji historii a vyucovanim.

Ve druhé ¢asti sborniku jsou publikovany piispévky jednotlivych ucastnikli. Konference
neni monotematicky zaméfena, snazili jsme se poskytnout dostate¢ny prostor k aktivnim
vystoupenim, diskusim a neformalnim setkanim vSem ptihlaSenym, tj. matematiktim, histo-
rikim matematiky, ucitelim vysokych i stfednich skol, doktorandim oboru Obecné otdazky
matematiky a informatiky i vem dal$im zdjemcim o matematiku a jeji historii.

Program leto$ni konference je pomérn¢ pestry. Véfime, ze kazdy najde témata, ktera ho
zaujmou a potesi, ze objevi nové kolegy, pratele a spolupracovniky, ziska inspiraci, fadu
podnéti, motivaci i povzbuzeni ke své dalsi odborné praci a ke svému studiu.

v

Podrobnéjsi informace o letosni konferenci i o vSech pfedchozich konferencich a letnich
Skolach lze najit na adrese

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html.

Martina Becvarova, Jindrich Becvar

V Praze, v Cervnu 2011



Jaroslav Folta (1933-2011)
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PAPIROVA GEOMETRIE V DEVITI JEDNANICH

JIRT F1aLA

Abstract: Paper folding geometry in nine acts: 1) What can be done by paper
folding? If one uses non-standard folding then even the trisection of an angle. 2)
Standard paper-folding is equivalent to the geometry, in which we can join two given
points by a straight line and move a given straight line (,,standard®) to a given place.
3) Such geometry forms a model, which satisfies all the Hilbert axioms except the
axiom of completeness. 4) What can be constructed in such geometry? Only totally
real numbers (Hilbert’s answer). 5) How it can be constructed: that is what Hilbert
wanted to know, but was unable to do, so he made of it the famous 17th problem. 6)
This problem was solved after some thirty years by E. Artin and O. Schreier (they
created for this purpose the beautiful theory of real fields). 7) Unfortunately this
solution is not constructive; some thirty years later a constructive solution was given
by Abraham Robinson and Georg Kreisel. 8) Unfortunately corresponding algorithm
has exp exp complexity, so it is in fact inapplicable. 9) So the final question is: when
we can really (not by convention) say that a mathematical problem was definitely
solved?

1 Co lze udélat skladanim papiru?

1.1 Jednoduché skladani

Asi kazdy si nékdy v détstvi slozil z papiru vlastovku, lodicku nebo ¢epici. Skladéani
papiru patil mezi velmi staré zabavy a zvlasté v Japonsku dosahlo mimoradného
mistrovstvi. Z japonstiny také pochazi rozsifené oznaceni pro takovou ¢innost i jeji
vysledky — origami (coz znamend pravé skldddni papiru). Rozsifilo se to po celém
svété a jsou mistii ve skladani hmyzu, ptakt, ryb, krabt i krabicek, kravicek i kra-
hujct. Ale tieba i celych betlémt nebo orchestri.

Asi kazdy potieboval nékdy slozit z papiru ¢tverec, mozna si vyzkousel i pra-
vouhly ¢i rovnoramenny trojihelnik. Ale co tfeba rovnostranny trojahelnik nebo
pravidelny pétithelnik? Jde to vibec? Zvlastni je, Ze si patrné nikdo takové otazky
nekladl systematicky az do konce devatenactého stoleti. V roce 1893 vysla zfejmé
prvni kniha o takové jorigamové geometrii“. A aby to bylo jesté zahadnéjsi: nena-
psal ji néktery evropsky matematik, ale indicky vybérci dani (,deputy collector®)
T. (Tandalam) Sundara Row (dnes bychom asi jeho jméno transkribovali jako Rao).
Jeho kniha Geometrickd cviceni ve skldddn{ papiru vysla v Madrasu v roce 1893.

L Geometrical Ezercises in Paper Folding; viz [56]. S jingmi obrazky (fotografiemi slozenych
papiril) ji pozdéji do tisku pfipravili W. W. Beman, D. E. Smith; poprvé takto vysla v roce 1901.
Dockala se mnoha pietiskti a vydéni (viz nap¥. [57]), posledni, které jsem zachytil, je z bfezna 2010
(Nabu Press). Kniha byla preloZena i do rustiny a vysla ve dvou vydénich ve slavném a kratce po
revoluci zlikvidovaném nakladatelstvi Mathesis v Odésse (viz [58]).
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V tvodu pise, Ze na pocatku byl darek pro mateiské skolky , Kindergarten Gift
No. VIII. — Paper Folding®, sestavajici z krabicky se 200 ¢tvercovymi papiry, po jedné
strané barevnymi a lesklymi, a ndvodem. Slo zjevné o klasické origami. I Rowovu
knihu doprovazela puvodné krabicka se stovkou takovych papirkd. V knize jsou
pak desitky geometrickych konstrukci, které lze uskutecénit prehybanim papiru. Na
obrazku nize je pravé konstrukce pravidelného pétitihelniku.

GEOMETRICAL EXERGISES GHAPTER .

To cut off a regular
pentagon from the square
ABCD.

Divide AB in X in
medial section and take M
the mid point of XB.

Then AB. BX = AX?,
BM=MX.

Take AN=BM or MX.

Then MN=AX.

Lay NP and MR equal
to MN, so that P and R

PAPER FOLDING.

Kgeo
T. SUNDARA ROW, B.A.,

Deputy  Collector.

may lie on AD and BC respectively.
Lay RQ and PQ=MR and NP,
MNPQR is the pentagon required.
In fig. in paes. 18, Chap, IIL, AN which is equal to AB, has
the point N on the perpendicular MO. If A be moved on AB
over the distance MB, then it is evident that N will be moved
on to BC, and X to M.
Therefore in the present figure NR=AB. Similarly MP=
AB. PR isalso equal to AB and parallel to it.

£BMR is:—; of a right angle. Therefore the angle NMR= g

adadras : -
Printed by ADDISON & CO., Mount Road. of a right angle. Similarly £ MNP is H of a right angle.
1893, From the trinngles NMR aud BQP, £NMR= £RQP={of

a rt. angle.

Pozoruhodné je, ze Rowova (¢i Raova) prace neunikla pozornosti tehdejsi viadéi
postavy geometrie Felixe Kleina, ktery se o ni zminuje ve svych prednéaskach o vy-
branjch otdzkich elementirni geometrie.?

Nebudeme zde sledovat, jak se daji fesit nékteré (byt zajimavé) geometrické pro-
blémy skladanim papiru. Je to jisté ¢innost zdbavna i poucné a nize uvedu nékterou
novéjsi literaturu k tomuto tématu. Zde ptjdeme jinou priméjsi cestou: pokusime se
vytusit, co se viibec da udélat skladanim papiru, vyjasnit si, o jakou Cast elemen-
tarni geometrie jde, abychom pak pozdéji mohli polozit otdazku mnohem obtiznéjsi:
co presné se da takto udélat.

2 Vortrige iiber ausgewdhlte Fragen der Elementargeometrie, viz [36], str. 33. Klein nejprve
zminuje Hermanna Wienera, ktery na mnichovské vystavé matematickych modeli predvedl, jak
se skladdnim papiru daji ziskat sité pro sloZeni pravidelnych mnohosténi (je to v katalogu této
vystavy [15], v dodatku na str. 52-54, bohuZel ale bez obrazki). Pak piSe, Ze indicky matematik
Sundara Row rozvinul dalekosahle stejnou myslenku a ukazal napiiklad, jak lze sklddanim papiru
ziskat libovolny pocet bodi elipsy nebo cissoidy: ,,Eigentiimlicher Weise hat zu derselben Zeit ein
indischer Mathematiker, Sundara Row, in Madras, ein kleines Buch ,On paper folding‘ erscheinen
lassen, in welchem derselbe Gedanken noch weitergehend verfolgt wird, indem beispielsweise gezeigt
wird, wie man durch Papierfalten beliebig viele Punkte krummer Linien (z. B. Ellipse, Cissoide)
construiren kann.“
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Zactneme pripady opravdu elementarnimi, totiz konstrukci ¢tverce a rovnora-
menného trojuhelniku. Pajde spi$ o to, vSimnout si, jaké zakladni operace prfi tom
pouzivame. Staci k tomu jen nasledujici obrazky, Cislice udavaji poradi operaci:

Pokud véam pfipad4, ze jsme upadli do trivialit, zkuste si stejnou alohu (tfeba pro
¢tverec) s malym dodatkem v zadani: pozaduje se, aby ¢tverec mél stranu, jejiz délka
je dana néjakou tseckou né€kde na papife. Problém bude s pfesunem a pootocenim
této usecky.

Vsimat jsme si ale méli néceho jiného, totiz jaké operace se zde pouzily: spojit dva
body pfimkou, vést nékde kolmici k dané pfimce, rozpulit dany thel. Mimochodem:
opravdu stacily a postaci i pro pfeneseni dané usecky? Vratime se k tomu za chvili.

To byly operace, které nazveme standardnimi. Existuji néjaké jiné? A co se s nimi
da udélat? Tato odbocka stoji za to.

1.2 Nadstandardni skladani

Vyjdeme z obdélniku (ten uz umime poskladat); miZeme oviem pouzit uz hotovy
obdélnik — list papiru. Pfehneme jej tak, jak je na obrézku vlevo (volba sméru
prehybu je na véas):

Nyni papir pfehneme dvakrat tak, aby vzdalenost mezi rovnobézkami byla stejna.

13



Nejjednodussi je papir pfehnout v poloviné a pak jesté jednou v dolni poloving (horni
pfimka nemusi v8ak nutné byt v poloviné obdélniku):

kdyz podle ni piehneme papir, prejde bod P do bodu P’ na pfimce p a bod @ do
bodu @' na pfimce ¢ (obrazek vlevo):

Q' Q'

P P

Primka prehybu se vyhledad jemnym nastavovanim okraje papiru, az dostaneme

s Ny

P'Q) (nebo thel P'PQ’). To mizeme udélat prelozenim papiru tak, aby PP’ presla
na PQ’ (obrézek vpravo).

a
b B+ =90°
ﬂﬁa a=3p3

Prohlédnete-li si obrazek podrobné (ndvodem je znaceni tiseCek a hll), zjistite,
ze jste provedli trisekci thlu @ = 30.
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Je to konstrukce tak jednoduchd, Ze si viibec nedovedu pfedstavit, jak se na ni
muze prijit. Pfipisovana je Japonci Hishasi Abemu, ktery s ni piisel nékdy v sedm-
desatych letech. Zvefejnil ji v roce 1979 K. Husimi [33], jenZe japonsky, a tak az
v roce 1996 se o ni dozvédéla japonsky nemluvici ¢ést svéta (Thomas Hull [32]).

Musime vyjasnit, co jsme to vlastné pii nasi trisekci provedli: jak je mozné, ze
jsme skladanim papiru toho dosahli vice, nez se da uskutecnit pravitkem a kruzit-
kem?

1.3 Co jsme to provedli?

Podstatny bod nasi trisekce thlu: musel se najit takovy prehyb papiru, aby se
pfi ném dva dané body ocitly na dvou danych pfimkach. Zkusme si to vyjasnit pro
jeden bod a jednu pfimku: dana pfimka je d a bod mimo ni F": pfehneme papir
(jakkoli) tak, aby se bod F' ocitl na pfimce d. To 1ze udélat ovSem nekone¢né mnoha
zpusoby, bod F' se mtize ocitnout v kterémkoli bodé€ piimky d.

B 3

F/

Na obrazku jsme papir prehnuli podle pfimky 1, pficemz bod F' pfesel do bodu
F’. V bodé F' jsme vztycili kolmici, kterd protala pfimku 1 v bodé P. Vzdalenost
P od bodt F' a F” je tedy stejnd. Otazka nyni zni: budeme-li ménit piehyby papiru,
tj. polohu bodu F”, jak bude vypadat ,,geometrické misto“ odpovidajicich bodt P?
Jakou kfivku tyto body opisi? Odpovéd patii do elementarni matematiky: je to
parabola a jeji rovnice je y = Zipr + &, v niz p je vzdalenost ohniska F' od fidici
pfimky d. A stejné elementarni je, Ze piehyb papiru (pfimka 1 na obrazku vyse) je
tecna k této parabole.

Ted uZ zndme odpovéd na nasi posledni otdzku: pii trisekci tihlu jsme hledali
takovy prehyb (pfimku), aby soucasné piesly dva body na dvé piimky, tedy hle-
dali jsme spolecnou tecnu ke dvéma parabolam. Umime-li nalézt takovou spole¢nou
teCnu, pak umime vyfesit rovnice tfetitho stupné, tudiz i uskutecnit trisekci thlu.
Dokéazat to je sice snadné, ale prece jen to chce trochu obratnosti.

Méame dvé paraboly

y=12?  (y—3a)*=2bx

a hledame jejich spole¢nou te¢nu.
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Vypoctéme rovnici této spolecné tecny: y = pux + o. Zde vyuzijeme pro strucnost
velmi jednoduché prostfedky diferencialniho po¢tu. K tomu, aby byla te¢nou v né-
jakém bodé (z1,y1) k prvni parabole, je nutné, aby

xy=p, g = 5p* [y =], 0 = =P
Pro druhou parabolu tecna v bodé (x4, y2) d4:
Ty = %7 Yo = %aiﬁ [y,: i%]

Dosadime do rovnice pro teénu (s uz zndmym o):

1 b_ b 1,2
2a:l:/1._/‘L2u2 2/,L

a upravime (stac¢i vzit jen znaménko +):
wtap+b=0.

Uvahu o spoleéné teéné dvou parabol jsem s malymi tipravami a opravami pfevzal
od Rogera C. Alperina [5].

Lze si predstavit, ze by mohla existovat néjaké dalsi nadstandardni operace, ktera
by dovolila Fesit ty tlohy, které vyzaduji algebraické kiivky (a rovnice) 4. stupné.
A moznd i pro vyssi stupné. (Kdybych to umél, tak bych to napsal.)

Opustime vSechny nadstandardy a vratime se pokorné k obyc¢ejnému, standard-
nimu sklddani papiru. Vsechno, co jim dokézeme udélat, dokazeme i pravitkem a kru-
zitkem. A co obracené? Je papirova geometrie opravdu slabsi? A co je to vlastné za
geometrii?

16



2 Co je to za geometrii?

Pripoustime tedy jen standardni operace skladani papiru:

1. Spojit dva body piimkou.
2. K dané primce vést nékde kolmici.
3. Rozpiilit dany thel.

Tyto jednoduché operace stacily na vSechny dosud zminéné tlohy (kromé trisekce
thlu), dokonce jsme pomoci nich dok4zali nachdzet body paraboly a tedény v téchto
bodech. Potfebovali jsme také nalézt rovnobézku nachazejici se uprostied mezi da-
nymi dvéma rovnobézkami. Je to jednoduché a nechdm to na ¢tenafi.

Nasledujici tloha vypadéa zpocatku také jednoduse: dana je pfimka p a bod P
mimo ni. Vést rovnobézku k p bodem P. Stoji za to pfijit na to diive, nez si prectete
nasledujici vyklad.

Napted nékde (kdekoli) vedeme kolmici k pfimce p (pata je A), a jesté nékde jinde
(pata je C). Obé& kolmice jsou rovnobé&zné, a tak mtZzeme vést rovnobézku uprostied
mezi nimi (pata B). VSe jsme udélali jen proto, abychom dostali na p¥imce p vedle
sebe dvé stejné dlouhé (e) tsecky.

Body A a P spojime pfimkou (1), na ni zvolime libovolné& bod D. A dalsi po-
stup je patrny z nasledujiciho obrazku, kde je pofadi vedeni pfimek opét vyznaceno
éislicemi. Hledand rovnobézka je pak PE. Ted uz je také jasné, jak se zkonstruu-
je kolmice k dané pfimce v daném bodé (na pfimce ¢i mimo ni): sestroji se podle
operace 2 kolmice kdekoli a danym bodem se pak vede rovnobézka s touto kolmici.

D

A e B e (O P

Dalsi dilezitou tlohou je prenos dané tisecky na dané misto a do daného sméru.
Méame tedy prenést danou tusecku na primku p od bodu P. Prvni krok: tsecku
preneseme tak, aby zacinala v bodé P. K tomu sta¢i umét vést rovnobézky danym
bodem (obrazek nize vlevo):



p p

P P F

Druhy krok spocivd ve sklopeni“ tsecky PC' na pfimku p (obrazek vpravo).
Napred vedeme piimku ¢, ktera puli thel, ktery svird pfimka PC' s primkou p,
a pak spustime na pfimku ¢ kolmici z bodu C, prusecik této kolmice s p je F'
AB = PC = PF. Shrime dosavadni vysledky. Sklddanim papiru dokdZeme vést
piimky danymi body, ptlit thly, vést kolmici danym bodem a pfenaset tsecky.

Tady bude v nasem piibéhu bod obratu. Ocitneme se v jiné oblasti geometrie.
Zkusme tedy vSe zacit v opacném potadi: pfipustime jen vedeni pfimky danymi
dvéma body (tj. ,pravitko) a pfenos usecky na dané misto a v daném sméru.
Dokazeme pak uskutec¢nit vSechny ty konstrukce, které umime udélat skladanim
papiru? Projdéme vsechny Ctyfi operace:

1. Vést rovnobézku danym bodem: na p¥imce zvolime libovolnou tsecku e a pie-
neseme ji vedle. Ostatni jako vyse.

2. Vést nékde kolmici k dané primce p. Kupodivu je to dosti komplikovana tloha.
Na piimce p zvolime libovolné bod P a vedeme jim libovolné piimku PC (C ne-
lezi na p). Pfedchézejici konstrukei rozptilime uhel, ktery svird tato pfimka s p:
dostaneme primku w a kolmici k na ni. Tato kolmice protne p v bodé A. Bodem
A vedeme opét libovolnou piimku a stejnou konstrukei rozpilime odpovidajici tihel
a dostaneme osu v a kolmici na ni; tato kolmice protne k£ v bodé B. Tak dostaneme
trojihelnik PAB a dvé jeho vysky. Tteti vyska (spojnice vrcholu B a priseciku obou
vysek) je tieti vyska, kterd je kolmd na piimku p.

P 0 A b

3. Rozptlit thel. Prisecik pfimek je P. Na obé pfimky naneseme dvakrat za

sebou tsecku e (viz obréazek). Spojime AB a C'D p¥imkami: pfimka spojujici bod P
s pruseCikem téchto pfimek je hledana osa thlu.
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P e B e D

A mame tady vysledek: Jednoduchym skldddnim papiru lze udélat presné totéz,
jako pravitkem a prendsenim usecek.

Kdy?z si to ale vSechno projdete znovu, zjistite, Ze sta¢i umét prenaset jen jednu
danou tisecku, etalon (to byla tisecka e).3 K tomu je tieba ovsem jesté doplnit dikaz,
ze pomoci pravitka a etalonu lze prenést jakoukoli tisecku; staci jen ukazat, ze lze
jakoukoli tsecku sklopit. Kiirschakovo feSeni:

Usecku PC potfebujeme ,sklopit® na p¥imku p. Od bodu P naneseme na obé
primky etalon e, odpovidajici body D a E spojime piimkou. K této pfimce vedeme
rovnobézku bodem C, prusecik s piimkou p je F. Plati AB = PC = PF:

C

D

P ¢ E F b

Takze vysledek tohoto druhého déjstvi zni: Standardnim skldddnim papiru lze
udélat presné totez, jako pravitkem a etalonem.

Zde opustime skladani papiru, protoze na otazky, co se jim da presné udélat a jak,
budeme odpovidat v geometrii pravitka a etalonu. Nez tak ale u¢inime, dodejme tii
kratké poznamky k papirové geometrii.

1) S papirem jde délat dalsi matematické divy, skoro v kazdé popularni knize
o0 matematice se najdou vselijaka kouzla s prouzky papiru nebo rozmanité papirové
modely. Nové&jsi a vaznéjsi knihy napsali napiiklad Hilton a Pedersen [31], Demaine
a O’Rourke [13], Haga [18], Olson [47] a za prohlédnuti stoji také Lang [43].

2) T klasické origami mohou byt zajimavé matematicky, napiiklad jak navrhovat
sité, podle nichz se bude sklddat (a ovSem také pofadi). Tady se dostdvame do
oblasti pocitacové a diskrétni geometrie, mozna i geometrické algebry. Mistrem ve
skladani slozitych origami je Robert J. Lang, ktery napsal i knihu o matematickych
metodéch pro jejich navrhovani [42].

3) Kdyz skladame dopisni papir na tfetiny, aby se vesel do podlouhlé obalky, dé-
lame to zkusmo. Neni problém nalézt presné feSeni této ,trisekce” skladanim papiru.
Kdyz ale toto feseni pouzijeme na skuteény papir, bude vysledek tak zmackany, Ze
se prosté poslat neda. Rik4 se tomu ,nezadouci vedlejsi ucinky“ a zd4 se, Ze to plati
pro vSechny problémy: vzdycky se nékde néco jiného ,zmacka“.

3 Zvlastni je, Ze tato drobnost unikla i velkému matematikovi Davidu Hilbertovi. Upozornil na,
ni madarsky matematik Josef Kiirschédk v krati¢kém ¢lanku v roce 1902 [40] a Hilbert to zaclenil
do druhého vydani svych Zdkladi geometrie [26].
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3 Co se da a neda udélat pravitkem a etalonem?

3.1 Algebraizace geometrie

Algebraizaci geometrie provedl René Descartes, ktery zacal pocitat s tiseckami ja-
kozto veli¢éinami.# Geometrické problémy pak maji vzdy tento tvar: dany jsou néjaké
usecky (Descartes je oznaci malymi pismeny ze zac¢atku abecedy: a, b, ¢, ...) a médme
najit néjaké tisecky nezndmé (ty Descartes ozna¢i malymi pismeny z konce abecedy:
x, y, z). Ud8l4 se to tak, ze se najde dostatecny podet vztahi (poméri) mezi zna-
mymi a neznamymi useckami, s témito vztahy se pak pocita algebraicky tak dlouho,
az se dostanou algebraické rovnice pro neznamé veli¢iny a feSeni téchto rovnic je pak
feSenim dané geometrické tlohy. Podivejme se na néco jednoduchého, co se ndm jesté
bude hodit: Mame dany tsecky a a b a mame najit tsecku = = v/ab. Z podobnosti
trojuhelnikt dostaneme a : ¢ = z : b, a tedy 22 = ab. Zde nam k FeSeni tlohy stacilo
pravitko a kruzitko.

a b

Slozitéjsi ilohy mohou vést k rovnicim vyssich stuptii a otazka zni: jaké pro-
stfedky potfebujeme pro (geometrické) feseni dané rovnice? Ve vétsiné ptipadi ne-
bude stacit pravitko a kruzitko; tyto nastroje totiz dokazou vyresit jen kvadratické
rovnice a rovnice, které se na rovnice kvadratické daji prevést (rozlozit). Mizeme
seClky algebraickych krivek, tj. kiivek, které jsou popsany polynomy (dvou a vice
proménnych). V§imnéme si jesté koeficientl, které se vyskytuji v nasich polyno-
mech: jsou to opét polynomy v danych tseckach a, b, ... s raciondlnimi koeficienty
(a koeficienty z nich vypoc¢tenymi niZe uvedenymi operacemi).

Pripustime-li konstrukce pouze pomoci pravitka a etalonu, mizeme tsecky se-
¢itat, odecitat, nasobit, délit a dale mizeme pro dané tsecky a a b zkonstruovat
usecku v/a? + b? (k tomu staéi tsecky jen pfendset a v poslednim piipadé udélat
z tseCek a a b odvésny pravothlého trojihelniku — jeho pfepona pak bude pravé ona
odmocnina).

Ted to otod¢ime a polozime nasi hlavni otdzku: jaké konstrukce lze témito pro-
stfedky provadét a jaké ne. Tuto otazku jsme ale uz prevedli na otazku algebraickou.

Zacneme jednou danou tiseckou, kterou prohlasime za tisecku jednotkovou. Zvo-
lime dvé soufadnicové osy, preneseme na né tuto jednotkovou tsecku a za¢neme
zjistovat, jaké body miZeme vypocitat pomoci zminénych operaci: secitani, odedi-
tani, nasobeni, déleni a odmociiovani souc¢tu dvou druhych mocnin. Jde tedy o to,

4 Nikoli aritmetizaci, jak se stile opakuje, podobné jako se stale tvrdi, Ze zavedl ,kartézské“
soufadnice a vytvoril analytickou geometrii. Descartova geometrie je geometrie algebraickd.
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co muzeme dostat z ¢isla 1 postupnym sec¢itanim, ode¢itanim, nasobenim, délenim —
zatim je to jasné: to jsou prece zlomky, tedy racionalni ¢isla. My ale mtizeme pocitat
va? + b2, kde a, b jsou uz vypoctena racionalni ¢isla, vysledek pridat a zase secitat,
délit, odmocriovat atd. A tak do nekonecna.

Reknéme to ted jinak: mnozina téch bodfi, které mtzeme vypoditat (tedy zkon-
struovat pomoci pravitka a etalonu), sestava z téch bodi, jejichz soufadnice patii
do nejmensi mnoziny, ktera obsahuje 1 a je uzaviend vici secitani, odec¢itani, naso-
beni, déleni a vypoctu druhé odmocniny souc¢tu dvou ¢tvercti. Uzavienosti se zde
rozumi, Ze obsahuje-li tato mnozina ¢&isla a a b, pak obsahuje i a + b, a — b, ab, a/b,
va? + b?. Poznamenejme zde jesté, Ze tam patii napiiklad i va? + b? + ¢2, protoze
tato odmocnina se rovné \/@2 + (\/ b? + 2 )2.

Takto vypocteme (a tedy zkonstruujeme) nekoneéné mnoho bodi roviny, zdaleka

ne ovSem vsechny. Mnozstvi vSech vypoctenych bodu je spocetné, zatimco vSech
bodt v roviné je nespocetné mnoho. Presto je tato ,profidla“ rovina zajimava.

3.2 Hilbertovy axiomy

V roce 1899 vyslo poprvé , paradigmatické” dilo Davida Hilberta Zdklady geometrie.
Paradigmatické bylo proto, Ze se stalo vzorem (paradigmatem) dokonaljch axio-
matickych systémi a pozvedlo matematiku na novou a vyssi troven dokonalosti.
Hilbert pojal geometrii jako forméalni systém, v némz jsou pojmy jako ,bod“ nebo
,primka“ vymezeny implicitné, tj. definovany vztahy, které musi spliiovat. Nemé
pak smysl klast otazky jako ,co je to bod?“. Pozdéjsi terminologii fe¢eno to byl
Cisté strukturalisticky pristup: nezajiméme se o prvky samotné, nybrz jen o vztahy
mezi nimi. Tento ,strukturalisticky“ pristup je pritomen uz u Eukleida; ptrihlouplé
definice bodu a pfimky byly do Eukleidovych Zdkladd dodany pozdéji néjakym , me-
todikem“. Jako ditkkaz mutze postacit to, ze Eukleidés tyto definice nikde nepouzil
a ani nepotreboval.

Pro formélni systémy ¢i struktury muzeme ovSem konstruovat modely a tak jim
dodat ,t&lo“. V nejzndméjsim modelu elementérni geometrie (v roving) je bodem
dvojice redlnych ¢isel (,,soufadnic* tohoto bodu), pfimky jsou reprezentovény linear-
nimi rovnicemi atd. Vsechny axiomy jsou splnény, a tak tento model muze poslouzit
i jako dikaz bezespornosti daného axiomatického formélniho systému (za predpo-
kladu bezespornosti systému redlnych ¢isel — dnes bychom dodali atd. do nekonecéna).

Hilbertovy axiomy jsou rozdéleny do péti skupin: prvni se tyka incidenci (bod lezi
na pfimce, dvé pfimky se protinaji v bodé atd.), druhd uspofddani (dany bod lez
mezi jinymi danymi body atd.), tfeti kongruence ¢ili shody (kdy jsou dvé tsecky
nebo dva thly shodné), ¢tvrtd skupina obsahuje axiom o rovnobézkich (bodem
mimo danou p¥imku lze vést jedinou rovnobézku). Patd skupina sestéva ze dvou
axiom (nazyvanych axiomy spojitosti): jednim je archimedouvsky axiom, ktery za-
rucuje moznost méfeni, a druhym je axiom, ktery mé povahu zcela odlisnou od
axiomu predchazejicich: pozaduje, aby to, co bude spliovat vsechny predchazejici
axiomy, bylo ,Gplné“ v tom smyslu, ze se to uz neda rozsifit na néco bohatsiho.
Teprve tento trochu podivny axiom zarucuje, Ze bodd v roviné bude ,dostatek”,
dokonce, ze jich bude ,pravé tolik, kolik jich ma byt®.
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A ted mozné prekvapeni: ta ,f{dkad“ geometrie, v niz body jsou jen to, co se d4
ziskat sec¢itanim, odecitanim, nasobenim, délenim a odmocnovanim souctu ¢tverct
(tedy to, co se da udélat oby¢ejnym sklddanim papiru nebo pravitkem a etalonem),
spliiuje vSechny Hilbertovy axiomy s vyjimkou posledniho (tplnosti). Hilbert tak
v Zdkladech dokazal, ze posledni axiom je nezdvisly na ostatnich axiomech, tedy, ze
z nich nemtze byt odvozen. Udélal to tedy tak, ze zkonstruoval model, v némz plati
vSechny axiomy kromé axiomu posledniho.

4 Totalné realna ¢isla

Stale vSak neméme porddnou odpovéd na vychozi otdzku: co lze a co nelze zkon-
struovat pravitkem a etalonem. Co je to za cisla, kterd dostaneme uvedenymi al-
gebraickymi operacemi? Jak se lisi od téch ¢isel, ktera lze zkonstruovat pravitkem
a kruzitkem — a lisi se vibec? To, co lze zkonstruovat pravitkem a kruzitkem se
dostane podobné: zakladnimi algebraickymi operacemi a neomezenym odmocnova-
nim: vypoc¢tem druhych odmocnin i z jinych vyrazi nez jen souctu ¢tvercii, napti-
klad va? — b2. To totiz pak dovoli feSeni kvadratickgjch rovnic, coz staci k vypoctu
pravitkem a kruzitkem nepotfebujeme).

Takze: co je to za ¢isla? Odpovéd na tuto otdzku dal rovnéz David Hilbert v ci-
tované knize. Rozhodné jsou to ¢isla algebraickd, tj. jsou to koreny algebraickych
rovnic s raciondlnimi koeficienty. Algebraicka ¢isla jsou kofeny néjakého polynomu
s raciondlnimi koeficienty. Takovych polynomu je ovSem nekonecné mnoho. Zvolime
ten, ktery je nejjednodussi, minimélni, tj. takovy, ktery uz nelze rozlozit na poly-
nomy jednodussi (¥ika se mu ireducibilni). Tento polynom mé ovSem jesté dalsi
kofeny (zvané konjugované). Pokud jsou vechny tyto kofeny rediné, nazyva se vy-
chozi algebraické ¢éislo totdlné redlné. Da se dokdzat, ze pokud jsou (algebraickd) cisla
a, b totdlné redlnd, jsou totdlné redlnd i ¢isla a +b, a — b, ab, a/b, v/a? + b2.5 Ra-
ciondlni ¢isla jsou samozfejmé totalné redlnd (pro raciondlni éislo r je odpovidajici
ireducibilni rovnice prosté x — r = 0).

Vsechna &isla, kterd mizeme zkonstruovat (pravitkem a etalonem) jsou tedy to-
talné realna. To Hilbertovi stacilo k tomu, aby pfedvedl priklad konstrukce, kterou
lze uskutecnit pravitkem a kruZitkem, nikoli ale pravitkem a etalonem: M4 se sestro-
jit trojuhelnik, je-li ddna prepona c¢ a jedna odvésna a. Jde tedy o vypodcet (kon-
strukei) b = v/¢? — a?. Pravitkem a kruzitkem se to udéla snadno (viz obrazek vyse
s polokruznici). Pravitkem a etalonem to nejde. Napfiklad (Hilbert), kdyz ¢ = 1,

a=1[v2|—1,pak b= \/12 — (V2| —-1)2 = \/2|\@| — 2. Jenze b neni totalné realné
Cislo. Lze se o tom piesvédcit tak, Ze nalezneme nejjednodussi rovnici (s racionalnimi
koeficienty!), kterou toto ¢islo splituje: # 4 42? — 4 = 0, takze 22 = —2 + 2|v/2|
a dva kofeny jsou imagindrn{ (protoze na pravé strané mize byt zdporné ¢islo).
Plati ale i obraceni uvedené véty: Dostanou se takto vsechna totdlné redlnd cisla
(z t&ch, kterd se daji dostat pravitkem a kruzitkem). Tedy: kazda tsecka, které
odpovida totalné realné ¢islo, miZe byt sestrojena pomoci pravitka a etalonu. Hilbert

5 Elementarni diikaz lze nalézt napiiklad v Auckly a Cleveland [9)].
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pak uvadi vétu (véta 65 v 7. vydani Zdkladi geometrie; ve 2. vydani je to véta
44), kterd predstavuje kritérium, zda néjakd tloha, kterd je FeSitelnd pravitkem
a kruzitkem, je TeSitelna i pravitkem a etalonem:

Mame tulohu na geometrickou konstrukci takovou, Ze pri jejim analytickém resend
mohou byt soutadnice hledangch bodi ziskdny ze soutadnic zadaniych bodu pomoct
raciondlnich operact a druhgch odmocnin. Necht n je nejmenst pocet kvadratickijch
odmocnin, ktery dostacuje pro vypocet souradnic bodu. K tomu, aby bylo mozné tuto
ulohu Tesit jen pomoci vedeni primek a presouvdni usecek, je nutné a dostacujict,
aby tato geometrickd uloha méla presné 2™ teseni, a to pro vSechny polohy zada-
nych bodi, to jest pro vSechny hodnoty libovolnijch parametri, které se vyskytuji
v soutadnicich zadanijch bodi.%

K dtikazu dostatecnosti tohoto kritéria se potfebuje nasledujici véta:”

Necht funkce f(x1, T2,...,z,) se dostane z parametrd pomoci raciondlnich ope-
ract a druhych odmocnin. JestliZze hodnota této funkce je pro kazdou redlnou sadu
hodnot parametri totalné redlné c¢islo, pak je tato funkce prvkem télesa, které se do-
stane z x1, X, ...x, pomoct ctyr aritmetickych operaci a druhych odmocnin souctu
¢tverct dvou cisel.

K tomu potiebuje Hilbert nasledujici vétu:®

Kazdd pozitivné definitni (kterd tedy pro Zadné redlné hodnoty proménngch ne-

nabyvd zdporné hodnoty) raciondind funkce f(x1, xs,...,x,) s raciondlnimi koefici-
enty, muze byt vyjadrena ve tvaru souctu ctverctu raciondlnich funkci promeénngch
1, Ta, ..., T, S TaCIONdINimi koeficienty.

Tuto vétu se vSak Hilbertovi nepodarilo dokazat v obecnosti.

5 Hilbertuv 17. problém

Hilbert dokézal tuto vétu pro pripad funkci jedné proménné, a to zptsobem hodné
komplikovanym, v roce 1888 ([20]). V roce 1902 tento dikaz zjednodusil Edmund
Landau [41].7

Jednoduché je to pro polynomy jedné proménné:

Kazdy pozitivné definitni polynom jedné proménné je souctem ctverci polynomd.
Je-li p(x) dany polynom, pro néjz plati p(z) > 0, ma tento polynom minimum
a mizeme predpokladat, Ze toto minimum je 0 (pokud je kladné, je tento polynom
souc¢tem jiného polynomu s nulovym minimem a kladného cisla, které je ovsem

6 Rad bych se zde odvolal na n&jaky podrobnéjsi a explicitnéjsi vyklad, nez je Hilberttv, jenze
nic takového se mi nepodatilo nalézt. Nejlepsi asi je komentaf v druhém ruském prekladu (1948 [28],
prvni a jiny rusky preklad jiného vydani je z roku 1923). V jubilejnim roce 1999 vyslo nejuplnéjsi
komentované némecké vydani [27], existuje také komentovany moderni francouzsky pieklad z roku
1971 [29]. Podivné je, Ze zjevné existuje anglicky pieklad jen 1. vydéni, ktery je dodnes pretiskovan.
Samoziejmé neni komentovany a jeho zvlastnosti je, Ze na titulu pfelozili i Hilbertuv titul: ,,David
Hilbert, PH. D.“. Pfes to vSechno si myslim, Ze tak zakladni a krasné dilo by si zaslouzilo daleko
podrobnéjsi a zasvécenéjsi komentare.

7 Véta 66 v 7. vydani.

8 Véta 67 v 7. vydani; ve 3. vydani je uvedena jen nep¥imo.

9 Toto zjednoduseni mé dvanact stranek landauovského stylu!
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¢tvercem). Nabyva-li minima v bodé a a tedy je-li tam osa z jeho tefnou, pak
p(x) = (z — a)?q(x), q(x) je pozitivng definitni a diikaz dokon¢ime indukei.

Pro polynomy dvou proménnijch to neplati. Piiklad: polynom z*y?+z2y*—x2y?+1
je pozitivné definitni (jeho minimum je g—?) Predpokladejme, Ze je souctem ¢tverci
néjakych polynomi ¢;. Tyto polynomy mohou byt nejvyse stupné 2 v kazdé pro-
ménné z, y. V téchto polynomech se nemfize vyskytnout ¢len s z2y?; nebudou
tam ani ¢leny x2 a 3, dokonce ani samostatné x a y (vizdy staci si piedstavit,
co by se dostalo pfi umocnéni a srovnat to s vychozim polynomem). Zbude tedy
qi(7,y) = aiz’y + bizy® + vy + d;. Zkusme je umocnit a sedist; zajima nés koefi-
cient u z%y* — ten je X;c?, jenZe tento koeficient je u vychoziho polynomu —1, coZ
nejde. 0

Pripadalo vam to jednoduché? Omyl. S tim, Ze pozitivné definitni polynom ne-
musi byt souc¢tem ¢tverci polynomi, pfisel pivodné Minkowski, ale jako s hypoté-
zou. Dokéazal to az Hilbert (1888), jenze zptsobem nepfimym a velice komplikova-
nym (viz [20]). Zd4 se, ze prvni explicitni ptiklad takového polynomu pochdzi az
z roku 1967! Pékné je to popsano v ¢lanku Waltera Rudina [60]. Algoritmus umoz-
nujici rozhodnout, zda se dany polynom da vyjadrit jako soucet ¢tverci, je obsazen
v €lanku Victorie Powers a Thorstena Wormanna [51].

Obecny problém se Hilbertovi nepodafilo vytesit (= dokdzat hypotézu). Zafadil
jej tedy do seznamu svych slavnych 23 problémii:!!

17. Vyjadfeni definitnich forem ¢tverci
Definitni se nazyva takova celistva racionalni funkce nebo forma libo-
volné mnoha proménnych s redlnymi koeficienty, ktera pro zadné realné
hodnoty téchto proménnych nenabyva zaporné hodnoty. Systém vSech
definitnich funkci se chova invariantné viudi operacim seCitani a néso-
beni, ale i podil dvou definitnich funkci — pokud je celou funkci promén-
nych — je definitni forma. Ctverec kazdé takové libovolné formy je zjevné
opét definitni formou. ProtoZe vSak, jak jsem ukazal,'? ne kazd4 definitni
forma se da vyjadfit jako soucet ¢tvercu, vyvstava otézka — na kterou
jsem pro piipad terndrnich forem dal kladnou odpovéd!?® -, zda se nedd
kazdd definitni forma vyjddrit jako podil soucti ctverci forem. Soucasné
je pro jisté otézky ohledné moznosti jistych geometrickych konstrukei
zéddouci védeét, zda koeficienty téch forem, které jsou pouzity v tomto
vyjadieni, se stale mohou brat z téZze oblasti racionality [Rationalitéits-

bereich], kterd je dana koeficienty pfedstavované formy.'*

Pfipomenme: formou se rozumi polynom vice proménnych, jehoz vSechny ¢leny maji
tyZ stupetl. V zavislosti na po¢tu proménnych se mluvi o formach bindrnich (dvé

10 pPiiklad jsem si vypijéil od Weisse a D'Mella [63], str. 40.

11V pfednésce na pafizském kongresu matematiktt (1900) nevyslovil vSech 23 problémi (ani
17. problém); v aktech tohoto kongresu [22] byly ovSem vSechny, némecké znéni [23] vyslo dokonce
drive, anglicky pfeklad [24] nésledoval velmi brzy; je i samoziejmé i rusky preklad [25]. O Hilber-
tovych problémech pojednédvaji souhrnné napiiklad knihy [1] a novéjsi [64].

12 Mathematische Annalen Bd. 32 (viz [20]).

13 Acta mathematica Bd. 17 (viz [21]).

14 Sry. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig, 1899, Kap. VII, zvlasts § 38.
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proménné), ternarnich, ..., ddle se pak podle stupné rozliguji formy linedrni, kva-
dratické, kubické atd. ,Oblast racionality = ,Rationalitéitsbereich® je starsi alter-
nativni oznaceni pro téleso (Koérper).

6 Artinovo FeSeni a realna télesa

Sedmnécty Hilberttv problém byl vyfeSen v roce 1927 Emilem Artinem [8] na za-
kladé krasné a elegantni teorie realnych téles, kterou rozvinul Emil Artin (1898-
1962) spolu s Otto Schreierem (1901-1929) [6], [7]. Tato teorie je vyloZena ve vSech
hlubgich ucebnicich algebry.

Téleso se nazyva realné!d, jestlize —1 neni souctem ¢tverci prvkd tohoto t&lesa.
Ekvivalentné: je-li soucet ¢tvercii néjakych prvki roven nule, jsou tyto prvky vsechny
nulové.l” Téleso K se nazyva realné uzaviené, jestlize jej uz nelze déle rozsitit se
zachovanim realnosti, tj. jestlize kazdé algebraické rozsifeni tohoto télesa, které je
realné, je totozné s K. Redlnym uzdvérem télesa K se rozumi realné uzaviené téleso,
které je algebraickym rozsifenim tohoto télesa. Takové rozsiteni vzdy existuje podle
Zornova lemmatu.

Pfipomenme jesté, Ze téleso je usporadané, je-li dana podmnozZina kladnych
prvki P tohoto télesa. P musi spliiovat dva pozadavky: (1) 0 neni prvek P a pro
kazdy prvek x tohoto télesa plati, Ze bud € P nebo —z € P; (2) s kazdymi dvéma
prvky x, y tam patii i jejich soucet x + y a soucin x - y.

Projdéme nyni sled vét, které vedou nakonec k feseni Hilbertova problému.

Redlné uzavrené téeleso R lze usporadat, a to jedinym zpusobem: kladné prvky jsou
(nenulové) soucty ctverci prvkd tohoto télesa. KaZdy kladny prvek je ctverec v R.
Kazdy polynom lichého stupné nad R (tedy prvek R[x], abych p¥ipomnél standardni
znaceni) md koten v R.

Posledni tvrzeni je dusledkem podobné elegantni véty:
Je-li K redlné téleso a je-li p ireducibilni polynom nad K lichého stupné a « je jeho

koten, pak téleso K(«) (tedy téleso, které se dostane adjunkei a, abych pfipomnél
standardni znadeni) je redlné.

Pfipometime si opét (uz méné standardni) znadeni: pro téleso K oznacuje K?* alge-
braicky uzaviené algebraické rozsifeni K.

Je-li R redlné uzaviené téleso, pak R* = R(\/—1). — Je-li R téleso takové, Ze R # R?,
ale R* = R(\/—1), pak je R rediné uzaviené.

Stejné elegantné a ¢isté algebraicky se dokazuje pro redlné uzaviend télesa Sturmova
véta o poctech kofenti v zadaném intervalu.

15 Napiiklad B. L. van der Waerden [62], Serge Lang [44], Nathan Jacobson [34] a [35], Falko
Lorenz [45], nebo v dulezité monografii Albrechta Pfistera [49]. Vyklady jsou dosti podobné, zde
se pridrzim vykladu Langova.

16 Nekdy se dodava ,formalné“ realné.

17 TakZe redlna télesa musi mit charakteristiku nula.
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Jestlize téleso K neni realné, pak kaZdy jeho prvek je sou¢tem ¢tverca. Plati totiz

() )

a —1 je souctem Ctvercil. Pro realna télesa plati dilezita véta:

Je-li prvek a kladny p7i vSech uspordddnich redlného télesa k, pak je souctem ctverci.

Predpokladejme naopak, ze a je sice kladny pii vSech uspofadanich, ale neni souc-
tem ¢tverct.!® Udélame algebraicky uzévér télesa k a v ném musi (podle Zornova
lemmatu) existovat maximalni podtéleso K, v némz a potfad neni souctem ¢tvercu.
Téleso K je redlné, protoze kdyby nebylo realné, byl by kazdy jeho prvek, tedy i a,
souctem Ctverct. V tomto télese je —a ctvercem. Kdyby nebyl, pak bychom mohli
K skuteéné rozsitit adjunkei prvku /—a. V tomto rozsifeni K (v/—a) by oviem uz
a musel byt souétem étvercit: a = 3;(x; + y;/—a)?. Odtud dostaneme:

Ty iy}

(Pozndmka: ¥;x;y; = 0, protoZe jinak by v/—a byl prvkem K a byl by tedy ¢tvercem.)
TakZe a je souctem &tvercty, a to je spor. Plati a = —b? pro né&jaké b, a proto je a < 0
pti libovolném uspofadéani K, a tudiz i pro néjaké usporadani K.

Odtud se uz dostane Artinova véta, ktera je odpovédi na Hilberttav 17. problém:
Necht K je redlné téleso pripoustéjici jen jedno uspovdddni. Necht ddle | je pozitivné
definitni racionadlni funkce n proménngjch nad K. Pak je tato funkce souctem ctverci
raciondlnich funkci téchto promeénnych nad télesem K.

Je to moc hezké, ale jak je vidét i z ukdzky dikaz, je to nanestésti odpovéd Cisté
existenéni. My jsme ale s Hilbertem potiebovali védét nejen to, Ze se néco (a co)
da zkonstruovat, nybrz i to, jak se to da zkonstruovat. Na konstruktivni feseni se
muselo zase dlouho cekat.

7 Po dalsich tficeti letech — Robinson a Kreisel

V roce 1955 pfiSel s alternativnim feSenim 17. Hilbertova problému Abraham Ro-
binson.'® Robinson zaloZil svou analjzu problému na Artinové teorii realnych t&les,
pfinesl vSak fadu zlepseni, jichZ dosahl pomoci jim rozvijené teorie modeli.?
Teorie modelu je ¢ast matematické logiky, kterd zkoumé matematické struktury
pomoci predikitové logiky prvniho fadu (tj. logiky s kvantifikdtory 3 a V, které
ale kvantifikuji jen pfes pfedméty, nikoli pfes predikity). Zkoumé véty, vyjadiitelné

18 Reprodukuji zde Manintiv naért dikazu (viz [1]). Je to soucasné ukazka toho, jak vypadaji
vsechny ostatni dikazy.

19 [52] a nasledujici ¢lanek [53], oba jsou pretistény v Robinsonovych spisech [54]; Abraham
Robinson je obecnéji zndm svou rehabilitaci nekonecné malych veli¢in v nestandardni matematické
analyze.

20 Viz Robinsontv pozdéjsi tivod do teorie modelfi a metamatematiky algebry [55], kde je uvedeno
i feSeni 17. problému.
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v této logice o takovych matematickych strukturach a mnoziny definované formulemi
této logiky.

Teorii modeli pouzival uz ve tficatych letech Alfred Tarski ke zkouméni prede-
vsim realnych ¢isel; sva zkoumani mohl zavrsit az po druhé svétové vélce: v roce 1948
publikoval knihu [61], v niZ dokazal, Ze teorie redlnych ¢isel (a tim elementarni euk-
leidovska geometrie) je rozhodnutelnd: existuje algoritmus, ktery pro kazdou formuli
@ o realnych cislech zformulovanou v logice prvniho fadu rozhodne, zda je v této
teorii odvoditelna, nebo zda je odvoditelna jeji negace —¢p.

Tato véta je v protikladu ke slavnému Godelovu vysledku o nerozhodnutelnosti
aritmetiky, tj. teorie pfirozenych ¢isel (v logice prvniho fadu).?!

Velmi zhruba feceno, odpovéd na otdzku, proé¢ to jde (rozhodnout) u redlnych
sel a ne u Cisel prirozenych, spoCiva v tom, Ze polynomiélni rovnice se v realnych
sel chovaji ,slusné“, kdezto v prirozenych ¢islech jsou s nimi jen potize.

Tarského diikaz sestava (opét zhruba feceno — ale to ,zhruba® uz bude platit az
do konce tohoto ¢lanku) ze dvou krokti: prvnim je eliminace kvantifikdtori, druhym
pak rozhodnutelnost formuli bez kvantifikatora.

Eliminaci kvantifikdtorti je mozné predvést na jednoduchém piikladu. Relace
o(x, y, z) definovand formuli prvniho fadu

ot
ot

Ju (vu® + yu + 2 = 0)
je ekvivalentni nésledujici formuli bez kvantifikdtoru:
% — dyz > 0.

Eliminace kvantifikdtort se u Tarského zaklad4 predevsim na Sturmové vété (algo-
ritmu) o poétech kofentt polynomt.

Formule bez kvantifikdtori jsou slozeny pomoci logickych operatord —, V a A
ze vztahtt = a > mezi polynomy (libovolného kone¢ného poctu proménngch). Tyto
polynomy maji celociseln€ koeficienty a zminéné vztahy jsou rozhodnutelné. To byl
druhy a zavérecny krok Tarského dukazu a algoritmu.

Vsechno to plati nejen pro téleso redlnych cisel, ale obecné pro realné uzaviena
télesa. Pravé toho vyuzil Abraham Robinson k tomu, aby nahradil existen¢ni vétu
Artinovu konstruktivnim dukazem.

21 Tarského véta je stdle malo obecné znadma, o Cem# mj. svédéi dosti bézny tsudek (spise
ale predsudek), ze kdyz jsou nerozhodnutelnd uz pfirozena ¢isla, tak tim hife pro ¢isla redlna,
kterd se prece definuji na zakladé prirozenych ¢isel. Je to jesté horsi: nakresli se ,osa realnych
Cisel“ a na ni se vyznaci ,prirozend cisla“. VysSe jsme také vychazeli z jednotkové usecky, ale
nepletli jsme si ji (doufdm) s pfirozenym ¢islem 1; takovou tise¢kou budeme tézko poéitat, kolik je
néjakych predméti. Naprosté nepochopeni vyvolava pak tvrzeni, ze redlnd ¢isla neobsahuji ¢isla
pfirozend (a Ze dokonce se zde pletou dva odlisné vyznamy slova ,éislo“). Kdyby bylo mozné
vyélenit z mnoziny realnych ¢isel néjakou formuli prvniho fadu ,pfirozena ¢isla®, byla by podle
Tarského véty teorie prirozenych ¢isel rozhodnutelna. — Maly test: jsou vyclenitelnd pfirozena ¢isla
z teorie racionalnich ¢isel? Odpovéd je ovSem ano, ale neni to viibec jednoduché, musi se na pomoc
privolat teorie diofantickych rovnic a je to docela slavny vysledek Julie Robinsonové (kterd nesouvisi
pfibuzensky s Abrahamem Robinsonem).
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Krétce poté (1957) dal Georg Kreisel tomuto Robinsonovu dikazu podobu al-
goritmu.?? Tento krok byl vyznamny i proto, ze piedstavoval zménu ve ,fundacio-
nistickych* filosofiich matematiky (typu Hilbertova programu): ,, Urcit konstruktivnd
(rekursivni) obsah nebo konstruktioni ekvivalent nekonstruktivistickyjch pojmi a vét,
pouFivangch v matematice, zvlasté v aritmetice a analyze.“?® To znamenalo na-
hradit dosti vagni Hilbertiv program piesné formulovanym programem konstruk-
tivistickym (rekursivnimi interpretacemi matematickych systémi). Tento Kreise-
lav ,unwinding® program byl teoreticky velice Gspésny a soucasné prakticky nepo-
uzitelny, jak uvidime v dals$im déjstvi; skvélé shrnuti tohoto programu lze nalézt
u Fefermana [16].

8 Je to strasné slozité

Potud to vSechno bylo krasné. Jenze Tarského algoritmus je pouzitelny jen ,teore-
ticky“, ,v principu®. Je to totiZ ,otfesné“ slozity (hypercomplex). Pozdéji se sice
nasly jiné zpusoby eliminace kvantifikdtorti (zv1asté pak pomoci ,cylindrické de-
kompozice*), které algoritmus zjednodusily, takZe nyni je jen ,hrozné“ slozity: ¢ast
provadéjici eliminaci kvantifikdtort vyzaduje 22" operaci (kde m je zhruba feceno
pocet kvantifikdtort, které se maji eliminovat), rozhodnutelnost bezkvantifikatoro-
vych formuli vyzaduje 2" krokid, pficemz n je pocet proménnych. Navic, pokud se
nemylim, je tato druhd slozitost definitivni v tom smyslu, ze odpovidajici problém
je ,hard“, tj. je ekvivalentni problému P # NP. Algoritmus neni tedy realizovatelny
na poditacich a automatické dedukce musi pouzivat réizné heuristické postupy.2*

S Kreiselovym algoritmem tomu bylo nejinak: v roce 1955 se Artin ptal Kreisela,
zda by se z jeho (Artinova) dikazu daly ziskat meze po¢tu a stupiiii raciondlnich
funkci, jejichz ¢tverce v souctu déavaji dany polynom stupné d s n proménnymi;
meze mély byt funkei n a d. Kreisel uvedl prvni ndért v [37]. Yandell [64] uvadi
(bez dalsiho odkazu), Ze Artin poté, co se dozvédél, jak by mohla vypadat odpovéd,
poznamenal, ze da prednost Cisté existencénimu dikazu pred konstrukei vyzadujici
22" krokii. Oba odhady mezi byly totiz dvojnésobné exponencialni v n i d.

Formulujme explicitnéji: najit nejmensi pocet v(n, d) takovy, ze kazdy neza-
porny polynom stupné d s n proménnymi lze napsat jako soucet Ctverci v(n, d)
racionalnich funkci.

Na zésadni prilom se muselo pockat az do roku 1967, kdy A. Pfister [48] dokazal,
7e v(n, d) < 2" Na tomto odhadu je zajimavé, Ze zavisi jen na n, nikoli na d. Pro
v(n, 3) je nejlepsi dolni mez n + 2. Pfes veskeré usili jsou to zatim nejlepsi zndmé
odhady.?

22 Kreisel [37]; Yandell [64] dod4va, Ze Kreiselfiv vyzkum byl tehdy zé4sti financovdn americkou
armadou: Office of Ordonance Research, U. S. Army, Contract No. DA-36-1034-ORD-1622, a uvadi
to jako priklad rozumného vyuziti prostfedkt na obranu. Zda se, Ze by to mohl byt i divod, pro¢
se mi pres vSechno tsili nepodafilo ke Kreiselovu ¢lanku dostat.

23 Kreisel [39], str. 155.

24 Uvedené slozitosti upraveného Tarského algoritmu pochazeji od Heintze a dalsich [19]. Je
nacase uvést i novéjsi zakladni literaturu k tomuto tématu (véetné nésledujicich ivah o Kreiselové
algoritmu). Nejlepsi je asi velkd monografie Basu-Polack-Roy [10].

25 K tomu viz naptiklad élanky Delzell et al. [12], Devanur et al. [14].
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9 Tak co se vlastné vyrtesilo?

V predchozim oddile se odpovidalo na otazku po nejmensim poctu ¢tverci. Dalsi
krajné obtizné otazky se tykaji konstrukce efektivniho algoritmu pro nalezeni odpo-
vidajicich racionalnich funkci a slozitosti tohoto algoritmu. Tady to také nevypada
dobfe.

Posledni vysledky, které znam, se tykaji polynomt ¢tvrtého stupné n promén-

nych: neni mozné, aby se kazdy takovy polynom dal vyjadfit pomoci ¢tverct racio-
nélnich funkei, jejichz pocet by byl ,maly“ (tj. polynomidlni v n) a kazda z onéch

racionalnich funkci by se dala vypocitat ,malym*“ predpisem.
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POJEM KOMPAKTNOSTI: PUVOD, VYVOJ, VYZNAM

IvAN NETUKA

Abstract: This contribution is focused on a single theorem: Every countable cover of [0,1]
formed by open intervals contains a finite subcover. (E Borel, 1894) The way in which
Borel was led to this discovery is described in detail, and its close relationship to the roots
of measure theory is emphasized. Several results that have been considered by some au-
thors as predecessors of the Borel theorem are mentioned. The development of the notion
of compactness is analyzed with special reference to its significance for modern mathema-
tics, in particular for topology and mathematical analysis. The power of the concept of
compactness as an efficient tool in proofs of deep and interesting results is documented by
means of several mathematical illustrations.
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1 Pivod pojmu kompaktnosti: analytické funkce

K zdkladnimu vysledku tykajicimu se kompaktnosti, k Borelové vété, nedospél E. Borel
v ramci snah po zpresiovani zdkladi matematické analyzy. Cesta vedla pfes analyzu v kom-
plexnim oboru.!

V klasické teorii funkei komplexni proménné se v 19. stoleti setkavame v zasadé s dvéma kon-
cepcemi. Prvni z nich, reprezentovand A.-L. Cauchym, je zaloZena na pojmu derivace a kiivkového
integrélu.

Komplexni funkce f definovand na oteviené mnoziné U C C se nazyva holomorfni, jestlize ma
v kazdém bodé z € U derivaci f'(z). Jeji definice je formalné shodnd s definicf z redlné analyzy:?

Jestlize U(zg,r) je kruh o stfedu 29 € C a poloméru r > 0 a a, € C jsou takov4 ¢isla, ze moc-
ninnd Fada Y 7 an(z — 20)" je v U(zo,7) konvergentni, potom je jeji soucet holomorfn{ funkce
v Ul(z0,7).

Druhé koncepce mé za primarni pojem mocninnou fadu s kladnym polomérem konvergence
(analyticky element). Je spojena piedevsim se jménem K. Weierstrasse.

Ze zakladniho kurzu komplexni analyzy je zndmo, ze komplexni funkce f definovana na otev-
fené mnoziné U C C je holomorfni, pravé kdyz je v okoli kazdého bodu rozvinutelnd v mocninnou
fadu. Tedy holomorfni funkce splyvaji s funkcemi lokdiné rozvinutelnymi v mocninnou fadu. Po-
drobnéji plati: Je-li zo € U a V je nejuétsi otevieny kruh se stredem zy obsaZeny v U, pak
holomorfni funkce f: U — C je ve V' souc¢tem mocninné ady o stiedu z (ve skutecnosti Taylo-
rovy fady).

Souvislost holomorfnich funkei a mocninnych fad budeme ilustrovat jednoduchym piikladem.
Necht f:z+ 1/(1 - z), z € C\{1}. Zfejmé je f holomorfn{ v C\{1} a jeji rozvoj v mocninnou
fadu o stfedu v pocdtku je geometrickd fada Y o, z". Tato fada nekonverguje pro zédny bod
z jednotkové kruznice, takze vyjadiuje funkci f jen na ¢asti definiéniho oboru. Na druhé strané,
pro kazdy bod zy # 1 je f sou¢tem mocninné fady Y oo bn(z — 29)™ na kruhu U(z, |29 — 1]).
Pro zg ¢ {z € C:Rez > 1, Imz = 0} je prunik U(0,1) N U(z, |20 — 1|) neprdzdnd oteviend
mnozina, na niz se soucty obou fad rovnaji. Tedy analyticky element Y oo bn(z — 20)" je ana-
lytickym pokracovdnim analytického elementu ) o> ;™. Nynf je zfejmé, jak lze postupné dospét
pomoci kone¢ného Fetézce kruhi z elementu )7 ;2™ k funkei, kterd je definovéna v libovolném
bodé z € C\{1}. Bude platit, Ze jeji hodnota je v nasem pfipadé f(z), a to v dusledku véty
o jednoznacnosti: Jsou-li fi a fo holomorfni funkce na oblasti U C C (tj. na oteviené a souvislé
mnozing) a shoduji se na otevieném kruhu obsaZeném v U, pak fi = f2 na U.

N&s jednoduchy priklad ilustruje pojeti, v némz priméarni pojem neni derivace, nybrz analy-
ticky element a jeho analytickd pokracovani, coz je Weierstrassova koncepce. Nechme stranou, ze
analytické pokracovdn{ muze vést k mnohoznaénym funkeim (tak je tomu napf. u komplexntho
logaritmu) nebo, pfi jiném pojeti, k funkeim definovanym na Riemannovych plochéch.

1O historii analyzy v komplexnfm oboru se lze pouéit napi. v [46], kap. 8, [50], kap. 27, [74]. Zaklady
komplexn{ analyzy jsou vylozeny napf. v [74] a [78], kap. 10, a v [91].

2 Existence derivace podle komplezni proménné mé za nasledek piekvapivé vlastnosti. Napf. ezistence
prvni derivace implikuje ezistenci derivaci libovolného fadu.
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Muze se stat, ze analyticky element pokracovat z kruhu konvergence neni mozné. Napiiklad
mocninnd fada Y oo 2%" | kterd konverguje v U(0,1), je analyticky element, ktery nelze po-
kracovat pies zidny bod jednotkové kruznice.® (Rﬂ{é se, ze jednotkova kruznice je prirozenou
hranic? pro holomorfni funkci danou sou¢tem uvedené mocninné fady.)

K. Weierstrass si povsiml,! ze fada

PP o

n=0

reprezentuje dvé analytické (= holomorfni) funkece, jednu na {z € C : |z| < 1} a druhou
na {z € C: |z| > 1}. Pfestoze jsou definovény jednim analytickym predpisem (1), nemaji, pii
klasickém pifstupu, tyto dvé funkce nic spoleéného: funkei f definovanou v U(0,1) pomoci (1)
nelze analyticky pokracovat pies jednotkovou kruznici, nebotf v okoli kazdého jejtho bodu je f
neomezend. Presto bychom méli tendenci domnivat se, ze by (v néjakém vhodné zobecnéném
smyslu) funkce pochdzejici z jediného vyjadieni souviset mély.

Podobny jev lze pozorovat u funkef tvaru®

o g

kde a, € C\{0} a a, € C. Soustiedime se na pifpad,® ze Y oo |an| < co a mnozina
M :={ay, : n € NU{0}} je hustd podmnozina jednotkové kruznice T. Potom je funkce definovand
rovnost{ (2) holomorfn{ na C\T a, podobné jako nahofe, analytické pokracovani pfes T neni
mozné.

3 Oznacfme-li f(2) soucet této fady, f splituje funkciondln{ rovnici f(2%) = f(z) — 2. Odtud lze odvodit,
ze funkee f je neomezend na kazdém polomeéru jednotkové kruznice spojujicim pocétek s bodem {2mik/2"},
k,n € N. Takové body tvoif hustou podmnozinu jednotkové kruznice.

4 Tento piiklad je uveden v jedné z nemnoha publikovanych Weierstrassovych praci [95].

5 Funkce tohoto typu byly v osmdesdtych letech 19. stoleti piedmétem zkoumdni vyznamnych mate-
matiki, napt. se jimi zabyval P. Appell, H. Poincaré, E. Goursat, T.-J. Stieltjes, A. Pringsheim. Viz citace
v [41], s. 97-99.

6 Ve skutetnosti E. Borel vySetfuje obecnéjsi situaci, v niz misto z — a, vystupuji mocniny z — ay,.
V piipadé, ze posloupnost {a;,} konverguje k nule dostatecné rychle, existuji tsecky neobsahujici zddny
z bodu a,, na nichz nejen fada, ale i fada derivaci libovolného fadu konverguji stejnomérné. Na takové
usecce soucet fady definuje komplexni funkei t¥idy C*°, kterd neni nutné analyticka. Vysledky tohoto typu
vedly k pojmu kvazianalytickych t¥id. Zhruba feceno: za jakych podminek je funkce f t¥idy C*° identicky
rovna nule na R, pokud jsou vSechny jeji derivace v bodé 0 rovny nule? Jisté toto plati, pokud funkce
f m4 holomorfn{ rozéffen{ na oblast obsahujic{ redlnou osu. Ale napt. pro funkci f(z) = exp(—1/22),
x € R\{0}, £(0) = 0, plati f € C®(R) a f™(0) = 0 pro viechna pfirozena cisla n. (Zakladni informaci
o kvazianalytickych tiidéch 1ze nalézt v kap. 19 Rudinovy knihy [78].) E. Borela uvahy o funkcich zminéného
typu dovedly k tomuto piekvapujicimu vysledku: Nechf {d,} je libovolnd posloupnost. Potom existuje
funkce f € C(R) takovd, ze f(0) = d,,, n € NU{0}. Dalsf origindlni Boreliiv pFfnos spocivd ve vytvoreni
teorie monogennich funkct, které jsou obecnéjsi nez analytické funkce. Jsou definovany na kompaktnich
mnozindch a nesou ur¢ité spole¢né znaky s analytickymi funkcemi. Je pozoruhodné, ze se o funkce tohoto
typu ozivil zdjem po vice nez sedmdeséti letech v souvislosti s tzv. jemné holomorfnimi funkcemi. (Slovo
jemné referuje k jemné topologii v teorii potencidlu. Viz napf. [6], kap. 7, a [37].)
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Jeden z podstatnych piinosi E. Borela k teorii funkef komplexni proménné spocivd v dukazu,
ze v nékterych pifpadech vazba mezi dvéma oddélengmi funkcemi existuje. Borelovy vyzkumy
v tomto sméru mély pro rozvoj moderni matematiky zasadni vyznam daleko presahujici ramec
matematické analyzy, nebot piedznamenaly

— zrod pojmu kompaktnosti,
— zrod moderni teorie miry.”

2 Borelova cesta k Borelové vété

Budeme studovat fadu (2) za dodatetného piedpokladu, ze Y 7 +/|an| < oo (stéle se
predpoklddd, ze mnozina M := {an :n € NU {0}} je hustd podmnozina T). Zvolme v C
dva body A a B, |A| <1a|B| > 1. E. Borel ukézal, 7e ezistuje kruhovj oblouk ~y s krajnimi body
A a B takovy, Ze fada Y "y an/(z —ap) konverguje absolutné a stejnomérné na v, takze v jistém
smyslu lze funkci definovanou pomoci (2) pokracovat pres T z vnitiku jednotkové kruznice na jeji
vnéjsek.

V tomto ditkazu u E. Borela vstupuje do hry pokryvéani nekonecéné (spocetné) mnoha inter-
valy, coz je zaklad moderntho pojeti teorie miry.

E. Borel uvazuje takto:® necht L je mnozina bodi, které maji od A a B stejnou vzdalenost,
tedy L je pfimka kolm4 na (uzavienou) tsecku [A, B] o koncovych bodech A a B prochézejici
jejim stiedem S. Necht L’ je jedna z otevienych polopifmek, na néz L délf bod S. Pro kazdy bod
Z € L' nechf v(Z) je (uzavieny) oblouk kruznice o stiedu Z s koncovymi body A a B, ktery
neproting L'. Potom pro kazdé Z € L’ existuje pravé jeden prusecik (oznacime jej ®(Z)) kruznice
T a oblouku y(Z). Necht [C, D] C L' je uzaviend tsecka. Budeme predpoklddat, ze ®(C) € M
a®(D) e M. Ziejmé ® : Z — B(Z) je prosté zobrazeni [C, D] na uzavieny oblouk K C T. Nenf
tézké overit, ze existuje b > 0 takové, ze pro vzddlenost bodu ®(Z”) od mnoziny v(Z') plati
dist (®(2"),7(2")) > b| 2" — Z'|, kdykoli Z', Z" € [C, D].

Protoze predpoklddame, ze Y oo +/|an| < oo, existuji &isla dy, > 0 takovd, ze Y o2 dn < 00
a Yy ol lan|/dn < co.

Nechf d je délka tisecky [C, D] a necht k je takové prirozené islo, ze Y oo 1 dn < 3d. Pro
n € N polozme 6, := d/2(k + 1), pokud 0 < n < k, a é, = dp, pokud n > k + 1. Potom
Yo On < d.

Oznacme J := {n € NU{0} : a, € K} apron € J oznaéme Z, bod, pro ktery ®(Z,) = a,. Pro
n € NU{0} ozna¢me I, C L otevienou tsetku o stfedu Z, a délce d,. Necht W € [C, D)\ U,~ In-

7V knize [12] E. Borel f{ka: Vyzkumy o taddch raciondlnich zlomki mé vedly ke studiu mnoZin redingjch
cisel, z nichz jsem vydelil mmoZiny, které jsem nazval méritelné. Viz [21], s. 28.

8 . Borel v disertaci [11] studuje obecnéjs{ pripad. N&§ vyklad, pfizpisobeny soucasnému matema-
tickému jazyku, ma za cil ukdzat podstatu Borelovych tvah vedoucich k teorii miry a k vété o pokryti.
Piedbézné ozndmeni [10] vysledku disertace zac¢ing slovy: Dovoluji si Akademii pozZddat o svolent, abych
J7 mohl sdeélit nékteré vysledky, jejichz dukazy musim publikovat pozdéji. V zavéru prezentuje vysledek
o existenci nespocetné mnoha krivek (courbes), na nichz fada (2) konverguje stejnomérné, a pise: Pri
dukazu tohoto turzeni jsem se opiral o to, Ze pokud v néjakém zadaném intervalu na primce mdame ne-
konecné mnoho [mysli se spocetné| diléich intervali, jejichZ soucet [mysli se soucet délek] je mensi nez
cely interval [= jeho délkal, ezistuje nespocéetné mnoho bodi primky, které nepatii do Zddného dilciho inter-
valu. V samotné disertaci [11] k tomuto tvrzeni uvddi: Na presny dikaz tohoto faktu odkazugi k zdvérecné
pozndmee v disertaci. Viz [15], 1. dil, s. 256. K tomu se vratime v nésledujici pozndmce pod ¢arou.
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Pak pro kazdé n € J akazdé z € y(W) platf |z — a,| > dist(®(Z,),y(W)) > b|Z, — W| >
bd,/2, tedy
ol 2 ol
lz—an] —b &
Protoze W # C, W # D, existuje ¢ > 0 takové, ze dist(an,y(W)) > ¢ pro kazdé n € (NU{0})\J,
tedy

zey(W), ne .

o7 1
|Z|_nC‘L ‘ < P lan|, z€v(W), ne (NU {0})\J
n

Protoze fady > _," o |an|/0n, Yoney |an| konverguji, fada

00
PO
zZ—a

n=0

konverguje absolutné a stejnomérné na y(W).
n

Zasadn{ otdzku, totiz zda takové W existuje (tedy zda [C, D]\U;2, I # 0), jsme zatim nezod-
povédeli.? Ta oviem uz s komplexni analyzou nemé nic spoleéného a lze ji formulovat takto: Na

9 V zdvéretné pozndmee disertace [11] (viz [15], 1. dil, s. 281) se k platnosti lemmatu o existenci
bodii nepatiicich do Zddného diléiho intervalu E. Borel vraci a pise: Toto lemma by se mohlo povazovat
za takika zrejmé; nicméné, s prihlédnutim k jeho dulezitosti, poddm dukaz opirajici se o vétu zajimavou
samu o sobé: Jestlize mdme na primce [mysli se uzavieny interval| nekonecné mnoho [mysli se spocetné]
diléich intervald takovych, Ze kazdy bod primky [mluvi se o uzavieném intervalu| je vnitinim bodem alespor
jednoho z nich, potom lze efektivné urcit omezeny pocet [mysli se konecny] intervali vybrangch ze zadangjch
intervalt, magici stejnou vlastnost (kazdy bod primky je vnitinim bodem alespori jednoho z nich). Toto je
prvni znéni Borelovy véty o pokryti. Viz obrazové piiloha III.
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pifmce méame spocetné mnoho otevienych tdsecek a soucet jejich délek (budeme Fikat sumdrnd
délka) je mensi nez délka uzaviené tsecky [C,D]. Tvrdi se: v [C, D] existuje bod, ktery nenf
obsazen v zadné z otevienych tsecek. Vlastné se jedna o tvrzeni tykajici se redlné osy: uzavieny
interval I C R nelze pokryt spocetné mnoha otevienymi intervaly I,,, jejichz sumarni délka je
mensi nez délka I. Samoziejmé soucet délek koneéné mnoha intervala pokryvajicich I je ziejmé
vétsi nez délka I. Pokud bychom tedy uméli z pokryti {I,,} vybrat konecné pokryti, pak je tvrzeni
dokazano.

Timto zpusobem byl E. Borel priveden k otdzce redukce nekonecného spocetného pokryti na
konecné.

Poznamenejme jesté, ze Borelova uvaha o volbé otevienych tsecek ptripomind Harnackuv
dukaz, ze spocetnou podmnozinu redlné osy lze pokryt spocetné mnoha intervaly o libovolné
malé sumarni délce. Ve skutecnosti tuto informaci E. Borel uziva pii dukazu, ze existuje dokonce
nespocetné mnoho oblouku (W), podél nichz lze mluvit o pokracovan{ pres T. Totiz pokud by
takovych W € [C, D] bylo spocetné, pak bychom je pokryli intervaly Ji, Jo,... o sumarni délce
mensi nez je rozdil délky tsecky [C, D] a sumdrni délky intervalu Iy, I, . . ., a pak bychom praco-
vali s Io,Il,...,Jl,JQ,...

Z hlediska formovén{ teorie miry je dulezity jesté Boreluv postieh: Mnozina boda W € [C, D],
pro néz ma smysl mluvit o pokracovani pres T, je nejen nespocetnd, ale v jistém smyslu vy-
plnf takika celou dsecku, az na ¢ést ,libovolné malé délky“. (V dnesni terminologii samoziejmé
mluvime o jednorozmérné Lebesgueové mife.) Totiz, pro libovolné m € N muzeme tivahu zopako-
vat pro volbu &), := (1/m) §, misto d,. Pak sumérn{ délka piislusnych intervalu I}, n € NU{0}, je
mens{ nez (1/m) d a Fada (2) konverguje pro kazdé W € [C, D]\ Uy~ I}, absolutné a stejnomérné
na y(W).

Jesté jedna poznamka na zavér. B. Borel dokazuje ezistenci (dokonce nespocetné mnoha) ob-
louka v(W), aniz by kterykoli jediny specifikoval explicitné. V tomto smyslu mé Borelova argu-
mentace charakter pravdépodobnostniho dukazu uzivaného hojné v moderni matematice: existence
objektu majiciho urcitou vlastnost (V) se dokazuje pomoci odivodnéni, ze pravdépodobnost, ze
(V) neplati, je mens{ nez 1. (V Borelové piipadé by pravdépodobnost znamenala normalizovanou
jednorozmérnou miru na usecce [C, D].)

3 E. Borel a teorie miry

Zasadni impulz do vyvoje integralu vnesl B. Riemann otézkou formulovanou v jeho habi-
litaénim spise: Co znamend ff f(z)da?

A.-L. Cauchy pracoval se souctovou definici integralu pro spojité funkce. Riemannuv zajem
mif{ jinym smérem: jak vypadaji vsechny funkee, pro néz ma smysl mluvit o integralu (na zakladeé
souctové definice)? Pro omezené funkce B. Riemann formuluje nutnou a postacujici podminku
integrovatelnosti. Jeji vyjadrent je, z pohledu souc¢asné matematiky, ponékud tézkopadné. Davod
je prirozeny: jesté dalsich 50 let bylo tfeba pockat na uspokojivy pojem linearni miry, ktery
zobeciuje pojem délky intervalu a umi méfit dostateéné Siroky systém podmnozin redlné osy.
S takovou vybavou je pak matematické vyjadieni faktu, ze riemannovsky integrovatelné funkce
jsou presné ty, které nejsou prilis nespojité, jasné a elegantni: Je-li f : [a,b] — R omezend funkce,
pak [ je riemannovsky integrovatelnd, prdvé kdyz mnoZina bodu nespojitosti funkce f md Lebes-
gueovy, miru 0.
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V druhé poloviné 19. stoleti se postupné dostavaji na scénu komplikovanéjsi funkce i podmno-
ziny redlnych ¢isel. Vznikaly nemalé nejasnosti (az zmatky) v chdpani raznych pojeti zanedba-
telnych mnozin.'0

Mnozina M C R se nazyvé mnoZina nulové délky (v Jordan-Peanové smyslu), jestlize M
lze pokryt konec¢né mnoha intervaly libovolné malé sumérni délky. Mnozina M C R se nazyva
7idkd, jestlize kazdy interval I C R obsahuje interval J takovy, ze M N J = (). Prvn{ definice m4
metricky charakter, druha topologicky, a problém je v tom, ze tyto pojmy nejdou ruku v ruce. Je
tieba si také uvédomit, Ze se teorie bodovych mnozin sotva rodila a predstavy o komplikovanych
(napf. Fidkych) mnozindch byly velmi povrchni a zjednodusené. Objev F{dkych mnozin, které
nelze pokryt koneéné mnoha intervaly libovolné malé délky, byl vyznamnym krokem pro dalsi
vyvoj matematické analyzy.

Borelovy vyzkumy s definitivni platnosti poukédzaly na principidlni nedostatecnost pojmu
délky zalozeném na konecnych systémech intervalu. Jestlize uvazujeme mnozinu N vSech
W € [C, D], pro néz fada (2) na v(W) nekonverguje, pak mnoziny N a [C, D]\N, z pohledu délky
v Jordan-Peanové pojet{, nerozligfme, nebot obé maji vnitin{ délku 0 a vnéjsi délku rovnou délce
usecky [C, D]. Operovéani se spocetné mnoha mnozinami se stalo nevyhnutelnosti a tento pristup
vedl E. Borela k axiomatické definicil pojmu méfitelnosti a miry, které uvddime v ponékud mo-
dernizované formé ve volném prekladu:

Jestlize je mnoZina tvorena nekoneéné mnoha disjunktnimi intervaly o sumdrni délce s,
rekneme, Ze tato mnoZina md miru s. Jestlize dvé disjunktni mnoZiny maji miry s a s', pak
jejich sjednoceni md miru s +s'...

Obecnéji: jestlize po dvou disjunktni mnoziny ze spocetného nekonecného systému magji miry
S1, 82, - .., pak jejich sjednocent md miru sy + so + ...

To vse plyne z nasi definice miry. Jesté dalsi definice: jestlize mnozina E miry s obsahuje
mnoZinu E' miry s', potom mnoZina E\E' md miru s —s'...

MnoZiny, kterym lze podle této definice pritadit miru, se nazgvaji mévitelné.

Zde stojime u samotného zarodku moderni teorie miry jako o-aditivn{ mnozinové funkce defino-
vané na o-algebte.!?

E. Borel se otdzkou rozsdhlosti systému méfitelnych mnozin nezabyval, zminuje pouze, ze
uzaviené mnoziny jsou méfitelné. Neuvadi zadnou souvislost své koncepce miry s integralem.
Nevyjadiuje se ani k tomu, zda mnozina N (vySe zminénd v souvislosti s divergenc{ fady (2)) je
méfitelnd (ve skutecnosti je jen obsazena v méritelné mnoziné (= borelovské mnoziné) miry nula
a nenf nutné borelovsks).

Zavérem muzeme konstatovat, ze E. Borel teorii miry nerozpracoval, vytvoril viak jeji zéklady
a ideové ji, vlastné jako vedlejsi produkt svych badani o komplexnich funkcich, inicioval.

10 Podrobnou diskusi lze nalézt napi. v [41], kap. 3, a [46], kap. 9. Viz také [51].

11 £ Borel byl ovlivnén svym kolegou a spoluzédkem z Ecole normale supérieure J. Drachem. Viz [41],
s. 103. J. Drach byl jeden z prvnich matematiku systematicky uplatiiujicich abstraktni axiomatickou me-
todu v teorii ¢isel, algebfe i analyze; matematické objekty jsou vymezeny svymi vlastnostmi ve formé
postuldtu.

12 Historii teorie miry a integralu je vénovana rozshla literatura. Mnoho odkazil Ize nalézt na [68], zde
zminime pouze knihy [21], [46], kap. 9, [50], kap. 44, [55] a [69]. Borelové pFistupu je specidlné vénovén
cldnek [22]. Piehledné je historie integralu od Riemanna k Lebesgueovi vylozena napi. v [51] a [69].
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Skutecné vybudovani miry a zejména jeji systematické uplatnéni jako stavebniho kamene pro
novy Géinny pojem integralu bylo dilem H. Lebesguea.'

4 Véta o konecném pokryti v historické perspektivé

V tvodn{ historické pozndmce ke své stati o Borelové vété!? T. H. Hildebrandt v roce 1926
tika: Stejné jako v pripadé jingch matematickych vysledki, zrozeni Borelovy véty predstavuje
zajimavou kapitolu matematické historie, k niz budoucnost bezpochyby prispéje dalsimi poznatky.
Zatim pocta za pruni nepopiratelné vysloveni véty o intervalech ndlezi Borelovi, prestoZe Borelova
formulace zahrnuje pouze redukci spocetného systému na konecny. Ndzev Heine-Borelova véta pa-
trné pochdzi od Schoenfliese, ktery uvddi souvislost Borelovy véty s Heineho dikazem stejnomérné
spojitosti spojité funkce na intervalu, publikovanym v roce 1872. O tom, Ze by si Heine byl védom
toho, Ze jeho dukaz v sobé skrijvd vétu o pokryti, lze pochybovat.

E. Heine v tvodu ¢lanku z roku 1872 fikd, ze jeho price je v zdsadé shrnutim vysledku
dosazenych jinymi matematiky. Je zajimavé, ze zasluhy piipisuje predevsim K. Weierstrassovi,
méné G. Cantorovi, aviak Dirichletuv podil zminén neni. Ve skutecnosti Heineho dukaz viceméné
opakuje Dirichletovu argumentaci z roku 1854.'® Véta, kterou P. G. L. Dirichlet dokazuje, mé
toto znéni: Budiz y = f(x) funkce proménné x, spojitd v intervalu, ktery jde od a k b [mysli
se uzavieny|. Pak je vidy mozné nalézt pro kaZdou kladnou libovolné malou wvelicinu p druhou
prislusné malou veli¢inu o, kterd md tu vlastnost, Ze na kaZdém podintervalu [délky] < o se
funkce y neméni o vice nez p.

Jednd se tedy o vétu o stejnomérné spojitosti, 1 kdyz takovy termin P. G. L. Dirichlet neuziva
(ten pochédzi od E. Heineho).

Zde piipomeneme pouze hlavni myslenku Dirichletova dukazu. Sméruje se od a k b. Oznacme
1 bod, v némz se funkce poprvé lisi (v absolutni hodnoté) o p od pocdteéni hodnoty f(a), takZe
|f(c1) = f(a)| = p a|f(z) — f(a)] < p pro x mezi a a c1. Stejngm zpisobem se postupuje od 1
a 0znadi se ¢y hodnota , v niz poprvé se f(x) lisi od f(c1) o £p, takze podobné |f(ca)— f(e1)| = p
a |f(z) = f(c1)] < p pro vSechna x mezi c1 a co; takto se pokracuje ddle. Tak dostdvdme posloup-
nost hodnot a,cy,ca,... s wvedenymi vlastnostmi. Zajimdme se o to, zda lze po konecném poctu
kroki dosdhnout b, tedy chceme vedét, zda dospéjeme k posledni hodnoté ¢, kterd bud splijvd s bo-
dem b nebo je mu tak blizko, Ze pro kazdé x mezi ¢ a b se f(z) lisi od f(¢) o velicinu mensi nez

13 Zpiisob, kterym teorii miry a integralu H. Lebesgue rozpracoval, byl pfi¢inou ostrych prioritnich sporti
mezi Borelem a Lebesguem. Jsou zaznamenany v ¢etnych dopisech adresovanych Lebesguem Borelovi. Viz
[56]. (Dopisy Borela Lebesgueovi se nezachovaly.) Prioritni souboj nékdy byva prirovndvan k polemice mezi
Newtonem a Leibnizem; v pifpadé francouzskych matematiki viak jejich soucasnici do sporu nevstupovali.
K definitivni roztrzce mezi Borelem a Lebesguem dochazi v roce 1917. Zajimavy komentaf ke vztahum
H. Lebesguea a E. Borela podavé G. Choquet. Viz [56], s. 13, a [21], s. 28. Pfipomind, ze otdzka priority
zustala ziva i ve dvacatych letech. Jesté v roce 1928, pii dalsim vydani Borelovych Legons sur la théorie
des fonctions, muzeme Cist: Pan Lebesque myslel, Ze dokdzal s podrobnostmi, co ja jsem vyslovil; ale to se
dd provést jinak. Ono jinak neni pfilis presvédcivé a sam E. Borel nikdy neprisel s vysvétlenim. V dopise
Baireovi se de la Vallée Poussin v roce 1922 o sporu vyjadiil takto: Sotva jde o védeckou viménu ndzori,
je to predevsim konflikt dvou povah. Viz [56], s. 13.

14V ¢lanku [45] je velmi podrobné rozebrén vyvoj poznatkd souvisejicich s Borelovou vétou do roku
1925. Diiraz je zejména kladen na ruzné diukazy i na roli Borelovy véty v rozvijejici se moderni matematické
analyze a topologii. Viz kapitola The Borel Theorem in General Spaces.

15V roce 1904 vydal G. Arendt publikaci Lecons sur la théorie des intégrales simples et multiples se
zapisky Dirichletovych prednések z let 1852 az 1854.
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je p. [Nyni nastédva zdsadni moment dikazu.] Pokud by tomu tak nebylo, méli bychom rostouct
posloupnost {c,}, kterd konverguje k éislu ¢ < b. Protoze

|f(ens1) = flea)| = p (3)

a f je spojitd v bodé ¢, hodnoty f(c)— f(cn) a f(c) = f(cny1) se bliZ( k nule pro rostouci n. TudiZ
také jejich rozdil f(cnt1) — f(cn) se bliZi k nule, coZ odporuje rovnosti (3).

P. Dugac vyslovuje piesvédceni, ze v Dirichletové dukazu je mySlenka pokryti explicitné
vyjadiena.'® Tento nézor, na zdkladé peclivé analyzy, zpochybiiuji B. Maurey a J.-P. Tacchi.
Spojeni Heine-Borel, které se dodnes v uéebnicich ¢asto vyskytuje, nepovazuji za opravnéné.!?

Zpétné lze samoziejmé hledat zarodek véty o pokryti ve vysledcich predchazejicich Borelove
vété. 7 literatury uvedeme dva vysledky, které jsou vété o pokryti ideové blizké.

S. Pincherle je autorem této véty'® z roku 1881: Jestlize f je kladnd funkce zdola odraend
od nuly v néjakém okoli kaZdého bodu uzavieného intervalu I, potom existuje € > 0 takové, Ze
f(z) > e pro kazdé x € I. V pozadi tohoto vysledku muze nékdo spatfovat ndznak redukce
nekoneéného (ale ne spocetného) systému otevienych intervali (= okol{) na kone¢ny. Podobné
vyznivé vysledek, ' ktery P. Cousin vyslovil v roce 1895: Jestlize je kazdému bodu uzaviené oblasti
v roviné pritazen kruh obsahugici tento bod, potom lze takovou oblast rozdélit na konecény pocet
podoblasti, z nichz kazdd lezi uvoniti nékterého z kruhu daného systému. Zde je opét navozena idea
redukce nespocetného systému na konecny.

Obecné znéni Borelovy véty, kde se pokryvajici systém otevienych intervalu nepiedpokldda
spocetny, byva pripisovdno H. Lebesgueovi, ktery dukaz publikoval v roce 1904. H. Lebesgue
v roce 1907 uvadi,? Ze tento diikaz pochdzi z roku 1898 od A. Vieillefonda nebo ode mne, uz
nevim, kdy# jsme spoleéné studovali Borelovu disertaci“. Casto byvé ,nespocetna“ verze Borelovy
véty nazyvana Borel-Lebesgueova, coz patrné neni také tiplné korektni. Dukazy?! A. Schoenfliese
a W. H. Younga casové piedchézeji dukaz publikovany H. Lebesguem. Ve skutecnosti v dusledku

16 Viz [25], s. 93.

17 Autoii [60] pisi: Dugacovo turzeni se ndm zdd prehnané. I kdyz je nezpochybnitelné, Ze Dirichlet obdrzel
vyjsledek konecnosti, mize se o souvislosti s Borelovou vétou o pokryti mluvit na zdkladé jednoduchého faktu,
Ze se interval prostrednictvim konecného poctu bodu rozdéli na konecny pocet mensich podintervali? Nezdd
se ndm, Ze se pouhd idea konecného podrozdéleni intervalu, pouzivand napfiklad v definici Riemannova
integrdlu, priblizuje podstatngym zpusobem k myslence véty o pokryti. Velmi rozhodné proti spojeni Heine-
Borel vystoupil H. Lebesgue v souvislosti s Veblenovym ¢lankem [90] The Heine-Borel theorem z roku 1904,
v némz je spojeni prosazovano. V [56] si lze precist Lebesguetv dopis z 15. zaf{ 1904 adresovany E. Borelovi,
kde H. Lebesgue pise: Veblen (Osvald) je nemistny Sprymar. Vidite, v tom celém [v dopise H. Lebesgue
prekladd takrka doslova Heineho ditkaz] naprosto nefiguruje pokryti intervalu nekoneéné mnoha intervaly,
z nichz se pak vybird. Shrnuji. Heine o Vasi vété nefikd nic, vibec nic, ani vzddlené . .. H. Lebesgue dopis
uzavira: Jde o pitomost, kterou jsem predpokladal, ale hroznéjsi, nez jsem predpovidal. Dalsi komentére ke
spojeni Heine-Borel 1ze nalézt v [13], [25], [60] a [15], 2. dil, s. 841, 3. dil, s. 1249.

18 Viz napt. [45], [66], kap. ITI.

19 Podrobnd analyza je zpracovéna v kapitoldch Le lemme de Cousin v [60] a [61]. J. Mawhin rozebira de-
tailné vztah Borelovy véty a Cousinova lemmatu. V souvislosti s vétou o pokryti zustava Cousinovo jméno
ve starsf literatufe zcela v pozadi. Jeho zdjem se soustiedoval na funkce vice komplexnich proménnych
a v této discipliné jsou jeho vysledky cenény. Je pozoruhodné, ze Cousinovo lemma bylo vicekrét ,znovu-
objeveno®, v padesétych letech v souvislosti s Henstock-Kurzweilovym integrdlem. Viz [61].

20 Recenze knihy W.-H. Young, C. Young: The Theory of Sets of Points. Viz [54].

21 Jde o préce [80], [81], [97] a také [98], [76], [82]. Podrobnéjsi komentét je uveden v [60].
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Lindelofovy véty?? lze redukci od nespoéetného ke koneénému provést ve dvou krocich: Kazdy
systém otevirengjch intervalt obsahuge spocetnyj podsystém se stejngm sjednocenim. Z dnesniho po-
hledu jsou prioritni spory o puvod Borelovy véty o pokryti pro libovolné systémy intervalu veelku
mélo pochopitelné.

Na tomto misté, jesté pred komentdfem k Borelovym dukazum, se podivejme na dukaz
Borelovy véty v obecném znéni, jak ji v knize Lecons sur Uintégration®* dokazuje H. Lebesgue.
Predpoklddejme, Ze T je systém oteviengch intervalii pokryvagjict interval [a,b]. Existuje interval
(a, B) € I, pro néjz a < a < (. Zieymé plati: pro kazdé x € (o, ) je mozno interval |a,x]
pokryt konecné mnoha intervaly z Z, coZ vyjadrim obratem, Ze x je dostiZen. Je treba dokdzat, Ze
b je dostizen. Je-li x dostiZen, viechny body z [a, x| jsou také dostizeny. JestliZe x neni dostiZen,
Zddng bod z [x,b] neni dostizen. Pokud tedy b neni dostiZen, existuje pruni bod, ktery meni do-
stizen, nebo posledni bod, jenz je dostizen. Oznacme tento bod® wy. Pak existuje (a1,B1) € Z,
pro néjz xg € (aq,B1). Nechl x1 je bod z (a1,20), x2 je bod z (xo, $1). Pak, podle predpokladu,
x1 je dostizen, tedy konecné mnoho intervali z T poslouzi k jeho dostizend. Priddni (o, 1) ndm
poslouZi k dostiZend bodu xo > xg. Tedy x¢ neni ani posledni bod, ktery je dostiZen, ani pruni,
ktery neni dostiZen. TudiZ bod b je dostiZen.

V poznamce pod ¢arou H. Lebesgue piSe, Ze tato verze umoziiuje podat piimy dukaz véty
o stejnomérné spojitosti: Necht funkce f je spojitd v kazdém bodé z [a,b]. Kazdy bod z [a,b] je tedy
podle definice obsaZen v otevieném intervalu, v némsz je oscilace funkce mensi nez e. Interval [a, b]
lze pokrijt koneéné mnoha takovymi intervaly. Necht 1 je délka nejkratsiho z pouZitych intervali.
Pak v kazdém intervalu délky 1 je oscilace f nejvijse 2, nebot takovy interval zasdhne nejvijse
dva intervaly. Tedy spojitost je stejnomeérnd.

Ptvodni Boreltiv dikaz z disertace zde reprodukovat nebudeme.26 Je zalozen na Cantorové
teorii ordindlnich ¢isel (na transfinitn{ indukei) a uziva jednak spoGetnost pokryvajicich intervalu,
jednak fakt, ze mnozina spocetnych ordinalnich ¢isel je nespocetnd.

V roce 1903 E. Borel formuluje a dokazuje tuto vétu:2" Je-li E omezend a uzaviend podmno-
zina eukleidovského prostoru R™ a Eq, Eo, ... je spocetny systém mnoZin takovy, Ze kaZdy bod
2 E je obsazZen ve vnitiku nékteré z nich, potom lze mezi Ey, Es, ... nalézt koneény pocet mnoZzin
takovych, Ze kaZdy bod z E je vnitinim bodem alespori jedné z mich. Dukaz je zalozen na mys$-
lence postupného pulen{ a je (viceméné formaln{) modifikac{ dukazu, ktery pro uzavieny interval
E :=[a,b] C R uvdd{ E. Borel v Legons sur la théorie des fonctions. (Neni bez zajimavosti, ze
podtitul této knihy je Principes de la théorie des ensembles en vue des applications a la théorie
des fonctions.) Dukaz, ktery je dnes bézny a byvéd zafazovén do zdkladnich kurzi matematické
analyzy, pfipomeneme jen v rychlosti pro jednorozmérny piipad.

M4 se dokdzat, ze existuje index k takovy, ze kazdy bod z [a,b] je vnitinim bodem nékteré
z mnozin F1i,..., Ej. Predpokladejme, ze takové k neexistuje. Potom pro kazdé m € N existuje
bod z € [a,b] takovy, Ze pro kazdé n € N, pro néz x je vnitinim bodem FE,,, plati n > m. Nyni

2 Viz [57] a [58).

23 Prioritnf spory se tahly az do roku 1913. Viz [83]. V [60] se pise: ... doZadovdni se autorstvi u tohoto
zobecnénd bylo prileZitosti k urcitym polemikdm mezi Schoenfliesem, Youngem, Lebesquem, které ndm dnes
mohou pripadat tak trochu smésné malé.

24 Vig [53], s. 105.

%5 Soucasné vyjddien{ by bylo: polozme z¢ := sup{x € [a,b] : x je dostizeno}.

26 Viz [11]; diikaz je reprodukovan napt. v [45] a [60].

27 Vig [15], 3. dil, s. 1467.
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interval [a, b] rozpulime. Potom alespon jeden ze vzniklych dvou uzavienych intervali m4 stejnou
vlastnost, tedy nelze ho pokryt koneéné mnoha mnozinami z Fy, Fs, ... Postupnym pulenim vy-
tvofime posloupnost do sebe zafazenych uzavienych intervalu I, s délkami konvergujicimi k nule.
V pruniku téchto intervala lezi pravé jeden bod xg. Plati xy € [a,b] a pro vhodné ng € N je
xo vnitinfim bodem mnoziny E,,. Pro dostate¢né velké n je I, C Ey,, coz odporuje konstrukei
intervalu Il, [2, ce

E. Borel v pozndmce pod Garou piSe: Slovo spocetny [systém] bychom mohli vypustit, aniz by
turzeni prestalo platit; za tuto pozndmku vdécim panu Lebesqueovi. Avsak zde jsme potiebovali
turzeni uvedené v textu, které se snadnéji dokdze.

E. Borel se k vété o pokryti uzavienych intervalu [a,b] pomoci spoéetné mnoha otevienych
intervala Io, I, . .. vraci v souvislosti s teorii miry v roce 1912.28 Jak poznamenévaji B. Maurey
a J.-P. Tacchi, Boreluv novy dukaz mé takika algoritmicky charakter a zaslouzi, aby byl zminén.

Nechf by = a a ny je nejmensi index, pro néjz by € Jp,. Oznatime J,, = (a1,b1), tedy
a1 < by < by. Piedpoklddejme, ze k € N a Ze je definovan interval Jy,, := (ag, bg). Pokud by <D,
oznaéime nyy1 nejmensi index takovy, ze by € Jy, | = (@41, bpt1). Dokdzeme, Ze se tento pro-
ces po koneéné mnoha krocich zastavi. Pfesnéji feceno, existuje N € N takové, ze by > b, takze
intervaly (an,bn), 1 < n < N, pokryvaji interval [a,b]. Protoze posloupnost {b;} je rostouc,
indexy ny, odpovidajici intervalum J,,, = (ag, bg) jsou navzajem ruzné. Pokud by se proces neza-
stavil, rostouci posloupnost {b;} by konvergovala k ¢islu ¢ € (a, b]. Ale bod ¢ je obsazen v jistém
intervalu J,,. Existuje dostatecné velké k € N takové, ze ng1 > m a zaroven by € Jy,,. To je viak
ve sporu s definici ng41 jako nejmenstho indexu n, pro néjz x € J,.

5 Od teorie miry k topologii

Pro E. Borela byla véta o pokryti zakladnim stavebnim kamenem pro teorii miry. Vyznam
Borelova vysledku pro dalsi vyvoj teorie miry, z velké ¢asti formulované v abstraktnim kontextu,
prestal byt dominantni. Na druhé strané Borelova véta oteviela cestu k rozséhlé kapitole topolo-
gie — teorii kompaktnosti, kterd se ukdzala velice uzitetnd v ruznych oblastech matematiky.

V klasické monografii J. L. Kellyho? je v tivodu kapitoly 5 uvedeno: Pojem kompaktniho to-
pologického prostoru . . . vznikl jako vysledek abstrakce vychdzejici z nékterych dulezitijch vlastnosti
prostoru redlnych ¢isel. Klasickd Heine-Borel-Lebesgueova véta turdi, Ze kazdé oteviené pokryti li-
bovolné omezené uzaviené podmnoziny prostoru redlnych cisel obsahuje konecéné podpokryti. Tato
véta md neobycejné hluboké dusledky. Stalo se s ni totéz, co s vétsinou dobrych vét: jeji zdvér se
stal definict.

Na zacatku 20. stoleti se ¢im dal vice objevuje tendence studovat abstraktni prostory. M. Fré-
chet, ve snaze najit spoleény kontext pro Cantorovu teorii bodovych mnozin a pro studium
funkei chdpanych jako body vhodného prostoru, zavedl fadu abstraktnich pojmt, z nichz po-
stupné vykrystalizovaly struktury bézné uzivané v moderni matematice. Nejprve se M. Fréchet
snazil axiomatizovat pojem limity, nsledné zavedl (pod jinym nézvem) metrické prostory, pozdéji
prostory vychézejici z pojmu okoli a formuloval vysledky, které jsou zobecnénim zékladnich vét
znamych z redlné analyzy.3° Jeho prvni definice kompaktnosti je zaloZena na neprazdnosti primiku
libovolné posloupnosti do sebe zatazenych neprazdnych uzavienych mnozin. Ukazuje, zZe tato

28 Vig, [14].
2 Vig [48], kap. 5.

30 Viz Fréchetova disertace [32].
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podminka je ekvivalentni existenci hromadného bodu pro libovolnou nekoneénou mnozinu.?' Po-
znamendva, ze (relativné) kompaktni mnoziny maji vlastnosti analogické omezengm mnozindm
(kone¢né mnoziny jsou kompaktni; sjednoceni koneéné mnoha kompaktnich mnozin je kompaktni
mnozina; mnozina, kterd obsahuje nekompaktni mnozinu, nenf kompaktni). Analogie s omezenymi
mnozinami zde vychdzi z Bolzano-Weierstrassovy véty pro prostor redlnych ¢isel a Fréchetovy
vyzkumy jsou motivované snahou najit vhodny abstraktni ramec pro Weierstrassovu vétu o exis-
tenci minima spojité funkce.

Pro nés vyklad je podstatné, ze M. Fréchet byl prvnim matematikem, ktery v obecnosti upo-
zornil na souvislost mezi Bolzano-Weierstrassovou vétou a Borelovou vétou.?? Kontext, v némz
ekvivalenci dokézal, nechme zde stranou. V prvnich desetiletich 20. stoleti se objevuje celd fada
vysledku, v nichz se ruzné verze (Casto vzdjemné neekvivalentnich) pojmu blizkych ke kom-
paktnosti vyskytuji.>® Terminologie je nejednotnd, také abstraktni rdmec, v némz se pracuje, se
postupem casu vyviji.

V Hausdorffové Grundzige der Mengenlehre (1914) je v kontextu topologickych prostoru
(definice pomoci axiomu pro okoli) kompaktnost charakterizovina pomoci Borelovy véty o po-
kryti. V kapitole VIII, §8, je pro metrické prostory dokdzéna véta o souvislosti kompaktnosti
a totdln{ omezenosti.?* Role Borelovy véty byla pfedmétem podrobného zkoumdani P. S. Urysona
a P. S. Aleksandrova.?® V obecnych topologickych prostorech, jak se ukézalo, nenf mozné opirat
se o vlastnosti posloupnosti. Napf. uzaviené mnoziny, na rozdil od metrickych prostort, neni
mozné v topologii charakterizovat pomoci konvergentnich posloupnosti, mnoziny bodu indexo-
vané piirozenymi ¢isly jsou obecné , kratké“. Také v této obecnosti nelze kompaktnost charakte-
rizovat pomoci existence vybrané konvergentni posloupnosti. A. Weil na toto téma v roce 1937
napsal:3¢ Opustime-li spocetnost, nent jiz legitimnd povazovat pojem posloupnosti a pojem limity
za podstatny ndstroj a je tieba tyto pojmy nahradit jingmi, jejichz pole piusobnosti je méné ome-
zujici. Ve stejné dobé H. Cartan uvedl:3” Pres veskeré sluzby, které spocetné posloupnosti poskytly
topologii, nent jejich vyuZiti prizpusobeno studiu obecnych prostoru.

Adekvatnim prostiedkem se ukazal byt pojem filtru a pripadné pojem zobecnénych posloup-
nosti (nets), které zde jiz nebudeme rozebirat.

3L Viz [30] a [31]. Podrobnéjsi vyklad pifnosu M. Frécheta lze nalézt napi. v [71] a [72].

32 Viz Fréchetova disertace [32], s. 26.

33 Napi. ensemble compact, ensemble extrémal, ensemble compact en soi, ensemble parfaitement compact,
parfaitement compact en soi, ensemble bicompact, ensemble totalement borné, espace quasi-compact.

34 Viz [33], [40], kap. 8.8.

35 Zejména uvadime [1], [3], [4] a [2], kap. 2. Od P. S. Aleksandrova a P. S. Urysona pochézi pojem
bikompaktniho prostoru. (Jesté v druhé poloviné 20. stoleti byla terminologie nejednotnd; nyn{ se termin
bikompaktni neuzivd.) Pro vysvétlen{ puvodu terminu bikompaktni pfipomerime definice z Aleksandro-
vovych a Urysonovych praci. Je-li M podmnozina topologického prostoru X a xz € X, pak se x nazyva
uplng hromadny bod mnozZiny M, jestlize kazdé okoli bodu x protind M v mnoziné stejné mohutnosti,
jako ma M. Podmnozinu M nazyvaji autoti kompaktni, jestlize ma Borelovu vlastnost pro kazdé spocetné
pokryti, neboli, ekvivalentné, kazda spocetnd podmnozina M ma dplny hromadny bod. Tuto ekvivalenci
autofi zobecnili zdménou ,spocetnd“ za ,mnozina mohutnosti < m* a zavedli termin bikompakini pro
piipad, ze ekvivalentni podminky plati pro libovolnou mohutnost. Podrobné ospravedInéni terminu bikom-
pakind 1ze nalézt v [4] na s. 17.

36 Viz [96], s. 3.

37 Viz [20]. N. Bourbaki pracuje s pojmy filtru a ultrafiltru systematicky. Viz [16], kap. 1.6, [17], s. 143.
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Pro moderni matematiku se Borelova véta stala definici: Topologicky prostor se nazyva kom-
paktni, jestlize z kazdého jeho otevieného pokryti Ize vybrat konetné pokryti.

V prubéhu 35 let od vysloveni Borelovy véty o pokryti pro redlnou pifmku se diky radé
objevu dostala topologie do stadia dospélosti a byly dosazeny zasadni hluboké vysledky o kom-
paktnosti.?® Jmenujme predeviim obdivuhodny vykon dvaadvacetiletého A. N. Tichonova, ktery
v roce 1929 dokdzal, ze kartézsky soucin libovolného systému kopii kompaktniho intervalu [0, 1]
(tedy [0,1]7, kde T je indexov4 mnozina libovolné mohutnosti) je kompaktni v soucinové topologii.
Dalsf hluboky vysledek z roku 1937 patii E. Cechovi: Libovolng topologicky soucin kompaktnich
topologickyjch prostori je kompaktnd prostor. Jako posledni zminfme tzv. Stone-Cechovu kompak-
tifikaci, tedy vnoteni libovolného 1uplné regularniho prostoru X do Hausdorffova kompaktniho
prostoru G(X) takového, ze X je hustd podmnozina $(X) a kazdd omezend spojitd funkce na X
mé spojité rozsiteni na B(X).

6 Vyznam kompaktnosti: vybrané ukazky

Redukce nekone¢ného na kone¢né je blahoddrna v mnoha matematickych situacich. Nekolik
z nich,® vétsinou spadajicich do matematické analyzy, zde pro ilustraci, ¢asto jen v naznaku,
uvedeme.

E. Hewitt v ¢lanku The réle of compactness in analysis’® pise: Analijza je obrovskif obor mate-
matiky a pojem kompaktnosti a argumenty na ném zaloZené vstupuji do velice mnoha ruzngch éasti
analyzy. PredloZit skutecné adekvdtni obraz o roli kompaktnosti v analjze by vlastné vyZadovalo
pokryt vétsinu analijzy ... Kompaktnost také hraje Zivotni roli v mnoha dukazech existence jako
dikazovd technika.

3 Vysledky A. N. Tichonova a E. Cecha jsou publikoviny v [89] a [23]. O Cechovych a Tichono-
vovych pracich a o puvodu Stone-Cechovy kompaktifikace se lze poucit v [19] a [84]. Historicky pohled
na vyvoj topologie pfindsi [35]. Pékny komentar je uveden v [79], s. 383: A. Tichonov [89] dokdzal kom-
paktnost kartézského soucinu intervali a vijsledek uzil ke konstrukci prostoru nyni zndmého jako Cechova
(nebo Stone-Cechova) kompaktifikace piné requldrniho prostoru. E. Cech (23] dokdzal kompaktnost soucinu
kompaktnich prostori v obecném pripadé a studoval viastnosti kompaktifikace. TudiZ se ukazuje, Ze Cech
dokdzal Tichonovovu vétu, zatimeo Tichonov nasel Cechovu kompaktifikaci — dobrd ilustrace historické
spolehlivosti pojmenovdvdni v matematice. S tim jsme se jiz v tomto piispévku setkali u véty o pokryti.
Posledni ilustrace: v [42], s. 182, E. Heine v pozndmce pod ¢arou uvadi, ze prevzal od G. Cantora fakt, ze
funkce f je spojitd v bodé x, kdyz a jen kdyZ f(x,) se blizi k f(x) pro kazdou posloupnost {x,}, kterd se
blizi k x ...Mnoho z nés se na prednaskach odkazuje na Heineho definici spojitosti . ..

39 Cel4 tada aplikaci zlistdvé nezminéna. Napt. Riesz-Schauderova teorie kompaktnich operatort, role
kompaktnosti ve spektralni teorii, v topologické teorii miry, teorii pravdépodobnosti atd., nemluvé o uziti
kompaktnosti mimo analyzu.

40 Clanek [43] je zalozen na autorovych prednaskéch, které jako zvany feenik pronesl v roce 1957 na za-
sedanich Mathematical Association of America. Teze prezentovand v ¢lanku spociva v konstatovéani, ze pro
velice mnoho tvrzeni v analyze plati: (a) jsou trividlni pro koneéné mnoziny; (b) pravdivd a pfiméfené jed-
noduch4 pro nekoneéné kompaktn{ mnoziny; (c) bud'to neplat{ nebo jejich ditkaz je extrémné obt{zny v ne-
kompaktnim ptipadé. V zavéru clanku autor zduraziiuje roli kompaktnosti pro véty o existenci. Vysvétluje
princip, jak kompaktnost za urcitych okolnosti umoziiuje ziskat feSeni uloh na extrémy pomoci minimi-
zujict posloupnosti. Clanek uzavird slovy: There is a formidable list of existence theorems in analysis that
employ this compactness technique. However, as Kipling said, that is another story. Ukazky této story jsou
zafazeny v ¢astech 6, 7, 8 a 10.
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6.1 Spojité funkce na uzavieném intervalu

Véta. Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom funkce f je omezend.

Diikaz. Nechf x € [a,b]. ProtoZe funkce f je v bodé x spojitd, existuje d(x) > 0 takové, Ze
[f(y) = f(2)| <1, yela,b]n(z—6d(z),z + ().

Pak {(xfé(x),;rJré(x))}we[a?b
v intervalu [a, b] takové, ze [a,b] C U], (zj—0(zj),zj+0(z;)). Ziejmé tedy f je omezend, nebot

[f@)l < 1T+ max {|f(@)],... [f(@a)l}, v € [a,b].

] je oteviené pokryti intervalu [a, b]. Existuji tudiz body 21, ..., 2,

O

Toto tvrzeni, které je zafazeno v kazdém kurzu analyzy, je okamzité zfejmé, pokud vime, ze
je f([a,b]), jako spojity obraz kompaktni mnoziny, kompaktni mnozina. Pak je navic jasné, ze
takova funkce nabyva svého maxima a svého minima.*!

Samoziejmé je mozno dokdzat existenci napf. maxima pomoci véty o pokryti takto.
Necht M := sup f([a7 b}) Vime, 7ze M < oo. Predpoklddejme, ze pro kazdé x € [a,b] je
f(z) < M; odvodime spor. Nechf z € [a,b]. Potom (spojitost!) existuje 7 (z) >0 takové,
ze fly) < f(z) + 3 (M —f(z)) pro kazdé ye€[a,b] N (z—n(2),z+n(2)). Pak existuji
body z1,...,z2 € [a,b] takové, ze [a,b] C Ule (z = (2i),2i +1(z)). Oznacme M’ nejvétst
z &isel f(z1),..., f(z), takie M' <M. Je-li z€[a,b], je z€ (2i—n(z) 2 +n(z)) pro
vhodné i € {1,...,k}. Potom f(z) < f(z)+ 5 (M — f(z)) = 5 f(z) + 3 M < 5 (M’ + M). Od-
tud supf([a7 b]) < M, coz je spor.

Poznamenejme, Ze v ucebnicich se ¢asto tato véta dokazuje s vyuzitim Bolzano-Weierstras-
sovy véty. Vyse uvedeny dukaz jsme volili jako dalsf ilustraci techniky koneéného pokryti.

Bylo v ném podstatné, ze pro kazdé z € [a,b] mnozina {y € [a,b] : f(y) < f(2) + 3 (M — f(2))}
obsahuje okoli bodu z v [a, b].

Jednoduchd modifikace tivah, které jsme provedli na zdkladé véty o konecném pokryti pro
uzavieny interval, vede napi. k vété o existenci minima (na niz se budeme odvoldvat v dalsim
textu). Pripomindme, ze funkce G : X — (—o0, o] na topologickém prostoru X se nazyvd zdola
polospojitd,*? jestlize pro kazdé ¢ € R je {x € X : G(z) > c} oteviena.

Véta. Necht X je neprdzdny kompaktni topologicky prostor, F : X — (—o0,00] je zdola polospo-
jitd funkce. Potom je funkce F zdola omezend a nabyvd na X minima.

41 Véta o nabyvanf extrémi pochdzi od K. Weierstrasse z roku 1861. Jeji ditkaz se ¢asto opird o tzv. Bol-
zano-Weierstrassovu vétu o existenci vybrané konvergentni posloupnosti z omezené posloupnosti realnych
¢isel a o tzv. Heineho definici spojitosti. Viz [92], kap. 2.4 a 4.3, kde 1ze nalézt historické pozndmky.

42 Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze pojem polospojitosti pochézi z rozdéleni definice spojitosti na
dvé ¢ésti. Ve skutecnosti ma tento pojem puvod v Baireovych vyzkumech o oddélené spojitych funkcich;
viz [7]. Necht f je funkce dvou proménnych definovand napf. na intervalu [—1,1] x [-1,1] a necht f
je oddélené spojitd, tj. funkee f, : y — f(x,y), vy € [-1,1], je spojitd pro kazdé x € [—1,1] a funkce
f¥iz— f(z,y), © € [-1,1], je spojitd pro kazdé y € [~1,1]. Definujme M (z):=max { fo(y): y € [-1,1]},
x € [-1,1]. Potom je M zdola polospojitd funkce, kterd obecné neni spojitd. Skoln{ piiklad:
f(z.,y) = 2xy/(:r2 + y2)7 (Ivy) € [_17 1] X [_17 1]\{(0’0)} a f(O*O) =0.
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6.2 Stejnomérna spojitost na metrickych prostorech

Véta. Necht (X, dx) je kompakini metrickyj prostor, (Y,dy) je metricky prostor a f: X =Y je
spojité zobrazeni. Potom je zobrazeni f stejnomérné spojité. >

Diikaz. Necht ¢ > 0. Pro kazdé z € X existuje d(z) > 0 takové, Ze pro kazdé 2’ € X,
dx(z',z) < §(x), plati dy (f(2'), f(z)) < e Nechf V(z) := {2’ € X : dx(2',2) < $(z)}. Po-
tom {V(z)}zex je oteviené pokryti kompaktniho prostoru X, tedy existuji body z1,...,z, z X
takové, ze X = Ji_, V(). Polozime-li 6 := § min {§(x1),..., 6(2n)}, je 6 > 0. Necht z, 2’ € X,
dx(z,2') < §. Pakexistuje k € {1,...,n} takové, ze x € V(zy), takze dx(z,zy) < %6(%) Déle
plati dy(2',23) < dx(2',2) + dx(z,2%) < & + 30(zx) < 5(zx). Odtud dostdvime nerovnosti

dy(f(l‘l),f(ic)) <dy (f(l'/), f(xk)) + dY(f(xk)a f(l‘)) <e.
0

6.3 Stoneovo aproximaéni lemma

Véta. Necht X je kompaktni topologicky prostor, C(X) je Banachiv prostor redlngch spojitych
funkei na X a necht F C C(X) je svaz (tj. pro f,g € F je také min{f, g} € F a max{f, g} € F)
a necht F obsahuje konstanty a oddéluje body (tj. pro kazdé z,y€ X, x # y, existuje f € F
spliwjici f(z) # f(y)). Potom stejnomérny uzdvér F je roven C(X).

Diikaz. Nechf f € C(X), e > 0. Nejprve dokézeme, 7e pro kazdé © € X existuje funkce g, € F
takova, ze
gz(x)=f(x) a g;>f—enalX. (4)

Zvolme z € X. 7 piedpokladu o oddélovani bodu snadno odvodime: pro kazdé y € X existuje
funkce hy € F, pro niz

hy(z) = f(2), hy(y) = f(y)-

Protoze hy(y) > f(y) — € a funkce hy a f jsou spojité, existuje okoli U(y) bodu y takové,
ze hy > f —e na U(y). Z otevieného pokryti {U(y)}y cx kompaktniho prostoru X lze vybrat
kone¢né pokryti, tedy existuji body y1,...,yn, € X takové, ze X = U(y;)U...UU(y,). Potom
pro funkei g, := max{hy,,...,hy,} plati g; € F (nebof F je svaz), g,(z) = f(z) a gy > f—e na
prostoru X.

Protoze g;(x) < f(x)+e, existuje okoli V(x) bodu z takové, ze g, < f+e na V(z). Z otev-
feného pokryti {V(x)}x cx Vybereme konetné pokryti, tudiz existujf body z1,.. ., zp, € X takové,
7e X =V(x1)U...UV(xy,). Potom pro funkci h := min{gy,, ..., gz, } plati h € F (nebof F je
svaz) a podle (4) je h > f —e. Jelliy € X, je y € V(x;) pro vhodné j € {1,...,m}, a proto
h(y) < g2, (y) < f(y) +¢. Vidime, ze funkce h € F splituje

|f —h| <e nalX,

takze f je prvkem stejnomérného uzdvéru F.

43 Diikaz véty o stejnomérné spojitosti ¢asto vyuziva Bolzano-Weierstrassovu vétu a tzv. Heineho definici
spojitosti. Viz [92], s. 387.
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Uvedené aproximaéni lemma je klicem k ditkazu Stone-Weierstrassovy véty:** Necht AC C(X)
je algebra (tj. A je vektorovy prostor a pro f,g € Aje f-g € A), necht A obsahuje konstanty
a oddéluje body. Potom stejnomérny uzdvér A je roven C(X).

K dikazu uvedeme tento komentdi: oznac¢ime-li F stejnomérny uzaver A, potom F je uzaviend
algebra majici tuto vlastnost:

feF=|fleF.

K ditkazu této implikace se hodf toto tvrzeni:® Je-li « > 0 a € > 0, potom existuje rediny
polynom p takovy, Ze
Ht\ —p(t)‘ <e, tE€[-a,al

Jeli f € Faa :=sulf|(X), pak po f € F (nebof F je algebra) a ||f| —p0f| < g
takze |f| € F (nebot F je uzaviend v C(X)). Protoze max{f,g} = 1 (f+g+[f— gl
min{f, g} = % (f+9—1|f —gl), je F skutecné svaz, a tedy F = F = C(X).

Specidlnim pifpadem uvedeného vysledku je klasickd Weierstrassova véta o aproximaci:*® Je-li
f € C([a,b]), potom existuji polynomy py, pa, . . . takové, Ze p, konverguji k f stejnomérné na [a,b).

6.4 Lokdalné kompaktni topologické vektorové prostory

Topologicky prostor X se nazyva lokdlné kompaktni, jestlize pro kazdy bod existuje relativné
kompaktni okoli (tj. okoli, jehoz uzévér je kompaktni).

Vime, ze prostory R%, C? jsou lokdlné kompaktni.

Necht X je vektorovy prostor a 7 je topologie na X . Rikdme, Ze 7 je vektorouvd topologie, jestlize
kazdd jednobodovd mnozina v X je uzaviend a jestlize vektorové operace (s¢itani a ndsobeni
skaldrem) jsou spojité vzhledem k 7. Je-li X vektorovy prostor a 7 je vektorova topologie na X,
mluvime o topologickém vektorovém prostoru X (podrobnéji: (X, 7)). Kazdy topologicky vekto-
rovy prostor je Hausdorffitv. Kazdy topologicky prostor dimenze d je homeomorfni s R? (nebo
C%), tedy je lokélné kompaktni. Zajimavé je, ze Zddng topologicky vektorovy prostor nekoneéné
dimenze neni lokdlné kompaktni.

Véta. Necht X je lokdlné kompaktni topologicky vektorovy prostor. Potom prostor X md konec-
nou dimenzi.

Diikaz. *7 7 predpokladu plyne, Ze existuje okoli V bodu 0 takové, ze uzaver V okoli V je
kompaktni. Protoze {x + %V}mE « Je oteviené pokryt{ kompaktni mnoziny V, existuji body
Z1,...,Tn € X takové, ze

— 1 1

Ve (x1+§V> U...U (xn+§V>.
Nechf Y je vektorovy prostor generovany vektory xi,...,,, takze dimenze Y je nejvyse n. Plati
Y+Y =Y a pro kazdy skalér o # 0 je aY =Y. Protoze VCY+1V, je také 1V C Y + 1V, cili
VCY+Y 41V =Y+1VCY+4V atd, takze V C 22, (Y +277V) =Y. Protoze prostor
Y mé konetnou dimenzi, je uzavieny, tedy Y = Y, neboli V C Y. Protoze V je okoli 0, plati,

440 historii Stone-Weierstrassovy véty pojednéva staf [87]. Role kompaktnosti pro platnost této véty
je vysvétlena v [43].

4 Existuje celd fada ditkazli tohoto tvrzent; viz napt. [77], s. 159 a 169, [44], s. 93.

46 Historie Weierstrassovy véty je popsana napi. v [73].

47 Podrobnosti lze nalézt v [79], s. 17.
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ze X =g k- V, tedy X C UpZ, k- Y =Y. Dokdzali jsme, ze X =Y a dimenze X je tedy
nejvyse n.
a

6.5 Rieszova véta o reprezentaci

Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém 3 C 7 se nazyvé bdze topologie 7, jestlize kazda
mnoZina z 7 je sjednocenim podsystému mnozin z 3.

Véta. ¥ Necht X je lokdiné kompaktnd topologicky prostor se spocetnou bdzi. Necht C.(X) je
vektorovy prostor redlnijch funkei s kompaktnim nosicem na X. Nechtf I je mezdporny linedrni
funkciondl na C.(X). Potom existuje prdvé jedna borelovskd mira p na X takovd, Ze

1(f) = /X Fdin T eCuX).

6.6 Izoperimetricka dloha v roviné

Resen izoperimetrické tlohy,* pfi neformélnim vyjédfent, je dobfe znamo: Ze viech rovinngjch
obrazci daného obvodu L md kruh s obvodem L nejvétsi obsah. Je také zndmo, Ze se muzeme
omezit na omezené konvexn{ mnoziny (tam jiz jsou pojmy obvodu a obsahu dobie definovény).
Konecné se obecné vi, ze geometrické tvahy umoznuji ukdzat, ze kruh je skuteéné resenim izope-
rimetrické ulohy, pokud resent existuje. Podrobnéji: dokazuje se, ze pokud neni konvexni mnozina
s obvodem L kruh, pak existuje jind konvexni mnozina s obvodem L, kterd ma vétsi obsah.

Zde se soustiedime na tvrzeni o existenci® Fesent izoperimetrické tlohy. Dikaz je zalozen na
kompaktnosti.

Nechf (X, p) je omezeny metricky prostor, Fx je systém viech neprazdnych uzavienych
podmnozin X. Pro z € X a F € Fx definujme p(z,F) := inf {p(z,y) : y € F} apro d > 0
polozme Us(F) := {z € X : p(2,F) < 6}. Na Fx budeme definovat metriku (tzv. Hausdorffovu
metriku) takto: pro Fy, Fy € Fx polozime d(Fy, Fy) := inf {5 >0: F CUs(F), Fr C U5(F1)}.

Diilezity je tento vysledek:>! Je-li (X, p) kompaktni prostor, potom (Fx, d) je kompaktni pro-
stor. (Obvykle se dokazuje, ze (Fy, d) je iplny a totdlné omezeny.)

48 Na zakladé Hahn-Banachovy véty o rozsffeni spojitého linedrniho funkcionalu lze dokézat vétu: Necht
M je nekompaktni podmnozina R. Potom existuje nezaporny linedrni funkciondl L definovany na prostoru
vsech omezengch spojitiych redlngch funkci na M takovy, Ze L neni reprezentovatelny pomoci Zddné bo-
relovské miry na M. Viz [43]. Historii Rieszovy véty o reprezentaci je vénovan ¢lanek [39]. Podrobny
vyklad o reprezentaci spojitych linedrnich funkciondlii na prostorech spojitych funkef lze nalézt napf. v [§],
kap. IV., [44], kap. II1.12, [78], kap. 2.

49 O historii izoperimetrické tilohy se lze pouéit napt. v [9]. Tam je prehledné vylozeno pét Steinerovych
geometrickych dikazu i neddvné pifstupy k rovinné izoperimetrické tiloze. Ve vicerozmérném piipadé jisté
problémy piedstavuje zavedeni pojmu povrchu pro dostateéné obecné mnoziny. Vyklad zalozeny na pojmu
tzv. mnozin s koneénym perimetrem je zpracovan v [88].

50V [9] je uvedeno, ze prvn{ dikaz (nepublikovany) existence feseni izoperimetrické tlohy byl podan
K. Weierstrassem v jeho prednaskdch z varia¢niho poc¢tu v roce 1879. Jiz jsme zminili, ze za feSeni izo-
perimetrické tlohy nelze povazovat tento ,dukaz“: pro kaZdou kfivku, kterd meni kruZnici, existuje me-
toda (navrzend J. Steinerem) poskytujici kiivku stejné délky, kterd omezuje obrazec vétsiho obsahu. Proto
kruh md nejuétsi obsah. O. Perron ilustruje nepiipustnost takové tvahy na piikladu ,véty*“: Mezi vsemi
prirozenygmi ¢isly je éislo 1 nejuétsi. ,Dikaz“: pro kazdé piirozené éislo, které neni 1, existuje metoda (staci
vzit ¢tverec ¢isla) poskytujici vétsi prirozené ¢islo. Proto 1 je nejvétsi prirozené éislo. Viz [67], s. 40.

51 Diikaz a podrobnosti k vykladu lze nalézt v [86], kap. 9. Viz téz [38], kap. 1.16.

49



Vratme se k izoperimetrické tloze v roving. Za X zvolime uzavieny kruh v roviné a oznaéfme
Cx systém neprazdnych uzavienych konvexnich podmnozin kruhu X. Tedy prvky naseho me-
trického prostoru Cx jsou kompaktni konvexni podmnoziny C, pro néz § # C' C X. Protoze
Cx je uzaviend podmnozina kompaktntho prostoru Fyx, je Cx kompaktni prostor. Pro kazdé
C € Cx je definovén obsah a(C) mnoziny C' (= dvojrozmérnd Lebesgueova mira C) a obvod
[(C) mnoziny C' (= supremum obvodu konvexnich mnohoihelnika vepsanych do C). Ziejmé
je funkce C — a(C) spojitd na Cx a neni tézké ukdzat, ze funkce C — [(C) je spojitd na
Cy = CX\{C €Cx:a(C) = 0}.

Nechf L > 0 a X je uzavieny kruh o poloméru L. Potom uzavieny &tverec o stejném stiedu
jako X a délce strany L/4 je obsazen v X a ma obvod L a obsah L?/16. Tedy mnozina

IC::{CGCXIl(C)ZLaa(C)zf_;}

je neprdzdnd a je prunikem dvou uzavienych podmnozin Cx: vzoru uzaviené mnoziny {L} pii
spojitém zobrazeni | : Cy — [0,00) a vzoru uzaviené mnoziny [L?/16,00) pii spojitém zobrazeni
a: Cx — [0,00). Proto je K neprdzdnd kompaktni mnozina, tudiz spojitd funkce a na této
mnoziné nabyvé maxima.

Véta. Necht L > 0. Potom ezistuje kompaktni konvexni mnoZina Cy, pro niZ 1(Co) = L
a a(Cy) = max {a(C) : C' kompakini konvezni mnozina, I(C) = L}.

6.7 Véty o pevném bodu

Znacnd ¢ast matematiky a jejich aplikaci se zabyva feSenim rovnic. Jsou-li X a Y mnoziny,
MCX,G:M—Y ay €Y, zajimd nds vétSinou existence a jednoznacnost prvku z € M
takového, ze G(z) = y. Ve specidlnim piipadé, kdyz X je vektorovy prostor a Y = X, muzeme
definovat zobrazen{ F :  — z + G(z) —y, x € M. Potom 2 € M je feSenim rovnice G(x) =y,
prave kdyz F(z) = z, neboli x je pevngm bodem zobrazeni F.

Nésledujici Brouwerova véta,? v niz kompaktnost hraje podstatnou roli, predstavuje prin-
cipidlni vysledek o existenci pevného bodu. Ve velmi jednoduché situaci d =1 a M =[0,1] se
tvrzeni redukuje na zdkladni poznatek o funkcich redlné proménné: Jestlize ¢:[0,1]—[0,1] je
spojitd funkce spliiugici g(0) > 0, g(1) <0, potom md funkce g v [0,1] nulovy bod.

Véta. Nechf M je neprdzdnd kompaktni konvezni podmmozina eukleidovského prostoru RY
a F: M — M je spojité zobrazeni. Potom F md pevny bod.

Ptedpoklad koneéné dimenze je zde podstatny®. Véta neplati napi. pro prostor 12 nad télesem
redlnych éisel. Pro x = (v1,22,...) € [? definujme S(z) := (0,21, T2, . ..), oznaéme e; = (1,0,...)

a polozme
1 2
F(z) ::5(17HxH)el+S(aﬂ), z el

Potom zobrazen{ F je spojité a pro uzavienou jednotkovou kouli M := {z € I? : ||z[| < 1}
plati F(M) C M. Nechf © = (x1,29,...) je pevny bod zobrazeni F, tj. F(x) = z. Potom

52 Brouwerova véta pochdzi z roku 1911. Podrobny vyklad 1ze nalézt v ¢lanku [63] s ndzvem Le théoreme
du point fize de Brouwer: un siécle de métamorphoses. Clanek doprovézi seznam literatury o 207 polozkéch.

53 Piesvédcivé pitklady pochézeji od A. N. Tichonova a S. Kakutaniho z let 1935 a 1943. Viz citace
v [62] a [63].
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21 = 5(1 = ||z]|) @ @n41 = 2y pro viechna n € N. Protoze Y o | |zn|?* < 00, je nutné a1 = 0,
takze z = 0. OvSem pak F(z) = (%,0,07 . ..), COZ je Spor.

Spojitost zobrazeni F' tedy nezarucuje existenci pevného bodu. Zavedeme nésledujici dulezity
pojem.

Nechf X a Y jsou normované linearni prostory, M C X a F : M — Y. Budeme fikat, ze
zobrazeni F' je kompakini, jestlize F je spojité a obraz kazdé omezené mnoziny pfi zobrazeni F
je relativné kompaktni podmnozina prostoru Y. Nasledujici Schauderova véta® je zobecnénim
Brouwerovy véty pro prostory nekonecné dimenze.

Véta. Necht M je neprdzdnd omezend uzaviend konverni podmnozina Banachova prostoru X
a F: M — M je kompaktni zobrazeni. Potom F md pevny bod.

Obvykly dikaz vyuzivd aproximace zobrazeni pomoci zobrazeni s oborem hodnot koneéné
dimenze. Pak se na aproximujici operdtory aplikuje Brouwerova véta. Pravé kompaktnost na-
znacuje, ze F nemd daleko od konetné dimenziondlnich zobrazeni. Podrobnéji: pro kompaktni
zobrazeni F existugi prostory X, C X konecné dimenze a zobrazeni Fy, : M — X,, takové, Ze pro
kazdé x € M plati ||F(z) — Fo(x)|| <1/n, n € N.

Véta ma cetné aplikace pii vySetfovani integralnich a diferencidlnich rovnic.

Jako ilustraci uvedeme, jak lze Schauderovu vétu uzit k ditkazu existence lokdlniho feseni®

obycejné diferencidlni rovnice y' = f(z,y).

Véta. Nechf a > 0 a f € C([-a,a]?). Necht m > 1 a necht |f| < m na [~a,a]®. Potom
na (—a/m,a/m) existuje reseni diferencidini rovnice y' = f(z,y) spliujici poddtecni podminku
y(0) =0.

Diikaz. Oznacme I (vesp. 1Y) uzavieny (resp. otevieny) interval s koncovymi body —a/m, a/m.
Tvrdime, Ze existuje diferencovatelnd funkce ¢ na intervalu I takova, ze ¢'(z) = f(z,¢(z)),
r€I% ap0)=0.

Necht M := {1y € C(I) : [[¢|| < a}. Potom M je neprazdna uzaviena konvexn{ podmnozina
Banachova prostoru C(I). Pro ¢ € C(I) definujme

F@) iz /Oxf(t,l/)(t)) dt, wel.

Potom F : M — C(I) je spojité zobrazeni a plati !F(w)(x)‘ = onf(t,z/;(t)) dt| <m-lz| < aq
kdykoli z € [—a/m,a/m]. Vidime, ze F(M) C M, tudiz F(M) je omezend podmnozina C(I).
Jestlize z,z € I a ¢ € M, plati odhad

xr z
W)@ = P& =] [ 1evw)yae= [ feow)af <oz,
Vidime, ze mnozina F(M) C C(I) je bodové omezend a bodové stejné spojita na I, tudiz je F (M)
relativné kompaktni podmnozina C(I) (podle Arzéla-Ascoliho véty, kterou nize piipomeneme).

54 Véta byla dokézana v roce 1930; soubor pifbuznych vysledki je diskutovén v [24], kap. 5, [36], kap. 5,
[100], kap. 1.

% Ditkaziim tzv. Peanovy véty o existenci feseni je vénovéana rozséhld literatura; zminfme napf. [38],
kap. 1.12, [93] a [94].

% Plivodni verze Arzéla-Ascoliho véty pochdzi z let 1883 a 1889. Viz [26], komentdf v odstavci 16
kapitoly IV.
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Odtud plyne, ze F' je kompaktni zobrazeni, takze vSechny ptredpoklady Schauderovy véty jsou
splnény. Existuje tedy pevny bod zobrazeni F, neboli existuje funkce ¢ € C(I) takovd, ze
p(x) =[5 F(t,p(t) dt, tedy ziejme ¢'(x) = f(z,0(z)), = €1 a p(0)=0.

O

Jeste k Arzela-Ascoliho véts. Nechf Y je kompaktni topologicky prostor, C(Y) je Banachiv
prostor spojitych (komplexnich nebo redlnych) funkei na'Y s normou

llol| := sup {|p(2)] : z € Y}
a A C C(Y) je bodové omezend a bodové stejné spojitd mnoZina, tj.
(a) sup {|p(z)|: ¢ € A} < 00 pro vsechna z €Y,

(b) pro kazdé e > 0 a kaZdé x € Y existuje okoli V(x) bodu x takové, Ze pro kazdé ¢ € A
a kazdé z € V(x) plati |o(z) — ()] < e.

Potom je A relativné kompaktni podmnozina C(Y'). Specidlné turzent plati, pokud (Y, d) je kom-
paktni metricky prostor a mnozina A je stejné lipschitzovskd, tj. existuje m € R takové, Ze pro
kazdé p € A a pro kaZdou dvojici bodi x,z € Y plati |p(z) — ¢(2)| < md(z, z).

6.8 Neexpanzivni zobrazeni

Mezi zdkladni véty o pevném bodu patif Banachova véta o kontrahujicim zobrazent: Necht
(X, p) je tdplng metricky prostor a F: X — X je kontrahujici zobrazeni, tj. existuje k € [0,1)
takové, Ze

p(F(z),F(y)) < kp(z,y), z,yeX.

Potom F md pevny bod (pokud X # 0).

Podstatna je zde tuplnost a podminka, ze k < 1.

Je-li napt. X =R a F(z) =z —arctgz + 5, potom F'(z) =1-1/(142?) < 1, z € R, tedy
|F(y) - F(z)| < |y —z| pro y,z € R, y # z. Zfejmé zobrazeni F nemd pevny bod.

Situace se méni, pokud X je kompaktni prostor.>”

Véta. Necht (X, p) je neprdzdny kompaktni metrickyj prostor a nechf F : X — X spliiuje

p(F(y), F(2)) <ply.2), y,z€X, y#z
Potom F md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Jednoznatnost je ziejmé. Definujme funkei f : X — R takto: f(y) = p(y, F(y)),
y € X. Potom f je spojitd funkce na kompaktnim prostoru X, tedy existuje bod z € X
takovy, ze f(z) = min{f(y) :y € X}. Oznatme a := p(z,F(z)). Kdyby a > 0, platilo by
0<a<p(F(z),F(F(z))) < p(z,F(z)) = a, coz nenf mozné. Tedy a =0 a F(z) = .

g
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Jesté u zobrazeni, kterd nezvétsuji vzdalenost, jesté chvilku zustaneme.

Nechf (X, p) je metricky prostor a F : X — X. Rikéme, Ze zobrazeni F je neexpanzivni,
jestlize

p(F(x), F(y)) < plz,y), zy€X.

Nésledujici Browderova véta®® opét vyuziva kompaktnost. Je formulovéna pro Hilbertiiv prostor.
V normovanych linearnich prostorech nekone¢né dimenze, jak vime, omezené mnoziny nemusi byt
v topologii definované normou relativné kompaktni (a nejsou, pokud obsahuji vnitini body). Zde
vstupuje do hry slaba topologie, pfi niz jsou omezené podmnoziny Hilbertova prostoru relativné
kompaktni (nebot Hilbertovy prostory jsou reflexivni).

Véta. Necht M je neprdzdnd omezend uzaviend konvezni podmnozina Hilbertova prostoru X
a necht F : M — M je neespanzivni zobrazeni. Potom F md pevnyj bod.

Jestlize xg € M, xp, := F(xn-1) a yn := (1/n) Z;Z& zj, n € N, potom posloupnost {y,} konver-
guje slabé (t]. ve slabé topologii) k pevnému bodu zobrazeni F.

K dikazu jen nékolik poznamek. Protoze mnozina M je konvexni, je y, € M, n € N. Protoze
M je omezena, je slabé relativné kompaktni. Na tomto misté bychom fekli: a tudiz {y,} obsahuje
konvergentni vybranou posloupnost {y, }. To nenf zfejmé (zfejmé by to bylo v pFipadé, ze by M
byla ve slabé topologii metrizovatelnd). Nicméné hluboky Eberleintiv a Smuljanity vysledek tuto
vlastnost sekvencidlni kompaktnosti poskytuje.”® Tudiz {yy, } konverguje slabé k prvku z, ktery
padne do M, nebot M je uzaviend, tudiz slabé uzaviens, nebot je konvexni. Dalsi ¢4sti ditkazu
jsou netrivialni, vyuzivaji pocitdni se skaldrnim souc¢inem a piedpoklad, ze F' je neexpanzivni.
Ve skutecnosti se dokaze, ze celd posloupnost {y,} je slabé konvergentni k z a 2 je pevny bod
zobrazeni F.

6.9 Extremalni body konvexni mnoziny

Nechf X je vektorovy prostor a K C X je konvexni mnozina. Neprazdnd mnozina S C K se
nazyvé extremdlini, jestlize plati: je-li x € K, y € K, t € (0,1) a tz + (1 —t)y € S, potom z € S
ay € S. Jednobodové extremalni mnoziny se nazyvaji extremalni body. Tedy x € K je extremalni
bod mnoziny K, pravé kdyz = nenf vnitinim bodem zadné usecky s koncovymi body v K.

Jestlize M C X, pak nejmensi konvexni mnozinu obsahujici M nazyvame konvexni obal
mnoziny M. Konvexni obal mnoziny M je roven mnoziné vSech konvexnich kombinaci prvka
z M. Uzéavér konvexniho obalu mnoziny M v topologickém vektorovém prostoru X se nazyva
uzavieny konvexni obal mnoziny M.

Klasickd, Minkowskiho véta® ikd, ze kompaktni konvexnf mnozinu v R? lze zrekonstruovat
z extremélnich bodi: Je-li K C R kompaktni konvezni mnoZina, potom K splijvd s konvernim
obalem mnoziny extremdlnich bodu. Jinak FeGeno, jestlize x € K, potom existuji n € N, extremaln{
body z1,...,T, a nezdpornd &sla Ay, ..., \, takovd, Ze Z?Zl N=laz= Z?Zl Ajx;.

Takové tvrzeni neplati v prostorech nekone¢né dimenze, plati pouze aprozimationé, jak ukazuje
Krejn-Milmanova véta:5!

%8 Podrobny diikaz a aplikace lze nalézt v [24], s. 97.

%9 Véty o slabé topologii lze nalézt napt. v [26], kap. V, odst. 4, 6. Viz téz [28] a [29].

60 Minkowskiho véta pochézi z let 1901 az 1903. Viz historické pozndmky v [59], s. 49.

61 Krejn-Milmanova véta byla dokdzana v roce 1940. Viz historické poznamky v [59], s. 49.
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Véta. Necht X je topologicky vektorovy prostor a mecht jeho dudl X* oddéluje body. Jestlize
K C X je kompaktni konvexni mnoZina, potom K spljvd s uzaviengm konveznim obalem ex-
tremdlnich bodu mnoZiny K.

Zésadnim krokem dukazu je informace, ze K (pokud je neprdzdnd) obsahuje alespoii jeden
extremalni bod. Ten se z{skd (pomoci Zornova lemmatu) jako prunik maximalniho usporadaného
systému kompaktnich extremélnich podmnozin mnoziny K. Kompaktnost vstupuje do hry pro-
stfednictvim tohoto jednoduchého tvrzeni: Necht Y je Hausdorffiv topologicky prostor a K je
neprazdny systém kompakinich mnoZin v'Y magici tuto vlastnost: je-li Kck konecny systém,
potom (VK # 0. Potom je (K # 0.

Dukaz je snadny. Predpokladejme, ze (1K = 0, zvolme K € K a oznaéme G systém tvofeny
doplitky mnozin z K. Protoze Y je Hausdorffav prostor, jsou kompaktni mnoziny uzaviené, tedy
prvky systému G jsou oteviené mnoziny. Zadny bod z K nenf obsazen ve viech mnozinéch z K,
takze G je oteviené pokryti kompaktni mnoziny K. Existuji tedy mnoziny Gi,...,Gp, které
pokryvaji K. Potom pro koneény systém tvoreny dopliky K7, ..., K, mnozin Gi,...,G, plati
KNnKin...NK, =0, coz je spor.

6.10 Variaéni pocet: Dirichletiv princip

Dirichletiv princip®? zalozeny na minimalizaci integralu energie mél slouzit jako néstroj
k dikazu existence feseni Dirichletovy tlohy. K. Weierstrass v roce 1870 podrobil zachdzeni s va-
ria¢nimi ilohami ostré kritice. Zjednodusené feceno bychom dnes podstatu kritiky vyjadiili takto:
nelze zaméiiovat pojmy minima a infima.%3

Dirichletova tloha je klasickd a patrné nejznaméjsi okrajové tiloha matematické fyziky.

V dalsim vykladu budeme pfedpoklddat, ze U je (neprézdnd) omezend podmnozina euklei-
dovského prostoru R? a f je spojita funkce na hranici OU mnoziny U. Klasickd Dirichletova tloha
(pro mnozinu U a okrajovou podminku f) spocivé v nalezeni funkce u, kterd je harmonickd na
U, je spojité rozsifiteln na uzdvér U mnoziny U a toto rozsffeni na OU splyvd s funkci f.

Piipomenime, ze funkce u : U — R se nazjva harmonickd, jestlize u € C?(U) (tj. u m4 spojité
parcidlni derivace druhého fédu na U) a spliuje Laplaceovu rovnici

62 Dirichletovu principu je vénovéna rozséhld literatura. Historicky vyvoj zachycuje Monnova knizka
Dirichlet’s principle s vystiznym podtitulem A mathematical comedy of errors and its influence on the
development of analysis. Viz [67]. Vyznam a vyuzit{ Dirichletova principu pro Riemannuv dukaz zdkladn{
véty konformniho zobrazen{ je analyzovdn v [70]. V [5] je zachycen vyvoj problematiky v letech 1860 az
1890. Déle v knize [85], kap. II.2, 1ze nalézt vyklad o roli Dirichletova principu ve vyvoji teorie potencidlu.
Viz t6z [64]. Moderni vyklad zalozeny na slabé diferencovatelnosti je zahrnut do vétsiny texti o parcidlnich
diferencidlnich rovnicich ¢ uéebnic funkcionalnf{ analyzy. Viz [36], kap. 15, [99], kap. 2, také [100], kap. 2.
Poznamenejme, ze kromé pifmé metody varia¢niho po¢tu se minimalizace Dirichletova integralu vysetiuje
metodami Hilbertova prostoru (Lax-Milgramovo lemma). Viz napf. [24], s. 50, [100], kap. 2.

63 K. Weierstrass uvadf tento pifklad variacn{ dlohy na prostoru C*([—1,1]) funkef spojité diferencova-
telnych na [—1, 1]: minimalizovat integrél

=
KH

1
) ::/ (:L‘f'(x))de na mnozing M = {f € C'([-1,1]) : f(-1) =0, f(1)=1}.

-1
Je-li fu(z) = § + L(arctgna)/(arctgn), je fn € M, n € N, a F(f,) — 0 pro n — co. Odtud plyne,

ze inf {F(f): f € M} =0. Jestlize fo € C'([~1,1]) a F(fy) = 0, potom z fj(z) = 0 na [-1,1] a fo je
konstantni. Tedy fo ¢ M; viz [85], s. 60.
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Nenf té7ké dokézat,® 7ze Dirichletova tloha mé nejvyse jedno Feseni. Zgsadni problém je s ewis-
tenci TeSeni.

Jeden z moznych piistupu k dukazu existence je tzv. primd metoda variacéniho poctu. Je
zaloZena na Dirichletové integralu. Pro funkei v € CY(U) (predpoklédd se tedy, ze u ma na
U spojité parcidlni derivace prvniho fadu) oznaéime Vu jeji gradient, tj. vektorovou funkci

(597“1, R g—;‘d)‘ Dirichletiv integrdl (integrdl energie) pro funkci u € C*(U) je definovan rovnosti

F(u) ::/U\Vu(x)\Qdaj

(v dalsfm vsechny integraly chdpeme jako Lebesgueovy).

Ve speciélnich pfipadech lze klasickou Dirichletovu ulohu feSit minimalizaci Dirichletova in-
tegralu.% Oznac¢me D(U) mnozinu funkef spojitych na U, jejichZ parcidlni derivace prvniho fadu
maji spojité rozifieni z U na U a parcialn{ derivace druhého fédu jsou spojité na U. Nésledujici
provizorni vysledek ma motiva¢ni charakter.

Véta. Necht u € D(U), necht f :=ujgy a necht
F(u) =min {F(v) : v € D(U), Vo = f}-
Potom u je tesent Dirichletovy ulohy pro U a f.
Diikaz. Oznatme C°(U) mnozinu vech nekonecné diferencovatelnych funkei na U, které maji
kompaktni nosi¢ obsazeny v U.
Nechf w je spojitd funkce na U, wy € CX(U), t € Rawv:=u+ tw. Potom vy = f
av € D(U). Definujme ¢(t) := F(u + tw), t € R. Ziejmé
o) = F(u) + Qt/ Vu(z) - Vw(z) dx + t2/ |Vw(z)*dz, tecR.
U U
Protoze ¢ > ¢(0) na R, je ¢'(0) = 0, tedy plati
/ Vu(z) - Vw(z) dz = 0.
U
Protoze mé funkce w kompaktn{ nosi¢ v U, integrace per partes®® davé
/ Au(z)w(z)dz = 0.
U
Vime, ze Au je spojitd funkce na U a rovnost plati pro kaZdou funkci w € C°(U). Proto je

Au = 0 na U, takze u je feSsenim Dirichletovy tlohy pro U a f.
O

64 Vyplyvé to z principu minima pro harmonické funkce: Jestlize w je spojitd funkce na U a harmonickd
na U, potom existuje bod z € OU takovy, Ze w(z) = min {w(z) : x € U}. Viz [6], s. 5, [59], s. 646.

65 Laplaceova rovnice je Euler-Lagrangeovou rovnici funkciondlu F (= integralu energie). Viz napt. [100],
kap. 2. V dalsim symbol u|syy znaéf restrikei funkece u na mnozinu 9U.

6 Ditkaz lze nalézt napf. v [100], s. 117.
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N&3 vysledek neni uspokojivy. Piedpoklad, ze f ma hladké rozsffeni na U, je omezujici.
Existuji vsak principidln{ duvody, pro¢ pii klasické formulaci nenf nadéje ziskat Feseni Dirichletovy
tilohy pomoci minimalizace Dirichletova integralu:%7

(a) existuji mnoziny U a spojité funkce f na OU takové, Ze pro kaZdé spojité rozsifeni f na
hladkou funkei v na U plati F'(v) = oo (takze vlastné nemame co minimalizovat),

(b) existuji mnoziny U a hladké funkce g na R? takové, ze klasickd Dirichletova tloha pro U
a f := gjpy nema feden{ (takze minimalizace Dirichletova integralu jej nemiize poskytnout).

Postupem ¢asu bylo rozpoznéano, ze variaéni piistup na klasickych prostorech hladkijch funkct
nemuze dat piiznivé vysledky. Ty lze ziskat, pokud minimum budeme hledat na dostate¢né velkém
prostoru funkei 1épe prizpusobeném integralu energie.

Pro hledéni vhodného prostoru, na némz je ti¢elné minimum Dirichletova integralu hledat,
zkusme provést tuto motivaéni dvahu.

Necht D(U, f) := {v € D(U) : voy = f}, m := inf {F(v) : v € D(U, f)} a necht {v,} je
minimizugici posloupnost, tj. v, € D(U, f) a

lim F(v,) =m.
n—oo

Pro ¢leny minimizujici posloupnosti {v, } se snadno dokdze rovnost

F(v, —vg) = 2F(vy) + 2 F(vg) — 4F(v”;“”’“>.

Protoze 3(vn +vi) € D(U, f), je F(3 (vn +vk)) > m, tedy

/U |V (z) — Vop(z) > dz = F(v, —vg) (5)
<2F(vy) 4+ 2 F(vg) — 4m,

7 (5) plyne, ze pro j € {1,...,d} je g%}:;l
L2(U) je tiplny (zde se podstatné vyuziv, Ze pracujeme s Lebesgueovym integrdlem), existuje vek-

torové funkce w majici slozky z L?(U) takova, ze ‘31;" — wj pron — oo pro kazdé j € {1,...,d}.
z;

cauchyovské posloupnost v L?(U). Protoze prostor

Samoziejmé neni z niceho zfejmé, ze w ma tvar Vu pro vhodnou funkei u : U — R, ktera by
piipadné mohla realizovat minimum funkciondlu F na D(U, f). Pfesto je zde urcitd indikace, ze
L?konvergence gradientti bude hrat vyznamnou roli. Na druhé strané diferencovatelnost v kla-
sickém smyslu a konvergence v integrdlnim smyslu nejdou pfilis dohromady. Neni piekvapivé, ze
se jako uzitecna ukazala zobecnénd diferencovatelnost, tzv. distributivni diferencovatelnost.

Po této predbézné tivaze se vratime k presnéjsim matematickym formulacim.

Oznatme W12(U) Soboleviiv prostorS® funkei z L2(U), jejichz prvni distributivn{ derivace
patif do L2(U). Jako obvykle ztotoziiujeme funkce, které se shoduji skoro véude (vzhledem
k Lebesgueové miie), a tedy striktné vzato je W1H2(U) prostor tiid ekvivalence. Ovéem, jak

67 K (a) se zpravidla uvddi Hadamardiv pifklad z roku 1906: U je jednotkovy kruh v C
a f(e") =32 n~Zsin(nlt), t € [0,27]. Viz [67], kap. IIL.1. Vcelku malo je zndmo, ze prvni relevantnf
piiklad pochdzi od F. Pryma z roku 1871. Viz [75]. Tvrzeni (b) vyjadiuje, ze existuji mnoziny U, které
nejsou reguldrni pro Dirichletovu dlohu. Viz [6], kap. 6, [18], [47], kap. 3, [49], kap. 9.

68 Zakladn{ poznatky jsou pfipomenuty v édsti 8 této préce. Viz také [36] a [100].

56



je bézné, ¢asto mluvime o prvcich Wh2(U) jako o funkcich a médme na mysli nékterého reprezen-
tanta.
Pro u € WH2(U) je definovana Sobolevova norma

Il i= [ (u(a)?+ 9t do)

kde Vu je distributivn{ gradient funkce u. Prostor W12(U) se Sobolevovou normou je tiplny, tedy
WL2(U) je Banachiiv prostor. Ve skutecnosti je W12(U) Hilbertiv prostor se skaldrnfm soucinem

(u,v) = /U (u(@)v(z) + Vu(z) - Vo(z)) dv, u,v € WH(U).

V piimé metodé variaéniho poctu neni hilbertovskd struktura podstatnd, pozdéji vsak pro nds
bude dilezité, ze WH2(U), jakozto Hilbertiiv prostor, je reflexivni prostor.5?

Prostor W12(U) je pro tilohu minimalizace integralu energie pfirozeny, nebot je dostatecné
bohaty, aby v ném bod minima bylo mozno nalézt. Je ovSem tieba rozhodnout, jak formulo-
vat okrajovou podminku. Pro funkci f spojitou na OU nedavd zadny smysl fici: zvolme funkei
u € WHA(U), pro niz upy = f. Ani v nejjednodussich situacich (tieba kdyz U je koule) nelze
spojitou funkci na OU rozsifit na funkei z WH2(U). Proto je ticelné chapat okrajovou podminku
ve vhodné zobecnéném smyslu. Nejprve je rozumné dét v terminech prostoru Wh2(U) smysl
vyroku: funkce u € Wh2(U) m4 hraniéni hodnoty rovné nule.

Za piirozené vyjadieni predstavy, ze ,funkce u z Wh2(U) se anuluje na hranici®, se nabizi
podminka u € WO1 2(U), kde WO1 2(U) je uzévér prostoru C®(U) v Sobolevové normé. Pro dvé
funkce u,v € WY2(U) pak za matematické vyjadieni predstavy, Ze ,u se rovna v na OU“, lze
povazovat podminku u — v € Wol’z(U).

Nyni kone¢né mizeme formulovat Dirichletiv princip nésledujicim zptisobem: Necht

F(v) = /U \Vo(z)[2dz, ve WH2(U).

Necht ug € WH(U) a M := {v € W"(U) :v —ug € W01’2(U)}. Hledéme u € W2(U) spliujici
F(u) = min {F(v);v € M}, neboli

/U\Vu(;v)\?dx = min{/U ‘Vv(w)’zdx TV E M}. (6)

Véta. Je-li ug € WY2(U), potom existuje pravé jeden pruek u € WH(U) spliiugict (6).
Dikaz se podaii dokon¢it diky témto ingrediencim:

(a) F je konvexni funkcional na Wh2(U);

(b) F je ryze konvexni funkcionél na M;

(c) F je spojity funkciondl na WH2(U);

69 Definice je pfipomenuta v ¢asti 7.
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(d) existuje slabé kompaktn{ mnozina™ My C WO1 2(U) takové, ze
inf {F(v) : v e M} = inf {F(ug+w) : w € My};

(e) funkciondl G : w +— F(ug + w) je slabé zdola polospojity na Mp.

V ditkazu se ndm bude hodit Poincarého nerovnost™ pro odhad L%normy w € WO1 2(U)
vyjadieny pomoci L?-normy gradientu:

1,2
llwl3 < al[Vull3, we Wy™(U), (7)
kde a := A\g(U)/wg (Aq(U) je Lebesgueova mira U a wq je objem jednotkové koule v R?).
Tvrzeni. Funkciondl F je na WY2(U) konveznd.

Ditkaz. Necht u,v € WH2(U) a « € (0,1). Protoze funkce ¢ — t2, t € R, je konvexni, plati

Flau+ (1-a)v)

Il
=]
<
<

(@) + (1 - a)Vo(z)[* du (8)

IN
o

/U (alVu(@)? + (1 - )| Vo(z)P) de

I
o
=
&
+
=
\
2
=
S

Tvrzeni. Funkciondl F' je na konvexni mnoziné M ryze konvexni.
Diikaz. Necht u,v € M, a € (0,1) a
Flau+ (1 -a)v) = aF(u) + (1 — a)F(v).

Protoze funkee t — 2, t € R, je ryze konvexni, vidime z (8), ze Vu = Vv (rovnost skoro viude).
Proto pro w := u —ug — (v — up) je w € Wol’2 a Vw = 0. Podle Poincarého nerovnosti (7) je
[lw|]2 =0, tudiz u = v.

O

7 teorie Lebesgueova integralu’ je zndmo: Je-li {g,} posloupnost proki z L*(U)
a ||gn —glla = 0 pro n — oo, potom ewistuji h € L*(U) a posloupnost {gn,} vybrand z {g,}
takové, Ze |gn,| < h, k €N, a limy_o0 gn, = g Ag-skoro vSude. Tento vysledek nyni pouzijeme.

0 Pojem slabé topologie je piipomenut v éasti 7.

™ Toto je kli¢ové nerovnost pro Sobolevovy prostory. Jeji ditkaz lze nalézt napi. v [47] a [100].

"2 Pii ditkazu tiplnosti prostoru L' (i) se obvykle dokazuje: z cauchyouvské posloupnosti v L' (u) lze vybrat
posloupnost bodové konvergentni skoro vsude. Viz [78], s. 68. Vysledek pro L?(y) lze nalézt napt. v [100],
s. 112, nebo [99], s. 57.
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Tvrzeni. Funkciondl F je spojity na W2(U).

Diikaz. Necht v, v, € WH2(U), n € N, a |Jv, — v|]| — 0 pro n — oo. Chceme dokézat, ze
F(v,) — F(v) pro n — oo. Z definice normy ve W12(U) dostédvame ||Vu, — Vv||z — 0 pro
n — oo. Vime, 7ze existuji funkce w € L?(U) a posloupnost {v,, } vybrand z {v,} takové, ze
|Vup, | <w a limg_o Von, = Vv Ag-skoro viude. Z Lebesgueovy véty dostavame

k—o0 k—o0

/ |Vv(m)‘2dx = F(v).
U

lim F(v,,) = lim /U!ank(w)’2dx:/UleEO‘ank(x)}?dx

Modifikace této tivahy ukazuje, ze kaZdd konvergentni posloupnost vybrand z { F(v,)} mé limitu
F(v), tedy lim, o F(vy) = F(v).
Definujme nyni funkciondl

G:wr Flug+w), we Wol’z(U).

Potom G je spojity ryze konvexni funkcional a z Poincarého nerovnosti plyne

[wl? = Jlw|3 + ||Vl < (a+1) ||Vl 3
(a+ 1) (|IV (uo + w)[J2 + || Vuo||2)?

2(a+1)(IIV(uo +w)|3 +|Vuol[3),

IN N

tudiz
-1
(2(a+1)) " wl? ~ [|[Vuol3 < |V (o +w)|l3, we Wy (U).

Plati tedy
lim G(w) = 0.
[l —o0

Zvolme r > 0 takové, ze G(w) > G(0) pro kazdé w € Wy*(U), ||w|]| > r, a necht
My = {w € W01’2(U) : [Jw|]| < r}. Protoze WOI‘Q(U) je uzavieny podprostor Hilbertova pro-
storu WH2(U), je VVO1 2(U) Hilbertiv prostor, a tudf reflexivni prostor. Tedy koule My je slabé
kompaktni.

Vzépéti oduvodnime, ze G je slabé zdola polospojity funkcionél (tedy zdola polospojity vzhle-
dem ke slabé topologii). Tudiz existuje prvek w € My (kompaktnost!) takovy, ze

G(w) = min{G(w):we Mo} 9)
min{G(w) : w € WOI’Z(U)},

nebot min {G(w) : w € My} < G(0) < G(w) pro kazdé w € Wol’z(U)\Mg. Prvek w je urcen
jednoznaéné, nebot ryze konvexn{ funkciondl nemize byt konstantni na (nedegenerované) tsecce.
Oznaéme u := ug + @. Potom u € W2(U), u — ug € W01’27 tedy u € M, a
F(u) = Flup+w)= min{F(uo +w):we WOI’Q(U)}
= min{F(v):ve M}.
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Prvek u, v ném? se nabyvd minima, je uréen jednoznaéné, nebot prvek w je uréen jednoznaéné.
Piipomenme, ze v normovaném linedrnim prostoru je kazdd uzaviend konvexni mnozina slabé
uzaviend (tedy uzaviend ve slabé topologii).”™
Necht ¢ € R. Protoze G je spojity a konvexni funkciondl, je mnozina
{we WOI’Z(U) :G(w) < c}

uzaviend a konvexni, tedy slabé uzaviend. Proto je mnozina
{we Wy (U) : G(w) > ¢}

slabé otevirend pro kazdé c € R, tedy G je slabé zdola polospojity funkciondl. Tim je diikaz existence
a jednozna¢nosti minima funkciondlu F' zakoncen.
O

O prvku u, v némz se realizuje minimum Dirichletova integrdlu, vime vsak jen to, zZe
u € WHA(U). Vyfesili jsme sice variacni tilohu (6), ale ztratili jsme souvislost s pitvodni motivact,
totiz zda lze Dirichletovu tilohu fesit minimalizaci Dirichletova integralu. Klicem k pochopeni této
souvislosti je vhodna integralni charakteristika harmonickych funkei. Oznatme We*(U) prostor
prvki z WH2(U), které lze reprezentovat funkei s kompaktnim nosicem v U. Podobné jako v tivodu
této kapitoly, mitzeme pro w € W ’2(U) definovat funkei ¢(t) := F(u+tw), t € R, a z informace,
ze F nabyvéd v bodé u minima, dostdvame ¢'(0) = 0, tedy pro v := u plati

/ Vo(z) - Vw(z)dz =0, w e WHU). (10)
U

Funkee v € WH2(U) splijicf (10) se nazyva slabé harmonickd na U. Ditvod pro terminologii je
ziejmy: je-li h harmonickd funkce na U, pak integrace per partes dava pro kazdé w € Wc1 ’2(U )
rovnost

/ Vh(z) - Vw(z)dx = / Ah(z)w(z) dz =0,
U U
tudiz h je slabé harmonicka.

o74
y

Pozoruhodny’* je nésledujici vysledek:

Véta. Necht v € WY2(U) je slabé harmonickd funkce. Potom existuje harmonickd funkce ¥ na
U takovd, Ze rovnost v =" plati A\g-skoro vsude na U.

Nyni muzeme vysledky o souvislosti Dirichletova principu a Dirichletovy tlohy shrnout do
zavérecné véty.

Véta. Necht U C R? je neprdzdnd omezend oteviend mnozina a necht ug € Wh2(U). Potom
existuje pravé jedna harmonickd funkce v na U spliugici u —ug € WO1 ’2(U ). Funkce u je spojitym
reprezentantem jednoznacné urceného teseni ulohy minimalizace Dirichletova integrdlu na M, tj.

/U‘Vu(x){de:min{/UWv(x)’zdx:ver’Z(U), U—UOEWOLZ(U)}.

™ Obvykly diikaz je zalozen na oddélovaci verzi Hahn-Banachovy véty. Viz napt. [79], s. 64, [99], s. 64.
™ Tzv. Weylovo lemma. Viz [47], s. 18, a také [6], s. 102 a 312.
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7  Zakladni vysledky o kompaktnosti™

Nechf X je mnozina a 7 je systém podmnozin mnoziny X. Rikdme, Ze 7 je topologie na X,
jestlize ma tyto vlastnosti:

(a) Der, Xer,
(b) jsou-li Vi,...,V, e, pak ViNnVan...NV, €,
(¢) je-li {V,} libovolny systém mnozin z 7, pak |J, Vo € 7.

Dvojice (X, 7) (nebo pouze X) se nazyvé topologicky prostor. Prvkium systému 7 se iké oteviené
mnoZiny. Okolim bodu x € X rozumime kazdou otevienou mnozinu obsahujici x.

Priklad. Systém otevienych podmnozin metrického prostoru X je topologie na X.

Podmnozina K topologického prostoru (X, 7) se nazyva kompaktnd, jestlize z kazdého otev-
feného pokryt{ mnoziny K lze vybrat konecné. Podrobnéji: je-li {Vi}aca systém mnozin z 7
takovy, ze K C Uyea Vo, pak existujf a1,...,a, € A takové, ze K C Jj_, Va,. Jeli K = X,
mluvime o kompaktnim prostoru.

Mnozina K C X se nazyvé relationé kompaktnd, jestlize jeji uzdver K je kompaktni.

Rikéme, ze topologicky prostor X je Hausdor{fiv, jestlize pro kazdé dva body z,y € X, z # v,
existuji okoli V3 bodu z a okoli V, bodu y takové, ze V, NV, = 0.

Uzaviené podmnoZiny kompaktniho prostoru jsou kompaktni. Kompaktni podmnoZiny Haus-
dorffova prostoru jsou uzaviené.

Necht X a Y jsou topologické prostory, f : X — Y. Rikdme, Ze zobrazeni f je spojité,
jestlize pro kazdou otevienou mnozinu V C Y je jeji vzor f~1(V) oteviend mnozina v X. Je-li
Y = (—o00,00], fkdme, ze funkece f : X — Y je zdola polospojitd, jestlize pro kazdé ¢ € R je
mnozina {x € X : f(z) > ¢} oteviena.

Jestlize f : X — Y je spojité zobrazeni a K C X je kompakini mnozina, potom f(K) je
kompaktni podmnoZzina Y.

Necht X je topologicky prostor, A C X a z € X. Rikime, ze x je hromadngm bodem
mnoZiny A, jestlize kazdé okoli bodu = obsahuje bod z A ruzny od bodu x.

Necht (X, p) je metricky prostor. Rikédme, e prostor (X, p) je totdiné omezeny, ™ jestlize pro
kazdé € > 0 existuje koneéna mnozina F' C X takovd, ze pro kazdé x € X existuje y € F spliyjici
p(x,y) < e. Kazdd totdlné omezend mnoZina v X je omezend.

V metrickém prostoru (X, p) jsou ndsledugjici vlastnosti ekvivalentni:

(i) (X, p) je kompakint;
(i) (X, p) je dplny a totdlné omezeny;
(ili) kaZdd nekonecénd podmnozina v X md hromadny bod,;
)

(iv) kazdd posloupnost bodi z X obsahuje konvergentni vybranou posloupnost.

™ Tyto zékladn{ vysledky lze nalézt napt. v [44], [77], [78] a [92].
76 Hermannu Weylovi je piipisovan tento pifmér: Jestlife je mésto kompaktni, je moiné je hlidat
konecngm poctem libovolné krdtkozrakych policisti.
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Necht X je kompaktni metrickyj prostor, Y je metrickij prostor a f : X — Y je spojité zobra-
zeni. Potom f je stejnomérné spojité.

Podmnozina eukleidovského prostoru RY je kompaktnd, pravé kdyz je wzaviend a omezend.
Tedy podmnozina R je relativné kompaktni, prdvé kdyz je omezend.

Jestlize X je normovany linedrni prostor, potom kaZdd omezend mnoZina v X je relativné
kompaktni, pravé kdyz X md konecnou dimenzi.

Nechf X je mnozina a 1,73 jsou topologie na X. Jestlize 71 C 75, fikdme, Ze 7 je slabsi nez
72 (a 79 je siln€jsi nez m).

Topologie kompaktniho Hausdorffova prostoru je v jistém smyslu odolné vuéi zméné topolo-
gie: nelze ji zeslabit, aniz bychom ztratili oddélovani bodu, a nelze ji zesilit, aniz bychom pfisli
o kompaktnost. Podrobnéji: Jestlize 11 C 1o jsou topologie na X, (X, 1) je Hausdorffiv prostor,
(X, 1) je kompakini prostor, potom 1 = T2.

Necht X je mnozina a F # () je systém zobrazeni f : X — Y7, kde Y} je topologicky prostor.
Potom existuje nejslabsi topologie T na X takova, ze kazdé zobrazeni f € F je spojité. Topologie
T se nazyva slabd topologie na X indukovand systémem F, kratce F-topologie na X.

Jestlize X je kartézsky soucin topologickych prostora X, ¢ € I, m,(x) je t-t4 soufadnice bodu
z € X aF :={nm}.e1, pak F-topologie na X se nazyva soucinovd topologie. Plati dulezitd véta
(Tichonov): Kartézsky soucin kompaktnich topologickych prostori (se soucinovou topologii) je
kompaktni prostor.

Nechf X je normovany linedrni prostor a X* je jeho dudl, tj. prostor viech spojitych linedr-
nich funkciondlu na X. Pro kazdé z € X definujme z** : z* — z*(x), 2* € X*. Potom je
a* € X** (:= (X*)*). Prostor X se nazyva reflezivni, jestlize k : @ — z** (kanonické vnorent
X do X™) je zobrazeni X na X**, tedy x(X) = X**. KaZdy Hilbertiv prostor je reflexivni.

Je-li F := X*, pak se F-topologie na X nazyva slabd topologie. Plati dulezitd véta (Eberlein-
Smuljan): Uzaviend jednotkovd koule v X je kompaktni ve slabé topologii, prdvé kdyz X je refle-
xivnd prostor.

Je-li F := {z™ : x € X}, pak se F-topologie na X* nazyva slabd* topologie. Plati dulezitd
véta (Banach-Alaoglu): Uzaviend jednotkovd koule v X* je kompaktni ve slabé™ topologii.

8 Distributivni derivace a Soboleviv prostor

Zaéneme nasledujicim jednoduchym postiechem. Necht C!(R) je prostor spojité diferencova-
telnych funkef s kompaktnim nosicem v R, necht L%OC(R) je prostor funkei lebesgueovsky integro-
vatelnych na kazdém omezeném intervalu.

Jsou-li f, € CL(R), pak integraci per partes dostavame

/Rf/tp:—/ﬂ§f<p/~ (11)

Jestlize f € L (R), pak levd strana rovnosti (11) nemd smysl (o klasické derivaci funkce f

nelze obecné mluvit), zatimco pravd strana je dobfe definovdna. To ndm napovidd, jak definovat
zobecnénou derivaci.
Rekneme, ze funkce g € L (R) je distributivni derivace funkce f € LL (R) (nebo také slabd

derivace funkce f € LL (R)), jestlize plati

loc

/IRW:—/RM p € C.(R). (12)
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Je dulezité piipomenout, ze rovnost (12) urcuje funkei ¢ jednoznacné (rozumi se skoro vsude).

Z teorie integralu je totiz znamo tvrzeni: Je-li h € L} (R) a

/ he=0, ¢€CHR),
R

potom h = 0 skoro vsude.

Po této motivacni tivaze nepiekvapi ndsledujici definice (uzivdme obvykld oznaceni).

Necht U je omezend oteviend podmnozina prostoru R?, u € LL (U)aj € {1,...,d}. Rikdme,
ze funkce v € LL (U) (lokalné lebesgueovsky integrovatelnd funkee) je distributivni derivact funkce

u podle j-té promenné, jestliZe

v 1
w:—/u—, ¢ € C(U);
/U 57 )

oznaceni: v = D;u. Nyni mizeme definovat™ Soboleviv prostor W2(U) jako prostor véech funkef
(piesndji prvki) u € L?(U), pro jejichz distributivn{ derivaci plati Dju € L*(U), j € {1,...,d}.
Jestlize u,v € WH2(U), definujeme skaldrni soucin

d
(u,v) :z/uv—f—/ ZD]-uDjv
U via

(misto Z‘;:l DjuDjv se také pise Vu - Vo).
Podstatné je (a zde opét ocenime vyznam Lebesgueova integralu), ze W12(U) s timto skalar-
nfm soucinem je plny prostor, tedy Hilbertiiv prostor, a W'2(U) s normou

loll= ([ o +1962) ™ vewrz)

je Banachiv prostor.

Oznatme W01’2(U) uzévér prostoru C°(U) ve W2(U). Potom je W01’2(U) Hilbertuv pro-
stor a plati dulezitd véta (Rellich): Vnorent prostoru W01’2(U) do prostoru L2(U) je kompaktni,
tj. uzaviend jednotkovd koule ve W01’2(U) je relativné kompaktni v L*(U).

9 Emile Borel (1871-1956)

Emile Borel je spolu s Henri Lebesguem a René Bairem jednim z nejvyznamnéjsich predstavi-
teltt francouzské matematické skoly pielomu 19. a 20. stoleti.”™

Narodil se 7. ledna 1871 v méstecku Saint-Affrique v rodiné protestantského pastora. Jeho
matka pochdzela z obchodnické rodiny. V osmnécti letech byl pfijat na Ecole polytechnique i na
Ecole normale supérieure. Zvolil si Ecole normale, kde (ve véku 23 let) obh4jil doktordt. Po

7O prostorech funkef existuje rozsdhl4 literatura. Viz citace v [24], [36], [100].

™8 Zivot a dilo E. Borela jsou zachyceny v celé fadé pramenu. V [15], 1. dil, je publikovdna rozsdhld
Fréchetova staf (viz téZ [34]) a jsou zafazeny analyzy Borelova piinosu k jednotlivym matematickym
disciplindm (autofi A. Denjoy, M. Fréchet, P. Lévy, G. Valiron). Z dalsich zdroju jmenujme [21], [52], [60]
a [65]. Mimofddné zajimavé informace lze nalézt v textu Notice sur les travauz scientifiques sepsaném
E. Borelem v letech 1912, 1918, 1929. Viz [15], 1. dil.
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kratkém pusobeni na univerzité v Lille se vratil v roce 1897 na Ecole normale. Po cely zivot
pusobil na vysokych skoldch v Pafizi. Ve tiiceti letech se ozenil s Margueritou Appelovou, dcerou
vyznamného francouzského matematika Paula Appela. V roce 1921 byl zvolen ¢lenem Paiizské
akademie ved.™

S Borelovym jménem je spojeno vybudovani Institutu Henriho Poincarého a zalozeni rozséhlé
edice matematickych knih nazvané Collection Borel (nakladatelstvi Gauthier-Villars), kterd byla
zahdjena vydanim jeho prvni knihy Lecons sur la théorie des fonctions v roce 1898. Sam E. Borel
v edici vydal deset knih, publikovali v ni také H. Lebesgue, R. Baire, R. Nevanlinna, P. A. A. Mon-
tel, N. N. Luzin a dals{ vyzna¢ni matematici. E. Borel vénoval znaénou pozornost otazkam vyuky
i popularizaci matematiky.

E. Borel byl také vyznamnym politickym cinitelem: v letech 1924 az 1936 byl poslancem
francouzského parlamentu, byl zvolen starostou rodného mésta Saint-Affrique (v roce 1927) a do-
konce byl ministrem ndmofnictva. Bojoval v 1. svétové valce (byl dekorovén Croix de Guerre),
za némecké okupace byl véznén, pozdéji se ticastnil odboje.

E. Borel byl velikou osobnosti védeckého i spolecenského déni ve Francii, origindlnim bada-
telem, oblibenym prednésejicim, politikem a neinavnym organizatorem matematického zivota.
Zemftel 3. inora 1956.

E. Borel byl matematikem Sirokého zabéru. Jeho prace se tykaji teorie cisel, algebry, geo-
metrie, analyzy a teorie pravdépodobnosti a jejich aplikaci v matematické fyzice, v teorii her
a statistice. E. Borel se rovnéz vénoval otdzkém filozofie védy.

Publikoval na 300 ¢lanku a vice nez 30 knih. S jeho jménem je spojena véta o konetném
pokryti, pocatky teorie miry, s¢itaci metody pro divergentni fady, teorie monogennich a kvazi-
analytickych funkei, vyznamné piispévky k teorii pravdépodobnosti a dalsi.

™ Ve Vyroén{ zpréavé JOMF za spravni rok 1924-1925 je uvedena informace: Na predeslé valné schiizi
byl jednomysiné zvolen cestnym clenem Emile Borel, profesor university v PafiZi, pro své védecké zdsluhy
a Ginnost organisacni mezi intelektudlnimi pracovniky. V rubrice Zprévy a drobnosti v Casopise pro
péstovani matematiky a fysiky z roku 1936, s. D177, se dozviddme, ze Emile Borel byl zvolen zahrani¢nim
clenem Krélovské ceské spolecnosti nauk.

Doc. M. Beévafové vdedim za informaci, ze E. Borel navétivil Ceskoslovensko ve dvacatych letech mi-
nulého stoleti u piflezitosti zalozeni ¢eskoslovenské pobocky Coopération Intellectuelle, a pak v roce 1935.
Fotografie z Borelovy navstévy v Praze ve dnech 26. 11. — 30. 11. 1935 poskytl pro obrazovou piilohu doc.
J. Vesely. Viz ¢ast 10.
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10  Obrazové prilohy
Portrét E. Borela s podpisem®®

Tituln{ strana Borelovy disertace®!
Prvnf znén{ Borelovy véty o pokryti®?
Borelova véta v n-rozmérném prostoru®®

Fotografie z Borelovy navétévy v Praze3!

80 Prevzato z [15], 1. dil.

81 Viz [11] a [15], 1. dil, s. 239.
82 Viz pozndmka pod carou®.

83 Viz [15], 3. dil, s. 1467, a pozndmka pod arou?’.

84 Na zadni strané obou zardmovanych fotografif je uvedena tato legenda ke snimkiim:

E. Borel

Bydzovsky  Korinek  Jarnik
Schoenbaum  Koesler  Hlavaty
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Cl. Eug. Pirau

EMILE BOREL
1871-1956



ANNALES

SCIENTIFIQUES

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THEORIE DES FONCTIONS,

Par M. Emie BOREL,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

INTRODUCTION.

L'intégrale de Cauchy a été le premier exemple d’une expression
analytique égale & zéro dans une certaine région du plan et a une
fonction déterminée dans une autre région. Des lors, on a dii se poser
la question suivante : Etant données deux fonctions d’une variable
complexe, définies, I'une lorsque la variable est dans un certain do-
maine, I'autre lorsqu’elle est dans un domaine différent, dans quels
cas peut-on dire que c'est la méme fonction? Avant les travaux de
Cauchy, cette question aurait paru & peu pres dénuée de sens ou tout
au moins résolue immédiatement : on a la méme fonection, pensait-on,
lorsqu’on a la méme expression analytique. Il est clair que I'existence
d’expressions analytiques telles que l'intégrale de Cauchy ou cer-
taines séries qui en ont été déduites par M. P. Appell (*) conduirait,

(1) P. AppELL, Développements en série dans une aire limitée par des arcs de cercle
( Acta mathematica, t. 1).



NOTE.

Nous nous sommes appuyés (p. 26) sur ce lemme que, si I'on
a une infinité d'intervalles partiels donnés sur une droite, dont la
somme est inférieure & un intervalle total également donné, il existe
au moins un point de I'intervalle total n’appartenant & aucun des inter-
valles partiels. 1l est d’abord clair que, s'il y a strement un tel point,
il en existe une infinité non dénombrable, car, s'il y en avait une
infinité dénombrable, on pourrait les enfermer dans des intervalles
dont la somme serait aussi petite que I'on veut et pourrait étre choisie
de maniere que, en ajoutant ces intervalles i ceux qui sont déja donnés,
on ait une somme inférieure i I'intervalle total; il devrait done y avoir
un point de la droite n’appartenant i aucun de ces intervalles.

De plus, on peut supposer que I'on entend par point appartenant a
I'intervalle tout point compris entre les extrémités et ne coincidant
pas avec elles; car il est possible d’agrandir chaque intervalle, par ses
deux extrémités, d'une fraction suffisamment faible de sa propre lon-
gueur pour que la somme des intervalles reste inférieure & I'intervalle
total. 1l est clair qu’apres cet agrandissement les points intérieurs aux
anciens intervalles et leurs extrémités sont intérieurs aux nouveaux
intervalles au sens restreint du mot.

On peut considérer ce lemme comme a peu pres évident; néan-
moins, i cause de son importance, je vais en donner une démonstration
reposant sur un théoreme intéressant par lui-méme; il en existe
d'autres démonstrations plus simples. Voici ce théoréme : St l'on a sur
une droite une infinité d’intervalles partiels, tels que tout potnt de la droite
soit intérteur a l'un au moins des intervalles, on peut determiner effective-
ment un NompRE LiTE d'intervalles choisis parmi les intervalles donnés et
ayant la méme propri¢té (tout point de la droite est intéricur a au moins
lun d’eux). 1l est bien entendu que le mot intérieur est toujours pris
dans le sens restreint qui exclut les extrémités; il est aisé de s’assurer
que, sans cela, le théoreme ne serait pas vrai. On pourrait démontrer
directement que tout point de la droite est nécessairement a U'intérieur
d'un intervalle de rang limité (en supposant les intervalles numérotés
suivant une loi quelconque), mais la démonstration suivante parait
étre davantage dans la nature des choses.



de E I'ensemble des points communs & E et C(E) d'une part, 4 E
et C’(E) d’antre part, et points intérieurs & E les points de E qui
nappartiennent pas & sa frontire. L'ensemble E est dit fermé lors-
qu'il contient tous les points de I'ensemble dérivé 1.

19. Ces définitions étant rappelées, nous allons démontrer le théo-
réme suivant (') :

Tugorime VIII. — Soit E un ensemble borné et fermé donné,
E, E, ..o B, oL une infinité dénombrable (%) d’ensembles tels
que tout point de I soit 1xtErieur @, au moins, l'un d’cux; il est
possible de trouver, parmi B, E,, ..., E,, ..., un nombre Lk
d’ensembles tels que tout point de ¥ soit intérieur a, au moins,
Pun d’euzx.

Il suffit de prouver qu'il existe un nombre fini M, tel que tout point
de E soit intéricur d un E;, tel que j << M. Or, nier I'existence de M,
c'est affirmer que, quel que soit le nombre A, il existe dans E au
moins un point x tel que tous les B, qui renferment x a leur inté-
rieur soient tels que i > A. Si I'on décompose 'ensemble E en un
nombre limité d’autres ensembles, il y en aura au moins un ayant la
méme proprieté,

L’ensemble E étant borné, il existe un nombre positif B tel que 'on
ait, pour tout point de E,

|z | < B CLams By oo my R

(!) I'ai énoncé ce théoréme pour le cas des ensembles linéaires (n =1) dans
ma Thése (Sur quelgues points de la théorie des fonctions, Paris, Gauthier-
Villars, 18g4); j'en ai donné dans mes Lecons sur la théorie des fonctions
une démonstration qui s’étend immédiatement au cas de n dimensions (c’est cette
extension qui est donnée dans le texte). Dans sa Thése (Iniégrale, longueur,
aire, publiée dans les Annall di Mathematica), M. Lebesgue a fait d'impor-
tantes applications de ce théoréme et de sa généralisation; voir aussi son Gours
cité au bas de la page 335.

Le théoréme est énoncé et démontré ici pour le cas d'un ensemble borné et
fermé quelconque,

(*) On pourrait supprimer le mot dénombrable sans que U'énoncé cessit d'étre
exacl; je dois cette remarque a M. Lebesgue. Mais nous n'avons besoin ici que
de I'énoncé du texte, un peu plus aisé a démontrer,

—1467—
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STANISEAW GOLAB
I GEOMETRIA ROZNICZKOWA W POLSCE

ZDZISLAW POGODA

Abstrakt: Stanistawa Golaba uwaza si¢ za jednego z tworcow, dzi$ juz klasycznej teorii
obiektow geometrycznych i glownego tworce szkoty geometrii rozniczkowej w Krakowie.
Teoria obiektow geometrycznych byta w okresie migdzywojennym nowoczesna teoria mate-
matyczna i sita napgdowa rozwoju catej geometrii rézniczkowej, w szczegolnosci znalazta
bardzo wazne zastosowanie w fizyce teoretycznej. W artykule przedstawiona jest sylwetka
Stanistawa Golaba oraz jego osiagnigcia i wplyw na rozwoj geometrii rozniczkowej w Polsce.

Rys. 1
Stanistaw Gotab

Wspdlczesna geometria rézniczkowa jest dziedzing niezwykle rozbudowana i dzieli
si¢ na wiele réoznych poddziedzin. Jej rezultaty znalazly wazne zastosowania w innych
dziatach matematyki. Trudno sobie wyobrazi¢ ogdlna teori¢ wzglednosci bez przestrzeni
pseudoriemannowskich i wspdlczesna kosmologi¢ bez geometrycznych modeli wszech-
$wiata. Rowniez klasyczna mechanika przyjeta elegancka postaé w jezyku teorii roz-
maito$ci symplektycznych. Zaskakujace rezultaty Donaldsona o niewygtadzalnych struk-
turach na R* mozliwe byly do uzyskania dzigki teorii Yanga-Millsa, ktorej rownania
przejrzyscie mozna sformutowaé si¢ w jezyku obiektow geometrycznych. Metody geo-
metryczne, dzigki pracom W. Thurstona okazaly si¢ bardzo przydatne przy klasyfikacji
rozmaitos$ci trojwymiarowych. Z kolei dzigki rezultatom R. Hamiltona i G. Perelmana
z teorii potokéw Ricciego udato sig¢ udowodni¢ twierdzenie geometryzacyjne dla tychze
rozmaitosci oraz rozstrzygnac klasyczna wersj¢ hipotezy Poincarégo. A sa to tylko moze
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najbardziej spektakularne przyktady wykorzystania geometrii rozniczkowej. Trudno so-
bie wyobrazi¢ wspolczesna matematyke bez takich poje¢ jak tensor, koneksja czy wiazka
wldknista.

Pierwsze pomysty zaliczane do geometrii rézniczkowej pojawily si¢ wraz z po-
wstaniem rachunku rézniczkowego i calkowego. Twoércy nowych, potgznych metod
zaczgli je stosowac do badania wlasnosci krzywych i, na poczatku w nieco mniejszym
stopniu, powierzchni. Rachunek rézniczkowy umozliwit zdefiniowanie takich poje¢ jak
krzywizna krzywej, czy skrgcenie. Wiele waznych i ciekawych rezultatow zawdzigczamy
Johannowi Bernoulliemu i Leonhardowi Eulerowi — pionierom w dziedzinie badan nad
teorig krzywych. Euler rozpoczat takze systematyczne badania powierzchni metodami
analizy matematycznej. Niezwykle waznym wydarzeniem dla rozwoju geometrii ro6z-
niczkowej bylo powstanie Disquisitiones generales circa superficies curvas Gaussa
w 1827 roku. W dziele tym Gauss nie tylko usystematyzowatl dotychczasowa wiedz¢ na
temat powierzchni, ale takze wprowadzit wiele bardzo waznych poje¢ i udowodnit szereg
fundamentalnych twierdzen. Jego pomysty przenidst na wyzsze wymiary i znacznie
rozwinal Bernhard Riemann w stynnym wyktadzie habilitacyjnym wygltoszonym w 1854
roku. Cho¢ wyktad ukazal si¢ drukiem dopiero po $Smierci autora w 1866 roku, to $§miato
mozna stwierdzi¢, ze dat poczatek rozwojowi wielu waznych kierunkéw nowoczesnej
geometrii rozniczkowej. Wigkszo§¢ waznych idei geometrii ma swoj poczatek, jesli nie
w Disquisitiones Gaussa, to w wykladzie habilitacyjnym Riemanna.

Gdy wspomina si¢ o dziedzinach matematyki rozwijanych przez Polakéw, to przede
wszystkim wymienia si¢ topologig, teori¢ mnogos$ci, teori¢ rownan rdézniczkowych,
analiz¢ matematyczna i podstawy matematyki. Topologia i teoria mnogosci zostaly
wskazane przez Zygmunta Janiszewskiego jako dziedziny mlode, dajace szansg szyb-
kiego uzyskania nowych waznych i liczacych sig rezultatow, co bylo wazne dla rozwoju
polskiej matematyki. Geometria rézniczkowa znalazta si¢ na dalszym planie, cho¢ i tu
rezultaty uzyskane przez polskich matematykéw okazaly si¢ istotne i znalazly trwale
miejsce w matematyce. Geometria rézniczkowa w swej klasycznej postaci teorii
krzywych i powierzchni byla juz dziedzing okrzepta a w wersji uogoélnionej niewiadomo
bylo, w ktérym kierunku si¢ rozwinie.

Przed pojawieniem si¢ pierwszych oryginalnych prac po$wigconych geometrii
rozniczkowej napisanych przez Polakéw na jezyk polski zostaly przetlumaczone
fundamentalne rozprawy z tej dziedziny. I tak, w 1877 roku opublikowany zostal w Pa-
migtniku Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu (tom 1X) wyktad habilitacyjny Riemanna
pod tytutem ,,O hypotezach, ktére stuza za podstawe geometryi” przettumaczony przez
Samuela Dicksteina i Wiadystawa Gosiewskiego'. Dickstein i Gosiewski zatozyli w 1888
pierwsze czasopismo matematyczno-fizyczne o szerszym zasiggu — Prace Matematycz-
no-Fizyczne. W tym to czasopismie Dickstein umieszczal tlumaczenia wielu waznych
artykuléw z geometrii rézniczkowej. Znalazl si¢ tam migdzy innymi $wiezo opubli-
kowany w 54 tomie Mathematische Annalen fundamentalny artykut Ricciego i Levi-
Civity noszacy polski tytul Metody rachunku rozniczkowego bezwzglednego i ich
zastosowania. Thumaczenie ukazato si¢ w niecaly rok po opublikowaniu oryginatu,
a przeciez nie bylo wtedy matematyka czytajacego po polsku, ktéry interesowalby sig
nowopowstalym rachunkiem tensorowym?® (por. [12]). By¢ moze Dickstein chcial

! Thumaczenie to zostalo ponownie wydrukowane w Pracach Matematyczno-Fizycznych w 1922 roku (nr 32,
str. 113-143).
% Rachunek tensorowy nazywano wtedy bezwzglednym albo absolutnym rachunkiem rézniczkowym.
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zainteresowa¢ polskie $rodowisko matematyczne nowymi technikami w geometrii r6z-
niczkowej przeczuwajac ich wyjatkowa przydatno$¢ — pigtnascie lat pdzniej ukazata sig
praca Einsteina poswigcona ogolnej teorii wzglednosci i znaczenie rachunku tenso-
rowego zostato potwierdzone.

Pierwszym, ktory podjal systematyczne badania w dziedzinie geometrii rdz-
niczkowej byt Kazimierz Zorawski. Uzyskat on szereg waznych i ciekawych rezultatow
cytowanych w literaturze Swiatowej. Czg$¢ jego wynikéw zaliczanych pdzniej do geo-
metrii rézniczkowej najpierw znalazta swoje miejsce w teorii réwnan rézniczkowych
i analizie. Zorawski byl matematykiem wielkiego formatu, jednak nie stworzyt szkoty
podobnej do tych, jakie powstaly w Warszawie i Lwowie. Zajmowat si¢ trudnymi za-
gadnieniami wymagajacymi dlugoletnich studiéw, a ponadto byt raczej typem naukowca
samotnika. Mimo to dzigki swoim wykladom, pracom i osobistym kontaktom wywart
wplyw na kilku matematykéw rozbudzajac w nich zainteresowanie geometria rdznicz-
kowa 1 teorig grup Liego. Od poczatku dziatalnosci w Krakowie zorganizowal semina-
rium, na ktéorym referowano najnowsze wyniki z teorii ciaglych grup przeksztalcen
(por. [12], [13]). Ziarno zasiane przez Zorawskiego w Krakowie zakielkowato — Antoni
Hoborski doktorant Stanistawa Zaremby, ale tez shuchacz wyktadéw Zorawskiego, podjat
prace nad problemami geometrii rézniczkowej. Marzyt o stworzeniu szkoty geometrii
rozniczkowej. Jednak nie bylo mu dane zrealizowanie tego pomystu w petni. Niestety
wybuch wojny i $mieré w obozie koncentracyjnym 1940 roku przerwaty jego dziatalnosc.
Ideg Hoborskiego podjal i rozwinatl jego uczen oraz wspétpracownik — Stanistaw Gotab.

Rys. 2
Antoni Hoborski

Stanistaw Gotab urodzit si¢ w Travniku w Bosni 26 lipca 1902 roku, jednak szkotg
podstawowa i $rednig ukonczyl juz w Krakowie. Od 1920 roku studiowat na Wydziale
Matematyczno-Fizycznym Uniwersytetu Jagiellonskiego. Studia ukonczyt w 1924 roku
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i dwa lata pdzniej ztozyl egzamin uprawniajacy do zawodu nauczyciela. Przypomnijmy,
ze w tym czasie absolwent studiow matematycznych mogt zda¢ egzamin nauczycielski
ipodja¢ prace w szkole, wzglednie, jesli chcial wybraé karier¢ naukowa, pracujac
w szkole musial wykaza¢ si¢ ogromng wytrwato$cia i zdobywa¢ kolejne stopnie nauko-
we. Istniata tez dla nielicznych mozliwos¢ wyjazdu za granic¢ na studia uzupetniajace.
Warto dodac, ze do roku 1926 nie bylo stopnia magistra. Stanistaw Gotab rozpoczat pra-
c¢ juz w 1922 roku na Akademii Gorniczej, a w latach 1928—1931 uzupelnial wiedzg na
studiach we Wtloszech, Czechostowacji, Niemczech i przede wszystkim w Holandii.
W Holandii zetknat si¢ z wybitnym specjalista w dziedzinie geometrii rézniczkowej
Jahnem Arnoldusem Schoutenem i pod jego kierunkiem przygotowal prace doktorska
Uber verallgemeinerte projective Geometrie ([6]), ktéra obronit na Uniwersytecie
Jagiellonskim w 1931 roku. W nastgpnym roku habilitowal si¢ na podstawie pracy
Zagadnienia metryczne geometrii Minkowskiego ([7]).

Rys. 3
Stanistaw Gotab w mlodosci

Urzeczywistniajac zamierzenia Antoniego Hoborksiego Stanistaw Gotab byl wraz
z Wiadystawem Slebodzinskim jednym z gtéwnych twoércow szkoly geometrii roznicz-
kowej w Polsce (por. [5]). Organizowat lub wspoélorganizowat liczne konferencje
krajowe i migdzynarodowe. To wlasnie z jego inicjatywy odbywaly si¢ systematycznie
konferencje z geometrii rézniczkowej, na przemian o charakterze naukowym i szko-
leniowym. Niestety po $mierci Profesora zwyczaj organizowania tych konferencji zanik-
nat i dopiero pod koniec lat dziewigédziesiatych XX stulecia matematycy zajmujacy si¢
geometria rozniczkowa ponownie zaczgli si¢ spotykaé regularnie na konferencjach

w Krynicy.

Zainteresowania naukowe Stanistawa Golaba dotyczyly rozmaitych dzialow
matematyki; pisat oryginalne prace z topologii, algebry, analizy, logiki, réwnan réz-
niczkowych oraz rozmaitych zastosowan. Jednak jego podstawowa dziedzing dzia-
falno$ci naukowej byla geometria rézniczkowa, a w szczegolnosci teoria obiektow geo-
metrycznych, ktorych szczegdlnym przypadkiem sa tensory, formy rézniczkowe i ko-
neksje. Bedac uczniem i wspolpracownikiem Schoutena Stanistaw Gotab zapoznal sig
z najnowoczes$niejszym ujgciem analizy tensorowej. Wraz z Schoutenem wypracowal
podstawowe zasady lokalnego rachunku tensorowego, znane jako ,,Kern-Index Metho-
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de”. Techniki te znacznie ulatwily prace i wiele wlasnosSci uczynily bardziej
przejrzystymi umozliwiajac rozmaite klasyfikacje, sugerujac nowe kierunki badan.
Stanistawa Gotaba uwaza si¢ za jednego gtownych tworcow, dzi§ juz klasycznej, teorii
obiektow geometrycznych. Obiektami geometrycznymi interesowato si¢ wielu zna-
komitych matematykow. Prace z tej dziedziny pisali migdzy innymi O. Veblen,
J. H. C. Whitehead i J. A. Schouten podajac rozmaite, nierownowazne definicje obiektu
geometrycznego. Dopiero Aleksander Wundheiler asystent profesora Przeborskiego przy
Katedrze Mechaniki teoretycznej na Uniwersytecie Warszawskim zaproponowal na
Kongresie Geometrii Rozniczkowej w Moskwie w 1934 roku definicje tego pojgcia
(por. [13], [14]), ktéra zostata powszechnie zaakceptowana, a potem uogdlniona wiasnie
przez Stanistawa Golaba.

Stanistaw Golab sprecyzowal niezwykle wazne pojgcie pseudogrupy transformaciji,
komitanty i réwnowaznosci obiektow. Przytoczmy dla przykladu niektore definicje
zaproponowane przez Stanistawa Golaba. Zacznijmy od definicji pseudogrupy
przeksztalcen, ktéra mozna znalez¢ obecnie np. w podrgczniku, a raczej monografii
Rachunek tensorowy [4]. Od stynnego inauguracyjnego wyktadu erlangenskiego Felixa
Kleina matematycy doceniali znaczenie pojgcia grupy przeksztalcen w geometrii.
Okazato si¢ jednak, ze w wielu subtelnych rozwazaniach pojgcie grupy jest nie-
wystarczajace. W 1939 roku Stanistaw Gotab przedstawil w pracy [8] precyzyjna
definicj¢ pseudogrupy przeksztatcen.

Zaldzmy, ze zbior G przeksztatcen T ma nastgpujace wlasnosci:

1. Kazde przeksztatcenie T ma jako dziedzing D zbidr otwarty
1 niepusty.

2. Jezeli pewne przeksztalcenie T; o dziedzinie D; nalezy do
zbioru G i jesli T; zacie$nimy do dowolnej niepustej dziedziny D,
bedacej czgscia Dy, to zacies$nienie T, réniez nalezy do G.

3. Jezeli przeksztatcenie T| o dziedzinie D; i odpowiadajacej
jej przeciwdziedzinie dziedzinie T, nalezy do G i jesli
przeksztalcenie T, o dziedzinie D, tez nalezy do G, to
superpozycja przeksztalcen T T, (o dziedzinie D)) rowniez nalezy
do G.

4.  Jezeli przeksztalcenie T; o dziedzinie D nalezy do G i jesli
x jest dowolnym punktem dziedziny D, to istnieje taka dziedzina
D, zawierajaca x i zawarta w D; oraz takie przeksztatcenie T,
ktérego dziedzing jest obraz dziedziny Dy poprzez przeksztalcenie
Ty, ze T, nalezy do G i przy tym T, T, = T w Dy (I jest
przeksztalceniem identyczno$ciowym).

Pseudogrupy przeksztalcen tworza zbiory lokalnych homeomorfizméw, lokalnych
dyfeomorfizméw ustalonej klasy, lokalnych dyfeomorfizméw konforemnych, symplek-
tycznych itp.

Na bazie pseudogrupy przeksztalcen Stanistaw Golab zdefiniowat pojgcie obiektu

geometrycznego uogolniajac i taczac wiele pozornie odleglych sytuacji w geometrii.
Najpierw okreslane sa ogdlne obiekty (por. [4], [8]).
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Niech bedzie dana n wymiarowa przestrzen oparta na
pseudogrupie przeksztalcen G, (r jest liczba naturalna niezalezna

od n). Wezmy pod uwagg punkt &. Powiemy, ze w punkcie &
0 0

zostal okre$lony pewien obiekt, jesli kazdemu dopuszczalnemu
uktadowi wspotrzednych (A1) zostal jednoznacznie przyporzad-
kowany ciag liczb

,

o

ktore nazywamy wspotrzgdnymi obiektu @ w ukladzie (A4).
Wspotrzedne obiektu @ w uktadzie (A') oznaczaé bedziemy

a,

a

(@=1,..,m")

Przyporzadkowanie to mozemy zapisac
w,=f,(4) a=1,..,m.

Liczba m — ilo§¢ wspdtrzednych obiektu — jest na ogoél niezalezna od
wymiaru przestrzeni n. W szczeg6lnosci punkt jest obiektem o n wspot-
rzgdnych, podobnie wektor ma n wspotrzednych. Najprostszym obiektem
jest skalar, gdyz ma jedna wspotrzedna — w tym przypadku funkcja f jest
stata niezalezna od uktadu wspotrzednych.

Jesli w kazdym punkcie pewnego obszaru okreslony zostal obiekt, to
méwimy, ze w tym obszarze zostalo zdefiniowane pole obiektow. Czgsto
terminu ,,obiekt” i ,,pole obiektow” uzywa si¢ wymiennie.

Definicja obiektu jest bardzo ogolna, dlatego wyr6znia si¢ pewne bardziej
specjalne rodziny obiektéw na przyklad wilasnie obiekty geometryczne.

Obiekt @ nazywamy obiektem geometrycznym, jesli dla kaz-
dych dwoch dopuszczalnych uktadow wspotrzednych (4) i (1)
zachodzi zwiazek

(*) a)a' = Fa'[a){wT(ﬂ’ - 2")]

tzn., ze wspdtrzegdne obiektu @ww ukladzie (A') dadza sig

obliczy¢ na podstawie znajomosci wspotrzednych tego obiektu
w ukladzie (A) oraz przeksztalcenia 7, ktore prowadzi od

uktadu (4) do ukladu (A'). Zwiazek (*) bedziemy nazywali

regula przeksztalcenia dla danego obiektu geometrycznego.

Jesli teraz regutg przeksztalcenia obiektu geometrycznego da si¢
napisa¢ w postaci
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0, =F [0, ", 4% [0,47 ...

0 0 01
a zatem w takiej postaci, gdzie funkcje F zaleza od
wspotrzednych obiektu w uktadzie (4), a ponadto od wspdt-

rzgdnych punktu 6: w pierwotnym i nowym ukladzie wspot-

rzgdnych oraz od pochodnych czastkowych przeksztalcenia T
obliczonych w punkcie &, az do pochodnych rzedup (p <r), to
0

obiekt nazywamy obiektem geometrycznym klasy p. Przyjeto tu
oznaczenie

2
A7 =—ai
¢
W naturalny sposob obiektami geometrycznymi sa wektory, kowektory,

formy rézniczkowe i ogdlnie tensory typu (p,q) z regutami przeksztalcenia
odpowiednio

-y a)ﬂq A,

A Ayl

Ayd, VI S

w Wty = oty

Stanistaw Gotab wyr6znit 1 sklasyfikowal liczne rodziny obiektéw geo-
metrycznych. Lacznie poswigcil obiektom czterdziesci publikacji. Ich pelny spis mozna
znalez¢ w artykule [1]. W swoich badaniach nad obiektami postugiwal si¢ metodami
teorii rownan funkcyjnych, stanowigcej pewien specjalny sposob ujmowania i roz-
wigzywania zagadnien. Efektem tej dzialalnosci jest czgsto cytowana monografia [2]
napisana wspoélnie z Aczélem. Stanistaw Golab jest rowniez autorem wspomnianego juz
podrecznika — monografii Rachunek tensorowy ([4]), gdzie oprocz podstawowego kursu
rachunku tensorowego zamie$cil wiele oryginalnych rezultatow dotyczacych obiektow
geometrycznych, ktore znalazty zastosowanie na przyktad w roéznych dziatach geometrii
rozniczkowej i fizyki.

Nalezy zaznaczy¢ takze, ze Stanistaw Golab studiowat réznorodne zagadnienia
w przestrzeniach z koneksjami liniowymi i rzutowymi, w przestrzeniach riemannow-
skich, rozwigzywat problemy w przestrzeniach Minkowskiego i Finslera oraz w ogélnych
przestrzeniach metrycznych. Dokladny opis publikacji wraz z analiza najwazniejszych
prac zostal umieszczony w artykule [1]. Interesowal si¢ réwniez, dzigki swojemu
nauczycielowi, klasyczng geometrig rozniczkowa uzyskujac wiele ciekawych rezultatow,
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w szczegolnosci dotyczacych wlasnosci krzywych, pojecia krzywizny i n-Scianu Freneta.
W badaniach tych wykorzystywatl intensywnie topologig, algebrg i analiz¢ wektorowa.
Liczba jego publikacji w tej dziedzinie wynosi czterdziesci trzy (por. [1], [10]) .

Stanistaw Golab byt matematykiem wszechstronnym, jego dziatalno$¢ trafnie
opisat jeden z wybitnych uczniow Mieczystaw Kucharzewski (por. [10], [3]):

Tworczos¢ naukowq profesora Golgba charakteryzujq trzy cechy.

Pierwszq, najwazniejszq, jest mozliwie ogolne i precyzyjne ujmowanie zagad-
nien. Stqd zrodzilo sie zainteresowanie topologiq, logikq, algebrq, a potem
rownaniami funkcyjnymi.

Druga cecha to wiqzanie matematyki z zastosowaniami.

Trzecia wreszcie cecha to jasnos¢ ich przedstawienia i wielka komunikatywnos¢
wynikow. Umiejetnos¢ jasnego przedstawienia nawet bardzo skomplikowanych
zagadnien byla niewqtpliwie wynikiem zainteresowania profesora dydaktykq na
wszelkim poziomie.

Stanistaw Golab byl nie tylko wielkim uczonym, ale réwniez doskonatym
nauczycielem i wychowawca licznej kadry naukowej. Potrafit skupi¢ wokoét siebie
mlodych zdolnych ludzi i zainteresowa¢ ich dziedzing nie tak popularng jak inne
rozwijane w Polsce dziedziny matematyki. Cieszyl si¢ ogromnym autorytetem i sympatia
swoich studentow. W pracy dydaktycznej wyznawal zasadeg, iz nalezy pomagaé
wszystkim zainteresowanym dzialalnoscia naukowa. Pomagal wigc wielu uczniom
w roznych sytuacjach. W sprawach waznych okazywatl ogrom serca i zyczliwosci. Mozna
zaryzykowac tezg, ze bardziej wlasnie z tego powodu uwazano go za ,,0jca polskich
geometrow” niz z powodu duzej liczby jego naukowych ,,dzieci”.

Pierwszym, nie catkiem formalnym doktorantem Stanistawa Golaba byl Wtodzimierz
Wrona promowany najpierw w 1943 roku, a pozniej juz oficjalnie 1945, ale ze wzgledow
formalnych (promotorem musial by¢ profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego) pod
kierunkiem Franciszka Lei. Dlatego pierwszym oficjalnym doktorem wypromowanym
przez Golaba byl Tadeusz Trajdos (UJ, 1950). Druga z kolei byla Hanna Pidek-
Lopuszanska (UJ, 1951). Prace doktorskie pod kierunkiem Stanistawa Gotaba pisali takze
Zenon Moszner (UJ, 1957), Mieczystaw Kucharzewski (UJ, 1959), Marek Kuczma (U]J,
1961), Andrzej Zajtz (UJ, 1961), Edward Siwek (UJ, 1964). Lacznie wypromowat
29 doktorow (ostatni w 1979, Jerzy Gondek). Byl recenzentem w 80 przewodach
doktorskich i 45 habilitacyjnych. Znakomita wigkszo§¢ matematykow zajmujacych si¢
geometrig rozniczkowa w latach siedemdziesiatych byta albo uczniami albo uczniami
uczniéw Stanistawa Gotaba (jak autor niniejszego opracowania).

Uczac przez dlugie lata na Akademii Goérniczo-Hutniczej zdobyt sobie uznanie
ogromnej rzeszy inzynierow. Potrafil zainteresowac ich wykladami i umial od nich
wymagac. Znakomicie tez bronit znaczenia zastosowan matematyki. Na zarzut, ze ,,catka
nie da si¢ wydoby¢ wegla”, odpowiadal w specyficzny dla siebie sposob: ,,topata wy-
trzymatosci stempla si¢ nie obliczy”.
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Byt czlowiekiem o ogromnym poczuciu humoru i znakomicie dostrzegal komizm
pozornie powaznych sytuacji. Byt osoba zyczliwa, mial jednak cigty jezyk i czgsto go
wykorzystywat w drobnych sprawach. Oto jedno zdarzenie opisane przez Jacka Gancarze-
wicza rowniez znakomitego ucznia Stanistawa Gotaba (por. [3]).

Pamietam, ze jako poczqtkujqcy pracownik Uniwersytetu na seminarium
prowadzonym przez profesora w Instytucie Matematycznym PAN refe-
rowatem prace o G-gestosciach i W-gestosciach. Po podaniu definicji, ze
wzgledu na dualnosé¢ twierdzen, powiedziatem, ze w dalszym ciqgu bede
zajmowal sie tylko G-gestosciami. W tym miejscu, Profesor przerwal mi
referat i powiedzial: ,, Rozumiem, dlaczego pan woli mowic o G-gestosciach —
zapewne uwaza pan, ze nazwa ta pochodzi od pana nazwiska”. Oczywiscie
sala zaniosta sie Smiechem — ku zadowoleniu Profesora.

Za swoja dzialalno$¢ Stanistaw Golab byl wielokrotnie nagradzany najwyzszymi
odznaczeniami panstwowymi i resortowymi — migdzy innymi Krzyzem Kawalerskim
(1956) 1 Krzyzem Oficerskim Orderu Odrodzenia Polski (1967). W 1969 roku Akademia
Gorniczo-Hutnicza nadata mu tytut doktora honoris causa. Zmart 30 kwietnia 1980 roku
i zostal pochowany na Cmentarzu Rakowickim w Krakowie.

Teoria obiektow geometrycznych byla w okresie migdzywojennym nowoczesna
teoria matematyczna 1 sila napedowa rozwoju calej geometrii rdézniczkowej,
w szczegblnosci znalazta bardzo wazne zastosowanie w fizyce teoretycznej. Pozniej
utracila swoje pierwszoplanowe znaczenie. Pod koniec lat siedemdziesiatych XX stulecia
znow znalazla si¢ w centrum zainteresowan geometréw, ale juz w innej nowoczesnej
formie wiazek i operatoréw naturalnych. Dzisiejsze badania w zakresie operatorow
i wigzek naturalnych, prowadzone rowniez intensywnie w Krakowie, mozna $miato
uzna¢ za kontynuacjg¢ idei zapoczatkowanych przez Stanistawa Gotaba.

Rys. 4
Stanistaw Gotab wdlug Leona Jesmanowicza
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IZOPERIMETRICKY PRQBLEM
KRALOVNEJ DIDO

ANNA BALINTOVA, R. TROJACKOVA

Abstract: The isoperimetric problems are nowadays the object of an extensive study in
mathematics. The goal of this paper is presented the historic roots of question, in
particular, the Arabic contributions. The origins went to the problem Queen Dido.

1 Uvod

Izoperimetrické problémy su v sucasnosti objektom intenzivneho matematického
vyskumu. Predmetom zaujmu predlozeného konferenéného prispevku su ich historické
korene. Tym najhlbSim je tzv. lzoperimetricky problém krdalovnej Dido, ktory vyustil
v zaloZenie mesta Kartago. Dodlezitost’ tohto historického momentu podtrhla aj celo-
svetova matematicka konferencia organizovana v maji roku 2010 pod nazvom DIDO
conference. Miesto jej konania bolo prave tam, kde vol'akedy toto slavne mesto vzniklo —
v Tunise, hlavnom meste Tuniska. Konferencia zhromazdila z mnohych krajin sveta
expertov na klasické izoperimetrické problémy. Mohutny rozvoj nastal v spojeni
s funkcionalnou analyzou a teériou pravdepodobnosti

2 Vychodzie poznatky

Pripomenime si v tejto suvislosti najskor legendu zacinajucu v 9. storoci pred nasSim
letopocétom:

Po tom, co manzela fenickej princeznej Elissy (neskorsie nazyvanej kralovna Dido)
zavrazdil jej brat Pygmalion, musela ona sama uniknut a hladat bezpecie. Pristala
v Byrse, na uzemi, ktoré sa nachadzalo v blizkosti dnesného Tunisu. Jej poziadavke o azyl
a zalozenie vlastného mesta, vyhovel kral Numidie larbas so zaujimavou, zvldstnou
podmienkou. Svoje nové tizemie mala vyznacit' jedinou buvolou kozou. Ulohu vyriesila
genidlne tak, aby uzemie bolo co najvdcsie. Dala rozrezat kozu na tenké pasy, ktoré
vytvorili pruh dlhy 4 km a ohranicila nim uzemie v tvare polkruhu uzavretého pobrezim.
Kralovna Dido takto intuitivne vyriesila izoperimetricky problém pre pripad euklidovskej
polroviny. 'V skutocnosti to znamenalo zaloZenie mesta Kartago vroku 814 p. n. L.
a 72 rokov pred zalozZenmim Rima. Tento okamih je povazZovany za historicky zdklad
klasickych izoperimetrickych problémov.

O nieco zlozitejSiu ulohu predstavuje inad staroveka legenda, ktora popisuje hrdinsky
¢in Horicia Coclesa — sam branil dreveny most cez rieku Tiber pred utoCiacimi
Etruskami, az pokial’ sa rimskym obrancom nepodarilo most znicit. Potom v plnej zbroji
sko¢il do rieky a preplaval k rimskemu brehu. Za odmenu dostal tol’ko pddy, kol'ko bol
schopny ohranic¢it’ orbou pluhom za jeden dent — opidt’ intuitivne vyriesil izoperimetricky
problém, tento krat pre pripad euklidovskej roviny.

Suvislost’ s izoperimetriou nas napadne aj pri pohl'ade na plan mestskych hradieb

v stredoveku. Ten isty princip ako kralovni Did6 inSpiroval aj stavitelov miest
v stredoveku. Ich opevnenie si vyzadovalo na jednej strane naro¢né stavebné prace a na
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druhej strane stalu vojenskt posadku na obranu mesta. Oba tieto dovody uprednostiiovali
maximalizovat’ vndtorny plosny obsah mesta vzhl'adom k jeho priemeru.

Obr. 1 Obr. 2
Pariz z ¢ias Filipa Augusta Stredoveky Kolin

Matematicka formulacia zakladného klasického problému je nasledujuca: Urcit
rovinny geometricky utvar, ktory ma maximalny obsah pri danom konstantnom priemere.
Je zaujimavé, Ze rieSenie nas napadne hned’ — intuitivne, ale k dokazu je potrebny solidny
matematicky aparat. Intuicia je mimoriadne doélezita, ale nie je vSemocnd. Historické
omyly len potvrdzuju, aky dolezity je matematicky dokaz. V suvislosti s intuiciou
pripomenme citat z ¢eského prekladu diela Thomasa G. Halesa [4], ktory si polozil vaznu
otazku: Proc je mezi intuici a ditkazem tak velka propast? ... Geometrie nas podpichuje
a provokuje. Vo svojom c¢lanku Délové koule avceli plasty popisuje isté nedavno
dok4zané vety, ktoré by mohli byt dokdzané uz pred staroCiami, len keby naSe
matematické nastroje dokazali superit’ so silou nasej intuicie.

Napriklad tvrdenie zname ako Keplerova domnienka, zostavalo bez dokazu takmer
400 rokov. V r. 1998, pomocou doktoranda Samuela P. Fergusona, predlozil G. Hales jej
dokaz. Pre uplnost’ uved’'me tato hypotézu: V trojrozmernom priestore nemd Ziadne
usporiadanie guli rovnakého polomeru vdcsiu hustotu ako kubické plosne centrované
usporiadanie. Toto usporiadanie je tiez zname pod nazvom usporiadanie delovych guli.

Vratme sa k naSmu izoperimetrickému problému, ktory bol v minulosti vyrieseny tiez
pomocou l'udskej intuicie. Definitivna odpoved’ opierajuca sa o rigorézny matematicky
dokaz nechala vSak na seba dlho cakat. V priebehu storo¢i sa o rieSenie problému
v roznych modifikaciach usilovali viaceré osobnosti. Jeden z prvych, ktory sa pokusil
o matematicky dokaz zaloZzeny na euklidovskej geometrii, bol grécky matematik
Zénodore (2. st. p. n. 1.). Ako prvy pouZil oznacenie izoperimetricky problém. Zial’, jeho
dielo tykajuce sa izoperimetrickych problémov sa nezachovalo a informacie o iom mame
len prostrednictvom jeho nasledovnikov (Théon z Alexandrie 335—405, Pappus 4. st.).
Podra tychto zdrojov dokézal nasledujuca tvrdenia:

—  Medzi vSetkymi n-uholnikmi daného konstantného priemeru, je to prave
pravidelny n-uholnik, ktory ohranicuje maximalny obsah.

— Kruh daného priemeru ohranicuje vdcsi obsah ako ktorykolvek pravidelny
mnohouholnik toho istého priemeru.
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Uvadza sa, ze v spise Zénodora boli aj vysledky geometrie v priestore, okrem in¢ho aj
dokaz tvrdenia: Gulovd plocha je teleso maximdlneho objemu pri danom konstantnom
povrchu.

Tento vysledok sa pouzival niekol’ko storo¢i bez toho, ze by bol uvedeny skutocny
dokaz.

2.1 Prinos arabskych matematikov k problematike

— Abu-Ja'far al-Khazin (900-971) zhromazdil vo svojom spise vsetko, ¢o bolo v jeho
dobe zname o izoperimetrickych problémoch. Naznacil aj moznosti d’alSieho vyvinu.

— Nasir ad-Din at-Tusi (1201-1274), celym menom Abu Ja far Muhamed ben Mu-
hamed ben al-Hasan Nasir ad Din at-Tusi, nazyvany tiez Nasir Eddin (obr. 3),
vyrazne zasiahol do dejin matematiky. Bol to perzsky filozof, matematik, astronom,
lekar ... Mimochodom, patril medzi tych malo moslimskych vedcov, ktory uznévali
vyvojovu teoriu l'udstva.

Obr. 3
Nasir ad-Din at-Tusi

At-Tusi pisal svoje diela v perzstine, ale prekladal ich sam do arabstiny. Zalezalo mu
na tom, aby jeho diela boli Sirené arabskymi matematikmi. Viedol observatérium
v Marhabe — najvicSie vedecké centrum v tej dobe. Pozyval sem najvyznamnejSich
sucasnych vedcov. Jeho suborné dielo, dnes nazyvané Pojednanie o Sstvoruholniku
obsahujuce 9 dielov zasvitenych rovinnej a sférickej geometrii, zaujalo ddlezité posta-
venie v historii arabskej matematiky. Odvodil mnozZstvo novych trigonometrickych
vzorcov pouZzivajic proporciondlne vztahy v rovinnom a sférickom trojuholniku. Je
povazovany za zakladatela trigonometrie ako samostatnej Casti geometrie. O prvenstvo
ohladne sférickej trigonometrie superili d’alsi vedci, okrem inych Abu al-Wafa al-
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Bouzani. Kulminujucim bodom arabskej trigonometrie bolo vSak jednoznacne dielo at-
Tusiho. Rozvinul trigonometriu natol’ko, Ze mohol previest Uplné dokazy riesenia
izoperimetrického problému pre pripad trojuholnika a obdiznika. Tento vedec je zaroven
povazovany za najkompetentnejSieho v oblasti astrondomie, v obdobi od Ptolemaja po
Kopernika. A prave kvoli potrebam astronémie venoval zvlastnu pozornost rozvoju
rovinnej a sférickej trigonometrie. Jeho obsirny spis ovplyvnil niektorych matematikov
z obdobia renesancie. Aj jeho dielo sledovalo znamu cestou prenikania arabskej vedy do
Eurdpy — a sice trasu cez Spanielsko.

Co vlastne chapeme pod pojmom arabskad veda, pripadne arabski matematici? Pod
pojmom arabska veda sa rozumie veda napisana v arabstine, a to i v pripade, ked’ nebola
materinskym jazykom autora, ktory mohol byt na viac aj iného etnického pdvodu.
Treba si uvedomit’, Ze arabsky jazyk a islam tvorili v istom obdobi (od 9. st. n. 1.) dva
hlavné piliere spojujuce obrovské, politicky rozdrobené tzemie od Andaluzie cez Magh-
reb, Stredny vychod az po Indiu.

Je uzasné pozorovat' spojitost rozvoja matematiky z jedného brehu Stredomorie na
druhy, od 3. st. p. n. l. po 17. st., od Grékov cez Arabov po Europanov. Je to td istd
racionalita, ktora prekondva epochy, hranice a jazyky. ([6])

2.2 Prinos eurépskych matematikov k problematike

Studium izoperimetrickych viet v staroveku bolo zalozené hlavne na geometrii
trojuholnika. Elementarne metddy neumoziiovali ist omnoho d’alej, hlavne ¢o sa tykalo
dokazovania existencie rieenia. Dal3i podstatny pokrok v oblasti izoperimetrie zname-
nali az eurdpski matematici 19. storo¢ia: Hermann Schwarz, Jakob Steiner, Karl Weier-
strass, Hermann Minkowski, Jakob Steiner (1796—1863), dokazal riesenie pre pripad
euklidovskej roviny. Pouzil postup spocivajuci v symetrizacii utvaru: zostal zachovany
obvod, ale zvicsil sa obsah, alebo zostal zachovany obsah, ale zmensil sa obvod.
V dokaze uvadza jednoznacnost’ rieSenia, ale nie jeho existenciu. Tento nedostatok
odstranil Karl Weierstrass (1815-1897), ktory uz mohol vyuzit' k dokazu metédy va-
ria¢ného poctu. Jeho pristup spocival v tom, ze nestudoval jednu Specificka krivku, ale
mnozinu kriviek meniacich sa v zavislosti od parametra.

Hermann Schwarz (25. 1. 1843, Pol'sko) v r. 1884 vyriesil izoperimetricky problém
pre pripad dim 3: Urcit plochu ohranic¢ujucu maximalny objem pri minimdalnom povrchu.
Vjeho pracach najdeme silné spojenie medzi analyzou a geometriou — ¢o je
obdivuhodné. Iny uhol pohl'adu poskytuji prace Hermanna Minkowskiho (1864—1909),
tzv. Minkowskiho vety. Umoziluju dokazat’ izoperimetrické tvrdenia a zovSeobecnit’ ich
do euklidovskych priestorov vyssich dimenzii. Stretdvame sa tu s pojmom Minkovského
sucet, ktory pri oznaCeni P + Q koreSponduje mnozine suctov, z ktorych prvy clen je
prvkom z P (konvexny kompakt) a druhy prvkom z Q (gul'a dim #n s priemerom ¢):

P+Q={x€E x=p+gq peP, qeQ}.
Minkowski Studoval nové geometrické Struktiry. Namiesto klasickej euklidovskej

geometrie dim n sa zameral na bodové mnoziny (konvexné kompakty), pre ktoré
definoval operaciu scitania.
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Obr. 4 Obr. 5
Tkosaéder Mydlova bublina je tiez odpoved
na izoperimetricky problém

V euklidovskej geometrii — izoperimetria — znamenala povodne §tudium vlastnosti
geometrickych rovinnych utvarov majicich rovnaky priemer, neskorsie sa pridalo
zovseobecnenie do euklidovskych priestorov vyssich dimenzii. Stretdvame sa v ramci nej
s pojmami ako izoperimetrické vety, izoperimetrické nerovnosti, izoperimetricky pomer.

Priklad izoperimetrickej nerovnosti
V pripade dim 2 vyjadruje skutocnost’, Ze plocha o priemere p a obsahu a spliiuje
nerovnost’:
4ra /p* < 1.

Priklad izoperimetrického koeficientu
Je zname, Ze gul'ovu plochu mozno najlepsie aproximovat’ konvexnymi mnohostenmi. Je
ich pat a nazyvaju sa Platonove telesd. Platdnove teleso s najvac¢sim izoperimetrickym
koeficientom je ikosaéder (obr. 4). Pre zaujimavost, jeho spominany koeficient ma
hodnotu:
g =36m (5%¢*a®/ 6% 5°3V(3a%)) = ¢*/ 153 =~ 0,8279772

Izoperimetria Uzko suvisi s inymi odvetviami matematiky ako je diferencialna
geometria, topologia, tedria grap ... Napriklad Studium ploch s konstantnou strednou
krivostou, H > 0, umoznuje lepSie pochopit’ rieSenia niektorych izoperimetrickych
problémov. Konecne s odpoved’ou na izoperimetricky problém sa stretavame i pri
beznom pohl'ade okolo nas — mydlova bublina (obr. 5).

Obratme este na zaver pohlad do historie a sice k bratom Bernoulliovym. Je zname,
ze bratia Jan a Jakub sa nemali radi a ziarlili na uspechy druhého. Vyzyvali sa navzajom
k rieseniu rdéznych matematickych uloh. Jedna z tychto tloh bola izoperimetricka a k jej
vyrieSeniu vyzval svojho brata Jakub Bernoulli. Matematicky vyjadrené, jedna sa v nej
o hladanie maxima istého funkcionalu pri danej vedl'ajsej podmienke. Tuto zaujimava
ulohu mozno najst’ v prednaske prof. ing. Cyrila Hoschla, DrSc., Historie variacného
poctu ([3]).

3 Zaver

Pribeh o kralovnej Didé podtrhuje skuto¢nost, ze geometria je uzko spojena
s I'udskou intuiciou a predstavivostou. Dava nam okrem iného prilezitost’, pripomenut’ si
okolnosti zalozenia slavneho mesta. V sucasnosti je Kartago rezidenénym predmestim

93



hlavného mesta. Tunisania s nalezite hrdi na historické korene ich hlavného mesta. Po
prilete do Tunisu Vas vita letisko Cartage, aby Vam hned pripomenulo slavnu minulost’
miesta, na ktoré ste vstupili. Par kilometrov ned’aleko sa nachadzaju jeho ruiny,
vyhladavany turisticky ciel’ navstevnikov z celého sveta (obr. 6). Pri prvom pohl'ade Vas
mozno napadne, ako malo zostalo z tak velkého mesta. Spolu s izoperimetriou vSak
zostava v nasich myslienkach nad’alej ...

Obr. 6
Ruiny Kartaga
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ALGEBRA
NA KONCI 19. A POCATKU 20. STOLETI

JINDRICH BECVAR

Abstract: Almost all books on algebra which were used before 1930 present
algebra more or less as the discipline of polynomial equations and polynomial
forms. The last important textbook published in the ninetenth century is world-
renowned Weber’s Lehrbuch der Algebra, some further books of this type were
written in the first third of the twentieth century. Step by step, the new abstract
concepts of the structural conception of algebra appear in the textbooks. The
real general change is comming with famous van der Waerden’s Moderne Algebra.

Uvod

Zasadni zména charakteru algebry, k niz doslo béhem nékolika desetileti na
konci devatenactého a na pocatku dvacatého stoleti, byla zptisobena zejména
novymi objevy, které prinesly vyrazny obrat od studia algebraického a nume-
rického TeSeni rovnic k vyzkumu vlastnosti algebraickych struktur a jejich
homomorfismii, v prvni fadé grup a téles, dale okruht, obori integrity, jejich
idealti atd. Soucasné se podstatné rozsifil svét objektd, s nimiz bylo mozno
pracovat obdobnym zptisobem jako s éisly (substituce, transformace, permutace,

matice, vektory, hyperkomplexni ¢isla, zbytkové tiidy atd.).!

Charakter algebry podstatné ovlivnila teorie mnozin, kterd na pocatku dvaca-
tého stoleti intenzivné pronikala do zakladd matematiky. Obrovsky vliv na pojeti
algebry mél rovnéz proces axiomatizace matematiky, jenz zacal v osmdesatych
letech devatenactého stoleti a v dalsich desetiletich stéle silil. S pfichodem teorie
mnozin a postupujici axiomatizaci bylo pfirozenym zptsobem spjato vsestranné
posilovani abstrakce.

Soucasna algebra je do znacné miry teorii algebraickych struktur a jejich
homomorfismii. Algebraickou strukturou je pfitom minéna abstraktni mnoZina
(mnozina jakychkoli objekt®, jejichz podstatu nespecifikujeme) se zvolenym
souborem operaci (pfipadné i relaci), pro néz plati dané axiomy. Toto pojeti
algebraické struktury je vyrazné postaveno na pojmu mnozina a na axio-
matickém pristupu.

Prvni ¢ast nasledujiciho textu navozuje atmosféru konce devatenactého a po-
¢atku dvacatého stoleti, pfipominé zakladni fakta o vzniku a vyvoji teorie mno-
zin, o vzniku tfeti krize matematiky a snahéch o jeji pfekonani. Rovnéz podava

1V souladu s nézory Thomase S. Kuhna (1923-1996) je mozno v této souvislosti hovofit
o zméné paradigmatu. Viz T. S. Kuhn: Struktura védeckych revoluci, OIKOYMENH, Praha,
1997, 206 stran, dotisk 2008. Viz téz Ziauddin Sardar: Thomas Kuhn a védecké valky, Triton,
Praha, 2001, 80 stran; H. Mehrtens: T. S. Kuhn’s theories and mathematics: A discussion
paper on the “new historiography”of mathematics, Historia mathematica 3(1976), 297-320.
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struénou informaci o tehdejSim procesu axiomatizace matematiky a v zavéru

vvvvvv

Druhéa cast textu se snazi nastinit duch algebry druhé poloviny 19. stoleti
pomoci nékolika ucebnic, které byly v té dobé sepsany a uzivany. Tteti ¢ast se
vénuje vyrazné osobnosti, Heinrichu Weberovi, a jeho rozsahlé uc¢ebnici algebry,
ktera do zna¢né miry charakterizovala algebru konce 19. stoleti. Ctvrta ¢ast
pojednava o ucebnicich algebry prvnich tii desetileti 20. stoleti a ukazuje jejich
prostfednictvim vyvoj této discipliny. Pata ¢ast podava zakladni informace
o B. L. van der Waerdenovi a jeho slavné knize Moderne Algebra, kterd zna-
menala ve vyvoji algebry vyznamny pielom. Zavéreéna Cast pripomind postoj
¢eského algebraika Vladimira Kofinka k nékolika ucebnicim algebry.

Clanek obsahuje fadu taryvkd z tvodi jednotlivych ucebnic, které dokumen-
tuji postupné se meénici pohledy jejich autori na obsah a charakter discipliny,
které tikame algebra. Vytahy z obsahti jednotlivych ucebnic umoznuji srovnani
jejich zaméfeni. Ukazky definic pojmu téleso, grupa, resp. okruh apod. davaji
prilezitost sledovat prerod algebry rovnic v algebru struktur. Zajemce o dalsi
studium lze odkéazat zejména na monografii Modern Algebra and the Rise of
Mathematical Structures [Col, kterou sepsal Leo Corry, na knihu Origins of Mo-
dern Algebra [No] Lubose Nového, piipadné na monografii A History of Algebra
[Whi], jejimz autorem je Bartel Leendert van der Waerden.

1 Konec devatenactého a pocatek dvacatého stoleti
1.1 Konec 19. stoleti

Bouftlivy rozvoj matematiky, pfirodnich i spolecenskych véd vedl na pielomu
19. a 20. stoleti k velkému uspokojeni nad dosazenymi vysledky. Napiiklad
americky fyzik Albert Abraham Michelson (1852-1931), ktery je zndmy svym
pokusem na zjisténi pohybu Zemé vici éteru a opakovanym méfenim rychlosti
svétla, v ¢lanku Some of the objects and methods of physical science? napsal:

The more important fundamental laws and facts of physical science have all
been discovered, and these are now so firmly established that the possibility of
their ever being supplanted in consequence of new discoveries is exceedingly
remote. ... our future discoveries must be looked for in the sixth place of
decimals.

Svétozndmy britsky fyzik William Thompson (Lord Kelvin, 1824-1907),
ktery zavedl roku 1848 absolutni teplotni stupnici, vyjadril ve stati Nineteenth

century clouds over the dynamical theory of heat and light®> obdobny nazor jako
A. A. Michelson:

There is mothing new to be discovered in physics now. All that remains is
more and more precise measurement.

2 University of Chicago Quarterly Calendar 10(1894), Nr. 2, 12-15 [Speech at the dedication
of Ryerson Lab, University of Chicago, 1894].
3 Philosophical Magazine, 6*" serie, 2(1901), Nr. 7, 1-40.
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Michelsontiv i Thompsontv nazor se velmi brzy ukazal byt znacné posetilym.
Koncem 19. stoleti byla objevena radioaktivita, zanedlouho vznikla specialni
a obecné teorie relativity, o néco pozdéji se zrodila kvantovad mechanika, zacala
dlouha a ispésna cesta do nitra hmoty, intenzivné se rozvijela ¢asticova fyzika.
Pfipomenme jesté napt. supravodivost, umélou radioaktivitu, kosmické zafeni,
Fetézovou reakci; fada objevi se postupné rodila v kosmologii (rudy posuv,
rozpinani vesmiru, bili trpaslici, kvasary, pulsary, velky tfesk, ¢erné diry atd.).

Podobny optimismus jako ve fyzice panoval na prelomu devatenédctého a dva-
catého stoleti i v matematice. Ve druhé poloviné 19. stoleti byl totiz zavrsen
proces zpfesiiovani matematické analyzy zavedenim e-d-jazyka (A.-L. Cauchy,
1789-1857, B. Bolzano, 1781-1848, K. T. Weierstrass, 1815-1897). Byla tak
prekondna tzv. druhd krize matematiky souvisejici s neopatrnym, byt genidlnim
zachazenim s nekone¢né malymi a nekonecné velkymi veli¢inami, které bylo tak
typické pro 18. stoleti.* Navic byly v sedmdesatych letech 19. stoleti podany
exaktni teorie redlnych ¢isel (R. Dedekind, 1831-1916, G. Cantor, 1845-1918,
K. T. Weierstrass a dalsi). Matematicka analyza byla postavena na pevny zaklad.
Slavila tspéchy i v komplexnim oboru.

Devatenéacté stoleti pfineslo mnoho dalsich vyznamnych matematickych vy-
sledkidi. Pfipomenime zejména objev neeukleidovské geometrie (N. I. Lobadev-
skij, 1792-1856, J. Bolyai, 1802-1860, C. F. Gauss, 1777-1855, B. Riemann,
1826-1866), rozvoj projektivni, algebraické, diferencidlni a n-rozmérné geomet-
rie, vznik a rozsifeni deskriptivni geometrie, tenzorového poétu atd. Uspésné si
vedla i teorie ¢isel, vyrazné pokrocil vyzkum prvocisel, byla dokazéna transcen-
dentnost Gisel m a e. Matematika slavila tispéchy i v fadé aplikaci (nebeska me-
chanika, geodézie atd.). VyFeseny byly klasické problémy fecké matematiky. Ob-
jeveny byly kvaterniony, oktavy a dalsi systémy hyperkomplexnich ¢isel, zacala
se rozvijet teorie algeber, rodila se teorie matic, vektorovy pocet atd.

V poslednich tiech desetiletich 19. stoleti byla vytvofena teorie mnozin, ktera
po pocatecnim silném odporu zacala na prelomu 19. a 20. stoleti pronikat do
zékladt matematiky (viz déle).

Na 2. mezinarodnim kongresu matematikti v Pafizi roku 1900 prednesl David
Hilbert (1862-1943) pfehled 23 problémt, o nichz pfedpoklddal, ze budou
v matematice 20. stoleti hrat vyznamnou roli. Velké uspokojeni ze soucasného
stavu matematiky vyjddfil na tomto kongresu Henri Poincaré (1854-1912). Ve
svém piispévku Du réle de Uintuition et de la logique en mathématiques® uvedl:

Il ne reste plus aujourd’hui en Analyse que des mombres entiers ou des
systémes finis ou infinis de nombres entiers, reli€s entre euxr par un réseau de
relations d’égalité ou d’inégalite.

4 Pruond krizi matematiky rozumime zhrouceni zadkladt matematiky po objevu nesoumé-
fitelnosti tise¢ek. Doslo k nému ve starém Recku nékdy na prelomu Sestého a patého stoleti
pf. Kr. Vychodiskem z této krize byla zména tehdejSiho aritmetického pojeti matematiky na
geometrické.

5 Compte Rendu du Deuxiéme congrés international des mathématiciens ténu & Paris du
6 au 12 aolt 1900, Gauthier-Villars, Paris, 1902, 115-130.
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Les Mathématique, comme on l’a dit, se sont arithmétisées.
... On peut dire qu’aujourd’hui la rigueur absolue est atteinte. (str. 120, 122)

Optimismus vyplyval jednak z uspéchi matematiky devatenactého stoleti,
jednak z radostného ocekavani vyznamnych vysledkt stoleti dvacatého. Nemél
vSak dlouhého trvani.

1.2 Teorie mnoZin

V 19. stoleti vznikla teorie mnozin. Nékteré jeji myslenky zformuloval
v poslednich dvou letech svého Zivota Bernard Bolzano, matematik a filozof
italsko-némeckého ptivodu, ktery prozil cely zivot v Cechach. Jeho kniha Para-
dozien des Unendlichen byla publikovana roku 1851, cesky preklad Otakara
Zicha (1908-1984) vysel pod ndzvem Paradoxy nekoneéna az roku 1963.

Bernard Bolzano se ve své knize postavil za prijeti aktualniho nekonecna.
Navazal tak na némeckého matematika, fyzika a filozofa, pravnika a diplomata
Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716), ktery jako jeden z méla matematikl
aktualni nekonecno prosazoval. Jako motto své knihy proto pouzil nasledujici
Leibnizovu myslenku:

Je suis tellement pour linfini actuel, qu’au lieu d’admettre, que la nature
l’abhorre, comme ’on dit vulgairement, je tiens qu’elle l’affecte par-tout, pour
mieuxr marquer les perfections de son Auteur.

Bernard Bolzano vsak nedospél k tomu, Ze nekoneCna mohou byt ,rtzné
velika“. To zjistil 7. prosince 1873 némecky matematik Georg Cantor a svij
objev jesté téhoz dne oznamil Richardu Dedekindovi.” Jiz v prosinci odeslal
do tisku praci Ueber eine Figenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen
Zahlen,® ktera je dnes povazovana za prvni praci z teorie mnozin.

Georg Cantor vybudoval v letech 1873 az 1884 teorii kardinalnich a ordinal-
nich ¢isel, dnes o ni hovoiime jako o matvni, intuitivni, nebo cantorovskée teorii
mnozin. V devadesatych letech pak publikoval del$i shrnujici praci — Beitrdge
zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre.®

Pocateéni velka averze k teorii mnozin a jejimu tvirci byla postupné preko-
navéana.l® Koncem 19. stoleti tato teorie ziskdvala zna¢né sympatie a uznani,
zaCatkem 20. stoleti jiz byla akceptovana. Na jejim zakladé zacala byt budovana

6 Opera omnia studio Ludov. Dutens, Tom. II, part. I, p. 243. V &eské verzi Bolzanovy
knihy: Jsem natolik pro aktudini nekonecno, Ze namisto abych pripustil, Ze se ho priroda dést,
jak se bézné Tikd, jsem presvédien, Ze je md v oblibé vsude, aby lépe zdiraznila dokonalosti
svého Twvurce.

7 H. Meschkowski, W. Nilson (ed.): Georg Cantor. Briefe, Springer-Verlag, Berlin, 1991,
35-37.

8 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 77(1874), 258-262.

9 Mathematische Annalen 46(1895), 481-512, 49(1897), 207-246.

10 Viz J. W. Dauben: Georg Cantor. His Mathematics and Philosophy of the Infinite,
Harvard University Press, Cambridge, Mass., 1979; H. Meschkowski: Probleme des Unendli-
chen. Werk und Leben Georg Cantors, F. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1967, xii4+287 stran.
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témér celd matematika, fada disciplin byla v té dobé viceméné postavena na
teorii mnozin.

1.3 Tfeti krize matematiky

Na pielomu 19. a 20. stoleti vSak doslo k dilezitym zjisténim. Byly objeveny
tzv. antinomie teorie mnozin, které zpochybmnovaly jeji spravnost. Vznikla
situace byla chapana jako zpochybnéni zakladii matematiky; zacalo se hovorit
o treti krizi matematiky.

Prvni antinomii objevil italsky matematik Cesare Burali-Forti (1861-1931),
publikoval ji v ¢lanku Una questione sui numeri transfiniti.*! (G. Cantor ji vSak
znal jiz roku 1895.) Tyk4 se mnoziny vSech ordindlnich ¢isel — zni takto:

Ordinalni ¢islo mnoziny vSech ordinélnich ¢isel je vétsi nez kazdé ordinalni
¢islo. 12

Patrné nejznaméjsi antinomii je tzv. Russelliv paradox. Bertrand Russell

(1872-1970) jej formuloval v knize The Principles of Mathematics.'3 V podstaté
je postavena na predstavé mnoziny vsech mnozin.

Utvofme mnozinu vSech mnozin, které nejsou svym prvkem:
M={X|X¢X}.

Z této definice vyplyva, jak snadno zjistime, ze kdyz M € M, potom M ¢ M,
akdyz M ¢ M, potom M € M.V kazdém piipadé tedy dochizime ke sporu.14

Béhem kratké doby se objevila fada dalsich antinomii, které vedly k zavaz-

nému zavéru: pojem mnoziny je v Cantorové teorii zaveden zna¢né ,volné“.15

1.4 Axiomatizace

Koncem 19. stoleti vyrazné silily tendence vedouci k axiomatické vystavbé
jednotlivych disciplin i celé matematiky.

11 Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 11(1897), 154-164, 260. Anglicky pieklad
viz J. van Heijenoort (ed.): From Frege to Gédel. A Source Book in Mathematical Logic
1879-1931, Harvard University Press, Cambridge, Mass., 1967, 105-111.

12 Vig 1. Copi: The Burali-Forti paradoz, Philosophy of Science 25(1958), 281-286;
Ch. Menzel: Cantor and the Burali-Forti paradoz, The Monist 67(1984), 92-107.

13 Cambridge University Press, London, 1903, 2. vydani 1938.

14 A. R. Garciadiego: Bertrand Russell and the Origins of the Set-theoretic Paradozes,
Birkh&user, Basel, Boston, Berlin, 1992, xxix+264 stran; I. Grattan-Guinness: How Bertrand
Russell discovered his paradoz, Historia mathematica 5(1978), 127-137.

15 O vzniku a vyvoji teorie mnozin, antinomiich, 3. krizi matematiky a snahach o jeji
pfekonani se lze fadu informaci doéist v knizce Teorie mnoZin pro ucitele od E. Fuchse (PiF
MU, Brno, 1999, 200 stran). Viz téz A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy: Foundations of Set
Theory, 2. vydani, North-Holland, Amsterdam, London, 1973, x4404 stran; P. E. Johnson:
A History of Set Theory, Weber & Schmidt, Boston, 1972, ix+109 stran; W. Purkert,
H. J. llgauds: Georg Cantor. 1845-1918, Birkh&user, Basel, Boston, Stuttgart, 1987, 262 stran;
F. A. Medvedev: Razvitie teorii mnozZestv v XIX veke, Akademija nauk SSSR, Moskva, 1965,
231 stran.
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Poznamenejme nejprve, ze metodologické zasady budovani exaktni védecké
teorie podal Aristotelés ze Stageiry (384-322) v souboru Sesti spisti, jeZ jsou
znamy pod pozdéj$im nazvem Organon (Kategorie, O vyjadiovdns, Proni ana-
lytiky, Druhé analytiky, Topiky, O sofistickijch dikazech'®). Podle téchto zdsad
sepsal Eukleides kolem roku 300 p¥. Kr. své dilo Stoicheia, které je snad nejslav-
néjsim matematickym textem vsech dob. V ném jsou nejprve zavedeny zakladni
pojmy, poté formulovany tzv. postulaty popisujici principy konstrukci kruzit-
kem a pravitkem (tzv. eukleidovské konstrukce), a pak axiomy. Teprve potom
nasleduji véty a jejich dukazy.

Eukleiduv pristup byl po celd dvé tisicileti vzorem pro sepisovani matematic-
kych textt. Ovlivnil vsak i filozofy, autory nematematickych spisi, ktefi si ma-
tematiky vazili a snazili se o napodobeni geometrického zpusobu, resp. o vyuziti
geometrické metody. Napiiklad nizozemsky filozof Baruch (Benedictus) Spinoza
(1632-1677) je autorem spist Ethica ordine geometrico demonstrata (Etika vylo-
Zend zpisobem uZivanym v geometrii) a Renati des Cartes Principia philosophiae
more geometrico demonstrata (René Descarta Principy filosofie zptisobem ui-
vangm v geometrii vyloZené). Struktura téchto spisit odpovidad matematickému
textu; zac¢ina definicemi a axiomy, pokracuje tvrzenimi, dikazy, disledky apod.
Uvedme pro zajimavost tGryvek z pfedmluvy Lodewijka Meyera (1629-1681) ke
Spinozovym Principium filozofie.

Vsichni ti, kteri chtéji rozumet vice nez obycejni lidé, jsou jednomysiné toho
pravdé je metoda vyuZivand matematiky ve studiu a vykladu véd, v niZ se
z definic, postulatti a axiomu dokazuji zavéry. A vskutku je to tak. Vidyt
prece jisté a spolehlivé pozndni kaZdé nezndmé veci muze byt ziskdno a odvozeno
jen z jistych predbeznych poznatku a ty je nutno predem postavit jako stabilni
zdklad, ktery by se pozdéji sam, a tim i celd na ném postavend budova lidského
pozndni, od sebe nesesul a nebo by nebyl znicen malickym ndrazem. Ze viak
to, co tém, kdo péstuji matematiku, obvykle vystupuje pod jménem definice,
postuldty a axiomy, je takového druhu, nemuZe byt pochybné pro nikoho, kdo
se s onou vznesenou disciplinou byt jen zbéiné pozdravil. Definice totiZ nejsou
nicim jingm nez nejpresnéjsim vysvétlenim termini a jmen, jimiz jsou oznaceny
pojedndvané véci. Postulaty pak a axiomy neboli obecné pojmy ducha jsou tak
jasnymi a zretelnymi vypovédmi, Ze jim vsichni, kteid spravné pochopili samotnd
slova, nikterak nemohou odepyit svij souhlas.”

Italsky matematik Giuseppe Peano (1855-1932), ktery byl koncem 19. stoleti
vidéi osobnosti svétové logiky, byl jednim z prvnich mysliteld, ktefi zacali
disledné axiomatizovat matematiku, a to exaktnéji a abstraktnéji nez bylo
kdykoli dfive zvykem. Roku 1888 zformuloval v knize Calcolo geometrico axiomy
vektorového prostoru, o rok pozdéji publikoval v knize Arithmetices principia,

16 Tyto Aristotelovy spisy vysly v éeském prekladu Antonina Kiize (1898-1965) v letech
1958 az 1978, doprovodné studie a komentafe napsal Karel Berka (1923-2004).

17 Viz B. Spinoza: René Descarta Principy filosofie, Filosofia, Praha, 2004, 241 stran. Citat
ze stran 33 a 35.
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nova methodo exposita axiomy oboru piirozenych ¢isel (tzv. Peanovy axiomy).'®
Ve svém projektu Formulaire de Mathématiques (resp. Formulario) z let 1895

az 1908 se snazil piekladat matematiku do Feéi formuli.'®

Vyznamny pocin tykajici se axiomatického pristupu ucinil David Hilbert,
kdyz roku 1899 vydal knihu Grundlagen der Geometrie, v niz provedl dtslednou
axiomatizaci eukleidovské geometrie. Navazal na myslenky, které naznacil jiz
Moritz Pasch (1843-1931) v knize Vorlesungen tber neuere Geometrie (iv+202
stran) z roku 1882.%0

V tvodu své knihy Grundlagen der Geometrie uvedl:

Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Versuch, fir die Geometrie ein
vollstindiges und maoglichst einfaches System von Axiomen aufzustellen und aus
denselben die wichtigsten geometrischen Sdtze in der Weise abzuleiten, dafl dabei
die Bedeutung der verschiedenen Axiomgruppen und die Tragweite der aus den
einzelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen mdéglichst klar zu Tage tritt.

Roku 1884 vydal Gottlob Frege (1848-1925) knihu Die Grundlagen der
Arithmetik, eine logisch-mathematische Untersuchung tber den Begriff der
Zahl, v niz se snazil odvodit aritmetické pojmy z logiky. V letech 1893
a 1903 publikoval v Jené dvoudilnou knihu Grundgesetze der Arithmetik,
begriffsschriftlich abgeleitet. 1 v aritmetice se tedy na konci 19. stoleti a pocatku
20. stoleti objevovaly snahy po exaktnéjsim vybudovani zaklad.

1.5 Cesta z krize

V prvnich dvou desetiletich 20. stoleti teorie mnozin v matematice pevné
zakotvila. Snadno to lze dolozit odkazem na knizni literaturu, kterd byla nové
teorii vénovana.?! Artur Schoenflies (1853-1928) vydal roku 1900 obséhlou stat
nazvanou Die Entwickelung der Lehre von der Punktmannigfaltigkeiten,?? roku
1908 publikoval pod stejnym titulem jeji pokracovani knizné (Teubner, Leipzig,

18 Obdobnym zptisobem popsal pfirozené ¢isla R. Dedekind v knizce Was sind und was
sollen die Zahlen (F. Vieweg, Braunschweig, 1888, xvii+58 stran).

19 Viz téz H. C. Kennedy: The origins of modern aziomatics: Pasch to Peano, The
American Mathematical Monthly 79(1972), 133-136.

20 Druhé vydani (J. Springer, Berlin, 1926, x+275 stran) obsahuje pfipojenou staf
Maxe Dehna (1878-1952) pojmenovanou Die Grundlegung der Geometrie in historischer
Entwicklung (strany 185—271). Pfipomeiime na tomto misté jesté néstupni prednasku Otto
Holdera (1859-1937) prednesenou 22. Cervence 1899 na univerzité v Lipsku a nazvanou
Anschauung und Denken in der Geometrie (Akademische Antrittsvorlesung, B. G. Teubner,
Leipzig, 1900, 75 stran) a Hilbertiv pozdéjsi ¢lanek Aziomatisches Denken (Mathematische
Annalen 78(1918), 405-415).

21 Jedna z prvnich pojednani vydali Gerhard Hessenberg (1874-1925) — Grundbegriffe der
Mengenlehre (Abhandlungen der Friesschen Schule, Neue Folge 1, Heft IV, 1906, 220 stran),
William Henry Young (1863-1942) a jeho Zena Grace Chisholm Young (1868-1944) — The
theory of sets of points (Cambridge University Press, 1906, xii4-316 stran), Waclaw Sierpiniski
(1882-1969) — Zarys teoryi mnogosci (Warszawa, 1912, 158 stran).

22 Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 8(1900), 1-250. Viz téz jeho
¢lanek o teorii mnozin v Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften, 1899.
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x+331 stran). O pét let pozdé&ji vydal upraveny prvni dil pod modifikovanym
ndzvem Entwickelung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen (x+389 stran),
s pfepracovanim textu mu poméahal Hans Hahn (1879-1934).

Jednou z prvnich ucebnic teorie mnozin je kniha Grundzige der Mengenlehre
Felixe Hausdorffa (1868-1942) z roku 1914.23 Dalg{ ispésnou ucebnici vydal roku
1919 Adolf Fraenkel (1891-1965) pod nazvem Einleitung in die Mengenlehre.
FEine elementare Einfiihrung in das Reich des Unendlichgrossen.?* Ucebnice
a monografie vénované teorii mnozin jsou dokladem toho, Ze si tato teorie
v prvnich dvou desetiletich 20. stoleti v matematice vydobyla pevné misto.

Krize v zdkladech matematiky vSak byla stile pocitovana, proto byla inten-
zivné hledéna vychodiska.?® Bylo ziejmé, Ze je nutno celou matematiku posta-
vit na prisné logickych zakladech. Bertrand Russell a Alfred North Whitehead
(1861-1947) publikovali v letech 1910 az 1913 ttidilnou monografii Principia
mathematica, kterd je zakladnim dilem tzv. logicismu. Pokouseli se propojit ma-
tematiku s logikou. Velky ohlas vSak jejich kniha neméla.

David Hilbert teorii mnozin hajil. Ve stati Uber das Unendliche?® z roku 1925
napsal (druhd véta tohoto dryvku byvéa éasto citovdna):

Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlufweisen wollen wir, wo immer nur
die geringste Aussicht sich bietet, sorgfaltig nachspiiren und sie pflegen, stiitzen
und gebrauchsfihig machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll
uns niemand vertreiben kénnen. (str. 170)

Rada matematiki, logikii a filozoft se v prvnich tfech desetiletich 20. stoleti
trapila situaci, v niz se ocitla teorie mnozin po objevu antinomii, mnozi Fesili
problémy axiomatizace jednotlivych disciplin a celé matematiky, diskutovali
otazky exaktniho budovani zékladd matematiky, matematického poznavani
a matematické jistoty.?”

23 Veit & Comp., 1914, viii+-476 stran, reprint vysel roku 1949 v New Yorku. V knize je
na strané iii vytisténo toto vénovani: Dem Schéopfer der Mengenlehre Herrn Georg Cantor in
Mengenlehre (285 stran), tfeti roku 1935, reprint vySel roku 1944 v New Yorku, anglicky
preklad roku 1957.

24 J. Springer, Berlin, 1919, iv+155 stran, druhé vydani je z roku 1923 (ix+4251 stran), tieti
z roku 1928 (424 stran), reprint z roku 1946. Dalsimi Fraenkelovymi knihami jsou Abstract Set
Theory (1953), Foundations of Set Theory (1958).

25 Naptiklad vyznamny némecky matematik a fyzik Hermann Weyl (1885-1955), autor
slavné knihy Raum. Zeit. Materie. Vorlesungen iber allgemeine Relativitdtstheorie (1918),
publikoval roku 1921 ¢lanek Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik (Mathematische
Zeitschrift 10(1921), 37-79).

26 Mathematische Annalen 95(1925), 161-190; francouzsky pteklad: Acta Mathematica
48(1926), 91-122.

27 Naptiklad vynikajici matematik Otto Hoélder vydal roku 1914 stat Die Arithmetik
in strenger Begrindung (Programmabhandlung der philosophischen Fakultdt, Leipzig, 1914,
iv+74 stran, 2. vydéni: Berlin, 1929) a o deset let pozdéji obséhly spis Die Mathematische Me-
thode. Logisch erkenntnistheoretische Untersuchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik
und Physik (J. Springer, Berlin, 1924, x+563 stran).
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Postupné prevladlo presvédcéeni, ze nejlepsim vychodiskem z krize bude
exaktni vybudovani teorie mnozin jako pfisné axiomatické teorie. Tak se v letech
1904 az 1921 zrodil axiomaticky systém Zermelav-Fraenkeltv, ktery vytvorili
Ernst Zermelo (1871-1953) a Adolf Fraenkel.?®

Na axiomaticky systém byly kladeny dva zcela zasadni pozadavky: uplnost
a bezespornost:

— O pravdivosti jakéhokoli tvrzeni tykajictho se pojmt dané teorie lze
rozhodnout na zékladé vychoziho systému axiomi. Jakékoli takové
tvrzeni lze tedy bud dokézat nebo vyvratit.

— Nelze dojit ke sporu, tj. neni mozno dokazat dvé tvrzeni, kterd by si
navzajem odporovala.

Ve stejné dobé zformuloval David Hilbert program smétujici k formalizované,
exaktni vystavbé matematiky a prokadzani jeji bezespornosti. Své zakladni
ideje (tzv. Hilbertiv program) publikoval zejména v é&lancich Neubegrindung
der Mathematik: Erste Mitteilung?® a Uber das Unendliche.?® Se svym zdkem
Wilhelmem Ackermannem (1896-1962) vydal roku 1928 ttlou knizku Grundzige
der theoretischen Logik (viii+120 stran), v niz byl podan soubor axiomt
a dedukéni pravidla predikatového poctu — problémem bylo, zda je tento logicky
kalkul tplny, tj. zda je kazd4 obecné platnd formule dokazatelns.3!

V zafi roku 1930 vSak rakousky matematik a logik Kurt Godel (1906-1978)
oznamil v diskusi na konferenci v Kralovci své vyznamné vysledky, které pak
publikoval v praci Uber formal unentscheidbare Sditze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme 1.3? Popularné je miizeme piiblizit takto:

Filozof Moritz Geiger (1880-1937) publikoval roku 1924 spis nazvany Systematische Aziomatik
der euklidischen Geometrie (Filser, Augsburg, 1924, xxiii+271 stran).

Hermann Weyl sepsal prehledny c¢lanek Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft
(In A. Baeumler, M. Schréter (ed.): Handbuch der Philosophie, Miinchen und Berlin, 1926,
4. Lieferung, Abt. ITA, 162 stran).

Filozof Felix Kaufmann (1895-1949) publikoval roku 1930 spis Das Unendliche in der Mathe-
matik und seine Ausschaltung (Franz Deuticke, Leipzig und Wien, 1930, x+203 stran, na
stranach 198 az 203 je bohaty seznam literatury).

28 Poznamenejme, 7ze v letech 1937 az 1954 byl koncipovan druhy takovy axiomaticky
systém, Godeluv-Bernaystv, jehoz autory jsou Kurt Godel (1906-1978) a Paul Bernays (1888—
1977). Oba tyto axiomatické systémy jsou ekvivalentni: plati-li néjaké tvrzeni v jednom z nich,
plati i ve druhém.

29 Abhandlung aus dem Seminar der Hamburgischen Universitit 1(1922), 157-177. Viz
téz jeho ¢lanek Die logischen Grundlagen der Mathematik, Mathematische Annalen 88(1923),
151-165.

30 Mathematische Annalen 95(1925), 161-190.

31 Poznamenejme, ze D. Hilbert a P. Bernays vydali v letech 1934 a 1939 dvoudilnou
monografii Grundlagen der Mathematik (4714498 stran), v niz rozpracovali své myslenky
o formalizaci matematiky. 2. vydani je z roku 1968.

32 Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38(1931), 173-198. Cesky pieklad je otistén na
stranach 168-205 knihy Kurt Gddel, kterou editovali J. Malina a J. Novotny (Brno, 1996, 268
stran). Najdeme v ni fadu dalsich informaci a bibliografickych odkazu.
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— Kazda bezesporné teorie obsahujici aritmetiku (napf. teorie mnozin)
obsahuje nerozhodnutelné tvrzeni.

— Nelze dokazat bezespornost teorie v ramci jejiho formalismu.

Tim vzaly za své pozadavky na uplnost a bezespornost axiomatickych
systému. Hilbertiv program se ukazal jako neuskutecnitelny. Pfesto vyznamné
prispél ke zcela zdsadnim tvahdm o exaktni vystavbé matematiky. Tteti krize
matematiky pfekonana nebyla a pfekonana ani byt nemize. Hermann Weyl roku
1946 v c¢lanku Mathematics and Logic. A brief survey serving as preface to
a review of The Philosophy of Bertrand Russell®® napsal:

From this history one thing should be clear: ... we are less certain than ever
about the ultimate foundations of (logic and) mathematics. Like everybody and
everything in the world, we have our ‘crisis’. We have had it for nearly fifty
years. Outwardly it does not seem to hamper our daily work, and yet I for one
confess than it has had a considerable, practical influence on my mathematical
life: it directed my interests to fields I considered relatively ‘safe’, and has been
a constant drain on the enthusiasm and determination with which I pursued my
research work. This experience is probably shared by other mathematicians who
are not indifferent to what their scientific endeavours mean in the context of
man’s whole caring and knowing, suffering and creative existence in the world.
(str. 13)

1.6 Algebra

Algebra jako matematickd disciplina byla ptivodné zaméfena na feSeni rovnic.
Jeji pocatky lze vysledovat jiz ve starém Egypté a Mezopotamii v dobé pied
Ctyfmi tisici lety, o néco pozdéji téz ve staré Ciné a Indii. V téch starych
dobach jesté neexistovaly ,rovnice” v dnesnim slova smyslu, tj. formalni zapisy
vyuzivajici néjakou, t¥eba jen velmi primitivni symboliku. Tehdejsi poc¢tari resili
slovni 1lohy vedouci na rovnice nebo na jejich soustavy peclivé naucenymi
postupy, jez dnes miiZeme vystizné oznacit jako algoritmy. Uspésné pocitali
fadu uloh, které mnohdy odpovidaji llohdm soucasné skolské matematiky, jindy
jsou dokonce podstatné tézsi. Jejich pocetni metody pomérné presné odpovidaji
nasim obratlim uzivanym pii feSeni rovnic.

Ulohy vedouci na linedrni rovnice byly FeSeny jiz ve starém Egypté a Me-
zopotamii, tlohy vedouci na soustavy linearnich rovnic ve staré Ciné. V Mezo-
potamii se tehdejsi poctafi dobfe vyrovnali i s tlohami, které je mozno Tesit
kvadratickou rovnici, resp. nékterou specialni rovnici vyssiho stupné. K rozvoji
algebry pozdéji vyznamné prispéli zejména arabsti matematici; z ndzvu jednoho
spisu al-Chwérizmiho (asi 780 aZz 850) vznikl nézev algebra. V prvni poloving
16. stoleti se s rovnicemi tfetiho a ¢tvrtého stupné vyporadali italsti matematici;
ziskané vysledky publikoval souhrnné Geronimo Cardano (1501-1576) v knize
Ars Magna z roku 1545 (mimo jiné tzv. Cardanovy vzorce). Témér t¥i stoleti se

33 American Mathematical Monthly 53(1946), 1-13.
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pak fada matematikil netispésné pokousela nalézt obdobné konstruované vzorce
pro fefeni algebraické rovnice patého stupné.3*

V sedmnéactém stoleti byl rozpoznan vyznam algebry pro geometrii (R. Des-
cartes, 1596-1650, P. de Fermat, 1601-1665) — zrodila se analytickd geometrie.
Jeji zékladni myslenkou je vyjadfeni kiivek a ploch algebraickymi rovnicemi,
které popisuji vztahy soufadnic bodd téchto utvari v néjakém soutadnicovém
systému. Na tyto predstavy bezprostfedné navazala algebraickd geometrie stu-
dujici algebraické kiivky a plochy. Rozvoj analytické geometrie dal fadu pod-
néti diferencidlnimu a integralnimu poétu (J. Kepler, 1571-1630, R. Descartes,
P. de Fermat, B. Cavalieri, 1598-1647, E. Torricelli, 1608-1647, Ch. Huygens,
1629-1695, ..., a posléze I. Newton, 1643-1727, a G. W. Leibniz), ktery byl téz
nazyvan ,algebraickou analyzou“ (analyse algébrique).

Zcela zasadni vysledky v algebie piineslo devatenacté stoleti. Byla dokazana
tzv. Zdkladni véta algebry (C. F. Gauss), zanedlouho poté byl vyfesen problém
algebraického FeSeni algebraickych rovnic (Feseni v radikalech). Nejprve byla
dokézéna nefesitelnost obecné rovnice patého stupné (N. H. Abel, 1802-1829),
vzapéti byla nadértnuta teorie postihujici veskeré pfipady (Galoisova teorie,
E. Galois, 1811-1832). Zodpovézena byla otdzka Fesitelnosti geometrickych tloh
kruzitkem a pravitkem.

V druhé poloviné 19. stoleti se algebra zacala vyrazné ménit. Matematici pra-
covali ¢im dale, tim vice s novymi soubory objekti, jejichz struktura byla po-
dobna struktufe ¢iselnych obord. S prvky téchto soubori bylo mozno ,,pocitat®
podobnym zptsobem jako s ¢isly. Takovato badani vedla k vysetfovani novych
struktur: linedrni asociativni algebry, neasociativni algebry, vektorové prostory,
grupy, télesa, okruhy, obory integrity, idealy atd. V souvislosti s Galoisovou teo-
rii, resp. s problematikou feseni geometrickych tloh kruzitkem a pravitkem se
rozvijelo studium fesitelnych grup, rozsiteni téles, algebraickych a transcendent-
nich ¢isel apod. V tzkém vztahu k teorii ¢isel se matematici vénovali kongruen-
cim, zbytkovym t¥idam, koneénym télesim. Algebra pronikla novym zptsobem
do geometrie v Kleinové Erlangenském programu. Postupné se rodila algebra
abstraktnich struktur.?®

34 Poznamenejme, ze algebraické feseni algebraické rovnice (resp. Feseni algebraické rovnice
v radikdlech) znamend vyjadfit kofen rovnice vzorcem obsahujicim pouze jeji koeficienty
a znaky operaci +, —, -, :, A

35 O vyvoji algebry viz delsi stat J. Becvai: Algebra v 16. a 17. stoleti, in J. Be&var,
E. Fuchs (ed.): Matematika v 16. a 17. stoleti, edice D&jiny matematiky, sv. 12, Prometheus,
Praha, 1999, 161-235. Clanek obsahuje bohatou bibliografii. Viz téz A. N. Kolmogorov,
A. P. Juskevié¢ (red.): Matematika XIX veka. Matematiceskaja logika, Algebra, Teorija cisel,
Teorija verojatnostej, Nauka, Moskva, 1978, 255 stran; anglicky pieklad: Birkh&duser, Basel,
1992, 308 stran; I. Kleiner: A History of Abstract Algebra, Birkhduser, Boston, Basel, Berlin,
2007, xv+168 stran; I. G. Bashmakova, G. S. Smirnova: The Beginnings and FEwvolution
of Algebra, The Mathematical Association of America, Washington, 2000, xvi4+179 stran;
E. Scholz (Hrsg.): Geschichte der Algebra, BI-Wissenschaftsverlag, Mannheim, Wien, Ziirich,
1990, viii+506 stran; J. J. Gray, K. H. Parshall (eds.): Episodes in the History of Modern
Algebra (1850-1950), American Mathematical Society, London Mathematical Society, 2007,
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2 Neékolik ucéebnic algebry druhé poloviny 19. stoleti
2.1 Joseph Alfred Serret

Francouzsky matematik Joseph Alfred Serret (1819-1885) absolvoval roku
1840 pafizskou Ecole Polytechnique, potom slouzil u délostielectva, od roku
1848 piisobil na Ecole Polytechnique a od roku 1849 na Sorbonné. Roku 1860 se
stal ¢lenem pafizské akademie. O rok pozdé€ji byl jmenovan profesorem nebeské
mechaniky na College de France v Pafizi, v letech 1863 az 1871 pfednésel
na Sorbonné. Od roku 1873 pracoval v Bureau des Longitudes (doslova Utad
zemépisnych délek, Francouzsky astronomicky institut).

J. A. Serret byl vSestrannym matematikem. Pracoval zejména v matematické
analyze, diferencidlni geometrii (zndmé jsou tzv. Frenetovy-Serretovy vzorce
tykajici se prostorovych kiivek), algebfe, aritmetice a teorii ¢isel, mechanice
a astronomii. Na Sorbonné prednésel jako prvni o Galoisové teorii, dal né-
které podnéty k rozvoji teorie grup. Napsal ucebnice Traité de trigonométrie
(1850), Traité d’arithmétique (1852), Eléments de trigonométrie a l'usage des
arpenteurs (1853) a dvoudilny Cours de calcul différentiel et intégral (1868,
xiii+618+xii+731 stran, 6. vydani je z roku 1911, némecky preklad z roku 1884-
85, 8. vydani z roku 1924), editoval Oeuvres de Lagrange (1867—1877) a Traité
de calcul différentiel de Lacroiz (1867).3

Velmi oblibend Serretova ucéebnice Cours d’algébre supérieure [Se] byla
studovana vice nez osm desetileti. Poprvé vysla roku 1849 v jednom svazku
0 400 stranach. Jeji tfeti vydani z roku 1866 mé ve dvou svazcich jiz témér
1350 stran, sedmé, stejné obsahlé francouzské vydani je z roku 1928. Némecky
preklad Handbuch der hoheren Algebra vySel roku 1868 zpracovany Georgem
Wertheimem (1857-1939) rovnéz ve dvou svazcich (viii4-508+viii4+-540 stran)
a znovu v letech 1878 a 1879. Ruskéa verze je z roku 7777, dotisk vysel roku 1910.

Z tvodu némeckého vydani z roku 1868 ocitujeme zajimavou pasaz charakte-
rizujici algebru tak, jak byla v druhé poloviné 19. stoleti vniména.

Die Algebra hat es wesentlich mit der Analysis der Gleichungen zu thun;
die verschiedenen besonderen Theorien, die sie enthdlt, beziehen sich sammitlich
mehr oder weniger gerade auf diesen Gegenstand. Von diesem Gesichtspunkte
aus lassen sich drei ganz verschiedene Theile der Algebra unterscheiden:

1. Die allgemeine Theorie der Gleichungen, d.i. die Gesammtheit der allen
Gleichungen gemeinsamen FEigenschaften.

2. Die Auflésung der numerischen Gleichungen, d. h. die Bestimmung der
exacten oder Naherungswerthe der Wurzeln einer Gleichung, deren Coefficienten
bestimmte Zahlen sind.

viii+-335 stran; H.-W. Alten, A. Djafari Naini, M. Folkerts, H. Schlosser, K.-H. Schlote,
H. Wuling: 4000 Jahre Algebra. Geschichte. Kulturen. Menschen, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, 2003, xiv+653 stran.

36 Joseph Alfred Serret, Bulletin des sciences mathématiques, 2. série, 9(1885), 123-132.
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3. Die algebraische Auflosung der Gleichungen, d.h. die Bestimmung eines
aus den Coefficienten einer gegebenen Gleichung zusammengesetzten Ausdrucks,
welcher, fir die Unbekannte substituirt, der Gleichung identisch gentigt, mdogen
nun thre Coefficienten numerisch gegeben sein, oder mégen sie, einfach als
bekannt ansehen, unbestimmt gelassen und durch Buchstaben bezeichnet werden.
([Se]-I, str. 1)

Dvoudilné Serretova ucebnice je (v némecké verzi z roku 1868) ¢lenéna do péti
casti, které se dale déli na kapitoly. Dvé ¢asti jsou v prvnim dile, tfi ve druhém.
Obsah i koncepci celé ucebnice dobie vystihuji nazvy jednotlivych ¢asti:

1. Die allgemeinen Eigenschaften und die numerische Auflosung der Glei-
chungen (5-294),
Die symmetrischen Functionen (295-508),
FEigenschaften der ganzen Zahlen (3-172),
Die substitutionen (173-340),
Die algebraische Aufiosung der Gleichungen (341-540).37

AN

V zavérecné kapitole paté ¢asti je vyloZzena problematika algebraickych rovnic
tietiho a ¢tvrtého stupné, algebraického feseni algebraickych rovnic, nemoznosti
algebraického feSeni obecné rovnice stupné vyssiho nez ¢tvrtého a Tesitelnosti
nékterych rovnic vyssich stupni. Jsou zde podany zéklady Galoisovy teorie;
autor vyuzil nékteré vysledky z predchozich kapitol, v nichz se jiz velmi pomalu
rodil pojem grupy.

Die Substitutionen 1,51,Ss,...,5,-1, durch welche man von der Permu-
tation (6) der Wurzeln xg,%1,...,%n—1 2u den v Permutationen (7) ibergeht,
bilden ein conjugirtes System. Mit andern Worten: die v Permutationen (7)
machen eine Gruppe aus. ([Sel-IL, str. 340)

Poznamenejme, ze 4. vydani Serretovy ucebnice Cours d’algébre supérieure
citoval Véaclav Rehofovsky (1849-1911) v knize Theorie soumérnych funkei
korentu z roku 1883. Ta méla byt prvnim dilem ucebnice Zdkladové wvyssi
algebry Eduarda Weyra (1852-1903) a Vaclava Rehofovského. K napsani dalgich
svazkl vSak nedoslo. Eduard Weyr citoval Serretovu ucebnici algebry v ¢lanku
O integrovdni raciondlnych differencidli.>®

2.2 Camille Marie Ennemond Jordan

Francouzsky matematik Camille Jordan (1838-1922) studoval na Ecole Po-
lytechnique a na hornické skole v Pafizi, kterou roku 1861 absolvoval. V letech

37 Kniha bohuzel nemé rejstiik.

38 (Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 11(1882), 125-137. Poznamenejme, ze
Ed. Weyr vice nez vyuzil Serretovu ucebnici analyzy (a dalsi knihy) pfi sepisovéni své knihy
Pocet differencidlny z roku 1902 — viz J. Be¢var a kol.: Eduard Weyr 1852-1903, edice Déjiny
matematiky, sv. 2, Prometheus, Praha, 1995, 196 stran a 24 obrazovych priloh. O vSestrannych
aktivitach ¢eské matematické obce viz M. Beévaiova: Ceskd matematickd komunita v letech
1848 az 1918, edice Déjiny matematiky, sv. 34, Matfyzpress, Praha, 2008, 355 stran.
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1861 az 1873 pracoval jako batisky inZenyr, roku 1873 se na Ecole Polytech-
nique stal repetitorem a o tfi roky pozdéji profesorem; penzionovan byl roku
1912. V letech 1883 az 1912 vyucoval téz na College de France. Roku 1881 se po
Michelu Chaslesovi (1809-1880) stal ¢lenem Institute de France (Académie des
Sciences, Akademie véd v Pafizi); roku 1895 byl jejim viceprezidentem a roku
1916 prezidentem. Od roku 1895 byl clenem Petrohradské akademie. V letech
1885 az 1922 vedl Journal de mathématiques pures et appliquées.

Vénoval se zejména algebre, teorii ¢isel, teorii redlnych funkci, geometrii,
topologii a krystalografii. Sepsal t¥idilnou uéebnici Cours d’analyse de I’Ecole
Polytechnique (1882 az 1887), kterd byla velmi cenéna. Jeho jméno nesou
Jordanova-Hélderova véta o kompozi¢nich fadach, Jordantv kanonicky tvar,
Jordanova mira a Jordanova kiivka.>’

Jordanova rozsahla monografie Traité des substitutions et des €équations
algébriques [Jo] byla vydand v Pafizi roku 1870 (xviii+-667 stran). M& ¢tyfi
éasti, které se déle déli, kromé ¢asti prvni, na kapitoly, ty dale na paragrafy a ty
jesté na odstavce. Uvedeme jen nazvy ¢tyf hlavnich ¢éasti a dilé¢ich kapitol.

1. Des congruences (1-18),

2. Des substitutions (Des substitutions en général, Des substitutions liné-
aires) (19-249),

3. Des irrationnelles (Généralités, Applications algébriques, Applications
géométriques, Applications a la théorie des transcendantes) (251-382),

4. De la résolution par radicaux (Conditions de résolubilité, Réduction
du probléme A, Réduction du probléeme B, Réduction du probléme C,
Résumé, Groupes a exclure, Indépendance des groupes restants) (383—
662).

V tvodu své monografie C. Jordan napsal:

Le probléeme de la résolution algébrique des équations est l'un des premiers
qui se soient imposés aux recherches des géométres. Dés les débuts de I’Algébre
moderne, plusieurs procédés ont €t€ mis en avant pour résoudre les équations
des quatre premiers degrés: mais ces diverses méthodes, isolées les unes des
autres et fondées sur des artifices de calculs, constituaient des faits plutot qu’une
théorie, jusqu’au jour ot Lagrange, les soumettant a une analyse approfondie,
sut déméler le fondement commun sur lequel elles reposent et les ramener a une
méme methode véritablement analytique, et prenant son point de départ dans la
théorie des substitutions. ([Jo], str. v)

Celd Jordanova kniha je prosycena grupami; to bylo na tehdejsi dobu
zcela neobvyklé. Definice grupy substituci je jiz na pocatku druhé casti,

39 Viz H. Villat: Camille Jordan, Journal de mathématiques pures et appliquées, sér. 9,
1(1922), I-1V; A. Buhl: Camille Jordan, L’Enseignement Mathématique 22(1921-1922), 214—
218; E. Picard, E. Bertin: Nachruf auf Camille Jordan, Comptes Rendus de 1’Académie des
Sciences, Paris, 174(1922), 209-211.
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o nékolik stranek dél jsou ve velmi srozumitelné podobé uvedeny Lagrangeova®

a Cauchyova véta:

On dira qu’un systéme de substitutions forme un groupe (ou un faisceau) si
le produit de deux substitutions quelconques du systeme appartient lui-méme au
systéme. ([Jo], str. 22)

Si le groupe H est contenu dans le groupe G, son ordre n est un diviseur
de N, ordre de G. ([Jo], str. 25)

Réciproquement, si p est un mombre premier, tout groupe dont l’ordre est
divisible par p contiendra une substitution d’ordre p. ([Jo], str. 26)

Uvedme jesté zajimavou ukdzku — dvé véty obsahujici ekvivalentni podminky
fesSitelnosti algebraické rovnice v radikalech; uvedeny jsou ve c¢tvrté casti
Jordanovy monografie:

Pour qu’une équation soit résoluble par radicauz, il faut et il suffit que sa
résolution se rameéne a celle d’une suite d’équations abéliennes de degré premier.

([Jo], str. 386)

Pour qu’une équation soit résoluble par radicauz, il faut et il suffit que ses
facteurs de composition soient tous premiers. ([Jo], str. 387)

Jordanova monografie vyrazné napomohla rozsifeni a uznani Galoisovych
myslenek obsazenych v jeho praci Mémoire sur les conditions de résolubilité
des équations par radicauz, kterou publikoval Joseph Liouville (1809-1882) roku
1846, tj. ¢trnact let po Galoisové smrti, v jedendctém svazku ¢asopisu Journal de
mathématiques pures et appliquées.! Dala zcela zdsadni podnéty ke studiu grup
substituci (permutaci), i grup abstraktnich.? R4zné vykroéila ke dvacatému
stoleti, k algebre struktur.

2.3 Ludwig Matthiessen

Ludwig Matthiessen (1830-1906), ktery pusobil jako uditel na gymnéziu v Hu-
sumu a pozdéji jako profesor matematiky na univerzité v Rostocku, vydal roku
1878 v Lipsku rozsdhlou knihu nazvanou Grundzige der antiken und modernen
Algebra der litteralen Gleichungen [Ma] (xvi+1001 stran, druhé vydani je z roku
1896).

Monografie [Ma] je rozdélena na osm ¢asti, které se dale ¢leni na 42 kapitol
a ty dale na 376 paragrafi. Podrobny obsah zaujima 12 stran. Nazvy vSech osmi
Casti pomérné vystizné charakterizuji obsah i zaméfeni celé knihy:

40V Jordanové monografii je proti titulnimu listu pékna Lagrangeova podobizna.

41 J. Liouville tento asopis roku 1836 zalozil a vedl jej az do roku 1874. Staral se o to, aby
v ném vychazely zasadni a aktudlni prace téch nejlepsich matematikt.

42 O vzniku a vyvoji teorie grup viz H. Wussing: Die Genesis des abstrakten Gruppen-
begriffs. Ein Beitrag zur Entstehung der abstrakten Gruppentheorie, VEB, Berlin, 1969;
anglicky preklad: The Genesis of the Abstract Group Concept. A Contribution to the History
of the Origin of Abstract Group Theory, Cambridge, Mass., London, England, 1984, 331 stran.
Viz téz B. M. Kiernan: The development of Galois theory from Lagrange to Artin, Archive for
History of Exact Sciences 8(1971), 40-154.
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1. Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Gleichungen mit einer Un-
bekannten (1-23),

2. Von den Transformationen der Gleichungen und den symmetrischen
Functionen der Wurzeln (24-153),

3. Directe Auflosung particulirer Gleichungen (154-236),

4. Directe Aufiosung der Gleichungen von den ersten vier Graden durch
Substitution (237-788),

5. Directe Auflosung der Gleichungen von den ersten vier Graden durch
Combination (789-878),

6. Von der Auflosung der Gleichungen der ersten vier Grade mit Hilfe
goniometrischer Functionen (879-920),

7. Von den geometrischen Constructionen der Wurzeln der algebraischen
Gleichungen (921-963),

8. Die Gesammilitteratur der Algebra der Gleichungen (964-1001).

Matthiessenova kniha obsahuje obrovské mnozstvi materidlu. Velmi podrobné
prezentuje fadu vysledkd, postupt a metod, k nimz lidstvo dospélo v minulych
stoletich. Uvadi Cetné historické poznamky, zajimavé uryvky z puvodnich
praci a prislusné komentafe. Do znacné miry charakterizuje chapani algebry
v sedmdesatych letech 19. stoleti. Kniha ma dnes zna¢ny historicky vyznam.

Poznamenejme pro zajimavost, ze ve Skolnim roce 1878/79 tuto knihu
zakoupila knihovna c. k. éeskych vyssich realnich gkol v Praze (viz titulni list
v priloze).

Uvedme jesté, ze ve stejném roce byla v Casopisu pro péstovani mathematiky
a fysiky uvefejnéna recenze FrantiSka Josefa Studnicky (1836-1903), profesora
matematiky na prazské univerzité, na druhé, rozsifené vydani Matthiessenovy
knihy Schlissel zur Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen
Arithmetik und Algebra von Heis.*® F. J. Studnicka citoval Matthiessenovu
knihu [Ma] napt. ve svém ¢lanku O nejjednodussim eseni rovnic kubickych.**
O Matthiessenové dile tedy u nas patrné bylo dobré povédomi.

2.4 Diedrich August Klempt

Diedrich August Klempt, ucitel na realce v Rostocku, vydal roku 1880
v Lipsku ucebnici Lehrbuch zur Einfihrung in die moderne Algebra. Mit einigen
hundert Beispielen [Kl] (xii4+260 stran). V jejim tivodu mimo jiné napsal:

Wihrend die dltere Algebra sich vorzugsweise mit der Aufgabe beschdftigt, die-
jenigen Werthe einer Funktion zu finden, fir welche dieselbe verschwindet, sucht
die neuere Algebra Figenschaften der Funktionen zu entdecken und betrachtet

43 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 7(1878), 183. T¥eti vydani této knihy je
z roku 1886 (Du Mont-Schaumburg, Koln, xvi+610+vi+546 stran).
44 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 22(1893), 193-201.
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die Kenntniss der Zahlwerthe der Wurzeln als etwas Nebensdchliches. ... Im
Laufe weniger Jahrzehnte eroberten unsere ersten Forscher ein sehr ausgedehntes
Reich fur die Algebra und ihre Bedeutung ist in stetem Wachsthum begriffen.
Deshalb ist es fiir den Studirenden der Mathematik nothwendig geworden, sich
maglichst bald mit den wichtigsten Principien derselben vertraut zu machen,
ja es ist sogar winschenswerth, dass den Studirenden bereits in dem ersten
Semester Gelegenheit geboten werde, die Hauptsdtze und die vorziglichsten
Denkoperationen der modernen Algebra kennen zu lernen, um dann mit besserem
Verstiandniss an die Gbrigen Disciplinen zu gehen. ([K1], str. iii)

Kniha je rozdélena na devét Gasti, které jsou dale podrobné ¢&lenény (az
na 149 paragrafll); podrobny obsah knihy je uveden na Sesti stranach. Nézvy
jednotlivych ¢asti pomérné presné naznacuji obsah i koncepci celé Klemptovy
knihy:

1. Combinatorik (1-47),
Determinanten (47-147),
Lineare Gleichungen und Funktionen (148-183),

Homogene lineare Funktionen zweiten Grades (183-205),

ot W

Allgemeine Sdtze iber ganze algebraische Funktionen nten Grades mit
einer Verdnderlichen (205-228),

Symmetrische Funktionen der Wurzeln (229-244),
Elimination (244-248),

Die Discriminante (249-253),

Kanonische Formen (254-260).

S

Velkou prednosti ucebnice jsou ¢etné priklady a tlohy, které doplnuji vyklad
a napomahaji dobrému pochopeni latky. Patrné se zde projevila zkusenost
autora, stfedoskolského ucitele.

V souvislosti s permutacemi se hned na zacatku knihy objevil termin grupa,
ale viceméné jen ve smyslu skupina:

Man schreibe erst alle Permutationen hin, die das Element a1 als erstes Ele-
ment enthalten, dadurch bekommt man eine Gruppe von so viel Permutatio-
nen, als die (n — 1) Elemente as .. .a, tberhaupt zulassen. Dann schreibe man
alle Permutationen hin, die as als Anfangselement enthalten. Es entsteht eine
Gruppe von so viel Permutationen, als die (n—1) Elemente ajas . ..a, zulassen.
So fahre man fort bis a,, incl. Man erhdlt so n Gruppen. ([Kl], str. 2)

V podobném duchu se setkdvame s ,grupou“ i v partii o symetrickych
funkcich:

... Bedienen wir uns des Ausdruckes Gruppe fir ein beliebiges der Aggregate
b1 Y w1, b2 > a3xy ..., so bemerken wir leicht, dass jede Gruppe wieder eine
symmetrische Funktion der Wurzeln ist und dass die Aufgabe, ® zu berechnen,
auf die Aufgabe zurickgefihrt ist, jede Gruppe zu berechnen. ([Kl], str. 237)
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3 Heinrich Martin Weber a jeho ucéebnice

H. Weber se narodil 5. brezna 1842 v Heidelbergu. Od roku 1860 studoval
na univerzitdach v Heidelbergu a Lipsku, roku 1863 promoval v Heidelbergu,
pak odesel do Konigsbergu (Kralovec, Kaliningrad), kde si rozsifoval znalosti
u Franze Ernsta Neumanna (1798-1895) a Friedricha Julia Richelota (1808-
1875). Sepsal zde svoji habilita¢ni praci.

Roku 1866 se H. Weber habilitoval na univerzité v Heidelbergu. V nésledu-
jicich letech ptisobil na fadé mist: polytechnika v Curychu (1869-1875), uni-
verzita v Konigsbergu (1875-1883), technika v Berliné-Charlottenburgu (1883),
univerzita v Marburgu (1884-1892) a univerzita v Gottingen (1892-1894). Od
roku 1895 piisobil v Strassburgu, ktery tehdy patiil Némecku.*® Roku 1904 ¥idil
3. mezinarodni kongres matematik v Heidelbergu. Zemfel 17. kvétna 1913 ve
Strassburgu.#® Heinrich Weber byl vestranné orientovanym matematikem. Vé-
noval se zejména algebfe a teorii ¢isel, matematické analyze a jejim aplikacim ve
fyzice. Se svym zakem Josefem Wellsteinem (1869-1919) sepsal rozsahlé t¥isvaz-
kové dilo nazvané Enzyklopadie der Elementar-Mathematik [WW], které poprvé
vyslo v letech 1903 az 1907. Bylo Siroce vyuzivané, dockalo se nékolika dalsich
vydani. S Richardem Dedekindem vydal roku 1892 Gesammelte mathematische
Werke Bernharda Riemanna. Prepracoval téz Riemannovy prednasky z mate-
matické fyziky a vydal je roku 1900/01 pod ndzvem Differentialgleichungen und
thren Anwendungen in der Physik.

Poznamenejme pro zajimavost, ze H. Weber publikoval roku 1906 c¢lanek
Elementare Mengenlehre.*” V 64 letech tedy sepsal pojednani o nové discipling.

Roku 1893 publikoval H. Weber v ¢asopise Mathematische Annalen vyznam-
nou praci nazvanou Die allgemeinen Grundlagen der Galois’schen Gleichungs-
theorie [We]. Podal v ni obecny vyklad Galoisovy teorie, ktery je povazovan za
jeji prvni moderni prezentaci. V iivodu napsal:

Im Folgenden ist der Versuch gemacht, die Galois’sche Theorie der algebrai-
schen Gleichungen in einer Weise zu begriinden, die soweit méoglich alle Fdlle
umfasst, in denen diese Theorie angewandt worden ist. Sie ergiebt sich hier
als eine unmittelbare Consequenz des zum Korperbegriff erweiterten Gruppen-
begriffs, als ein formales Gesetz ganz ohne Riicksicht auf die Zahlenbedeutung

45 Do francouzsko-némecké valky (1870-1871) a od konce prvni svétové valky patiil Francii.

46 Vig Festschrift Heinrich Weber zu seinem siebzigsten Geburtstag am 5. Mdrz 1912,
New York, 1971; F. Rudio: Nekrolog. Heinrich Weber (1842-1913, Mitglied der Gesellschaft
seit 1870. Ehrenmitglied seit 1896), Naturforschende Gesellschaft (Ziirich) 58(1913), 437-453,;
A. Voss: Heinrich Weber, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 23(1914),
431-444; G. Frei: Heinrich Weber and the emergence of class field theory, in The History
of Modern Mathematics I, MA, Boston, 1989; G. Frei: Heinrich Weber (1842-1913), in
D. Rauschning et al. (eds.): Die Albertus-Universitat zu Kéonigsberg und ihre Professoren. Aus
Anlass der Grindung der Albertus-Universitdt vor 450 Jahren, Duncker & Humblot, Berlin,
1995, 509-520; N. Schappacher, K. Volkert: Heinrich Weber; un mathématicien a Strasbourg,
1895-1918, L’Ouvert 89(1997), 1-18.

47 Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 15(1906), 173-184.

112



der verwendeten Elemente. Diese Begriindung ist hiernach also auch ganz un-
abhdngig von dem Fundamentalsatz der Algebra tber die Wurzelexistenz. Die
Theorie erscheint bei dieser Auffassung freilich als ein reiner Formalismus, der
durch Belegung der einzelnen Elemente mit Zahlwerthen erst Inhalt und Leben
gewinnt. ...

Ich beginne, um vollstindig klar zu sein, mit einer genauer Begriffsbestim-
mung des Gruppen- und Korperbegriffs ... ([We], str. 521)

Cely vyklad je roz¢lenén do sedmi paragraft, jejichz obsah je dobfe vysti-
zen nazvy: Gruppen, Korper, Formenkérper, Congruenzkérper, Der Satz von
Lagrange, Die Galois’sche Theorie, Endliche und unendliche Kérper.

Roku 1895 vysel prvni dil rozséhlé Weberovy ucebnice Lehrbuch der Algebra.
V tivodu se autor odvolal na vyvoj algebry v poslednich desetiletich a zdavodnil
tak potifebu nové, modernéji pojaté ucebnice oproti dosud uzivané vyborné knize
Serretové. Kratce popsal zamétreni obou dilt:

Der erste Band enthdlt den elementaren Theil der Algebra, den man mit einem
hergebrachten Ausdruck als Buchstabenrechnung bezeichnen kann, sodann die
Vorschriften tiber die numerische Berechnung der Gleichungswurzeln und die
Anfinge der Galois’schen Theorie.

Der zweite Band ... soll die allgemeine Theorie der endlichen Gruppen, die
Theorie der linearen Substitutionsgruppen und Anwendungen auf verschiedene
einzelne Probleme bringen und soll abschliessen mit der Theorie der alge-
braischen Zahlen, wo der Versuch gemacht ist, die verschiedenen Gesichtspunkte,
unter denen diese Theorie bisher betrachtet worden ist, zu vereinigen. ([W]-I-
1898, str. vi)

Prvni dil Weberovy uéebnice (2. vydéni) sestava ze tii éasti (které se dale déli
na 18 oddilt):

1. Die Grundlagen (23-267),
2. Die Wurzeln (269-488),
3. Algebraische Grissen (489-703).

V tvodu 17. oddilu nazvaného Algebraische Auflosungen von Gleichungen
Heinrich Weber napsal:

FEine der dltesten Fragen, an der sich vorzugsweise die neuere Algebra entwic-
kelt hat, ist die nach der sogenannten algebraischen Aufiésung der Gleichungen,
worunter man eine Darstellung der Wurzeln einer Gleichung durch eine Reihe
von Radicalen, oder die Berechnung durch eine endliche Kette von Wurzelzie-
hungen versteht. Auf diese Frage fallt von der Gruppentheorie das hellste Licht.
([W]-I-1898, str. 644)

Napriiklad zde dokazal, Ze alternujici grupa je jednoducha, tj. vysledek,
ktery je nezbytny pro zjiSténi nefesSitelnosti rovnice 5. stupné. Dtkaz uvedl
nasledujicim odstavcem:
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Wir wollen nun nachweisen, dass, wenn n grésser als 4 ist, die alternirende
Gruppe ausser der Einheitsgruppe tberhaupt keine normalen Theiler hat, oder
nach der friher eingefiihrten Bezeichnung einfach ist. Darauas folgt dann, dass
die Bedingung, die wir fir die algebraische Auflosbarkeit einer Gleichung als
nothwendig gefunden haben, fir die Gleichungen von hoherem als dem vierten
Grade, deren Gruppe die symmetrische oder die alternirende ist, nicht erfillt
ist, und dass also Gleichungen von héherem als dem vierten Grade, so lange
die Coéfficienten unabhdngige Variable sind, nicht mehr algebraisch lésbar sind.
([W]-1-1898, str. 649)

Druhy dil je pfimo prosycen grupami; jeho ¢tyii casti se dale déli na 25 oddili:

1. Gruppen (1-160),

2. Lineare Gruppen (161-347),

3. Anwendungen der Gruppentheorie (349-550),
4. Algebraische Zahlen (551-844).48

Teprve v druhém dilu H. Weber uvedl definici grupy v obdobné formé jako
ve svém ¢lanku [We] z roku 1893:

Die allgemeine Definition der Gruppe ... lisst uber die Natur dieses Begriffes
noch manches im Dunkel ... In der Definition der Gruppe ist mehr enthalten, als
es auf den ersten Blick den Anschein hat, und die Zahl der moglichen Gruppen,
die aus einer gegebenen Anzahl von Elementen zusammengesetzt werden kénnen,
ist eine sehr beschrankte. Die allgemeinen Gesetze, die hier herrschen, sind erst
zum kleinsten Theile erkannt, so dass jede neue specielle Gruppe, namentlich
bei kleinerer Gliederzahl, ein neues Interesse bietet und zu eingehendem Studium
auffordet.

Welche Gruppen sind zwischen einer gegebenen Zahl von Elementen, d. h.
bei gegebenem Grade tiberhaupt méglich? Das ist die allgemeine Frage, um die
es sich handelt, von deren vollstindiger Lésung wir aber noch weit entfernt
sind. Cayley hat diese Aufgabe zuerst fir die niedrigsten Gradzahlen in Angriff
genommen. ([W]-II-1899, str. 121)

Tteti dil Weberovy ucebnice Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen

(1908)% mé4 tuto strukturu:

1. Analytischer Teil (1-317),
Quadratische Kérper (319-410),
Kompleze Multiplikation (411-560),
Klassenkorper (561-620),
Algebraische Funktionen (621-707),
Tabellen (709-726).5°

BANE R

48 Rejstiik obou dilt je na stranich 845 az 855 druhého dilu.

49 Na paté strané (str. v) je toto vénovani: Richard Dedekind, David Hilbert, Hermann
Minkowski in herzlicher Freundschaft gewidmet.

50 Rejstiik je na stranich 727 az 731.
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Weberova ucebnice [W] byla velmi tspésné, ve druhém vydéni vysla jiz
v letech 1898, 1899. Jako treti dil jejiho druhého vydani vysla roku 1908
Weberova monografie FElliptische Functionen und algebraische Zahlen [Wel]
(ptivodni vydani je z roku 1891). Tteti, resp. ¢tvrté vydani vSech tii svazku
je z let 1961, resp. 2001/02.

Roku 1912 vysla redukovana verze Weberovy algebry v jediném svazku pod
nazvem Lehrbuch der Algebra. Kleine Ausgabe in einem Bande [Wkl| (x+528
stran), druhé vydani je z roku 1921.

Weberova algebra je posledni velkou ucebnici, kterd do znacné miry zachycuje
obraz algebry konce 19. stoleti. Pfestoze jiz pfinesla nové pojmy rodici se
strukturni algebry (grupa, téleso atd.), stéle do zna¢né miry ztistala u stézejniho
tématu minulosti, u polynomii nad realnymi a komplexnimi ¢isly a fesitelnosti
algebraickych rovnic.

Stala se vsak standardnim textem o grupach. Spolu s monografii Theory
of groups of finite order,’* kterou vydal roku 1897 William Burnside (1852
1927),52 inspirovala matematiky dalsich generaci ke studiu teorie grup, jedné
a upevnéni terminologie. Dominovala vice nez tticet let, vyrazné ji prekonala
az dvoudilng van der Waerdenova kniha Moderne Algebra z let 1930 a 1931,
v niz jiz byl prezentovan zcela jiny pohled na algebru.

Poznamenejme pro zajimavost, ze v Casopisu pro péstovani mathematiky
a fysiky zverejnil Eduard Weyr (1852-1903) kratkou recenzi na francouzské
vydéani prvniho dilu Weberovy uéebnice.’* Prostiedni odstavec jeho recenze zni
takto:

Dilo Weberovo wynikd, tak jako Serretovo, nevsedni presnosti a jasnosti
exposice. VyloZziv v Uvodu podstatu soustav ¢isel raciondlnych, irraciondlngjch
a komplexnich, buduje auktor algebru rovnic od elementu, poddvaje téZ theorii
determinanti s nékterymi applikacemi jakoZ i movéjsi vyzkumy Hermite-a,
Sylvestera, Kroneckera a j., a dospivd do zdkladi theorie Galoisovy a k applikaci
jeji na algebraické rteseni rovnic, zvlasté t. zv. Abelovych a specidlné onéch,
Gaussem uvaZovangch, na nichZ zdvisi déleni kruznice na dany pocet stejnych
dili. Vyklad theorie Galoisovy déje se zpiusobem, jehoZ byli Dedekind, Weber
a Kronecker uzili, a jenZ usnadnuje vniknuti do této krdsné a hluboké theorie
presnosti formulace velmi abstraktnich pojma jeji.

51 Cambridge University Press, 1897, xxi+388 stran, 2. vydani: 1911, xxiv+512 stran,
reprint: Dover, New York, 1955.

52 A. R. Forsyth: William Burnside, Journal of the London Mathematical Society 3(1928),
64-80.

53 P¥ipomenme v této souvislosti jesté knihu Substitutionentheorie und ihre Anwendungen
auf die Algebra (B. G. Teubner, Leipzig, viii+290 stran), kterou vydal roku 1882 Eugen Netto
(1846-1919), profesor na univerzité ve Strassburgu. Jeji orientaci na teorii grup dolozime
citdtem ze str. 32: Es wirde daher eine fundamentale Aufgabe der Algebra sein, alle fiir
n Elemente existierenden Gruppen aufzustellen.

54 Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 28(1899), 285.
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4 Weberovi nasledovnici
4.1 Conrad Gustav Bauer, Ludwig Bieberbach

Gustav Bauer (1820-1906) studoval na univerzitdch v Erlangen a Berliné.
Cely zivot pak ptisobil na univerzité v Mnichové; nejprve jako soukromy docent
(1857), potom jako mimoiddny (1865), a posléze jako fadny profesor (1869).5°

O vydéni Bauerovy ucebnice Vorlesungen tiber Algebra [Ba] bylo rozhodnuto
u prilezitosti jeho osmdesatych narozenin. Vydal ji Mnichovsky matematicky
spolek (Mathematische Verein Miinchen) v Teubnerové nakladatelstvi v Lipsku
roku 1903 (vi+376 stran); ve druhém a tfetim vydéni se kniha objevila v letech
1910 a 1921. O vydani se zaslouzil Bauertuv zak Karl Doehlemann (1864-1926).

Gustav Bauer sepsal svou ucebnici na zakladé prednéasek, které konal pro
studenty prvniho a druhého ro¢niku mnichovské univerzity v letech 1870 az
1897. M4 ¢&tyti ¢ésti:

1. Allgemeine Figenschaften der algebraischen Gleichungen (1-105),
2. Algebraische Auflosung der Gleichungen (106-199),

3. Numerische Auflosung der Gleichungen (200-256),

4. Theorie und Anwendung der Determinanten (257-373).%6

Je vénovana ,tradi¢ni algebfe“, neobsahuje v podstaté zadné vétsi naznaky
meéniciho se pojeti této discipliny. Poznamenejme naptiklad, ze se v ni pojem
grupy objevil jen okrajové (str. 155), pojmy télesa a oboru integrity zcela chybi.

Po Doehlemannové smrti prepracoval a modernizoval Bauerovu ucebnici
Ludwig Bieberbach (1886-1982).

Studoval na univerzitdch v Heidelbergu a Go6ttingen. V letech 1913 az 1915
byl profesorem na univerzité v Basileji, v letech 1915 az 1921 ve Frankfurtu nad
Mohanem a v letech 1921 az 1945 na univerzité v Berliné. Vyznamné podporoval
fasisticky rezim; v letech 1936 az 1942 byl redaktorem neblaze proslulého ,arij-

ského“ Gasopisu Deutsche Mathematik. Po valce 7l v tstrani.®”

Bauerova udebnice pfepracovand Bieberbachem (x+334 stran) vySla roku
1928 jako ¢tvrté vydani puvodni ucebnice, ale pod jménem obou autoru. Paté
vydani je z roku 1933 (x+358 stran). Ptivodni ¢lenéni uéebnice se trochu zménilo:

1. Grundlegende Eigenschaften der algebraischen Gleichungen (1-57),
2. Theorie und Anwendung der Determinanten (58-116),
3. Symmetrische Funktionen (117-146),

55 Viz A. Voss: Zur Erinnerung an Gustav Bauer, Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung 16(1907), 54-75; C. von Voit: Nekrolog auf Gustav Bauer, Miinch. Ber.
37(1907), 249-257.

56 Rejstiik je na stranich 374 az 375.

57 H. Grunsky: Ludwig Bieberbach zum Geddchtnis, Jahresbericht der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung 88(1986), 190—205.
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4. Numerische Auflésung der Gleichungen (147-220),
5. Algebraische Auflosung der Gleichungen (221-340),
Anhang: Kettenbriche (341-356).%8

L. Bieberbach se v ivodu 5. vydani vyjadiil o prepracovani Bauerovy knihy
takto:

An der Tendenz des Buches, das eine Darstellung der Theorie der algebrai-
schen Gleichungen geben will, habe ich nichts geindert. Die Belange der abstrak-
ten Gruppen- und Korpertheorie habe ich etwas deutlicher hervortreten lassen,
die numerischen Methoden etwas weiterverfolgt, und manchen schéonen moder-
nen Satz uber die Lage der Gleichungswurzeln aufgenommen. Die Determinanten
und die quadratischen Formen, die lineare Algebra habe ich, ihrer besonderen Be-
deutung wegen, etwas eingehender behandelt, als es dem unmittelbaren Bediirfnis
der Gleichungstheorie entspricht. ([Ba]-1933, str. iv)

Bieberbachova modernizace textu je vidét jiz z toho, ze se pojmy okruhu
a télesa objevily na samém pocatku ucebnice:

Man sagt, eine Menge 9N von Elementen ... bildeten einen Korper, wenn die
folgenden Tatsachen, Kérperaxiome genannt, gelten. Die Korperaxiome zerfallen
in zwei Sorten, die Ringaziome und die eigentlichen Kérperaziome. Gelten nur
die Ringaziome, so heifit M ein Ring. Ein Ring heif$t somit ein Kdrper, wenn
auch die an zweiter Stelle aufgefiihrten eigentlichen Korperaziome gelten. ([Bal-
1933, str. 6) A nésleduji podrobné popsané axiomy télesa, resp. okruhu ([Bal-
1933, str. 6-8).

Pojem grupy byl zaveden v souvislosti s permutacemi, a to v této podobé:

FEine Menge von Substitutionen von n FElementen heifit eine Gruppe, wenn
mit irgend zwei (nicht notwendig verschiedenen) Substitutionen S, T der Menge
stets auch die Produkte ST wund TS der Menge angehiren. Die Anzahl der
Substitutionen heifst die Ordnung der Gruppe. ([Ba]-1933, str. 307)

Die Substitutionsgruppen sind ein Beispiel zum allgemeinen Gruppenbegriff.
. fiir dieses Produkt ab die folgenden Gruppenpostulate erfillt sind.

1. ab ist ein Element von G.

2. Es gilt das assoziative Gesetz
(ab)c = a(be).

3. Sind a und b Elemente aus &, so gibt es genau ein Element x und genau ein
Element y, beide aus &, so daf$ die Gleichungen

za=>

ay=>=
erfillt sind. ([Ba]-1933, str. 309)

58 Rejstiik je na stranach 357 az 358.
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4.2 Maxime Bocher

Maxime Bocher (1867-1918) studoval v letech 1883 az 1888 na Harvardu
a v letech 1888 az 1891 v Gottingen. Pak se vratil na Harvard a od roku 1904
zde pusobil jako profesor. Vyrazné se zaslouzil o rozvoj americké matematiky.
V letech 1909 az 1910 byl prezidentem Americké matematické spole¢nosti.

Pracoval v teorii potencidlu, intenzivné se vénoval diferencidlnim rovnicim,
trigonometrickym radam, matematické fyzice, ale i algebfe a geometrii. Napsal
nékolik oblibenych uéebnic.>”

Roku 1907 vydal M. Boécher uéebnici Introduction to Higher Algebra [BO]
(xi+321 stran). Byla velmi tspé&$né, némecky vysla jiz roku 1910 v piekladu
H. Becka, rusky roku 1933. Dnes bychom ji zafadili k prvnim ucebnicim line-
arni algebry, nebof vénuje velkou pozornost maticim, determinanttm, linedrni
zavislosti, linedrnim rovnicim, linedrnim transformacim, invariantim, bilineér-
nim a kvadratickym formam a jejich geometrickym aspektim. Pojednava rovnéz
o polynomech a jejich rozkladech, symetrickych funkcich, teorii elementarnich
déliteli, ekvivalenci polynomialnich matic a ekvivalenci part bilinedrnich forem.
Presto kniha piinasi fadu poznatki tzv. obecné algebry. Neobsahuje sice pojem
télesa, ale velmi efektivné zavadi pojem grupy. 26. odstavec, ktery je nazvan
Sets, Systems, and Groups, za¢ina témito slovy:

These three words are the technical names for conceptions which are to be met
with in all branches of mathematics. In fact the first two are of such generality
that they may be said to form the logical foundation on which all mathematics
rests. ([Bo], str. 80)

M. Bocher v této souvislosti odkazal ¢tenaie na svij popularni ¢lanek The
fundamental conceptions and methods of mathematics.® Definici grupy podal
velmi moderné, vyuzil axiomaticky pristup:

A system consisting of a set of elements and one rule of combination, which
we will denote by o, is called a group if the following conditions are satisfied:

(1) If a and b are any elements of the set, whether distinct or not, aob is
also an element of the set.

(2) The associative law holds; that is, if a,b,c are any elements of the set,

(aob)oc=uao(boc).

(3) The set contains an element, i, called the identical element, which is such
that every element is unchanged when combined with it,

toa=aot=a.

59 G. D. Birkhoff: The scientific work of Mazime Bécher, Bulletin of the American
Mathematical Society 25(1919), 197-215; W. F. Osgood: The life and services of Mazime
Bécher, tamtéz, 25(1919), 337-350; W. F. Osgood: Mazime Bdécher, tamtéz, 35(1929), 205—
217.

60 Bulletin of the American Mathematical Society 11(1904), 115-135.
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(4) If a 1s any element, the set also contains an element a’, called the inverse
of a, such that
aoa=aod =i.

([Bo], str. 82)61
4.3 Robert Karl Emanuel Fricke

Robert Fricke (1861-1930) studoval od roku 1880 v Géttingen, Berling,
Strassburgu a Lipsku. Promoval roku 1885 v Lipsku u Felixe Kleina (1849-1925),
s nimz pak i nadale spolupracoval. Od roku 1886 pusobil jako ucitel na dvote
prince Albrechta Pruského, od roku 1890 byl profesorem na gymnéziu v Braun-
schweigu. Po habilitaci roku 1892 se stal soukromym docentem na univerzité
v Gottingen a o dva roky pozdéji profesorem na technice v Braunschweigu. Ve
dvacatych letech byl jednim z editori souborného vydani Kleinovych praci a o né-
kolik let pozdéji jednim z editor® souborného vydani Dedekindovych praci.

R. Fricke pracoval zejména v teorii funkci. V letech 1916 a 1922 vydal
dvoudilnou knihu Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen, v niz
podal kratky vyklad Galoisovy teorie. Pozdéji se vyjadril, ze by rad vydal
obsirnou verzi této obdivuhodné teorie. Friedrich Vieweg, vydavatel Weberovy
ucebnice algebry, mu roku 1922 sdélil, ze Weberova kniha bude brzy rozebrana.
R. Fricke tedy sepsal novou tridilnou ucebnici algebry a vydal ji v letech 1924
az 1928 pod nazvem Lehrbuch der Algebra verfafst mit Benutzung vom Heinrich
Webers gleichnamigem Buche [Fr]. Tim jasné naznacil, ze vySel z Weberova
pojeti a Ze si jeho udebnice [W] v4zi.92 V ttvodu napsal:

Im ersten Bande wird man die Einwirkung von Webers Buch vielfach bemer-
ken. Wenn dies auch bei den folgenden Banden kaum im gleichen Mafle der Fall
sein wird, so habe ich doch im Andenken an die verehrungswiirdige Personlichkeit
Heinrich Webers und in Dankbarkeit fir die vielfdltige Belehrung, die ich sei-
nem Buche schulde, kein Bedenken getragen, Webers Namen in den Titel des
vorliegenden Werkes aufzunehmen. ...

. erste Band bringt die Grundlagen der Theorie der algebraischen Gleichun-
gen unter Einschluf8 der Galoisschen Theorie. ... Der zweite Band wendet sich
zu den niedersten, nicht mehr ,algebraisch® l6sbaren Gleichungen. ... Der dritte
Band soll die Theorie der algebraischen Zahlen auf Dedekindscher Grundlage be-
handeln. ([Fr]-1, str. iii-iv)

Frickeova ucebnice je rozdélena do tii svazkt, které se dale ¢leni na oddily (ty
sestdvaji z kapitol a kapitoly z paragrafti). Uvaddime nézvy jednotlivych svazki
a jejich oddilu:

61 Vig téz R. Franci: On the aziomatization of group theory by American mathematicians:
1902-1905, Amphora (Basel) 1992, 261-277.

62 R. Fricke poméhal s pfipravou Weberovy ucebnice do tisku: ... der Herren E. Hess in
Marburg, Fr. Meyer in Clausthal, R. Fricke in Braunschweig, die durch kundige und sorgfaltige
Ausfiihrung der miihevollen Correktur der Druckbogen Genauigkeit und Richtigkeit des Textes
gefordert haben, muss ich hier noch gedenken. ([W]-1, str. vii)
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1. Allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen (viii+468 stran),
oddily: Grundlegende Entwicklungen (4-185), Einzelsdtze tber reelle
Gleichungen (186-264), Galoissche Gleichungstheorie (265-461).

2. Ausfihrungen dber Gleichungen niederen Grades (viii4418 stran), od-
dily: Endliche Gruppen bindrer Substitutionen und Gleichungen finften
Grades (2-181), FEndliche Gruppen terndrer Substitutionen und zu-
gehorige Gleichungen (182-329), Geometrische Anwendungen der Grup-
pentheorie (330-414).

3. Algebraischen Zahlen (vii+506 stran), oddily: Allgemeine Theorie der
Zahlkorper (2-189), Ausfihrungen iber besondere Zahlkérper (190-502).

Orientaci v celém dile usnadiuji podrobné obsahy a rejstiiky, které jsou umi-
sténé v kazdém svazku.

Tteti oddil prvniho svazku nazvany Galoissche Gleichungstheorie se odviji
od zakladnich poznatkt teorie grup. Jeji prvni kapitola pojednava o kone¢nych
grupéach (zahrnuje Sylowovy véty), druhd o Abelovych grupéch, tfeti o grupach
permutaci. Ctvrtd kapitola je vénovana Galoisové teorii, patad algebraicky
feSitelnym rovnicim. Uvedme Frickeovu definici grupy z pocatku tietiho oddilu.

Die m wverschiedenen Elemente Ey, E1,Fs, ..., FEy_1 bilden eine ,Gruppe”
B, der ,Ordnung“ m, wenn folgende drei Bedingungen erfullt sind:

I. Das Ergebnis der Zusammensetzung Ey - E, irgend zweier Elemente E, und
Ey, ist wieder eines der Elemente;

II. Fir die nach I herstellbaren symbolischen Produkte von drei Faktoren gilt
das assoziative Gesetz:

E. - (Eb : Ea) = (Ec ' Eb) - Eg;

II1. Ist By # E., d. h. sind Ey und E. irgend zwei verschiedene Elemente, und
ist B, irgend ein Element, so gilt auch:

E,-E,#FE.-E, und E, E,+FE,-E..

([Fr]-I, str. 268)
Pojem télesa je zaveden az na pocatku ¢tvrté kapitoly o Galoisové teorii.

Fiir die Begrindung der Galoisschen Gleichungstheorie bedarf man neben
dem Gruppenbegriffe noch des von Dedekind eingefiihrten Kérperbegriffs. Ein
System konstanter Zahlen wird ein ,Zahlenkérper® oder ,,Zahlkérper® oder kurz
SKorper® R genannt, wenn mit irgend zwei Zahlen a,b des Systems auch (a+b),
(a—1), a-b und, falls b # 0 gilt, auch a : b im System enthalten ist. Irgend eine
rationale Rechnung, auf Zahlen von K angewandt, ergibt stets wieder eine Zahl
von R, wenn man nur allemal die Division durch 0 vermeidet. ([Fr]-I, str. 354)

Grupa je tedy definovana obecnéji — pomoci axiomu, zatimco pojem télesa
je odvozen z vlastnosti (raciondlnich, redlnych, komplexnich) ¢&isel. Odpovida
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to uziti v Galoisové teorii, kde potfebujeme grupy permutaci a ¢iselna télesa.
S grupami se ¢tenar setkdvé v celém druhém svazku (grupy linedrnich substituci,
cyklické grupy, geometrické aplikace atd.).

Definice télesa je prakticky ve stejném tvaru uvedena na zacatku tfetiho
svazku (viz [Fr]-III, str. 2). O nékolik stranek déle je definovan ideal:

Als ein Ideal a des Korpers R wird jedes nicht nur aus der Zahl 0 bestehende
System von ganzen Zahlen des Kdrpers R bezeichnet, das folgende FEigenschaft
hat: Mit den Zahlen o und 3 gehért auch jede Zahl (Aac+ pf3) dem System a an,
wenn A und p irgendwelche ganze Zahlen aus K sind. ([Fr]-III, str. 15)

Idedlem (Ciselného) télesa K je zde minén (v nasem smyslu) ideal oboru
integrity celych cisel Z, ktery je v télese K obsazen.

5.3 Helmut Hasse

Némecky matematik Helmut Hasse (1898-1979) studoval od roku 1917 na
univerzitach v Kielu, Gottingen a Marburgu, kde roku 1921 promoval u Kurta
Hensela (1861-1941). O rok pozdéji se habilitoval, pak pusobil tfi roky jako
soukromy docent v Kielu. Od roku 1925 byl profesorem na univerzité v Halle, od
roku 1930 v Marburgu a od roku 1934 v Gottingen. Béhem vélky vedl v Berliné
Vyzkumny institut fisského namorniho uradu. Od roku 1945 byl zaméstnan
v némecké akademii véd v Berliné, od roku 1949 na Humboldtové univerzité
v Berliné a v letech 1950 az 1966 na univerzité v Hamburku.%3

Helmut Hasse pracoval zejména v algebie a teorii Cisel; je pocitan ke skole
Emmy Noetherové (1882-1935) a Emila Artina (1898-1962). S jeho jménem je
spjata Tada pojmt a tvrzeni teorie algebraickych cisel a teorie komutativnich
téles.54

Dva svazky Hasseova uéebniho textu Héhere Algebra [H] vysly v letech 1926
a 1927 jako 931. a 932. svazek oblibené edice Sammlung Géschen (1604160
stran). Jsou to utlé knizky malého formétu, které neni mozno ani obsahem ani
Ucelem srovndvat s monumentalni uéebnici Weberovou (jak to ¢ini L. Corry
v knize [Co]). Pfesto do uré¢ité miry vystihuji tehdejsi pfedstavy o naplni a cilech
algebry. V vodu prvniho svazku ji H. Hasse charakterizoval témito slovy:

63 Q. Frei: Helmut Hasse (1898-1979). A biographical sketch dealing with Hasse’s
fundamental contributions to mathematics, with explicit references to the relevant mathemat-
ical literature, Expositiones mathematicae 3(1985), 55-69; H. W. Leopoldt: Obituary. Helmut
Hasse (August 25, 1898 — December 26, 1979), Journal of Number Theory 14(1982), 118-120;
S. L. Segal: Helmut Hasse in 193/, Historia mathematica 7(1980), 46-56.

64 Viz napiiklad jeho prace Bericht tber neuere Untersuchungen und Probleme aus
der Theorie der algebraischen Zahlkérper, I. Klassenkorpertheorie, II. Reziprozitdtsgesetz
(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 35(1926), 1-55, 36(1927), 233-311,
42(1932), 85-86; Der Erganzungsbiande VI. Band, 1930, iv+204 stran; 2. vydéni: Physica-
Verlag, Wiirzburg, Wien, 1965, 135+204 stran). Dochoval se text jeho prednasky Klas-
senkorpertheorie. Ausarbeitung einer Vorlesung vom Sommersemester 1932 und eines Tei-
les der Fortsetzung vom Wintersemester 1932/83 an der Universitdt Marburg von Wolfgang
Franz unter Mitwirkung von Lotte Elsner und Waldemar Kirsten, 229+xiii stran.
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Das Wort Algebra stammt aus dem Arabischen und bedeutet wéortlich das
Hindiberschaffen eines Gliedes von einer Seite einer Gleichung auf die andere.
Spaterhin versteht man unter Algebra allgemein die Lehre von der Auflosung
von Gleichungen (und zwar ausschlieflich von solchen, die zu ihrer Bildung
nur die vier sog. elementaren Rechenoperationen erfordern) mit einer Anzahl
unbekannter Grifien nach diesen. Dieser Aufgabe sind beiden wvorliegenden
Bdindchen gewidmet. ([H]-I, str. 5)

Zakladni tkol algebry (Grundaufgabe der Algebra) vymezil H. Hasse takto:

Es sollen allgemeine, formale Methoden entwickelt werden, nach denen man
mittels der vier elementaren Rechenoperationen gebildete Gleichungen zwischen
bekannten und unbekannten Elementen eines Korpers mach den unbekannten
auflosen kann. ([H]-1, str. 6-7)

Prvni svazek Hasseova ucebniho textu se jmenuje Lineare Gleichungen, mé
¢tyti kapitoly:
1. Ringe, Kérper, Integrititsbereiche (7-50),
2. Gruppen (50-70),
3. Determinantenfreie lineare Algebra (71-109),
4. Lineare Algebra mit Determinanten (109-156).

Druhy svazek se nazyva Gleichungen héheren Grades. M4 pét kapitol:5°

Die linken Seiten algebraischer Gleichungen (8-40),

Die Wurzeln algebraischer Gleichungen (41-52),

Die Kérper der Wurzeln algebraischer Gleichungen (52-81),

Die Struktur der Wurzelkorper algebraischer Gleichungen (81-129),
Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen durch Wurzelzeichen (129-157).

Ot W

Obsah a zaméfeni Hasseova ucebniho textu jsou vyse uvedenymi struénymi
obsahy viceméné vystizné charakterizovany.6

Ve tifetim vydani z roku 1951 se objevila nasledujici zajimava paséaz, ktera do
jisté miry dokumentuje zménu chapani algebry v obdobi od prvniho ke tfetimu
vydani:

Es ist fiir die moderne Entwicklung der Algebra charakteristisch, dafl die oben
genannten Hilfsmittel zu selbststandigen umfangreichen Theorien Anlafi gegeben
haben, die gegeniiber der vorstehend angefiihrten Grundaufgabe der klassischen

65 Jako piipravu ke studiu druhého svazku svého textu H. Hasse doporuéil 930. svazek
stejné edice — P. B. Fischer: Elementare Algebra, 1926, 149 stran. Jeho prvni ¢ast je
nazvana Allgemeine Theorie der algebraischen Gleichungen, druhd Besondere Gleichungen
und besondere Losungsverfahren. Roku 1939 vysla pod stejnym cislem v edici Sammlung
Géschen drobna knizka Wolfganga Krulla (1899-1971) nazvand Elementare Algebra vom
héheren Standpunkt (143 stran). Fischerovu knizku méla patrné nahradit.

66 Rychlou orientaci v textu umoziuji podrobné rejstiiky umisténé v obou svazcich.
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Algebra immer mehr in den Mittelpunkt des Interesses getreten sind. So ist
denn in moderner Auffassung die Algebra nicht mehr bloff die Lehre von der
Auflosung der Gleichungen, sondern die Lehre von den formalen Rechenberei-
chen, wie Koérper, Gruppen u. a., und thre Hauptaufgabe ist die Gewinnung von
Einsichten in die Struktur solcher Bereiche ... Im beschrinkten Rahmen der
vorliegenden Bdndchen ist es uns jedoch nicht méglich, diesen allgemeineren,
modernen Gesichtspunkt in den Vordergrund zu stellen. Wir nehmen daher die
vorstehend ausgesprochene Grundaufgabe der klassischen Algebra als weqweisen-
den Leitfaden und abgrenzenden Rahmen fir unsere Darlequngen, werden aber
dabei in der Tat, vor allem in 2, auch zu strukturellen Aussagen im Sinne der
modernen Algebra gefihrt werden. ([H]-1-1951, str. 7, [H]-I-angl., str. 11)

Zavedeni novych pojmii abstraktni algebry a vyklad tvodnich poznatki struk-
turni algebry obsazeny v prvnich dvou kapitolach prvniho dilu (Ringe, Kérper,
Integritdtsbereiche a Gruppen) je pouhou piipravou pro latku nasledujicich kapi-
tol prvniho i druhého dilu, tj. pro otazky feseni rovnic. Vyklad kon¢i ve druhém
dile Galoisovou teorii a resitelnosti algebraickych rovnic v radikalech.

Roku 1934 vydal H. Hasse jako 1082. svazek edice Sammlung Goéschen do-
plnék ke svému dvoudilnému ucéebnimu textu — sbirku dloh nazvanou Aufga-
bensammlung zur héheren Algebra [H-A] (175 stran).5” Na p¥ipravé dalsich dvou
vydani této sbirky (1952, 1961) se podilel Walter Kolbe.

Hassetiv dvoudilny ucebni text i doprovodnéa sbirka pfiklad® vychazely az do
Sedesatych let dvacatého stoleti; roku 1954 se objevily i v anglické verzi.

4.5 Leonard Eugene Dickson

L. E. Dickson (1874-1954) studoval na univerzité v Texasu. Doktoréat ziskal
roku 1896 v Chicagu, pak absolvoval studijni pobyt v Lipsku a Pafizi. V letech
1897 az 1899 byl asistentem na univerzité v Texasu, od roku 1900 pusobil na
univerzité v Chicagu jako asistent, v letech 1907 az 1910 jako docent, a poté
jako profesor.%®

Vénoval se zejména algebie a teorii Cisel, algebraické geometrii a teorii inva-
riantd. Roku 1923 vydal knihu Algebras and their Arithmetics, kteréd vysla o ¢tyfi
roky pozdéji v némeckém prekladu pod nazvem Algebren und ihre Zahlentheorie
s pripojenou stati Idealtheorie in rationalen Algebren, kterou sepsal Andreas
Speiser (1885-1970).%°

Proslula je Dicksonova t¥idilnd monografie History of the Theory of Numbers
z roku 1934. Velmi znadmé jsou i jeho dalsi knihy — College Algebra (J. Wiley, New
York, 1902, vii+214 stran, 2. vydéani: 1912), Elementary Theory of Equations

67 Kratkou recenzi napsal Karel Rychlik (1885-1968) — Casopis pro péstovani matematiky
a fyziky 64(1935), D56.

68 A. A. Albert: Leonard Eugene Dickson. 1874—1954, Bulletin of the American Mathemat-
ical Society 61(1955), 331-345.

69 Orell Fiissli Verlag, Ziirich und Leipzig, 1927, viii+308 stran; Speiserova stat je
XIII. kapitolou (strany 269-303).
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(Chicago, 1914, iv+184 stran), Linear Algebras (Cambridge University Press,
1914, viii+73 stran). Jeho kniha Linear Groups with an FExposition of the
Galois Field Theory byla jednou z prvnich knih, které vénovaly vétsi pozornost
grupam.”

Roku 1926 L. E. Dickson vydal knihu Modern Algebraic Theories [Di] (ix+276
stran), kterd vznikla na zdkladé jeho pfedndSek z nékolika pfedchozich let.
Obsahuje zaklady teorie matic, teorie grup a teorie invariantt. O t¥i roky pozdéji
vysla némecky v Lipsku v prekladu Ewalda Bodewiga pod nazvem Héhere
Algebra. Roku 1959 se objevil reprint ptavodni knihy pod nézvem Algebraic
Theories. V tvodu své ucebnice L. E. Dickson napsal:

This book ... presupposes calculus and elementary theory of algebraic equat-
ions. Its aim is to provide a simple introduction to the essentials of each of
the branches of modern algebra, with the exception of the advanced part treated
in the author’s Algebras and Their Arithmetics. The book develops the theories
which center around matrices, invariants, and groups, which are among the most
important concepts in mathematics.

The book provides adequate introductory courses in (i) higher algebra, (i) the
Galois theory of algebraic equations, (i) finite linear groups, including Klein’s
“icosahedron” and theory of equations of the fifth degree, and (iv) algebraic
invariants. ([Di], str. iii)

L. E. Dickson znal Serretovu i Weberovu uéebnici algebry [W], znal rovnéz
Jordanovu monografii Traité des substitutions et des équations algébriques [Jo]
z roku 1870.

Radu témat Dicksonovy knihy bychom dnes fadili do linearni algebry (ma-
tice, determinanty, linedrni transformace, formy, kanonické tvary, elementarni
deélitelé, linedrni zavislost a nezévislost, linearni rovnice, ...). Dalsi témata vSak
patfi do obecné algebry (grupy, télesa, Fesitelnost v radikélech, rovnice vyssich
stupnd, ...).

L. E. Dickson nejprve zavedl grupu substituci, teprve potom (v odstavci tisté-
ném drobnym pismem) podal obecnou definici abstraktni grupy:

... An abstract group is a system composed of a set of elements a,b,...
and a rule of combining any two of them to produce their “product”, such
that (i) every product of two of the elements and the square of each element
are elements of the set, (ii) the associative law holds, (iii) the set contains an
identity element I such that Ia = al = a for every element a of the set, and
(iv) each element a of the set has an inverse a~! belonging to the set, such that
aa~t = a~ta = I. (|Di], str. 144)

Pojem télesa naproti tomu zavedl jen v souvislosti s komplexnimi ¢isly ([Di],
str. 54, 150). Zajemce o hlubsi porozuméni obecnému pojmu téleso odkézal na
svoji knihu Algebras and their Arithmetics.

70 B. G. Teubner, Leipzig, 1901, x+312 stran. Kniha ma dvé ¢asti: Introduction to the
Galois field theory (1-71), Theory of linear groups in a Galois field (73-310).
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4.6 Hans Beck

Némecky matematik Hans Beck (1876-1942) pisobil jako profesor mate-
matiky na univerzit€ v Bonnu. Roku 1910 vydal v Teubnerové vydavatelstvi
v Lipsku a Berliné pod nazvem Finfihrung in die hohere Algebra svaj preklad
Bocherovy knihy Introduction to higher algebra [B6], roku 1919 v Berliné knihu
Koordinatengeometrie. Die Ebene (x+432 stran) a v letech 1929 a 1930 v Lipsku
dvoudilnou u¢ebnici nazvanou Elementargeometrie (xii+112+x+184 stran).”

V edici Géschens Lehrbiicherei™ vydal Hans Beck roku 1926 knihu Einfiihrung
in die Aziomatik der Algebra [Be] (x+197 stran). Sepsal ji na zakladé své ivodni
¢tyfhodinové univerzitni pfednasky a doporudil studenttim matematiky a fyziky,
matematiktim a filozofiim. V tvodu napsal:

Die Aziomatik der Algebra ist heute keineswegs abgeschlossen, aber immerhin
soweit entwickelt, daff der Universitatsunterricht zu thr hat Stellung nehmen
missen. ([Be], str. v)

Na zacatku prvni kapitoly nazvané Zahlen und Verkniipfungen charakterizoval
algebru témito slovy:

Algebra ist die Lehre von den vier Spezies, das ist von Verkniipfungen der
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division in endlichmaliger Wiederho-
lung.

Nach dieser landliufigen Definition haben wir es in der Algebra micht mit
unendlichen Prozessen zu tun. Die gehdren in die Analysis.

Objekte der Algebra oder vielmehr ihrer Verknipfungen sind (zundchst wenig-
stens) die Zahlen schlechthin; beschrankt man sich auf die ganzen Zahlen, so
treibt man Zahlentheorie oder Arithmetik. Danach ist diese ein Ausschnitt aus
der Algebra.

Was sind nun Zahlen? Diese Frage lassen wir insofern unbeantwortet ... mehr

als diese Objekte interessieren uns die mit ithnen vorzunehmenden Operationen.
([Be], str. 1)

Beckova kniha je pomérné utla. Ma dvanact kapitol, z nichz vétsinu bychom
dnes tadili do linearni algebry:
Zahlen und Verkniipfungen (1-14),
Punktmengen (15-22),
Zahlenpaare (23-30),
Matrizes (31-40),
Vektoren (41-47),
Lineare Gleichungen (48-73),

A S

71 . Salkowski: Hans Beck zum Geddichtnis, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 53(1943), 91-103.
72 1. Gruppe. Reine Mathematik, Band 6.
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7. Lineare Vektorgebilde (74-93),

8. Bilineare und quadratische Formen (94-110),

9. Proportionalitdt der Matrizes (111-126),

10. Determinanten (127-164),

11. Unabhdngigkeit und Widerspruchslosigkeit (165-178),
12. Der genetische Aufbau der Algebra (179-194).73

Beckova ucebnice je vyrazné postavena na mnozinovém pojeti a axiomatickém
pfistupu. Uvedme pro zajimavost definici grupy.

G1. Zu zwei Elementen A und B des Systems gibt es stets ein einziges
Element Ao B des Systems.

G 2. Die Komposition ist assoziativ (Ao B)oC = Ao (Bo(C).
G3. Aus Ao C = Bo(C und ebenso aus C o A= C o B folgt stets A= B.

G 4. Zu zwei Elementen A und B des Systems gibt es stets ein einziges X und
ein einziges Y im System so, daff BoX = A undY o B = A ist.

Es wird also fiir die Komposition nicht die kommutative Eigenschaft gefor-
dert. ...

E 3. Fin System von Elementen bildet gegeniiber einer Komposition, die der
Folderungen G 1 bis G 4 geniigt, eine Gruppe. ([Be], str. 165-166)

4.7 Oskar Perron

Némecky matematik Oskar Perron (1880-1975) studoval v Mnichové, kde
roku 1902 promoval u Ferdinanda Lindemanna (1852-1939). Ve studiich pak
pokracoval v Tiibingen a Gottingen, roku 1906 se habilitoval na univerzité
v Mnichové. V nasledujicich letech ptisobil v Tiibingen, od roku 1914 pak
jako fadny profesor v Heidelbergu. Za prvni svétové vélky byl nasazen na
frontu, v letech 1922 az 1950 pracoval na univerzité v Mmnichové. V dobé
fasismu se neohrozené stavél proti jeho reprezentantim, matematikiim Ludwigu
Bieberbachovi a Theodoru Vahlenovi (1869-1945).

Vénoval se hlavné teorii integrace (Perroniiv integral), teorii potencidlu
a matematické fyzice.”* Je autorem obsahlé monografie Die Lehre von den
Kettenbriichen.™

Perronova dvoudilna Algebra [Pe] vysla roku 1927 v edici Goschens Lehr-
biicherei.”® Prvni dil je nazvan Die Grundlagen (viii+307 stran), druhy Theorie

73 V z&véru knihy je otistén rejstiik (195-197).

74 J. Heinhold: Oskar Perron, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
90(1988), 184-199; E. Frank: Oskar Perron (1880-1975), Journal of Number Theory 14(1982),
281-291.

75 B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1913, xii+520 stran.

76 1. Gruppe. Reine Mathematik, Band 8, 9. Druhé vydani je z let 1932, 1933, tieti z roku
1951.
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der algebraischen Gleichungen (viii4+243 stran). Prvni dil mé Sest kapitol (54
paragrafi), druhy jen pét (44 paragrafi):

1. Grundbegriffe (1-37),

2. Polynomischer und Taylorschen Satz (38-81),
3. Determinanten (82-146),

4. Symmetrische Funktionen (147-178),

5. Teilbarkeit (179-246),

6. Existenz der Wurzeln (247-304).

1. Numerische Auflosung von Gleichungen (1-40),
2. Gleichungen bis zum vierten Grad und reziproke Gleichungen (41-83),
3. Substitutionsgruppen (84-138),

4. Die Galoissche Gleichungstheorie (139-205),

5. Die Gleichungen fiinften Grades (206-240).77

Jak je vidét z ndzvl i obsahdi obou svazki, prvni dil je vénovan uvodnim
partiim potfebnym pro dalsi vyklad (éiselné obory, télesa, okruhy, vlastnosti po-
lynomu, symetrické funkce, zakladni véta algebry, soustavy rovnic vyssich stupnu
atd.) a nékterym oblastem linedrni algebry (determinanty, matice, soustavy line-
arnich rovnic, bilinedrni a kvadratické formy atd.). Hlavnim tématem druhého
dilu jsou algebraické rovnice, jejich numericka a algebraicka feseni, Galoisova
teorie a jeji disledky.

Oskar Perron si dobfe uvédomoval proménu algebry, které byla jeho generace
svédkem. V avodu prvniho dilu napsal:

Was Algebra ist, lafit sich heute nicht so einfach definieren. Man hat in
neuerer Zeit das Wort auch in die Mehrzahl gesetzt; es gibt bereits eine ganze
Reihe verschiedener Algebren. Von diesen soll aber nur eine einzige in dem
vorliegenden zweibdndigen Werk behandelt werden, und zwar sozusagen die
traditionelle Algebra, d. i. diejenige mathematische Disziplin, die man seit jeher
mit diesem Namen belegt hat und deren Endziel die Theorie der algebraischen
Gleichungen ist. ...

Im Mittelpunkt der modernen Algebra muf, da es sich immer um die vier
Grundrechnungsarten handelt, der Korperbegriff stehen, und deshalb habe
ich meine Leser mit diesem Begriff, der in den meisten anderen Darstellungen
viel zu spdt eingefihrt wird und dann fast als notwendiges Ubel erscheint, von
Anfang an vertraut gemacht. Allerdings die Theorie der abstrakten Korper,
die vom Standpunkt des Axiomatikers an die Spitze zu stellen wdre, wird man
in dem Buch vergebens suchen. ([Pe]-1, str. v—vi)

77 V zévéru obou dilti je umistén rejstiik.
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Prvni paragraf prvniho dilu zacina takto:

Unter Algebra versteht man im wesentlichen die Theorie der rationalen
Funktionen. ... ([Pe]-I, str. 1)

Z pojmi strukturni algebry se v ucebnici setkdvame s pojmy téleso, okruh
a grupa. Pojmy télesa a okruhu se objevuji na zacatku prvniho dilu nejprve
v souvislosti s ¢iselnymi obory. O nékolik stranek dale jsou pfeneseny na funkce.

FEine Gesamtheit von mehreren Zahlen, die so beschaffen ist, daf$ die Summe,
die Differenz, das Produkt und der Quotient von je zwei (gleichen oder verschie-
denen) Zahlen der Gesamtheit stets wieder dieser Gesamtheit angehoren, heifit
ein Zahlenkorper, auch kurz Kérper oder Rationalitdtsbereich. ([Pe]-1, str. 17)

Eine Gesamtheit von mehreren (= mehr als eine) Zahlen, die so beschaffen
ist, dafy die Summe, die Differenz und das Produkt von je zwei (gleichen oder
verschiedenen) Zahlen der Gesamtheit stets wieder dieser Gesamtheit angehéren,
heift ein Zahlenring oder kurz Ring. ([Pe]-I, str. 21)

Auch die Begriffe ,Kérper“ und ,Ring“ lassen sich von Zahlen auf Funktionen
tbertragen. Mann nennt eine Gesamtheit von mehreren rationalen Funktionen
irgendwelcher Variabeln einen Kérper, wenn Summe, Differenz, Produkt und
Quotient von je zwei (gleichen oder verschiedenen) wieder der Gesamtheit an-
gehoren, wobei natirlich Quotienten mit dem Nenner 0 auszuschliefien sind; man
nennt sie einen Ring, wenn wenigstens Summe, Differenz und Produkt wieder der
Gesamtheit angehdren. Man spricht hier speziell von einem Funktionenkorper
oder Funktionenring. ([Pe]-1, str. 36)

PovSimnéme si, ze jsou vySe uvedené definice konstruovany — aZz na nutné
odlisnosti — zcela stejnym zptisobem. O vlastnostech operaci v nich nepadne ani
zminka, nebof pracujeme s objekty, v nichZz vSechny aritmetické zdkony plati.
Vlastnosti redlnych a komplexnich ¢isel (axiomy) byly jiz pfehledné uvedeny na
predchozich strankach.

Poznamenejme jesté, Ze pojem grupy zavedl Oskar Perron pouze pro substi-
tuce, a to az ve druhém dile:

Ein Komplex & heif$t eine Gruppe, wenn das Produkt & nur Substitutio-
nen aus & enthdlt; oder ausfihrlicher: wenn das Produkt von zwei beliebigen
(nicht notwendig verschiedenen) Substitutionen des Komplexes stets wieder dem
Komplex angehdrt. ([Pel-11, str. 95)

4.8 Otto Haupt

Otto Haupt (1887-1988) studoval od roku 1906 ve Wiirzburgu a Berliné,
promoval roku 1911 ve Wiirzburgu, potom absolvoval studijni pobyt v Mnichové
a Breslau (Wréclaw, Vratislav) a roku 1913 se habilitoval na technice v Karls-
ruhe. Ucastnil se bojii prvni svétové valky. Od roku 1920 byl profesorem
v Rostocku, v letech 1921 az 1953 piednasel v Erlangen.”

78 M. Barner, F. Flohr: Otto Haupt zum 100. Geburtstag, Jahresbericht der Deutschen
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Pracoval v analyze, geometrii a algebfe. Roku 1938 vydal v edici Goschens
Lehrbiicherei tfidilnou uéebnici analyzy nazvanou Differential- und Integralrech-
nung (19641684183 stran).”™

Roku 1929 vydal v Lipsku dvoudilnou ucebnici algebry nazvanou Finfiihrung
in die Algebra [Ha].8% Je rozdélena do Sesti ¢asti, které se déle ¢leni na 23 kapitol.

1. Grundbegriffe (Korper, Integrititsbereich und Quotientenkorper, Grup-
pen, Teilbarkeit, Restklassenringe, Adjunktion und Erweiterung. Ergdin-
zungen) (1-138),

2. Transzendente Elemente (Finfache und mehrfache transzendente Erwei-
terung, Symmetrische Funktionen, Lineare Gleichungen, Teilbarkeit von
Polynomen in einer Unbestimmten uber einem Korper, Teilbarkeit von
Polynomen iber einem Integrititsbereich) (139-253),

3. Nullstellen von Polynomen (Existenz der Wurzeln. Eindeutigkeitssatz,
Vielfachheit der Wurzeln und Reduzibilitdt, Resolventen eines Polynoms.
Auflosung der Gleichungen 8. und 4. Grades, Finheitswurzeln und reine
Gleichungen, Anhang zum Kapitel 1) (254-325).

4. Polynome tber Zahlkérpern (369-427),

5. Galoissche Theorie (Basis und Grad endlicher Erweiterungen, Auflosung
von Gleichungen durch Radikale, Normalkorper, Gruppe eines Normal-
korpers, Auflosung einer Gleichung gemdf$ der Galoisschen Theorie mit
endlich vielen Schritten, Permutationsgruppe eines Polynoms) (428-

573),
6. Erginzungen zur Korpertheorie (574-629).

V uvodu O. Haupt uvedl, Ze je jeho kniha urcena predevsim studentiim, Ze
vSak vychazi vstiic i uc¢itelim vyssich skol a je vhodna i k samostatnému studiu.

E's beschrankt sich daher auf die Elemente, unter Berticksichtigung auch neue-
ren Algebra. ...

Finerseits war ich bestrebt, mdoglichst an Bekanntes anzuknipfen, also von
Konkretem auszugehen . ..

Anderseits forderten die grofien Fortschritte der Algebra in den letzten Jahr-
zehnten zum Versuch heraus, die modernen Methoden und Ergebnisse fir

Mathematiker-Vereinigung 89(1987), 61-80; K. Jacobs: Otto Haupt. Centenarian mathema-
tician, The Mathematical Intelligencer 9(1987), No. 4, 50-51; H. Bauer: Otto Haupt — Zum
100. Geburtstag, Aequationes mathematicae 32(1987), 1-18; List of papers by Otto Haupt in
chronological order, Aequationes mathematicae 35(1988), 125-131; H. Bauer: Otto Haupt. Zu
Person und Werk, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 92(1990), 169-181.

7 Dotisk je z roku 1944. Druhé, ptepracované vydani (spolupracoval Christian Y. Pauc)
je z let 1948, 1950, 1955. Na tfetim, opét piepracovaném vydéni se podilel Georg Aumann
(1906-1980); vyslo v letech 1974, 1979, 1983 pod nazvem Einfihrung in die reelle Analysis
(32043144298 stran).

80 Vysla jesté ve druhém (1952, 1954) a prvni dil jesté ve tietim vydani (1956).
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die Darstellung nutzbar zu machen, weil und soweit dadurch ein Gewinn an
Einfachheit und zugleich Verstindlichkeit zu erhoffen war. Dieser Versuch
bedingt einen der Unterschiede der wvorliegenden FEinfiihrung gegentiber fast
allen bereits vorhandenen Lehrbiichern. [V pozndmce pod &arou k tomuto
mistu poznamenal: Fine Ausnahme macht, soweit mir bekannt, nur H. Hasse,
Héhere Algebra I und II, Leipzig 1926/27, Sammlung Géschen Nr. 931/32.]
Demgemapf ist das vorliegende Buch durchweg beeinflufit von der bahnbrechenden
,Algebraischen Theorie der Korper“ von Herrn E. Steinitz, was hier ein fir
allemal hervorgehoben sei.®! ([Hal-I, str. v—vii)

Ve srovnani s predchozimi u¢ebnicemi je jiz Hauptova kniha zna¢né oriento-
vana na strukturni algebru, jak dokumentuje vyse uvedeny stru¢ny obsah. Na-
ptiklad v prvnich paragrafech prvni kapitoly jsou nejprve podrobné rozebrany
pojmy rovnost, vétsi a menst, nasleduje partie o operacich s¢itani a nasobeni, je-
jich vlastnostech (aritmetické zadkony, mocniny, nédsobky), odvozenych operacich
odcitani a déleni, jejich vlastnostech apod. Teprve pak je zaveden pojem télesa:

Die Gesamtheit der Postulate der Gleichheit, Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und Division nebst dem Distributivpostulat nennen wir die Korperpostu-
late.

FEin System von Elementen, dessen Elemente sich gemdf§ den Korperpostu-
laten verkniipfen lassen und das nicht aus dem einzigen Element Null besteht,
heift ein Kérper (auch ,Rationalititsbereich®). ([Hal-I, str. 27)

Velkou pfednosti Hauptovy ucebnice je fada tloh a cviceni; na konci knihy
jsou otisténa jejich feseni (37419 stran). Kniha bohuZel nem4 rejstiik, obsah je
vsak velmi podrobny (6+4 strany).

5 Bartel Leendert van der Waerden

Holandsky matematik Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), jeden
z nejvyznamnéjSich matematika 20. stoleti, se narodil roku 1903 v Amsterdamu.
Studoval v letech 1919 az 1924 na univerzité v Amsterdamu, ve studiich
pokracoval na univerzité v Géttingen. U Emmy Noetherové se podrobné sezndmil
s moderni algebrou, zejména s teorii hyperkomplexnich ¢isel a teorii idealt,
topologii studoval u Hellmutha Knesera (1898-1973). V bfeznu 1926 obh4jil
v Amsterdamu diserta¢ni praci o algebraickych zékladech geometrie ¢isel.

V Gottingen byl opét v zimnim semestru roku 1926/27. Pokradoval ve
studiu moderni algebry u E. Noetherové; u Richarda Couranta (1888-1927) se
navic seznamil s matematickou fyzikou. V letnim semestru 1926/27 pracoval
v Matematickém institutu univerzity v Hamburku, kde na ného mél velky vliv
zejména Emil Artin a Otto Schreier (1901-1929).

81 E. Steinitz: Algebraische Theorie der Kérper, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 137(1910), 167-309; knizni vydani: Algebraische Theorie der Korper. Neu he-
rausgegeben, mit Erlduterungen und einem Anhang: Abrif3 der Galoisschen Theorie versehen
von Reinhold Baer und Helmut Hasse, W. de Gruyter, Berlin, Leipzig, 1930, 150+27 stran;
dalsi vydani: Chelsea Publ. Comp., New York, 1950, 176 stran.
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Roku 1927 se stal soukromym docentem na univerzité v Gottingen, roku 1928
odmitl misto na univerzité v Rostocku, vzapéti ptijal misto na univerzité v Gro-
ningen. O rok pozdéji byl hostujicim profesorem na univerzité v Géttingen. Roku
1931 se stal fadnym profesorem univerzity v Lipsku, spolufeditelem matematic-
kého seminafe a matematického institutu. Spolupracoval s Wernerem Heisenber-
gem (1901-1976), Karlem Friedrichem Bonhoefferem (1899-1957) a Friedrichem
Hermannem Hundem (1896-1997). Zajimal se nejen o matematiku, ale i o mo-
derni teoretickou fyziku, kvantovou mechaniku a roli moderni algebry ve fyzice.

Rok 1947 stravil jako hostujici profesor na Johns Hopkins University (Bal-
timore, USA), nabidku f4dné profesury vSak nepfijal. V letech 1948 az 1951
pusobil na univerzité v Amsterdamu, v letech 1951 az 1973 na polytechnice
v Curychu. Roku 1973 byl penzionovan, v letech 1973 az 1979 vsak jesté vedl
Institut historie matematiky v Curychu, kde vybudoval velikou knihovnu.

Bartel Leendert van der Waerden napsal nékolik monografii a uc¢ebnic a vice
nez t¥i sta kvalitnich praci (algebraickd geometrie, abstraktni algebra, teorie
grup, topologie, teorie ¢isel, elementarni geometrie, kombinatorika, matematicka
analyza, pravdépodobnost, matematicka statistika, fyzika, kvantova mechanika,
historie matematiky, historie moderni fyziky, historie astronomie, historie pfi-
rodnich véd a filozofie starovékych civilizaci). Stimuloval rozvoj matematického
vyzkumu v mnoha modernich smérech, vedl vice nez étyficet doktorandi.®? Po-
dilel se na vedeni vyznamné edice Die Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften a Casopistt Mathematische Annalen a Archive for History of Exact
Sciences.®3

Van der Waerdenova dvoudilnd monografie Moderne Algebra [Wa] znamenala
vyrazny predél ve vyvoji algebry 20. stoleti. Byla vydana ve dvou svazcich
v letech 1930 a 1931 v Berliné v edici Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften.8* V tvodu prvniho dilu van der Waerden zdiiraznil proménu,
k niz v algebie doslo.

Ziel des Buches. Die ,abstrakte, ,formale“ oder ,axiomatische® Richtung,
der die Algebra ihren erneuten Aufschwung in der jingsten Zeit verdankt, hat vor
allem in der Korpertheorie, der Idealtheorie, der Gruppentheorie und der Theorie
der hyperkomplexen Zahlen zu einer Reihe von neuartigen Begriffsbildungen, zur
Einsicht in neue Zusammenhdnge und zu weitreichenden Resultaten gefiihrt. ...

82 Viz Mathematics Genealogy Project, http://www.genealogy.ams.org.

83 H. Gross: Herr Professor B. L. van der Waerden feierte seinen siebzigsten Geburtstag,
Elemente der Mathematik 28(1973), 25-32; G. Frei: Bartel Leendert van der Waerden zum
90. Geburtstag, Historia mathematica 20(1993), 5-11; Y. Dold-Samplonius: In memoriam:
Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), Historia mathematica 24(1997), 125-130;
C. J. Scriba: Bartel Leendert van der Waerden (2. Februar 1903 — 12. Januar 1996), Berichte
zur Wissenschaftsgeschichte. Organ der Gesellschaft fiir Wissenschaftsgeschichte 19(1996),
Nr. 4, 245-251.

84 Svazky 33 a 34, viii+-243+vii+216 stran. Devaté vydani prvniho dilu je z roku 1993,
Sesté vydani druhého dilu z roku 1955. Anglicky preklad vychazel v letech 1949, 1970, 1991,
2003, rusky v letech 1947, 1976 a 1979, portugalsky roku 1954 a ¢insky roku 1964.
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Stehen demnach allgemeine Begriffe und Methoden im Vordergrund, so sollen
doch auch die Finzelresultate, die zum klassischen Bestand der Algebra gerechnet

werden missen, eine gehorige Bericksichtigung im Rahmen des modernen
Aufbaus finden. ([Wal-1, str. 1)

Uvedme stru¢ny obsah prvniho dilu, z né¢hoz je dobfe vidét zdsadni obrat
ke strukturnimu pojeti algebry. V centru pozornosti jsou grupy, télesa, okruhy,
obory integrity, idealy; problematika rovnic ustoupila do pozadi. Galoisovy
myslenky, které se zrodily v souvislosti s Tesitelnosti algebraickych rovnic,
prokéazaly obrovskou zivotnost, béhem celého stoleti byly mohutnou inspiraci.
Jejich pfimym disledkem byl intenzivni rozvoj teorie grup a teorie téles.
Zahlen und Mengen (4-14),

Gruppen (15-36),

Ringe und Korper (36-67),

Ganze rationale Funktionen (67-85),
Korpertheorie (86-131),

Fortsetzung der Gruppentheorie (131-148),

Die Theorie von Galois (148-192),

Geordnete und wohlgeordnete Mengen (192-198),
Unendliche Korpererweiterungen (198-208),
Reelle Korper (208-238).

—_

© 0N W N
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e

Van der Waerden v tivodu prvniho dilu své monografie prehledné uvedl zdroje,
z nichZ Cerpal. Byly to Artinovy algebraické pfednasky z roku 1926 (Hamburk),
semindf o teorii ideédlt, ktery vedli E. Artin, W. Blaschke a O. Schreier
v zimnim semestru 1926/27 (Hamburk), pfednasky E. Noetherové o teorii grup
a hyperkomplexnich ¢&isel ze zimniho semestru 1924/25 a zimniho semestru
1927/28 (Gottingen) a van der Waerdenovy prednésky o obecné teorii idedla
ze zimniho semestru roku 1927/28 (Gottingen). Nejvétsi inspiraci byly myslenky
E. Artina a E. Noetherové, jak van der Waerden zduraznil podtitulem své knihy:
Unter benutzung von Vorlesungen von E. Artin und E. Noether.

I obsah druhého dilu jasné dokumentuje zaméreni na strukturni algebru.

11. Eliminationstheorie (1-22),

12. Allgemeine Idealtheorie der kommutativen Ringe (23-50),

13. Theorie der Polynomideale (51-85),

14. Ganze algebraische Grofien (85-109),

15. Lineare Algebra (109-148),

16. Theorie der hyperkomplexzer Gréifien (149-17T7),

17. Darségllungstheorie der Gruppen und hyperkomplezen Systeme (177—
212).

85 Podrobny rejstiik k prvnimu dilu ma pét stran, ke druhému &tyfi.
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6 Vladimir Kofinek

Ceské vysoké skoly byly roku 1939 némeckymi okupanty uzavieny. Na tuto
situaci reagovali t¥i profesofi Univerzity Karlovy, matematici Bohumil Bydzov-
sky (1880-1969), Vojtéch Jarnik (1897-1970) a Vladimir Kofinek (1899-1981).
Sepsali struéné navody k samostatnému studiu geometrie, analyzy a algebry
a vydali je v Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky. V. Kofinek nastinil
ve svém ¢lanku Ndvod ke studiu algebry pro zacédtecniky [Ko] program studia,
ktery viceméné odpovida koncepci jeho pozdéjsi ucebnice Zdklady algebry z roku
1953.86 Ke studiu doporuéil v prvni fadé knihu Bieberbachovu a Bauerovu [Ba]
(¢tvrté, resp. paté vydani) a dvoudilnou Perronovu uéebnici Algebra [Pe]; uvedl
téz vyhody a nevyhody obou uc¢ebnic. Mimo jiné napsal:

Nas program lépe se primykd ke knize Bieberbachové ... Zvlasté ve svém
5. vydant jsou Bieberbachovy Vorlesungen knihou moderné psanou ...

Perronova Algebra neni tak moderné psand, algebraické stanovisko neni v ni
tak uplatnéno, dukazy jsou casto prilis a zbytecné sloZité. Perron pracuje rdd
p1i dikazech vypoctem, nékdy i velmi sloZitym, misto logickou uvahou. Zato vse
je provedeno velmi peclivé a do vsSech podrobnosti, takZe se ¢tendr neocitne na
rozpacich. ([Ko], str. D26)

Vladimir Kofinek uvedl v pfehledu literatury rovnéz prvni dil Weberovy
ucebnice [W], prvni dil Frickeovy ucebnice [Fr] a prvni dil knihy Finfihrung in
die analytische Geometrie und Algebra, kterou roku 1931 vydali Otto Schreier
a Emanuel Sperner (1905-1980).87 Vyjadril se i k vhodnosti dalsich ucebnic
k samostatnému studiu algebry:

Ucebnice moderni abstraktni algebry, jako je kniha Hauptova, Hasseova neb
van der Waerdenova, nehodi se rovnéZ pro nase ucely. V téchto knihdch jde
o abstraktni, ryze algebraické vybudovdni teorie, z niZ jen velmi mald cdst patri
do maseho programu, a zustdvd v nich naopak stranou mnoho véci, které ze
stanoviska abstraktni algebry patri do funkcéni teorie polynoma, jako je zdkladni
véta algebry, odhady pro absolutni hodnotu koteni pomoci koeficientu rovnice,
separace korent, numerické resent rovnic, goniometrické reseni nékterych rovnic
a véct tomu podobné. Tyto véci jsou vsak prdve pro zacdtecnika duleZité. Je
nutno, jednak aby se naucil prakticky pocitat, jednak aby se obezndmil blize
s vlastnostmi télesa vsech komplexnich cisel a s vlastnostmi polynomi v tomto
télese, nebot, kdyZ pomineme vlastni podrobné studium algebry, bude prdvé pii
dalsim studiv matematiky tyto véci nejvice potiebovat.®® ([Ko], str. D27)

86 Nakladatelstvi CSAV, Praha, 1953, 488 stran, 2. vydani: 1956, 520 stran.

87 1. dil: B. G. Teubner, Leipzig, Berlin, 1931, 238 stran, II. dil: 1935, 308 stran.

88 Viz Z. Kohoutova, J. Be¢vai: Viadimir Kotinek (1899-1981), edice Dé&jiny matematiky,
sv. 27, Vyzkumné centrum pro dé&jiny védy, Praha, 2005. Kratka stat o Kofinkové Ndvodu ke
studiu algebry pro zacdtecniky je na strandch 139 az 142. Na stranich 101 az 128 je pojednani
o Kofinkové ucebnici Zaklady algebry.
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VACLAV LASKA V POLSKU

MARTINA BECVAROVA

Abstract: Vaclav Laska (1862—1943) was “the last Czech polyhistor” of natural sciences.
He became a famous mathematician, astronomer, geodesist, seismologist, meteorologist,
cartographer and teacher. Throughout his professional career he strove to integrate
mathematical methods, based on exact mathematics and physics, into modern research.
The main aim of the article is to map his life and teaching activities in Prague and Lwow
as well as his scientific results.

1 Uvod

Vaclav Laska (1862-1943) byl ,,posledni ¢esky polyhistor ptirodnich véd.! Pro-
slavil se jako matematik, astronom, geodet, seismolog, meteorolog, kartograf a ucitel. Po
cely svlij odborny zivot se snazil postavit moderni ptirodovédné badani na exaktni
matematicko-fyzikalni zaklady a disledn€ vyuzivat matematické metody.

2 Rodina a studium

Vaclav Laska se narodil v Praze dne 24. srpna 1862. Jeho otec Véclav Laska (1824—
1886) byl truhlaf z Libané (okres Ji¢in) a postupné se vypracoval na malého prazského
stavitele. Opravoval riizné prazské klastery, zucastnil se vystavby véznice v Repich
a dokonce i opravy Karlstejna. Jeho matka byla Marie Menclova (1829-1899), dcera
domkare Josefa Mencla ze Starych Hradii (okres Jicin) a Barbory, rozené Tesafové.
Rodina zila ve Spalené ulici v Praze. Vaclav mél tfi sourozence, Jana (nar. 1854), Josefa
(nar. 1865) a Frantiska (1870—1872).

V Sesti letech zacal navstévovat elementarni Skolu v centru Prahy, tzv. ceskou trojic-
kou skolu. Podle pozdé€jsiho vypravéni se jiz tehdy rozhodl, Ze se stane astronomem. M¢l
v$ak jen prumérné studijni vysledky a neprojevovalo se u ného zadné nadani.

V deseti letech byl rodinou poslan do némeckého chlapeckého seminadre v Bohosudové
(ném. Weisskirchlitz, okres Teplice), aby studoval na soukromém némeckém gymnaziu,
které bylo soucasti klastera a v némz panoval velmi ptisny klasterni fad. Zde se vyrazné&ji
rozvinul jeho skryty talent a pfedev§im hluboky zajem o matematiku. Poznamenejme, Ze
v prvni az ctvrté tfidé ho matematiku ucil A. Dichtl, v paté Julian Vervaet.? V Boho-
sudové se vyrazné zlepsil jeho prospéch, obvykle byval druhy ve tfidé Citajici 26 zaku.

! Je autorem vice nez ti stovek praci, které zasahuji do nasledujicich oborti: vyrovnavaci pocet a metoda
nejmensich ¢tverct, praktické numerické vypocty, nomografie, pocet graficko-statisticky a graficko-mechanicky,
teorie pravdépodobnosti, matematicka statistika, pojistovnictvi, matematicky zemépis, fyzikalni zemépis,
kartografie, hydrologie, hyetologie (destopis), balneologie, klimatologie, geodézie (nizsi a vyssi), geologie,
geofyzika, seismologie, astronomie, fotogrammetrie, kosmicka fyzika, filozofie matematiky, historie exaktnich
a pfirodnich véd, vyuka matematiky a jejich aplikaci a popularizace pfirodnich véd. Viz [3] a [4].

2 Clen Tovarysstva JeziSova, pochazel z belgického Gentu, psal matematické i metodické piispévky do Casopisu
pro péstovani mathematiky a fysiky. Vyucoval v Praze a Bohosudoveé.
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Hodnoceni z vétSiny pfedmétt bylo vyborné, pouze latina byla neuspokojiva, nebot’ styl
memorovani a nekonecného ¢teni autorit nevzbuzoval jeho zajem.

Po absolvovani paté tfidy rodi¢e rozhodli, Ze se Vaclav vrati do Prahy a vzdélani
ukonéi na némeckém gymndziu na Malé Strané. Zde studoval patou az osmou tridu.
Ackoli mél vyborné vysvédcéeni, musel patou tfidu opakovat, nebot’ prazsti ucitelé neméli
daveéru k ,,venkovské“ skole. Az na klasické jazyky mél opét vyborny prospéch. Navic se
prohloubil jeho zajem o matematiku, fyziku, astronomii a pfirodni védy. Jiz jako kvintan
sepsal ,,¢lanek® o devitkové a jedenactkové zkousce a rozdaval jej o prestavce spolu-
zakim. Nutil je, aby si jej precetli a diskutovali s nim o matematice. Aby pfilepsil
rodinnému rozpoctu, doucoval svého spoluzaka Jaroslava hrabéte Thuna. Z mnohaleté
studijni pomoci se vyvinulo celoZivotni pfatelstvi, V. Laska ziskal vlivného a dosti boha-
tého ochrance. Béhem stfedoskolskych studii vazné onemocnél a skoro ohluchl. Presto
mezi jeho celozivotni z4jmy patfila hudba, pfitahovala ho také historie exaktnich véd,
socialni problémy a otazky vystéhovalectvi do USA. Roku 1883 slozil maturitni zkousku,
ktera ho opravinovala ke studiu na libovolné vysoké skole v rakousko-uherské monarchii.

3 Vysokoskolské studium

V letech 1883 aZz 1886 poslouchal V. Laska ptednasky na filozofické fakulte nemecké
univerzity v Praze. Soustfedil se pfedev§im na matematiku (profesoii H. J. K. Durege
a A. Puchta, soukromy docent S. Kantor), fyziku (profesofi E. Mach a F. Lippich)
a astronomii (profesor L. Weinek). V letech 1885 aZ 1886 jako mimotfadny student
nemecké techniky v Praze dochazel na prednasky z geodézie (profesor K. Kofistka).
Béhem studii ziskal vyborny piehled o astronomii, matematice, geodézii, meteorologii,
filozofii, historii, pedagogice a psychologii. Svymi profesory byl hodnocen jako
neobycejné sectély, s velmi Sirokymi univerzalnimi znalostmi, vynikajicimi pozorovaci-
mi schopnostmi a neobvyklou manualni zru¢nosti. Spoluzaci o ném ftikali, Ze je ,,chodici
encyklopedie matematickych véd«.?

Jesté beéhem studii si splnil svij détsky sen a zacal se odborné zabyvat astronomii.
Roku 1884 byl jmenovan pomocnikem klementinské hvézdarny. Brzy se ukazalo, ze je
nadanym pozorovatelem, zdatnym teoretikem a vynikajicim poctafem. Prozil zde i své
prvni Zivotni zklamani, které pramenilo z nedostateéného vybaveni hvézdarny a nezajmu
vlady o podporu védecké prace.

Dne 19. prosince 1887 ziskal na némecké univerzité¢ v Praze doktorat. Sepsal
disertacni praci Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen in ihrer histo-
rischen Entwickelung, kterou ocenili profesofi H. J. K. Durége a A. Puchta. Pfed komisi
tvofenou profesory H. J. K. Durégem, E. Machem a F. Lippichem se podrobil dvéma
doktorskym zkouskam (odbornd matematika a historie matematiky), a pak jesté zkouSce
z obecné filozofie a historie. Komise ocenila jeho neobvyklou znalost literatury.

4 Pocatek kariéry — Praha

Po ukonceni studia se Vaclav Laska chtél vénovat védecké praci v astronomii a peda-
gogické praci na univerzité nebo na technice. Objevily se vSak neCekané problémy.
Vlivem vleklé jaterni choroby jeho otce se zhorSily rodinné pomeéry, a tak Véaclav Laska

3 . . N P . . i . .
O studiu matematiky na némecké univerzité v Praze a na némecké technice v Praze viz [1].
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musel rodinu podporovat ze soukromych kondic a nevelkého platu na hvézdarné (400 zl.
ro¢ng). Presto nerezignoval na odbornou praci a nepfijal nabizené misto stiedoskolského
ucitele. Teprve dne 28. dubna 1890 ziskal misto fadného asistenta c. k. astronomického
ustavu éiské univerzity, které sice nebylo nejlépe placené, ale priblizilo ho ke splnéni
jeho snu.

4.1 Astronomicka prace

Vaclav Laska nejprve ve spolupraci s feditelem ustavu Augustem Seydlerem (1849—
1891) provadeél vypocty drah malych planetek (stanovili napt. drahu Asporiny a Sapien-
tie). V této praci pokragoval i za nového feditele Gustava Grusse (1854—1922).°

S Gustavem Grussem se zam&fil na studium proménnych hvézd, o néz byl v Cechach
puvodné maly zajem. Oziven byl pfedevsim Cinnosti F. W. A. Argelandera (1799-1875),
ktery ve 30. letech 19. stoleti vypracoval metodu, jak velmi pfesné stanovit zmény
jasnosti hvézd pouhym okem srovndnim s hvézdou zndmé jasnosti, kterd se svoji jasnosti
lisi jen malo od zkoumané hvézdy.® G. Gruss a V. Laska pozorovali nejprve promé&nné
hvézdy v integralnim svétle a vysledky mé&feni publikovali v Rozpravdch Ceské akademii
pro védy, slovesnost a uméni.’ Roku 1894 piesli ke spektroskopickému pozorovani.®
Prestoze jejich pozorovani nebyla pfili§ poCetna, méla vyznam pro rozvoj astrofyzi-
kalniho vyzkumu u nés a je mozno fici, Ze jejich teoreticka uroven odpovidala svétovému
trendu. Oba astronomové si uvédomovali, Ze je dilezité sledovat nejen zmény zdanlivé
hvézdné velikosti, ale pfedev§im zmeény spektra, coZ umozni lep$i a pfesnéjsi studium
hvézd. Emisni ¢ary vodiku a hélia byly bézné studovany ve svété, ceska méteni ¢ary Hy
byla, i pfes nedostatené vybaveni observatofe, na sv&tové urovni. Pfipomenime, Ze
Véclav Laska dokonce zakoupil prvni fotograficky pfistroj ustavu a zafidil jeho namon-
tovani na dalekohled.

Tteti oblasti, v niz se V. Laska angazoval, byly geodeticko-astronomické prace, nebot’
prazskd hvézdarna byla postavena pied dlleZity ukol — stanovit piesné soufadnice
polohy, které byly nezbytné pro piesna astronomickd méfeni. Ukol byl piidélen V. Las-
kovi, protoze jiz za studii projevil hlubsi zijem o geodézii. Polohu prométoval
tzv. lomenym pasdznikem’ a s uzitim osvédené Horrebowovy-Talcottovy metody
stanovil geografickou $itku Kindlovy vily 50°6°11,7°" + 0,1°.'° Soucasné zjistil jeji geo-
grafické souradnice geodetickym navazanim na triangula¢ni body Prahy a provedl kritiku

* Poznamenejme, e mezi tehdej$i hlavni tukoly ustavu pattilo postaveni, smontovani, orientace a nasledna
kontrola novych pfistroji, vyhledani vhodné budovy pro méfeni, ziskani novych kvalitnich asistentd
(Spatné placené misto se nezapocitavalo do let statni sluzby) a ,,zabranéni* odchodu kvalitnich zaka, ktefi
po naro¢ném zacviceni odchazeli na lepsi mista do zahranici.

> Poznamenejme, e to byla typicka Ginnost studentii a asistentdi. Podileli se na ni mnozi budouci &eiti
astronomové a matematici (napf. F. Nusl, K. Petr, V. Nechvile).

® Je mozno Fici, ze deské zemé hraly dileZitou roli ve svétovém trendu pozorovani proménnych hvézd (viz napt.
prace V. Safatika a G. Grusse).

" Uzivali Argelanderovu metodu a osmipalcovy dalekohled, ke srovnani pouzili méné zndmé hvézdy a podatilo
se jim popsat 20 hvézd slabsich nez 6. hvézdna velikost.

8 Vysledky méfeni opét publikovali v Rozpravich Ceské akademii pro védy, slovesnost a uméni. Uzivali
osmipalcovy dalekohled, proméfili tfinact hvézd a u péti z nich nalezli jasné emisni ¢ary vodiku. Zaméfili se
vSak pfedevS§im na ovéfovani a zpiesiovani dfive ziskanych vysledki. Po roce 1896 ¢innost astronomického
ustavu v tomto sméru ochabla.

% Jedna se o dalekohled ototny pouze kolem vodorovné osy, ktery slouzi k pozorovani prechodi hvézd
polednikem.

1 Slavn4 Kindlova vila byla az do roku 1900 sidlem Seského astronomického tistavu.
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4.2 Vyznam Laskovy prace na astronomické observatoii v Praze

Vaclav Laska byl skvélym pozorovatelem s dobrou matematickou prupravou, kterd
mu umoznila provadét méteni, pozorovani a vypocty na svétové urovni. Pfesto nemohl
ziskat odpovidajici misto na prazské univerzité. Z existen¢nich diivodu se proto odklonil
od astronomie a zaméfil svoji pozornost na geodézii.

4.3 Geodeticka prace v Praze

Roku 1890 se habilitoval na ¢eské technice v Praze. Pro posouzeni jeho zadosti byla
sestavena komise ve slozeni F. Miiller, K. V. Zenger, Ed. Weyr. Dne 22. bifezna 1890
slozil odborné kolokvium pied zkuSebni komisi, kterou tvofila vySe zminéna trojice
profesort doplnéna o profesory J. Solina, K. Petrlika a A. Vavru. F. Miiller zkousel
kandidata z historického vyvoje geodézie, K. V. Zenger se dotazoval na metody urceni
zemépisné polohy mista a Ed. Weyr pozadoval vyklad matematickych princip
kartografického zobrazeni. Dne 24. bfezna 1890 proslovil V. Laska pted profesorskym
sborem &eské techniky v Praze habilitaéni prednasku nazvanou Ulohy geodesie vyssi
v budoucnosti. Veskeré Casti jeho habilita¢niho fizeni byly hodnoceny vyborng€. Dne
22.zati 1890 byl proto jmenovan na ceské technice soukromym docentem ,,vySsi
geodesie®.

V letech 1891/1892 az 1894/1895 konal na Ceské technice vybérové prednasky, které
mély pozoruhodnou uroven a rozsah, nebot’ zahrnovaly kartografii, fotogrammetrii, vyssi
geodézii, astronomické pasdze z vySSi geometrie, teorii a vypocty trigonometrickych
siti.'! Byly doprovazeny praktickym cvicenim na Letné, demonstracemi na observatofi
apod.

Pro studenty a dalsi zajemce o geodézii, astronomii, matematiku a jeji technické
aplikace sepsal ugebnice a monografie. Cesky psané uéebnice nesly nazvy Poctarstvi
geodetické, tj. navod ku poctim trigonometrickym a polygondlnim pro ucely katastralni
(Praha, 1894, 68 stran) a Vyisi geodesie (1. dil, Praha, 1896, 105 stran)."?

Slavné, oblibené a velmi rozsifené se staly jeho némecky psané ucebnice: Sammlung
von Formeln der reinen und angewandten Mathematik (1.—IV. dil, Braunschweig, 1888
az 1894, XVI + 1071 stran),"® J. Lieblein’s Sammlung von Aufgaben aus der
algebraischen Analysis zum Selbstunterricht (2. vydani, Praha, 1889, VIII + 108 stran),'*
Lehrbuch der sphdrischen und theoretischen Astronomie und der mathematischen
Geographie (Bremerhaven und Stuttgart, 1889, XII + 280 stran; 2. vyrazn¢ upravené

"' Piednasky byly charakterizovany takto: Zaklady kartografie — déjiny zobrazovéni tvaru zemského, zobrazeni
podle starsi theorie, Gaussova theorie nejmensich podobnosti a zobrazovaci novéjsi theorie; Sféricka astronomie
— soustavy souradnic sférickych a jich transformace, cas hvézdny, pravy a obcansky, iikazy denniho pohybu,
zmény souradnic nasledkem praecese a nutace, opravy pozorovani vzhledem k paralaxi, refrakci a aberaci,
urceni Casu azimuti, zemépisnych Sirek a délek, astronomické stanoveni tvaru zemského; Geofyzika — fyzikalni
stanoveni tvaru zemského, odchylky od sméru tiznice a jejich vliv na stanoveni geodetickych hodnot, kolisani osy
zemské a teorie nivelovani.

12 Tato u&ebnice, podle pfedmluvy dokonéena roku 1894, byla vrcholem Léskovy teoretické prace. Mé&la velmi
moderni pojeti uspofadani latky, diraz kladla na aplikace matematiky. Byla srovnavana s oblibenou némeckou
Pizzettiovou knihou (1895), jez méla podobnou strukturu.

" Tato rozsahla sbirka vzorct se rozsitila po celé Evropé a dostalo se ji vyborného hodnoceni v referativnim
Casopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte der Mathematik (viz recenze 20(1888), str. 1283, 25(1893/1894),
str. 1906).

V. Laska zna&né piepracoval Liebleinovu udebnici, piidal peclivé udaje o pramenech u jednotlivych uloh,
historické komentare a bibliografické poznamky.
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vydani, Leipzig, 1906, 1913, 192 + 164 stran), Lehrbuch der sphdrischen Trigonometrie
(Stuttgart, 1890, VIII + 187 stran), Einfiihrung in die Functionentheorie, eine Ergdnzung
zu allen Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung (Stuttgart, 1894,
V+55 stran)15 a Lehrbuch der Vermessungskunde (Geoddsie) (Stuttgart, 1894,
VIII + 240 + 204 stran).'®

4.4 Odborné studie a drobnéjsi prace

V 90. letech 19. stoleti Laskovy prace zasahovaly do astronomie, geodézie, geofyziky
a aplikované matematiky. V. Laska je sepisoval ¢esky a némecky, publikoval je pfevazné
ve Zpravach Kralovské &eské spolednosti nauk, Rozpravach Ceské akademie pro védy,
slovesnost a uméni a v Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky. K nejlep$im pracim
patiily: Theorie nivellovini na geoidu (1894),' O transformaci orthogondlnich geo-
detickych souradnic na ellipsoidu (1894),'% Vysetiovani zmén svétlosti hvézd proménnych
(1894, 1895),19 Pozorovani jasnych car ve spektrech nékterych hvezd (1894)20 a Stano-
veni zemépisné Sirky observatore c. k. ceské univerzity (1899).*' Jeho drobné prace
a mensi studie mély nesmirn€ pestrou tematiku. Mezi zpracovavanymi problémy mizeme
najit: refrakci, optické klamy, meteorologii, historické poznamky o kyvadlovych
hodinach, rozbor astronomické prace Marka Marci, popisy historickych i modernich
astronomickych pfistrojli, vyklady konstrukci novych méficich pfistrojii (argeometr, teo-
dolit, tachymetr), studie o konstrukci kuzelosecek, graficka feseni neobvyklych aplikac-
nich uloh, triangulaci, nivelaci, transformace geodetickych soufadnic, interpretaci
geodetickych bodi, déleni ploch, kartografii atd.

5 Vrchol kariéry — Lvov

Na konci 19. stoleti bylo na ceské univerzité v Praze pouze jediné misto fadného
profesora astronomie a na Ceské technice v Praze jediné misto fadného profesora
geodézie. Jak se ukazalo, zadosti o povoleni druhé profesury zasilané do Vidné nemély
zadny smysl. Vaclav Laska mél tedy nulovou $anci na kariéru a dal§i postup v Praze.
Proto pfijal nabidku mista mimofadného profesora ve Lvove.

Dne 25. fijna 1895 byl jmenovan mimofddnym profesorem sférické astronomie
a vyssi geodézie na polytechnice ve Lvove. Kratce po svém prichodu zahajil prvni polské
prednasky z fotogrammetrie a nomografie a sepsal prvni polské ucebnice geodézie
a aplikované matematiky. Jiz dne 1. prosince 1895 byl jmenovan feditelem astronomické
observatore lvovské polytechniky. S velkym nadSenim se pustil do reorganizace a moder-
nizace astronomického pozorova’mi Dne 8. srpna 1897 byl jmenovan soukrom}'/m docen-
1901 se stal navic feditelem lvovské seismologické stanice a zahdjil reformu seismo-
logického vyzkumu v Hali¢i.

15 Jednalo se o klasickou ucebnici diferencialniho a integrélniho poctu, ktera viak kladla diraz na fyzikalni,
astronomické a geodetické aplikace.

160 Laskové publika&ni &innosti viz [1] a [4].

17 Rozpravy Ceské akademie pro v&dy, slovesnost a uméni 3(1894), &. 11, 4 strany.

'8 Rozpravy Ceské akademie pro védy, slovesnost a uméni 3(1894), &. 17, 8 stran.

1% Rozpravy Ceské akademie pro védy, slovesnost a uméni 3(1894), &. 13, 16 stran, 4(1895), &. 13, 17 stran.

2 Rozpravy Ceské akademie pro védy, slovesnost a uméni 3(1894), €. 30, 3 strany.

! Rozpravy Ceské akademie pro védy, slovesnost a uméni 8(1899), &. 25, 16 stran.
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Poznamenejme, Ze Vaclav Laska se po pfichodu do Lvova velmi rychle témét
dokonale naucil polsky, oblibil si polské kolegy a studenty (pfatelil se napt. s fyzikem
M. Smoluchowskim), mél hluboké porozuméni pro polské narodni hnuti, polskou kultu-
ru, historii a literaturu. PfestoZe se stal uzndvanym a ct€énym odbornikem, touZil se vratit
do Cech. Do Lvova si ptivedl svoji zenu, Anezku Maisnerovou z Kladna, jeho dva syno-
vé méli polské skoly, ackoli on sdm mél vzdélani vyhradné némecké. Udrzoval té€sné
kontakty s Prahou a sledoval zmény na ¢eské univerzité i technice. Vedl rozsdhlou odbor-
nou korespondenci takika s celym svétem.

Pro polské posluchace sepsal a vydal uebnice a litografie prednéasek: Astronomia
sferyczna i geodesya wyzsza (Lwow, 1901, 88 stran), Teorya bledow i rachunek
wyrownania (Lwow, 1903, spoluautor S. Widt), Teodolit i jego zastosowanie do zdjec¢
polygonanych (Lwoéw, 1903, spoluautor S. Widt), Miernictwo (Lwow, 1903), Wyklady
nomografii (Lwow, 1905, 43 stran, spoluautor F. Ulkowski) a Teorya rzutow kotowanych
(Lwoéw, 1907, 49 stran).

Diky svym ¢etnym odbornym pracim a osobnim odbornym kontaktim byl jmenovan
lenem Krdlovské ceské spolecnosti nauk (mimotadny ¢len 9. 1. 1895), Ceské akademie
pro vedy, slovesnost a umeni (mimotadny clen 1896), Société Belge d’Astronomie
(titularni &len 14. 3. 1904), Komise pro zemétieseni ve Vidni, Ustiedniho tistavu pro
meteorologii a geodynamiku ve Vidni, Bibliografické komise pri Krakovské akademii
a &¢lenem vedeni /. mezindrodniho kongresu pro seismologii ve Strasburku (1901).

5.1 Prace v seismologii

Prichodem do HaliCe zacal LaskGv hlub$i zajem o seismologii, kterd se stala
zaméfil predevSim na aplikace matematickych metod pifi feSeni geodetickych, geo-
fyzikalnich a seismologickych problémi vychodni Halice. Jeho prace ziskaly velkou ode-
zvu v zahranic¢i (citovali je napt. A. Sieberg, H. Benndorf, W. H. Hobbs, B. B. Golicyn).
V. Laska patiil mezi zakladatele mladé a prudce se rozvijejici rakouské seismologie
budované od samého pocatku na matematickych zakladech, pfesnych métenich a jejich
vyhodnocovanich. Cennym dokumentem o jeho vsestrannych aktivitaich ve Lvové jsou
zpravy o seismologickych métenich ve vychodni Hali¢i a studie o historii zemé&tfeseni
v Polsku. Mezi svétové cenénd pojednani o seismologii patii jeho némecky psané prace:
Ziele und Resultate der modern Erdforschung (1904),°* Die Erdbeben im Lichte neuester
Forscfgz:ngen (1908)23 a Zur Geschichte der praktischen Geometrie in Polen (1907,
1909).

5.2 Prace v geodézii

Vzhledem k oboru svého ptisobeni na Ivovské polytechnice se V. Laska zabyval
1 geodézii. Vedl Cetné studentské exkurze a organizoval prakticka cviceni a méteni v teré-
nu. Od studii v Praze jej pfitahovaly méfici pristroje, jejich konstrukce, moZnosti vylep-
Seni a zdokonaleni. Ve Lvové naptiklad navrhl novy tachymetr (viz tzv. Laska-Rost
patent), novou konstrukci fototeodolitu, libely a planimetru a vylepsil tachymetrické
pocetni pomiicky (neboli tabulky). Z Cisté teoretického hlediska se snazil vylepSovat
a zpfesnovat pocetni geometrické metody v geodézii a fotogrammetrii. Zajimala ho také

22 Natur und Offenbarung 50(1904), 193-208.
2 Natur und Offenbarung 55(1908), 257273, 321-337.
2* Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen 5(1907), 102-106, 143-147, 7(1909), 12—-13.
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historie geodézie, zejména d&jiny vyvoje teodolitu, d&jiny kartografie promitani a d&jiny
»praktické geometrie v Polsku.

5.3 Prace v astronomii

Ackoli byl Vaclav Laska na pocatku své kariéry rozhodnut stat se astronomem, po
prazském zklamani byla astronomie pouze okrajovym tématem jeho odborného zajmu.
Cennym dokumentem o jeho astronomickych aktivitach jsou pravidelné referaty o pozo-
rovanich a méfenich na lvovské observatofi a odborné pojednani o zkoumani promén-
nych hvézd (vyslo az roku 1917). Pravidelna méfeni, organizaci odborné prace lvovskeé
observatofe a vyuku na univerzit¢ doplnilo rozsahlé a casové ndro¢né pirepracovani
druhého vydani némecky psané uéebnice astronomie Lehrbuch der sphdrischen und
theoretischen Astronomie und der mathematischen Geographie (Leipzig, 1906, 1913,
192 + 164 stran) a priprava polsky psané ucebnice astronomie a geodézie Astronomia
sferyczna i geodesya wyzsza (Lvov, 1901, 88 stran).

5.4 Prace v meteorologii

Novym, ale okrajovym tématem Laskovy prace ve Lvové byla meteorologie, v niz se
soustiedil zejména na pozorovani soumraku, zkoumani obla¢nosti, méfeni srazek a popis
zavislosti meteorologickych jevii na nadmotské vySce.

5.5 Vyznam Laskovy prace ve Lvové

Vaclav Laska kladl velky diraz na matematicky piesnou formulaci pojmia a vztaht.
Domnival se, Ze matematické vyjadfovani je nejlepsi formou popisu pro vSechny ptirodni
védy. Pozadoval logiku, objektivitu a pfesnost pozorovani, strucnost, jasnost, srozu-
mitelnost a pfesnost zpracovani vysledkd. Matematiku nechapal jako hlavni cil svého
studia, ale prostfedek Ci cestu k feSeni kvantitativnich i kvalitativnich problémti. Proto se
v jeho ucebnicich a studiich objevily pfesné definice i v popisnych védach (geografie,
geologie, balneologie). Jeho snaha vykladat pozorované déje fyzikaln€, popisovat je
pomoci vzorcl arovnic, matematicky piesné¢ vyhodnocovat méfeni, jasné¢ formulovat
podminky pokusi, stru¢né a piehledné analyzovat vysledky a poctivé uvést proble-
matickd mista plné zapadala do koncepce matematizace prirodnich véd a byla v napros-
tém souladu se svétovymi trendy. Na konci 19. stoleti a v prvnich desetiletich 20. stoleti
Vaclav Laska zformuloval fadu zakladnich zakonitosti tektoniky a geotektoniky, ackoli
v t¢ dobé byly jest¢ pomérné chudé zaklady fyziky pevnych latek. PredeSel svoji dobu
o vice nez 30 let a do jisté miry ptfedjimal roli Casu v elastickych, plastickych a viskoz-
nich jevech vjednom hmotném systému pii riznych termodynamickych podminkach
uvnitf Zeme.

Jeho nejdulezitéjsim vysledkem je pravdépodobné tzv. Ldskova formule, ktera
umoznuje priblizné stanoveni vzdalenosti mista, kde bylo zemétieseni zaznamenano, od
jeho epicentra

D =[(S - P)— 1] megametr,

kde D je vzdalenost pozorovaci stanice od epicentra v megametrech (1 megametr je 1 000
km), P je doba, kdy do pozorovaci stanice dorazily podélné viny P (primae), vyjadiena
v minutach, a S doba, kdy do pozorovaci stanice dorazily pti¢né viny S (secundae),
vyjadfenda v minutach. Laskou experimentalné nalezend formule plati pro vzdalenosti
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mensi nez 10 000 km. Neni absolutné presnd, vyzaduje provedeni korekei,” ale je cito-
vand a uzivana do soucasnosti.

5.6 Dalsi Laskovy aktivity

Vaclav Laska byl c¢lenem redakénich rad prestiznich mezinarodnich casopisi:
Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungswesen, Astronomische Jahresbericht a Inter-
nationales Archive fiir Photogrammetrie. Podilel se také na geologickém prizkumu
Halice, ktery souvisel se snahou zahajit v této oblasti téZbu nafty, a na organizaci
pravidelné hali¢ské seismologické a meteorologické sluzby.?

6 Druha prazska kariéra

Roku 1911 bylo V. Laskovi nabidnuto misto profesora na univerzité ve Freiburgu
(Svycarsko), které viak odmitl, nebot’ necht&l vymeénit Lvov za jiné cizi mésto. Pomyslel
na piesun do Prahy. Touzil se vénovat geofyzice, ucit ji na univerzité a pokracovat ve
védecké praci zapocaté ve Lvoveé. Rakouské ministerstvo kultu a vyucovani vSak bylo
jiného nazoru; domnivalo se, ze Praze staéi jedna (némecka) katedra geofyziky, na niz
postupné pusobili A. Prey, R. Spitaler a L. W. Pollack. Roku 1911 vsak povolilo zfizeni
stolice aplikované matematiky na Ceské univerzité v Praze a na misto profesora
jmenovalo Vaclava Lasku.

6.1 Profesor aplikované matematiky na univerzité v Praze

Vaclav Laska prevzal roku 1911 vedeni katedry aplikované matematiky a tidil ji az do
roku 1932. Byl viceméné pfinucen se nové vénovat statistice a pravdépodobnosti, pozdégji
vedl kratce i katedru statistiky a pojistné matematiky a katedru pro zemsky magnetismus.
Protoze v aplikované matematice spatfoval zaklad geodézie, astronomie, geografie,
petrochemie atd., zavedl nové vyukové kurzy, snazil se davat svym studentim nové
podnéty a pfimét je ke studiu aplikace numerickych metod, trigonometrie apod.
Podporoval habilitace mladych kolegti z riznych obort aplikované matematiky, pojistné
matematiky a statistiky. Prosazoval vysilani spolupracovnikt do zdpadni Evropy a USA,
kde se méli zdokonalit v petrochemii, dilnim prizkumu, vyzkumu rud, nalezist' ropy
a minerald, prizkumu pfirodnich zdroji a jevii apod. Jeho snem bylo vytvofit v Praze
Spickové pracovisté aplikované matematiky celosvétového vyznamu.

6.2  Prace pro nové vzniklé Ceskoslovensko

Po vzniku samostatného Ceskoslovenska se Vaclav Laska zapojil do budovani novych
védeckych ustavil, ovlivnil praci statistického, geodetického, kartografického a geofyzi-
kalniho ustavu. V té dob¢ se jeho zajem soustiedil predev§im na geofyziku. Proto byl dne
20. prosince 1920 jmenovan feditelem Ceskoslovenského geofyzikdlniho iistavu v Praze.
Kratkou dobu byl jeho jedinym zaméstnancem, ale brzy z né¢ho vytvofil $pickové vyuko-
vé pracovisté spojené s centrem pro geomagneticky, seismologicky a geofyzikalni
vyzkum CSR. Hlavni cile jeho prace vidél jednak v oblasti vyzkumu (gravitace,
zemétieseni, geomagnetismus, geoelektfina, geotermika, radioaktivita, geofyzikalni ma-
povani statniho tizemi, zabezpeCeni pozorovani neocekavanych vyjimeénych jeva —
polarni zare, lokalni zemétfeseni, povodn¢), jednak v praktickych tkolech vetejného

% Tabulku zakladnich korekci sestavil Eesky astronom, meteorolog a seismolog Rudolf Schneider (1881—
1955).
% O Laskovych odbornych a pedagogickych aktivitach v Polsku viz [4].
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zajmu (konstrukce domu v seismicky aktivnich oblastech, ochrana pfed povodnémi,
technické konstrukce tunelll, vyuziti dat pro letectvi a civilni obranu, geofyzikalni
pruzkum zemé, hledani vzacnych kovi). Nezapominal ani na vychovu nové generace
a prohloubeni mezindrodni spoluprace formou stazi pracovnikii, vymény casopisti a mo-
nografii a pfedevSim vytvafenim mezinarodni sité pozorovacich a méficich stanic.

Diky témto aktivitam se roku 1923 stal ¢lenem Mezindrodni Unie pro geodézii
a geofyziku (IUGG) a zarovei prvnim piedsedou Ceskoslovenského narodniho komitétu
geodetického a geofyzikalniho. Z jeho podnétu se v tomto obdobi zrodila ¢eska sit” dopi-
sovatelll a pozorovatelli (pozorovani lokalnich zemétieseni, sbér novych dat, historie
zemétireseni), a svoji Cinnost zah4jil specialni vzdélavaci seminaf pro jejich potieby.
Orok pozdéji byla zalozena seismologicka stanice v Praze, naniz byl instalovan
tzv. Wiechertiiv horizontalni seismograf a ktera se roku 1927 zaclenila do mezinarodni
seismologické sité. Po zahajeni rutinniho provozu se V. Laskovi podafilo pro ni ziskat
mladé kvalifikované spolupracovniky: J. Liznar (geomagnetik), F. Cechura (geomag-
netik), B. Kladivo (gravimetrik), V. Spagek (geodet), J. Spagek (hydrolog), J. Splichal
(radiometr), B. Salamon (kartograf), R.B&hounek (geomagnetik) a A. Zatopek
(seismolog).

Roku 1932 byl Vaclav Laska ve véku sedmdesati let penzionovan; vedeni geofyzi-
kélniho Gstavu pievzal jeho 7k a kolega B. Salamon (1880-1967), ktery ve spolupraci
snim jiz dfive budoval statni geofyzikalni Ustav, organizoval geofyzikalni a seismo-
logickou sluzbu CSR, podilel se na sestaveni sit& stanic (Praha, Cheb, Stara Dala —
Ogyalla, Uzhorod) a ptisp&l k uplatnéni jejich vysledkii ve sv&tovém méfitku.”’

6.3 Odborna publikace a u¢ebnice

Vaclav Laska se ve spolupraci s Jaroslavem Pantoflickem (1875-1951) podilel na
tvorbé Statistického atlasu Republiky Ceskoslovenské (vychazel v letech 1930 az 1935).
Ovlivnil také zdkladni koncepci zemépisné-statistického mapovani na$i zemé. Jeho
snahou bylo ziskat a jednotnd zpracovat co nejvétsi mnozstvi dat o CSR. Pokusil se
prosadit sviij osvédEeny pracovni postup — ,,méfit, mapovat, pocitat, zobrazovat, vyhod-
nocovat a kontrolovat data“. Diky svym napadim, rychlosti a spravnosti provadéni
naro¢nych vypoctl, peclivosti méfeni a vyhodnocovani dat, vynikajici znalosti méficich
metod a pristroji a neobvykle rozsahlém piehledu o literatufe mél uzasny respekt svych
spolupracovnik.

Pro své univerzitni studenty sepsal ucebnice Pocet pravdépodobnosti (1921,
127 stran), Pocet graficko-mechanicky (1. dil, 1923), Uvod do kosmické fysiky
a matematické geografie (1926), Uvod do geofysiky (1927, 73 stran), Uvod do filosofie
(1939, 52 stran) a Theorie a prakse numerického pocitani (1934, spoluautor V. Hruska)
a statistickou ptiru¢ku Vybrané stati z matematické statistiky. V rukopisech zustaly jeho
prace Statistika v§eobecnd a Uvod do studia statistiky.

7 Aktivity po penzionovani

Ani po svém penzionovani nepiestal V. Laska odborn¢ pracovat. Zacal se vénovat
odborné, pedagogické, metodické a didaktické pripravé stfedoskolskych uciteld mate-

70 geofyzikalnim priizkumu Ceskoslovenska viz [3] a [5].
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matiky. Snazil se organizovat kurzy a prakticka cvieni z geometrie pro ucitele z praxe.
Ugastnil se diskusi o reformach &eskoslovenského kolstvi, ostfe nesouhlasil s neustalym
snizovanim pozadavkl kladenych na pfipravu uciteld i na védomosti zakd. Mél své
vlastni nazory na vyuku a vlastni uéebni metody. Domnival se, ze spravné vzdélavani
vede pres dokonalé zvladnuti zdkladniho uciva, které budou doplilovat zajimavé
a podnétné problémové okruhy poskytujici vhodné impulzy pro dalsi samostatné studium
a odbornou studentskou préaci. Na zdklad¢ vlastnich zkuSenosti ukazoval, Ze nejlepSich
vysledki 1ze dosahnout cilenou podporou talentovanych studentd, jejich dobrou motivaci
a uplatnénim nenasilné cesty spocivajici v zadavani drobnych samostatnych vyzkumnych
ukold, a tak studenty postupné ptitahovat k odborné praci a zaclenovat je do védeckého
tymu.®® Tvrdil, e matematika je soucasti kazdodenniho Zivota a je pro n&j nezbytna.
Ukazoval, ze jeji vyznam muze laicka vetejnost pochopit jeding pfes vhodné zvolené
ukazky jejich Cetnych aplikaci, a tak mlze byt pfesvédcena, Ze ma sama usilovat o rozvoj
jeji vyuky na vsech typech skol.

Vaclav Laska zemiel 27. &ervence 1943 v Revnicich u Prahy.
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GAUSSOVA DIFERENCIALNI GEOMETRIE
— O CEM SI GAUSS A SCHUMACHER PSALI?

MARIE BENEDIKTOVA VETROVCOVA

Abstract: The aim of this paper is to point on Gauss’ work in the letters between
C. F. Gauss and H. C. Schumacher. It is focused on motivation and background of papers
that are a base of the current differential geometry.

1 Uvod

Gaussova diferencidlni geometrie sice neni dnes nejcitovanéjSim dilem tohoto
klasického némeckého matematika, presto si zaslouzi pozornost, nebot’ stala u zrodu
nového pohledu na matematiku a pro druhou polovinu 19. stoleti byla vychozim textem
geometrie. Ve svém prispévku se pokusime za pomoci uryvki z korespondence mezi
Gaussem a Schumacherem pribliZit okolnosti poc¢atki Gaussovy teorie kiivych ploch.
Zaméfime se pritom predevsim na praci Allgemeine Auflosung der Aufgabe die Theile
einer gegebenen Fliche auf einer andern gegebenen Fldche so abzubilden, dass die
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich wird, kterou Gauss psal pii
udéleni ceny Kodanské kralovské spole¢nosti véd. Okolnosti vzniku Disquisitiones
generales circa superficies curvas totiz nejsou v korespondenci se Schumacherem
dikladnéji zachycené. Presto toto hlavni pojednani diferencialni geometrie 19. stoleti
(a jeji dopad na dalsi vyvoj matematiky) nelze v iivahach o Gaussovi vynechat. Nejdrive
vSak uvedeme néktera fakta o obou pisatelich a rovnéz se pokusime postihnout novost
Gaussova pristupu oproti do té doby znamému stavu diferencialni geometrie.

2 Carl Friedrich Gauss a Henrich Christian Schumacher

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik, fyzik, geodet a astronom, je
dodnes jednim z nejvyznamnéjSich matematik, ktefi v déjinach promluvili jak do oblasti
teoretické veédy, tak i jeji aplikované formy. Pravem si uz za svého zivota zaslouzil
pridomku princeps mathematicorum (princ matematiky). Dokazal propojit teoretické
poznatky s praxi a naopak pro vylepSeni praktickych meéfeni vyvijel a objevoval nové
oblasti matematiky, fyziky, geodézie i astronomie. Stoji u pocatku modernich dé&jin
mnoha véd a dodnes jsou jeho poznatky (v témétf nezméneéné podobé) soucasti tvodnich
kurzi pfirodovédnych a technickych obord. Dilo ze vSech obor jeho plsobeni bylo
v prubéhu let 1863 az 1929 postupné vydano ve dvanactisvazkovém souboru praci ([3]).
O ném samém pak bylo sepsano nékolik bibliografii. Za nejleps§i je povazovana
znovuvydana kniha G. Walda Dunningtona s dodatky Jeremyho Graye ([1]).

Henrich Christian Schumacher (1780-1850) byl némecko-dansky' astronom a geodet.
Jeho cesta k astronomii nebyla vSak pfima. Vystudoval prava na univerzitach v Kielu
a Gottingen. V dobé€, kdy pisobil jako docent na univerzit€ v Dorpatu, dochazel na

! Schumacher se narodil v Bramstedtu, lazefiském mé&stecku, nachézejicim se v dnenim Slesvicku-Hol3tynsku,
které bylo v personalni unii s Danskem. Vychazim ze struéného zivotopisu [16].
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hvézdarnu k profesoru Pfaffovi,” ktery ho uvedl do svéta matematiky a astronomie. Na
zéaklade¢ téchto podnétii a za pomoci kralovského stipendia vystudoval oba tyto obory na
univerzitach v Kodani a Géttingen a k pravni védeé se jiz nikdy nevratil. V Goéttingen se
poprvé setkal s Gaussem. V zimnim semestru 1808—1809 navstévoval jeho prednasky
z astronomie a geodézie. Od roku 1810 pusobil jako profesor astronomie a feditel
hvézdarny v Kodani. Od roku 1817 tidil triangulovani HolsStynska a pozdé&ji geodetické
proméfovani celého Danska. V roce 1821 v Altong® zalozil hvézdarnu a o dva roky
pozdgji dodnes nejvlivngjsi astronomicky odborny &asopis Astronomische Nachrichten.*
Mezi jeho daldi prace patii tiisvazkova Astronomische Abhandlungen,’ ro&enky®
a tabulky.” O moznosti prispivat do obou periodik sv&d&i oznameni z &ervence roku
1821, které se od Schumachera dostalo i ke Gaussovi.®

Od roku 1808 az do své smrti si Schumacher s Gaussem hojn& dopisoval.” O jejich
pratelstvi a vyznamu vzdjemné korespondence mimo jiné svédci uryvek ze Studni¢kova
¢lanku [11], str. 163:

Zahy poznal ucitel pri svém o 3 léta mladsim Zdaku nejenom védeckou horlivost, nybrz
i ducha pro vse uslechtilé zaujatého, i vesel s nim v pratelstvi tak vielé, Ze podobného sotva se
nalezne ve svété uceném. NejlepSim svédectvim tohoto poméru jsou dopisy jejich, jdouci od
r. 1808 az do 1850, z nichz psal Schumacher Gaussovi 1297, Gauss pak Schumachrovi 1319,
nepocitaje ztracené, a jichz sbirka predstavuje tistenych svazki 6. [...] PFi kazdé prileZitosti
obraci se Gauss o radu k Schumachrovi ve svété vice obeznamenému, o vSech pracich podava
mu zpravy, oznamuje sebe nepatrnéjsi udalosti rodinné a odpovida na cetné dotazy vedecké
tak obsirné a diikladne, jakoby pro verejnost psal.

3 Geodézie jako novy impuls diferencialni geometrie

Nové usporadani Evropy po napoleonskych valkach vyzadovalo z vojensko-
ekonomickych diivoda také nové mapové podklady. Tento moment vyrazné zasahl i do
védeckého zivota Gausse a Schumachera. Od roku 1817 znafizeni danského krale
Friedricha VI. Schumacher vyty€oval meridiany v riznych mistech Holstynska (a pozdéji
Danska), na coz navazal Gauss v Hannoveru. Podle poznamek z Gaussovy pozustalosti

% Johann Wilhelm Andreas Pfaff (1774-1835), némecky matematik, fyzik a astronom. Zalozil hv&zdarnu
a pusobil na univerzité v Dorpatu (dnes soucast estonského mésta Tartu). Vénoval se teorii integralu a parcialnim
diferencialnim rovnicim 1. fadu, které byly soucasti teorie diferencialnich forem. V roce 1799 byl vedoucim
Gaussovy disertacni prace.

3 Altona je dnes jedna z hamburskych &tvrti. Na zagatku 19. stoleti viak §lo o dvé mésta. Altona byla soudasti
Holstynska a Hamburg bylo hanzovni mésto (svobodny stat). Hvézdarna v Altoné byla jen 16 metra odchylena
od mistniho poledniku (Gaussovy) hvézdarny v Gottingen, takze jak astronomicka, tak i geodetickda méfeni méli
Gauss i Schumacher téméf srovnatelna.

* Prispévateli byli Gauss, Bessel, Riimker, Olbers, Encke &i bratii Herschelové. Schumacher vydaval Casopis aZ
do roku 1850. Po jeho umrti ¢asopis nezanikl a vychazi dodnes (http://www.aip.de/AN/).

* Vydana v letech 1823—1825 v Altong.

® Astronomische Jahrbiicher z let 1836-1844, vydané v Tiibingen.

7 Schumacherovy Astronomische Hilfstafeln vychazely v Kodani v letech 1820—1829 v deseti svazcich. V téchto
tabulkach publikoval (uhlové) vzdalenosti Jupiteru, Saturnu, Marsu a Venuse od Mésice.

8 Je soucasti [8], sv. 1, str. 233.

Friedrich Peters (1804—1854). Vysla v 6 svazcich v letech 1860—1865. Peters poméahal Schumacherovi také jako
spolueditor Astronomische Nachrichten.
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([3], sv. 4, str.484) bylo jejich spole¢nou ideou zaloZeni celoevropské geodetické
triangulacni sité€ a na jejim zaklad¢é podani nové (ptesnéjsi) kartografii.

K prométovani hannoverského kralovstvi byl Gauss povolan roku 1818. Roku 1820
publikuje pojednani o vytyCeni meridianu v Géttingen a v roce 1821 Gauss vynaléza
heliotrop — pfistroj, pomoci néhoz lze i na velké vzdalenosti nasmérovat sluneéni paprsek
do jistého vzdaleného bodu. Vlastni geodetickd méfeni pak intenzivné fidil a provadél
vletech 1821 az 1826. Vté dob& prednasel pouze v zimnim semestru'® a témeF
nepublikoval.

Astronomickd pozorovani a postupy slouzily k vyssi presnosti geodetickych meéfeni.
Nové zakladané hvézdarny s vytyCenym meridianem byly vychodiskem pro mapovani
prilehlého okoli. Na druhé strané geodézie vyzadovala také novy matematicko-teoreticky
zéklad, k némuz dochazelo propojenim poznatkli matematické analyzy a geometrie
v teorii k¥ivych ploch."

Vedle tohoto nového momentu vstupu teoreticko-geodetickych uvah do geometrie
stala tradice francouzské diferencidlni geometrie. V jejim Cele stoji Svycarsky matematik
Leonhard Euler'? a Napoleontiv general Gaspard Monge.'® Diferencialni geometrie pred
Gaussem uvazovala o kiivé plose jako o reprezentaci hranice nepravidelného télesa, které
je umisténé v (trojrozmérném) prostoru. Gauss vSak pojimal kiivé plochy jako zndzornéni
,nekoncici“ (neomezené) okolni krajiny.

Gauss Eulera obdivoval. A¢ v praci o kiivych plochach Disquisitiones generales
ptimo nikoho necituje, Euler byl jediny, ke kterému se vztahuje.'* Euler jako prvni
rozvedl analytickou geometrii do t¥idimensionalniho prostoru.”” Stil u zrodu
geometrickych transformaci a pojmu afinni transformace. Jako prvni se zabyval kiivosti
jinych nez sférickych ploch. V Recherches sur la courbure des surfaces (E333) z roku
1763 poklada zaklady diferencialni geometrie (obecnych) ploch. Vedle toho rozviji
sférickou geometrii a trigonometrii.'® Poznamenejme, Ze Gauss Eulerovy Recherches

1% Vedl pouze prednasky z teorie pohybu nebeskych t&les, komet a pouziti po&tu pravddpodobnosti v aplikované
matematice. Soukromé vedl pro své studenty na hvézdarné v Géttingen také praktickou astronomii.

' Jeji vysledky se nazyvaji vnitini geometrie, jindy se ponechavaji jako sougast diferencialni geometrie.

2 Leonhard Paul Euler (1707-1783), &§vycarsky matematik a fyzik, ktery objevil mnoho nového
z diferencialniho pocétu a pozdé&jsi teorie grafii. Vedle matematickych pojednani napsal i mnoho podnétnych praci
z mechaniky, optiky a astronomie. Jeho zivot je spjat s Basileji, Petrohradem, Berlinem. Celé jeho dilo je
postupné zpfistupiiovano i elektronicky [12].

3 Gaspard Monge (1746-1818), francouzsky piirodovédec, matematik, ale také politik z doby francouzské
revoluce. Je povazovan za zakladatele deskriptivni geometrie. Matematiku a pozdéji i fyziku vyuCoval na
délostieleckém ucilisti v Lyonu. Od roku 1792 byl ministrem ndmoinictva. Vedle toho béhem francouzské
revoluce stal u zavedeni metrické soustavy a zaloZeni Ecole normale supérieure. Pfednasel rovnéz na vojenské
akademii v Méziéres a Ecole Polytechnique. B&hem Napoleonova tazeni do Egypta vedl védeckou &ast vypravy.
Z jeho dila jsou nejvyznamnéjsi knihy Traité élémentaire de statique, Géométrie descriptive a Application de
l'analyse a la géométrie.

' Odvolava se na n&j pak v abstraktu k Disquisitiones generales, viz [3], sv. 4, str. 343. V hlavni praci sice tento
odkaz neni, jak Karin Reichova ve svém ¢lanku [9] uvadi, pfesto nelze s ni souhlasit, Ze by Gauss Eulerovy
préce z diferencialni geometrie neznal, ani ho nijak neovlivnily. K tomu viz [1], str. 165.

5 Vice [5], str. 1.

"®Hlavng Eulerovy prace z roku 1755 E214: Principes de la trigonometrie spherique tires de la methode des plus
grands et plus petits a E215: Elemens de la trigonometrie spheroidique tires de la methode des plus grands et
plus petits. VSechny jsou dostupné v Eulerové archivu [12].
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(E333) patrné znal, neni ale jasné, jak moc rozsahle znal dal§i Eulerovy prace z teorie
17
ploch.

K Mongeové francouzské skole se v§ak Gauss prili§ nevztahoval. Podle Dunningtona
[1] uvedl pouze poznamku, Ze parcialni diferencialni rovnice druhého fadu pro plochy
rozvinutelné do roviny ,.nebyly jest€ dokazany s dostateCnou rigorositou. Zkoumani
jeho specialnich tfid ploch nemélo na Gausse patrné zadny vliv stejné jako deskriptivni
geometrie, kterou Gauss v recenzi z roku 1813 pochvaloval.'® A to i pfesto, Ze Monge
a jeho zaci na Eulera navazovali. Za zminku stoji Jean Baptiste Mesnieur (1754—1793),
Mongetv 7ak v Méziéres, ktery Eulerovo hlavni dilo E333 piimo zmifiuje."” Dodnes se
v uéebnicich diferencialni geometrie zmifiuje Mesnieurova véta.”’ Jiny Mongetv Zak,
Olinde Rodrigues (1794-1851), vroce 1815 popisuje pouziti sférického zobrazeni
plochy, pomér obsahti vzajemné si odpovidajicich ploch a vyjadiuje veli¢inu, kterou dnes
zname jako totalni (nebo Gaussova) kfivost, pro kterou ukazal, Ze je soucinem hlavnich
kiivosti.?! K¥ivosti ploch se zabyval i dal§i Mongeiiv 74k, absolvent Ecole Polytechnique
a namoini dustojnik Charles Dupin (1784—1873). Ten navazal na prace o geodetickych
kiivkach na elipsoidu, které rozd€luji elipsoid na tfidy ploch druhého fadu se spolenym
ohniskem. Pfi studiu kiivosti normdlovych fezi ploch zavedl kiivku indicatrix (zndma
jako Dupinova indicatrix), diky niz klasifikoval body na dané plose do Ctyf typa:
planarni, elipticky, hyperbolicky a parabolicky.

4 Od teorie gravitace ke konformnimu zobrazeni

Vratme se ke Gaussové praci. V roce 1812 se mu podatilo najit vyjadieni gravitace
(ptitazlivosti) pro sféroid.”? Se svym jesté nepublikovanym vysledkem na podzim zavital
k baronu von Zachovi na observatof Seeberg,” kde si do svého deniku zapsal:** ,,Objevili
jsme absolutné novou teorii gravitace eliptického sféroidu v bodech mimo téleso.*

Pfi feSeni teorie gravitace Gauss pouzil Legendreovo pfiblizeni sféroidu k rotacnimu
elipsoidu. Vyjadieni gravitace k bodtim, které lezi ve smérech hlavnich os, pfed Gaussem
nadel Maclaurin a analyticky je zpracoval d’Alembert, Lagrange, Legendre a Laplace.”

' Jde o prace E392: Evolutio insignis paradoxi circa aequalitatem superficierum, E408: De curva rectificabili in
superficie sphaerica, E419: De solidis quorum superficiem in planum explicare licet a tfi prace o mapovych
projekcich E409: De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, E491: De proiectione geographica
superficiei sphaericae a E492: De proiectione geographica Deslisliana in mappa generali imperii russici
usitata. (E490, E491 a E492 byly v roce 1898 souborné vydany v némeckém piekladu Drei Abhandlungen iiber
Kartenprojection von Leonhard Euler [13].)

18 Recenze je soucasti [3], sv. 4, str. 359-361.

1 Clanek Mémoire sur la courbure des surfaces je sice z roku 1776, ale publikovany byl az v roce 1783. Vice
viz [9], str. 492.

2 Stiedy oskulagnich kruznic k¥ivek na dané plose, které prochazeji danym bodem a které v tomto bodé maji
spole¢nou te¢nu, lezi na kruznici.

2 viz [5], str. 6.

2 Jde o praci Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum, kterou Gauss
publikoval v roce 1813. Je zahrnuta ve Werke [3], sv. 5, str. 1-22. Resumé je ve stejném svazku na str. 279-286.

3 Baron Franz Xavier von Zach (1754—1832) byl némecky astronom, se kterym se Gauss piatelil od roku 1801,
kdy poprvé spolupracovali na znovuobjeveni planetky Ceres. Na Seebergu, které je dnes soucasti Gothy, von
Zach zalozil hvézdarnu, kde 1éta plsobil jako jeji feditel. Srov. [1], str. 49-54.

2 Viz [4], zaznam ¢&. 142, datovany 26. zaii v Seebergu: ,,Theoriam attractionis sphaeroidis elliptici in puncta
extra solidum sita prorsus novam invenimus.*

% Viz rovnéz abstrakt k teorii gravitace ve Werke [3], sv. 5, str. 279-286.
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V matematickém vyjadieni zavedl Gauss lokalni prostor a dvojny integral. Nové bylo, Ze
odvodil také povrch rotac¢niho elipsoidu, pfes ktery pak integroval. Vysledkem jsou véty
o nulovosti integralu (dnesnimi slovy gravitaéniho potencialu) pfes uzavienou plochu (tj.
povrch elipsoidu). Co se jevi zajimavé, jsou techniky, v nichz pro diferencialy novych
nezavislych soufadnic rozliSuje jednotlivé pripady ,,infinitesimalné malych rovinnych
obdélnik‘ o stranach .4, # +dp.g, p.g +dgap +dg, g +dg. 26

Novym ukolem, ktery pred nim stal, bylo najit zobrazeni nejkratsich (geodetickych)
linii*” na rota&nim elipsoidu.”® Gauss pfitom pracoval s obecnou kfivou plochou, na které
zavedl kartézské soufadnice bodu jako funkce dvou libovolnych veli¢in (dnes nazyvané
parametrizace).”’ V geodetickych spisech® pro toto zobrazeni zavadi Gauss oznadeni
konformni, tj. takové spojité zobrazeni, které zachovava thly.*'

5 Pribéh ceny Kodaiské kralovské védecké spolecnosti

Na jafe roku 1816 se Gauss ptihlasil do soutéZe, kterou vyhlasil nové zalozeny
astronomicky Casopis Zeitschrift fiir Astronomie und verwandte Wissenschaften.** Jednim
z ukolt bylo najit vzajemné zobrazeni (projekci) dvou kiivych ploch na sebe. Gauss jiz
mél hotovu podobnou tlohu pro nejmensi ¢asti (kousky) téchto ploch, ale to soucasti
zadani nebylo. Projekci vyfeSil pomoci rovnob&znych normél na jednotkovou sféru.
Prohnuti ¢i zaktiveni plochy pak bylo specidlnim pfipadem tohoto zobrazeni. Gauss
vypracoval pojeti totalni kfivosti plochy a miru kiivosti v kazdém bodé nezavisle na
prohnuti plochy.

Ve stejné dobé se Henrich Christian Schumacher snazil ziskat pro Gausse
geodetickou praci v Dansku. O zaméru ziskat grant danského kralovstvi za u¢elem jeho
zmapovani a proméfovani psal v dopise z 8. Cervna 1816. V tomto dopise zaroven piSe
o moznosti podat jeho teorii interpolace jako cenu kodanské kralovské védecké
spolecnosti:*

V nadeji, ze to bude pro Vas popudem ke zverejneni Vasi teorie interpolace, kterou
mam v rukopise, jsem formuloval zadani nasi spolecnosti pro rok 1817 takto: ,, Rozvinout
teorii interpolace, ktera se dosud tykala predevsim periodickych funkci.

Schumacher mél patrné na mysli praci Theoria interpolationis methodo nova tractata,
kterou mame dochovanou jen z Gaussovy pozustalosti v [3], sv. 3, str. 265-327. Interpolacni

%131, sv. 5, str. 15: ,,Concipiatur planum per infinitas rectas tum liniae abscissarum parallelas tum ipsi normales
in elementa rectangula divisum: huiusmodi elementum, inter puncta quorum coordinatae sunt z.g; @ +2z.4;
2.g+dg;» +dp, g + dg contentum, erit = dp.dg

7 Ve smyslu ,,infinitesimalng kratkych tsedek*.

28 podle Dunningtona [1], str. 163, §lo o linie na eliptickém sféroidu.

% Poznamku k vyjadieni tohoto zobrazeni pro nejkrati linie na rozvinutelnych plochach najdeme v poziistalosti,
zahrnuté do [3], sv. 8, str. 457.

3 Viz Untersuchungen iiber Gegenstinde der hiheren Geodisie I (z let 1843 az 1844). Pojednani je soudsti
vyboru [3], sv. 4, str. 262-348.

3! Zobrazeni #:if —=¥ se nazyva konformni (Gihlojevné) v bodé ., jestlize zachovava orientaci Ghld, které
sviraji kiivky prochazejici bodem ::..

32 Zakladateli Gasopisu byli baron Bernhard August von Lindenau (1780-1854), némecky pravnik, astronom
a politik, a Johann Gottfried Friedrich von Bohnenberger (1765-1831), némecky astronom, matematik a fyzik.

33 18], sv. 1, str. 128: ,Ich habe in der Hoffaung, Sie wiirden dadurch Veranlassung finden, Thre Theorie der
Interpolation, die ich handschriftlich habe, bekannt zu machen, die Preisfrage unserer Gesellschaft fiir 1817 so
abfassen lassen: ,,Theoriam interpolationis evolvere quae praesertim in functionibus periodicit adhuc manca
videtur.“*
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metodu Gauss rozvadi i pro piipad komplexni proménné, v jehoz vyjadieni vystupuji
periodické funkce. Metodu (avSak bez komplexni proménné) publikoval az Gaussiv zak
anémecky astronom Johann Franz Encke (1791-1865) v roce 1830 [2] s poznamkou, Ze
podklad&ziskal od Gausse v roce 1812. Dnes je znama jako Newton—Gaussova interpolacni
formule.

Gauss 5. Cervence 1816 Schumacherovi odepsal. Proméfovani Danska odmitl,
protoze mezitim dostal nabidku zmapovat Hannoverské kralovstvi. Odpovédél ovsem
také k uloze spojené s udélenim ceny:>

Program s ulohou Vasi spolecnosti jsem jeste nevidél. Hovoril jsem s Lindenauem
o jiné uloze, ktera ma byt zverejnéna v novém casopise s odmenou 100 dukatii. Napadlo
mne dalsi zajimavé zadani: ,, Obecné promitnout (zobrazit) jednu danou plochu na jinou
(danou) tak, aby se obraz podobal originalu v nejmensich castech (kouscich).

K tomu Gauss dodal, Ze ve specialnim ptipad¢€ je jednou plochou koule a druhou rovina.
V tomto ptipadé je hledanym zobrazenim stereografickd projekce a Mercatorovo
zobrazeni. ,,Chce se ale takové obecné tfeseni pro jakykoli druh plochy, které¢ pojima
viechny kousky (&astecky).«*

V roce 1820 tedy Schumacher pozadal Kodanskou kralovskou spole¢nost véd, aby
vyhlasila cenu ktomuto novému problému. O tom zacind i Schumacheriv dopis
Gaussovi z 11. ledna 1821. Uzptisobeni zadani podle Gaussova navrhu se Schumacherovi
jevi vitézné: ,,Nase nad&je prichazi pravé k Vam, mij velevazeny piiteli!*’” Termin pro
dodéani 3Igraice byl stanoven na konec roku a odménou méla byt medaile v hodnoté 50
dukatu.

Gauss v té dob& ovsem intenzivné pracuje na geodetickém proméfovani Hannoveru
a na teoretickou praci nema pftili§ Casu. Protoze zadna prace kodanské spolecnosti nebyla
dorucena, cena se presunula na rok 1822 se stejnym zadanim. Teprve az 4. ¢ervna 1822
se Schumacher s praci pfipomina, na coz Gauss 10. Gervence 1822 odpovida:*

3% K historii interpolace viz napk. [7]. Gaussova interpolaéni formule fits
je  trigonometricky om  =-t¢ho  stupné  takovy, Ze &

bt

aflxd =

—. Toto vyjadieni je uvedeno v elektronické

mnflix I 1 i SRR, B Yl I R .Y

Wolframové knihovné matematickych vzorci [14].
35 [8], sv. 1, str. 131: ,,Das Programm mit der Preisfrage Threr Societit ist mir noch nicht zu Gesichte gekommen.
Mit Lindenau habe ich auch iiber eine Preisfrage conferirt, die in der neuen Zeitschrift mit dem Preise von 100
Ducaten aufgegeben werden soll. Mir war eine interessante Aufgabe eingefallen, nemlich: ,,allgemein eine
gegebne Flache so auf einer andern (gegebnen) zu proiiciren (abzubilden), dass das Bild dem Original in den

e

kleinsten Theilen dnhlich werde.
36181, sv. 1, str. 132: ,Man will aber die allgemeine Aufldsung worunter alle particuldren begriffen sind, fiir jede
Arten von Flichen.*

3718], sv. 1, str. 202: Unsere Hoffnung ist jetzt, auf Sie gerichtet, mein vielverehrter Freund!

38 K 74dné deflaci ani upravé mény nedoslo. Je si jen potieba uvédomit, Ze ani Némecko, ani jeho ména nebyly
sjednocené, natoz aby byly stejné jako ména v Dansku. Hannover mél jinou hodnotu dukatu nez Sasko, Dansko
mélo se Svédskem a Norskem v ramci monetarni unie koruny. P¥i hrubych prepoétech téchto mén na fissky tolar
méla marka (spravnéji marcka) v Hamburgu a Liibecku hodnotu 1/3 fisského tolaru, zatimco danska (nebo
berlinska) marka jen hodnotu 1/6 fi§ského tolaru. Tedy severonémeckd ména byla dvojnasobna oproti danské
(anebo berlinské). Odmény k uloham byly tedy podobné.

9 [8], sv. 1, str. 270: ,Es thut mir leid die Wiederholung Ihrer Preisfrage erst jetzt zu erfahren. Im vorigen
Winter hitte ich vielleicht einige Zeit dazu gefunden, aber so lange die praktischen Messungearbeiten dieses
Jahres dauern, kann ich natiirlich an eine subtile theoretische Ausarbeitung gar nicht denken.*
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Je mi lito, zZe jsem se o zopakovani Vaseho zadani dozvedel az ted. Loniskou zimu bych
snad néjaky cas k tomu nasel, ale dokud v tomto roce trvaji prakticka méreni, nemohu
proste na zadné podrobné (subtilni) teoretické zpracovani ani pomyslet.

Gauss praci do konce roku zvladl dopsat a 25. prosince 1822 pise Schumacherovi:*’

Pozde jsem se dozvédel, ze Kodanska spolecnost zopakovala zadani ke zndazornéni
ploch. Pritel matematiky, ktery Vam nesmi byt jmenovan, pravé sestavil zaklady reseni
a predtim, nez by neochotné ve svém velmi omezeném case obétoval zbytecnou prdci, aby
se zabyval kompletnim dokonceni, chce od Vas odpovéd’ na nasledujici otazky:

1. zda miize byt ¢lanek napsdn v némciné;

2. zda by nebylo predsudkem, kdyby méla mensi rozsah, nez jaky ma prace spojend

s udélenim ceny mit, tj. sotva dva plné archy, samozrejmé pokud je samotné zadani
uplné vyresené;

3. asi tyden po prijeti Vasi odpovédi by mohla byt stat’ dokoncena a odeslana; ptam

se, zda je to dostatecné véas?

Své tfeseni Kralovské kodanské spolecnosti véd zaslal a cenu prevzal. Do roku 1825
vSak jeho prace nebyla uvefejnéna. Uvefejnéni mu zajistili az Schumacher
v Astronomische Abhandlungen. Pojednani vyslo v tfetim (a zaroven poslednim!) &isle.
Gauss zde vypracoval obecnou formuli miry kfivosti. Zobecnil tim Legendreovu vétu
o sférickych trojuhelnicich z roku 1787,*" &imz propojil teorii nejkratsich geodetickych
linii s teorii miry kfivosti. V tomto svétle se Gaussova véta o redukci malych
geodetickych trojuhelnikli na rovinné jevi jako tfesnicka na dortu invariantii a rozvinuti
plochy do roviny, o nichz uvazoval jiz od konce roku 1822.

6 Obecné pojednani o kiivych plochach

Na konci roku 1825 se Gaussovi podafilo dokonéit zobecnéni teorie kiivych ploch
v Disquisitiones generales circa superficies curvas. Prednaska, na niz Gauss pojednani
prezentoval, se konala dne 8. fijna 1827 pred Kralovskou spolecnosti véd v Géttingen
a v roce 1828 vysla v géttingenském Sasopise Commentationes recentiores.**

“14), sv. 1, str. 293: ,Ich habe erst spit erfahren, dass die Copenhagener Societit die Preisfrage, wegen der
Darstellung der Fliache wiederholt hat. Ein Freund der Mathematik, der sich Thnen nicht nennen darf, hat die
Hauptsachen der Aufldsung jetzt geordnet und wiinscht, ehe er die bei seiner sehr beschrinkten Zeit ungerne
zwecklos aufzuwendende Arbeit des vollstindigen Ausarbeitens unternimmt, von lhnen Anwort auf folgende
Fragen:

1) ob der Aufsatz deutsch abgefasst werden kann,

2) ob es demselben nicht zum praejudiz gereicht, wenn er weniger Volumen hat als sonst gewohnlich
Preisschriften haben, d.i. schwerlich volle 2 Bogen, versteht sich in sofern die Fragen selbst erschopfend
beantwortet ist;

3) Etwa eine Woche nach Ankunft Threr Antwort wiirde der Aufsatz vollendet seyn und abgesandt werden
konnen; fragt sich ob dies noch friih genug ist?

Véta je soucasti Legendreova pojednani Mémoire sur les opérations trigonométriques dont les résultats

dépendent de la figure de la terre.

42V tomto &isle Sasopisu vysly zaroven dalsi dvé Gaussovy prace — matematické zdiivodnéni metody nejmensich

ctverct (Theoria residuorum biquadraticorum, Comm. I.) a dodatek k eliminaci chyb méteni (Supplementum

theoriae combinationis obseruationum erroribus minimis obnoxiae). VSechny byly inspirovany praktickym
proméfovanim Hannoveru.
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To, ¢im je Disquisitiones generales pielomova, je nasledujici znamou vétou
(theorema egregium): Mira kiivosti (Gaussova kiivost) plochy zavisi pouze na vyjadreni
kvadrati linearnich ¢lent ve dvouparametrickém rozvoji a jejich diferencidlnich
koeficientech. Neboli zhruba feceno zaktiveni plochy lze zjistit z naméfenych uhla
a vzdalenosti na této ploSe — nezavisi na umisténi plochy v prostoru. Dasledkem této véty
je kritérium, jak zjistit, Ze jedna plocha je rozvinutelna do druhé (neboli kartografickou
terminologii délkojevné (ekvidistantn€) zobrazit) — musi mit stejnou Gaussovu kiivost.
Specialné do roviny rozvinutelné plochy maji nulovou Gaussovu kfivost. Moderni dé&jiny
teorie ploch prave tuto praci davaji do svych pocatka.

Ve zvlastnim ¢&isle Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky, vydaného
u prilezitosti 100. vyro¢i Gaussova narozeni, Karel Frantisek Edvard Koftistka [6], str.
182—183, toto dilo shrnuje slovy:
Gauss uverejnil v poslednich dvou vetsich pojednanich ,,0 predmétech geodaetickych' r. 1843
a 1846 od ného vydanych, ackoli predmeét, o némz prvni z téchto pojednani jednd, castecné jiz
ve spisu r. 1827 pod titulem ,, Disquisitiones generales circa superficies curvas‘ vysiém,
obsazen jest. Jestit’ to theorie podobného zobrazeni, kterouz resi se obecné platnym zpiisobem
ukol, jak by nalezelo casti kterékoli dané plochy zobraziti na vseliké jiné plose, a sice tak, aby
obraz novy obrazu pitvodnimu i v nejmensich castcich stal se podobnym. Takovym podobnym
zobrazenim koule na roviné jest na pr. tak zvany prumét stereograficky. AvsSak v receném
pojednani zandsi se Gauss se zvlastnim pripadem podobného preneseni plochy ellipsoidu na
plochu koule, pripadu to pro geodaesii zvlaste dulezitého, jelikoz mathematicka podoba zemé
neni koule nybrz ellipsoid a tudiz preneseni geodetickych car z ellipsoidu na kouli poskytnouti
musi podstatného zjednoduseni ulohy, jen kdyz vyvin déje se tak, aby urcitost v podobnosti
tvari, tedy také stejna podobnost uhliivv nevzala ujmy. I tento problém resil Gauss
s neobycejnym v pravde divtipem i neni-li mozna, kratkymi slovy zdsady nové jeho methody
objasniti, toz vzpomenu co prikladu svrchované urcitosti, jakéz skrze ni lze dosahnouti, jen
toho pripadu, ze opravy v uhlech cili v redukcich smériiv v onom trojuhelniku Hannoverské
site, jenz od meridianu normalniho nejvice vzdalen jest, neobnaseji vice nez 0.0032 sekund, ze
tedy Ize jich zcela pustiti mimo, spokojime-li se s dvéma decimalkami jedné sekundy.

7 Dusledky teorie kiivych ploch pro diferencialni geometrii

Z obou Gaussovych praci dodnes zbyly dva dilezité ptistupy. Prvnim bylo
systematické pouzivani kiivoCarych soufadnic; druhym pak pojeti plochy jako
dvouparametrického rozvinuti, nikoli pevného, ale pruzného, a hledani jejich invariantt.
Timto novym uvazovanim lze matematicky pojmout nové tvary, které ziskame tak, ze
znamé tvary bez natazeni (dilatace) ohybame. VSechny plochy odvozené od dané plochy
ohnutim jsou pak rozvinutelné do této dané plochy (ve specialnim ptipadé do roviny).
Gauss je pfelomovy tim, Ze témto ob&ma pojetim dodal pfisné€ rigor6ézni analytickd
kritéria.

Z hlediska dalsitho ubirani se matematickych dé&jin jsou Disquisitiones generales
prikopnicka ze dvou davodd. Za prvé, Gauss piesel k (nepfimému) pouzivani
nekonec¢nych grup (jak je zavedl pozd¢ji Sophus Lie), zatimco do té doby se v geometrii
pouzivaly pouze konecné grupy transformaci. Druhy dtvod je ten, Ze Gauss pojimal
teorii kiivych ploch jako (dne$ni terminologii) geometrii dvourozmérné variety, kterd
oteviela cestu obecné teorii vicerozmérnych variet ¢i n-rozmérného prostoru.
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8 Prameny Gaussovy diferenciilni geometrie

V Gaussovych Werke jsou geometrické spisy zafazeny do 4. svazku [3]. Najdeme zde
predevsim praci k udéleni ceny Kodanskou kralovskou spolecnosti véd Allgemeine
Auflosung der Aufgabe die Theile einer gegebenen Fldche auf einer andern gegebenen
Fliche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen
dhnlich wird z prosince 1822 (vCetné dvou abstraktil) a pojednani Disquisitiones
generales circa superficies curvas ztijna 1827. Protoze Gaussem vybudované metody
mély slouzit ke zlepsSeni geodetickych méfeni, jsou zde zafazeny také vysledky Cetnych
geodetickych méfeni z Gaussovy geodetické triangulace Hannoverského kralovstvi z let
1821 az 1825 a z dal$ich lokalit po celém dne$nim Némecku (1828 az 1844). Zahrnuty
jsou i jeho stézejni dila z vyssi geodézie, ktera nekteré zavedené postupy 1épe osvétluji.
Vtomto svazku jsou dale piipojeny Gaussovy recenze k pracem Mollweideho,
Herschela, Kriese, Schwaba, Miillera a Metternicha. Za pozornost stoji Gaussovo
vyjadfeni se k vlivné knize Gasparda Monge Géometrie descriptive z 31. Cervence 1813.
Prislusné poznamky, dodatky z pozustalosti a uryvky z vybrané korespondence jsou
zatazeny do 8. svazku [3].

To, co zde ale chybi, je korespondence k teorii kiivych ploch. K dolozeni okolnosti
vzniku prvni Gaussovy prace z oblasti diferencidlni geometrie, bylo potieba prozkoumat
vlastni korespondenci Gausse se Schumacherem [8], pfedevsim 1. svazek. Jako podpora
slouzila prace Schlesingera [10] a Dunningtonova monografie [1].

Dalsi moznosti hledani ptivodu diferencialni geometrie u Gausse jsou ve zkoumani
jeho korespondence s Lindenauem, Olbersem a Besselem a/nebo v dalSich pfesazich do
jinych Gaussovych geometrickych praci (geometria situs, astralni geometrie,
neeukleidovska geometrie, pojeti rovnobéznosti atd.).
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SIERPINSKI’S AND POLYA’S SPACE-FILLING CURVES
in Bulletin International

de ’Académie des Sciences de Cracovie

DANUTA CIESIELSKA

Abstract: The study of the problem of Space-Filling Curves goes to the original
papers by Sierpinski and Pdélya. Their results, which will be discussed, not only
give a new example of the Space-Filling Curve but also open the new possibilities
for investigation of the properties of such curves.

I will start with some basic facts about continuous curves which image is
a plane square. The history of this problem started with monumental result by
G. Peano. In Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane [7] he presented
a continuous real function which image is a plane square. Next, I will describe
D. Hilbert’s [2] and E. H. Moore’s [5] results.

The main part of my talk will be focused on the Sierpinski’s and Pdlya’s
Space-Filling curves.! In Bulletin International de I’Académie des Sciences de
Cracovie. Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles. Série A: Sciences
Mathématiques,? there were published two papers about Space-Filling Curves in
1912 O pewnej nowej krzywej cigglej, wypetniajgcej kwadrat. — Sur une novelle
courbe continue qui remplit toute une aire plane by Wactaw Sierpinski [13] and
in 1913 O pewnej krzywej p. Peano - Uber eine Peanosche Kurve by George
Polya (see [8]).

In the paper [13], Sierpiniski showed that?

There is a bounded, continuous, and even function of a real variable t which
satisfies the functional equations:

(1) f(t)+ f(t + %) =0  forallrealt
and
2) 2f(it) + f(t + %) —1  forallte0,1]

1 The name ‘Space-Filling Curves’ probably is due to E. H. Moore, but in his paper [5] such
curves are called continuous surface-fillings curves.

2 Bulletin International de I’Académie des Sciences de Cracovie, until 1910 named
Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in Krakau, was the main Polish scientific journal
published by the Academy of Arts and Sciences in Krakéw in the XIX century and the first
two decades of the XX century.

3 The English translation of the formulation of the theorem by H. Sagan [12].
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and that

1) 0<t<1

passes through every point of the square [0,1]2.

In my talk, I will describe the construction and properties of this function
and I will present the Sierpinski’s way to obtain the geometric representation of
the curve and approximation polygons (see figure [1]).
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Figure 1: Fourth approximation polygons of the Sierpiniski’s Space-Filling Curve

Next, I will present the Pélya’s Space-Filling Curve? starting with geometric
idea (see figure 2) and showing geometric and arithmetic construction (see figures
3, 4).

4 In the footnote 3 in [8] Pdlya pointed out that the curve is a generalization of Sierpinski’s
Space-Filling Curve
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Figure 2: Geometric idea of the construction of the Pdlya’s Curve
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Figure 4: From first to fourth approximation polygons of the Pélya’s Curve
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At the end, I will discuss basic results on differentiability of the Pélya’s Space-
Filling Curve ([3], [8], [9], [11]).
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KURZOVE PREDNAﬁKY KARLA PELZA
Z DESKRIPTIVNEJ GEOMETRIE 1906/7

JAN CIZMAR

Abstract: This paper presents the report on the litographic record of the curriculum
lectures on descriptive geometry given by Karel Pelz at the Czech Technical University
in Prague in the academic year 1906/7. Karel Pelz belonged to a group of eminent Czech
geometers in the last quarter of the 19" century. There are several objects and results in
the descriptive geometry named after him.

1 Uvod

Karel Pelz (1845—1908) patril k skupine ¢eskych geometrov, ktori v poslednych 2—3
desatrociach 19. storoCia a na zaciatku 20. storoCia v rakuskej Casti rakusko-uhorskej
monarchie vyznamne prispeli k rozvoju deskriptivnej a projektivnej geometrie v ich
klasickej podobe. Pelzov dvadsatro¢ny pobyt na technike v Grazi (1876—1896) a vySe
jedenastroény pobyt na prazskej Ceskej technike (1896—1908) priniesol nielen
pedagogické posobenie vrcholnej kvality, ale znamenal aj vedecky prinos k rozvoju
metdd a k objavu novych vysledkov v deskriptivnej geometrii ([1]). Pelzovo doplnenie
tedrie Steinerovej paraboly (Steinerova-Pelzova parabola) a rozvinutie jej konstrukénych
aplikacii ([2]), zov§eobecnenie Queteletovej-Dandelinovej vety a viaceré vety o ohnis-
kach obrysov ploch druhého stupna, ich priemetoch a hodenych tietioch (Pelzove vety)
([3) figuruja pod Pelzovym menom v klasickom obsahu deskriptivnej geometrie. Jeho
prinos k d’alSim zavaznym témam, akymi su dokaz Pohlkeho vety, budovanie zakladov
ortogonalnej axonometrie, problematika lesklych bodov, konstrukcia osi ploch druhého
stupna a i., bol uz za jeho Zivota vSeobecne znamy a vysoko hodnoteny ([4]).

Sledované litografické vydanie rukopisného zdznamu Pelzovych prednasok
zakladného kurzu deskriptivnej geometrie na Ceskej vysokej skole technickej v Prahe
v akademickom roku 1906/7 uverejnené pod nazvom DESKR. GEOMETRIE — DLE
PREDNASEK V R. 1906/7 ([5]) $fastnou nahodou uniklo znideniu, ktoré by
pravdepodobne bolo malo za nasledok ochudobnenie moznosti poznavat historiu
domacej vedy a vysokého Skolstva z origindlnych pramefiov. Pri klesajucom zaujme
o Studium deskriptivnej geometrie a rastucej tendencii likvidovat tento predmet
v programe vyucby strednych §k6l a technickych fakult by neznalost’ histérie vyvoja
tohto predmetu a jeho zastoja vo vysokoskolskej priprave technikov pred 100 rokmi este
viac oslabila poziciu zastancov naro¢nej teoretickej pripravy buducich inZinierov
v predmetoch matematicko-fyzikalnej zdkladne inZinierskeho vzdel4dvania.

2 Obsah kurzu prednasok

Textova cCast rukopisu zaznamenanych prednaSok obsahuje 479  stran;
515 narysovanych obrazkov zabera d’alsich 104 stran formatu A4. Clenenie textu nie je
prili§ prehl'adné, zrete'ne oddelené su len tematicky vyrazne odlisné kapitoly, Cislovanie
kapitol, paragrafov a odsekov fakticky neexistuje, len miestami sa sporadicky vyskytuje
nahodné oc¢islovanie mensich suborov uloh, typov klasifikacii a pod. Nasledujuci prehl'ad
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nie je vzdy explicitne pritomny v publikacii, je len pokusom zvonku o Cciasto¢nu
systemizaciu umoznujucu primerane vzdelanému citatel'ovi orientovat’ sa v obsahu podl'a
neskorSich pristupov k organizovaniu Struktiry ucebnic a ucebnych textov. (Dnesné
poziadavky na systemizéciu uciva su podstatne vysSie.)

2.1 PrehlPad kapitol, tematickych celkov, tém, tloh atd’.:

Uvodna kapitola (bez nazvu) (str. 1-28): Determinacia; Premietanie; Zobrazovanie;
Zobrazovanie roviny vo vSeobecnej polohe; Priamka; Veta duality; Transforméacia
dvojnasobnd; Pouzitie piatej priemetne; Uhol dvoch rovin; Niekolko tloh o rieseni
odchylky; O trojhrane.

Premietanie kotované cize cCiselné (str. 29-63): Premietanie kotované cize Ciselné;
Skuto¢na dizka tsetky a odchylka od priemetne; Interval; Spadova mierka; Vzajomna
poloha dvoch priamok; Priemet roviny; Priamka a rovina, Rovina prechadzajica
priamkou; Dve roviny; Priese¢nik priamky s rovinou; Vzdialenost bodu od roviny;
Vzdialenost’ bodu od priamky; Skuto¢na velkost’ uhla; Uhol dvoch rovin.

Ortogonalna axonometria (str. 64—119): Chybaju strany 64—69.

Redukéné uhly; Specidlne pripady axonometrie; Zobrazovanie zakladnych utvarov;
Stopniky priamky; Vzdialenost’ bodu od axonometrickej priemetne; Zobrazenie roviny;
Dve roviny; Priese¢nik priamky s rovinou; Axonometricka stopa roviny; Axonometricky
stopnik priamky; Skuto&na dizka usetky; Priamka kolma na rovinu; Vzdialenost’ bodu od
roviny; Rovina kolmad na priamku; Skutoénd velkost’ uhla; Axonometricky obraz
kruznice a suvisiace ulohy; Axonometrické obrazy telies: rotacny kuZzel’, rovinny rez
kuzel'a, osvetlenie kuzel'a, osvetlenie dutého kuzela, osvetlenie valca; gula — bod na
gulovej ploche, osvetlenie gule.

Centralne premietanie (str. 121-187): Bod a priamka (zakladné pojmy stredového
premietania); Priemet priamky; priamky v Specidlnej polohe; Zobrazenie bodu na
priamke; Skuto¢na dizka usetky a stvisiace ulohy (deliaci bod, deliaca kruZnica);
Odchylka priamky od priemetne; Dve priamky; Zobrazenie roviny, $pecialne polohy
roviny; Polohové ulohy o priamkach a rovinach; Odchylka roviny od priemetne;
Vzdialenost bodu od roviny, vzdialenost bodu od priamky; Priese¢nik priamky
s rovinou; Os dvoch mimobeziek; Uhol dvoch rdéznobeziek; Odchylka priamky od
roviny; Uhol dvoch rovin; Zobrazenie rovinného tutvaru, oto¢enie roviny do priemetne;
Vzdialenost’ dvoch rovnobeziek; Ro6zne sposoby konstrukcie obrazu rovinného utvaru;
Zobrazenie ihlana; Zobrazenie hranola a jeho osvetlenia.

Krivé ¢iary a plochy: Obraz kruznice: elipsa a hyperbola; stredovy priemet dutého valca
a jeho stredového osvetlenia; stredovy priemet gule; niekol’ko doplnkov k zobrazovaniu
oblych telies.

Projektivna geometria (str. 187—338): Zakladné tutvary 1., 2. a 3. radu; Dvojice, trojice
a Stvorice bodov; deliaci pomer; dvojpomer; harmonické Stvorice; vzt'ahy bodového radu,
zvazku priamok a zvézku rovin.

Projektivnost’ zakladnych ttvarov; perspektivnost’; perspektivnost a projektivnost’
rovnorodych a nerovnorodych utvarov; dualita; konstrukcie v projektivnosti.

Teoria utvarov involuénych: bodova involucia; samodruzné body; klasifikacia bodovych
involucii; konstrukcie v involucii; metrické aplikacie.

Priamkova involucia: konstrukcie; aplikacie.
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Teoria kuzeloseciek: Projektivny vytvor bodovej a dotyCnicovej kuzelosecky (dudlne
konstrukcie); Konstrukcie bodovych a dotyc¢nicovych kuzeloseCiek z danych prvkov;
Veta Pascalova a veta Brianchonova a ich aplikacie (vratane metrickych vlastnosti).
Projektivnost’ bodovych a doty¢nicovych ststav na kuzel'ose€kach; aplik4cia na linearne
utvary.

Tedria polov a polar: zdkladné definicie a konstrukcie; zdruzené pdly, zdruzené polary;
involucia zdruzenych polar indukovand kuZeloseckou v bode; dudlne: involucia
zdruzenych pdlov indukovana kuzeloseCkou na priamke; aplikdcie na konstrukcie
kuzeloseciek (vratane metrickych vlastnosti); polarny trojuholnik; priemer, zdruzené
priemery, asymptoty, osi; stred kuzelosecky; ohniskd; aplikacie na konStrukcie
kuzel'oseciek; absolutna involucia, kruhové body.

Priestorové utvary odvodené z projektivnosti: kuzelova plocha, valcova plocha,
nerozvinutel'na plocha 2. stupna (jednodielny hyperboloid, hyperbolicky paraboloid)
Kolineacia: vSeobecnd, perspektivna; samodruzné prvky, charakteristika; perspektivna
kolineacia medzi kuzeloseCkami a jej kon$trukéné vyuzitie; klasifikacie kuzeloseciek
podla polohy k ubeznici.

Oskula¢na kruznica v bode kuzelosecCky; stred krivosti; konStrukcie; hyperoskulacia;
kruznice krivosti vo vrcholoch kuZeloseciek.

Afinita: vSeobecnd, perspektivna; charakteristika. Afinny obraz kuzelosecky. Aplikacie
na rozne konstrukcie bodov a doty¢nic elipsy, odvodené z konstrukcii pre kruznicu.
Perspektivna koline4cia a perspektivna afinita v priestore: zdkladné pojmy

Teoria ploch; krivé plochy: zakladné pojmy; algebrické plochy; stupen plochy; polarita
vzhl'adom na (regularnu) plochu druhého stupiia; afinné klasifikdcia regularnych ploch
druhého stupna.

Rotacné plochy druhého stupnia (str. 339-385): klasifikacia regularnych ploch. Rotacny
elipsoid: zakladné tulohy: zobrazenie bodu na ploche, dotykova rovina, rovinny rez,
priesecniky priamky s elipsoidom, osvetlenie — rovnobezné a stredové; dotykové roviny
idice priamkou, rovnobezné s danou rovinou. Rotaény paraboloid: zakladné ulohy.
Jednodielny hyperboloid: zakladné ulohy. Dvojdielny hyperboloid — len uvedenie.

Rotac¢né plochy stupia vysSieho (str. 386—423): Anuloid: zobrazenie bodu na ploche,
dotykova rovina v bode, rovinny rez, doty¢nica v bode rezu; rovnobezné osvetlenie.
Rovnobezné osvetlenie rotaénych ploch vyssich stupniov; stredové osvetlenie. Spolo¢né
dotykové roviny rotanych ploch. Prienik dvoch rota¢nych ploch: rézne metddy rieSenia
ulohy v zavislosti od vzajomnej polohy osi.

Vseobecné plochy druhého stupna (trojosové) (str. 424—465): klasifikacia.

Trojosovy elipsoid: zobrazenie bodu na ploche, dotykova rovina, rovnobezné osvetlenie,
rovinny rez, stredové osvetlenie.

Elipticky paraboloid: S$tandardné zakladné tulohy, rovnobezné osvetlenie, stredové
osvetlenie; priese¢niky s priamkou, dotykové roviny prechadzajuce priamkou, kruhové
rezy.

Dvojdielny hyperboloid: obraz rotaéného dvojdielneho hyperboloidu v perspektivnej
afinite; kruhové rezy. Kruhové rezy eliptického valca.

Jednodielny ¢ize nerozvinutelny hyperboloid: obraz rotaéného jednodielneho
hyperboloidu v perspektivnej afinite; zakladné vlastnosti; rovnobezné osvetlenie; kruhové
rezy. Jednodielny hyperboloid ako mmnozina vSetkych priecok troch po dvojiciach
navzajom mimobeznych priamok.
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Hyperbolicky paraboloid: vytvor plochy; zobrazenie priamok plochy; dotykova rovina;
krivky na ploche; os, vrchol, hlavna rovina.

Plochy vznikajice pohybom priamKky (str. 461-465): rozvinutel'né, nerozvinutelné;
zékladné prvky nerozvinutelnych ploch; dotykové roviny pozdlz priamky, Chaslesova
veta (bez uvedenia autora), dotykovy hyperboloid.

Konoid (str. 470—471): riadiace ttvary, konstrukcia priamok; priklad: elipticky konoid.

Nerozvinute'né skrutkové plochy (str. 472—476): riadiace utvary; klasifikacia; kolmy
skrutkovy konoid: dotykova rovina; osvetlenie; skrutka; Sikmy skrutkovy konoid.

Klenba Sikmého priechodu (str. 477—478): riadiace utvary; konstrukcia tvoriacich
priamok, dotykova rovina.

3 Komentar

3.1 Obsah

Podl'a obsahu prednasok a ich Stylu je temer isté, ze autor predpokladal
u posluchacov znalost’ stredoskolskej deskriptivnej geometrie v rozsahu uciva redlok
alebo aspon realnych gymnazii. Na takyto predpoklad mozno usudzovat’ z niekolkych
faktov:

1. Autor uplne opomina ¢o aj len elementarny spdsob uvedenia Mongeovej metody
arieSenia zakladnych uloh v nej. Po zavedeni pravouhlej sustavy suradnic a stotozneni
troch jej rovin s priemetiiami pravouhlého premietania prechadza hned’ k pouzitiu Stvrtej
a piatej priemetne ak racionalizdcii rieSenia niektorych zloZitych metrickych uloh
pomocou tychto novych priemetni. Tato tematika spolu s podrobnou tedriou trojhranov je
obsahom prvej kapitoly uvedenej bez nazvu.

2. V zazname prednaSok niet najmensej zmienky o Struktire ambientného priestoru
uvah a konStrukcii. Bez najmensich pochyb je nim roz§ireny redlny euklidovsky priestor
s nalezitou komplexifikaciou v pripadoch kvadratickych uloh s imaginarnymi korefimi.

Druha kapitola je venovana tematickému celku kotovaného zobrazenia. Je v nej
vyrieSena séria zdkladnych uloh v tradiénom alebo mierne zmenenom usporiadani.
Osobitost'ou kapitoly v porovnani s ostatnymi kapitolami alebo neskorsimi pramenmi je
pomerne silnd vdzba terminoldgie na topografiu zemského povrchu.

Tretia kapitola o stredovom premietani obsahuje obsirny vyklad tejto zobrazovace;j
metddy s podrobnym rieSenim vsetkych zakladnych uloh aj ich jednoduchych aplikacii.
Bijekcia bodového priestoru s vynimkou stredu premietania s mnozinou vSetkych
obrazov v priemetni je dand priradenim usporiadanej dvojice (stredovy priemet,
pravouhly priemet) k temer kazdému bodu priestoru. S tymto principom zobrazenia
pracuju aj neskorSie ucebnice deskriptivnej geometrie pre technikov, ako napr.
Jarolimek V., Prochazka B.: Deskriptivni geometrie pro vysoké Skoly technické, Praha
1909, alebo [2]. V texte nie je ziadna zmienka o moznom vyhodnom pouziti metody
dvoch stép pri tejto zobrazovacej metéde na zobrazenie priamok a rovin. Standardné
aplikacie zahrnuji zobrazenie kruznice a jednoduchych telies, akymi st hranol, ihlan,
valec, kuzel’, gul'ova plocha, a rovnobezné aj stredové osvetlenie tychto telies.

Rozsiahla Stvrta kapitola obsahuje elementarne zaklady projektivnej geometrie
budované syntetickou metédou v rozsirenej euklidovském rovine a v rozsirenom
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euklidovskom priestore, pricom obe bodové mnoziny su doplnené nevyhnutnou
komplexifikdciou. Dolezitymi tematickymi celkami tejto kapitoly su tedria kuzel'oseciek
a teoria polarity vzhl'adom na kuZelosecky. Kapitolu zneprehladiiuju nesystematické
prechody z teodrie rydzo projektivnej do tedrie afinnej a metrickej bez jasného odliSenia
rozdielnej povahy tychto teorii. Kapitola je cenna mnozstvom vyrieSenych elementarnych
i komplexnejSich uloh, ¢o z hladiska zamerania publikdcie bolo u Studentov zrejme
vitané.

Nasledujice tri kapitoly — Rota¢né plochy druhého stupnia, Rota¢né plochy stupna
vysSieho a VSeobecné plochy druhého stupna (trojosové) — su obsahom aj Struktirou
vel'mi blizke spracovaniu aj v neskorSich publikaciach podobného zamerania. Ako
v priebehu celej publikécie, aj tu je vdcsina uloh vyrieSena vel'mi podrobne.

Posledné $tyri Casti uvedené nazvami (pre ich maly rozsah sotva ich mozno nazvat’
kapitolami) sa zaoberaju problematikou nerozvinutelnych priamkovych ploch. Tedria
s argumentaciou v nich zabera minimalny priestor, skor ich mozno hodnotit’ ako
ilustracné priklady objektov s istym vyznamom pre niektoré oblasti techniky.

3.2 Metodika

Text publikdcie jasne potvrdzuje, Ze ide o zaznam prednaSok s vysokym
komunikaénym zamerom a zrejmym usilim ul'ahéit’ posluchaom v maximalnej miere
cestu k osvojeniu sprostredkovanych poznatkov. Sved¢i o tom minimum exaktnej
teoretickej zlozky, ktora pri individudlnom S$tadiu posluchacov, oboznamujicich sa
s tematikou po prvy raz, pdsobi obvykle retardaéne. Ulohy — od najjednoduchsich po
najzlozitej§ie — su vypracované detailne, pedantne, s pozvolnou postupnostou krokov,
ktora umoziuje sledovat’ postup rieSenia aj Citatelom s men$im nadanim, predbeznym
vzdelanim a slabsou erudiciou. Stru¢ne vyjadrené — publikacia je napisand pre Studenta,
ktory sa znej chce ucit’ a mdze sa bez nadmerného usilia naucit. Je to kniha prvych
kontaktov Studenta s matériou, ktori ma zvladnut' na Grovni navykov. V tejto situdcii
a v takejto relacii kniha — Ccitatel' je stimulovanie tvorivého pristupu a podnecovanie
intenzivnej samostatnej prace druhoradé.

V porovnani s dvojdielnou ucebnicou [2], [3] podobného zamerania, ale nepomerne
viacsieho zaberu i1 vys$Sich vedeckych a spolocenskych ambicii, ma posudzovana
publikacia zna¢ne niz§i Standard systemizacie a reSpektovania logickej Struktary
sprostredkovaného uciva. V tomto ohlade treba brat do uvahy aj Casovy posuv vyse
dvoch desatro¢i medzi ich prvym uverejnenim, ako aj skutoCnost, ze ucebnica svoj
proklamovany status nikdy realne nenaplnila.

3.3 Terminoldgia

V pouzivanej terminoldgii publikdcie [5] st v porovnani s terminoldgiou ucebnice [2]
a [3] isté zretel'né rozdiely, ¢o je z mnohych dévodov pochopitel'né. Za cas, ktory uplynul
medzi publikaciou prednasok a prvym vydanim spomenutej ucebnice, sa prirodzenym
spdsobom vyvijala a dopliiovala odborna terminolédgia deskriptivnej geometrie, vyvijal sa
prirodzeny jazyk, pravopisné pravidla a pokrok zaznamenala aj jazykoveda, ¢o vSetko sa
nesporne odrazilo aj na jazyku, Style a terminoldgii odbornych publikacii.

Zo zjavnych terminologickych rozdielov treba uviest: stopniky priamky Pelz nazyva

stopami, otoCenie roviny do priemetne nazyva sklopenim aj v pripade uhla ré6zneho od
pravého, hlavnii priamku v kotovanom zobrazeni nazyva vrstevnou priamkou
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(vrstevnicou), termin spddovd priamka nepozna, vagne naraba sterminmi priemet
aobraz, zamiena velmi Casto geometricky objekt sjeho hranicou (kruh — kruznica,
hranol — hranolova plocha, ihlan — ihlanova plocha, valec — valcova plocha atd’.), pouziva
u niektorych autorov dodnes Zivy obsahovo nezmyselny termin skutocna (v jeho dikcii
prava) velkost (diZka) iisecky ako kalk znemeckého (a dnes davno opusteného) die
wahre Gréosse (vztahuje sa aj na uhol); v projektivnej geometrie archaické nazvy dvojiny,
trojiny, ... nahradili dnesné dvojice, trojice, ... Rozkolisané tvary niektorych slov
prirodzeného jazyka sa medzi¢asom stabilizovali, niektoré odborné terminy sa spresnili,
nové terminy pribudli, niektoré starSie prirodzenou cestou zanikli. Pelzovmu textu vSak
kazdy primerane vzdelany Citatel’ bez problémov rozumie aj dnes.

4 Zaver

Pelzove prednasky v case svojho vzniku boli naprieck obvyklym dobovym
obmedzeniam spolahlivym a vysoko informativnym prametiom S$tadia zakladov
deskriptivnej geometrie pre vSetkych zacinajucich Studentov technickych odborov.
Napriek storoénému odstupu by tato sluzbu sistymi Gpravami mohli poskytnat
aj dnesnému Studentovi v uvode jeho Stadia.
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ROLA STANISEAWA ZAREMBY (1863—1942)
W KSZTALTOWANIU SIE NOWOCZESNEGO
OSRODKA MATEMATYCZNEGO W KRAKOWIE

STANISEAW DOMORADZKI

Abstract: In the paper, we present the silhouette of Stanislaw Zaremba, professor at the
Jagiellonian University, as well as his impact on the development of mathematics in Krakéw
and in Poland. We emphasize his role in the dissemination of mathematical sciences and the
creating foundations of the Krakéw School of differential equations.

1 Informacje wstepne

Na Uniwersytecie Jagiellonskim od czaséw Jana Sniadeckiego (1756—1830) funkcjo-
nowaly dwie katedry matematyki. Najwybitniejszym profesorem w XIX wieku byt
Franciszek Mertens (1840-1927), ktéry w latach 1865—1884 kierowal jedna z nich. Do
przetomu wiekow Uniwersytet czekal na dwoch wybitnych uczonych matematykow
Kazimierza Zorawskiego (1866—1953)' i Stanistawa Zarembe.

STANISLAS ZAREMEA

Portret S. Zaremby zamieszczony w czasopi$mie Acta Mathmematica (1916)

! Zob. artykut Z. Pogody w tym tomie.
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Stanistaw Golab pisat:* Impas o wahajqcym sie nasileniu trwal przez okres prawie stu
lat, od I rozbioru Polski,3 az do przelomu XIX i XX wieku, kiedy to matematyka [polska —
S. D.] wkroczyla na areng europejskq.

2 Biografia

Stanistaw Zaremba urodzit si¢ 3 pazdziernika 1863 w Romanowce (Ukraina)
w rodzinie Hipolita, inZzyniera, i Aleksandry z Kurzanskich. Szkolg realnag — Gimnazjum
$w. Piotra z niemieckim jgzykiem wyktadowym ukonczyt w 1881 roku w Petersburgu, po
czym rozpoczat studia w tamtejszym Instytucie Technologicznym, gdzie w 1886 uzyskat
dyplom inzyniera technologa. Rok spedzit u rodzicow w Petersburgu, nastgpnie jesienia
1887 roku wyjechat na studia matematyczne do Paryza. W 1888 roku uzyskal stopien
licencjata (de Licence ¢&s sciences mathématiques). Na jeden semestr r.a. 1888/1889
wyjechat do Berlina. Powrocit do Paryza, gdzie 30 listopada 1889 roku obronit rozprawe
doktorska Sur un probleme concernant l'état calorifique d'un corps homogene indéfini.
Dyplom ,,de Docteur es Sciences mathématiques”. Nazwa ,dyplom doktora nauk
matematycznych” jest wazna, dla cudzoziemcéw zazwyczaj zarezerwowany byl
,,Doctorat de I’Université”.

Recenzentami byli E. Picard (1856-1941) i G. Darboux (1842-1917).* Od pazdzier-
nika 1891 roku dostal nominacj¢ na profesora matematyki w liceach francuskich w Digne
(do 1894), Nimes (do 1897) i Cahors (do 1900). Miat zaliczone 8 lat stuzby panstwowej
we Francji. Od 1 pazdziernika 1900 roku dostal mianowanie na profesora
nadzwyczajnego Uniwersytetu Jagiellonskiego, a od 1 kwietnia 1905 roku zostal
profesorem zwyczajnym i kierownikiem II Katedry Matematyki. W r. a. 1914/15 byl
pehit funkcj¢ dziekana Wydzialu Filozoficznego UJ. W 1902 zostal cztonkiem kores-
pondentem Charkowskiego Towarzystwa Matematycznego, w 1903 — cztonkiem kores-
pondentem Akademii Umiejgtnosci, cztonkiem czynnym (1926), w 1920 zostal czton-
kiem honorowym de la Societé de Sciences Agriculture et Arts du Bas — Rhin, w 1922
cztonkiem czynnym Lwowskiego Towarzystwa Naukowego, w 1923 — otrzymat godnos$é
,Officier de 1’Instruction publique” — nadana przez Ministra O$wiaty Publicznej i Sztuk
Pigknych Republiki Francuskiej, w 1925 z rak Prezydenta Rzeczypospolitej Polskiej
otrzymat Krzyz Komandorski Orderu Odrodzenia Polski, w 1925 r. zostal cztonkiem
korespondentem Akademii Nauk ZSSR, w 1927 r. otrzymal nagrode¢ Paryskiej Akademii
Nauk za prace naukowe, w 1927 r. zostal oficerem Legii Honorowej, ktora to godnos¢
nadatl Prezydent Republiki Francuskiej, w 1928 r. — otrzymal nagrod¢ Erazma i Anny
Jerzmanowskich — nagrod¢ PAU za prace naukowe. W 1928 r. Poznanskie Towarzystwo
Przyjaciot Nauk nadalo mu godnos¢ czionka honorowego. Doktoraty honoris causa
przyznaly mu: Uniwersytet Jagiellonski (1930), Uniwersytet w Caen (1932) oraz Uniwe-
rsytet Poznanski (1934). Po przejéciu na emeryturg (1935) zostal mianowany profesorem
honorowym Uniwersytetu Jagiellonskiego.

Zmart w Krakowie 22 listopada 1942 roku.

2 Matematyka polska na tle matematyki swiatowej, Studia i materialy z dziejow nauki polskiej, 1974, seria C,
z.19,s. 131-161.

*1772r.

* W dalszej czesci artykutu publikujemy fragmenty recenzji i ich thumaczenia w catosci.
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3 Dzialalnos$¢ naukowa

Doktorat Zaremby, co potwierdzaja recenzje ukazywal go jako niezwykle
uzdolnionego w zakresie badan naukowych, jako dojrzatego naukowca. Zaremba bardzo
cenit swoj dyplom doktorski, zawsze w cv wymienial daty obrony i uzyskania stopnia,
jak tez nazwg: ,,de Docteur ¢s Science mathématiques”

/%W Prrcar Jﬂ/ é)@a% . //o"7 WA

i Pices /f/v .vz;«m/;m// /fﬂ@

Nisarre ;/éw Je 0209@4{’»} me W/

z Archiwum UJ S II 619.

Ponizej prezentujemy po jednej stronie opinii Picarda i Darboux, ktore to materiaty
odnalezione zostaly przez autora i dr Z. Pawlikowska-Brozek w Archiwum Narodowym
Francji. Przed zdjgciami przedstawione zostaly pelne tlumaczenia przedstawionych
recenzji.

Opinia o rozprawie p. Zaremby [E. Picarda]

Rozprawa Pana Zaremby jest poswiecona pytaniu postawionemu w 1858 roku przez
Akademie Nauk w Paryzu. Pytano jaki powinien by¢ stan cieplny ciala statego
Jednorodnego i nieograniczonego, zeby uklad izoterm w danej chwili pozostal takim
uktadem po dowolnym czasie, tak zZeby temperatura dawata sie wyrazié¢ jako funkcja
czasu i dwoch innych zmiennych niezaleznych. Riemann przystal rozprawe na ten temat,
gdzie tylko wskazal wyniki. Od tamtych czasow p. Weber podjal pytanie bardziej
specjalne, mianowicie przypadek, gdzie temperatura wyraza sie jako funkcja czasu i tylko
Jjednej zmiennej. Pan Zaremba zaczyna od podjecia tego ostatniego pytania i odnajduje
wyniki pana Webera na zupelnie innej drodze. Abstrahujqc od przypadkow bardzo
prostych zagadnienie sprowadza sig¢ do nastepujqcego interesujqcego problemu znalezé
funkcje s trzech zmiennych X, xa, x3, dla ktorych:

os : os ’ os Z,BZS d%s  d%s
— | =] =it —
ox, ox, dx, ) ox} ox) oxl

sq funkcjami s; problemu ktorego rozwiqzanie jest nadzwyczaj proste.

3 Panu prof. dr hab. A. Schinzlowi serdecznie dzigkujg za pomoc w thumaczeniu recenzji.
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Wrocmy teraz do zagadnienia przedstawionego przez Akademie. Riemann pokazal, Ze
zagadnienie dzieli sie na cztery rozne problemy. Pewna liczba catkowita, ktorq Riemann
oznacza przez m moze przyjmowac wartosci 1, 2, 3 i 4. Przypadki m = 1, m = 4 zostaly
w pelni rozpatrzone bqdz przez Riemanna, bqdz przez Webera. W swojej rozprawie
Riemann daje tylko bardzo szczegolne przypadki odnoszqce si¢ do m = 2 i m = 3.
W przypadku m = 3 p. Zaremba rozwiqzuje w petni problem, przynajmniej w tym, co
dotyczy szukania temperatury jako funkcji dwoch zmiennych s, s> od ktorych ma zalezec
i czasu.

Czas wchodzi do wyrazenia temperatury tylko w postaci funkcji wymiernych i funkcji
wyktadniczych. Co do efektywnego znajdowania wspotczynnikow, ktore zalezq od sy, s2,
wymaga ono catkowania uktadow rownan rozniczkowych.

Pan Zaremba podaje liczne i interesujqce przykiady, duzo obfitsze niz Riemann.
Przypadek m = 2 jest duzo trudniejszy, pan Zaremba przekracza znacznie punkt, gdzie
zatrzymata sie analiza Riemanna — przyklady ktore podaje stanowiq rzeczywisty postep
w tym zagadnieniu. Nie mozna nie wspomniec tu o szczegotach przeksztalcen.

Cala ta praca jest diugim szeregiem przeksztalcen rachunkowych wykonanych
z bardzo wielkim mistrzostwem. Nie umielibysmy zbyt pochwali¢ potegi rachunkowej
i cierpliwosci, ktorych pan Zaremba dat dowod w tej diugiej pracy, ktorq poddaje pod
osqd Wydziatu i proponujemy przyjqac jq jako teze doktorskq.

Opinia G. Darboux

Wydzial, co naturalne, przyjmuje zawsze z troche wiekszq wyrozumialosciq prace,
ktore sq mu przedstawiane przez studentow obcokrajowcow. Pan Zaremba nie skorzystal
z tej dobrej (mozliwosci) propozycji. Jego teza bylaby przyjeta we wszystkich
przypadkach, nawet przedstawiona przez Francuza. Nie dodam nic do opinii
przedstawionej przez mojego konfratra p. Picarda, ale powinienem powiedziel, Ze
obrona potwierdzila nasze wrazenia. Pan Zaremba wytlumaczyt bardzo jasno i zrecznie
cel i plan swojej pracy. Pokazat rowniez wiele talentu i wiedzy w wyktadzie zagadnien
teorii, ktore stanowily przedmiot drugiej tezy. Wydzial przyznaje mu wiec bez wahania
wszystkie kulki biale.
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Pierwsza strona recenzji doktoratu Zaremby napisanej przez E. Picarda
(Centre Historique Archives Nationales, Paris, AJ 16 5534)
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Fragment opinii G. Darboux
(Centre Historique Archives Nationales, Paris, AJ 16 5534)

S. Zarmba opublikowat ponad 100 prac naukowych. Przedmiotem jego badan byly
przede wszystkim rownania rozniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Jego wyniki
w zakresie rownan liniowych typu eliptycznego miaty fundamentalne znaczenie. W 1901
r. Poincaré opublikowat analizg¢ prac Zaremby w ,,Bulletin de Sciences Mathématiques”.
Jego prace z teorii potencjatu i funkcji harmonicznych cytowano w podrgcznikach
i monografiach tego przedmiotu. Zaproponowal wprowadzenie nieréwnosci roéznicz-

kowych do badania réwnan rézniczkowych typu hiperbolicznego.
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A. Pelczar (1937-2010), kontynuator dokonan naukowych Zaremby i Wazewskiego
w pracy pt. Stanistaw Zaremba, 120th annivversary of abtaining Ph. D. at the Paris
University, Copernicus Center Reports no. 1, 2010° przedstawil dokonania naukowe
i wktad Zaremby w rozwoj Krakowskiej Szkoly Matematycznej. Od 1900 roku, kiedy
Zaremba przybyl do Krakowa stworzyl wraz Kazimierzem Paulinem Zorawskim (1866—
1953) krakowski osrodek naukowy,” ktéry w latach nastepnych szczycil si¢ wybitnymi
osiagnigciami szkot naukowych: rownan rézniczkowych Tadeusza Wazewskiego (1896—
1972), analizy zespolonej Franciszka Leji (1855-1979) oraz geometrii Antoniego
Hoborskiego (1879-1940) i Stanistawa Golaba (1902—-1980).

Zainteresowania naukowe Stanistawa Zaremby koncentrowaly si¢ wokol teorii
rownan rézniczkowych czastkowych, przede wszystkim rzedu drugiego, interesowaty go
zwiazki z fizyka. Nazwisko Zaremby jest wielokrotnie cytowane w Encyclopedia of
Physics,® w ktorej uzywa si¢ terminu ,,forma Zaremby-Jungermana” na okre$lenie zasady
niezmienniczo$ci pewnego roéwnania wystgpujacego w teorii lepkosprgzystosci. Jego
wyniki sa cytowane przy omawianiu kanonu wiedzy teorii réwnan eliptycznych
w Enzyklopidie der Mathematischen Wissenchaften,” S. Zaremba uzyskal rezultaty,
ktore weszly na trwale do matematyki. Podat pierwszy przyklad obszaru, dla ktérego
klasyczny problem Dirichleta nie ma rozwiazania, zastosowal metodg projekcji orto-
gonalnych w teorii problemu Dirichleta, co zostato zaliczone w Development of Mathe-
matics 1900-1950" do osiagnieé wyznaczajacych guidelinelines rozwoju matematyki
w pierwszym polwieczu XX stulecia. Wprowadzil do teorii réwnan, ktorymi sig
zajmowal, metody rachunku wariacyjnego. Byl prekursorem teorii tzw. jader samorepro-
dukujacych sie, co zostato niejako ponownie odkryte w latach 50-tych XX wieku.'"!?
S. Zaremba jest wspolautorem wspélnie z F. Kreutzem (1844-1910)" pracy o podsta-
wach lgystalograﬁi geometrycznej Sur les fondements de la Cristallographie géome-
trique.

Hugo D. Steinhaus (1887-1972), jedna ze staw Lwowskiej Szkoly Matematycznej
przedstawil nastepujaca charakterystyke S. Zaremby:'> By to matematyk duzej miary,
specjalista w teorii potencjatu, pod wplywem szkoly francuskiej. Zycie francuskie, formy
polityczne Republiki, francuskq kuchnie i francuskie obyczaje cenit tak wysoko, mowit po
francusku i pisal o tyle lepiej niz po polsku, ze trzeba bylo sie dziwi¢, dlaczego nie
pozostal w przybranej ojczyznie, lecz wrocit do prawdziwej.

® Zob. strona internetowa Centrum Kopernika Badan Interdyscyplinarnych, COPERNICUS CENTER
REPORTS; http://www.copernicuscenter.edu.pl/images/stories/copercenter/report-e-book.pdf (13. VIIL. 2010).

" Dodajmy, ze Wactaw Sierpinski uzyskat doktorat w Krakowie w roku 1906, na UJ habilitowat sig tez Stefan
Mazurkiewicz w r. 1919, prace Steinhausa, Sierpinskiego, Janiszewskiego do publikacji w Biuletynie Akademii
Umiejgtnosci byty prezentowane przez S. Zarembg.

8 Hanbuch der Physik (S. Fliige, ed.), t. IIL3., Berlin — Heidelberg — New York, 1965.

% Zob. A. Sommerfeld: Randwertaufgaben in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen, Band 111,
Leipzig, 1907, 505-570.

107.-P. Pier, Birkhiuser Verlag, Basel — Boston — Berlin, 1994.

' Zob. N. Aronszajn: Theory of reproducing kernels, Trans. Amer. Mat. Soc. 68(1950), 337—404.

12 Zob. réwniez: T. Wazewski, J. Szarski: Stanistaw Zaremba [w:] Studia z dziejow Katedr Wydzialu
Matematyki, Fizyki, Chemii Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakow 1964; A. Pelczar: Stanistaw Zaremba (1863—
1942), Kazimierz Paulin Zérawski, [w:] Zlota Ksiega Wydzialu Matematyki i Fizyki, red. B. Szafirski, UJ,
Krakow 2000, s. 313-328; Stownik biograficzny matematykow polskich, red. S. Domoradzki, Z. Pawlikowska-
Brozek, D. Weglowska, Tarnobrzeg, 2003, s. 286.

13 Mineralog, wspoétzatozyciel i prezes Polskiego Towarzystwa Przyrodnikoéw im. Kopernika we Lwowie,
p6zniejszy rektor UJ.

' Bulletin International de I’ Academie des Sciennces de Cracovie, 1917.

15 Zob. H. Steinhaus, Wspomnienia i zapiski, Aneks, Londyn, 1992, s. 79.
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Byl niezmiernie wymagajqcy i zdanie u niego egzaminu nauczycielskiego stanowito
niematq sztuke. Niestychanie uparty i bezkompromisowy ...

Potwierdzenie tych cech Zaremby znajdujemy, m. in. w satyrycznym artykule pisa-
nym przez studentow w 1926 roku w ,,Gazecie matematycznej”, zauwazono, ze Ci co nie
pracujq solidnie powinni znalez¢ si¢ poza gmachem [matematyki uniwersyteckiej] .

hm! psnie tego mose bedg za Wasze hm] hml! nieuctwo bardzo dcbremi sy-
paz!ll Hml hm! Niedoczekamlelll panie tego. Je panie tego hmlhmlhm!

wesyetkich préiniekéw, ktérzy hm] hm! panie tego nic tu korzystad nie
bedg, wygnam za ostatml prég tego gmachu panie,tak,tak, Ja panie 1 mdé]

Fragment kopii ,,Gazety Matematycznej” satyrycznego pisma studentow matematyki
UJ z 1926 roku

Bezposrednim uczniem Zaremby i tworca krakowskiej szkoty rownan rozniczkowych
byl Tadeusz Wazewski (1896-?), ktory w latach 1914—1920 studiowal na o6wczesnym
Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu Jagiellonskiego. Rozpoczat studia od fizyki, a na-
stepnie — pod wplywem profesora Zaremby — zajat si¢ matematyka.'®

Ponizej prezentujemy fragment indeksu T. Wazewskiego z podpisami wybitych
matematykow: K. Zorawskiego i S. Zaremby, J. Sleszynskiego, A. Rosenblatta, A. Ho-
borskiego i fizykéw: M. Smoluchowskiego , W. Natansona.'’
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' A. Pelczar: Tadeusz Wazewski — uczony i nauczyciel, X Szkota Historii Matematyki [materiaty], Zeszyty
Naukowe Uniwersytetu Opolskiego, matematyka 30(1997), s. 131-139.
17 Scan indeksu otrzymatem od ucznia prof. Wazewskeigo A. Pelczara — prof. UJ.
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4 Dzialalnos$¢ S. Zaremby na rzecz Srodowiska

Mniej znana jest dziatalno$¢ S. Zaremby dotyczaca reform nauczania matematyki,
jego dziatalno$¢ wydawnicza dla nauczycieli, jego liczne refleksje o matematyce.

Profesor Zaremba byl takze pierwszym prezesem Towarzystwa Matematycznego
powstalego w Krakowie w 1919, pdzniejszego Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego.18

S. Zaremba uczestniczyt w pracach Kota Krakowskiego Towarzystwa Nauczycieli
Szkot Srednich i Wyzszych. Przedstawit referat wprowadzajacy do zjazdu krakowskiego
w 1918 roku na temat: Pewne ogolne zasady, ktore nalezy uwzglednié przy organizacji
oswiaty publicznej w Polsce. Wypowiadal si¢ w sprawie sensownos$ci egzaminu
kwalifikacyjnego na nauczyciela szkoty $redniej, sugerowat sposdb obsadzania stanowisk
inspektorow szkolnych. Uwazal, ze powinni by¢ przedmiotowi, nie jak dotad ,tery-
torialni”. Proponowal utworzenie Naczelnej Rady Szkolnej, zmiang sposobu i trybu
obsadzania katedr uniwersyteckich, wnioskujac, aby odbywato si¢ to publicznie.

Warto podkreslié, ze prof. Zaremba brat udzial w dzialalnosci wprowadzenia
matematyki polskiej w nurt migdzynarodowy, w pracach Migdzynarodowej Unii Mate-
matycznej, m.in. opiniowal polskich przedstawicieli. Sam uczestniczyt w wigkszosci
migdzynarodowych kongresow matematycznych, ktére miaty miejsce przed II wojna
$wiatowa. Jest to mniej znana dzialalno$¢ profesora Zaremby, brat tez udzial w pracach
mniej znanego gremium Matematycznego Komitetu Narodowego, ktorego konstytuujace
zebranie rowniez odbyto si¢ w Krakowie w dniu 14 czerwca 1926 roku."”” W 1932 roku
byl na Kongresie w Zurychu, kiedy dyskutowano wniosek o utworzenie Medalu Fieldsa.

Zaremba pisal skrypty i podrgczniki, m.in. Zarys pierwszych zasad teorii liczb
catkowitych (1907), Arytmetyka teoretyczna (1912), Wstep do analizy (1915, cz. 1; 1918,
cz. 2). Byl takze autorem Zarysu mechaniki teoretycznej (1933, t. 1; 1939, t. 2; t. 3,
opracowany pozniej, pozostat w rekopisie).

Zarys pierwszych zasad teorii liczb calkowitych. byl jednym z pierwszych
podrecznikéw, ktory ukazat si¢ w Polsce z tej dziedziny i dedykowany przez przyszlym
nauczycielom matematyki. Warty szczegolnego podkreslenia i refleksji dydaktycznej jest
rozdziat XII podrecznika zatytutowany: Poglad na cechy scistosci matematycznej. Trud-
nosci polqczone z uczeniem i poznawaniem teorii matematycznych. Wskazowki natury
pedagogicznej. Dokonania S. Zaremby w kontek$cie dydaktyki matematyki i kultury
matematycznej sa jeszcze malo znane i docenione.

Godne podkreslenia i szerszego upowszechnienia jest prezentowanie przez prof. UJ,
cztonka Akademii Umiejgtnosci S. Zarembg wynikow W. Sierpinskiego, czy Z. Jani-

szewskiego do publikacji w Akademii Umiejgtnos$ci w Krakowie.

Dla przyktadu S. Zaremba prezentowal prace o stynnym ,,dywanie Sierpinskiego”.

18 Zob. S. Domoradzki, A. Pelczar: O zalozycielach Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Wiadomosci
Matematyczne 45(2009), nr 2, s. 217-240.

1% Szczegotowe informacje w ztozonej przez autora do druku pracy w wydawnictwie Polskiej Akademii
Umiejgtnosci.
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~ Cel. 8. Zaremba przedstawia pracg prof. W. Sierpin-
kiego p. t.: ,O pewnej nowej krzywey, wypetniajacej kwadrat®.

, Aut_or podaje nowy, szczegélme prosty przyklad na krzywa
‘ra posiada wlasnodd, wymieniong w tytule pracy. ,

5 Zakonczenie

W 1930 roku Uniwersytet Jagiellonski przyznal Zarembie godno$¢ doktora honoris
causa. W uroczystosci uczestniczylo, badz przystalo list gratulacyjne wielu znakomitych
matematykéw. Wsrdd nich, m. in.: Blaschke, Borel, Bouligand, Cartan, Denjoy, Fréchet,
Fubini, Hadamard, Lebesgue, Levi-Civita, Montel, Panlevé, Peano, Picard, Riesz,
Tonelli, Volterra, z polskich matematykoéw: Banach, Knaster, Leja, Lichtenstein,
Y ukasiewicz, Mazurkiewicz, Sierpinski, Steinhaus i inni.

W. Wilkosz (1891-1941) i T. Wazewski uwazaja, ze prof. Zaremba w historii mate-
matyki polskiej stanowi epoke, od czasow objecia przez niego katedry na UJ rozpoczeta
sie nowoczesna era panowania precyzji nieznanej dotqd w Polsce.*

Uczen S. Zaremby Tadeusz Wazewski stworzyt szkote rownan rézniczkowych, znana
w $wiecie jako krakowska szkota rownan rozniczkowych.
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Fragment sprawozdania Zaremby z Kongresu w Zurychu (1932), ze zbioréw PAU

Adres

Stanistaw Domoradzki
Uniwersytet Rzeszowski

Instytut Matematyki

35-959 Rzeszow

ul. Rejtana 16 a

e-mail: domoradz@univ.rzeszow.pl

2 70b. op. cit. A. Pelczar, Zlota Ksiega, s. 319.
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HILBERT’S THIRD PROBLEM

ZDENEK HALAS, ANDREANA N. HOLOWATY]J

Abstract: We are dealing with the mathematical and historical background of Hilbert’s
Third Problem. Max Dehn solved it immediately in the year 1900, when it was
formulated. Roots of this problem can be found in Elements of Euclid XII,5, where we
can find proof of the two same height tetrahedra relation using the method of exhaustion.
The question of the exhaustion method necessity led to the Hilbert’s Third problem
formulation: to specify two tetrahedra of equal bases and equal altitudes which can in no
way be split up into congruent tetrahedra.

1 Formulation of the Third Problem

1.1 Hilbert’s Twenty-three Problems

Hilbert addressed in the Second International Congress of Mathematicians, held in
Paris in August 1900. His lecture on August 8 was not plenary; he spoke in one of six
sections — in the section History and Bibliography of Mathematics. His lecture was
published several times in German and French: twice in 1900 and twice in 1901. It’s first
publication contained only ten problems; the Third Problem was not included. The full
version [7] which became canonical and which was the base for translation to English,
Russian and other languages, was released in 1901.

1.2 The Third Problem

In early 1830’s Farkas Bolyai' and Paul Gerwien independently proved the following
theorem (known as Bolyai—-Gerwein Theorem): two polygons are equidecomposable® if
and only if they have the same area. In other words, the equidecomposability and the
equality of area are equivalent for polygons in a plane. This means that we do not need
the exhaustive method (or any other analogy of integration) for the definition of the area
of polygons. Thus, roughly speaking, the area of polygons can be stated on the base of
decomposition of any polygon to the triangles and on the requirement of additivity of the
area. This approach we can already find in the Elements of Euclid.

In the plane the basic figure is the triangle, in the space it is a tetrahedron. If we want
to build the theory of volume in the analogous way, we should be able to decompose any
polyhedron to the tetrahedra® and to determine volume of any such tetrahedron. The
second problem was solved in the twelfth book of the Elements of Euclid4, but it is based

! Father of well-known Janos Bolyai — the inventor of non-Euclidean geometries.

2 We say that two polygons P, P’ are equidecomposable if there exist nonoverlapping triangles Ty, T, ..., T, and
T, T, ..., T,suchthat P=T, U T, U ... U T,and P’=T', U T, U ... U T',, where foreachi=1,2, ...,n
the triangle T, is congruent to the triangle T';.

* Unfortunately, this is not generally possible. The proof was given by Nels Johann Lennes in 1911 and the
elementary counterexample provided Erich Schonhardt in 1928 — Schonhardt polyhedron.

* Theorems XII,3 — XII,7; on the method of exhaustion, the theorem XI5 is based: Pyramids which are of the
same height and have triangular bases are to one another as the bases.
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on the method of exhaustion. It seems to be a very strong and complicated technique for
determining volumes of such basic polyhedra like tetrahedra. Hilbert points out that even
C. F. Gauss (1777-1855) was surprised by using the method of exhaustion in Elem. XII,5
in his letters to his student Ch. L. Gerling (1788-1864).° This led him to the formulation
of the Third Problem: to specify two tetrahedra of equal bases and equal altitudes which
can in no way be split up into congruent tetrahedra, and which cannot be combined with
congruent tetrahedra to form two polyhedra which themselves could be split up into
congruent tetrahedra. For determining the volume of a tetrahedron, we need the fact that
any two tetrahedra of equal bases and equal altitudes have the same volume. When this
fact is proven, we can decompose a prism into three tetrahedra of the same volume,
which immediately gives the fact that the volume of the tetrahedron is one-third of the
product of area of the base and altitude.

2 Solution and the Solver

2.1 Maximilian Moses Dehn

Hilbert’s Third Problem was solved immediately in 1900 by Max Dehn. He offered
his solution even before the publication of the full list of the twenty-three problems,
which contained this third problem.

Maximilian Moses Dehn, known better as Max Dehn, was born on the 13th of
November, 1878, in Hamburg, Germany. After being educated in Hamburg and Freiburg,
Dehn moved to Gottingen, where he received his doctorate degree in 1900. As
a geometrist, Dehn’s interests overlapped with those of Hilbert: Dehn wrote an
unpublished paper that paralleled Hilbert’s type of work. Dehn’s paper used the proof
that any continuous, closed curve that does not cross itself, lying in a plane, like a circle
or polygon, has an inside and an outside. Dehn was able to prove that a simple closed
polyhedron in three dimensions has a single inside and outside.

Dehn served in the German Army for three years beginning in 1915, first as
a surveyor and then as a decoder. With lack of regard to some dignitaries in the service,
Dehn ended up leaving the Army as a corporal and after the Great War returned to
Breslau. In 1922, Dehn became a full professor at the University of Frankfurt. At this
time in his career, Dehn shifted his interest in mathematics from geometry to algebraic
topology. Briefly, algebraic topology involves folding and manipulating surfaces and
drawing appropriate comparisons. Dehn had already previously contributed to this
discipline in 1907 when, with Poul Heegaard, he published one of the first treatments of
this subject in a paper to the Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften. Dehn’s
contributions to algebraic topology continued to “the word problem”. Named after long
strings of letters, the problem asked when two seemingly different “words” were actually
the same.

Many mathematicians at the time were associated with Frankfurt’s mathematics
history seminar, some of whom included: Epstein, Hellinger, Szasz, and Siegel.
According to Siegel, “[We] did not necessarily strive to publish. The actual meaning of

° These letters were written in 1844; see [5], page 241 and 244. Gerling showed how to decompose two
symmetrical tetrahedra into twelve congruent parts. However, this special result does not lead to a general proof;
it does not show equidecomposability of any two tetrahedra with equal bases and equal altitudes.
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the seminar laid in another direction, that is, to have a fertilizing effect on the student
participants ... The seminar also gave us professors the enjoyment of observing the
excellent achievements of long ago.” Throughout the duration of the seminar, papers
were avoided; this fact explains why there was no publication on the 1927 Dehn-Nielsen
theorem.

Due to his status as a professor, Dehn was exempt from immigration quotas to the
United States of America; however, to depart, Dehn needed to have a proof of
employment. In 1940, the Dehns left Norway, traveled to Siberia, Japan, and across the
Pacific. Upon his arrival to the United States in 1941, Dehn was posed with a problem.
He was not famous at the time, and had only a year to find a new employer. He relocated
within that time to Chicago, where he began teaching at the Illinois Institute of
Technology, much to his dismay. In 1945, Dehn was offered a position at the Black
Mountain College in North Carolina. Though the University disbanded in 1956, Dehn
lived in that area for the rest of his life.

2.2 Solution and Dehn’s Invariants

Dehn published his solution of the Third Problem in [3] and [4]. In the first paper he
proposed two tetrahedra of the same base and altitude which are not interdissectable.’®
The original Dehn’s proofs were very complicated. They were simplified by Russian
mathematician V. F. Kagan (1869-1953) in [8]. The most simplified proof can be found
in the monograph [1]. Generalization of Dehn’s results for the spaces of dimension n > 3
is due to Swiss mathematician Hugo Hadwiger (1908—1981), see [6]. We can remark as
a matter of interest that a nonsufficient proof of the Third Problem was delivered in 1896
before its formulation by D. Hilbert in the paper of French mathematician and engineer
Raoul Bricard in [2].

Now we will present the main idea of Dehn’s proof in the most simplified version. He
defined a special invariant now called the Dehn invariant, which is an invariant under
dissection, and proved that two interdissectable polyhedra must have equal Dehn
invariants. Now it is easy to find two tetrahedra of the same base and altitude which are
not interdissectable.

Dehn invariant’ Dy(P) is the function Ds(P) = Y .cp f(a.)|e| where e are edges of the
polyhedron P, |e| is length of the edge e, a. is the angle of sides meeting in the edge e, and
the fis dihedral function.® It is possible to prove that such function is “additive”, more
precisely if the polyhedron P is dissected into polyhedra P; and P, then D/(P) = D(P;) +
Dy(P;). This is Dehn’s theorem, which immediately follows the solution of the Third
Hilbert’s Problem: let be the polyhedra Q; and Q; such that for any dihedral function f'the
Dehn invariants Ds(Q1) # D(Q>), then the Q; and Q; are not interdissectable.

Note that using Dehn’s results, we can show that two polyhedra are not
interdissectable. Concerning the converse, Swiss mathematician Jean-Pierre Sydler

® We mean two polyhedra of the same volume which can be split into polygonal parts from which we can
combine both the first polyhedron and the second one.

7 For example, for the unit cube C we have o, = /2, |e| = 1, thus D;(C) = 12- f(a,)|e| = 12/ (W/2)-1 = 6:f (m) = 0.
# This function allows us to consider o up to rational multiples of 7; the /: R —Q is such that for any ¢, b € R

and g € Q:f(a+b)=f(a) +/(b), f(g:a)=qf(a) andf(m)=0.
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(1921-1988) proved in [9] that polyhedra P; and P, are interdissectable if D,(P;) = D,(P,)
for every dihedral function f. Moreover, he proposed a pyramid inscribed in a cube which
is interdissectable with a prism.
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POCATKY ODBORNE KARIERY
EMANUELA CZUBERA

MAGDALENA HYKSOVA

Abstract: The paper brings information on the family of the mathematician and statisti-
cian Emanuel Czuber, his studies, pedagogical activities at the German Realschule and at
the German Technical University in Prague, as well as on his publications that appeared
before 1886 when he became professor at the German Technical University in Brno.

1 Uvod

Osobnost Emanuela Czubera, matematika a statistika ¢eského ptivodu, jisté neni tifeba
predstavovat; zakladni biografické udaje jsou pomérné dobie znamé a snadno dostupné
(viz naptiklad [14], [15], [21], [27], [29] a [30]). V tomto ¢lanku se zaméfime na nékteré
podrobnosti tykajici se jeho rodinného Zivota, studia a pocatkd odborné kariéry v obdobi
pfed rokem 1886, kdy ziskal profesuru na némecké technice v Brng.

2 Détstvi a studentska 1éta

2.1 Rodina

Emanuel Czuber se narodil 19. ledna 1851 v domé €. p. 283 v Lazenské ulici na Malé
Stran& v Praze' vroding Karla Czubera (1812—1898),% krejéovského mistra piivodem
z Bél¢ic (dnes okres Strakonice), a jeho Zeny Karoliny (1812—1864), dcery prazského tru-
hlafe Josefa Libory a jeho manzelky Kathariny, roz. Capové. Emanuelovo détstvi bylo po-
znamenano smrti matky: Karolina zemfela,® kdyZ mu bylo 13 let, a celkem po sobé& zane-
chala tii dospélé a tfi nezletilé d&ti.* Nejstar§i dcera Anna (narozena 5. 1. 1837) a o tii
roky mladsi Ludmilla (19. 9. 1840) byly tehdy Svadlenami, v otcové krejcovském femes-
le pokracoval rovnéz syn Johann (13. 10. 1838); Karl (25. 3. 1847) byl v té dobé holic-
skym tovary§em, Emanuel a nejmladsi Julia (24. 11. 1855) byli teprve $koldky.” V man-
zelstvi Karla a Karoliny se narodili jesté dalsi ¢tyfi chlapci, jeden vSak pfiSel na svét
mrtvy® (10. 12. 1845) a dal3i tii zemfeli v utlém véku na souchotiny: Franz (13. 7. 1842)

! Matrika narozenych kostela sv. Mikulase, MIK N20, str. 208.

% Karl se narodil 25. 5. 1812 v Bél&icich v krejéovské roding: otec Franz Czuber (sic!) byl krejéovsky mistr,
matka Barbara, roz. Modra byla dcerou bél¢ického krejciho — viz matrika narozenych fimskokatolického farniho
ufadu Bé¢lcice, kniha 5, N 1801—1824, str. 46 (matrika je psana Cesky, vSechny matriky uvedené dale jsou s vy-
jimkou ST O11 v ném¢ing; tetka nad pismenem z diive vyjadiovala zmék&eni a jiz v uvedené dobé byla zpra-
vidla nahrazena hackem). V matrice je uvedeno kfestni jméno Karel, v matri¢nich zaznamech o narozeni jeho
déti (viz déle), na konskripénim listu (Narodni archiv, Policejni feditelstvi I, karton 83, obraz 131) i v dalSich
dokumentech kromé ST O11 je pak vzdy Karl. Tvar pifjmeni se v riiznych zdrojich 1i§i; ve zmin&né konskripci
a v matri¢nich zdznamech o narozeni Emanuelovych star$ich sourozenci je uvedeno bez diakritiky jako Czuber,
zédznam o narozeni Emanuela a Antona uvadi Cubr, zdznam o narozeni Julie uvadi Czubr, v poziistalostnim spise
po Karlové prvni 7ené je opét uvedeno Czuber, v zdznamu o druhém shatku je Cuber.

° Matrika zemfelych kostela sv. Mikulase, MIK Z3, str. 381 (30. 9. 1864).

4 Archiv hl. mésta Prahy, Okresni méstsky delegovany soud civilni pro Malou Stranu a Hrad&any, poziistalostni
spis €. 5, kart. 109, signatura IV 587/1864 (psan némecky).

> Matrika narozenych kostela P. Marie Vitézné, PMV N4, str. 385 a 451; matrika narozenych kostela sv.
Mikulase, MIK N18, str. 132; MIK N19, str. 256; MIK N22, str. 22.

® Matrika zemfelych kostela sv. Mikulase, MIK Z10, str. 119.
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a Joseph (26. 3. 1844) zemieli soucasn& v unoru 1845,” Anton (13. 1. 1853) v tnoru
1854.* Karl Czuber se Sest let po smrti své prvni manzelky oZenil s Frantiskou Bach-
mannovou (24. 8. 1829).° V tomto manzZelstvi se narodila dcera Kamilla (1872), ktera
viak nedlouho po svych prvnich narozeninach zemiela.'"’ Karl zemiel 16. dubna 1898;
Frantika se pak Zivila jako posluhovacka a zemiela v chudobinci 4. biezna 1911."

Ludmilla svou matku pfezila o necelych pét mésict; zemiela 2. unora 1865 na zapal
plic.'”” Anna se ve stejném roce provdala za obchodnika s nitémi Josefa Gottwalda
a o Ctyti roky pozdéji se ji narodil syn Karl; v témze roce v8ak ovdovéla a o syna pfisla,
kdyZ mu bylo pouhych 10 let. Podle policejnich konskripei se pak jiz znovu neprovdala.
Johann pozdé&ji pracoval jako ucetni; zistal svobodny, zemtel 10. listopadu 1892 v Pra-
ze." Bratr Karl odegel do Vidng, kde se vénoval holi¢skému femeslu. Julia se v 17 letech
stala svobodnou matkou syna Antona; v roce 1875 se provdala za inzenyra Antonina
Makovského. '

2.2 Studium

Vzdélani Emanuel Czuber ziskal na prazskych némeckych Skolach. V letech 1861/62
a 1862/63 navstévoval farni Skolu pfi kostele Panny Marie Vitézné, potom tfi tiidy nizsi
realky pii Vzorové hlavni Skole (Musterhauptschule; diive Normalni $kola) v budové
byvalého klaStera Karmelitdna a v letech 1866/67 az 1868/69 studoval na vy$si némecké
realce v Mikulandské ulici.'> Poznamenejme, 7e chemii v kvart& a kvinté Czubera ugil
Erwin Willigk, pozdé&ji profesor némecké techniky v Praze a Emanueliv tchédn, fyziku
v kvinté a matematiku v sexté jej ucil FrantiSek Weyr, otec matematikti Emila a Eduar-
da.'® V sext& se Czuber piihlasil k maturitni zkousce, aby mohl pokragovat ve studiu na
vysoké $kole. Na podzim roku 1869 pak nastoupil na prazskou némeckou techniku,'” kde
v prib&hu péti let absolvoval s vybornym prospéchem kurzy matematiky, geometrie,
fyziky, statiky, mechaniky, chemie, geologie a geodézie a odborné pfedméty tykajici se
stavebnictvi (v desetibodové stupnici mél primérny prospéch 9,3). V letech 1872/73 az

7 Matrika narozenych kostela sv. Mikulase, MIK N18, str. 256, a MIK N19, str. 58; matrika zemfielych kostela
sv. Mikulase, MIK Z10, str. 105 (22. 2. 1845).

8 Matrika narozenych, resp. zemielych kostela sv. Mikulase, MIK N21, str. 74; MIK Z10, str. 239 (6. 2. 1854).

? Matrika oddanych kostela sv. St&pana, ST O11, str. 509 (7. 11. 1870).

' Matrika zemftelych kostela sv. Stépana, ST Z8a, str. 569 (29. 8. 1873).

""" Archiv hl. m&sta Prahy, Okresni méstsky delegovany soud civilni pro Malou Stranu a Hrad¢any, pozustalostni
spis €. 8, kart. 201, signatura AV 289/1911; Narodni archiv, Policejni feditelstvi I, konskripce, karton 83, obraz
127. Piijmeni Frantisky je v téchto dokumentech zapsano ve tvaru Cubrova.

12 Matrika zemielych kostela P. Marie Vitézné, PMV Z3, str. 388.

13 Archiv hl. mésta Prahy, Okresni méstsky delegovany soud civilni pro Malou Stranu a Hrad&any, poziistalostni

spis €. 8, kart. 123, signatura IV 629/1893.

4 Archiv hl. mésta Prahy, Soupis prazskych domovskych piislusnikii 1830-1910 (1920), &. 263, karton 41;
Narodni archiv, Policejni feditelstvi I, konskripce, karton 83, obraz 130.

13 Katalogy poslucha¢ti uvedenych kol, ulozené v Archivu hl. mésta Prahy; Programm der k. k. deutschen Ober-
Realschule in Prag. Verlag der Anstalt, Praha, svazky z let 1867 az 1869. Podle ru¢né psanych katalogi farni,
hlavni i realné $koly a podle tisténych vyro¢nich zprav prazské realky byl Emanuel zapsan jako Czuber; v sezna-
mech se pfitom objevuji i pfijmeni zapsana Cesky véetné diakritiky. Zda se tedy, Ze s vyjimkou nékolika publika-
ci z pocatku 70. let a aktivit spojenych s Jednotou ¢eskych mathematikii Emanuel pouzival némecky tvar piijme-
ni jiz od détstvi a jak bylo zminéno vyse, stejny tvar pouzival v fadé dokumenti i jeho otec (srov. [22] a [23]).

' Oba na této realce také studovali; Eduard byl o jeden ro¢nik vy§ nez Czuber, Emil absolvoval jeité pred jeho
prichodem.

17 Katalogy poslucha¢ti némecké techniky z této doby se nedochovaly; v seznamu zapsanych studentii uvedeném
v knize [29] a vypracovaném podle pivodnich katalogii je Emanuelovo piijmeni ve tvaru Czuber, stejné je tomu
ina osvédceni o absolutoriu z 1. fijna 1874 (Archiv TU Wien, osobni slozka Emanuela Czubera).
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1874/75, tedy od 4. ro¢niku studia, zde Czuber navic pusobil jako asistent pii stolici
praktické geometrie u profesora Karla Kofistky.

3 Pocatky odborné kariéry

3.1 Pedagogické pusobeni

Ve skolnim roce 1874/75 Czuber nastoupil jako suplent na druhou némeckou statni
vy$§i redlku na Malé Strang v Praze;'® u¢il zde geometrii, geometrické kresleni a fyziku
v prvnich ¢tytfech tiidach (celkem 19 hodin tydn¢€) a ve vyro¢ni zpravé za tento rok uve-
tejnil ¢lanek Figur und Grésse der Erde [5]. V 1ét€ roku 1875 Czuber slozil zkousku uci-
telské zpusobilosti z matematiky a deskriptivni geometrie pro vyssi realky s némeckym
vyuéovacim jazykem a v nasledujicim Skolnim roce na malostranské realce pusobil jiz
jako skutec¢ny ucitel; v niz$ich i vyssich tfidach vyucoval matematiku, deskriptivni geo-
metrii, geometrii a geometrické kresleni (celkem 21 hodin tydné) a byl tfidnim ucitelem
v primé. Od skolniho roku 1877/78 vyucoval matematiku a deskriptivni geometrii ve vys-
Sich tfidach (20 hodin tydné); od nasledujiciho roku na realce pusobil jako profesor
s uvazkem 18 az 19 hodin tydné. Kromé& matematiky a deskriptivni geometrie v nékte-
rych letech vyucoval také aritmetiku, geografii, geometrii a geometrické kresleni."

V roce 1876 se Czuber habilitoval na némecké technice v Praze; 5. srpna 1876 byl
jmenovan soukromym docentem pro obor Teorie a praxe vyrovndvaciho poctu a v nasle-
dujicich letech zde pak konal vybérové piednasky Principy poctu pravdépodobnosti
(pozdé€ji jen Pocet pravdépodobnosti; zimni semestr) a Metoda nejmensich ctvercii (letni
semestr).”’ Tyto prednasky byly ve své dobé& jeding, které souvisely s pravddpodobnosti
a statistikou, a po Czuberové odchodu podobné zaméfené prednasky chybély zcela.

Po smrti Lohanna Liebleina (1834—1881), profesora matematiky na prazské némecké
technice, se Emanuel Czuber ztc¢astnil konkurzu na uvolnénou stolici. Profesorsky sbor
jej vSak navrhl az jako secundo loco; na prvnim misté byl navrzen Moriz Allé (1837—
1913), profesor matematiky na technice ve Styrském Hradci, ktery byl v &ervnu roku
1882 také skutecné jmenovan. O dva roky pozdéji profesorsky sbor prazské némecké
techniky jednomyslné podpotil Czuberovu zadost o jmenovani mimofadnym profesorem;
ministerstvo vSak tuto zadost zamitlo. V roce 1885 se Czuber piihlasil do konkurzu na
obsazeni stolice matematiky na technice v Brng, uvolnéné po penzionovaném Karlu
Prentnerovi (1823—-1904). Tentokrat byl uspésny, v bfeznu 1886 byl jmenovan profeso-
rem a jeSté na jafe odesel do Brna. Na malostranské realce jej od 16. dubna nahradil Karl
Bobek (1855-1899). O pét let pozdéji byl Czuber jmenovan profesorem matematiky na
videfiské technice,”' kde pak piisobil témé&f tficet let aZ do svého odchodu na odpodinek
(v roce 1919 odesel na zdravotni dovolenou, o dva roky pozdéji byl fadné penzionovan).
Béhem této doby se mu dostalo fady ocenéni; ve Skolnim roce 1894/95 byl naptiklad
zvolen rektorem videfiské techniky, v roce 1902 mu byl ud&len titul dvorniho rady.*

'8 Prvni &tyfi tiidy byly otevieny na podzim 1873; §kolni rok 1874/75 byl prvni, kdy se zacalo vyucovat v kvint&
a Skola se tak mohla za¢it nazyvat vyssi realkou.

' Programm der zweiten deutschen Staats-Oberrealschule in Prag. Verlag der Anstalt, Praha, svazky z let 1875
az 1886; Diensttabelle z roku 1893, Archiv TU Wien, osobni slozka Emanuela Czubera.

2 programm der k. k. deutschen technischen Hochschule in Prag. Verlag der Anstalt, Praha, svazky z let 1879
az 1885 (predchozi svazky v Archivu CVUT chybi).

2! podrobnosti o prazském, brnénském a videfiském konkurzu lze nalézt v publikaci P. Simy [30].

2V publikacich [14] a [27] je uveden rok 1898; podle dopisu z Ministerstva kultu a vyucovani na rektorat ze
dne 12. zati 1902 vsak ke jmenovani doslo az v tomto roce. Archiv TU Wien, osobni slozka Emanuela Czubera.
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Emanuel Czuber zemiel na svém venkovském sidle v Gniglu u Salcburku dne
22. srpna 1925.

3.2 Spolkové aktivity

Jiz od prvniho ro¢niku studia na technice byl Czuber ¢lenem Jednoty ceskych mathe-
matiké (JCM); od letniho semestru 1870 zde byl knihovnikem. Na slavnostni schtizi dne
17. bfezna 1872, kdy se pfipominalo desaté vyro¢i zalozeni Spolku pro volné prednasky
z mathematiky a fysiky, Czuber pronesl ptednasku O determinantech; tadu prednasek
konal rovnéZz na tydennich schiizich.”? V druhém aZ &tvrtém roéniku Casopisu pro
péstovani mathematiky a fysiky z let 1873 az 1875 Czuber otiskl Ctyfi ¢esky psané ¢lanky
([1]-[4]; pojednani [2]-[4] navic Jednota vydala ijako samostatné spisy), v prvnim
ro¢niku védecky zaméfeného Casopisu Archiv mathematiky a fysiky z roku 1876 Czuber
vydal jeden Cesky a jeden némecky ¢lanek ([6], [7]).

Pocatkem roku 1874 se Czuber stal ¢lenem Némeckého polytechnického spolku v Ce-
chach (Der deutsche polytechnische Verein in Bohmen) a zacal se aktivné podilet na jeho
¢innosti. Vystupoval na schizich s odbornymi pfedndskami i v riznych organizaénich
zalezitostech, od roku 1876 aZ do svého odchodu do Brna pusobil jako redaktor spolko-
vého Ctvrtletniku Technische Blitter, kde uvetejnil ¢lanky [8]-[11] a vice neZ 20 recenzi.
Poznamenejme, Ze ¢lenem spolku i redakéni rady casopisu byl rovnéz Czubertav budouci
tchan Erwin Willigk.

3.3 Osobni Zivot

Dne 24. listopadu 1877 se Emanuel Czuber oZenil s Adalbertou Willigk (narozena
22.5.1859), dcerou zminéného profesora chemie prazske némecké techniky Erwina
Willigka a jeho zeny Wilhelminy, rozené Zemlickové.** Je§té v Praze se jim narodily tfi
déti: Bertha (5. 12. 1879), Erich (27. 10. 1881) a Elisabeth (7. 2. 1884). U vsech rodice
dbali na vzdé€lani; dcery po absolvovani obecné a méstanské skoly pokracovaly ve studiu
na soukromé evangelické divéi $kole ve Vidni (TechnikerstraBe 15),> Erich absolvoval
akademické gymnazium ve Vidni a poté vojenskou akademii ve Wiener Neustadt, mladsi
syn Emanuel, ktery se narodil dva roky po pfichodu rodiny do Brna, studoval prava na
videiiské univerzite.

Poznamenejme, ze Elisabeth se pozdéji provdala za Leopolda Forsta, nadporucika
1. husarského pluku. Erich projevoval zna¢né hudebni nadani a jako klavirni a varhanni
virtuos a hudebni skladatel (byl autorem Tatianina valéiku z roku 1900 a mnoha mensich
pisni) se dostal do Lexikonu némeckych umélct a spisovatelt Rakouska-Uherska [20].
Povolanim vs$ak byl vojak; v roce 1906, tfi roky po ukonceni vojenské akademie, ptsobil
jako kandidat ucitelstvi a porucik 11. husarského pluku na némecké jezdecké kadetni
skole (Kavalleriekadettenschule) v Hranicich na Moravé. Po prvni svétové valce zil
v Litoméficich, odkud pochéazela i Marie Hajek (22. 2. 1894), s niz se jiz jako rytmistr
v roce 1919 ozenil >

V sirsich kruzich je z celé rodiny patrné nejznaméjsi Czuberova dcera Bertha, ktera
okouzlila arcivévodu Ferdinanda Karla (1868—1915), mladsiho bratra naslednika trinu

3 Viz [17], [25] a [26]. V prehledech a zpravach o Ginnosti Jednoty je jako Emanuelovo p¥ijmeni uvedeno Cubr.
2* Matrika oddanych kostela P. Marie Vitézné, PMV OS5, str. 92.

2 Vysvédéeni se dochovala v osobni slozce Emanuela Czubera v Archivu TU Wien.

% Matrika oddanych fimskokatolického farniho ufadu v LitoméFicich, O 98/167 Litomé&fice, str. 277 (svatba se
konala 25. srpna 1919 v Teplicich v Cechach).
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Franze Ferdinanda (1863—1914) a synovce habsburského cisafe Franze Josepha 1. Podle
[16] a [24] se dvojice seznamila na plese videniské techniky, nad nimz Ferdinand Karl
prevzal zastitu. V roce 1903 se arcivévoda obratil na cisafe s Zadosti o svoleni ke snatku,
ten vSak odmitl.?” V nésledujicim roce Ferdinand Karl odesel ze zdravotnich diivodi od
vojska a s Berthou zil mimo Viden — v Badenu, na rodinném zdmku Rottenstein u Mera-
na ¢i ve Svycarskych laznich Chur; zde se 25. srpna 1909 dvojice nechala oddat a dva
roky se ji dafilo drzet snatek v tajnosti pred cisaiskym dvorem. Odhaleni pak vyvolalo
velky rozruch;*® Ferdinand Karl byl zbaven rodovych prav a zbytek Zivota prozil po boku
své zZeny jako Ferdinand Burg pfevazné v Mnichové, kde v roce 1915 zemfel. Bertha se
pak jiz znovu neprovdala; zemfela v uctyhodném véku témér 100 let v roce 1979 a je
pohibena po boku svého muze na Untermaiském hibitoveé u Merana.

4 Publikace vydané v dobé prazského piisobeni

4.1 éasopis pro péstovani mathematiky a fysiky, Archiv mathematiky a fysiky

Podrobny seznam publikaci Emanuela Czubera ¢itajici 142 polozek je uveden v Dole-
zalové nekrologu [14], odkud jej pfevzal Einhorn [15]. Chybi zde vSak Czuberovy cesky
psané prace [1]-[4] otisténé v Casopise pro p&stovani mathematiky a fysiky (v dalsim jen
CPMF) (s vyjimkou pietisku [4] jako samostatného spisu) i &esky a némecky ¢lanek [6]
a [7], které vysly v Archivu mathematiky a fysiky. Podivejme se nyni v kratkosti, o ¢em
tyto publikace pojednavaji.

Charakter ¢lankd uveiejnénych v CPMF je vesmé&s popularizaéni a lze fici, Ze viechny
velmi Gzce souviseji s Czuberovym plisobenim u geodeta a kartografa Karla Kofistky na
prazské technice. Prvni prace nese nazev Prispévek k theorii nastrojii zrcadelnych [1] a je
vénovana teoretickému pozadi principi geodetickych a astronomickych méfeni pomoci
optickych pfistroji, jejichz hlavni soucasti je pohyblivé zrcadlo. Czuber upozoriiuje na to,
ze pri zkoumani téchto principt se zpravidla predpoklada, Ze osa, kolem niz se zrcadlo
otaci, se naléza v rovin¢ odrazejici svétlo, a z toho se odvozuje, ze thel, o ktery se oto¢i
obraz, je dvojnasobkem uhlu otoceni zrcadla. V pripadé sklenénych zrcadel je vSak uve-
deny piedpoklad znaéné& nerealny. Ve shodé s vysledky J. Wastlera® Czuber odvozuje, Ze
tvrzeni o dvojnasobném uhlu plati i bez ohledu na polohu osy otaceni.

Druhy ¢lanek nazvany O mirdch puvodnich [2] pojednava o historii méteni délek a snah
o uzakonéni pevnych jednotek ve Francii, Anglii, Prusku a Rakousku-Uhersku od 17. do
19. stoleti. Hlavni diiraz je kladen na védeckou stranku a na opatieni, jejichz ucelem byla
stalost miry. Prace Polomer setrvacnosti a centralni ellipsa [3] se zabyva existenci a po-
lohou bodu s tou vlastnosti, ze kdyby v ném byla soustfedéna veskera hmotnost télesa,
byl by jeho moment setrva¢nosti roven momentu celého télesa. Pro rovinné oblasti
Czuber zkouma geometrické misto téchto bodd a ukazuje, ze je to vZzdy dvojice pfimek,
pricemz kiivka, kterou ptfimky odpovidajici riznym poloham osy obaluji, je elipsa.

Rozséhlé pojednani O méreni zemé [4] podrobné rozebird vice ¢i méné uspéSné
pokusy o urceni tvaru a velikosti Zemé od starovéku az do 19. stoleti. Pozornost je pritom

7 Podle [24] nebyl nejvétsim problémem Bertin m&itansky pivod, ale pomluvy, podle nichz byla ,.7enou
s minulosti® — patrné kvuli pratelstvi se spisovatelem Robertem Musilem.

% Ve videtiském archivu Haus-, Hof- und Staatsarchiv se dochoval cely karton (. 14) s korespondenci riznych
diplomatti a politikti, novinovych vysttizkl apod.

* Hartner F.: Handbuch der Niederen Geodiisie. Seidel, Wien, 1876 [piepracovano J. Wastlerem)].
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vénovana i matematickému a technickému pozadi téchto snah; Czuber naptiklad popisuje
historii méfi¢stvi ¢i vyndalez a vyuziti logaritmt. O rok pozdéji byla zkracend némecka
verze této prace otisténa ve vyrocni zpraveé druhé némeckeé statni vyssi realky v Praze [5].
Na toto pojednani do urcité miry navazuje ¢lanek O zemském ellipsoidu [6], ktery byl
uvetejnén v prvnim ro¢niku ¢asopisu Archiv mathematiky a fysiky a ktery je vénovan
popisu zemského elipsoidu pomoci rovnic v zemé&pisnych a analytickych soufadnicich.*
Ve stejném roéniku Archivu vySel jesté némecky psany &lanek Uber Erzeugnisse
geometrisch verwandter Punktreihen [7]. Zakladni problém, kterym se zde Czuber
zabyva, je nasledujici. Libovolny bod P pfimky dané dvéma body M, =(x,);)

a M, =(x,,y,) lze vyjadrit ve tvaru

P:(xo,yo):(xl_/lxz J’1—/1J’2),

-4 1-2
kde A e R udava vztah mezi seCkami M;P a M,P ; kladnych hodnot pfitom tento koe-
ficient nabyva pro body lezici na useCce MM, , jinak je zaporny. Pro dveé rtizné pifimky
MM, a MM, pak Czuber zkouma souvislost mezi body P a P’ lezicimi na t&chto
piimkach, vyhovuji-li koeficienty A,4" rovnici ¢(4,4")=0, a déle vySetiuje rovnici
v (x,y,4)=0,kde (x,y) je libovolny bod piimky prochazejici body P a P’.

Jak je patrné ze seznamu literatury, Czuberovo piijmeni bylo u ¢lanki otisténych
v &eskych &asopisech uvedeno ve tvaru Cubr, popt. Cuber. Viechny pozd&jsi publikace
jsou psany vyhradné némecky a autor je vzdy podepsan jako Czuber. K tomu
poznamenejme, Ze naptiklad Karel Malek v ¢lanku [22] Czuberovi vycita, Ze si své Ceské
piijmeni postupné zkomolil z Cubra pfes Cubera az po Czubera, navic aZ jako dospély
muz, ktery jiz neni pod vlivem rodict. Jak je vSak uvedeno v poznamce 15, v némeckém
prosttedi Czuber pouzival tento tvar piijmeni jiz od détského veku a stejné tak jej v fadé
ufednich dokumentli pouzival i jeho otec (viz pozn. 2).

4.2 Dalsi prace

V dobé¢ svého prazského plisobeni Czuber uvetejnil fadu dalSich praci popularizacni-
ho charakteru, a to v ¢asopisech Technische Blatter a Archiv der Mathematik und Physik.
V prvnim pfipadé se jednalo o prakticky zaméfené clanky, jejichZ cilem bylo seznamit
¢tenafe z okruhu inzenyrti se spravnym statistickym zpracovanim vysledkd méfeni a ur-
¢ovanim chyb ([8], [9]), ¢i s principy fungovani nejnovéjSich planimetra ([10], [11]).
Druhy z uvedenych Casopist byl uréeny predevs§im uditelim vysSich gymnazii a realek.
Zde Czuber v letech 1877 az 1883 uvefejnil celkem sedm ¢lankl vénovanych rliznym
problémiim z geometrie, fetézovym zlomkim a moralni stfedni hodnoté. Seznam téchto
praci lze nalézt v [14] a [15].

Ze vsech ostatnich praci vydanych ve sledovaném obdobi zde uved'me jiz jen prvni
monografii vénovanou geometrické pravdépodobnosti [12], ktera kromé shrnuti a vysvétle-
ni vysledkid dosazenych francouzskymi a anglickymi predchtidci obsahuje i fadu originalnich
vysledkti a zobecnéni (viz [18], [28]). Dalsi ptivodni vysledky tykajici se geometrickych
sttednich hodnot obsahuje rovnéz pojednani [13], kde lze mimo jiné nalézt vztah mezi

objemem V télesa, jeho povrchem S a stfedni délkou tétivy EC: V = %S EC.

30 Czuber zde vychazel ze spisu C. Bremikera: Studien tiber hohere Geoddsie, Weidmann, Berlin, 1869.
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5 Zavér

Emanuel Czuber je prosluly predevsim diky svym pracim z oblasti pravdépodobnosti
a statistiky, kam se dostal pomérné prirozené od svého prvotniho zajmu o geodézii a s ni
spojené vyhodnocovani rtiznych méfeni. Po cely zivot se zajimal nejen o teoretické
problémy, filozofické otazky tykajici se zakladu teorie pravdépodobnosti ¢i vyucovani na
stfednich a vysokych skolach, ale rovnéz o praktické aplikace. Z tohoto pohledu 1ze snad
trochu zalitovat, Ze se v pracich vénovanych geometrické pravdépodobnosti kromé jedné
poznamky o rektifikaci kfivky vice nezabyval praktickym vyuZitim. Z teoretickych
vysledkd, které uvadi, totiz okamzité¢ plyne fada stereologickych metod pro odhad
ruznych geometrickych charakteristik, naptiklad tzv. bodova metoda odhadu obsahu
rovinné oblasti ¢i objemu télesa, jez hraje dilezitou roli mj. v geologii ¢i biomediciné.
Geologum tak trvalo témér ptl stoleti, nez se pies rozli¢né pracné postupy k této metodé
dopracovali, a v oblasti biomediciny to bylo jesté o dalsi desetileti pozdé&ji (viz [19]).
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MATEMATIKA A HUDEBNI LADENI V HISTORII

MARTINA KLAPOVA

Abstract: Tuning in music means a proper selection of pitch of tones to make
the sound pleasant to our feeling. Of course, it is a question not only for mathematics
and physics but also for physiology, cultural habits and individual history as well. In this
paper, we briefly describe Pythagorean tuning and some natural tunings on the one side
and tempered tunings on the other side. At a sample of 25 musicians and 31 laics,
a subjective perception of the fifth in Pythagorean and well-tempered tuning has been
tested. It seems that the difference is mostly recognized and that, surprisingly,
well-tempered tuning is judged as the more pleasant one.

1 Uvod

Jiz od davnych dob je znamo, ze hudba a matematika maji mnoho spolec¢ného. Jednim
z prvnich matematiki, o nichz vime, Ze se hloubé&ji zabyvali vztahem matematiky
a hudby, byl Pythagoras (asi 570 — asi 495 pt. n. 1.). Vychazel z filosofické pfedstavy
o vyznamu cisel pro celkovy popis svéta a svétového tadu a hledal harmonii &isel ve
vesmiru. Tato harmonie spoc¢ivala zejména v tom, Ze, jak véfil, vSe lze vyjadfit celymi
Cisly, coz se projevovalo i vhudbé. Vytvoril systém ladéni, jez dnes zname jako
pythagorejské. Je zalozeno na pomérech frekvenci dvou toént v intervalu, které jsou ve
tvaru soucinéi mocnin &isel 2 a 3, tedy obecn& 2"3%: 1, kde 7 a k jsou v absolutni hodnots
co mozna nejmensi celd ¢isla (mohou byt i zaporna).

Na zcela jiném principu je zalozeno nyni velice rozSitené rovnomeérnée temperované
. . TR T . s 12 TP .
ladeént, které uziva jediny nejmensi interval V2:1=1,059:1 (blizsi informace viz [1]).

2 Zakladni pojmy

2.1 Ton, vyska ténu

Ptipomenime z hudebni nauky, ze ton — zakladni hudebni ,,stavebni material® — je
charakterizovan Ctyfmi vlastnostmi: svou vyskou, hlasitosti, dobou trvani a barvou.
Nadale si budeme vsimat jen vysky. Ve fyzice popisujeme vysku tonu jeho kmitoétem
(frekvenci) f, tj. po¢tem kmiti za danou dobu, a jeho hodnotu méfime v hertzech
(1 Hz=1 s ). Clov&k vnima jako tény s kmitoéty zhruba od 16 Hz do 20 kHz (n&kdy se
uvazuje o horni hranici jen 16 kHz).

2.2 Interval

Interval je vzdalenost mezi dvéma tony. Ta se vyjadfuje nejCastéji pomoci poméru
frekvenci téchto toni. Interval muze byt bud’ melodicky (zné&ji-li tony po sobg),
nebo harmonicky (zn&ji-li tony soucasng). T a vice sou¢asné zn&jicich toni tvori akord.'
Rada toni uspotadanych podle vyiky se nazyva stupnice.

! Podle nagich znalosti starovék harmonii neznal a zabyval se tedy melodickymi vztahy. To v nasem dal$im
popisu nebude pfili§ podstatné, je vSak nutné tuto informaci neopominout.
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Vyznamnym faktem v hudbé je, Ze pro velikost intervalu neni dilezity rozdil dvou
ténd, ale podil jejich kmitoctli. Pro umélecké vyuziti je podstatné, které intervaly ndm
znéji lib€ a které nikoli.

2.3 Ladéni, ladéni pFirozena a temperovana

Ladéni stanovuje vysky tond ve stupnici, a tim i velikosti intervali (vzdalenosti mezi
toény) pouzitelnych v hudb€. Volba standardu (tzv. komorni a, nyni o kmitoctu 440 Hz)
a z n¢j vyplyvajici absolutni vyska tont je jisté z praktického hlediska dilezita, nicméné
pro umélecky dojem je podstatnéjsi, jak jiz bylo fec¢eno, pomér dvou frekvenci (relativni
vyska), tedy vztah dvou tond.

Dva tény s poméry kmitocti 2:1 tvoti oktdvu a zné&ji spolu libé. Dokonce do té miry,
ze je Casto lidé ani nerozliSuji, zejména maji-li rizné barvy. Jsou vSak od sebe dosti
frekvence tonti v dané ténin€ vypoctené podle principu pythagorejského ladéni jsou
v pomérech typu 2"3F: 1.

Tim se toto ladéni tfadi do skupiny prirozenych ladeni; tony v nich spolu souviseji
podobné a poméry jejich frekvenci jsou taktéZ poméry celych &isel. Zpravidla se pribere
jesté pomer 5:4 zvany velka tercie a dalsi z n€j logicky plynouci intervaly. Vzniknou tak
poméry typu 2"3*5™ : 1. Tviirci piirozenych ladéni byli napiiklad Aristoxenes z Tarentu
(kolem 335 pied n. 1.), Didymus z Alexandrie (1. st. pfed n. 1.) ¢i Klaudios Ptolemaios
(asi 85 —asi 165).

Volba poméra celych ¢isel souvisi s vyS$§imi harmonickymi ve Fourierové analyze
periodickych funkci. Vyss§i harmonické tvoti tzv. alikvotni tony, jejichz frekvence jsou
celoc¢iselnymi nasobky frekvence zékladni. Tyto tony znéji soucasné se zakladnim ténem,
vét§inou je vSak téméf nevnimame, ovliviiuji zejména barvu. Pokud chceme, aby
dvojzvuk znél co nejkonsonantnéji, je tfeba, aby dané dva téony mély co nejvice
spole¢nych alikvott, tedy spolecnych nasobku frekvenci. Docilime toho volbou poméra
kmito¢th vyjadfenych pfirozenymi Cisly.

Zcela jinou skupinu ladéni tvofi ladeéni nerovmomérné (Castecné) temperovand,
kde poméry nékterych kmito¢ti nejsou poméry prirozenych Ccisel, ale vzniknou
aproximacemi sruznou motivaci (zpravidla rovnomérné rozdéleni daného vétsiho
intervalu; v pfipad¢ celé oktavy se jiz jedna o ladéni rovnomérné).

Razn4d temperovand ladéni (rovnomémé i nerovnomérnd) vznikala v pribéhu
vrcholného stfedovéku a novovéku (za vSechny autory zmihme jen Andrease
Werckmeistera, pusobiciho koncem 17. stoleti, a Thomase Younga, zijictho o sto let
pozdéji). Extrémnim piipadem ladéni je rovnomérné temperované ladeéni délici oktavu na
dvanéct stejnych temperovanych piiltoni (nejmensi interval v diatonické — sedmiténové

stupnici) o poméru frekvenci '*V2 : 1 =1,059 : 1. V ném se nyni b&né& ladi naptiklad

V nize uvedené tabulce jsou porovnany frekvence pythagorejského a rovnomeérné
temperovaného ladéni. Dale jsou zde ukazany i vzdalenosti tonil v centech. Jeden cent
byl zvolen jako 1/1200 oktavy, tedy pomér frekvenci toni vzdalenych o pulton je
120042 . 1 =1,00057779... : 1, coz je na hranici rozliSitelnosti pro cvicené ucho (ladici

pian).
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Pomér frekvenci Vzdalenost v centech

Interval Pythagorejské Rovn. temp. Pythagorejské Rovn. temp.
Prima 1:1 1:1 0 0
Mala sekunda 256 :243~1,0535 | 2% 1~1,0595 90,225 100
Velka sekunda 9:8=1,125 27 1=1,1225 203,910 200
Mala tercie 32:27=1,18519 | 2" :1=~1,18921 293,135 300
Velka tercie 81:64~1,26563 | 2 :1~=1,25992 407,820 400
Kvarta 4:3~1,33333 27121 = 1,33483 498,045 500
Kvinta 3:2=1, 2771 ~1,49831 701,955 700
Mala sexta 128 : 81 ~1,58025 | 277 :1~1,58740 792,180 800
Velka sexta 27:16=1,6875 27 1~1,68149 905,865 900
Malé septima 16:9~1,77778 2% 1~1,78180 996,090 1000
Velka septima | 243 : 128 ~ 1,89844 | 2" : 1~ 1,88785 1109,765 1100
Oktava 2:1 2:1 1200 1200

3 Nové vysledky

3.1 Subjektivni hodnoceni

Nabizi se otdzka, zda nase ucho pfijima opravdu vyrazné libéji ,,poméry malych
celych ¢isel®, nebo intervaly dané rovnomérnym d€lenim vétSich intervalii. Ve své praci
jsem se soustfedila na subjektivni srovnani pythagorejského ladéni a lad€ni rovnomeérné
temperovaného.

3.2 Méreni subjektivni spokojenosti posluchace s riznymi ladénimi

V ramci diplomové prace jsem provedla vyzkum na vzorku pétadvaceti hudebnikt
a jedenatiiceti nehudebniki, ktefi si poslechli tfi hudebni ukazky. Kazda z nich
obsahovala tfi po sob¢ jdouci dvojzvuky (dva tony vzdalené o kvintu) s frekvencemi bud’
pythagorejskymi, nebo rovnomérné temperovanymi. Dvojzvuky byly vytvofeny
v MatLabu. Po poslechu kazdé ukazky poslucha¢ odpovédél na otdzku, zda podle svého
minéni slysel tfi stejné dvojzvuky, nebo dva stejné a jeden odlisny. V druhém ptipadé pak
jesté odpovedél, ktery byl odlisny a ktery se mu vice libil.

Nejprve jsem testovala hypotézu, ze rozdil mezi témito dvéma ladénimi neni vniman,
oproti hypotéze, Ze vniman je. K testovani jsem pouzila ndhodnou veli¢inu (pocet §patné
rozpoznanych trojic dvojzvukt) s binomickym rozdélenim. Jak skupina hudebnikd,
tak nehudebnikt tento rozdil vnimala, a to statisticky vyznamnym pomérem.

Dale jsem pouzila kontingenéni tabulku k zjisténi, zda plati hypotéza, ktera tvrdi,
ze pocet spravné rozpoznanych trojic zavisi na tom, jestli je poslucha¢ hudebnik
¢i nehudebnik. Tato hypotéza se potvrdila a pravdépodobnost, Ze je ukazka spravné
rozpoznana (tedy je spravné identifikovan odlisny dvojzvuk v pfipad€, ze tam je), je
vys$i, pokud je poslucha¢ hudebnik.

Jelikoz se potvrdilo, ze rozdil mezi ladénimi je slySet, dalsim krokem bylo zjistit, jaké

ladéni se posluchac¢im libilo vice. Podle vysledki ,,vyhralo“ rovnomérn€ temperované
ladéni, které se vice libilo v 65% ptipada. Tento vysledek mi pfipada piekvapivy, nebot
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podle teorie by mélo vyhrat ladéni, kde poméry kmitoéti jsou vyjadieny pomérem
prirozenych Cisel, tedy ladéni pythagorejské.

4 Zavér
4.1  Shrnuti vysledki

Na zékladé¢ vyzkumu bylo zjisténo, ze rozdil mezi ladénimi je vniman. Vyzkum
a vypocty dale ukazuji, Ze na konkrétnich vzorcich posluchaci laiki i odbornikl je
rovnomerné temperované ladéni vnimano jako prijemnéjsi nez ladéni pythagorejské.

4.2  Dalsi perspektivy

Nabizeji se dva sméry, jak pokraCovat v praci. Extenzivni rozvoj predstavuje
provedeni vétSiho poctu meéfeni a zkouméni vét§iho poctu respondentl. Lze téz
porovnavat i ostatni ladéni pfirozena véetné rizné temperovanych. Intenzivni rozvoj by
se pokusil zjistit mozné pti¢iny toho, pro¢ rovnomérné temperované ladéni zni 1ibgji nez
prirozené. K tomu bude mj. Zadouci uzit nejen jediny syntetizovany interval, ale pouzit
skute¢ny hudebni nastroj ¢i jeho co nejvérnéjsi imitaci alespon na klasickou kadenci
ténika — subdominanta — dominanta — tonika (prvni — ¢tvrty — paty — sedmy ton stupnice),
ale jesté 1épe na cely kus skladby a také zjistit vhodnost jistého ladéni pro konkrétni
hudebni styl.
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ALOIS STRNAD

KAREL LEPKA

Abstract: This paper is devoted to the life and work of Alois Strnad, who was a teacher
at Czech secondary schools. His curriculum vitae as well as his scientific and pedagogical
publications will be mentioned here. Strnad played a leading role in the running of the
mathematical competition organized by the Union of Czech Mathematicians; this activity
will be discussed, too.

1 Uvod

26. kvétna 2011 uplynulo 100 let od smrti c. k. vladniho rady Aloise Strnada. Tento
muz patfil ve své dobé k prednim Ceskym pedagogim. Kromé vlastni vyuky byl
i autorem nékolika ucebnic a zejména byl dvornim dodavatelem tuloh do korespondencni
soutéze, kterou na strankach Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky organizovala
Jednota Ceskych mathematikd. O zivoté a dile této osobnosti pojednavaji nasledujici
radky.

2 Zivot a dilo A. Strnada

2.1 Curriculum vitae

Détstvi a mladi A. Strnada je spjato s hlavnim méstem kralovstvi, Prahou. Zde se
1. fijna 1852 narodil, zde navs§tévoval obecnou skolu a pozdé&ji realku v Panské ulici.
JelikoZ byl vzdy znamenitym studentem, je nabiledni, Ze se nespokojil s maturitou a dal
se zapsat na Cesky polytechnicky tstav Kralovstvi deského. Zagal studovat obor pozemni
a vodni stavitelstvi a i v ném byl uspés$ny, takze si ho zahy povs§iml profesor FrantiSek
TilSer. Od roku 1873 se Strnad stal jeho asistentem a pozd¢ji za né&j suploval i prednasky.

Strnadovy znalosti matematiky, zejména z oblasti geometrie, byly na Spi¢kové urovni;
je tedy na misté otazka, proC¢ nepusobil jako ucitel na vysoké Skole. V roce 1893 se
Strnad skute¢né uchazel o profesuru po penzionovaném profesoru TilSerovi, nebyl vSak
uspésny. Pozdéji pak dostal nabidku z brnénské némecké techniky, tu vSak zase odmitl
on, zfejme z divodu vlasteneckych.

Kariéru stfedosSkolského uditele zacal vroce 1876, kdyz uspésné slozil zkousky
ucitelské zpisobilosti a zacal vyucovat na redlce v Hradci Kralové. Tam ptisobil do roku
1891, kdy pftesidlil do metropole a pét roka byl profesorem na ceské realce v Je¢né ulici.
Ucitelské plsobeni zavrsil jako feditel realky v Kutné Hote, kde puisobil od roku 1896 az
do své smrti v roce 1911.

205



2.2 Strnad a Olympiada

Jak bylo zminéno v Gvodu, Strnad byl viid¢i osobnosti korespondenéni soutéze, kterou
na strankach Casopisu pro péstovini mathematiky a fysiky (dale Casopis) organizovala
Jednota ¢eskych mathematikii. Tuto akci budu v dal§im nazyvat Olympiada, ackoliv to
neni nazev oficialni. V letech 1884 az 1908 zde Strnad publikoval kolem pul tisice uloh
(viz [1]) a Zadny jiny pfispévovatel se mu v tomto sméru nemtize rovnat; nékteré rocniky
obsahuji i n€kolik desitek jeho ptikladd. Navic je dilezité, ze zacal publikovat v obdobi,
kdy predchozi hlavni dodavatel uloh, profesor FrantiSek Josef Studnicka, svou aktivitu
v tomto sméru prakticky ukoncil. Podle mého minéni je to jeho zasluha, ze Olympiada se
Studni¢kovym odchodem z vedeni Casopisu neskongila.'

! Vice se Ize o Strnadovych aktivitach spojenych s Olympiddou dogist v autorové &lanku [4].
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Strnad publikoval tlohy ze vSech oblasti matematiky, které byly tehdy vyucovany na
stfednich Skolach. Prim hrila samozfejm¢ geometrie, a to vSechny jeji oblasti, mnohé
ulohy byly dikazové. Nevyhybal se vSak ani algebfte ¢i teorii ¢isel. Navic tyto tlohy byly
Sity na miru stfedo§kolaklim, coZ v prvnich ro¢nicich této akce nebylo.

Aby si étenaf mohl udélat predstavu o tom, pred jaké problémy Strnad stavél mladé
Ctenate Casopisu, uved’'me malou ukazku:

Pravidelny mnohouhelnik o lichém poctu stran otaci se kolem své osy soumérnosti
a vytvoruje téleso, jehoz povrch (obsah) ma se k povrchu (obsahu) vepsané koule jako
5 : 4. Kolik stran md onen mnohouhelnik? (Uloha 5, ro¢nik 21)

Kruh rozdéliti ve dvé casti kruznici dostrednou tak, aby vnmitini kruh mél se ku
mezikruzi jako toto ke kruhu celému. (Uloha 9, ro¢nik 26)

Je-li n libovolné ¢islo celé, jest vyraz n(n* + 35n° + 24) délitelny 60. Pro¢? (Uloha 1,
ro¢nik 25)

Resiti jest rovnici 2tg x — 3tg x = 8. (Uloha 18, ro¢nik 32)

Do koncertu bylo prodano 475 vstupenek za 424 zlatych. Sedadlo I. tridy stdlo 1,60
zlatych, sedadlo II. tiidy 1,10 zlatych a misto kstani 50 krejcari. Kolik bylo kterych
vstupenek, prodano-li sedadel jen o malo vic nez mist k stani? (Uloha 4, ro¢nik 24)

K hyperbole rovnoosé dané rovnici xy = I? sestrojena v bodé n normdla N protinajici
krivku v dalsim bodé n\; v tomto ziizena normdala N, stanovici novy priisecik ny atd. Které
Jjsou souradnice téchto prusecikii. (Uloha 39, ro¢nik 33)

2.3 Strnad jako autor ucebnic

Strnad byl autorem tfi ucebnic. Nemizeme byt piekvapeni, ze autor takového
[3]. Na tomto dile spolupracoval s FrantiSkem Hromadkem; kniha vysla v nékolika
vydanich a podle mého nazoru by mohla byt pouzivana na stfednich Skolach dodnes.
Vsak také recenze na tuto ucebnici byly veskrze kladné, a to v jeho dobé& byli recenzenti
velice naro¢ni a kritikou nesetfili.

Kromé¢ této sbirky byl Strnad autorem ucebnic Geometrie pro vyssi skoly redlné [6]
a Geometrie pro vyssi gymnasia [7]. 1 tyto uCebnice se dockaly n€kolika vydani a byly
hodnoceny dobfe. Druhd znich byla dokonce pielozena do bulharstiny profesorem
Sourkem (podrobnosti 1ze nalézt v knize [2]). V duchu tehdejsich pedagogickych zasad
obsahovaly ucebnice pouze teorii afeSené piiklady, sbirky zase ulohy bez teorie
ateSenych ptikladd. K sepsani sbirky tloh k ucéebnicim z geometrie se Strnad jiz
nedostal.

2.4 Dalsi publikace

Strnad také publikoval fadu ¢&lank®, a to predevdim na strankach Casopisu. Jeho
védecké staté nebyvaji origindlni; vétSinou v nich reaguje na jiz publikované ¢lanky,
pfindsi k nim komentaf, uvede jiny dikaz daného tvrzeni a podobné. I tento zplisob vSak
mél v té dobé vyznam, ostatné rozvoj ¢eské odborné matematiky byl teprve na pocatku.

207



Strnad mé&l pomérné dobry piehled o déni ve svétové matematice, a tak spolu s jinymi
matematiky seznamoval &tenafe Casopisu s pracemi zahraniénich kolegii a na oplatku
zasilal reference o vysledcich Ceskych matematiki do ciziny. Publikoval také ve
vyroc¢nich zpravach skol, na nichz ptsobil. V této souvislosti doporucuji kouzelné dilko
Mathematikové ve francouzské revoluci [8]. Je rovnéz autorem né€kolika desitek hesel
v Ottové slovniku naucném.?

3 Zavér

Dilo Aloise Strnada musime hodnotit v kontextu doby, v niz zil a putsobil jako
stfedoskolsky ucitel. Jeho védecké vysledky sice nejsou osliujici, vyvazuje to vSak jeho
pusobeni pedagogické. Jak jiz bylo feceno, v jeho dobé dochazi k rozvoji matematického
vzdélavani jak co do kvantity, tak i do kvality, a Strnad je jednim z t&ch, ktefi se o to
zaslouzili. Vyuzivam proto stého vyroci jeho umrti, abych tuto osobnost ptipomnél.
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POCATKY MODERNI STATISTIKY V PRACICH
R. A. FISHERA A W. S. GOSSETA

VITEZSLAV LINEK

Abstract: In 1908, an article Probable Error of a Mean published under the pseudonym
“Student” appeared, whose true author, W. S. Gosset, undertook an exploration of small
sample statistics. The subject was considered unimportant by that time, but the paper
eventually changed the world of statistics, as it aroused the interest of R. A. Fisher, which
flew into an extraordinarily productive cooperation of these famous scientists.

1 Uvod

Pocatek 20. stoleti byl svédkem bouilivého rozvoje statistiky. V této dobé byla
naptiklad odvozena metoda maximalni vérohodnosti, analyza variance, byly odvozeny
hustoty rozdéleni oznacovanych dnes jako ¢t a F a jejich pouziti ve statistickych testech
ziskalo dnesni podobu. Stézejni postavou tohoto vyvoje byl britsky matematik a biolog
Ronald Aylmer Fisher, ktery je dnes opravnéné povazovan za tviirce moderni statistiky.
Podstatnym zdrojem inspirace mu ovSem byly prace jiného britského autora, Williama
Sealy Gosseta, publikujiciho pod pseudonymem ,,Student”. Ty byly podnétem ke
korespondenci, ktera vyustila v dlouhodobou spolupraci a pratelstvi obou muzi.

2 William Sealy Gosset

W. S. Gosset se narodil v roce 1876 jako prvni z péti déti. Vystudoval matematiku
achemii v Oxfordu a v roce 1899 nastoupil na misto sladka v pivovaru Guiness
v Dublinu, kde zlstal po zbytek zivota. Management firmy v té dob¢€ najal fadu mladych
absolventii z Cambridge a Oxfordu s imyslem zavést do vyroby védecké metody (viz
[10]). Zaméstnanci pivovaru obecné neméli dovoleno publikovat své vysledky; Gossetovi
vSak byla povolena vyjimka pod podminkou, Ze (kvili utajeni pred ostatnimi
zaméstnanci) bude publikovat pod pseudonymem (viz [13]). Byla zvolena prezdivka
,»Student”, pod kterou Gosset publikoval vétsSinu ze svych 21 ¢lanki. Jednim z prvnich,
kterym se ovSem nesmazatelné zapsal do d&jin matematiky, bylo pojednani [11]. Mnoho
zdroja zduraziuje jeho vynikajici charakter, pro ktery byl respektovan svymi soucasnikys;
o jeho skromné povaze, poctivosti a smyslu pro humor svéd¢i i dochovana
korespondence (viz [1], [2], [9] a [10]). Gosset zemfel v roce 1937 ve véku 61 let.

3 Ronald Aylmer Fisher

R. A. Fisher se narodil v roce 1890 jako nejmladsi z osmi déti. Jeho ptichod byl
prekvapenim — matka totiz ¢tvrt hodiny pfed nim porodila jeho mrtvého sourozence
a dalsi dit¢ nikdo neocekaval. Fisher od détstvi projevoval znamky matematického
nadani: pti jedné pfilezitosti naptiklad opravil svou matku, Ze mu nejsou 3 roky, nybrz 3
roky, 4 mésice a 5 dni. M¢l vynikajici geometrickou pfedstavivost, udajné vytfibenou
diky svému slabému zraku (viz [1]). Vystudoval matematiku v Cambridge, okruh jeho
znalosti vSak byl mnohem Sir§i — mimo statistiku proslul predevs§im jako biolog. Jeho
bibliografie zahrnuje témét 300 ¢lankd (matematickych i biologickych) a mnoho z nich
lze povazovat za zcela zasadni pro rozvoj statistiky; nejznaméjSim titulem je
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pravdépodobné [8]. Jeho dcera jej v knize [1] li¢i jako zasadového idealistu, oddaného
svym pratelim, ale nesmifitelného vici t€ém, kdo ho (byt jen domnéle) zradili. To se
ztejmeé projevilo v jeho dlouholetém konfliktu s Karlem Pearsonem. R. A. Fisher zemfel
v Adelaide v roce 1962 ve véku 72 let.

4 Gossetuv ¢lanek The Probable Error of a Mean

Gosset pfi své praci v pivovaru Casto pracoval s nahodnymi vybéry malého rozsahu,
na jejichZ zpracovani vsak tehdejsi statisticka teorie nenabizela zadny aparat. Dosavadni
praxe se zabyvala pouze vybéry velkého rozsahu, u nichz se vyb&rovd smérodatni
odchylka s dala povazovat za dostate¢né presny odhad smérodatné odchylky ¢. Bylo tedy
legitimni predpokladat, Zze rozptyl priméru x z vybéru z normalniho rozdéleni N (/1;0'2)
o rozsahu n je s°/n, a tak testovat hypotézy o stiedni hodnoté . Gosset oviem nechtél
ignorovat, ze pii malém rozsahu vybéru je hodnota s zatizena chybou, ktera spolehlivost
takovych testli podstatné zkresluje. Ve své nejslavnéjsi praci [11] se proto zaméfil na
rozdéleni nahodné veliciny

X
z=—,
s
kde
X, /n Z(x —x)
i=1
a (x],.,x,) je vybér z normalmho rozdéleni N 0 0' (z tedy predstavuje vzdalenost

vybérového primeéru od populaéniho priméru méfenou v jednotkach s).

V &lanku je nejprve odvozena hustota rozd&leni s* a s, poté je dokazano, Ze x a s jsou
nekorelované, a pak je odvozena hustota rozd€leni z. Néasleduje podrobny rozbor
vlastnosti ziskanych rozdé€leni. V dalsi c&asti Gosset porovnava ziskané vysledky
s vysledky experimentu, ktery podle svych slov provedl jesté dfive, nez pfistoupil
k vypoctim. (Na str. 13 v praci [11] piSe: Before I had succeeded in solving my problem
analytically, I had endeavoured to do so empirically.) Experiment spocival v tom, Ze na
3000 karticek ptepsal délky levého prostfednicku a vysky 3000 trestanct. Karticky pak
promichal a rozdé€lil na 750 ¢&tvetic. Tak ziskal 2x750 nahodnych vybéri ze dvou
rozdé€leni o znamych parametrech (vypoctenych z ptivodniho souboru 3000 méfeni). Pro
kazdou c¢tvetici vypocital z podle vySe uvedené¢ho vztahu (od x; ovSem odecetl hodnotu
populacniho priméru) a ziskal tak dvé empirické frekvencni kiivky, které v c¢lanku
porovnava s teoretickymi hustotami z; shodu shledava nanejvys uspokojivou. Jak uvadi
Zabell v [13], pouziti takovéto simulace bylo v t€¢ dobé velice neobvyklé. Praci uzavira
tabulka s vybranymi hodnotami distribu¢ni funkce z pro rozsah vybéru n = 4 az 10 a Ctyfi
priklady z praxe, ilustrujici pouziti jeho ,,z-testu” pii ovéfeni hypotézy o stfedni hodnoté
(1. ekvivalence dnesniho jednovybérového #-testu).

Fisher v praci [7] upozorfiuje na dva nedostatky textu. Gosset jednak rozd&leni s>
vlastné pouze odhaduje pomoci prvnich Ctyf centralnich moment a tzv. Pearsonova
systému frekvenénich kiivek, jednak misto nezavislosti x a s°, kterd je potfebna
k odvozeni rozdéleni z, dokazuje pouze jejich nekorelovanost. (Prvni chyby si vSak byl
Gosset védom, sam ji v ¢lanku pfipousti.) Mimo to jsou v jednom z praktickych piiklada
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chybn& uvedeny nazvy testovanych léki' a data pouzitd v tomtéz prikladu predstavuji
prumeéry z riiznych pocti ptivodnich méfeni; nepochazi tedy ze stejnych rozdéleni, a tudiz
nejsou pro dany test pouzitelna (viz [13]).

5 Fisherovo ,,Studentovo” rozdéleni

Gossetiv ¢lanek zpocatku v akademickych kruzich nevyvolal témét zadnou odezvu
(viz [13]); jedinou vyjimkou byl R. A. Fisher. Pocate¢nim impulsem k jejich korespon-
denci zahajené v roce 1912 byla podle [1] neshoda ohledné spravného jmenovatele ve
vzorci pro smérodatnou odchylku.” Fishera viak zjevn& zaujaly Gossetovy vysledky,
nebot’ mu uz ve svém tfetim dopise poslal dikaz jeho vzorct pro rozdé€leni z, uvedenych
v [11]. Tento dopis se nezachoval, ale z korespondence Gosseta s Karlem Pearsonem je
ziejmé, ze dikaz byl proveden pomoci geometrické reprezentace nahodného vybéru v n-
rozmé&rném prostoru; tento pfistup mu pozdéji umoznil dosdhnout mnoha dalSich pozoru-
hodnych vysledkd (viz [1]). Gosset pieposlal diikaz Karlu Pearsonovi, na kterého vsak
tento neucinil zadny dojem: I do not follow Mr Fisher’s proof & it is not the kind of proof
which appeals to me. (...) I do not see what the writer is doing at all. (...) Of course, if Mr
Fisher will write a proof, in which each line flows from the preceeding one & define his
terms I will gladly consider its publication ([10], str. 47-48). Fisher publikoval
geometricky dukaz rozdéleni z az v praci [6] z roku 1923.

Korespondence pokracovala v roce 1915, kdy Fisher publikoval ¢lanek [5] o rozdéleni
korela¢niho koeficientu (viz [2]). T v tomto pfipadé byl inspirovan Gossetovymi
vysledky, konkrétné clankem [12] z roku 1908, a i zde uplatnil sviij vynikajici
geometricky vhled. Jednim z dil¢ich vysledkt bylo, Ze je-li populacni korelacni
koeficient p roven nule, ma pomér r/(1 — r*)” stejné rozdéleni jako Gossetova veli¢ina z
v pfipad¢€ vybéru o rozsahu n — 1.

V roce 1922 Gosset v dopise Fisherovi nadhodil problém rozdé€leni regresnich
koeficientd; Fisher mu obratem zaslal feseni, ve kterém se (k nemalé Gossetove radosti)
ukézalo, Ze i zde je tfeba pouZit jeho z-rozdé€leni. V souvislosti s t€émito objevy ziejme
vykrystalizoval Fishertv komplexni pohled na celou problematiku, zahrnujici kromé
predeslého téz testy rozdilu dvou prumérd a testy korelacnich koeficienti pomoci
»Studentova” rozdéleni (viz [3]). Ten byl definitivné shrnut v jeho praci [7], kde vsak

! Fisher tento piiklad prevzal do své knihy [8], aniz by si piivod dat ové&Fil. V roce 1934 si chyby v jeho
knize povsiml Dr. Isidor Greenwald a napsal mu dopis, ktery cituje E. S. Pearson v [10]. V pozdgjsich vydanich
knih%/ [8] jiz jsou 1éky oznaceny pouze jako A a B.

Tato zalezitost je ponékud nejasna. Gosset ve svém dopise Karlu Pearsonovi z 12. zafi 1912
citovaném v [1] li¢i, ze mu Fisher poslal dikaz, Ze spravny vzorec pro smérodatnou odchylku je
Z(XI _;)Z/n a nikoli Z(xl _)—C)Z/(n -1)-
i=1 i=1
Fisher ve svém prvnim ¢lanku [4] skute¢né pomoci metody maximalni vérohodnosti odvozuje vzorec pro

odhad ¢, kde je ve jmenovateli n. Jak je viak patrno z vyse uvedeného textu, Gosset v [11] pouZiva rovné
n a neni tedy jasné, pro¢ mu Fisher své vysledky posilal. Jediné snad proto, ze Gosset mj. uvadi, ze stfedni

hodnota vyrazu
Zn: (xl. -X )2 / n

i=1
je rovna (n — 1)&*/n (coZ je ovsem spravng). Dopis navic pokraduje zminkou o dal§im Fisherové dopise, ve
kterém ukazal, ze spravny jmenovatel je nakonec piece jen n — 1.
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s ohledem na ¢tenafe postradajici jeho geometrickou piedstavivost pouzil k odvozovani
algebraicky pfistup (viz [1]). Celd metodika byla zpopularizovana také diky Fisheroveé
knize [8], kde jiz bylo ,,Studentovo” rozd€leni uvedeno v dne$ni podobé, tj. po
transformaci

6 Zavér

Bez vysledkl prace R. A. Fishera si dnesni statistiku nelze viibec ptedstavit; je vSak
patrné, ze smér jeho badani udaval mnohdy pravé W. S. Gosset, jehoz c¢lanek [11]
predstavuje vyznamny milnik ve vyvoji moderni védy. Spoluprace téchto dvou
vyjimecnych osobnosti je pozoruhodnou kapitolou historie matematiky.
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VYVOJ DESKRIPTIVNI GEOMETRIE
OD STAROVEKU DO 20. STOLETI

VLASTA MORAVCOVA

Abstract: The aim of the article is to remind the most important events related to
formation and development of descriptive geometry. We mention some well-known
persons who worked in this branch and also the beginning of Czech descriptive geometry.

1 Pocatky promitani

Vznik deskriptivni geometrie jako védy se datuje ke konci 18. stoleti v souvislosti
s vydanim Géométrie descriptive Gasparda Monge.! Hlavnim ukolem deskriptivni
geometrie je studium jednozna¢nych zobrazeni prostoru do roviny. Ruzné zpusoby, jak
znazornit prostorové objekty v roving, Ize pozorovat jiz od starovéku.

1.1 Pravouhlé promitani ve starovéku

Nejstarsi znamé dochované doklady o pouZiti promitani pochéazeji z obdobi starovéku.
Jedna se o nakresy pudoryst chramu, pravouhlych primétd soch nebo osovych fezl
sloupti.” Obrazce byly zpravidla tesany do kamene ve skutedné velikosti.

V prvnim stoleti pf. n. 1. popsal fimsky architekt Marcus Vitruvius Polio ve svém dile
De architectura libri decem [Deset knih o architektuie]’ tfi zptsoby promitani
prostorovych utvart do roviny, které nazval ichnografia (odpovida dnesnimu ptdorysu),
orthografia (odpovida dneSnimu narysu) a skenografia (odpovida dnesni perspektive).

Tyto starovéké konstrukce vSak postradaly vzajemnou jednoznac¢nost promitani
prostoru do roviny a zfejmée byly tvofeny jen na zakladé empirie.

1.2 Vznik linearni perspektivy

Vyvoj linearni perspektivy (specialni pfipad stfedového promitani) byl tzce spjat
s vytvarnym uménim, jelikoZz pouziti perspektivy umoziuje malifi vérohodné znazornéni
prostoru. Pokusy o realné zachyceni prostoru (sbihani rovnobéznych pfimek, zmensovani
vzdalenéjsich objektti apod.) byly patrné jiz na freskach a mozaikach vzniklych pied
na$im letopoctem, avSak pouziti téchto prvki jest¢ nevychdzelo znéjakych pravidel
perspektivniho zobrazovani.

Snaha o cilené hledani zakonitosti perspektivy byla evidentni az v dilech pozdniho
sttedovéku. Stale dokonalejsi a propracovanégjsi perspektivu pouzivalo v obdobi
renesance mnoho malifd. Tento vyvoj postupné vedl k vytvoreni teoretického zakladu
perspektivniho promitani. Dikaz jedné ze zakladnich vét linedrni perspektivy, a sice Ze

' Gaspard Monge (1746-1818) byl francouzsky matematik a fyzik. Pisobil nejprve jako profesor matematiky
a fyziky na vojenské Skole v Méziéres, pozd&ji vyucoval deskriptivni geometrii na Ecole Normale a Ecole
Polytechnique v Pafizi. Vice o jeho zivoté viz [3].

2 Nékolik takovych nékrest ukazuje F. Kadefavek v knihach [2] a [3].

® V gesting mame k dispozici preklad A. Otoupalika Deset knih o architektuie (Praha, 2001) z latinského vydani
De architectura libri decem (Leipzig, 1912). Pivodni prace vznikla asi v letech 32-22 pf. n. 1.
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,,rovnob&zky se sbihaji v obraze v jediném bod¢ (Gbézniku)“, podal italsky matematik
Guidobaldo del Monte (1545-1607) v dile Perspectivae libri sex [Sest knih o perspektivé]
(Pisa, 1600), viz [3], str. 21.

s

1.3 Rozvoj rovnobéZného promitani

Z obdobi stfedovéku se dochovalo mnozstvi velmi peclivé propracovanych rysia
sestrojenych v pravouhlém promitani, ve kterych jiz byvaly narys a pudorys (popfipadé
jiné dva kolmé priméty) spojovany do jednoho obrazku. Konstrukce priméta byly
provedeny spravné, stale se vSak jednalo o specialni pripady umisténi konstruovanych
objektd vici primétnam. Nakresy slouzily pouze k zachyceni prostoru do roviny, nikoli
k feSeni prostorovych uloh v roving.*

Za zminku stoji prace Albrechta Diirera’ Vaderweysung der Messung ..., v niZ je
né€kolik konstrukci provedenych v pravothlém promitani na dvé navzajem kolmé
prumétny. Diirer v§ak konstruuje pouze konkrétni ptipady, nepodava navod k postuptim
v obecnych situacich.

Vedle pravouhlého promitani se v 16. stoleti je§t€ objevil specificky pripad
kosothlého promitani, tzv. vojenskd (téz kavalirni) perspektiva. Toto promitani se
vyuzivalo pfedev§im k zobrazeni pland mést a opevnéni pro vojenské ucely. Jeho
vyhodou bylo spojeni narysu a pudorysu do jednoho prumétu a soucasné zachovani
zakladnich rozmeéru (Sifky, délky, vysky) v daném meéftitku.

2 Vznik deskriptivni geometrie jako védy

2.1 Gaspard Monge, jeho pFedchiidci, soucasnici a pfimi pokracovatelé

Vyraznéjsi pokusy o zobectiovani zakonitosti rovnobézného promitani byly patrné az
od konce 16. stoleti a predevSim pak v 17. stoleti, kdy se zacala objevovat teoreticky
propracovanéjsi dila v oblasti stereotomie (Philibert Delorme,® Mathurin Jousse,” Girard
Desargues8 aj.). K zakoniim zobrazovani vyrazné prispél také Amédée Frangois Frézier.”

* Ze zajimavych dochovanych materialt z nasich zemi uved’'me napiiklad rysy Chramu svatého Vita v Praze ze
14. stoleti (nyni ulozené v knihovné Akademie vytvarnych uméni ve Vidni) nebo pudorys a fez
Mistodrzitelského letohradku ve Staré kralovské oboie v Praze z roku 1726 (rys je ulozen v Archivu Prazského
hradu).

3 Albrecht Diirer (1471—1528) byl némecky malif, ktery se zajimal o matematické principy v uméni. Studoval
Eukleida a Vitruvia, zabyval se geometrii v malifstvi, pfedevs§im pak teorii lidskych proporci. Kromé mnoha
vyznamnych obrazil je znam svymi dvéma teoretickymi pracemi Vnderweysung der Messung mit dem Zirckel uii
Richtscheyt in Linien, Ebenen und gantzen Corporen [Pojedndni o mérent kruzitkem a pravitkem na primkach,
v rovindch a télesech] (Niirnberg, 1525) a Vier Biicher von menslicher Proportion [Ctyfi knihy o lidskych
proporcich] (Niirnberg, 1528).

S Philibert Delorme (?1514-1570), téz de 1’Orme, byl francouzsky renesanéni architekt. Sepsal rozsahly spis
Premier tome de I’architecture (Paris, 1567) vénovany architektufe, ve kterém se mimo jiné zabyval stereotomii.
7 Mathurin Jousse (1575-1645) byl francouzsky architekt a teoretik. Stereotomii se vénoval v praci Les secrets
d’architecture (La Fléche, 1642).

8 Girard Desargues Lyonnais (1591-1661) byl francouzsky matematik, architekt a inZenyr, jeden z tvircii
projektivni geometrie. Stereotomii se zabyval ve spisu Brouillon project d’une exemple d'une maniere
universelle du S. G. D. L. [Sieur Girard Desargues Lyonnais] touchant la pratique du trait a preuves pour la
coupe des pierres en [’architecture (Paris, 1640).

® Amédée Frangois Frézier (1682-1773), francouzsky distojnik, inZenyr a matematik, byl autorem prace La
théorie et la pratique de la coupe des pierres et des bois, pour la construction des voutes et autre parties des
batimens civils et militaires, ou Traité de stéréotomie a ['usage de I’architecture (Strasbourg, 1738), ve které se
vedle navodl k jednotlivym konstrukcim objevila i teoreticka odivodnéni.
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Veskeré snahy popsat obecné zakonitosti promitani zavrSil Gaspard Monge jiz
zminénym dilem Géométrie descriptive."® Prace je rozd&lena do péti &asti — v prvnich
tfech se Monge vénoval vykladu deskriptivni geometrie, ve Ctvrté aplikacim popsané
metody pro konstrukce fezl kiivych ploch a v posledni ¢asti kiivosti dvojité zakfivenych
¢ar a ploch. Od ctvrtého vydani (Paris, 1820) byly doplnény dalsi dvé casti vénované
teorii stintl a teorii perspektivy, které zpracoval Barnabé Brisson.'!

Vedle Gasparda Monge se o rychly rozvoj deskriptivni geometrie v prvni poloviné
19. stoleti zaslouzili Sylvestre Frangois Lacroix,'” Jean Nicolas Pierre Hachette'®
a Charles Frangois Antoine Leroy."

2.2 Rozvoj deskriptivni geometrie v 19. stoleti

V prubéhu 19. stoleti se deskriptivni geometrie postupné rozsifila z Francie do dalSich
evropskych zemi. K vyznamnému rozvoji dosSlo zejména v Italii, Némecku, Rusku
a Rakousku-Uhersku. S tim souvisi zakladani polytechnickych kol (prvni Skolou tohoto
typu byla jiz zminéna Ecole Polytechnique (1795) v PaiiZi, po jejim vzoru vznikly
polytechniky v Praze (1806), Neapoli (1808), Styrském Hradci (1811), Vidni (1815)

atd.), na nichZ se postupné systemizovaly katedry deskriptivni geometrie."

Na rozvoj deskriptivni geometrie v naSich zemich mélo vliv predev§im zaloZeni
techniky v Praze. Zaklady deskriptivni geometrie zde byly vykladany poprvé ve Skolnim
roce 1829/30 Karlem Wiesenfeldem (1802—1870). Vyuka probihala v némeckém jazyce,
Casto jen pro potieby jiného pfedmétu ¢i jako doplnéni znalosti studenttl, ktefi ptichazeli
ze stiednich Skol nedostate¢né vybaveni. Vroce 1850 zde byla zfizena profesura
deskriptivni geometrie a deskriptiva byla vyhladSena povinnym pfedmétem pro studenty
mechaniky a stavitelstvi. Prvnim profesorem byl jmenovan Rudolf Skuhersky,' ktery
studoval ve Vidni u profesora Johanna Honiga.'” Vyuka deskriptivni geometrie probihala
predevsim podle Honigovy a Leroyovy ucebnice.

' Prace vychazela nejprve vroce 1795 v Séances des Ecoles Normales pod nazvem Textes des lecons de
géométrie descriptive donées & I’Ecole Normale, o &tyfi roky pozdéji vysla znovu v knizni podobé jako
Géométrie descriptive. Le¢ons données aux Ecoles Normales, I'an 3 de la Republique (Paris, 1799).

' Barnabé Brisson (1777-1828) studoval na Ecole Polytechnique, kde byl Mongeovym Zakem. V roce 1808 si
vzal za zenu Anne-Constance Huart de I’Enclose, netet G. Monge. Pracoval jako stavebni inZenyr, zabyval se
piedev§im aplikacemi deskriptivni geometrie pii stavbé plavebnich kanal.

"2 Sylvestre Frangois Lacroix (1765—1843) byl zakem Gasparda Monge, od roku 1794 mu pomahal s ptipravou
materiald pro kurz deskriptivni geometrie. Je autorem prace Essai d’géométrie sur les plans et les surfaces
(Paris, 1795), ktera béhem 19. stoleti vychazela opakované pod nazvem Complément des élémens de géométrie.
'3 Jean Nicolas Pierre Hachette (1769—1834) byl nejprve asistentem a poté nastupcem Gasparda Monge na
patizské Ecole Normale. Mongeovu Géométrie descriptive rozsitil o dva dodatky Supplémens d la Géométrie
descriptive de Monge (Paris, 1811, 1818).

4 Charles Frangois Antoine Leroy (1780-1854) puisobil jako profesor deskriptivni geometrie na Ecole
Polytechnique. Je autorem velmi roz§ifeného spisu Traité de géométrie descriptive suivi de la méthode des plans
cotes, et de la théorie des engrenages cylindriques et coniques (Paris, 1837). Tato prace vysla také v némeckém
piekladu pod nazvem Die darstellende Geometrie (Stuttgart, 1838).

' O systemizaci kateder deskriptivni geometrie na kolach v Rakousku-Uhersku viz [4].

'® Rudolf Skuhersky (1828-1863) studoval na polytechnickych tstavech v Praze a ve Vidni. Zde vydal dvé
vlastni prace z deskriptivni geometrie: Die orthographische Parallelperspective (1850) a Die Theorie der
Theilungspunkte als Beitrag zur Lehre von der fireien Perspektive (1850). Témito pracemi si zajistil asistentské
misto u profesora Honiga pii katedfe deskriptivni geometrie ve Vidni. Od roku 1852 pisobil jako provizorni (od
roku 1854 jako fadny) profesor deskriptivni geometrie na polytechnice v Praze.

17 Johann Hénig (1810-1886) byl profesorem deskriptivni geometrie na videiiské polytechnice (1843—1870). Je
autorem rozsifené uebnice Anleitung zum Studium der darstellenden Geometrie [Uvod do studia deskriptivni
geometrie] (Wien, 1845).
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3 Vznik ¢eské deskriptivni geometrie

3.1 Prvni ¢eské pirednasky a ucebnice

Prvni pfednaSky deskriptivni geometrie v Cestin€é na prazské polytechnice zahdjil
Rudolf Skuhersky ve $kolnim roce 1861/62. Ve stejném roce zacal ucit deskriptivni
geometrie v Cedting také Dominik Rysavy'® na Prvni &eské redlce v Praze. V souvislosti
s tim bylo tieba vydat nové eské ucebnice. Autorem prvni stiedoskolské ugebnice' je
Dominik RySavy, prvni vysokoSkolskou ucebnici je Deskriptivni geometrie promitdni
parallelniho (Praha, 1906) od Jana Sobotky.

4 Zavér

Rozkvét deskriptivni geometrie v ¢eskych zemich (stejn€ jako jinde v Evrop¢) trval
priblizné do tficatych let 20. stoleti. Po valce 1ze pozorovat urcity odklon ovlivnény také
reorganizaci stfedniho 1 vysokého Skolstvi. Deskriptivni geometrie jako véda
o zobrazovacich metodach a jejich aplikacich je v podstaté uzavienou disciplinou a jeji
soucasny vyvoj souvisi s dalsimi odvétvimi geometrie, zejména s pocitacovou geometrii.
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'® Dominik Rysavy (1830-1890), absolvent prazské techniky, piisobil jako ugitel matematiky a deskriptivni
geometrie na Prvni ¢eské realce v Praze na Novém Méste.
0 vyuce deskriptivni geometrie na realkach a prvnich eskych stiedoskolskych ucebnicich viz [1].
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PEDAGOGICKE PRACE
JAKUBA FILIPA KULIKA (1793-1863)

LUBOS MORAVEC

Abstract: The aim of the article is to show publications connected with pedagogical and
teaching activities of Jakub Filip Kulik. The most known one is the university textbook of
advanced mathematics which he published in two quite different editions. Besides this
work he also wrote a textbook of physics and prepared tables intended for students of
mathematics.

1 Pripomenuti

1.1 Zivot a dilo Jakuba Filipa Kulika

Jakub Filip Kulik se narodil dne 1. kvétna 1793 ve Lvové, kde posléze vystudoval
gymnazium a filosofickou fakultu. Nasledné studium prav nedokondil a vénoval se mate-
matické praci. Postupné pisobil na vysokych gkolach v Olomouci, ve Styrském Hradci
a v Praze. Zemfel dne 28. unora 1863 v Praze.

Veénoval se predevs§im aplikované matematice a teorii ¢isel. Znamé jsou jeho rozsahlé
tabulky prvocisel a nejmensSich délitelli pfirozenych &isel. Sepsal dv€ uebnice, necelé
dvé desitky monografii a obdobny po&et odbornych pojednani.'

1.2 Pedagogicka ¢innost

Roku 1814 se J. F. Kulik stal profesorem elementarni matematiky na lyceu v Olo-
mouci. Po dvou letech odesel do Styrského Hradce, kde ziskal misto profesora fyziky
a aplikované matematiky nejprve na lyceu, pozdé€ji vyucoval také astronomii na
Styrskohradecké polytechnice. V roce 1826 nastoupil na stolici vy$si matematiky na
prazské univerzité, kde prednasel az do své smrti.”

Jako studijni material k jeho pfednaskam v Olomouci byla urcena kniha Ignaze
Appeltauera,® ve Styrském Hradci pak Déttlerova ucebnice* a v prvnich letech jeho
pusobeni na prazské univerzité byl podkladem pro jeho vyuku dvoudilny spis Andrease
von Ettingshausena.’

Soudobé ucebnice vSak J. F. Kulikovi pfili§ nevyhovovaly. Vadilo mu pfedev§im
povrchni zpracovani infinitesimalniho poctu a vyssi geometrie kiivek a ploch, stejné jako
nedostate¢ny diiraz na aplikace téchto témat v praxi. Rozhodl se proto sepsat vlastni
vyukové materialy.

! Pro vice informaci o Kulikové Zivots a dile viz [8] a [10].

% Pro vice informaci o Kulikové pedagogické &innosti viz [9].

® Appeltauer 1.: Elementorum matheseos pureo. Vindobona et Trieste, 1814 az 1817, 344 + 414 stran.

* Déttler R.: Elementa Physicae mathematico-experimentalis in usum auditorum suorum conscripta. Vindobona,
1815, 529 stran.

> Ettingshausen A.: Vorlesungen iiber die hohere Mathematik. Wien, 1827, 443 + 495 stran.
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2 Kaulikovy u¢ebni materialy

e

2.1 Ucebnice vyS$si analyzy

Kulikova Lehrbuch der hoheren Analysis [3] je pravdépodobné jeho nejznameéjsi
a nejrozsifendjsi knihou. Vysla ve dvou pomérné rozdilnych vydanich a méla byt piede-
v§im studijnim materidlem doplitujicim jeho prednaSky na prazské univerzité.

Prvni vydani ¢itajici 470 stran vyslo jiz roku 1831, oficialné doporucenou literaturou
pro Kulikovy prednasky se vsak stalo teprve v akademickém roce 1839/40.

Jakub Filip Kulik v knize vysvétlil, ze pojem vyssi analyza chapal jako opak algebry
(jejiz vyklad nemél byt naplni knihy a do niz zahrnoval i eukleidovskou geometrii). Téma
vys$i analyzy rozdé€loval na dvé zékladni ¢asti. Prvni z nich byla vyssi aritmetika, do niz
fadil vyklad vlastnosti funkci spolu s diferencialnim a integralnim poc¢tem. Druhou c¢asti
byla vyssi geometrie, jez obsahovala kiivky jednoduché ktivosti, kiivky dvojité kiivosti
a praci s plochami. Za kiivky jednoduché kfivosti J. F. Kulik povazoval rovinné kiivky,
kfivkami dvojité k¥ivosti nazyval kiivky prostorové.’

Knihu rozdélil na Ctyfi zakladni kapitoly, kterym predchazel uvod obsahujici napf.
binomickou vétu, praci s fetézovymi zlomky ¢i zplsoby feSeni rovnic. Na zavér pak
uvedl rizné pomocné tabulky (v nichz bylo mozné nalézt mocniny &isel 2, 3 a 5, druhé
mocniny nékterych fetézovych zlomki apod.) a dvé strany s geometrickymi nakresy.

V prvni zékladni kapitole — Methode der unbestimmten Koeffizienten — mj. probral
funkce, véetné exponencidlnich, logaritmickych a goniometrickych. Dale upfel pozornost
k zakladiim prace s posloupnostmi (aritmetickymi a rekurentné zadanymi) a k feseni
rovnic, véetné rovnic vyssich radu.

Obsah druhé kapitoly byl patrny z jejiho nazvu — Differential- und Integralrechnung.
Pokryvala uc¢ivo od zakladid infinitesimalniho poctu az po diferencialni rovnice a s¢itani
fad. J. F. Kulik se zde odvolaval na Leibnitze, pojem limity viibec nedefinoval a vyklad
provadél pfimo pomoci diferencialli definovanych pfes nekonecné malé veli¢iny. Kromé
derivaci zakladnich funkci jedné proménné ukazal také derivace vysSich tada ¢&i
souvislost derivace s pribéhem funkce. Nezapomnél ani na nékteré pokrocilejsi partie,
jakymi byly Tayloriv polynom nebo parcialni derivace funkci dvou proménnych.
U integralt samoziejmé uvedl primitivni funkce k vybranym elementarnim funkcim a za-
kladni pravidla pro integraci, vysvétlil také metodu per partes ¢i vyuziti parcidlnich
zlomkd, které pouzival jiz u derivaci. Pro dalsi studium dané problematiky odkéazal na
prace Thomase Johanna Mayera (172371762),7 Leonharda Eulera (17074783)8
a Ephraima Salomona Ungera (1789—1870).°

® Presna Kulikova definice je nasledujici: K¥ivka prvni kiivosti je takova kiivka, jejimiz viemi body lze proloZit
jedinou rovinu. Naopak, lezi-li body kiivky v riznych rovinach, jedna se o kiivku dvojité kiivosti.

"Mayer T. J.: Volistindiger Lehrbegriff der héheren Analysis. Gottingen, 1818, 356 + 526 stran.

8 Buler L.: Leonhard Euler’s Vollstindige Anleitung zur Integralrechnung. Aus dem Lateinischen ins Deutsche
libersetzt von Joseph Salomon, Wien, 1828 az 1830, 439 + 424 + 520 stran.

® Unger E. S.: Lehrbegriff der Differentialrechnung. Erfurth und Gotha, 1826. Unger E. S.: Die Integralrechnung
und ihre Anwendung. Erfurth und Gotha, 1827, 528 stran.
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Ve tieti kapitole pojmenované Die Kurven mit einfacher Kriimmung se J. F. Kulik
vénoval zikladni praci srovinnymi kfivkami. Obecné kifivky rozd¢€lil na algebraické
(jejichz rovnici je polynom) a transcendentni (u nichz v predpisu vystupuji naptiklad
goniometrické ¢i logaritmické funkce). Ukézal praci s pfimkami, trigonometrické vztahy
v roviné a podrobné rozebral kuzelosecky, které cCasto pouzival v ptikladech v dal$im
vykladu. Déle se vénoval polarnim soufadnicim, vypoctu te€en a normal ktivek, evoluci,
rektifikaci a kvadratute kiivek. Kapitolu zakoncil popisem kiivek vyssich stupiiti (napf.
konchoidy) a transcendentnich kiivek — grafi logaritmi, logaritmické spiraly nebo
cykloidy.

Posledni cast opét nese vypovidajici titul — Fldchen und Kurven mit doppelter
Kriimmung. Po kratkém tivodu o soutadnicich v prostoru J. F. Kulik pfipojil pojednani
o transformaci soutadnic a sférické
geometrii. Poté vénoval pozornost
praci s pfimkami v prostoru, plo-
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covat (jednalo se pfedevSim o rozlicné zplsoby numerického feseni rovnic). Protoze
prepracovana kniha méla v porovnani s prvnim vydanim téméf dvojnasobny objem,
rozdélil ji do dvou svazkl — Lehrbuch der hoheren Arithmetik und Algebra a Die
Integralrechnung und die analytische Geometrie, kazdy znich pak rozclenil na tfi
zéakladni kapitoly.

V prvni kapitole — Arithmetik — J. F. Kulik zapocal vyklad metodami pisemného
vypoctu zdakladnich aritmetickych operaci a dale se vénoval hledani nejvétsiho
spolecného délitele, periodickym desetinnym ¢islim a délitelnosti vybranymi prvocisly,
nejvyssi z nich bylo 9091! Nasledné svou pozornost upiel k praci se zlomky (vCetné
aplikaci na vypocty urokil), k fetézovym zlomklim a mocnindm spolecné s binomickou
vétou. Kapitolu zakoncil stati o logaritmech a metodach pisemného odmocnovani.

Ve druhé kapitole nesouci nazev Algebra pracoval s polynomy (kromé zakladnich
operaci zde vysvétlil také Malou Fermatovu vétu ¢i primitivni odmocniny), s rovnicemi
(v€etné reciprokych a rovnic vysSich stupnd), aritmetickymi a geometrickymi
posloupnostmi. Pro podrobné studium zakladu algebry vSak odkazal na svého kolegu
Josefa Ladislava Janderu."

V posledni ¢asti prvniho svazku — Algebraische Analysis — nejprve pojednal
o funkcich, pfedevsim o polynomialnich a goniometrickych, u nichz nezapomnél ani na
Moivrovu vétu. Nasledné obdobné jako v prvnim vydani vylozil diferencialni pocet, téma
ovsem doplnil numerickymi metodami feSeni rovnic a problematikou konvergence fad.

Ve ctvrté kapitole — Integralrechnung — J. F. Kulik vylozil toto téma od integrace
elementarnich funkci, ptes rizné integracni metody az po diferencialni rovnice.

V paté kapitole — Geometrie zweiter Koordinaten — popsal ruzné druhy kiivek
(kuzelosecky i kiivky vysSich stupnit — napt. kardioidu, konchoidu, také transcendentni
kfivky jako logaritmickou spirdlu ¢i epicykloidu), charakterizoval jejich zakladni
vlastnosti a vénoval se jim pfedevsim z pohledu analytické geometrie.

V zavére¢né kapitole nazvané Geometrie dreier Koordinaten se zaméfil na vyklad
prostorové geometrie. Hlavnim tématem je sférickd trigonometrie vcetn& aplikaci
v astronomii ¢i geografii, nasledovana problematikou ploch a kiivek dvojité kiivosti
v obdobném rozsahu, jako v prvnim vydani.

I ve druhém vydani své ucebnice se J. F. Kulik soustiedil pfedevsim na praktické
pouziti matematickych poznatkd. Nepouzival nejmodernéjSich prostiedkt, drzel se
eulerovské koncepce nekonecné malych veli¢in a nové poznatky zafazoval jen ziidka.
Presto vsak vytvoril ucebnici, ktera si ziskala velkou oblibu a kterou dnes mtizeme nalézt
ve fondech knihoven po celém svéts."!

' Jandera J. L.: Beitriige zu einer leichteren und griindlichen Behandlung eineger Lehren der Arithmetik. Prag,
1830, 289 stran.

' Obg vydani knihy Ize nalézt v elektronické podob& na internetu; prvni dil je dostupny na sluzb& Google Books,
druhy v systému Kramerius Narodni knihovny v Praze:
http://books.google.com/books?id=ZQcAAAAAMAAJ&dq=kulik%20lehrbuch%20der%?20analysis&hl=cs&pg
=PR1#v=onepage&q&f=false

http://kramerius.nkp.cz/kramerius/MShowMonograph.do?id=16849
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2.2 Zaklady vy$si mechaniky

Jakub Filip Kulik se pfi psani ucebnic nevénoval pouze matematice. Druhou vyso-
koskolskou ucéebnici nazvanou Anfangsgriinde der hoheren Mechanik [1] vénoval fyzice,
konkrétné vyssi mechanice, kterou prednasel na prazské univerzité. Uvedl, ze v pribéhu
let trikrat kompletné piepracoval své pripravy podle potieb a pfipominek posluchact
i podle aktualniho vyvoje védy.

Obdobné jako u ucebnice analyzy se snazil vytvorit pomicku pro studenty, ktera je
prehledn€ a srozumitelné seznami se zaklady dané problematiky. Nekladl si za cil zapojit
do vykladu nejnovéjsi poznatky ¢i dokonce vlastni védecké vysledky. Vyjimku vsak
uéinil uteorie stavby zavéSenych (fetézovych) mostd, kterou povazoval za velmi
dilezitou."

V knize objasnil pét zdkladnich témat — statiku pevného télesa, aplikace statiky,
dynamiku, hydrostatiku a hydrodynamiku spole¢né s hydraulikou. Vyklad na zavér do-
plnil sadou nazornych obrazk.

2.3 Dalsi pedagogické prace

Kromé& dvou vySe zminénych ucebnic J. F. Kulik publikoval i dalsi spisy, které mély,
resp. mohly slouzit jako studijni pomicka pro studenty. Jednalo se predevSim
o riznorodé soubory tabulek, které byly nezbytné pro provadéni slozitych vypocti. Jiz
jeho prvni publikace [2] z roku 1824 obsahuje pravé tabulky prvocisel, mocnin
a odmocnin, goniometrickych funkci, logaritmii apod. Pozdé&ji vydal knihu Sammlung
von Tafeln zur Erleichterung des Studiums der Mathematik [4], kterd pouziti pfi studiu
matematiky dostala pfimo do svého nazvu a byla pomickou zejména pii stanovovani
obsahil riznych ploch, objemt téles atd.

Jakub Filip Kulik nesoustfedil svou pozornost pouze na pfirodni védy. V priubéhu zi-
vota se snazil riznymi zplisoby podporovat $kolstvi jako celek. Za jeho pedagogickou
praci tak mizeme povazovat i pomicku pro vyuku kresleni [5], kterou na své naklady
vydal a distribuoval do Skol po celé rakouské monarchii. Jednalo se o soubor ptfedloh
sestavajici ze stovky listd. Ctyficet je vénovano kresleni lidského téla a jeho &asti,
devétadvacet riznym metodam stinovani a zbytek je zaméfen na zachyceni krajiny
a starozitnych predméti.

3 Zavér
Prestoze Kulikovy pedagogické prace neptinasely nové védecké vysledky, coz ostatné
ani nebylo jejich ucelem, byly velmi hodnotné z didaktického hlediska. Jeho

vysokoskolské ucebnice pravdépodobné byly mezi studenty oblibené, o ¢emz sveédci
jejich velké rozsiteni. Ostatné J. F. Kulik byl jako ucitel také kladné hodnocen.
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JAKOB STEINER A JEHO PRINOS
K POZNATKUM O KRUZNICI

TAMARA NEDEVOVA

Abstract: The text is devoted to Jakob Steiner, a great mathematician of the 19th century,
who dedicated his life to both synthetic and projective geometry. Firstly, it describes his life
and path to mathematics, and then it deals with his activities in the professional society and
his publications. Finally, it characterizes his contribution to the theory of circles.

1 Uvod

Jakob Steiner byl vyznamnou postavou v historii geometrie diky hloubce a originalité své
geometrické prace. Piestoze lidé zabyvajici se geometrii urcité¢ znaji Steinerovu kiivku ¢i
Steinerovu elipsu, v ¢eské literatute se o tomto muzi takika nedocteme. Informace o jeho Zi-
voté a pusobeni v odbornych kruzich jsou cCerpany ze zdroju [5], [6], [8]. Steinerova prace
tykajici se geometrie je velmi rozsahla, a proto je na zavér zminéno jen nékolik novych po-
znatkl tykajicich se hlubsich vlastnosti kruznice.

2 Mladi

Jakob Steiner se narodil 18. bfezna 1796 v Utzenstorfu pobliz Bernu jako osmé dité¢ Anny
Barbary Weber a Nicholase Steinera. Mladi stravil na farmé rodici, kde vypomahal. Do svych
Ctrnacti let se nenaucil ¢ist ani psat. Rodice také trochu podnikali, diky ¢emuz se Jakob naucil
pocitat. Jeho pocetni zru¢nost byla pro podnik velkym pifinosem. Steiner chtél vSak od zivota
vice a pres odpor rodic¢i odesel v osmnacti letech do Yverdonu, kde byl pfijat do skoly vzdé-
lavaciho reformatora Johanna Heinricha Pestalozziho. Tento reformator chtél vyzkousel své
vychovné metody i na chudych, a proto nemusel Steiner platit $kolné, jeZ by nebyl schopen
splacet. Pestolozziho $kola méla vyznamny vliv na Steinertiv postoj jak k vyuce matematiky,
tak k jeho metodice matematického vyzkumu. Po letech pfiznal, Ze zrovna zde si vybudoval
svij vztah k matematice a objevil touhu najit ,,hlubsi zaklady* matematickych vét.

Na podzim roku 1818 se Steiner prestéhoval do Heidelbergu, kde si vydélaval soukromy-
mi lekcemi matematiky. Na tamni univerzité zaroven navstévoval pfednasky z kombinatoric-
ké analyzy, diferencidlniho a integralniho poctu a algebry. V roce 1821 odcestoval do Berlina,
kde bylo tézké se soukromymi lekcemi uzivit, a proto se rozhodl ziskat kvalifikaci nutnou pro
vyuku na gymnaziu. Kvili problémiim se znalostmi jinych obort dostal pouze omezené povo-
leni ucit, coz mu vsak stacilo k praci na Werder Gymnasium v Berlin€. Po kratkém case byl
po hadce s feditelem gymnazia propustén. Rozdilny nazor méli ucastnici sporu na zptisob
vedeni vyuky. Steiner se drzel Pestalozziho metod, avSak feditel gymndzia je povazoval za
vhodné pouze pro zakladni kurzy a vyzadoval pouzivani ucebnic, které sam napsal. Podobné
problémy ho pozdéji potkaly i na pramyslové skole, kde ptisobil jako asistent.

3 Zivot v odbornych kruzich

I pfes neuspéchy v zaméstnani stacil Steiner navstévovat kurzy na univerzité v Berling,
kde se spratelil s Carlem Jacobim, pozdéji i s dal$imi vyznamnymi matematiky jako Augus-
tem Crellem ¢i Nielsem Abelem. Jejich spole¢né nadSeni pro matematiku vedlo k zalozeni
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véstniku znamého jako Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle’s Journal),
ktery byl prvnim ¢asopisem vénovanym vyhradné matematice. JiZ v roce 1826, v prvnim Cisle
tohoto Casopisu, vydal Steiner prvni piispévek Einige Geometrische Betrachtungen [ Geomet-
rické uvahy, [3]]. Je vyznamny diky historicky prvni formulaci pojmu mocnost bodu ke kruz-
nici. V roce 1832 publikoval prvni knihu Systematische Entwicklung der Abhdngigkeit geo-
metrischer Gestalten voneinander [Systematicky rozvoj zavislosti geometrickych utvarii]. Po-
lozil v ni zaklady moderni syntetické geometrie, protoze predstavil jednotlivé geometrické
utvary a objasnil vztahy mezi nimi. Rozebiral hlavné vlastnosti kuzeloseéek a kvadrik. Poprvé
uvedl princip duality, ktery povazoval za zékladni vlastnost ploch, pfimek i bodi. Dalsi slav-
ny vysledek je Ponceletova-Steinerova véta (viz nize), jejiz dikaz je hlavni naplni Steinerovy
druhé knihy Die geometrischen Konstructionen, ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und
Eines festen Kreises [Geometrické konstrukce provdadéné pomoci primky z pevné kruznice,
[4]]. Vyznamné jsou rovnéz jeho vysledky tykajici se algebraickych k¥ivek a ploch, zmifime
predevsim kratky ¢lanek Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven [Obecné viast-
nosti algebraickych krivek], jenz v§ak obsahuje pouze zavéry bez udani zpisobu, jakym byly
ziskdny. Nicmén¢ Steiner zasahl svymi vyzkumy i do jinych oblasti matematiky, kuptikladu
kombinatoriky.

Steiner byl brzy za své matematické piispévky ocenén. V dubnu 1833 mu byl (na doporu-
¢eni Jacobiho) udélen Cestny doktorat na univerzité v Konigsbergu a v ¢ervnu 1834 byl zvo-
len za ¢lena Pruské akademie véd. Tentyz rok byl také jmenovan mimoiadnym profesorem
geometrie na univerzité v Berling.

Mezi kolegy byl Steiner vysoce uznavan. V projektivni geometrii pred¢il vSechny své
soucasniky a dosud je povazovan za nejvétsiho ,,Cistého geometra® od dob Apolldnia z Pergy.
Vsechny problémy fesil pouze syntetickou geometrii, tedy bez pouziti analytickych vypoctd,
které téméi nenavidél. Steiner tvrdil, ze vypocet nahrazuje mysleni, zatimco geometrie mys-
leni stimuluje (viz [8]), a ze by také byla ostuda pro syntetickou geometrii, kdyby se metoda-
mi analytické geometrii ziskaly stejné nebo dokonce lepsi vysledky (viz [6]).

Poslednich deset let Zivota Steinera suzovalo chatrné zdravi. Vzhledem k problémim
s ledvinami travil vétsinu roku v rodném Svycarsku a do Berlina jezdil jen v zimé kviili svym
prednaskam. Nakonec byl zcela upoutan na 1Gzko. Ponévadz se nikdy neozenil, ptesla po jeho
smrti vroce 1863 tietina dédictvi na zalozeni Steinerovy ceny na Akademii véd v Berline.
Zbytek si rozdélili ptibuzni a Skola v jeho rodném méste. Steinerovo posledni prani bylo, aby
chudé déti v jeho rodném mésté mély lepsi moznost vzdélavat se, nez mél ve svém mladi on
sam.

4 Nové poznatky o kruZznici

Jak jiz bylo zminéno vyse, v roce 1826 ve svém prvnim veét§im piispévku s ndzvem Einige
Geometrische Betrachtungen Steiner historicky poprvé zavedl pojem ,,mocnost bodu* [Potenz
des Puncts]. Svoji pozornost vénoval tétivé AC dané kruznice prochazejici danym bodem E
a vysvétlil, pro¢ souéin /AE/-/EC| je pro libovolnou polohu tétivy AC konstantni. Tuto ne-
ménnou hodnotu nazval mocnosti bodu £ ke kruznici. Uvédomoval si, ze mocnost daného
bodu je veliCina, jez popisuje vlastnost vsech seCen, které danym bodem prochézeji. Defino-
val pfitom mocnost zv1ast’ pro body lezici ve vnéj$i a vnitini oblasti kruznice. Pro vnéjsi bod
je mocnost dana jako ¢tverec nad useckou, jejiz krajnimi body jsou dany bod a bod dotyku
tecny kruznice vedené z uvazovaného bodu. Pro vnitini bod je mocnost dana jako ¢tverec nad
polovinou délky nejmensi tétivy jdouci danym bodem. Steiner tyto poznatky vyuZzival
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k odvozeni fady dalSich vét a zabyval se také body se stejnou mocnosti k vice kruznicim. Tyto
body tvoti chordaly kruznic. Nejdualezitéjsi ¢asti Steinerovy prace jsou vyloZeny v [7].

KruZnici vyuzival Steiner i pro rozbor euklidovskych konstrukci a ve své druhé knize [4]
dokazal vyznamnou vétu, ktera fika, ze pro provedeni euklidovskych konstrukci je potiebné
pouze pravitko a pevné dand kruznice. Toto tvrzeni bylo vysloveno jiz dfive J. V. Ponceletem,
avsak bez diikazu, proto se dnes nazyva Ponceletova-Steinerova véta podle obou tvirca.

Jeden z vyznamnych Steinerovych nepublikovanych objevil, ktery popsal aZ o mnoho let
pozdéji ve svém dile Cantor, je konstrukce, podle niz je kazdému bodu P z vnitini oblasti
kruznice k(O, r) pfifazen bod P’ z vnéjsi oblasti kruznice £, ktery lezi na poloptimce OP a spl-
fuje vztah |OP/-/OP’/= r’. Dnes zobrazeni nazyvame kruhovou inverzi. Steiner své vysledky
nikdy nepublikoval nejspise proto, Ze mu pfislo paradoxni tvrdit, Ze ve vnitini oblasti kruznice
je o bod vice nez ve wvnéj§i oblasti, protoze stfedu kruznice neni popsanym
zobrazenim pfifazen zadny bod (viz [1]).

Z teorie kiivek je znama tzv. Steinerova krivka, coz je prosta hypocykloida se tfemi vrcho-
ly. Vytvofime ji tehdy, nechdme-li kruZnici kutdlet po wvnitfni stran€ jiné kruZnice
s trojnasobnym polomérem a zakreslime-li trajektorii libovolného bodu kutalejici se kruzni-
ce.

Steiner také pracoval na teorii extréml v geometrii. Popsal bod majici minimalni soucet
vzdalenosti od vrcholll daného trojuhelniku (Steineriiv bod) ¢i plosné utvary (resp. télesa)
majici za danych podminek nejmensi povrch (resp. objem). K nejznaméjsim z téchto utvari
patii tzv. Steinerovy elipsy (elipsy opsané ¢i vepsané danému trojuhelniku, které maji nejmen-
§i, resp. nejvetsi obsah). Ocenované jsou Steinerovy dikazy extremalnich vlastnosti kruhu
a koule, jako je naptiklad tvrzeni, Ze ze vSech téles se stejnym objemem ma nejmensi povrch
prave koule. Podrobny rozbor danych vét a také jejich dikazy nalezneme v knize [2].

5 Zaveér

O Jakobu Steinerovi bychom mohli napsat mnoho dalsiho, o jeho dile, o jeho budovani
syntetické geometrie i o jeho pfinosu mechanice. Steinerovi se podatilo prostfednictvim jed-
noduchého schématu dosahnout komplexniho pohledu na mnozstvi geometrickych vét, jez
byly do té doby povazovany za vzajemné nesouvisejici. Steiner byl vyznamnou osobnosti
historie geometrie a bezesporu by se jeho dilem méla ceska odborna literatura vice zabyvat.
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BAROKNI MATEMATIKA A JEJIi PODOBY
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: Jan Caramuel de Lobkowitz was one of the last European polymaths, versatile
thinker who lived and worked in Prague in the years 1646—1656. He was a theologian,
philosopher, mathematician, and logician. His late encyclopedic work Mathesis biceps is
the compendium of various branches of mathematics, including their historical evolution.
The author introduces also his individual advancement, especially in combinatorics and
numeration systems.

1 Spojeni starého a nového, profanniho a posvatného

Nedavné Ctyfsté vyro¢i narozeni Jana Caramuela z Lobkovic (1606—-1682) by mélo
byt stalou vyzvou vénovat se odkazu vSestranného myslitele, jehoz kofeny jsou spojeny
jesté s rudolfinskou Prahou a ktery v Praze jiz barokni stravil vrcholnou dekadu svého
zivota a predstavoval vyznamné obohaceni zdejsi intelektualni komunity. Jan Caramuel
se narodil roku 1606 v Madridu, kam jeho rodice pfisli z Prahy, kde jeho otec 1éta plisobil
jako cisaisky matematik a astronom na dvofe Rudolfa II. (Po ném nasledovali Tycho
Brahe a Jan Kepler.) Caramuelova matka byla vnuckou Jana Popela z Lobkovic a Jan
Caramuel po Span¢lském zvyku pouzival tento Slechticky pfidomek. Otec rozpoznal a od
atlého détstvi podporoval synovo matematické nadani. V deseti letech zahdjil Jan
studium filosofie na université v Alcale. Ve dvanacti vydal prvni knihu — astronomické
tabulky. Po absolutoriu filosofie pfesel na universitu do Salamanky, kde se vénoval
teologii.

Roku 1625 vstoupil do cisterciackého tadu. Po letech stravenych vyucovanim na
fadovych Skolach se roku 1635 objevil na teologické fakulté v nizozemské Lovani
a ziskal zde doktorat teologie. Vynikal vSestrannym nadanim, schopnosti kritického
usudku a pfesné logické argumentace, jeho Spané€lsky temperament a urCitd okazalost
projevu se vSak nékdy u chladnych severant setkavaly s nevrazivym pfijetim. V roce
1641 na sebe upozornil v universitni disputaci, kdy excelentnim zplisobem zasahl do
sporu mezi zaky Cornelia Jansena, ktefi zptisobem blizkym protestantismu vykladali
Augustinovu nauku o vztahu svobody a milosti, a jejich oponenty z jezuitské koleje
v Lovani. Protoze spor s jansenisty mél i zdvaznou politickou dimenzi — Evropa byla jiz
vice nez dvacet let suZovana valkou mezi katoliky a protestanty — vystoupeni mladého
profesora se setkalo s ohlasem i v diplomatickych kruzich. S Caramuelem navazal
korespondenci apostolsky nuncius z Kolina nad Rynem Fabio Chigi (pozdé&jsi papez
Alexandr VII. v letech 1655 az 1667). Projevoval zajem o jeho védeckou praci a vyzval
ho krozpracovani probabilismu, nauky moralni theologie, ktera obhajuje svobodu
rozhodovani o moralni dovolenosti jednani na zakladé posouzeni miry pravdépodobnosti,
kde mohl Caramuel uplatnit svoji erudici matematika a formalniho logika.

Caramuelilv zabér byl v§ak mnohem S§ir§i. Sledoval a zasvécen¢ komentoval déni ve
vsech oblastech poznani a reagoval na nové podnéty (napf. korespondoval s Descartesem
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o jeho Meditacich). Jiz v prvnim roce svého lovanského pobytu vzbudil pozornost knihou
Steganographiae nec non claviculae Salomonis Germani, loannis Trithemii Abbatis
Spanheimensis Ordinis S. Benedicti genuina, facilis dilucidatio, declaratio etc. [1]. Pod
barokné€ koSatym ndzvem se skryva stary renesan¢ni text benediktinského opata Jana
Trithemia (71516) opatfeny Caramuelovym komentafem. Diky Caramuelové obratné
argumentaci (aplikace probabilistické nauky) se odborna vetejnost mohla zacit legitimné
zabyvat dilem, které jeho autor za svého Zivota radéji nepublikoval a jez bylo po vydani
z pozustalosti (pod nazvem Polygraphia v roce 1606) zafazeno na index zakazanych
knih. Pouhé nahlédnuti do ptivodniho Trithemiova textu v Caramueloveé Steganografii
(vytisk z roku 1635 je v Praze v majetku klasterni knihovny strahovskych premonstrati)
vysvétluje odsudek cirkevniho magisteria. Spis ma vyrazné magickou dikci, pasaze
formalniho charakteru (vyuziti kombinatoriky) stfidd vzyvani démont, autor na mnoha
mistech oteviené deklaruje svoji inspiraci zidovskou kabalou. Caramuel jako zkuSeny
teolog byl schopen oddélit obsah a drazdici exaltované podani pfiznac¢né pro dobu
vzniku, ktera urCitou tajemnost a uzivani archaické symboliky pfimo vyhledavala.
(Podobna atmosféra panovala jesté o sto let pozd€ji v Praze na dvofe cisafe Rudolfa, kde
se bez zanrového rozliSeni péstovala astronomie i astrologie, zkoumani pfirody
a pfirozenosti prolinalo s alchymii a tajnymi naukami — a v tomto prostfedi se pohyboval
i Caramueliv otec.) Stézejni myslenkou steganografie je koncepce Sifrovaciho klice.
Sifrovani v 17. stoleti jiz nebylo véci nezndmou a potieba utajeného predavani informaci
pfedevsim v diplomacii a vojenstvi nartstala (pfipomefime kardinala Richelieu (1585—
1642), prvniho ministra francouzského krale). Caramuelovi se podafilo nejen zrusit tabu,
které dosud branilo volnému Sifeni spisu, ale jeho uchopeni tématu matematickymi
prostiedky otevielo nové moznosti vyvoje. I kdyz neuziva dnesni terminologii, ve svém
vykladu rozliSuje Sifrovaci algoritmy, obecné procesy, které lze specifikovat konkrétni
volbou Sifrovaciho klice. Prostfedky kombinatoriky pak lze popsat, kolik riznych
Sifrovacich kli¢a algoritmus poskytuje. Podle jejich po¢tu je mozno posoudit ,kvalitu®
utajeni zpravy, tj. jak velké je riziko, ze Sifrovany text bude dekddovan. Neprekvapi, Ze
Caramuela zajimal i opaény problém — desifrovani, tzv. anoigografie (z feckého anoigé —
odhaluji vs. steganos — neproniknutelny). Je pozoruhodné, Ze otazku porozuméni,
odhaleni smyslu zaSifrované¢ho textu pojimal ve vétsi obecnosti, ktera ho v dalsich
spisech vedla az k ivaham o moznosti vytvofeni umélého jazyka [2].

Neni divu, ze Caramuelovo jméno mélo v Evropé dobry zvuk jak v cirkevnich, tak
svétskych kruzich. Dosahl prestizniho postaveni koadjutora arcibiskupa mohucského,
ovSem vzhledem k bojim tficetileté valky spiSe plisobil jako vojensky inzenyr (pozdé&ji
publikoval i v oboru pevnostniho stavitelstvi). Byl v kontaktu s c¢eskymi zemémi,
udrzoval korespondenci napf. s mistodrzicim Ignacem Bernardem z Martinic (vénoval
mu jeden ze svych fyzikalnich spist). Diky jeho doporuceni jej roku 1646 povolal
Ferdinand III. do Prahy. Byt cisterciak, stal se opatem starobylého Emauzského klastera,
ktery tehdy obnovovali montserrat$ti benediktini. PtileZitost uplatnit se jako teolog
Caramuel dostal hned v nasledujicim roce, kdy ve Vestfalsku probihala mirova jednani
mezi katoliky a protestanty. Cisaf Ferdinand, jehoz zem¢ byly valkou nejvice postiZeny,
mél zajem uzavfit mir i za cenu znaénych Gstupkid protestantské stran€, zastupci Svatého
stolce v ¢ele s Caramuelovym pfizniveem Fabiem Chigim odmitali kompromis ve vécech
viry jako mravné nepfijatelny. Caramuelovy argumenty podlozené probabilistickou
naukou se ukéazaly natolik pfesvéd¢ivé, ze roku 1648 byl vestfalsky mir podepsan. Tento
moment sice znamenal konec p¥izné fimské kurie, v Cechach se vsak Caramuel roku
1650 stal generalnim vikafem prazského arcibiskupa kardinala Harracha. Jako jeho
nejblizsi spolupracovnik mél velkou zéasluhu na normalizaci napjatych vztahli mezi

228



arcibiskupem a universitou ovladanou jezuity. Intenzivné se ucastnil zivota prazské
intelektualni komunity, podporoval aktivity fadovych ucilist’ a predevsim pokracoval ve
vlastni odborné praci. Roku 1652 vydal spis, kde dale rozvinul probabilistickou nauku az
do podoby tzv. laxismu, ktera byla pozdéji cirkvi odsouzena.

Nejzavaznéj§im dilem Caramuelova prazského plsobeni je Theologia rationalis [2].
Jde predevsim o spekulativni gramatiku, analyzu jazyka provadénou prostiedky
matematiky a logiky, kterd pfipomina metody logického positivismu 19. a 20. stoleti
a umoznuje uvahy o vytvoreni umeélého jazyka. Snahy o to byly v 17. stoleti motivovany
potiebou piesnych a jednoznaénych formulaci pii feseni politickych problémi i rozvojem
formalnich disciplin a matematické piirodovédy (z Caramuelovych soucasnikil
napt. Komensky nebo o generaci mlads$i Leibniz). Ukazkou Caramuelova pfistupu je
Grammatica audax (Odvazna mluvnice), kde prostiedky kombinatoriky zjednava hlubsi
vhled do logické struktury soudobé latiny a adaptuje ji pro potteby védeckého zkoumani,
vytvari tzv. metafyzicky dialekt. Pracuje jednak prostiedky Cisté logickymi (zjemnéni
vyznamu kvantifikatordl), na Grovni sémantické precizuje vyznamy zavadénim uméle
,.kombinatoricky* vytvofenych sloves, ktera maji pfirozenou flexi a snadné uzivani
a rozliSuji pfesné definované mody existence napi. pro potfeby teologického diskursu.

2 Mathesis biceps

Jako vikar prazského arcibiskupa musel Caramuel feSit i choulostivé otazky tykajici
se rekatolizace a ne vzdy si pocinal politicky obratné. Na odpor n€kdy narazel i jeho
Spanélsky puvod a ponékud vystiedni osobnost. Po volbé Fabia Chigiho papezem roku
1655 kosmopolitné zalozeny Caramuel projevil zajem o zménu. Papez si byl védom jeho
vyjimecného nadani a navzdory osobnim vyhradam kvuli vestfalskému kongresu mu
vyhovél a jmenoval jej roku 1657 biskupem Satrijsko-Campagneské diecéze v jizni Italii.
Zde stravil Caramuel dalSich Sestnict let. Kromé fizeni duchovni spravy vyucoval, zalozil
vlastni tiskarnu a ani vtomto zapadlém kraji nepolevoval ve védecké praci. Ideje
steganografie rozvinul roku 1665 ve spisu Apparatus philosophicus. Uvadi zde nové
neznamé moznosti Sifrovani a studuje moznosti konstrukce umélého jazyka, kde se
inspiruje ¢inskymi znaky (ve stejném roce publikuje také ucebnici zakladi c¢inské
mluvnice).

Vletech 1667 a 1669 vychazi v Campanii postupné¢ ve dvou svazcich ,,Cisté
matematicky spis Mathesis biceps [3], [4] v rozsahu 1711 stran textu a 52 stran
obrazovych pfiloh. Dilo ma jiz vyrazné novovéké parametry — podrobny obsah a vécny
rejstiik. V textu najdeme presné citace, pokud to charakter odkazu umoziiuje i s rokem
vydani. Jde vlastné¢ o kompendium vseho, co tehdejsi doba pod pojem matematiky
zahrnovala. Caramuel se neomezuje pouze na soucasnou podobu piislusnych disciplin,
i kdyz komentuje aktualni novinky a ¢asto uvadi svoje vylepSeni. S velikym zaujetim
referuje o historickém vyvoji, véetné etymologie pojmi, a uplatituje své znalosti fectiny,
hebrejstiny, arabstiny — prislusnd slova jsou vysazena alfabetou, resp. hebrejskymi
pismeny. (Pfipomenime, Ze kvili konstrukci umélého jazyka se od obchodnika, rodilého
mluvciho, naudil i ¢insky.) Neuvéftitelna je Sife jeho znalosti literatury k tématu vcetné
mytologickych souvislosti a povédomi o pouze Gstné tradovanych ,,tajnych® naukach.

Z bohatého obsahu zminme aritmetiku. Hned v ivodu Caramuel klade otazku, zda je
pouze jedna nebo jich je mnoho, a pokud mnoho, ¢im se navzajem lisi. Odpoveéd’ i vyklad
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jsou piekvapivé moderni. Postupné pfedvadi binarni, ternarni, kvaternarni, obecné n-arni
aritmetiku pro » = 2, 3, ..., 10, 12, 60 a ukazuje, Ze k reprezentaci Cisla v ptislusné
Ciselné soustavé je tfeba praveé n navzajem raznych znakt (misto ¢islic uziva pismena o,
a, b, ¢, ...). Barokni mentalita se projevi vtom, Ze uvadi i motivace pro existenci
jednotlivych aritmetik, v pfipadé kvaternarni aritmetiky napft. tetragram a fakt, Ze
i v fecting, latin€ a arabstiné slovo oznacujici Boha obsahuje ¢tyfi pismena. Caramuelova
aritmetika ma tfi ¢asti — proaritmetiku, jakysi ivod, kde definuje pojem cisla a v kapitole
De arithmeticis Notis referuje o historickém vyvoji ¢iselnych systémit u riznych narodd.
Synaritmetika, techné arithmetiké, je naukou o zakladnich aritmetickych operacich.
Metaritmetika je disciplina vlastné jiz ,,za* aritmetikou. Jejim pfedmétem jsou Ccisla
Hhypoteticka® €ili ,.artificidlni“, jako tfeba odmocniny nebo logaritmy. Nauku o nich
Caramuel nazyva algebrou, v pripadé logaritmii navrhuje specidlni pojmenovani
logaritmika. Naznaky logaritmi naléza uz u Pythagory, srovnava pojeti Napierovo,
Briggsovo a navrhuje svoji vlastni alternativu, kterou povazuje za vyhodnou pro

Vyklad kombinatoriky je obsazen ve druhém svazku [4] zroku 1669. Je patrna
Caramuelova obezndmenost s Zidovskou kabalou, s kterou pfiSel do styku jiz v mladi
béhem svého studia na universit¢ ve Spanélské Alcale. Uvadi, zjakych historickych
kofenli vyrostla, a pfinasi zajimavé etymologické interpretace a jazykové souvislosti
nejen hebrejské, ale i arabské. V odstavci De Combinationibus Rerum, penes differentiam
Substantiae, Positionis et Repetitionis Tesi otazku, kolik dvojic, trojic, atd. 1ze vytvorit
z daného poctu prvki, pfiCemz rozliSuje, zda v n-ticich (ne)zélezi na potadi, resp. zda se
prvky mohou opakovat. Situaci vzdy vylozi na konkrétnim ptikladé, uvede tabulku pro
dany pocet prvkl a v podstaté odvozuje indukci pfechod k poctu vy$§imu. Samoziejmeé
neuziva kombinacni Cisla ani faktorialy, ale v jeho tabulkach lze zahlédnout strukturu
Pascalova trojuhelniku a v textu popisuje vztahy v ném, v¢etné navodu k vypoctu. Tato
problematika se dale zpracovava v kapitole s feckym ndzvem Kybeia o hazardnich hrach
a pokracuje v Arithmomantice, jiz lze etymologicky vylozit jako schopnost odhalovat
skryté v&ci pomoci kombinace ¢isel.
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DELITELNOST V UCEBNICICH Z LET
1948 AZ 1989

KAREL PAZOUREK

Abstract: In our paper, we survey the position of divisibility in Czech secondary school
textbooks published between the years 1948 and 1989. We show that divisibility
disappeared from the curriculum in the 1950’s because of the changes in the education
system. But divisibility reappeared later in a new context, more precisely as a tool for
teaching some modern mathematical views such as set theory or mathematical logic.

1 Uvod

Cela Ceska (Ceskoslovenska) spole¢nost prosla mezi lety 1948 a 1989 bouflivym
vyvojem. Skolstvi se proméfiovalo s ni, pusobily na n&j zejména politické tlaky, ale
i tlaky odborné. Hlavnim odbornym tlakem byl proces tzv. modernizace vyucovani
matematice, ktery vyvrcholil v sedmdesatych a osmdesatych letech minulého stoleti.
Postaveni délitelnosti v ucebnicich se v této dobé silné ménilo, nejprve ze stfednich skol
poskytujicich vyssi vSeobecné vzdélani délitelnost témét vymizela, poté se vratila jako
prostfednik budovani mnozinového pohledu na matematiku, vyuky logického mySleni
a logické stavby matematiky. Dalsi informace o historii $kolstvi v tomto obdobi 1ze nalézt
ve statich [5] a [4].

Pripomenime, Ze od roku 1951 pfevzala vydavani ucebnic jedind organizace, Statni
pedagogické nakladatelstvi.

2 Délitelnost v ué¢ebnicich z let 1948 az 1989

2.1 Ucebnice po roce 1948

Idea jednotné stiedni Skoly se siln€ prosadila po roce 1948. Po péti ro¢nicich narodni
Skoly vzdélavani pokracovalo na Cctyfleté jednotné stfedni Skole. Na ctyfletych
gymnaziich, ktera navazovala na jednotné stfedni Skoly, se délitelnost ucila v prvnim
ro¢niku. V uéebnici [1], kterou piipravil autorsky tym pod vedenim Eduarda Cecha, je
delitelnost zahrnuta do vykladu zlomkd, jsou ji vénovany zhruba dvé strany. Zjevné se
predpoklada predchozi znalost délitelnosti. Pojem nesoudélnych cisel je vysvétlen
v odstavci o zlomcich v zdkladnim tvaru. Samotny text oddilu Délitelnost prirozenych
cisel zacina definici prvocisla a nasleduje véta:

Je-li soucin bc dvou prirozenych cisel delitelny prvocislem p, musi aspor
jeden z obou cinitelii b, ¢ byti délitelny prvocislem p. ([1], str. 23)

Tato véta je posléze rozsifena pro soucin vice nez dvou ¢isel. Dale se zavadi sloZené ¢islo
a jeho rozklad na prvocinitele, pficemz se ihned uvadi, ze rozklad dané¢ho slozeného ¢isla
je jednoznaény. Zdlivodnéni se opira o opakované vyhledavani prislusnych prvocéiselnych
delitelt. Nasleduje devét prikladi k procviceni, vesmés dikazi vét o délitelnosti. Vyklad
dale pokracuje s¢itanim a od¢itanim zlomka.
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2.2 Uclebnice po roce 1953

Po zavedeni Jedenactileté stiedni Skoly roku 1953 byly cyklické osnovy nahrazeny
osnovami linearnimi, coz se neblaze projevilo na pfipravé zaka.

V ucebnicich pro devaty, desaty a jedenacty ro¢nik se délitelnost jakozto samostatné
téma neprobira. Piedpoklada se znalost zakti z predchoziho studia. V ucebnici pro devaty
ro¢nik najdeme jediné vyznamnéjsi pouziti délitelnosti v diikazu iracionality odmocniny
ze dvou a posléze iracionality Cisla \Jm , kde m neni druhd mocnina. V kapitole o n-tych
odmocninach je dokazana véta:

Jestlize prirozené cislo m neni n-tou mocninou zadného prirozeného cisla,
potom fm Jje cislo irracionalni. ([3], str. 56)

Vsechny diikazy jsou charakteristické vyhybanim se pojmum délitelnosti, misto nich
se pouzivaji zlomky v zédkladnim tvaru a jmenovatel zlomku.

2.3 Ucebnice po roce 1960

Reforma skolstvi z roku 1960 zavadi zakladni devitiletou skolu, na kterou navazuje
sttedni vSeobecné vzdélavaci Skola (SVVS). Osnovy se znovu méni na cyklické.
Délitelnost vSak v u€ebnicich pro SVVS pfimo nenajdeme.

Po roce 1969 byla opét zavedena gymnazia, ale pouze Ctyfleta. Navazovala na
osmiletou zakladni Skolu. K dosavadnim ucéebnicim pro SVVS byly vydany komentare.
Komentate vSak délitelnost nezminuji.

2.4 Ucebnice po roce 1976

Po dalsi dil¢i reformé byly vydany nové ucebnice. Délitelnost najdeme v ucebnicich
pro prvni ro¢nik, avsak neni ji vénovana samostatna kapitola.

Prvni dil u¢ebnice pro prvni ro¢nik

Prvni segit [6] uéebnice sepsali J. Sedivy, J. Lukatiova, S. Richtarikova a S. Zidek.
Ucebnice predpoklada, Ze Zaci si znalosti a dovednosti spojené s délitelnosti pfinesli ze
zakladni $koly. V Kkapitole Cisla prirozend, celd a raciondlni je délitelnost pouze
okrajové, pouze v zavérecném opakovani je uvedena jedna slovni tloha:

Doba obéhu Merkura kolem Slunce je 88 dni, doba obéhu Venuse 224 dni. Po
Jjakém nejmensim poctu dni se opakuje vzajemnd poloha téchto téles? (Udaje
i vysledek jsou ovsem jen priblizné.) ([6], str. 59) !

Délitelnost je v mnohem vétsi mife pouzita ve druhé kapitole Promeénné, zdpisy
vyrokii pomoci promennych. Na zapisu Cisla podle zbytkovych tfid po déleni danym
pfirozenym c¢islem se pfechazi od ¢isel k vyraztim s proménnymi. Uved’'me desaty piiklad
k procviceni z této kapitoly:

a) Zopakujte si, ktera prirozena cisla nazyvame prvocisly a kterd nazyvame
slozenymi ¢isly. Patri mezi né cislo 1?

b) Zapiste pomoci promenné Kk libovolna prirozena cisla veétsi nez pet, ktera
pri déleni Sesti davaji zbytek 0, 1, 2, 3, 4 ¢i 5.

' Téméi totozné zadani najdeme ve Shirce iloh zmatematiky pro 1IV. — VIII tiidu stiednich kol [2]

B. Bydzovského a kol.
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c¢) Pokuste se v zapise vytknout a napsat soucin; je tak zapsané Ccislo
prvocislo?

d) Jaky zbytek pri déleni Sesti davaji vsechna prvocisla vetsi nez 5? ([6],
str. 36)

Casti ¢) a d) bez dalsiho vykladu ugitele mohou zaky uvést v omyl, ze viechna &isla tvaru
6k+1 a 6k+5 jsou prvocisly, je proto tfeba zde urcité opatrnosti. Rovnéz v oddilu
ovyrocich se setkdvame s délitelnosti, piedevSim s prvocisly, sloZzenymi Cisly
a zbytkovymi t¥idami. Negace vyroki jsou ilustrovany na piikladech: Cislo 1 je
prvocislo. ([6], str. 38) Cislo 1 je slozené cislo. ([6], str. 38) Aspoii jedno prvocislo je
zapsané samymi jednickami. ([6], str.40) Nejvys pét prvocisel lze zapsat jednou
cislici.([6], str.40) Pravdivostni hodnota tfettho vyroku neni nijak komentovana.
K procviceni vyrokt s proménnymi je uvedena nasledujici tloha:

Nasledujici véty o prvocislech jsou vysloveny ledabyle; zpresnéete jejich

formulaci tim, Ze uplatnite proménnou p oznacujici libovolné prvocislo

a pouZzijte kvantifikatorii:

a) Néjaké prvocisio je sudé. b) Cislicovy zdpis prvocisel nekonci nulou.

c) Vyskytuji se i takova prvocisla, Ze cislo o dvé veétsi neZ ona jsou téz

prvocisly. d) Jednocifernych prvocisel se nenajde vic nez pét. e) Dvé suda

prvocisla nenajdeme.  f) Nejedno prvocislo je zapsdino nékolika stejnymi

cislicemi. ([6], str. 46)

V tlohéach opakujicich latku kapitoly se pracuje s nasledujici hypotézou: Odcitejte od
prvocisel vetsich nez 211 cislo 210 a posudte, zda rozdily jsou opét prvocisla. Jsou
diivody k vysloveni obecné hypotézy pro vsechna p > 2112 ([6], str. 47) V problémovych
ulohéch pod timto ptikladem je poloZena otazka: Nesouvisi zajimava viastnost cisla 210
[...] s tim, Ze 210=2-3-5-7, tj. soucinu prvocisel mensich nez 10? ([6], str.47)
Navaznost jednotlivych tloh v ucebnici je Casta.

V oddile Ditkazy a vyvraceni hypotéz se mimo jiné dokazuji ¢i vyvraci nasledujici
hypotézy: Pro kazdé celé cislo k plati: k> +k+11 je liché cislo. Pro kazdé celé cislo
kplati: k* +k+11 je prvocislo. ([6], str. 47) V ulohach stejného oddilu se podobné
zkoumaji ¢&isla tvaru k> +k+41. Celkem v osmi tilohach z deseti uvedenych se pracuje
s hypotézami o délitelnosti, pouzivaji ciferny soucet, spolecné délitele nebo zbytky po
déleni. Zbylé dve tlohy jsou geometrické.

V ulohach k opakovani v zavéru druhé kapitoly je opét osm tloh z deseti postaveno
na teorii ¢isel. Objevuji se suda a licha Cisla, prvocisla, Mersennova cisla (termin neni
primo uveden), délitelnost souctu a rozdilu, prvociselna dvojcata.

Ve ctvrtém oddile Rozklady mnohoclenit a upravy zlomki paté kapitoly se setkavame
se zaklady délitelnosti polynomi, ovSem piedpokladd se, Ze si jeji znalost zaci jiz
piinesou z predchoziho studia. Zaci jsou vyzyvani, aby si uvédomili analogie mezi pojmy
délitelnosti (prirozenych) Cisel a délitelnosti polynomt. Setkame se zde s hledanim
nejvetsiho spolecného délitele dvojic a trojic polynomut (pomoci vytykani a vzorct)
i s pfikladem hleddni nejmensiho spoleéného nasobku (polynomt 35xy’z, 75x°yz’

a 21x°z; dalsi ulohy jsou uvedeny ve cvienich).
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V kapitole o mnozZinach se délitelnost pfiliS nevyskytuje, pfesto i zde nalezneme
uvahy o podmnoziné Cisel délitelnych péti, anebo zda mnozina vSech prvocisel je
podmnozinou mnoziny vsech lichych ¢isel.

Druhy dil u¢ebnice pro prvni ro¢nik

I v druhém dilu [7] ulebnice, pod kterym jsou podepsani J. Sedivy, J. Blazek,
J. LukatSova, S. Richtarikova a J. Vocelka, se setkavame s dé€litelnosti, a to podstatné;ji.

Jiz v druhé kapitole Operace s mnozZinami se setkame s disjunktnimi mnozinami
sudych a lichych cisel. Prvni uloha k procvi¢eni dichotomického tiidéni je zadana
nasledovné:

a) Provedte dichotomické trideni mnoziny N vsech prirozenych cisel podle
Jejich délitelnosti dvéma. Na ciselné ose barevné vyznacte prvky mnoziny
D = {ne N;2deli n}.

b) Pokracujte tridenim na prvocisla a ostatni prirozend cisla. Lze ta druha
nazvat slozena cisla?

¢) Pokracujte tridénim na jednocifernd a ostatni; jak nazvete tato ,,ostatni“?
([71, str. 16)

V kapitole o vyrocich a dikazovych metodach opét nalezneme ftadu aplikaci
delitelnosti. Je zde rozebran i dikaz iracionality odmocniny ze dvou, rozepsany do
nékolika dil¢ich tvrzeni. Ve cvicenich se dokazuje iracionalita V3 nebo /7. Opét devét
z deseti uloh k procviceni se vénuje délitelnosti.

Samostatné misto ma delitelnost v Nepovinnych dodatcich, konkrétné¢ ve Ctvrtém
a patém. Ve ¢tvrtém dodatku se mimo jiné dokazuje (resp. Zaci jsou navodnymi otdzkami
vyzyvani k ditkazu) existence prvociselného rozkladu, viz nasledujici ukazka vykladu:
d) Kazdé slozené cislo n ma alespon jednoho délitele n,, pro ktery plati
l<n <n.
Co plati dale o cislu n,? Lze mu priradit n, s obdobnymi viastnostmi? Lze
vytvorit skupinu cisel n,, n,,n,, ...? Kolik nejvys miiZze mit cisel? Mohou to
byt jen sloZend cisla?
e) Kazdé prirozené cislo n > 1 je délitelné aspon jednim prvocislem.
Jaky dusledek ma pravé dokdazané tvrzeni, aplikujeme-li je na kazdého cinitele
v soucinu rovaém cislu n?
/) Kazdé prirozené Cislo n>1 lze vyjadrit jako soucin, ve kterém kazdy
cinitel je prvocislem.
Kterd zdkladni véta o ndsobeni prirozenych Ccisel umozZiuje preskupent
Cinitelii tak, Ze lze zapsat soucin mocnin prvocisel? ([7], str. 223-224)

Samotné tvrzeni o existenci prvociselného rozkladu je vysloveno nasledovné: Kazde
prirozené cislo n>1 lze zapsat pomoci vsech prvocisel p,, p,,..., p, <n jako soucin
n=2H.3% .55 ... pY, kde mocnitelé k, € N,. ([7], str. 224) Formulace véty je pomé&rné
neStastnd. Na jedné stran€ se snaZi o preciznost a strucnost (zapis k, € N,), na druhé

strané o pfistupnost (zapsani prvnich né€kolika nejmensich prvocisel v rozkladu n),
vysledek vSak plusobi zmateéné. Jednoznacénost prvociselného rozkladu neni probirana.
Zbytek ctvrtého dodatku se zabyva odiivodiiovanim znaki délitelnosti.
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Paty dodatek O aritmetice a teorii Cisel ve starovéku je historicky, zminuje vedle
p}’f:chagorejské Skoly, Eudoxa, Eukleida a Diofanta také Fermata, Eulera, Gausse
a CebysSeva.

2.5 Ucebnice po roce 1984

Nové ucebnice byly sepsany po roce 1984, kdy probéhla dalsi reforma gymnazii.
V ucebnici [8] pro prvni ro¢nik, kterou sepsal autorsky tym J. Smida, J. LukatSova,
J. Sedivy a J. Vocelka, najdeme &tvrtou kapitolu vénovanou piimo teorii &isel, rozdélenou
do péti oddild: Zdpisy prirozenych Ccisel, Délitelnost kladnych prirozenych Ccisel,
Prvocisla a slozena cisla, Nejvétsi spolecny deélitel, nejmensi spolecny nasobek, Diikazoveé
ulohy o delitelnosti. Ke kazdému oddilu jsou pridany ulohy k procviceni, na zavér
kapitoly je zadano pét uloh, kazd4 se tfemi variantami, oznacené VyzkouSejte se.

Po uvodni historické poznamce prvni oddil pfipomene uspotfadani ptirozenych Cisel
(v€etné nuly) a zapis Cisel podle zbytkovych tfid, coz je shrnuto vétou:
Kazdé prirozené cislo n Ize pomoci prirozeného cisla b>1 vyjadrit jednim
zvyrazii k-b,k-b+1,....k-b+(b—1), kde ke N. ([8], str. 103)

Druhy oddil zavadi dé€litelnost obdobnym zptisobem jako ucebnice pied rokem 1948.
Zavadi se pojmy dé¢litel, nasobek, soudélna Cisla, spolecny délitel. Poté se odivodnuji
znaky dé€litelnosti deseti, péti a dvéma a poté i znaky délitelnosti ¢tyfmi, dvaceti, dvaceti
péti a padesati; tfemi a deviti; Sesti a dvanicti. Posledni dva znaky jsou zapsany
i symbolicky.

Treti oddil zavadi prvocisla a sloZena ¢isla, prvociselny rozklad slozeného Ccisla. Je
uveden seznam prvocisel mensich nez 100, bez spojeni s Eratosthenovym sitem. Pomoci
hledat prvociselny rozklad ma véta: Kazdé slozené cislo n je delitelné aspon jednim
prvocislem p, pro které plati p < Jn. ([8], str. 111) Véta je pouzita k hledani rozkladu
Cisel 1147 a 947. Na zavér je vyslovena Zakladni véta aritmetiky (tak je zde pfimo
nazvana), ktera vSak neni nijak zdivodnéna. Nasleduje sedm cviceni.

Ve ctvrtém oddilu se pripomina nejveétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény
nasobek, a to hned tii Cisel.

Zaverecny paty oddil Ditkazové ulohy o délitelnosti je rozdé€leni do tii Casti: Diikazy
vytknutim délitele, Neprimé diikazy vet a Diikazy sporem. Jednotlivé véty si zaci nejprve
sami zformuluji (,,objevi“ si je), a teprve pak je dokazuji. V prvni ¢asti se tak dokazuje,
pro¢ 3 déli »’+2n, ne N, pomoci zbytkovych tiid po déleni tfemi. Poté se ukazuje
délitelnost polynomu n’ —n Sesti rozkladem tohoto polynomu. Ve druhé &asti se
osvétluje (i pomoci mnozin) nepifimy dikaz, a to dvou tvrzeni: Jestlize n je ndsobkem
Sesti, pak n je nasobkem tri ([8], str. 119); jestlize 5 déli n® +1, pak 5 nedeli n ([8],
str. 120). Treti cast predklada dva dikazy sporem, jednak nekonecnosti poctu prvocisel,
jednak iracionality odmocniny ze dvou. Na zavér oddilu je ptilozeno devét ptikladt
k procviceni a pét prikladl se tfemi variantami sjednocené pod nazev Vyzkousejte se.
Kapitola je zakoncena jednoduchou hrou se Sachovnici.

V paté kapitole je kratce zminéna délitelnost celych Cisel.
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3 Zavér

Postaveni délitelnosti v ucebnicich pro stfedni Skoly poskytujici vyssi vSeobecné
vzdélani (gymnézia, vyssi roéniky JSS, SVVS, znovu gymnézia) se v druhé poloving
dvacatého stoleti vyrazné¢ meénilo. Na zacatku padesatych let délitelnosti v ucebnicich
ubyvalo, poté vinou zavedeni linearnich osnov z uéebnic vymizela. Pfedpokladalo se jeji
zvladnuti v pfedchozim studiu.

Po navratu k cyklickym osnovam a diky rozbihajici se tzv. modernizaci $kolské
matematiky se vSak plné vyjevila moznost pouzit délitelnost pro vyuku mnozin, vyroka
a dikazovych metod. Délitelnost tak neméla v ucebnicich pfimo urcenou kapitolu, ale
byla pouzita k vyuce uvedenych témat. Vedle vyuziti jednoduchych vét (délitelnost
souctu a rozdilu atp.) se dokazovala jednoznacnost a existence prvociselného rozkladu.
Jednotlivé ucebnice se pak lisi v prezentaci téchto tvrzeni a jejich dukazd. VyuZziva se
intuice zakd v rizné mife, je otdzkou, zda stupenl rozvinuti matematického mysSleni
principy (induktivni charakter pfirozenych ¢&isel, jejich dobré uspotfadani), a kdy je
intuitivni feSeni problému ve skutecnosti nespravné. Je tieba dirazné podpory ucitele pro
dobré zvladnuti latky.
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HISTORIE KAPESNICH VYPOCETNICH
POMUCEK

MAREK POMP, ZUZANA VACLAVIKOVA

Abstract: There will be described history of selected mechanical calculators from the
school’s adding and multiplication calculators to the first pocket electronic calculators,
and principles of their construction in this paper.

1 Uvod

Historické mechanické kapesni vypocetni pomucky se daji rozdélit do dvou hlavnich
skupin. Do prvni patii vypocetni strojky zalozené na predem sestrojenych tabulkach,
pricemz jejich pohyblivé casti jsou obvykle nadbytecné a prohledavani tabulek by bylo
mozné i bez nich. Funkce mechanické ¢asti spociva spise v zatraktivnéni pomiicky. Pouzivani
kouzelného pfistroje”, ktery ,,sam® provadi vypocty, mélo sviij piivab od nepaméti. Druhou
skupinu tvori strojky, které elementarni aritmetické operace (zpravidla pouze scitani
a od¢itani) prevadéji na pohyby mechanickych casti. Jednoduché kapesni varianty
vznikaly paralelné s ,,velkymi“ mechanickymi po¢itacimi stroji. Svymi moznostmi sice
nedosahovaly jejich kvality, ale jejich konstruk¢éni principy byly velmi zajimavé.
Nasobilkové, s¢itaci a odcitaci strojky byly vyrabény i po nastupu elektronickych
kapesnich kalkulatort a uplatnovaly se zejména jako nazorné skolni pomtcky.

2 Pomiicky vyuZivajici multiplikac¢ni tabulky

2.1 Princip soustavy pak

Velmi hezkym piikladem mechanické pomucky je Consul the Educated Monkey
(viz obr. 1), ktery byl patentovan 27. Cervna 1916 Williamem Robertsonem (Belmont,
Ohio) a vyrabén v USA. Jedna se o pomtcku umoziujici rychlé nasobeni, ktera uziva
mechanismus zalozeny na pantografu, tj. pfimkovy pohyb koncového bodu jednoho
ramene (S2) je prevadén na piimkovy pohyb vrcholu pantografu (X), pfiCemz obé
trajektorie sviraji uhel 135° (viz obr.2). Zakladni deska pomicky je tvofena
multiplikacni tabulkou, pootocenou o 45° proti sméru hodinovych ruci¢ek. Pohybem
nohou znazornéné opicky se nastavi Cisla, ktera se ndsobi, a vysledek se objevi ve
Ctverecku pohybujicim se nad tabulkou. Obracenym postupem se da také délit.
Multiplika¢ni tabulka je doplnéna jednim sloupcem tvofenym druhymi mocninami cisel.
Soucasti ptivodniho baleni byla téz scitaci tabulka, ktera se mohla vlozit na zakladni
desku a pomiicka potom slouzila pro s¢itani a odc¢itani.

Poznamenejme, ze vySe popsana pomiicka ziskala nazev a design podle slavné
cviené opice Consul, ktera byla predvadéna na mnoha mistech v Americe — opice
koufila cigarety, uméla jist noZem a vidlickou nebo jezdit na kole. Pozd¢ji bylo na
stejném principu vyrabéno mnoho jinych obdobnych strojkti také v Evropé, napf.
Mpr. Smart, Recnomatic a dalsi.
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Obr. 1 Obr. 2

2.2 Rota¢ni mechanismy

Druhou skupinou mechanickych pomtcek jsou rotac¢ni nasobilkové pomucky. Prvni
jejich modely — tzv. diametry — se objevovaly kolem roku 1846. Mezi klasické rotacni
mechanismy patfi Darnleyho kalkulator (patentovany roku 1920 a vyrabény v Anglii).
Jedna se o pouzdro na psaci potfeby tvorené dvémi souosymi valci s riznymi praméry.
Na vnitfnim valci je umisténa multiplikacni tabulka, z niz je viditelné pouze zahlavi
tadkd. Zahlavi sloupcii je na oto¢ném, vné&jSim valci, s otvory v pfislusném sloupci.
Rotaci oto¢né ¢asti Ize nastavit vedle sebe dvojici nasobenych Ciniteld a soucin se pak
objevi v otvoru vedle nich. Pozd¢ji byl tento model vyrabén také némeckou firmou Roka.
Patentu vyuzily i dalsi firmy a pomucky zaloZzené na vySe popsaném principu se vyrabi
prakticky dodnes.

Obr. 3

3 Sdéitaci mechanické stroje

3.1 Kapesni séitaci strojky

Specialni kategorii mechanickych strojii tvofi kapesni scitaci stroje (viz obr. 4). Byly
prenosné a levné, a tedy relativné finanéné dostupné. Jejich télo je zpravidla rozdéleno na
dvé casti — jedna pro s¢itani a jedna pro odcitani, uprostfed jsou umistény vysledkové
okénka. Vypocet se provadi posouvanim pohyblivych ¢asti jen na zakladé jednoduchého
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algoritmu pro sc¢itani. Sloupce s otvory odpovidaji jednotlivym fadim v dekadickém
zapisu Cisla. Pri scitani se v prvnim kroku do vysledkového pole nastavi jeden ze
s¢itanct. Druhy scitanec pfic¢itame po jednotlivych fadech posunem Soupatka v daném
sloupci o pfislusny pocet jednotek. Pokud pfti pocitani dochazi k pfechodu pies desitku,
musi poCtar provést zpétny pohyb Soupatka pres zoubek, ktery propojuje tento sloupec se
sloupcem s vy$$im fadem, a tim dojde k nacteni ¢isla jedna k nasledujici cifte. V Evropé
byly vyrabény tyto stroje v mnoha variantach. Za zminku stoji u nas znamy Rychlopoctar
od firmy Znak (Ceské Budgjovice, 50. az 60. 1éta 20. stoleti) nebo stroje Produx M, Efzet
a Tarema produkované némeckymi firmami.

3.2 Addometer

Jinym typem scitacich strojii jsou tzv. addometery (viz obr. 5) zalozené na principu
Pascaliny — jednoho z prvnich mechanickych kalkulatori navrzenych B. Pascalem. Na
rozdil od pfedchozich kapesnich séitacich stroji byl pfechod pfes desitku realizovan
automaticky pomoci prevodl ozubenych kol. Pfi s¢itani se otacelo posuvnymi kotoucky
po sméru hodinovych ruciek, pii od¢itani pak proti sméru. V dolnim otvoru se
zobrazoval vysledek. Klasicky addometer byl vyrabén v n€kolika desitkovych
i nedesitkovych verzich v obdobi 1928 az 1950 firmou Reliable Typewriter and Adding
Machine Co. (Chicago, Illinois, U.S.A.).

Obr. 5
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4 Nastup elektroniky

4.1 Prvni kapesni elektronické kalkulacky

Vyvoj elektronickych kalkulacek (stolnich variant napajenych ze sité¢) v padesatych
letech minulého stoleti komplikoval problém se vzrlistajicim poctem soucdstek, a tim
i s finan¢ni naroc¢nosti vyroby a nebezpec¢im poruch. Inzenyr Jack Kilby z firmy Texas
Instruments pfiSel s prvnim integrovanym obvodem obsahujicim jediny tranzistor.
Vynalez si nechal v roce 1964 patentovat pod Cislem 3 138 743, avsak kvuli vysoké cené
neSel vyrobek na odbyt. Aby firma ukazala jeho vyhody, uvedla vroce 1969 na trh
elektronicky kalkulator do kapsy zaloZeny na integrovaném obvodu, ktery umél scitat,
od¢itat, nasobit a dé€lit. Tento pfistroj zvysil zajem jinych firem o integrovany obvod,
predevsim vsak odstartoval éru kapesnich elektronickych kalkulacek.

Prvni védeckd kalkulacka byla uvedena na trh vroce 1972, programovatelna
kalkulacka TI-58 se objevila v roce 1976 a ve stejném roce zacaly byt zavadény LCD
displaye, které umoznily graficky vystup.

5 Zavér
Mechanické vypocetni pomicky a stroje sice s nastupem elektroniky ustoupily do

pozadi, ale konstrukéni principy na kterych jsou zaloZeny se objevuji i dnes u rtiznych
didaktickych pomiucek pro vyuku elementarni matematiky.
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Z HISTORIE POPULACNI DYNAMIKY

ANTONIN SLAVIK

Abstract: This contribution focuses on selected episodes from the history of population
dynamics which are less known among mathematicians. We describe the life table of
Edmund Halley, Daniel Bernoulli’s work on the inoculation of smallpox, and finally
a model of the spread of malaria devised by Ronald Ross.

1 Uvod

Populacni dynamika spojuje poznatky z matematiky, biologie, demografie
a mediciny. Pokousi se nalézt ptiblizné matematické modely, které popisuji rizné typy
populaci (lidé, zvirata, mikroorganismy), jejich ¢asovy vyvoj a strukturu. Pouzivaji se
rizné typu modeld, jako napf. diferencialni rovnice, diferen¢ni rovnice, integro-
diferencialni rovnice apod. Casto se setkame nejen s deterministickymi, ale i se
stochastickymi modely. Vé&tSina informaci v tomto pfispévku je ¢erpana z knihy [1], ktera

Témeét v kazdé soucasné ucebnici vénované diferencidlnim rovnicim nalezneme
jednoduché piiklady, jako je napi. exponencidlni ristovy model, logisticky model nebo
Lotkav-Volterriv model. Vysledky ziskané na zakladé téchto modeli je vzdy potieba
kriticky zhodnotit a posoudit rozsah jejich platnosti. O tom se zminuje jiz Euler ve své
slavné ucebnici infinitezimalniho poctu [2]. Jedna z uloh fesenych v této knize ma
ponékud spekulativni charakter a pokousi se objasnit, zda tidaje v biblické knize Genesis
mohou mit redlny zaklad: Jak rychle by se Noemovi potomci museli po skon¢eni potopy
svéta rozmnozovat, aby béhem 200 let dosahl pocet obyvatel jednoho milionu? Euler
ukazuje, ze rocni prirGstek by musel Cinit pfiblizné 6 %, coz podle néj neni zcela
nerealné. Vzapéti vSak poznamenava, Ze exponencialni rust je v dlouhodobém casovém
horizontu absurdni, nebot’ Zemé& poskytuje dostate¢né zdroje pouze pro omezeny pocet
lidi. I slozit€jsi modely populaéni dynamiky pracuji stfadou zjednodusujicich
predpokladi a nemtizeme proto ocekavat, ze vypocétené hodnoty budou piesné odpovidat
skute¢nosti. Smysl téchto modelt spo¢iva v tom, Ze mohou pomoci objasnit kvalitativni
chovani zkoumané populace a vysvétlit napf. existenci oscilaci, pfi¢iny vyhynuti jistého
druhu apod.

2 Halleyova umrtnostni tabulka

Matematické modely populacni dynamiky obvykle zahrnuji jeden nebo vice
parametrl, jejichz Cciselné hodnoty stanovujeme na zakladé zjisténych udaju
o sledované populaci. Chceme-li napt. modelovat chovani lidské populace, potiebujeme

..y

znat pocet obyvatel zijicich v dan¢ oblasti a jejich vékovou strukturu.
Pravdépodobné prvni tabulky tohoto typu vysly tiskem v Londyné roku 1662, udaje

v nich vSak byly zna¢né nepfesné, nebot’ v té dobé bylo zvykem zvefejnovat pouze
pric¢iny umrti osob, avSak nikoliv vék zemfielého. Teologu Casparu Neumannovi se ve
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Wroclawi v letech 1687-1691 podafilo shromazdit data o zemielych osobach vcetné
jejich veéku. Tyto udaje zaslal tajemnikovi Royal Society Henrymu Justelovi, ktery vSak
kratce poté zemiel a informace se dostaly do rukou Edmundu Halleyovi. Ten si pfi
peclivé analyze kromé jiného povsiml, Ze ve zkoumaném obdobi byl pocet narozenych
priblizné stejny jako pocet zemielych. Pro jednoduchost dale predpokladal, ze i vékova
struktura obyvatel Wroctawi zlistdva neménna.

Oznacime-li P, pocet narozenych déti a P, pocet obyvatel ve veku k let, pak plati
P, =P —D,, kde D, je pocet zemielych ve véku k let. Halley vypocital hodnoty P,
a jejich sectenim odhadl pocet obyvatel tehdejsi Wroctawi na 34 000 osob. Prestoze
hodnoty P, byly specifické pravé pro Wroctaw, dalo se ocekavat, ze podily P, /P,
budou podobné i v jinych méstech (jde o podminénou pravdépodobnost, Ze se osoba
dozije k+1 let za pfedpokladu, Ze se jiz dozila k let). Halleyova umrtnostni tabulka
publikovana v ¢lanku [3] proto byla pouzivana a citovana v fadé dalSich praci z populacni
dynamiky.

3 Daniel Bernoulli a o¢kovani proti neStovicim

V roce 1796 objevil Edward Jenner ockovani kravskymi neStovicemi jako u€innou
a bezpeCnou prevenci pfed pravymi neStovicemi. Do té doby se misto vakcinace
pouzivala tzv. variolizace, tj. o¢kovani pravymi nestovicemi. Tato metoda byla pomérné
uspésna, objevovaly se vSak i pfipady, kdy o¢kovana osoba onemocnéla a zemiela (viz
napt. ¢lanek [4]). Daniel Bernoulli se roku 1760 pokusil vypocitat, nakolik je variolizace
i pres jisté riziko vyhodna (své vysledky publikoval v pracech [5] a [6]). Jako model
pouzil soustavu diferencidlnich rovnic pro nasledujici funkce:

e P(x) = celkovy pocet osob sledované populace ve véku x

e S(x) =pocet osob ve v€ku x, které dosud nebyly nakazeny

e R(x) = pocet osob ve véku x, které se z nemoci uspésné zotavily (a ziskaly tak
dozivotni imunitu)

Bernoulli déle pfedpokladal, ze:

o Clovék nakaZeny nestovicemi zemfe s pravdépodobnosti p .
e Pravdépodobnost ndkazy v obdobi zivota mezi roky x a x+dx je gdx.
e Pravdépodobnost umrti z jinych pficin v ¢ase mezi roky x a x+dx je m(x)dx.

Z téchto predpokladd plynou rovnice

B s-mws,  Roga-ps-mwr, Lo pgs—mep,
dx dx dx

kde posledni vztah dostaneme sectenim prvnich dvou rovnic. Kombinace prvniho
a tietiho vztahu vede na jistou diferencialni rovnici pro S(x)/ P(x), jejiz feSeni nalezl jiz
dfive Jakob Bernoulli (dnes ji nazyvame Bernoulliho diferencialni rovnici). Mizeme tak
dospét ke vzorci pro podil poétu osob ve véku x, které dosud nebyly nakazeny:
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S(x) _ 1
P(x) (-p)e”+p

Hodnoty P(x) ptrevzal Bernoulli z jiz dfive zminéné Halleyovy tabulky,
pravdépodobnosti p a g zvolil tak, aby odpovidaly dostupnym udajim. Podobnou
uvahu pak zopakoval pro situaci, ze lidé budou pifi narozeni ockovéani pravymi
nestovicemi, a porovnal o¢ekavané délky zivota v obou pfipadech. Piedpokladejme, Ze
pravdépodobnost umrti pii ockovani je p'. Bernoulli zjistil, Ze ocekavana délka Zivota se
prodlouzi, pokud p' neptekro&i 11 %. Ciselnou hodnotu této pravddpodobnosti Bernoulli
neznal, ale odhadoval, Ze je mensi nez 1 %.

4 Ronald Ross a Sireni malarie

Ronald Ross (1857-1932) byl britsky 1ékat, ktery v Zaludku jistého druhu komara
objevil puvodce malarie, a prokazal tak teorii Patricka Mansona o tom, Ze nemoc
prenaseji pravé komari. Za sviij objev ziskal roku 1902 Nobelovu cenu. Ross prosazoval
myslenku, Ze k zastaveni $ifeni malarie neni nutné uplné vyhubeni komari (coz by bylo
obtizné proveditelné), ale pouze sniZeni jejich poc¢tu pod jistou kritickou mez. Aby o tom
presvedcil své odplrce, sestavil matematicky model popisujici Sifeni nemoci a publikoval
jej v knize [7]. V tomto modelu vystupuji nasledujici hodnoty:

e N =pocet osob ve sledované oblasti

e /(t) =pocet osob, které jsou v Case ¢ infikovany malarii
e n =pocet komari (predpoklada se, ze je konstantni)

i(t) = pocet komaru, ktefi jsou v ¢ase ¢ infikovani

b = pocet lidi napadenych jednim komérem za jednotku ¢asu
p a p' = pravdépodobnosti pfenosu nemoci z ¢loveéka na komara a obracené béhem

jednoho bodnuti
e a =rychlost, s jakou se lidé zotavuji z malarie
e m =umrtnost komart

Z téchto predpokladii dostaneme soustavu diferencialnich rovnic

dl N-1I di 1
—=bpli———al, —=bpn—i)——mi.
i p'i N a i p(n l)N mi

Ross hledal stacionarni body této soustavy, tj. konstantni feSeni, kterd odpovidaji
rovnovaznému stavu. Zjistil, Ze krom¢ nulového feSeni existuje dalsi kladné konstantni

feSeni této soustavy, avSak pouze v pfipadé, Ze je splnéna podminka n>amN/b’pp'.
Z toho plyne, Ze k zastaveni Sifeni nemoci staci snizit pocet komard » pod nalezenou
kritickou hodnotu.

5 Zavér

Uvedené priklady z historie popula¢ni dynamiky mohou poslouzit jako ilustrace
vyznamu matematického vzdélani pii feSeni problému z jinych disciplin (pro zajimavost
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poznamenejme, Ze Ronald Ross ziskal potfebné matematické znalosti samostudiem)
a ukazuji, Ze i jen pfiblizné matematické modely mohou byt uZzitecné pro praxi.
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ZIVOTNI PRIBEH PROF. GUSTAVA SKRIVANA
(1831-1866)

JIRT SLAVIK

Abstract: This year we commemorate the anniversary of birth and death of Professor
Gustav Skrivan. He is inextricably linked with the revival of Czech mathematical science
in the 19th century. The paper deals with Skrivan’s short life and career fairs. It shows his
family life, social background, including his teaching activities in Vienna and at the
Prague Polytechnic.

1 Uvod

Prof. Gustav Skfivan patii k pfednim predstavitelim naramné Cinorodé generace
Ceskych stfedoskolskych a vysokoskolskych pedagogti, kterymi ve druhé poloviné
19. stoleti vyvrcholilo obrozeni ¢eské matematické védy na narodnim principu. Podobné
jako tomu bylo u jinych oboril, sméfovala tato obrodna tendence predevsim k jazykové
samostatnosti, k vytvoreni a ustaleni vlastni jednotné matematické terminologie, sepsani
prvnich ¢eskych odbornych uéebnic, k aktualizaci u¢ebnich osnov, rozsifeni a zkvalitnéni
vefejnych védeckych knihoven a vibec k celkové reorganizaci stfedniho a vysokého
Skolstvi ku prospéchu a konkurenceschopnosti ¢eské spole¢nosti, védy a pramyslu.

Sktivanovo jméno, spojené dnes hlavné s pusobenim na Polytechnickém ustavu
Kralovstvi €eského v Praze (prvni fadny profesor elementarni a vyS§i matematiky
s ¢eskou vyucovaci feci), sice neni historikim matematiky neznamé, ucelena biograficka
monografie, pfiblizujici $ir§i odborné vefejnosti Gustavovu kratkou zivotni a profesni
pout’, mnohostranné aktivity a dilo, viak doposud chybi.! Kulturng-historicky zam&Feny
prispévek by mél, na zakladé dosud nezvefejnéné osobni pozustalosti, doplnit dosavadni
souhrn informaci o Skfivanové Zivoté, poodhalit nékteré zajimavé utrzky z matematikova
soukromi, a napomoci tak k budoucimu detailnimu rozboru a zhodnoceni jeho védecké
a pedagogické &innosti.” Bez pov§imnuti nemiZe zistat ani fakt, e si pravé letos
pripominame 180. vyro¢i od narozeni a 145. vyro¢i od umrti prof. Gustava Skfivana.

2 Skrivanovo studium

Gustav Skiivan se narodil 11. dubna 1831 v Krucemburku na Ceskomoravské
vrchoviné jako jediny syn ze sedmi de€ti vazeného kozeluzského mistra Augustina
Skiivana ml. a jeho manzelky Karoliny, rozené Jettelové, dcery hutniho feditele na

' O pusobeni Gustava Skiivana na prazské polytechnice viz [1], [4], dale téZ Némcova M.: Frantisek Josef
Studnicka 1836—1903. Edice D¢jiny matematiky, svazek ¢. 10, Prometheus, Praha, 1998; Novy L. a kol.: Dé&jiny
exaktnich véd v ceskych zemich do konce 19. stoleti. Ceskoslovenska akademie v&d, Praha, 1961.

2V poloving 20. stoleti byla pietn& uchovévana pisemna pozistalost po Gustavu Skfivanovi, vlivem neklidnych
spolecensko-politickych udalosti, ¢astecné zni¢ena a ¢asteéné rozdrobena na nékolik mist (Statni oblastni archiv
Zamrsk. Fond Augusta Skiivana dédic, tovdarna na kiize v Krucemburku; Statni okresni archiv HavlickGv Brod.
Fond Skfivan August, Krucemburk; soukromé archivy potomki rodiny Skiivanovych-Binkovych). Samostatna
osobni slozka Gustava Skiivana se nachazi té7 v Archivu Ceského vysokého uéeni technického v Praze.
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nedalekém Starém Ransku a v Polnidce.” Mezi lety 1838 az 1843 Gustav navitévoval
farni Skolu v Krucemburku (Eteni, psani latinkou, kurentem, pravopis a psani dle diktatu,
¢estina, némdina, latina, pocitani ve Ctyfech zakladnich vykonech a katechismus), poté
piesel na c. k. krajskou hlavni skolu vKutné Hote,* kde bydlel u zdejsiho m&itana
Véclava Safranka. Zde v listopadu 1844 vazné onemocnél, podle dochazejiciho 1ékate se
jednalo o silnou ,, rheumatickou horecku “3 Agkoliv se Skiivan nakonec uzdravil,6 jeho

plice uz od té doby zistavaly natrvalo oslabené.

Po uspesném absolvovani hlavni skoly v roce 1846 se mlady Gustav vratil do rodného
méstecka, kde se zacal ucit kozZeluzskéemu remeslu v rodinné manufaktufe, kterou mél
jednoho dne slavnostn€ prevzit. V této souvislosti si jist¢ dovedeme predstavit otcovy
smiSené pocity a zklamani, kdyZz se od jediného pokracovatele rodu dozvédél pevné
rozhodnuti, navzdy zanechat tradi¢ni obzivy svych dédi a pradédi a pokraCovat misto
toho vponckud nejistém a velice ndkladném vysokoSkolském studiu, , bych sobé
Stastnou budoucnost vydobyl a Vis v staii podporovat mohl“. Rodite po roce
pfemlouvani nakonec svolili a Gustav Skfivan se zapsal od akademického roku
1847/1848 na videriskou polytechniku (posluchac technologie a elementarni matematiky),
odkud pfestoupil v revoluénim roce 1848 na prazsky polytechnicky ustav (posluchac
prirodnich véd, vSeobecné chemie, prednasky o svétle a teple). Jest€ ve Vidni se stal
Clenem studentskych legii a jako rodak z dietrichsteinského polenského panstvi byl od
knizete Frantiska Josefa Dietrichsteina obdarovan pfispévkem na zakoupeni kabatu,
véazanky, vojenské kravaty a rukavic k uniformé v cené& 21 zl. 48 kr.® V dopisech rodi¢tim
Gustav popisuje pifimé udalosti z kvétnové revoluce, varuje pfed moznym propadem
bankovek a informuje o radikalizaci a utocich zdejsi méstské 1tzy. Po zdarném odbyti
poslednich zkouSek odjizdi do Prahy, kde mél se svym kolegou jiz od zacatku roku
pronajaty byt. O nakladech na jeho vybaveni (od zubniho kartacku, myci soupravy, az po
vyhodné nakoupeny starSi nabytek), pofizeni nového Satstva, odbornych knih,
predepsanych ucebnic, drahych rysovacich potieb a jinych pomucek, jsme podrobné
zpraveni z korespondence otci, ktery nesl po celé roky podstatnou cast finanéniho
bfemene za synovo méstské studium. Poutavé a nékdy az trochu usmévné jsou dnes
Gustavovy zazitky z cestovani vlakem mezi Vidni a Prahou (trat’ Severni statni drdahy),
nebo do Pardubic, kam mu rodice posilali k navstévé Krucemburku podle situace brycku,

3 Zakladni biografické informace k osobnosti, védecké a publikagni ¢innosti prof. Gustava Skiivana viz [2], dale
Riegriv Slovnik naucny XI. Praha, 1874, heslo: Skiivan Gustav, s. 611-612 (uveden chybny mésic narozeni,
ktery pak pfejimé i mladsi literatura); Ottiiv slovnik naucny XXIII. Praha, 1905, heslo: Skiivan Gustav, s. 313—
314. Zivotopis prof. Gustava Skiivana se edi¢nim nedopatienim nedostal do adného 8. dilu Riegrova Slovniku
naucného z roku 1870, takze byl zafazen az k pozdé&jsim dodatkiim (1874). Srov. SOkA Havli¢kiv Brod. Fond
Skrivan August, Krucemburk (dopis Antonina Skiivana bratrovi Augustinu Skiivanovi z 15. ledna 1869).

* Vysvédeeni Gustava Skfivana a jiné dokumenty k jeho studiu. Archiv autora.

’ Korespondence Véaclava Safranka s Gustavovymi rodici. Archiv autora.

6 Zacatkem prosince 1844 piSe trinctilety $kolak opét po dlouhé dob& domii (ihledny dopis s vlastni
narysovanou biedermeierskou dekoraci): ,, Nejdrazsi rodice! Ja Vam ruce libam a jiz jsem zdravéjsi, ale vsecko
nesmim jesté jist, hrach, ¢ocku, chleba, maso jen teleci. Do Skoly nepiijdu, az tak ale 10. dez.[embra]. Skrz ty
Vanoce ja ostanu radéj v [Kutné] Hore, skrz tu nemoc, ale ne aby Jste si drahy rodic¢e myslely skrz ty penize a to
si miizete hned pomyslet, ze bych ja domii stokrdt radéj jel, neb je mi po té nemoci hrozné po domové smutno, ale
myslim si, Ze musim odvyknout. Tu sobotu pred Stédrym vecerem budem mit odpoledne Feryen [prazdniny] az do
Trech kraliu. Dobry rodice, poslete mi z 3. klassy [tiidy] Schrifi [seSit]). Aufsdtze [slohové tlohy] jak z I tak
z I kursu. Pak ty vrani brky a pak ve veskostnu [komodg€] tatinkovym dole v Supleti je zeychnung [kresba,
vykres] v dece jedny, a pak v tatinkovy jarmarce [skiiiice] mam néjaky zeychnunky a dole v jarmare co jsou noze
a talife v tech Suplatech mam také néjakeé [...]“. Dopis uzdraveného Gustava Skfivana rodi¢im ze 7. 12. 1844.
Archiv autora.

" Dopis Gustava Skiivana rodi¢tim ze 17. 2. 1851. Archiv autora.

8 Korespondence Gustava Skfivana. Archiv autora.
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nebo formansky viz, jelikoz Zelezni¢ni trasa z Némeckého (nyni Havlickova) Brodu do
Pardubic tehdy jests nestala.’

Ze studia na prazském polytechnickém tstavu, i opétovného ndvratu na videiiskou
techniku (podzim 1850), se dochovaly Skfivanovy imatrikulac¢ni listy, pisemna
hodnoceni a frekventaéni vysvédCeni, plnad podpisti od tehdejSich profesorti a védcu,
i n&které Skolni vykresy.'® Velka vaha byla pii vyuce kladena na praktické vzd&lavani,
., musime masiny si sami vymérit a kreslit, ve fabrikdch, neb ledas kde, kam kdo je poslan,
to jest ale na jedno misto nejsou nikdy dva poslany. Ja rejsuju ted kazdy den, kde to
14 dni trvat bude, v Zeleznici [...] divneé mé bylo, kdyz jsem prvni den na zeleznici od
profesora [Karla Wersina] poslan byl, méritko, olivko a papir dostal. [Lezl jsem na
prazském nadrazi po lokomotive] a nez jsem se do toho vpravil, bylo to velké Curiosum,

ono je néco jiného to rejsovat z predlohy a néco jiného, kdyz to ma jeden pred sebou “."!

V Praze se Gustav Skiivan piihlasil k technické kohorté studentskych legii, jez méla
vykonavat pravidelnou noc¢ni strdz v ulicich meésta a udrZzovat pokoj a poradek pfi
masovych shromazdénich lidu. Ozbrojené studentské sbory se roku 1848 hrdé hlasily
k tradici prazskych studentskych legii zlet 1648, 1741, 1744 a 1800."> Udajné
z revoluéniho roku je vrodiné dodnes uchovavan Skfivaniv odznak s ceskym lvem
a kralovskou korunkou.'® Na konci roku 1849, kdy uz byl jasn& patrny novy vladni kurs,
sméfujici k neoabsolutismu, se mlady Gustav pripletl do zbytecné potycky studenti
a byvalych ¢lenti rozpusténych legii s prazskou policejni strazi a za urazku hlidky slovem
byl dne 8. unora 1850 odsouzen vojenskou komisi na Prazském hrad¢ ke ¢trnactidennimu
vézeni u profousa.'* KoZeluzské roding zpasobil incident mnoho nep¥ijemnosti, nebot’
Gustavovi hrozilo vylouceni z techniky a povinny odchod k vojsku. V pozdéjsi literatufe
z 20. stoleti byl vyklad celé udalosti zkomolen a Gustav Skiivan oznacen za aktivniho
ucastnika boji na prazskych barikadach v roce 1848, coz je i z divodd studentova
umirnéného politického, liberaln& orientovaného piesvéddeni naprosto vylougeno."
Tento fakt potvrzuje i némecky psany dopis od Skfivanova radikalné demokratického
spoluzaka z chorvatského Zahfebu, Mirko Harvata, ze srpna 184816

% Kdyz napiiklad za¢atkem listopadu 1848 prijizdél po Zeleznici na prazské nadrazi (dnesni Masarykovo), ,, Pdni
Prazaci [jiz] v zastupech velkych ocekdvali train [vlak], by [Cerstvé porevoluéni] noviny videnské vyzvédéli. Vzal
Jjsem muij kuf, ktery mi ani od straze prohlizen nebyl a odebral jsem se k [stryci] Antonovi [Skiivanovi), kdezto
Jjsem vlidné prijat byl [...]*. Dopis Gustava Skiivana rodi¢im ze 4. 11. 1848. Archiv autora. Ze v noci nebyvalo
na cestach nejbezpecnéji dosvédcuje jiny dopis rodi¢im, v némz Gustav ohlaSuje ¢as vlaku, kterym ma dorazit
na sestfinu krucemburskou svatbu s Eduardem Binkem: ,, Ponévad: zde kufr u dédecka [Vaclava Jettela ve
Vidni] necham, a sobé jen kozeny kufr vezmu, tedy bych Vas prosil misto vozu jen nasi, neb pastorovu prycku
pro mé odeslat. Ja myslim, abych hned z Pardubic vyjel a nikde Zddny nocleh nedélal (co by mé velmi nemilé
bylo), totiz abych as v 7: noci domii prijel. Neb kdyz od Vas kiin v sobotu vyjede v ¢asné rano, miiZe na poledne
v Pardubicich byt, a také sobé dost odpocne, kdyz 5 hodin tam postoji, pak za druhé Zadny ndklad nebude mit.
[...] Tésilo by me, kdyby Edvard mé mohl v Pardubicich ocekavat. Jestli to mozné bude, prosim Vias odpuste ho
[z prace]. Zastavovat se nebudem nikde. Kdyby nemohl Edvard, odeslete mi néjakou silnou hiil, neb néeco, kdyby
vecer nékdo na mé chtél kabat . Dopis Gustava Skfivana rodi¢um z 29. 7. 1851. Archiv autora.

1 SOKA Havlickiav Brod. Fond Skfivan August, Krucemburk; Dokumenty k Zivotu Gustava Skfivana. Archiv
autora.

"' Dopis Gustava Skfivana rodi¢tm z 10. 5. 1850. Archiv autora.

12 Vice viz [4].

'3 Odznak s Geskym Ivem. Archiv autora.

" Viz Zprdvy z Prahy. Prazsky ve&erni list, 15. 2. 1850, &. 27, s. 186.

15 Srov. Binko J.: Paméti koZeluzny v Krucemburku (strojopis). Krucemburk-Kftizova, 1956, s. 3; Janacek J.: 700
let Krucemburku-Krizové (vazany strojopis). Krucemburk-Kitizova, 1966, s. 78, 105.

16 Mily Gustave! Tviij dopis mé velmi potésil. Je mi velmi podivno, Ze nerozumis uddlostem prazskym. Ja jsem
od Prahy tak vzddlen, ale presto je chapu. Revoluce v Praze byl boj demokracie proti aristokracii, byl to boj
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Po zvladnuti zkouSek na prazské polytechnice se Gustav Skiivan vraci od
akademického roku 1850/1851 ke studiu na videriském polytechnickém institutu
(mechanika, nauka o strojich, o stavb¢é, vodnich dilech a stavebnim ucetnictvi, prakticka
geometrie, vy$§§i matematika, astronomie, logika, atd. — posledni tfi pfednaSky téz na
videnské université). O proméné klimatu ve spolecnosti a mezi studentstvem sdéluje
domu otcovi, ze se zde jiz ,,strihaji dlouhé viasy demokratické a holsteinské klobouky
berou, Zddné Studentské znamky se nesméji nosit“."” V prabéhu dalich let se Skiivan
stava oblibenym zakem a pozdé€ji pilnym védeckym spolupracovnikem vyznamného
matematika, konstruktéra optiky a vyndlezce vysoce svételného, fotografického
portrétniho  objektivu, profesora Josefa Maxmiliana  Petzvala  (1807-1891)."®
V Gustavove studentském byté piSe v roce 1853 svoji novou odbornou publikaci blizky
pritel, dfiveéjsi spoluzak, nyni nastavajici fadny profesor deskriptivni geometrie na
prazské polytechnice a pozd&jsi nad&jny politik Rudolf Skuhersky (1828-1863)."

3 Pusobeni ve Vidni

Jesté béhem studia se Gustav Skiivan prihlasil v roce 1854 ke zkousce kandidatd na
urad ucitele matematiky a nauky o strojich pro vyssi realné skoly, obdrzel vSak pouze
opravnéni k vyuce na nizSich realkach. Tento prvotni netspéch byl ctizadostivému
Skifivanovi silnym podnétem k horlivému samostudiu a vzornym vysledkiim na videnské
technice. Ve volném case si Gustav privydé€laval soukromymi prednaskami (napt. Ueber
Differential- und Integral- rechnung und ihre Anwendung auf héher Geometrie),
tematickymi vyklady zrGznych technickych oborli a vyuCovanim matematiky na
proslulém privatnim vychovném ustavu Petra Bilky, na kterém se vzdé¢lavali
potomci z prednich videnskych a Slechtickych rodin (Kaunicové, Jablonovsti, Lobko-
vicové a dalsi), a kde si Skfivan ziskal u zaku i jejich rodic¢t velkou oblibu a zaroven
osvojil praktické didaktické dovednosti, jichz pak vyuzil pfi sepisovani svych prvnich
uCebnic. Vroce 1857 vypomaha profesoru Josefu Petzvalovi s odbornou korekturou
nového védeckého dila, ureného pro tisk,”” a na polatku roku nasledujiciho je
Gustavovi, po uspésné vykonané zkousce (dochovano jeji zadani), povoleno vyucovat na
vyssich realkach.”!

svobody s absolutismem. Aristokracie myslela, ze Slovansky sném bude jejim organem proti svobodé, ale zmylila
se. Slovansky sném jako prvy orgdan slovanského ndroda mél pred ocima svobodu, nejen viadu, ndarod, nikoli
vSak aristokracii. Byl myslen demokraticky, a proto se musel zhroutit. Pises o prazskych studentech, ze délali
prilis mnoho. Kéz by jen byli prazsti studenti vice vykonali, véc by byla lépe dopadla. Pro¢ Jsi mi nenapsal, jak
je u Vas v zemi, jak smysli lid? Co ocekavate? My Chorvaté a Srbové, Zijici v Chorvatsku, Slavonii a Uhrdch,
stojime v oteviené vdlce s Madary. Na jednom misté nasi sedldaci porazili jeden prapor péchoty a jednu
eskadronu husaru, na jiném misté jednu eskadronu hulanii. Chceme byt svobodnym ndrodem ve svobodném
Rakousku. Chceme se sjednotit se vSemi Slovany monarchie. Vase armdda byla nyni proti Vam. Nase cela
armada je pro nds. Mdame nyni 50 000 k boji pripravenych muzii — hranicdri a za tyden miize nas nejmilejsi ban
Jelacic mit 80 000 muzii u hranic [...]"“. Dopis Mirko Harvata Gustavu Skiivanovi z 22. 8. 1848. Archiv autora.
Cesky pieklad dopisu viz Janacek J.: 700 let Krucemburku-Kiizové, s. 78-19.

' Dopis Gustava Sk¥ivana rodi¢tm ze 17. 2. 1851. Archiv autora.

'8 Viz Scheufler P.: Historické fotografické techniky. IPOS ARTAMA, Praha, 1993, s. 13; Korespondence
Gustava Skfivana. Archiv autora.

! Skuherského text nesl nazev: , Uber die wissenschaftliche Darstellung der Perspektive*. Dopis Gustava
Skiivana rodic¢im z 24. 3. 1853. Archiv autora.

» Dopis Gustava Skfivana roditim z 15. 2. 1857. Archiv autora. Ve stejném roce vysla Josefu Petzvalovi kniha:
Berichte iiber optische und dioptrische Untersuchungen. Wien, 1857.

?! Jednalo se o jiz zmifiované ugitelské obory: matematika pro vysii realné koly a nauka o strojich.
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Poté, co dosahl v ptipravnych ucitelskych hodinach velmi dobrych pedagogickych
vysledkl na tzv. ,,Videfice* (vy$3i realna §kola na predmésti Wieden),” byl vladou
v pribéhu roku 1858 jmenovan, ve dvaceti sedmi letech zivota, prozatimnim a nakonec
fadnym feditelem (1859) Ctvrté vyssi realky ve Vidni na Bauernmarktu (Selsky trh
v centru mésta), s Gkolem vypracovat jeji organizacni plan.® Skola, kterou od jejiho
vlastnika Karla Schelivského dokonce odkoupil (1860), a stal se tak jejim majitelem
ateditelem vjedné osob¢, dosdhla pod Skfivanovym vedenim chvalného jména,
vysokého poctu uchazect o studium a byla ve své dobé povaZzovana za vzorovou pro
ostatni vznikajici ustavy tohoto typu a zameéfeni. O cenné rady a dlouholeté zkuSenosti se
tehdy s Gustavem podélil jeho prazsky stryc Antonin Skirivan (1818—1887), zakladatel
vyhlaSené obchodni skoly, tzv. ,,Skiivanky* (1856), jemuz nalezi zéasluha za vytvofeni
Ceského ucetnického a sménkarského nazvoslovi, za vyznamné pteklady (v letech 1852
az 1853 dva dily poctafstvi pro nizsi realné Skoly od matematika Franze Mocnika)
a sepsani celé fady piivodnich Seskych a nmeckych ugebnic.**

Vroce 1861 se Gustav Skfivan ozenil se svou puvabnou sestienici, Videnackou
Hedvikou Jettelovou (1839-1864).% Ke siiatku druhého stupnd pokrevenstvi dala svoleni
(dispens) konsistof videnského arcibiskupstvi. Otcem jednadvacetilet¢é Hedviky byl
ransky rodak Ladislav Hugo Jettel, hutni podnikatel ve St}'/rsku, matkou Zofie, rozena
Buchtova, dcera majitele zeleznych huti ve V¥isti u Nového Mésta na Moravé. V kruzich
vysoké spolecnosti se rodina ve Vidni, az na dédecka Vaclava Jettela, ponémcila.
Ackoliv byli bohati pfibuzni mladému Sktivanovi vzdy napomocni, za svych studii ¢asto
trapn€ pocitoval, Ze mu nemohl jeho otec Augustin poskytovat takové financni
prostiedky, aby se mohl mezi Jettelovymi a jejich prateli voln& pohybovat.”® Dva bratii
Hedviky byli umélecky nadani, akademicky $koleni krajinafi. Vedle star§iho Vladimira
Jettela, u néhoz se stalo malovani spiSe konic¢kem ve volnych chvilich, se ve svété
proslavil hlavné Eugen Jettel (1845—1901), zijici n€kolik let v Pafizi, kde se schazel
s nékterymi mistry barbizonské Skoly a odkud potadal Casté cesty na francouzsky,
holandsky a italsky venkov.*’

2 Viz Gustaviv stfibrny upominkovy pohdr ve stylu druhého rokoka s vénovénim zroku 1858. Soukroma
sbirka.

2 Srov. [2], s. 12.

24 K osobnosti Antonina Skivana (1818-1887) vice viz [3].

% Daguerrotypie a rané vizitkové fotografie mladych manzeli (1863). Archiv autora.

% Viz Binko L: Krucemburiti kozeluhové a vyznamni clenové rodu Skiivanovych (strojopis). Krucemburk-
Ki#izova, 1966, s. 2. Byly to pifedev§im plesy ve strycové videniském domé: ,, Dne 13-ho tohoto mésice jsem
obdrzel od pana stryce Jettela pozvani na jeho domdci ples. Chtél jsem se z toho vykroutit, vSak Zadné vymluvy
nebyly nic platné, kde jsem musel pozvani prijmout. Narazil jsem se do mého nového fraku, vypiijcil jsem si bilou
vestu a botky, pak jsem si koupil rukavice a Sel jsem. Cela spolecnost byla tiize veseld, bylo asi 17 Zenskych a as
16 muzskych. Jidla a piti jsme méli hojnost, zkratka tiize dobre jsme se bavili [...] Vera v sobotu daval pan stryc
ples, ktery o mnoho skvostnéjsi byl, nez prvnéjsi. Hostii bylo vice nez na prvnim. Viera bylo 28 Zenskych
a 31 muzskych. Spolecnost byla vesela. Ten ples mohl pana stryce véera 100 fl. stiibra stat, neb bylo tiize mnoho
drahych jidel, hojnost dobrého vina a piva. Ja jsem byl az do 5-ti hodin do rana, a téz vetsi dil spolecnosti
pohromade ““. Dopisy Gustava Skfivana rodicim z 15. 1. a z 15. 2. 1852. Archiv autora. Krasnymi zazitky byly
také navstévy opery, koncertti a divadel: ,, Vcera jsme se tam az do 6 hodin dobie bavili, kde pan dédecek tam
ostal a ja se strycem Moricem [Jettelem] do Concertu Sel. Takovy koncert jsem jesté neslysel, a potom co ndhoda
nechtéla mit, — dostal jsem od pana stryce listek, kde jsem zrovna vedle ministra Tunfelda sedél [Ferdinand
v. Thinnfeld, exministr nerostného bohatstvi a t€zby] . Dopis Gustava Skfivana rodi¢im z 11. 11. 1859. Archiv
autora. Gustav Skiivan hudbu miloval, ve volnych chvilich byl vasnivym klaviristou.

27V metropoli moderniho uméni poznal Eugen Jettel také Ceské malife Brozika, Hynaise, Marolda, Muchu
a Zdeiiku Braunerovou, dceru advokata a politika Frantiska Augustina Braunera. Jettelova Zena stala kolegovi
Vojtéchu Hynaisovi modelem pii praci na oponé pro prazské Narodni divadlo (mladd vdova s détmi). Viz
Mzykova M.: Vojtéch Hynais. Odeon, Praha, 1990, s. 102. Koncem 19. stoleti se Eugen Jettel pfihlasil k hnuti
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Spolecenska prestiz Gustava Skiivana od pocatku Sedesatych let 19. stoleti strmé
vzristala. K novomanzellim jezdivaly do Vidné na del$i pobyty Skfivanovy sestry, které
si zde procvicovaly némcinu a po boku Hedviky poznavaly kazdodenni zivot velkomésta
s jeho bohatou kulturou. V roce 1860 byl Gustav jmenovan fadnym clenem videnské
c. k. Geografické spolecnosti, v lednu 1863 dopisujicim (zakratko mimofadnym) udem
Kralovské ceské spolecnosti nauk, a v nasledujicim roce Clenem Meéstanské besedy
v Praze a Jednoty ku povzbuzeni priimyslu v Cechdch (v obou jednatelem bratranec
JUDr. Antonin Meznik).”® Vd&eni zaci VI. tfidy z Bauernmarktu mu vroce 1861
vénovali do feditelny jeho vlastni litografickou podobiznu.”® Ve stejnou dobu se rozviji
i Skfivanova publikaéni &innost (Die Grundlehren der Zahlentheorie. Wien, 1862)°°
a uzka spoluprace s némeckymi matematickymi Casopisy (Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik Oscara Xaviera Schlomilcha; Archiv der Mathematik und Physik Johanna Augusta
Grunerta). V fijnu 1862 dokoncuje Cesky psany spis K theorii Fad bezkonecnych, u néhoz
promysli tehdy je$té neexistujici, nebo pojmové znacné neustalené, ¢eské matematické
nazvoslovi: ,, Monografie ma patri do oboru vyssi mathematiky, a jest [to] v historickém
ohledu prvni publikace z vyssi mathematiky, co nase ceska literatura proukaze. Doufam,
ze se brzo v Ceském jazyku utuzim. Neb, kdyz sobé pozor dam, tedy snadno nechybim.
Druhou malou prdci v ceském jazyku mdm takika hotovou, jest to ta samd, kterou jsem
o prazdnindch mél v Krucemburku“>' Nékdy v prvni poloving Sedesatych let se ve
Skiivanové rodném kozeluzském domé objevil, coby letni host, Gustaviv op&vovany
videiisky profesor, jiz zmiflovany hornouhersky rodak (Slovéak) Josef Petzval. Za jeho
pobytu zde vzniklo nékolik, dnes jiz bohuzel ztracenych, snimkd na sklenénych

oy

negativech (vyuziti Zelatiny z kiizi pfi takzvaném mokrém fotografickém procesu).*

4 Gustav Skrivan v Praze

Vroce 1862 zaslal Gustavovi véhlasny drazdansky matematik Oscar Xavier
Schiomilch (1823—1901) plnou moc k ptelozeni svych pravé vydanych odbornych studii
do &estiny (,,znamenité dilo o vyssi analisis*).*® Jesté téhoz roku byl Gustav Sk¥ivan
pobidnut FrantiSkem Ladislavem Riegrem, Rudolfem Skuherskym, Antoninem
Sktivanem, ale i dalS$imi prateli, aby se navratil do Cech a uchazel se, v souvislosti
s uzdkonénim rovnopravnosti obou zemskych jazykli na prazském polytechnickém
astavu, o nové vypsané vysokoskolské misto. Mlady matematik nevahal a s kandidaturou,
k otcové velké radosti, souhlasil, nebot’ to pro ného znamenalo navrat k védecké praci, od
kter¢ byl v poslednich letech odpoutivan a zdrZovan slozitou a nezaZivnou

Videiiské secese. Zemiel nahle v Terstu (jiny udaj hovoii o Velké Losinji), odkud mél podniknout s arcivévodou
Karlem Stépanem a jeho piateli namoini vylet podél italského pobiezi k Sicilii. Srov. Slavik J.: Josef Binko —
pritel uméni a fotograf (prvni magisterska diplomova prace). Seminaf déjin uméni FF MU, Brno, 2007, s. 10-11,
13, 58.

% Jmenovaci diplomy Gustava Skfivana a dokumenty ke &lenstvi ve spolcich. Archiv autora.

% Litograficka podobizna Gustava Sk¥ivana, 39,7 x 31,3 cm, autor: Eduard Kaiser (1820—1895), tisk: J. Haller,
Viden, 1861. Soukroma sbirka; srov. [4], s. 475; Poznamky Ing. Bohuslava Melichara a Ing. Marie Melicharové
z Hradce Kralové. Archiv autora.

30 Tato Skiivanova prvotina obsahuje, v ramci elementarnich vykladii teorie &isel, udebni latku od délitelnosti

a kongruenci ¢isel az po vyklad kvadratickych forem. Viz Novy L. a kol.: Déjiny exaktnich véd, s. 236.
31

“«

Mensi, ve Skiivanové dopise podotknuta studie nesla patrné nazev: , Zdklady kalkulu infinitesimalniho “.
Dopis Gustava Skiivana otci Augustinovi ze 16. 10. 1862. Archiv autora.

32 Srov. Binko J.: Paméti kozeluzny v Krucemburku, s. 3; Scheufler P.: Josef Binko. Edice FotoTORST, svazek
¢. 24, Torst, Praha, 2006, s. 29; Slavik J.: Josef Binko — pritel uméni a fotograf, s. 16 a [3], s. 70.

33 Dopisy Gustava Sk¥ivana otci Augustinovi z 21. 11. 1862 a z 8. 2. 1863. Archiv autora.
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administrativou pifi vedeni vysS$i redlky na Bauernmarktu. Bé€hem audience na
ministerstvu kultu a vyucovani ho vtomto rozhodnuti osobné podpotil i Gustavovi
znaéné naklonény baron Josef Alexander Helfert (1820-1910). Z deseti uchazect na
pozici docenta elementarni matematiky s ceskou vyucovaci 7Feci vybrali Elenové
prazského profesorského sboru koncem roku 1862 jednomysin€ primo loco pravé
Skfivana. Dne 17. Gnora 1863 bylo rozhodnuti definitivné stvrzeno zemskym vyborem
a Gustav Skfivan se stal nakonec vibec prvnim (provisornim, od roku 1864 fadnym)
profesorem [sic!] prazské polytechniky, prednasejicim elementarni a vys$i matematiku
v matefském jazyce.

Obr.: Gustav a Hedvika Skiivanovi, foto Carl Herberth — Wien, 1863. Archiv autora.

V dubnu se Gustav s choti Hedvikou a jejich sluzebnou Louiskou stéhuji z Vidné do
Prahy, kde si pronajimaji byt v Rohrsové domé& ¢. p. 356 v ulici Na Perstyné (Staré
Mésto). Skiivan si zde rozvrhuje pfesny systém vyuky, pfi¢emz mluvnickou spravnost
svych Ceskych vét a slovnich obrati peclivé konzultuje se svym piibuznym, JUDr. Anto-
ninem Meznikem (od roku 1864 honorovany docent na prazské polytechnice, prednasel
Sesky sménkové a obchodni pravo).*> Pocatkem kvétna, tedy jestd v ramci druhého
semestru [sic!] akademického roku 1862/1863, zacina s ¢eskym vykladem o analytické
geometrii v roviné, skterym si okamzit¢ ziskdva uznani jak od studentstva, tak od
ceskych i némeckych profesorti. V prazské spolec¢nosti je zahy pfemlouvan ke vstupu do
politiky, coz ov§em vehementné odmita, nebot’ se chce plnohodnotné zabyvat védeckou
a pedagogickou ¢innosti.

* Ke konkurzu na pozici docenta elementarni matematiky s Seskou vyucovaci fe¢i blize [4], s. 406-407, déle
Korespondence Gustava Skiivana. Archiv autora. Gustav Skiivan upravil stdvajici ucebni osnovy pro
elementdrni matematiku zplUsobem, ze pfidal rovnice tfetiho a vysSich stupii, sférickou trigonometrii,
analytickou geometrii v roving a v prostoru, dale zaklady diferencialniho a integralniho poétu. Viz [1], s. 28.

> Antonin Meznik (1831-1907), syn kiizanovského kozeluha Tomae Meznika a Augustinovy sestry Alzbsty
Skiivanové (tety Gustava), mél za chot’ Rosalii Ratzenbeckovou (1860), jez byla rodem spfiznéna se slavnym
matematikem a filosofem Bernardem Bolzanem (1781-1848). K osobnosti JUDr. Antonina Meznika vice [3].
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Stésti v kariéte bohuzel neznamenalo piizei osudu ve Skiivanové manzelském Zivots,
ktery spél k neodvratné rodinné tragédii. Brzy po siatku totiz onemocnéla drobna
mladi¢ka Hedvika souchotinami, a Gustav Skfivan, sam se sklonem k plicnim onemoc-
nénim, se od milované Zeny za kratky &as nakazil.’® Po Hedvi¢ing smrti dne 10. srpna
1864 stravil Skiivan zbytek 1éta u rodiny v Krucemburku, kde se v kruhu nejblizsich
pongkud zotavil, aby se mohl se zac¢atkem podzimniho semestru opét oddat studentstvu,
védecké praci a spolecné budované reorganizaci prazské polytechniky (reforma vyuky
a studijniho systému, instituciondlniho uspofadani, uplna jazykova rovnopravnost,
zamyslena stavba nové budovy). Jako fadny profesor mél tehdy ro¢ni plat 2000 zI.

V lednu 1865 byl Gustav Skfivan zvolen prednostou odboru (vedoucim katedry) pro
vodni a silnicni stavby a jednatelem nadace ku podélovani chudych technikit obédem
(tzv. Skuherského nadani). Pro ustav tehdy objednava ¢i vénuje celou fadu modernich, ¢i
k baddani nezbytnych cizojazy¢nych publikaci, slovnikli a odbornych casopisti, které
v technické knihovné doposud chybély (napt. tzv. Crelltv Journal fiir Mathematik). Od
roku 1864 vydava pro ceské studenty knizné své vysokoskolské prednasky (Zakladové
analytické geometrie v roviné. Praha, 1864; Predndsky o algebraické analysi. Praha,
1865). Treti dil o poctu diferencidlnim a integralnim uz bohuzel kvili zhorSenému
zdravotnimu stavu nedopsal (rukopis zachovan). Jeho pivodni zamér tak dokoncil az
Sktivanliv nastupce na pozici fadného profesora matematiky s ¢eskou vyucovaci feci,
Frantisek Josef Studnicka (1836-1903).%

,, AC lékar nedovolil, abych v moji nemoci mnoho mluvil a viibec i navstévy prijimal,
prece nebylo mozno zameziti prichodu znamych — tak ze jsem v 19 dnech pres 60 visit mel
(mimo lékare). Co se v polytechnice délo vim do podrobna, nebot’ mé dochazeli od tam
tud denni zpravy. Téz i pan Sladkovsky 4 krdate mé navstivil. Pan Dr. Rieger se vidy
v besedé ptal jak se mé daii [..]°° Zotavil jsem se tak dalece, Ze jiz mohu, je-li totiz
priznivé pocasi — vychazeti ven [...] bude snad jeste as 14 dni trvati, nez-li lékar dovoli,
abych v prednaskach svych pokracoval [...] Véera mne poctil navstévou pan Dr. Brauner
[...] Dnes vnedeli jsme se predstavili co [nov€ zvoleni] akademicky prednostové
polytechniky, rektor Koristka, prednostové odborii prof. Balling, Schmidt, Zitek a jd,
u mistodrzZitele pana hrabéte Belcrediho. As 7: hodiny jsme s nim mluvili o zdleZitostech
Skolnich, zvldst co se nasich redlek, gymnasii, atd. tyka. > Zajimavy je i dal§i Sk¥ivaniv
dopis do Krucemburku, v némz otci podrobné 1i¢i své prijeti u nejvyssiho zemského
marsalka, hrab&te Karla Rothkircha-Panthen (1807—1870).*

36 Byl zde ze Zd'dru [na Moravé, dnes Zd'4r nad Sazavou] pan Dr. Filip, Zddal jsem ho, by Hedvigu navstivil —
on byl u ndas a pravil mé, Ze pry to vitbec skvéle nestoji, Ze Hedviga néjaky defekt na plicich mda a co nejvice
opatrnda byti bude muset byt, aby se ji néco ndhle nestalo. Dr. Podlipsky zase mne ubezpecuje, Ze plice jsou
zdravé, ac pry jsou srostlé s pohrudnici, co vsak po case zase zajde, jen kdyz nemocny prisnou dietu zachovava.
Hedviga jest nyni velmi slabd a nevim jestli za 14 dni bude s to z postele vstati. Jsem nad vSim cely mrzuty*.
Dopis Gustava Skiivana otci Augustinovi z 20. 12. 1863. Archiv autora.

37 Vice viz [11, [4], dale Némcova M.: Frantisek Josef Studnicka, s. 28-29; Novy L. a kol.: Déjiny exaktnich véd,
s. 244.

% Dopis Gustava Skiivana otci Augustinovi z 26. 2. 1865. Archiv autora.

¥ Dopis Gustava Skfivana otci Augustinovi ze 4. 3. 1865. Archiv autora. Srov. [4], s. 452-454.

40 Jak jsem Tobé psal, pozval nas Jeho Excellence nejvyssi marsdlek zemsky, pan hrabé Rothkirch k “Soirée* na
uterek vecer o 8 hodiné. Byl jsem tam téz. Vecer o 7-mé hodiné jsem pocal zriditi sobé potiebnou toilettu a o ¥ 9
mne privezl fiakr pred paldc pana marsalka. Vstoupil jsem do paldace, kde mnozstvi portyrovaného sluzebnictva
oteviralo jedny dvére po druhych az posléze i u Satnice, kde jsem svrchnik odlozil — a ubiral jsem se do Entrée —
Salonu, kdez mne tak zvany ‘Biichsenspauer en parade’ u pravého Salonu dvére oteviel. V tom jiz bylo mnoho
panii, vesmés v Cernych frakach (tak i ja), cernych vestach, bilych kravatach a rukavicich, lakovanych botech,
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V kvétnu 1865 zavital starnouci Augustin Skiivan na synovo velké prani na
svatojanskou pout’ do Prahy, kde se spolecné setkali jak s rozvétvenym piibuzenstvem,
tak s davnymi prateli. Nikdo ze zucastnénych si tehdy patrné nemyslel, Ze je to posledni
symbolicka seslost. O prazdninach pobyval Gustav tradi¢né v rodném méstecku, kde mél
klid na psani a kde nabiral na cerstvém vzduchu silu pro dlouhé zimni mésice, ,,neb bych
predc jen jesté rad nekolik rokii na svete pobyl, abych mohl své vlasti veskery sily
vénovati a v mnohém prospésny se stati. Nevim vsak jak to pijde — moznd, Ze jsem
hypochondr, ale nebude tomu tak, nebot od casu k casu mne upomind neduh na plicich —
co mne velice znepokojuje“.*" Docasnou letni zménu adresy Skfivan uveiejiioval, kvili
korespondenci, vzdy v piedstihu v ¢eském i némeckém tisku. Po jedné z podzimnich
prednasek v listopadu 1865 se u Gustava nahle dostavilo silné chrleni krve
a tricetiCtyflety profesor matematiky byl znovu upoutan na ltzko, z kterého jiz tentokrat
nevstal. O Vanocich se pfijel rozloucit se svym jedinym synem jeho otec, dne 6. ledna
1866 Gustav Skifivan zemfel. O smutné zpravé psaly na prvnich stranich vSechny
vyznamné noviny.* Mimo kolegii ztechniky pronesl pii pohibu na Olsanskych
hibitovech v Praze smute&ni fe¢ i Frantisek Palacky.*

5 Poznamka na konec

Maéme-li se v zavéru prispévku zamyslet nad Skifivanovym odkazem a mistem
v historii Ceské matematiky, jeho hlavni pfinos patrné nebudeme hledat v ptvodni
védecké Cinnosti a badatelské originalité, ale pfedevSim ve svédomité, navzdory tézké
nemoci a osobnim ztratam, netinavné praci na zvelebeni technicky zaméteného Skolstvi,
av Gustavové pfimém podilu na rozvoji ¢eské matematiky jako takové (priikopnické
vysokoskolské prednasky v matefsting, Gcastenstvi na ustaleni nejednotné ¢eské odborné
terminologie, metodiky, sepisovani chybéjicich ucebnic, popularizace védy pro Sir$i
vefejnost, atd.). Byl to dobové podminény udél vétsiny tehdejsich profesorti a docenti,
prvné prednaSejicich v Ceském jazyce, Ze se spiSe neZ vlastnimu vyzkumu a objevnym
poznatkiim museli vénovat nezbytnym organiza¢nim, pedagogickym a celospolecenskym
zalezitostem. Gustav Skfivan se sice nedozil slavnostniho rozdéleni utrakvistické prazské
polytechniky na samostatny Cesky a némecky ustav (1869), nedockal se planované
vystavby nové reprezentativni budovy na Karlové namésti (1872—1874, arch. Vojtéch
Ignac Ullmann), ani jinych dalezitych zmén (napf. ziizeni zkuSebni komise pro kandidaty

atd. — v rukou klobouky drzice, hovorili v mensich a vétsich skupenindach. Pri vstoupeni do salonu ucinil jsem
officielni poklonu na vsechny strany a priblizil jsem se ke skupenindm pdanii mne jiz povédomych. Pritomni byli:
pan mistodrzitel hrabé Belcredi, jeho naméstek hrabée Lazansky, nékolik Slechticii, vSickni radové z misto-
drzitelstvi, ¢lenové vyboru zemského, prednostové uradii zemskych a uradii vysSich stdatnich, vsickni ¢lenové
sboru professorského na polytechnice, radové zemského vyboru, direktori banky, a.j. panstvo. Pan marsalek mél
tu ulohu, aby vyhleddval osobnosti jemu vzdacnéjsi, kteréz by oslovil a s nimi pohovoril, zkratka jim ‘Couru’
délal. Doslo i na moji nepatrnou osobnost, ze jsem byl vyhledan od pana marsalka, ptal se na moje zdravi, a pak
se obratil nas hovor az na poméry v chotéborském okresu [...]". Dopis Gustava Skfivana otci Augustinovi
z9. 3. 1865. Archiv autora.

! Dopis Gustava Skiivana otci Augustinovi ze 7. 6. 1865. Archiv autora.

2 Viz Gustav Skiivan (celostrankovy nekrolog). Narod, 8. 1. 1866, ¢. 7, s. 1.

* Dodnes stojici ndhrobek Gustava a Hedviky Skifivanovych (Olsanské hibitovy III, odd&leni X, hrob ¢&. 253)
tvoii zinkova plastika andéla z karlinské uméleckeé slévarny Josefa Branislava Mencla (odlita pfed rokem 1864)
a piskovcovy podstavec s vlozenou, nahofe pulkruhové zakoncenou napisovou deskou. Symbolicky shodny
pomnik byl pozdé&ji vybran i pro krucembursky hrob Gustavova otce, kozeluha a starosty Augustina Skrivana ml.
(1 1869).
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ucitelstvi na realkach v roce 1867 — doposud byla jen ve Vidni), spolu se svymi kolegy
v$ak stal u samotnych pocatkt realizace téchto myslenek.
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PELLOVA ROVNICE VE STARE INDII

IRENA SYKOROVA

Abstract: European mathematicians started to deal with Pell’s equation in detail in the
17th century. However, Indian scholars had solved this equation several centuries before.
The aim of this paper is to present remarkable medieval Indian results.

1 Uvod

Neuréita rovnice ax” +1=y?, kde a je prirozené &islo, které neni druhou mocninou,
se nazyva Pellova rovnice. Jeji feSeni hledame v oboru celych ¢isel. Pellova rovnice ma
nekonecné mnoho feseni, zfejma jsou (0,1) a (0, —1), kterym se tika trividlni.

Neékdy uvazujeme i zobecnénou Pellovu rovnici, tj. rovnici ax’+b=y?, kde a je
prirozené cislo, které neni druhou mocninou, a b je celé Cislo.

V Indii se feSenim Pellovy rovnice zabyvali zejména v 7. stoleti Brahmagupta a ve
12. stoleti Bhaskara. Prestoze stafi Indové pocitali i se zapornymi Cisly, feSeni Pellovy
rovnice i zobecnéné Pellovy rovnice uvazovali pouze v oboru ptirozenych cisel.

2 Indicka feSeni

2.1 Terminologie

Pro vy$e zminénou rovnici ax’ +b =y’ pouzivali stafi indiéti uéenci nazev varga-
prakrti nebo krti-prakrti.' Cislo x nazyvali prvnim kofenem (adya-mula), &islu y pak
fikali druhy koten (antya-mula). Nekdy také uzivali vyrazy mensi koten (kamistha-pada)
pro x a vétsi koten (jyestha-pada) pro y, pricemz nemuselo platit x<y. K oznaceni
koeficientu a uzivali termin prakrti, nékdy téz gunaka ¢i zkracené guna, pro absolutni
¢len b méli nazvy ksepa nebo praksepa; pokud byl absolutni ¢len zaporny, fikali mu
od¢itaci prvek (sodhaka). Pii popisu rovnice oznacovali po fadé neznamé x, y
a koeficienty a, b zkratka-mi ka, jye, pra, kse.

2.2 Brahmaguptovo ieSeni

Brahmagupta (598—670) ve své knize Brahma-sphuta-siddhanta uvedl nékolik pravi-
del, ktera pak vyuzil pfi feSeni Pellovy rovnice. Sva tvrzeni nedokazoval, jen je doplnil
nékolika ptiklady. Sloka 65 ve 12. kapitole obsahuje toto pravidlo (viz [2]):

Koren [ur¢i] dvakrat a [dalsi] z vhodného ctverce ndsobeného ndsobitelem [koefi-
cientem a] zvétsenym nebo zmensenym o vhodnou velicinu. Soucin prvnich ndsobeny
nasobitelem s prictenym soucinem druhych je druhy koren. Soucet soucinii kiizem je
prvai koren. Soucin prictenych nebo odectenych velicin je pricteny. Koreny [takto
nalezené] vydélené [pivodni] prictenou nebo odectenou velicinou jsou [kofeny] pro
pFictenou jednicku.

! Varga nebo krti je vyraz, kterym se oznacovala druhd mocnina, prakrti vyjadiuje podstatu & zéklad.
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V Indii bylo zvykem zapisovat kofeny rovnice a jeji absolutni ¢len vzdy do tadku; pii
uvahach o dvou rovnicich byly v prvnim fadku veli€iny tykajici se prvni rovnice ve
druhém fadku odpovidajici veli¢iny druhé rovnice. Pak je zfejmy i ,,soucin kiizem:

Xy »n b

X

X5 y, b

ProtoZze puvodni formulace nejsou priliS srozumitelné, vyjadiime je soucasnou
symbolikou ve tvaru lemmat. Tato tvrzeni plati pro libovolna realna feseni, stafi Indové
vSak uvazovali raciondlni feSeni.

Lemma 1 (viz [2]): Necht' (x,,y,) je feSenim rovnice ax® +b, = y* a (x,,y,) je fede-
nim rovnice ax’+b, =y>. Pak dvojice (x,y,+x,y,, axx,+yy,) je feSenim rovnice
ax® +bb, = y*.

Nasledujici ditkaz provedl az v 16. stoleti komentator Brahmaguptova dila Kr$na.

Ditkaz: Je-li (x,,y,) feSenim rovnice ax’+b, =y> a (x,,y,) FeSenim rovnice
ax’ +b, = y*, je ax’ +b =y a ax,” +b, = y,>. KdyZz prvni rovnici vynasobime y,’,
dostaneme ax,’y,” +b,y," = y,’y,’, ve druhém &lenu za y,” dosadime z druhé rovnice,
tj. axlzyz2 +b, (ax22 +b2)= )}12)122 , po roznésobeni axfyz2 +b1ax22 +bb, = ylzyzz. Pak b,
ve druhém ¢&lenu nahradime z prvni rovnice, ax,’y,” + (yl2 - axlz)axz2 +bb, = vy,
arovnici pievedeme do tvaru a(xlzyz2 +x,° )+ bb, =a’x,’x,” +y,’y,”. Nakonec
kobéma stranam rovnice pfiteme vyraz 2ax,x,y,y, a ziskdme rovnici
a(x,y, +x,3,) +bb, =(ax,x, +y,y,) ., tedy (x,y, +x,¥,, ax,x,+y,y,) je feSenim rovnice
ax® +bb, = y*.

Indiéti matematikové nazyvali tuto metodu princip skladani (bhavana). Jestlize takto

»slozili“ dvé stejné rovnice se stejnymi koteny, uzili termin skladani stejnych (tulya
bhavana) na rozdil od sklddani nestejnych (atulya bhavana).

Vyuzivali i nasledujici disledek lemmatu 1.

Disledek 1 (viz [2]): Je-li (x,,y,) feSenim rovnice ax® +b = y*, pak (2x,y,, ax,’ +y,>)

je feSenim rovnice ax’ +b* = y°.

V ptipadeé b=1 se jedna o Pellovu rovnici. Pokud zname jedno jeji celoCiselné feseni
(x,,y,), mizeme pomoci diisledku 1 nalézt dalsi celo¢iselné feseni. Brahmagupta ve
svych prikladech vSak uvadél vzdy jen jedno feSeni. Ukdzal také postup, podle néhoz se
feseni Pellovy rovnice ax’+1=3’ ziskalo pomoci feSeni zobecnéné Pellovy rovnice

ax* +b=1y".
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Lemma 2 (viz [2]): Necht (x,,y,) je feSenim rovnice ax’+b=y’. Pak dvojice

2x, ax + v N . .
(lel lTyl)Je fesenim rovnice ax’ +1= y*.

Diikaz: Tvrzeni plyne z lemmatu 1 a jeho disledku. Cisla x =2x,y, a y = ax]2 + yl2
jsou feSenim rovnice ax” +b* = y?. Tuto rovnici staéi vydélit »* a dvojice &isel (%,%} ,
(2 1yt . .
tj. [%,%Tyl] , je feSenim rovnice ax® +1=y*.
Brahmagupta ptedvedl popsany postup na feSeni tloh, které byly vyjadieny rovnicemi
92x*+1=y>a 83x* +1=y7 .

Pii feSeni prvni rovnice nejdiiv uvazoval x, =1 a y, =10 jako feSeni rovnice

92x* +8 = y?. Uzitim disledku 1 ziskal &isla x =2x,y, =20 a y=92x," +y,” =192 jako

; 1t 2 20 5
feSeni rovnice 92x” +64 = y*. Pak podle lemmatu 2 dopogital feseni x, = % = ) = 3
2 2
+ 192 .
a y, =%=%=24 rovnice 92x° +1=y”. ProtoZe vsak toto feSeni nebylo

celociselné, pouzil jesté jednou dusledek 1, a tim ziskal celociselné feSeni ptvodni
rovnice x =2x,y, =120 a y =92x,” +y,” =1151.

Ve druhém piikladé nejprve misto dané rovnice uvazoval rovnici 83x* -2 =37, kde
zménil absolutni ¢len tak, aby ziskal celo¢iselné feSeni x, =1 a y, =9. Podle disledku 1
pak plati, ze dvojice ¢isel x=2x,y, =18 a y:83x12 +yl2 =164 je feSenim rovnice
83x*+4=y>. Nakonec podle lemmatu 2 nalezl feSeni ptvodni rovnice
Loy 18 _ax”+y’ 164

b 2 VT 2

Pti feSeni Brahmaguptovy rovnice nebylo nutné vyuzivat lemma 1, resp. dasledek 1,
muzeme piimo aplikovat lemma 2 na pomocnou rovnici, jejiz feSeni zname.
Brahmagupta vSak neoddéloval jednotlivé ¢asti pravidla, prochazel vzdy vsemi kroky.

Rovnice ax® +b = y? je dillezitd zejména pro be {+1, £2, + 4}, protoze v téchto piipa-
dech je feseni Pellovy rovnice nalezené pomoci lemmatu 2 celociselné:

Pro b =1 jde pfimo o Pellovu rovnici, pro b=-1 uzitim lemmatu 2 a odmitnutim
zapornych kofent jsou kofeny x=2x,y, a y= axl2 +y12. Pro b=2 je fesenim dvojice
Cisel x=x,y, a y:y]2 —1, pro b=-2 je celoCiselné feseni Pellovy rovnice ve tvaru

xl(ylz _1)

xX=x,y, a y=y12+1. Je-i b=4, pak lze feSeni vypocitat jako x= 3
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X0 (ylz + 1)()}12 + 3)
2

ay , a v pripadé, ze b =—4, je celoCiselnym feSenim x =

_N (/Vlz _3)
2

(2 +1)(32 +3)-2
2

ay= (yl2 + 2) . Odvozeni téchto vztahli je mozné nalézt napt. v [3].

Vyse uvedené vztahy Brahmagupta znal, nékteré z ptedchozich vzorci ve své praci
popsal slovy. Nepodal v§ak zadné odvozeni ani jakékoliv zdGvodnéni svych navodi.

Brahmagupta tedy fe$il Pellovu rovnici ax” +1= y>tak, Ze nejprve nalezl pfirozeni
feseni pomocné rovnice ax’ +b = y*, nejlépe takové, kde be {1, +2, +4}, a pak podle

lemmatu 2 nalezl feSeni Pellovy rovnice. Nedokazal vSak obecné vysvétlit, jak zvolit
pomocnou rovnici.

2.3 Bhaskarovo Feseni

Na Brahmaguptovy vysledky navazal indicky matematik Bhaskara I (1114-1185),
ktery popsal tzv. cyklickou metodu (cakravala). Podle ni se postupné hledala celociselna
feseni rovnic ax’> +b, =y>, ax’ +b, = y*atd., aZ se ziskala rovnice, v niZ byl absolutni
¢len b, roven =1, £2 nebo +4. UZitim Brahmaguptova principu skladani se pak ziska-

lo celogiselné feseni Pellovy rovnice ax” +1=y?.

Lemma 3 (podle [3]): Necht (x,,y,) je celoGiselné feseni rovnice ax® +b, = y?, kde

. - .. + +
b, je celé ¢&islo. Pak dvojice [leb Y1 & by]m
1 1

j je celo¢iselnym feSenim rovnice

2

ax’ + 2 b_ 9~ )? pro vhodné celé &islo m.
1
+ +
Ditkaz: Vyrazy x, = % a y,= axlbﬂ ziskame podle Brahmaguptovych
1 1

lemmat. PouZijeme-li lemma 1 na feSeni (x,,y,) rovnice ax’+b, =y’ a feSeni (1,m)
rovnice ax’ +(m*> —a)=y’, dostaneme, Ze x=x,m+y, a y=ax, +ym je feSenim rov-

. . xX,m+ ax, +ym _ .
nice ax’+(m’ —a)b, =y*>. Pak je x, =‘Ty‘ a y, =‘b7y‘ feSenim rovnice
1 1

2
m —a

ax® +b, =y*,kde b, =

1
R ¥ 1 sy . < xym+y,
Bhaskara jeSté poznamenal, Ze ¢islo m je tfeba volit tak, aby ¢islo x, = 5 bylo
1

celé a rozdil ‘mz - a‘ co nejmensi. Pravidlo vSak uvedl bez dikazu.

Mtuzeme piedpokladat, ze ¢isla x;, y,, a b, jsou nesoudélnd, protoze po zkraceni
ax, +y,m

bychom dostali rovnici s mensi hodnotou b,. V tomto pifipad¢ jsou &isla y, = 5
1
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2
m —a . ) Y 1x . s ovs1 s 30 ;
ab,= také cela. Bhaskara to védél, ale ve své praci zadny diikaz tohoto tvrzeni

neuvedl.

Bhaskarova cyklickd metoda spocivala v tom, Ze se nejprve misto feSeni dané rovnice
ax® +1=y” hledalo celodiselné feseni (x,,y,) rovnice ax”+b, = y*, kde &islo b, bylo
v absolutni hodnoté co nejmensi. Mozna volba je takova, aby RiNS Ja. Pokud

X
b & {£1,£2,+4}, nalezlo se podle lemmatu 3 celodiselné feseni (x,,y,) rovnice
ax’ +b, = y*. Tento proces se opakoval tak dlouho, dokud se nedoslo k rovnici, kde
b, € {1, £2, +4}. Dale se postupovalo podle Brahmaguptova principu skladani.

Bhaskara védél, i kdyz asi jen na zdklad€ bohatych pocetnich zkuSenosti, Ze postup
popsany jeho metodou jednou skonci. Po kone¢ném poctu krokl vzdy dospél k rovnici

ax’> +b, = y*, kde b, e {t1,£2,+4}. Ve své praci popsal feseni nékolika takovych
piikladt. Pro ilustraci uvedeme jeden z nich: ukolem je nalézt celo¢iselné feSeni rovnice
67x* +1=y>.

Bhaskara nejprve uvazoval &isla x, =1 a y, =8 jako feSeni rovnice 67x* -3 =y7,

tj. b, =-3. Podle lemmatu 3 pak hledal takové c¢islo m,, pro néz je feSeni rovnice
2

- 67 1-m, +8

67x’ +m‘—3: »* celoiselné. Toto feSeni mi podle lemmatu 3 tvar x, :m—l3

_67-1+8m,

ay, . Aby byly splnény vySe uvedené podminky, volil Bhaskara m, =7.

Tim ziskal x, =5 a y, =41 jako FeSeni rovnice 67x”+6=1>, tj. b, =6. Jednotlivé
kroky jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

x, =1 y =8 67x* -3=y" b =-3 m =
x, =5 v, =41 67x> +6=y’ b, =6 m, =
x, =11 ¥, =90 67x*=7=y’ by =-17 my; =9
X, =27 V, =221 67x2—2:y2 b4 =-2

Tim Bhaskara dostal rovnici s absolutnim ¢lenem b, = -2, proto dal postupoval podle
Brahma-guptova principu skladani. ReSenim ptvodni Pellovy rovnice 67x +1= y?jsou

2:27-221 _67-27° +221°

tedy Sisla ¥=="_===5967 a y 5 =48842.

3 Zavér
V Evropé¢ vzbudil z4jem o feSeni Pellovy rovnice Pierre de Fermat (1601-1665), ktery
vroce 1657 zvefejnil vyzvu k nalezeni nejmensiho celociselného fteSeni rovnice
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61x* +1=y*>. Touto rovnici se zabyval uz Bhaskara II, ktery uvedl jeji nejmensi
celoCiselné feseni x =226 153980 a y=1766 319 049 (viz napt. [5]).

Leonhard Euler (1707—1783) polozil zaklad feSeni Pellovy rovnice pomoci fetézovych
zlomkid. Kompletni teorii feSeni pak vypracoval a v roce 1771 publikoval Joseph-Louis
Lagrange (1736—1813). Dokazal, ze Pellova rovnice ma nekone¢né¢ mnoho feseni pro kazdé
prirozené ¢islo a, které neni druhou mocninou. Pfi feSeni vyuzil vyjadieni Cisla Ja fetdzo-
vymi zlomky.

Pellova rovnice dostala své jméno omylem. Zaslouzil se o to L. Euler, ktery ji chybné
prisoudil anglickému matematikovi Johnu Pellovi (1611-1685), pfestoze neni prokazano, zZe
by se J. Pell jejim feSenim n¢kdy podrobnéji zabyval (viz [4] a [1]).
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NASTUPCI EDUARDA WEYRA

MARTINA STEPANOVA

Abstract: Czech mathematician Eduard Weyr published his famous results in the matrix
theory in the 1880s. Expositions of Weyr’s theory have been given by many mathemati-
cians all over the world. We describe works which were written by Czech mathemati-
cians Otakar Bortvka, Jifi Cermak and Miroslav Novotny. They interpreted, extended
and generalized Weyr’s theory. Moreover, we introduce works on the matrix theory
which were published by Bohumil BydZzovsky in the first half of the 20th century.

1 Uvod

1.1 Weyrova teorie charakteristickych Cisel a jeji postaveni v kontextu doby

V druhé polovin€ osmdesatych let 19. stoleti publikoval prazsky matematik Eduard
Weyr (1852—-1903) né€kolik praci, v nichz vylozil svoji teorii charakteristickych ¢isel, kte-
rou aplikoval v problematice kanonickych tvari matic. Jeho pfistup byl diametralné od-
lisny od zpisobu feSeni t&chto problémii jinymi matematiky té doby.! Prostudujeme-li
prace, které jsou datovany ptiblizné do stejného ¢asového obdobi a jsou vénovany teorii
kanonickych tvarli, nenalezneme v nich ani naznak myslenek obdobnych Weyrovym.
Jednim z divodu je patrné skutecnost, ze Weyr byl jednim z prvnich matematikl na své-
té, ktefi uzivali maticovou fe¢. Ta vedla k zavedeni novych pojmi a ke zcela novému
pohledu na danou otazku. Ostatni algebraici vyjadiovali své ,,maticové vysledky v druhé
poloving 19. stoleti jedt& v fe¢i determinanti a bilinearnich a kvadratickych forem.> Wey-
rovy vysledky vsak byly do jist¢ miry znamé a uznavané, poukazoval na né naptiklad
James Joseph Sylvester, jedna z nejvétSich osobnosti teorie matic. K jejich rozpracovani
za Weyrova zivota nedoslo a ani dnes neni Weyrlv zpusob pii vykladu kanonickych tva-
ri matic pouzivan. V Ceskych zemich byl Eduard Weyr tehdy jedinou osobnosti zabyva-
jici se teorii matic.? Jeho vysledky byly u nas rozpracovany az po $edesati letech.

Nez pristoupime k rozboru praci, které se po Weyrovych vysledcich staly dal$imi
¢lanky vyvojové linie teorie matic u nas, shriime stru¢né zakladni myslenky Weyrovy
teorie (viz [19], [20], [21], [22]). Kli¢ovym pojmem jeho teorie je tzv. nulita matice (jed-
na se o rozdil fadu a hodnosti ¢tvercové matice). Vedle charakteristickych korenit matice,
coz jsou v dnesni feci jeji vlastni ¢isla, zavedl Weyr pro komplexni matici 4 n-tého fadu
isvij pojem charakteristické cislo. Je-li A s-ndsobny charakteristicky kofen matice 4,
potom existuje ptfirozené Cislo r, pro které plati mezi nulitami matic vztah

n(A—-AE)y<n(A—-AE)*<--<n(A—AE) =n (A—AE)""'=-...

! Nejvyrazngjsimi matematiky, ktefi budovali teorii kanonickych tvarii, byli René Descartes (1596-1650),
Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827),
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), James Joseph Sylvester (1814—
1897), Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), Charles Hermite (1822—-1901), Leopold Kronecker
(1823-1891), Camille Marie Ennemond Jordan (1838-1922) a Georg Ferdinand Frobenius (1849—-1917).

2 K pfijeti maticové terminologie a symboliky doslo ve v&tsi mite az v prvnich tfech desetiletich 20. stoleti.
Vedle Eduarda Weyra uzivali fe¢ matic v osmdesatych letech 19. stoleti v podstaté jen britsti matematikové
Arthur Cayley (1821-1895), James Joseph Sylvester a Arthur Buchheim (1859—1888).

3 Teorii matic se u nas v druhé poloving 19. stoleti kratce pred smrti zabyval rovnéz Ludvik Kraus (1857-1885).
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Vyjadiime-li nulity matic pomoci souctt jistych ptirozenych ¢isel, 1ze vztah prezentovat
ve tvaru
o <o tor<---<oto+--+ .
Uvedena prirozend ¢Cisla o), oo, ..., &, jsou charakteristicka Ccisla pfislusna
k charakteristickému kofenu A. Jsou tedy rovna pfirtstkim nulit matic
(A—AE), (A-AE)*, ..., (A—AE)".

Plati vztahy

1200220, ar+ oot -+ o=s.
Systém vsech charakteristickych kofent a prislusnych charakteristickych ¢isel tvoti uplny
systém invarianti podobnosti matic a ke kazdé ptipustné volbé téchto invariantl je pfi-
druzena tfida podobnych matic. Soubor vSech charakteristickych &isel prislusnych ke
vSem charakteristickym kofenlim se nazyva Weyrova charakteristika. Weyr popsal kon-
krétni matici M tadun majici dané charakteristické kotfeny a charakteristicka disla.
VsSechny matice X patfici do stejné tiidy podobnych matic lze pak vyjadfit ve tvaru
X=0 'M Q. Matice M ma pfitom jednoduchy tvar. AZ na drobné zmény v uspoiadani
prvkd se jedna o Jordanovu matici. Weyr ji nazval typickym tvarem. Podrobnéjsi vyklad
celé teorie viz napt. [21], [8] nebo pro dnesniho ¢tenate pristupnéjsi [1], [2], [3] a [18].

2 Prvni prace z teorie matic u nas v prvni poloviné 20. stoleti

Po zvefejnéni Weyrovych vysledkl nastalo v ¢eskych zemich étyficet let trvajici obdobi,
v némz nebyly prace z teorie matic psany. Tuto etapu ukoncil ve tficatych letech 20. stoleti
Bohumil Bydzovsky (1880-1969).

2.1 Price Bohumila BydZovského

Bohumil Bydzovsky byl na univerzité zakem Eduarda Weyra, pii studiich se setkal
rovnéz s FrantiSkem Josefem Studnic¢kou (1836-1903), ktery se intenzivné zabyval teorii
determinantti, a Karlem Petrem (1868—1950). Sedm let piisobil jako stfedoskolsky uditel,
pozdéji se vyrazné zapojil do Skolskych reforem. Od roku 1909 vyucoval na ¢eské uni-
verzité v Praze, kde prednasel az do svych sedmdesati sedmi let. V letech 1911 az 1917
vyucoval i na ¢eské technice. V roce 1946 byl zvolen rektorem Karlovy Univerzity.

Svij védecky zajem soustfed’oval prfedevsim na algebraickou geometrii (s dirazem na
teorii rovinnych algebraickych ktivek), analytickou a diferencialni geometrii, teorii neko-
ne¢nych grup a teorii konfiguraci. Je autorem ¢i spoluautorem nekolika uéebnic pro vy-
soké¢ a stiedni Skoly.

V roce 1930 publikoval B. Bydzovsky knizku Zdklady teorie determinantii a matic
a jich uziti [9], jejiz druhé vydani z roku 1947 nese nazev Uvod do teorie determinantii
a matic a jich uziti. Je prvni Cesky psanou knihou se slovem ,,matice* v nazvu a jednou
z nejstarsich knih této vlastnosti na sv&té. Prvni takova kniha vysla roku 1913.*

V predmluvé k prvnimu vydani B. Bydzovsky zdUraznil nedavné pfijeti teorie matic
svétovou matematickou komunitou a poukazal na jeji vyhody:

* Jedna se rozsahlou tiidilnou monografii Matrices and determinoids, kterou sepsal Cuthbert Edmund Cullis [11]
(18757-1954). Jeji dily vysly vletech 1913, 1918, 1925. Je vnich obsazena celd tehdejsi teorie matic
a determinantt. Dilo vSak nemélo velky ohlas, nebot’ pouzita terminologie byla pfili$ slozita.
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Od béznych ucebnic jednajicich o determinantech se lisi tato tim, Ze obsahuje zaklady
poctu maticového, je to oduvodnéno velkou duleZitosti, které nabyl tento pocet
v poslednich letech svou ucinnou a hospodarnou symbolikou. ([9], str. iii)

Kniha je rozdélena na dvé ¢asti: Teorie determinantii a jich uziti a Teorie matic a jich
uziti. Po nich nésleduje desetistrankovy historicky prehled, ktery je vSak v€novén takika
vyhradné teorii determinantl. V piehledu je rovnéz zahrnut seznam nékolika ucebnic
k danému tématu. V historické casti se objevuje jméno Eduarda Weyra, z jeho praci je
zminén spis O theorii forem bilinedrnych [21]°. Akoliv B. Bydzovsky oznaéil teorii ma-
tic za nadfazenou teorii determinantl, vénoval prvni ¢asti 140 stran, druhé pouze
56 stran. Zajimavé je zavedeni pojmu determinant. Nejprve je v partii vénované soustaveé
dvou linearnich rovnic o dvou neznamych definovan determinant druhého tadu jako vy-
raz a)1ax — anndai, ktery se pii feseni této soustavy vyskytl. Teprve poté je mu pfifazeno
étvercové schéma prvki, tj. matice. Déle je v paragrafu o soustavé tii rovnic o tfech ne-
znamych zaveden determinant téetiho fadu a teprve poté determinant n-tého tadu (jiz po-
moci matice), a to jako soucet n! vyrazi opatfenych znaménkem piislusné permutace.
Pravé pii zavedeni determinantu obecného fadu se v knize poprvé vyskytuje pojem mati-
ce (jiz na strané 22). Rovnéz kapitola Hodnost matice je v prvni Casti, tento pojem je de-
finovan pomoci nulovosti a nenulovosti subdeterminantti. Je tam téZ vyloZena teorie sou-
stav linearnich rovnic, v niZ je nutna a postacujici podminka feSitelnosti soustavy uvede-
na nejprve v fe€i determinantli a ihned poté pomoci rovnosti hodnosti matice soustavy
a rozsifené matice soustavy. Souhrnné se tedy da fici, ze prvni ¢ast pojednava sice pri-
marné o dg:terminantech, ale uvazil-li autor, Ze je vhodnéjsi v daném misté pouzit matici,
ucinil tak.

V druhé ¢asti je nejprve prostor vénovan zakladim maticového poctu. Bydzovsky
zdlraznil vyhody vnimani matic jako celku:

Vulohdch, v nichz vystupuji matice, ... se mluvi o urcitém vykonu, jehoz predmétem je
matice jako celek. Dospivame tak zviastniho zpusobu symbolického pocitani maticemi,
Jjimz se ditkazy i znéni nékterych vet velmi zjednodusuji a jenz obdrzel nazev poctu mati-
cového (pocitame maticemi). ([9], str. 141)

Poté nasleduji kapitoly vénované linedrnim, bilinearnim a kvadratickym formam
a jejich souvislostem s maticemi. Zajimavé rovnéz je, Ze zatimco matice jsou v prvni ¢as-
ti knihy znac¢eny bez jakychkoli zavorek nebo €ar, v druhé dvojicemi svislych ¢ar na kaz-
dé strané schématu. V poznamce pod Carou je podotknuto, ze k oznaceni matice 1ze pou-
zit i kulaté zavorky.

V roce 1936 publikoval Bohumil Bydzovsky ¢lanek Sur les matrices orthogona-
les symétriques [10]. V ném nejprve dokazal, Ze je-li p hodnost matice C+J, kde C
je symetricka ortogondlni matice fadu » a J jednotkova matice, potom hodnost mati-
ce C—J je pravé n—p. Dale dokazal, Ze nasobnost kofene 1 charakteristické rovnice

3 Pravé v této knize z roku 1889 Eduard Weyr poprvé obsahle vyloZil svoji teorii charakteristickych isel.

® Pro nezasvéceného poznamenejme, Ze zrod teorie determinantti (1750) piedesel vznik teorie matic (1858)
o vice nez sto let. Jak jiz bylo feceno, teprve v prvnich tiech desetiletich 20. stoleti se teorie matic osamostatnila
z nadvlady teorie determinantii a kolem roku 1930 doséhla svého uznani. Zacatkem 30. let vySly prvni knihy
oteorii matic. Ztéch nejvyznamnéjsich jmenujme alespont tyto: Herbert Western Turnbull (1885-1961)
a Alexander Craig Aitken (1895-1967): An introduction to the theory of canonical matrices z roku 1932, Cyrus
Colton MacDuffee (1895-1961): The theory of matrices z roku 1933 a Joseph Henry Maclagen Wedderburn
(1882-1948): Lectures on matrices z roku 1934.
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matice C je n—p a kotfene —1 je p, a proto mizeme charakteristickou rovnici psat ve
tvaru
x+D)7’(x-D"" =0.

Bydzovsky vyuzil tohoto vztahu a teorie elementarnich déliteld k odvozeni tvaru
¢tvercového schématu, kterym je mozno reprezentovat kazdou symetrickou ortogo-
nalni matici C. Uvedeny tvar, ktery zavisi na hodnosti p matice C+.J, autor dale
upravoval na soucin jednodussich matic. Ukazal, ze kazdou takovou matici C lze
psat jako soucin bud’ n—p nebo p ortogonalnich symetrickych matic ve tvaru
J—2aa', kde a jsou sloupce vhodné zvolené ortogonalni matice 4 (a' znaci vektor
transponovany k vektoru a). V ptipadé p soucinu dale ptredstavil velmi snadny zpu-
sob nalezeni vektorl a;, ..., a,. Jedna se o vektory, které jsou feSenim soustavy rov-
nic (C—J)a; = 0 a navic a; jsou linearnimi kombinacemi sloupct matice C +J.

3 Reakce na Weyrovu teorii v ¢eskych zemich

Bohumil Bydzovsky se konkrétnimi vysledky Weyrovy teorie nezabyval. Pozornost ji
vénovali az dalsi ¢esti matematikové. Weyrovu teorii se snazili zobecnit a aplikovat ji
v jiné problematice. Jak jiz bylo feceno v uvodu tohoto ¢lanku, reakce od ¢eské matema-
tické komunity na Weyrovy vysledky pfisly se znaénym zpozdénim.

Roku 1936 vysla vedle ¢lanku B. Bydzovského dalsi francouzsky psana prace ceské-
ho matematika s maticovou tématikou. Byl to kratky clanek Sur les matrices sin-
gulieres [5] Otakara Borivky (1899—1995).

3.1 Prace Otakara Borivky

Otakar Boriivka byl Zakem Matyase Lercha a Eduarda Cecha. Mezi jeho ugitele patfili
téz Elie Cartan (18691951, Pafiz) a Wilhelm Blaschke (1885-1962, Hamburk). Bortiv-
ktv zivot je neodmyslitelné spojen s Masarykovou univerzitou a brnénskou pobockou
Matematického tstavu CSAV v Brng, kde se stal jednou z nejvyrazngj$ich osobnosti vé-
deckého Zivota. Soustfedil kolem sebe skupinu dal$ich vynikajicich matematikd. Otakara
Bortvku fadime mezi ty, ktefi se zaslouZili o rozvoj matematiky v Ceskoslovensku.

Odborné zaméteni Otakara Boravky je rozmanité. Zahrnuje pfedevsim klasickou ana-
lyzu, diferencidlni geometrii, algebru, teorii diferencialnich rovnic a topologii. Z jeho
vysledki je nejznaméjsi algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu, ktery Borivka
publikoval v roce 1926, v dobg, kdy jesté teorie grafii neexistovala.

Bortuvkiv zvySeny zajem o algebru lze zaznamenat od tficatych let 20. stoleti. Ve vy-
$e uvedeném kratkém &lanku neni sice jméno Eduarda Weyra zminéno,” v uvodu je viak
podan vyklad jednoho z klicovych vztaht teorie charakteristickych cisel. Bortivka sestro-
jil neklesajici posloupnost hodnosti matic X', X2, X°, ... anapsal, Ze existuje mati-
ce X“ takova, Ze matice X“, X*", ... maji stejnou hodnost j a zaroven viechny pied-
chazejici matice maji hodnost vétsi. Cislo & nazval !’indice de la matrice X. Vztah sice
vylozil pomoci hodnosti matic, ale ve zbyvajicich odstavcich daval prednost
pojmu de genre, prirozenému Cislu n—j (nulita matice).

" Teprve v dodate&né kratké poznamce ([5], str. 762) se Bortivka zminil o tom, e dokazal vétu Ed. Weyra.
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Dva roky po sko&eni druhé svétové valky vydal Otakar Bortvka skripta Matice®.
V nasledujicim roce 1948 vyslo jejich druhé a v roce 1966 tieti, doplnéné vydani’.

Piiblizn& v poloving stoleti piesel Otakar Bortivka ke studiu diferencidlnich rovnic,"
kde plné vyuzil svych algebraickych znalosti. Clanek Pozndmka o pouziti Weyrovy theo-
rie matic k integraci systémii diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi koeficien-
ty [7] publikoval roku 1954. Prace je rozdélena do Ctyf ¢asti. V prvni autor uvedl principy
jinych zptsobt feSeni daného problému, Weierstrassovu a Peano-Bakerovu metodu.
V dalsi casti se pochvalné vyjadril o Eduardu Weyrovi, o jeho teorii a poznamenal, Ze
... Weyrova prace nenalezla ve svétové literature ono misto, které ji prindlezi.
([7], str. 152). O Weyrove teorii otisténé ve spise O theorii forem bilinearnych [21] Bo-
ravka napsal:'!

V ni vyvinul origindlnim a dumysinym zpisobem novou theorii matic, ktera se co do
obsaznosti vyrovnd proslulé Weierstrassové theorii elementdarnich déliteli a co do jedno-
duchosti a prihlednosti ji predci. ([7], str. 152)

Treti, nejobsahlejsi ¢ast vénoval Borlvka vysvétleni samotné Weyrovy teorie. Zopa-
koval predevsim partii vénovanou tzv. normalni soustave vektoru prislusné ke korenu a
matice 4 fadu n. Vyjadril ji schématem

Ay sy s

Ayps vy Ay gy s Ay gy 15 e Gag s

Ayps ooy A3 g 5 Ay g i1 s Ay 5 A3 415 s Q3 g s

Uiy Gy s Qyysisns Qg 5@y st oes Qg seees Gy

arovn€Z vztahy (4-ak)a,, =a

p+l.o pro 1< pS V—l, 6=1""5a7-7p+15

(A-aE)a,, =0 pro p=r.

Pismenem r pfitom Boriivka oznacil nejmens§i mocninu matice (4—akF), kterd ma ma-
ximalni nulitu (tj. ¢islo znacené ve zminéném francouzsky psaném ¢lanku pismenem ¢,
které zde naopak znaci nasobnost charakteristického kotene), &, &, ..., &, jsou charak-
teristicka Cisla. V poslednim fadku bylo tedy uvedeno «; vektort, které se vynasobenim
matici (4—akF) zleva transformuji na nulové vektory a které maji ve sloupci nad sebou
své ,,vzory“. Celkovy pocet uvedenych vektor je roven nasobnosti kofene a. Souhrn
vSech téchto soustav (pro vSechny charakteristické kofeny) je linearné nezavisla mnozina
n vektorq, tzv. normalni soustava vektori prislusna k matici A.

Ve Ctvrté, stézejni ¢asti prace Borlivka dokdzal, Ze integralem (dnes bychom fekli fe-
Senim) soustavy linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty y'= Ay jsou
vektory tvaru

8 Nazev skript koresponduje se jménem predmétu, ktery Bortivka vyucoval.

? T¥eti vydani pripravil k tisku Josef Skrasek, ktery text doplnil fadou p¥ikladi a cviceni.

10 Roku 1946 zalozil védecky seminaf vénovany diferencialnim rovnicim, ktery vedl az do vysokého véku.
' Obdobny citat pouzil Boriivka rovnéz v predmluvé ke své knize z roku 1971 (viz dale).
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r=p
ax X X — —
ypo' =¢c '(apo' +iap+w +...+(r_7p)!am) 5 p— 1, ey, O= 1, . ar,pﬂ.
Déle napsal, ze sestrojime-li tyto vektory pro kazdy kofen matice, obdrzime
n nezavislych feseni, tj. fundamentalni systém feSeni dané soustavy.

Roku 1971 vysla Boriivkova uéebnice Zdklady teorie matic [8], v niZ je Weyrova'?
teorie poprvé zpracovana knizn€. Vznikla pfepracovanim jeho vysokoskolského textu
Matice [6]."> V knize je piehledné predstavena teorie matic od definice matice a jejich
specialnich typu, pfes hodnost matice, vektory, linearni transformace, vektorové prostory,
charakteristickou rovnici matice, nulitu matice az po zminénou Weyrovu teorii. T¢ jsou
vénovany ¢tyti kapitoly (17. az 20., celkem 31 stran) z celkovych dvaceti ¢tyf. Poté na-
sleduje kapitola vénovana soustavam linearnich diferencialnich rovnic, ktera je takika
kopii'* Bortvkova ¢&lanku zroku 1954. Dale je &tenafi predlozena (bez ditkazil)
i Weierstrassova teorie elementarnich délitell, na této teorii zaloZeny zpusob feSeni sou-
stav linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty a rovnéz klasifikace re-
gularnich parti matic.

Otakar Bortvka byl téZ uznavanym pedagogem, vychoval nékolik generaci matemati-
k. Jednim ze studenti, ktefi pod jeho vedenim zpracovali své rigordzni prace, byl Miro-
slav Novotny (1922).

3.2 Prace Miroslava Novotného

Miroslav  Novotny byl jednou =z viadcich osobnosti povale¢né brnénské
i &eskoslovenské matematiky. Mezi jeho ugitele patfil také Eduard Cech. Stejné jako
O. Bortivka byl i M. Novotny &lenem Matematického ustavu CSAV v Brng, sviij Zivot
spojil s brnénskou univerzitou. V pocatcich své kariéry pracoval rovnéz na Vysoké skole
technické v Brn€ a na Vojenské technické akademii v Brn¢.

Oblast zajm@ Miroslava Novotného byla ovlivnéna jeho uéiteli. Resil problémy, které
pfirozené vyvstaly v kolektivu brnénskych matematiki. Zabyval se topologii, zaménitel-
nymi homomorfismy, Gpln¢ i ¢aste¢né usporadanymi mnozinami, teorii gramatickych
kategorii nebo monounarnimi algebrami.

Roku 1950 vysel Novotného clanek O zobecnéni Weyrovy theorie charakteristickych
cisel [16], ktery obsahuje hlavni myslenky pfispévku predneseného v roce 1949 na spo-
le¢ném 3. sjezdu ¢eskoslovenskych a 7. sjezdu polskych matematikli v Praze. Dvoustran-
kova poznamka je vénovédna zobecnéni pojmu nulita a charakteristické ¢islo. Jedna se
o stru¢né nastinéni mozného, od Weyrova zpuasobu zcela odlisného pfistupu k dané pro-

blematice. O Novotného uchopeni dané otazky mnohé prozrazuje véta uvedena na zacat-

12 Eduard Weyr je v knize n&kolikrat zminén. V dataci jeho umrti se viak Bortivka dopustil omylu, nebot’ uvedl
rok 1894, ktery je rokem umrti Eduardova bratra Emila, rovnéz vyznamného matematika.

1> Porovnanim obou texti miiZzeme nahlédnout, jak se ustalovala eskd terminologie teorie matic. Napfiklad
matice nazvana v roce 1947 sdruzenou s danou matici, byla v roce 1971 pojmenovana dne$nim zptisobem matice
transponovand (termin sdruzena se zde vyskytuje pouze v definici jako alternujici moznost). Termin matice
inverzni k dané matici se ve star§im textu nevyskytuje vubec, misto n¢j je uzivano oznaceni matice reciprokd.
V mladsi, knizni verzi je sice stale pouzivan spiSe piivlastek reciprokd, nicméné moznost nazyvat matici zna-
mych vlastnosti inverzni zde jiz uvedena je.

' Ponechéna je struktura lanku i znadeni. Piislugna Sast knihy je navic obohacena o konkrétni priklad a jeho
feseni.
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ku textu: Matici miiZeme chapati jako deformaci'® vektorového prostoru do sebe. Nulity

a charakteristicka ¢isla jsou zavedeny pomoci pojmi A-kolineace a A-prostor (viz dale).

Tato problematika je podrobn&ji'® rozvinuta v praci z roku 1953 nesouci jméno Abs-
traktni jadro Weyrovy konstrukce charakteristickych cisel matic [17], v jejiz predmluvé
Novotny napsal:

Prof. Boriivka mi polozil problém, jaka cast Weyrovy theorie charakteristickych cisel
se da vybudovat v abstraktnim prostoru bez zavedeni algebraickych operaci. V této praci
se dokazuje, Ze linedarni prostor se da nahradit t. zv. A-projektivnim prostorem a linedrni
zobrazeni t. zv. A-deformaci. Tyto dva pojmy postaci k definici charakteristickych cisel
a tato cisla podrzi ty vlastnosti klasické theorie, jez jsou popsany ve vete 1. Na druhé
strané se mi nepodarilo nalézti vhodny ekvivalent k pojmu koren linearniho zobrazeni ani
zobecnit systémy normadlnich vektori. ([17], str. 41)

A-prostor je definovan jako mnozina P, jejiz kazdy podsystém xi, x2, ..., X, je bud’ zd-
visly (znaci se A [x1, x2, ..., Xp]) nebo nezavisly (znaci se U [xi, x2, ..., Xp]). Déle jsou uve-
deny axiomy zavislosti, ¢islo p je nazvano délkou systému xi, xs, ..., x,. Prostor, jehoz
délky nezavislych systémi jsou ohrani¢eny, se nazyva A-prostor o konecné hodnosti. Pro
Tc P je definovan pojem hodnosti mnoziny T jako maximum délek jeho nezavislych sys-
témi (znaci se R(7)). Pro systém S skladajici se z prvk xy, xa, ..., X, je zavedena mnozina
L(S) vSech prvkl ye P takovych, ze 4 [x1, xa, ..., Xp, ¥] @ je nazvana podprostorem (uza-
vienou mnozinou), symbolem L(T) se znali uzdver mnoziny T, coz je minimalni pod-
prostor obsahujici 7, A-projektivnim prostorem se rozumi A-prostor o kone¢né hodnosti,
A-vlastnim prvkem vzhledem k F prvek xe P, pro ktery plati R[(x)] =1 a F(x)e L[(x)],
A-endomorfismem A-projektivniho prostoru P endomorfismus F, v némz je obrazem uza-
viené mnoziny opét uzaviena mnozina a plati F[L(T)] < L[F(T)]. Endomorfismus jistych
vlastnosti je nazyvan silnym a jinych danych vlastnosti uplnym, silny a uplny endomor-
fismus pak A-deformaci. Poznamenejme jeste, Ze se v praci objevil analogicky termin pro
nulitu, a to defekt.

Po definovani potiebnych pojmu pfistoupil M. Novotny k formulaci vysledku. Je-li P
A-projektivni prostor, F jeho A-deformace, N podprostor specidlnich vlastnosti
(tzv. korenovy podprostor), S) mnozina vsech 4-vlastnich prvka v N, potom lze rekurent-
né¢ definovat mnoziny S; jako mnoziny vSech prvklt xe N-L(S,uS,U...US, ), pro
které F(x)e L[S, uS,U...uS, , U(x)]. Oznadime-li ¥, =R(S,), 7, =R(S,US,), ...,
v, =R(S,0S,u...US,), ..., ¥ =R(N), potom ¢&isla o, =y, & =V,=V,
o, =y, —y., nazveme A-charakteristickymi cisly patricimi k A-korenovému podprosto-
ru N. A-charakteristicka Cisla, ktera patii ke vS§em A-kofenovym podprostorim uvazované
A-deformace F, se nazyvaji A-charakteristickymi ¢isly A-deformace F. Déle jsou v ¢lanku
zapsany prislusnou teci vlastnosti ¢isel &), @, ..., o, dobfe znamé z Weyrovy teorie,
konkrétnéji, ze soucet vSech A-charakteristickych ¢isel 4-kofenového podprostoru je ro-
ven hodnosti tohoto podprostoru a celkovy soucet vSech A-charakteristickych ¢isel dané

A-deformace F je roven hodnosti prostoru P. V zavéru prace je uvedena véta, k niz
M. Novotny po cely text spel: A-charakteristicka ¢isla linearniho zobrazeni n-rozmérného

'3V dnesni terminologii rozumime deformaci endomorfismus, resp. linearni zobrazeni nebo také operétor.
16 Definovani zakladnich pojmi (4-kolineace, projektivni 4-prostor, uzavér mnoziny apod.) je viak provedeno
zcela jinou feci. Starsi ¢lanek viibec nepracuje s pojmy zavislost a nezavislost systému.
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linearniho prostoru nad télesem komplexnich ¢isel jsou identicka s Weyrovymi charakte-
ristickymi ¢isly.

3.3  Prace Jifiho Cermaka

Rovnéz Jiti Cermak patfil k brnénské matematické komunité. Weyrové teorii se vé-
noval ve své disertacni praci, kterou obh4jil roku 1958. Jiz dfive publikoval v letech 1953
az 1956 ctyfi prace o diferencialnich a diferen¢nich rovnicich, v nichz jiz Weyrovu teorii
vyuzil.

Prvni ze svych &lankd J. Cermak nazval O pouziti Weyrovy theorie matic k ieSeni ho-
mogennich systémii linedarnich diferencialnich a diferencnich rovnic [12]. V uvodu zdu-
raznil, ze ho k problematice Weyrovy teorie pfivedl Otakar Bortivka. Jeho vliv je v praci
snadno Citelny a jeho vysledky hojn€ vyuzivany.

Idea této metody nalezi p. prof. O. Boruvkovi, ktery ve svych prednaskach na Masary-
kove universite podobnym zpiisobem odvodil obecné Feseni homogenniho systému linedr-
nich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Prof. Boriivka mé také upozornil
na Weyrovu theorii a moznosti jejiho poziti v riznych cdstech matematické analysy.
([12], str. 338)

Jiti Cermak nejprve zopakoval uvodni pojmy teorie matic a uvedl zaklady Weyrovy
teorie nutné k dal§imu vykladu. Pro a~nasobny nenulovy charakteristicky kofen a mati-
ce A tadu n sestrojil matici

l(A—aE)
a

a k jejimu o~nasobnému kotenu 0, ke kterému prislusi stejna charakteristicka ¢isla jako
k charakteristickému kofenu ¢ matice 4, nalezl s vyuzitim normalni soustavy pro kofen «
matice 4 novou normalni soustavu, kterou nazval normalni redukovanou soustavou pri-
slusnou ke korenu a matice A. Pro matici, jejiz kofeny jsou nenulové, utvoril o¢ekavanym
zpuisobem (tj. sestrojenim redukované soustavy pro kazdy kofen) soustavu n vektorul,
kterou nazval redukovanou normalni soustavou vektorii prislusnou k matici A. S vyuzitim
tohoto pojmu a Weyrovy teorie poté explicitné vyjadril fundamentalni tvar feseni soustav
diferencnich a diferencialnich rovnic. V ¢lanku tak prezentoval vSechny hlavni vysledky
tzv. Floquetovy theorie, ktera je vSak vétSinou postavena nikoli na Weyrové teorii, ale na
Weierstrassovée teorii elementarnich délitelt.

Roku 1954 Cermak publikoval &lanek O systémech linedrnich diferencnich rovnic
s periodickymi koeficienty [13]. V ném rozsifil vysledky Tomlinsona Forta'” pojednavaji-
ci o feSeni homogennich linedrnich diferencnich rovnic 2. fadu s periodickymi koeficien-
ty. K odvozeni vysledkii opét pouzil Weyrovu teorii.

V potadi dalsi Cermakovou praci obdobného charakteru je ¢lanek On a new method of
solving homogeneous systems of linear difference equations with constant coeffi-
cients [14], ktery vySel rovnéz roku 1954. Autor v ném pomoci metody, kterou pouzil
O. Boruvka v ¢lanku [7], odvodil explicitni vzorce pro obecné feSeni homogenni sousta-
vy linearnich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty.

" Fort T.: Finite differences and difference equations in the real domain, Clarendon Press, Oxford, Oxford Uni-
versity Press, London, 1948.
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Na tuto préaci a na Bortivkiiv &lanek [7] tizce navéazala posledni z praci Jittho Cermaka
tykajici se feSeni soustavy diferencidlnich a diferenc¢nich rovnic na podkladé Weyrovy
teorie. Byla publikovana roku 1956 pod nazvem Pozndmka o limitnim prechodu dife-
rencnich rovnic v rovnice diferencialni [15]. Jak ndzev napovida, hlavni néplni je otazka,
zda pfii limitnim pfechodu od diferen¢nich rovnic k diferencialnim se také fesSeni soustav
diferenénich rovnic transformuje na feSeni soustav rovnic diferencidlnich. J. Cermak se
pritom omezil na homogenni linearni rovnice s konstantnimi koeficienty.'® Vysel ze sou-
stavy diferen¢nich rovnic a ukazal, Ze za urcitych predpokladi fundamentalni feSeni dife-
renc¢nich rovnic skutec¢né piejde pii limitnim pfechodu na tvar fundamentalniho feseni
diferencialnich rovnic, ktery odvodil roku 1954 Otakar Bortivka.

4 Zavér

Po Eduardu Weyrovi, velké osobnosti teorie matic, nevzesel na dlouhou dobu z Ceské
matematické obce matematik, ktery by se maticim soustavnéji vénoval. Nekteré vysledky
teorie matic publikoval az ve tficatych letech 20. stoleti Bohumil Bydzovsky. Pfimé reak-
ce na Weyrovu teorii vSak byly sepsany az v padesatych letech. VSichni autofi téchto
praci byli soustfedéni v Brné, kde klicovou roli pro zvySeni zajmu o danou problematiku
sehral Otakar Boravka.

Vedle ¢eskych matematikti reagovali na Weyrovy vysledky rovnéz matematikové sve-
tovi. Za vSechny zminime alesponi jména G. F. Frobenius, H. W Turnbull, A. C. Aitken
a C. C. MacDuffee.
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OD PROBLEMU MOMENTU K MODERNIM
ITERACNIM METODAM

MARTIN TUMA

Abstract: In the last 150 years, there were many books and scientific articles written about
the problem of moments. In this contribution, the short historical review about the study of
the problem of moments is given. There is also shown how many different topics in
mathematics are closely connected with the help of the problem of moments.

1 P. Cebysev

Podle znamych historickych prament [13] byl P. CebySev prvni, kdo zacal
systematicky zkoumat problém momenti. V roce 1855 publikoval sérii ¢lankd [4], v niz
formuloval nasledujici problém — nalezeni funkce fiA), ktera splituje rovnici
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pro zadanou posloupnost {£,}. Cislaim {&.} se ¥kd momenty. P. CebySev se zajimal
o nasledujici dvé otazky.

1.
51

Do jaké miry dana posloupnost momenti urcuje vlastnosti funkce fii}? Presnéji
feceno, pokud uvazime nasledujici rovnici
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muiZzeme zni vyvodit, Ze fiA) = e™*? To by znamenalo, Ze distribuéni funkce uréena

£E prn

funkei F{z) = j_f{) 44 odpovida normalnimu rozdgleni.

2.
Jaké vlastnosti maji polynomy «:,{z}, tj. jmenovatelé postupnych aproximaci
fetézového zlomku, ktery je rozvojem integralu [~ £2)2% 43

Iy fugan

ja]
i

Takové fetézové zlomky se dnes v matematické literatufe obvykle nazyvaji J-zlomky.
Polynomy <, {z} tvofi soustavu ortogonalnich polynomd.

Diky CebysSevové vyzkumu momentdl, ktery byl primdrné¢ zaméfen na otazky kolem
normalniho rozdé€leni, vznikla nova matematicka teorie — obecna teorie ortogonalnich
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polynomi. Pouze Legendreovy, Jacobiovy, Abelovy-Laguerreovy a Laplaceovy-
Hermiteovy ortogonalni polynomy byly znamy pied P. Cebysevem. V jeho praci miizeme
dale nalézt aplikaci teorie ortogonalnich polynom® na interpolaci, kvadraturni
aproximaci, rozvoj funkci v fady, teorii nejlepsi linearni aproximace, pravdépodobnost
a matematickou statistiku. Detailni ptfehled historie vyzkumu obecnych ortogonalnich
polynomi s diirazem na problém moment lze nalézt naptiklad v [3].

Jeden z Cebysevovych studentii, A. Markov, pokragoval v &innosti svého ugitele. Jeho
hlavnim zajmem byla teorie pravdépodobnosti a aplikace metody momentli na dikaz
centralni limitni véty. Jednim z vyznamnych vysledkl je dikaz tzv. Cebysevovych
nerovnosti, ktery A. Markov podal ve svém ¢lanku [11] v roce 1884. Tyto nerovnosti se
poprvé objevily v Cebysevové praci [5] v roce 1874; uvedl je viak bez dikazu. V roce
1896 se A. Markov ve svém dile [12] zabyval zobecnénym problémem momentt

Dalsim, kdo se ve své praci z roku 1861 dotknul problému momentt, byl H. E. Heine
(viz [7]). Jeho studie byla motivovana vlastnostmi fetézového zlomku odpovidajiciho
nasledujicimu integralu

kde dana funkce f{¥} je nezaporna na intervalu {z,k} Dale se H. E. Heine zabyval také
aplikaci teorie ortogonalnich polynomti na kvadraturm aproximaci.

2 T.J. Stieltjes

Skuteény pralom ve studiu problému momentd udé€lal brilantni matematik
T. J. Stieltjes v dile [14]. Diirazem kladenym na souvislosti mezi jednotlivymi metodami
se jednalo o mimotfadnou praci. T. J. Stieltjes kompletn¢ vyftesil problém momentd
v nasledujici formé: ukolem je nalézt neklesajici funkci «{A} na intervalu [, c2) tak, aby
se jeji momenty

V této formulaci problému momentt T. J. Stieltjes zavedl vlastni koncept integralu,
ktery je dnes znam jako ,,Riemann-Stieltjestiv integral®. Pouzita terminologie ma koreny
v mechanice. Pokud uvazime takovou distribuéni funkci w(\), Ze integral |~

Jg

odpovida rozloZeni hmoty pies polopiimku {5, %}, potom integraly
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reprezentuji prvni a druhy staticky moment hmoty rozloZené podél polopiimky {&, 3.
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T. J. Stieltjes problém momenti kompletné vytesil a ukazal, zZe jednoznacnost feseni
zé4visi na vlastnostech fetézového zlomku, takzvaného S-zlomku, ktery odpovida rozvoji
nasledujiciho integralu
= da{v)

S

7 A p—
IV i —
z — WV

i
|
J

Napriklad v knizce [2] je ukazano, Ze S-zlomek se da pomoci jednoduché transformace
prevést na fetézovy zlomek, kterym se zabyval ve své praci P. CebySev a v principu se
tedy jednd o to samé.

3 Pokracdovatelé a dalsi souvislosti

Po praci T. J. Stieltjese byl problém moment z neznamych diivodii na dlouhou dobu
opustén. Trvalo 20 let, neZ se znovu objevil v matematické literatufe. Byli to napiiklad
H. Hamburger, R. Nevanlinna, M. Riesz, T. Carleman a F. Hausdorff, ktefi opét
o problém momentd projevili zdjem. Naptiklad H. Hamburger v roce 1920 v dile [6]
formuloval a vyfe$il problém momentti rozSifeny na celou redlnou osu. Zajemci
o podrobngjsi informace o dilech téchto autori mohou sihnout napiiklad po [1]
nebo [13].

V roce 1965 se objevila prace ruského matematika Y. V. Vorobyeva Method of
moments in applied mathematics [16]. Tato kniha ziistala do dneSni doby témeér
zapomenuta, a to i pfesto, ze myslenky v ni obsazené jsou stale aktualni a velmi moderni.
Y. V. Vorobyev problém momenti zobecnil a navrhnul jeho formulaci v Hilbertové
prostoru. Vyuzil jej pii feSeni diferencialnich a integralnich rovnic, a také pii uloze
nalezeni spektra omezeného operatoru v Hilbertové prostoru. Sam Y. V. Vorobyev
upozornil a ukazal souvislosti své tlohy, prace A. N. Krylova o problému vlastnich Cisel
a metody sdruZenych gradientd, ktera se v matematické literatufe objevila poprvé v roce
1952 v ¢lanku M. R. Hestenese a E. Stiefela (viz [8]).

Souvislost problému momentd a metody sdruzenych gradientd byla dale studovana
a srozumiteln€ ukazana Z. StrakoSem v roce 2008, ktery v ¢lanku [15] podrobné vysvétlil
souvislost problému momentll a nékterych iteracnich metod — Lanczosovy metody
ametody sdruzenych gradienti pro symetrické i nesymetrické matice. Aby ukéazal
souvislosti v nesymetrickém ptipad¢€ pouzil Vorobyeviv problém momentd.

Vroce 1979 R. E. Kalman v ¢lanku [9] zavedl metodu ¢asteCné minimalni realizace
do elektrotechnické literatury, které se uziva dale kredukci modelu u linearnich
dynamickych systému. Pozdé&ji bylo ukazéano, Ze ma velmi blizko k problému moment
aze jeji kofeny jsou tedy jiz vpoloving 19. stoleti — v&asech P. Cebyseva
aT.J. Stieltjese. Touto skuteCnosti se ve svém dile zabyvali J. Liesen a Z. Strako$
(viz [10]).

Problém momentu je stary uz pies 150 let, stale je vSak aktudlnim tématem v riznych
oblastech matematiky. Je tomu tak piedevSim diky velkému mnozstvi souvislosti
amostl, jez byly sjeho pomoci nalezeny mezi jednotlivymi odvétvimi matematiky.
Problém, ktery na pocatku vypadal jako technicka zalezitost v dikazu centralni limitni
véty, se ukazal jako spoleCny jmenovatel matematické statistiky, pravdépodobnosti,
modernich itera¢nich metod a také redukce modelu v elektrotechnice.
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JOSEF ULEHLA (1852-1933)
A JEHO DEJINY MATHEMATIKY

LUKAS VizZEK

Abstract: Josef Ulehla (1852—1933) was Czech teacher of primary and secondary schools.
His subject was mainly mathematics and nature sciences, but he interested in many other
areas and also wrote about them. This text analyzes the context, historical background as well
as reviews of his monograph titled Déjiny mathematiky.

1 Uvod

Mezi ceskymi stfedoSkolskymi uciteli matematiky byli vzdy vyrazni ti, jenz svymi
aktivitami piesahovali obvyklé hranice svych povolani. Ve druhé poloviné 19. stoleti mezi né
patfili napfiklad Augustin Panek, Josef Smolik nebo Josef Lostak, dalsi uvadi [1]
(str. 185-248). Ke jmenovanym bezpochyby také nalezi Josef Ulehla, nebot’ i on mél Siroké
zajmy, sepsal mnoZzstvi ucebnic, monografii, ¢lankd a recenzi, vykondval rozsahlou
spolkovou ¢innost jdouci nad ramec kazdodenni vyuky. Jeho osobnost navic dopliuje
a charakterizuje i fakt, ze po cely zivot plsobil ,,jen” jako ucitel narodnich a méstanskych
skol.

V nedavné dob& bylo o jeho Zivoté napsano nékolik malo &lankd.' Soudasné historii
matematiky vSak zatim chybi celkové zmapovani a zhodnoceni jeho dila. Protoze se o Josefu
Ulehlovi na ptedchozich konferencich zatim nehovofilo, prvni ¢ast nasledujiciho textu p¥inasi
jeho struény Zzivotopis, druhd se jiz zaméfuje na jeho odbornou ¢innost, konkrétné hodnoti
jeho dvoudilnou monografii o déjinach matematiky.

2 Osobnost Josefa Ulehly

Josef Ulehla se narodil 16. biezna 1852 v moravském Podiving. Jeho prarodi¢e pochazeli
ze Slovenska, méli jedenact déti, z nichZ nejmladsi Ludvik se stal otcem Josefa Ulehly. Jeho
matka, Rosalie, rozena Soglovd, byla némecké ndrodnosti a pochdzela z Drnholce
u Mikulova. Rodina zila stiidavé z mlynaiského, pohostinského nebo truhlarského femesla.

2.1 Studia

Josef Ulehla byl sice &iperny hoch, aviak do svych &tyt let nemluvil. Presto se jiz v Gitlém
véku naudil Cist nejen Cesky, ale diky matce i némecky. Obecnou Skolu navstévoval
v BorSové a v Husténovicich. Ve ¢tvrté tiidé prestoupil na hlavni Skolu v Kyjove, ktera byla
pokracovatelem puvodné latinského gymnazia zalozeného piaristy a vyucovalo se na ni
némecky. Studium na této Skole mu pfineslo vedle dulezitych zkuSenosti i zajimavou
moznost, aby v roce 1865 presel na piaristické gymnazium ve Straznici. Absolvoval zde tfi
t¥idy, Skolu vSak nedokoncil. Na podzim 1868 pokracoval ve Skolni dochdzce na slovanském
gymnaziu v Bmé. Studiu v moravské metropoli piedchazel rok straveny doma. Rodinné
zazemi totiz stihl pozar, vznikla finanéni ztrata rodi¢t synovu uceni neptala, proto musel ze

'Viz [2] a [12].
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Straznice odejit. Jiz v patnacti letech byl natolik motivovany, Ze sviij volny ¢as vénoval Cetbé.
Jeho samostudium nepochybné ovlivnilo budouci profesni Zivot, coz nejlépe dokladaji jeho
pozd¢jsi ucebnice pro samouky. Maturitni zkousky se nakonec ani na brnénském gymnaziu
nedockal. Studia ukon¢il v 1ét€ 1872 jako absolvent uéitelského stavu v Brné€, kam pfestoupil
o rok predtim. Zména skoly souvisela jednak s nespokojenosti s vyukou na gymnaziu, jednak
s Gvahami o budoucim povolani. Opravnéni k vyuce na obecnych $kolach, které uzavienim

studia ziskal, mu oteviralo cestu k jeho budouci pedagogické kariéte.
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22 Vyuka

V roce 1872 Josef Ulehla obdrzel misto poduéitele v Tvrdonicich. I pies naro¢nost prace
na malé ,,nevyznamné“ Skole, kde bydlel ve studeném Skolnim kabineté, se nevzdaval svého
dal§iho vzdélavani. Studoval cizi jazyky, spoleCenské veédy a predevsim matematiku, v niz
dosahoval jiz v gymnazialnich letech vynikajicich vysledka.

V nasledujicim obdobi vystiidal fadu ucitelskych mist na moravskych Skolach. V roce
1873 nastoupil do Bystfice pod Hostynem, déle ucil na jednotfidce v Rozvadovicich (1874),
ve Vsetiné (1878), v Bilanech (1882) a Velké Oslavici (1888). V Piiboru (1892) pisobil jiz
jako ucitel méstanské Skoly, nacez roku 1897 piesel do Klobouk, kde se stal na tamni
meéstanské Skole feditelem. Stejné misto zastaval jeste pll roku v Jaroméficich nad Rokytnou
(1905) a ve Straznici (také 1905), odkud dne 1. fijna 1912 odesel do dichodu.

Do prvni svétové vélky Josef Ulehla vykonaval jestd funkci inspektora &eskych kol
spolku Komenského ve Vidni (1912 az 1914). V prvorepublikovém obdobi se dockal
dustojného veéku. Roku 1922 dovrsil sedmdesat let, pfesto se vSak angazoval v Lipové pfi
zfizovani nové méstanské Skoly a nevahal ve svém véku ani cestovat po Evropé. Vydal se
pfes Svédsko do Londyna, na slovansky Jadran, putoval do italskych Benatek nebo na
Slovensko, kde udrzoval styky s tamnimi uciteli.

K osmdesatému jubileu se Josefu Ulehlovi dostalo fady uznani formou blahopiani
otisténych v rliznych Casopisech a oficidlnich ocenéni od zemské skolni rady v Brné. Jeho
zivot se uzaviel po necelych dvou letech. Po fraktufe kycle se znacn€ zhorSovala jeho télesna
kondice, zemfel 22. prosince 1933.?

23 Dilo

V tivodu bylo naznageno, &im Josef Ulehla vynikal nad ramec své kazdodenni prace.
Veénoval se predev§im matematice, jeho zajmu vSak neunikl rozvoj ptirodnich véd, vyvoj
tehdejsi filozofie, historie, politiky nebo smérti soudobé reformni pedagogiky. Jeho odborny
rozhled, mimoskolni aktivity nebo dalsi zajmy doklada mnoho ¢lankd i monografii, které
napsal od 70. let 19. stoleti. Zpétnou vazbu potom pfinasely recenze jeho tvorby, které se
objevovaly od 90. let a byvaly tistény predevsim v odbornych pedagogickych casopisech.

Své &lanky Josef Ulehla publikoval v &asopisech Komensky, Pedagogické rozhledy,
Uditel, Véstnik Ustiedniho spolku ucitelskych jednot na Moravé apod. Psal rizna metodicka
a didakticka pojednani, prezentoval reformné-pedagogicka pojednani i recenze praci naSich
a zahrani¢nich autort. Vyslo mu a n&kolik textd z jinych zajmovych oblasti.’

Béhem celé pedagogické praxe se Josef Ulehla vénoval piekladatelské praci. Ceské
vetejnosti priblizil nékolik textd anglickych mysliteld H. Spencera, A. Baina nebo
T. H. Huxleyho. Od pielomu 19. a 20. stoleti vydaval ucebnice — pocetnice pro obecné,
meéstanské, chlapecké i divei skoly, a pro stejny stupen také ucebnice pfirodopisu, na nichz
spolupracoval s J. Groulikem, A. Veselym nebo R. Hamplem. Pfestoze Josef Ulehla b&hem
své kariéry nikdy neptisobil na vysokych Skolach, publikoval roku 1906 ucebnici vyssi

% 0 zivoté a dile J. Ulehly viz Havelka E.: Josef Ulehla. Véstnik USTUM 11(1912), &. 24 ze dne 16. biezna 1912,
str. 624—657; Kopac J.: Josef Ulehla a moravské ucitelstvo. Universita J. E. Purkynég, Brno, 1967, atd.

3 Napf. ¢lanek O automatech pojednavajici o mechanickych hracich strojich. In Komensky 10(1882), &. 5 ze dne
3. unora 1882, str. 73—74, ¢. 6. ze dne 10. unora. 1882, str. 87—89, ¢. 8 ze dne 24. unora 1882, str. 122—124.
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matematiky nazvanou Pocet infinitesimalni. Roku 1944, v dobé némecké okupace, se dockala
i druhého vydani, které mélo pfi uzavieni Ceskych vysokych skol usnadnit samoukim
studium diferencialniho a integralniho poctu.

3 Déjiny mathematiky 1. a II.

Koncem 19. stoleti se Josef Ulehla zaslouzil o zfizeni oblibené a usp&iné edice
Encyklopaedicka knihovna ,,Dédictvi Komenského*, pod jejiz hlavickou vychazela tada
pedagogickych spistt imonografii. Josef Ulehla vtéto edici publikoval knihu Listy
pedagogicke (1899), v niz shrnul n€které své star$i myslenky a prace, vydal jiz zminénou
ucebnici infinitezimalniho poctu a knihu Déjiny mathematiky. Jeji prvni dil vySel v roce 1901,
druhy se k vefejnosti dostal na jafe 1913.

DENNY
DEJINY MATEMATIKY.
MATHEMATIKY. HAPSAL

10SEE ULEHLA

Dic 1.

NAPSAL

JOSEF ULEHLA.

DIL PRVY.
Spist ,,Deédictui Komenského* &islo 146.

V PRAZE.
NAKLADEM sDEDICTVI KOMENSKEH O«
1901,

U PRAZE 1913,

Ndkiodemn ,Dédictul Komenského®. — Tiskem Druzstva knihtiskdrny

3.1 Obsah

Josef Ulehla v knize Déjiny mathematiky podal souvisly a uceleny vyklad historie
matematiky v kontextu SirStho kulturnitho vyvoje. V prvnim dile nejprve popsal prvni
matematické objevy a zaznamenal myslenkové pochody nejstar§ich narodd. V jednotlivych
kapitolach se pak hloubgji zabyval mezopotdmskou a egyptskou matematikou, objevy
a vysledky feckych myslitelt a dalim vyvojem matematiky v obdobi Rimské fie. Knihu
ukoncil rozborem historie indické a ¢inské matematiky a analyzou role matematiky v arabské
kultufe a zejména jejiho vlivu a presahu do védy stredoveké Evropy.

Josef Ulehla sviij text napsal jako poutavy piib&h, v némz jednotlivé postiehy zasadil do
rozmanitych souvislosti. Tehdej$i exaktni mysleni porovnal s politickou situaci, filozofii,
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nabozenskymi sméry a matematické uvahy doplnil fadou konkrétnich ukazek historickych
prikladii a kazdodennich problémil. Ctenafe seznamil naptfiklad s vyvojem zapisu Cisel,
jednoduché matematické pomiicky. Pfiblizil rovnéz matematické znalosti obchodnikil,
femeslnikl a pfedevsim architektl a stavitelt. Na nich ukazal roli matematiky v kazdodennim
zivoté a naznacil, jak jeji praktické aplikace ovlivnily rozvoj tehdejsi geometrie.

Druhy dil Josef Ulehla za¢al deldim pojednanim o vyvoji matematiky ve stiedovéké
Evropé. Jeji znalosti a dovednosti porovnal s urovni v pfedchazejicich obdobich a kulturach.
Ukazal vliv arabskych matematikd a jejich objevii na rozkvét evropského matematického
mysleni. K nejvyznamnéjSim osobnostem, které se zaslouzily o oZiveni evropského zdjmu
o matematiku, zahrnul Leonarda Pisanského, o némz napsal:4

Cestoval mnoho let po vychodnich krajindch a kdyz se vratil, napsal ucebnici aritmetickou
i algebraickou, nejstarsi v Evropé, ktera mela vsecek vliv na vSecek dalsi rozvoj poctarské
vedy.

Dalsi kapitoly Josef Ulehla nazval podle jmen nejdualezitéjsich matematickych disciplin.
Ukazal jejich vyvoj na objevech, vysledcich a dilech nejlepSich matematikt. K jejich
zivotnim osudiim se vratil na konci druhého dilu monografie v rozsahlé biografické ¢asti,
kterd zabird témét polovinu knihy. Predlozil vni struéné Zivotopisy tvlrcti od 16. do
19. stoleti, v zavéru dospél az ke svym soucasnikiim.

3.2 Hodnoceni a recenze

V piedmluvé prvniho dilu Josef Ulehla zminil déivody, které ho vedly k sepsani pojednani
o historii matematiky, svoji motivaci pro tuto praci a svij cil:’

Encyklopaedicka knihovna nase predné obsahovati musi déjiny ved exaktnich viibec,
mathematickych zvlaste. Bez takovych déjin by byla kusa, a nikterak by ji pak ndzev
encyklopaedie neprislusel.

... Ze se na pivodni a samostatnou prdci dnes v Cechdch nechystd nikdo, a bude-li pozdéji
takova prace napsana, Ze sotva hoditi se bude pro nase ucitelstvo a do ramce nasi
encyklopaedické knihovny.

Zasvéceny Gtenaf si jisté poviimne, e se Josef Ulehla ani kratce nezminil o jiz
existujicich Ceskych textech o historii matematiky. Poznamenejme, Ze v té dob¢ se timto
tématem zabyval napfiklad F. J. Studnika, J. S. Vanéek nebo V. Lavicka,® agkoliv tito
autofi zpracovavali jen dé&jiny jednotlivych obori a ne celou historii matematiky. Velmi
zardzejici je také Ulehlova skepse, Ze by se piipadné jiné prace sotva ugitelim hodily.

Pii sepisovani prvniho i druhého dilu Cerpal poznatky, ndméty a inspiraci z rozsahlé
a kvalitni Cantorovy knihy Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik.” Uvedl také

SIL dil 1, str. 12,

3 Str. 2 neéislované piedmluvy I. dilu.

® Napfiklad Studnicka F. I.: O pivodu a rozvoji nauky o cislech. Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky
4(1875), str. 1-20; Vanécek J. S.: O déjindch geometrie. Pardubice, 1882; Lavicka V.: Historie deskriptivni
geometrie. Praha, 1878.

7 Cantor M.: Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik. B. G. Teubner, Lipsko, 1. vyd., I. dil, 1880,
11. dil, 1892, III. dil, 1894 a IV. dil, 1908.
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dalsi, pfedev§im sekundarni cizojazyéné zdroje.® V jiz zmifiované predmluvs si viak st&zoval
na nedostatek kvalitni literatury a problémy s jejim shan&nim:’

Nez uciteli na skole obecné nebo méstanské nedopreje se ani téch knih, jez v nasich
universitnich knihovnach jsou. Knihovny tyto pijcuji jenom profesorim ze strednich skol,
a ucitel obdrzi knihu jenom tenkrate, kdyz mu ji vypuijci ochotny pritel professor.

Tyto okolnosti a pravdépodobné i prostiedi, v némz pusobil, se promitaly do stylu jeho
prace. Text je psan Zivym a ¢tivym zpisobem, z né¢hoz citime autorovu snahu vylozit vSe tak,
aby to bylo srozumitelné pro bézné ucitele, tj. jeho kolegy na stejnych typech Skol. Dnes
bychom mu opravnéné vytkli absenci citaci pouzité literatury a odkazl, které by navedly
¢tenafe na dalsi zdroje informaci. Nekteré %)ﬁmé zaveéry bez odkazil na prameny a primarni
literaturu proto piisobi velmi nevérohodng.'’ Druhy dil je jiz po této strance ,,dokonalejsi,
nebot’ v Gvodu obsahuje struény soupis rozsifujici literatury a v zavéru vécny a jmenny
rejstiik.

3.2.1 Krej¢iho recenze prvniho dilu

Na oba dily Ulehlovych Déjin mathematiky byly napsany zajimavé recenze. K prvnimu
dilu se vaze polemika Augustina Krej¢iho. Jednd se o velmi kritickou reakci, kterd byla roku
1903 otisténa v Listech filologickych," tedy v nepedagogickém odborném filologickém
Zasopise. To sice jistym zptisobem podtrhuje vyznam Ulehlovy knihy a naznauje jeji znalost
v Sir§im okruhu Ctenéid, ale soucasné také vypovidd o namitkach v ni vznesenych. Z téch
nejvyrazngjsich je nutno zminit Ulehlovu nelibost viiéi Rekéim. A. Krejéi se opira o Ulehlova
slova a v recenzi pise:'?

Zvlasté ma spisovatel namireno — coz nas opravdu napliuje podivenim — na klassicky
starovek recky a rimsky. Je ovSem nyni jaksi modni vystupovati proti klassicismu,
a p. spisovatel dojde mozna pochvaly v Sirokych kruzich za to, Ze, abych tak rekl, posvitil na
to, jaké zbytecnosti a ,,povery “ se vstépuji do hlav mladeze gymnasijni; avsak zpuisob, kterak
p. spisovatel pausalné zlehcuje a viastné neuzndva veskerych védeckych snah starych Rimanii
a zvldsté Rekii, jest povazlivou mérou nespravny. Z celého dila patrna jest snaha, nepfiznati
hlavné Rekim a Rimaniim Zddné zdsluhy o rozvoj védy vitbec a mathematiky zvldst,
,,Poverou* jest p. spisovateli (str. 19, 52), ,,Ze véda mathematicka jest emanaci popredné (!)
ducha reckého. *

Josef Ulehla svoji nelibost k dobovému zveliovani a piecefiovani feckych vysledki
obhajuje naptiklad tvrzenim, Ze fecti matematikové mnohé vysledky prevzali od predchozich
civilizaci velkych fek a Blizkého Vychodu. Mnoho vysledki nese pravé fecka jména, pfi¢emz
sami Rekové neuvadgji ptivodni objevitele tvrzeni. Skutenost, Ze pravé Rekové tehdejsimu
poznani vtiskli urcity fad a systém nebo k tvrzenim a vétam doplnili dikazy, pro n¢j neméla
rozhodujici hodnotu. Dokonce o feckych a arabskych matematicich tvrdi, Ze nepochazeji ze
svych zemi:"

8 Napiiklad Hoefer F.: Histoire des mathématiques. Hachette, Patiz, 1874; Baldi B.: Cronica de matematici.
A. A. Monticelli, Urbino, 1707.

? Str. 2 neislované piedmluvy I. dilu.

1 Viz napfiklad 1. dil, str. 57, kde J. Ulehla pise o Jloupeznych* Recich: V' takovém ndrodé, v takovém ovzdusi
neni tieba pravého uihlu, v takovém ovzdusi neni treba myslitelu, kteri by zpytovali, kterymi methodami pravy
tihel sestrojiti se miize. A proto nelze mluviti ani o Fecké védé ani o Feckém uméni. Rekové ovsem milovali krdsné
véci. ... Rekové méli krdsné vdsy, ale jich nedélali; oni je kradli nebo kradli lidi, ktefi takové vésy uméli délati.

' Listy filologické 30(1903), str. 301-309.

12 Listy filologické 30(1903), str. 303.

BT dil, str. 3.
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Jest ovsem pravda, Ze mathematické védeni starého svéta se nam zachovalo ponejvice
nezrodil na pidé klassického Recka, ani jediny mathematik arabsky Ze neni pivodu
arabského. To neni nahodou, nebot nadani k vedam mathematickym nemohlo se objevovati
v ndrode, jehoz remeslem byla vdlka, vrazda a loupez, nybrz jenom v ndrode, jenz od
nepameéti se oddaval pokojnému Zivotu rolnickému a remeslnému.

Proti tomu se recenzent A. Krej¢i velmi tvrdé ohradil, kriticky narazel i na dalsi
nepfesnosti jak v obsahu, tak i ve formé: 14

Takovyto zpiisob psani jest neomluvitelny. P. spisovatel snad Cetl néco o nesmrtelnych
witvorech Feckého uméni, ale aby jen Rekim jakoZto Aritim nemusil priznati néjaké zdshihy
o uméni, rekne krdtce, ze to co meli krasného, ukradli. A pravé tak je to s védou. ... Z celého
zpiisobu psani o klassickém starovéku je patrna jednak nenavist k rectiné a latine, jednak, a to
hlavné, naprosta neznalost literatury klassické i odborné literatury moderni, kterad jest, abych
tak rekl, maskovana stdale se opakujicim tvrzenim o meschopnosti plemene arijského pro
mathematiku a védu viibec.

Podobné jako u recenzenta ¢teme o této problematice v jinych soudobych textech. V praci
nazvané O pivodu a rozvoji nauky o cislech pise jiz zmiiovany F. J. Studnicka:'>

Ze pocitani vithec md piivod sviij v praktickych potiebdch Zivota rolnického a kupeckého,
o tom nelze vseobecné ani pochybovati ... Ze tu vedle ukojeni potieb vsedniho Zivota béhem
Casu téz se objevily vysledky badani hlubsiho, k nemuz duch lidsky z pouhé véduchtivosti jest
puzen, lze téz velmi snadno ocekavati a z jednotlivych zprav téz dokdzati.

Josef Ulehla viak myslenku rozvoje véd jako projev samostatné emancipace lidského
rozumu v podstaté neuvazoval. Svym piesvédC¢enim, ze védy vznikaji z praktickych potieb
femeslnikd, staviteli nebo kupct, byl takika uchvacen. Na mnoha mistech své knihy zdiraz-
noval vyznam rozvoje zemédélstvi, ndmotnich cest a obchodu utvéfejicich se civilizaci.
A podle Cicerova Inter arma silent musae upiral dusevni rozvoj spoleCnostem, které
bojovnymi vypady rozSifovaly sva impéria. Tim objevy feckych matematikd pro Josefa
Ulehlllé ztracely na hodnoté. Za svymi nazory si stal, pfestoze sam citoval ze studovanych
knih:

Vytykame to vsecko ditraznéji, ponévadz od nejstarsich dob se udrzuje povéra, které této
pricinné souvislosti prdce rolnické a remesiné s rozvojem védy poctarské neuznava, nybrz
mluvi, jakoby jediny clovek mohl kdekoli na zemské kouli se zamysliti a védu poctarskou
vymysliti. Tak pravi Hoefer: , Kazdy prirozené myslici a prirozené nadany muz, bude-li
pozorovati nebe a zemi, miize se bez cizi pomoci postupovati od poznatku k poznatku, od
zakona k zdkonu, a dospéti k nejzajimavejsim vysledkim poctarskym.* (Historie des
mathématiques p. 3).

Dnes bychom Josefu Ulehlovi vytkli ur&itou vyhranénost a absenci pohledu v souvislos-
tech, ovSem on se svymi zavéry presvédcoval pravdépodobné proto, ze v nich nalézal
,»pithodné® implikace: 17

' Listy filologické 30(1903), str. 307.

"% Studni¢ka F. I.: O pivodu a rozvoji nauky o cislech. Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 4(1875),
str. 2.

1. dil, str. 2.

L dil, str. 2.

281



Kupecky Zivot, zvlasté pokrocily obchod se zememi zdamorskymi, vynucoval pismo,
vynucoval penize, vahy a miry a s tim v§im také pocty kupeckeé. Zaplavy v udolich velikych rek
nutily premysleti o tom, jak sestrojiti obdélnik, jenz se rovna danému ctverci, jak rozdéliti
trojuhelnik na dva, tFi rovné dily, jak sestrojiti lichobéznik, jenz by se rovmal danému
obdélniku nebo trojuhelniku.

Objasnéni, jaké dalsi motivy vedly Josefa Ulehlu k jeho zavéram, piinese peclivé studium
nejen jeho prace, ale i souvisejici dobové a soucasné literatury. Vratme se vSak ke Krejciho
recenzi. Na jeho kritiku totiz Josef Ulehla reagoval takika okamzité sloupkem nazvanym
Panu A. Krejéimu. Ten vysel 16. Gervence 1903 v &asopisu Cas. Nejprve se ohradil vigi
formalnim vytkam, a pak napsal:'®

. Ze ironii povazuje za pravdu, chvilkovy ndpad za presvédceni, Ze vitbec v knize, jejiz
Jednotlivé stati jsou psany od r. 1878 do r. 1898 hospodari s vétami, vyroky a daty, jak to
clovek pravdivy ciniti nesmi.

Vypravéni déjin matematiky Josef Ulehla spojoval se svymi vlastnimi nazory a dojmy,
jak je to vySe naznaeno. Pfi zmifiované absenci zdroji jsou vSak Krej¢iho vytky zcela
opravnéné a opodstatnéné. To doklada i dalsi pokracovani celé anabaze. V Listech filologic-
kych vysla v roce 1903 Odpovéd’ p. Ulehlovi,” v niz A. Krej&i svoji recenzi héjil a narazel na
oti§téni Ulehlova sloupku, ktery byl zaméfen i proti samotnym Listiim filologickym. Pak se
k nému pidal jesté odpovédny redaktor J. Kral,™® ktery Josefa Ulehlu nepiimo nazval
diletantem:

Jestlize se p. Ulehla brani proti této spravedlivé iivaze nevécnym zpiisobem v dennim listu,
tedy pred sirokym obecenstvem, jez z valné casti véc samu ani neumi posouditi, a brani-li se
tvrzenim, zZe uverejneni takové kritiky ve védeckém casopise znact hluboky upadek kritiky, cint
totéz, co cCinivaji zpravidla ti, kteri vytky sobé ucinéné nemohou vyvrdtiti. A dilettanti zvlaste
maji o svém viastnim védéni vidy uisudek velmi priznivy.

3.2.2 Recenze druhého dilu

Druhy dil Ulehlovych Déjin mathematiky byl recenzovan ve Véstniku Ustiedniho spolku
ucitelskych jednot na Moravé (USJUM).?' Autor recenze je podepsan inicidlou R. Jedna se
o struéné upozornéni na pravé vyslou knihu, v némz recenzent piibliZil jeji obsah a vyzdvihl
Ulehlav zndmy, jasny a mily zpisob vyjadiovani. Nezminil z4dné zapory a chyby. Kritiku
koncil slovy:

Uditelstvu moravskému netieba Ulehlu doporucovati, proto jen upozoriuji, Ze opét vysla
nova jeho kniha, jez nebude jisté schazeti v Zadné vetsi knihovné skolni ani ucitelske.

Piipometime, ze Josef Ulehla v roce 1902 Véstnik spoluzaklidal a do roku 1907 jej
redigoval. V kolektivu mél evidentné¢ dobré jméno, coz dokladd i vyse uvedend nekriticka
recenze. Pro zajimavost dodejme, Ze rok pted jejim otisténim byl na mnoha stranach Véstniku
vyzdvihovan Ulehliv pfinos pro rozvoj vyuky na m&tanskych skolach (viz napf. ptani k jeho
Sedesatym narozeninam).*

'8 Cas 17(1903), &. 192 ze dne 16. Gervence 1903, str. 6.

"% Listy filologické 30(1903), str. 397.

2 Tamtéz.

21 vestnik USTUM 12(1913), &. 29 ze dne 18. dubna 1913, str. 868.

22 yestnik USTUM 11(1912), & 24 ze dne 16. biezna 1912, str. 624-657. Odsud je prevzat Ulehliv portrét
uvedeny v tomto ¢lanku.
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Z dnesniho pohledu bychom se kriticky mohli zastavit u Ulehlova pojednani o vyvoji
infinitezimalniho poétu. Josef Ulehla sice pom&ms peclivé a podrobné popsal prehistorii,
prvopocatky a vznik zakladii matematické analyzy, které vytvoftili I. Newton a G. W. Leibniz.
Porovnal pfistupy a vysledky téchto matematiki a zminil se i 0 zndmém a vleklém ,,prioritnim
sporu“. Kdyz vsak dospél k jejich nasledovnikiim, pokracovatelim a zejména pak ke svym
soucasnikiim, tedy k matematice 2. poloviny 19. stoleti, vilbec se nezminil o procesu
zpfesiiovani matematického vyjadfovéni, o novém chapani a definovani funkci a jejich
vlastnosti, o pojeti limit a derivaci pomoci ,,£ a ¢ aritmetiky*, o spojitosti atd. O vyznaénych
tvircich téchto vysledkii (napf. A.-L. Cauchy, B. Bolzano, K. Weierstrass) se sice zminil,
o jejich matematickych vysledcich vsak jiz nehovotil. Poznamenejme, Ze ,,€ a J aritmetika“
zcela absentuje i v jeho ucebnici infinitezimalniho poctu.

4 Zavér

Ulehliv piistup ke studiu, pracovni nasazeni, §iroky spoleéensky rozhled nebo jeho mimo-
skolni aktivity jsou ukazkou toho, jak aktivné lze pfistoupit k ucitelskému povolani, tfebaze
zacind na malé ,,neznamé* Skole. Zacatky Casto nebyvaji okouzlujici, snad i mohou vést ke
stagnaci nebo prestupu do jiné sféry. Josef Ulehla ovSem pokracoval. Nevzdal se svého

zajmu, a tak za nim zistala nejen fada absolventil, ale i knihy, u€ebnice nebo ¢lanky, kterymi
nam dovoluje do svého svéta vstupovat.

V uréitych smérech lze s Ulehlovou tvorbou p¥inejmensim polemizovat. V jeho Déjindch
mathematiky nalézame nékteré sporné, neuplné nebo dokonce chybné pasaze, jak bylo
pfedvedeno. Diky podobnym pracim a recenzim se vSak seznamujeme s piistupem tehdejSich
myslitell a mizeme naSi piipadnou kritiku ucinit relevantngjsi. Pres vSechny nedostatky
Ulehlovy monografie vynikaji svoji vstiicnosti ke ¢tenaii, mohly nejen tehdy, ale mohou
i nyni oslovit $iroké publikum ke studiu Ulehlova odkazu, jakoZ i celé historie nasi , kralovny
ved®.
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MATEMATYKA NA UNIWERSYTECIE
WILENSKIM (1579-1832)

WITOLD WIESLAW

Abstract: We describe shortly the state of mathematics at Vilna University (1579—
1832), i.e. at Academia Vilnensi (1579-1773), Szkola Glowna Wilenska (1773—
1796) and Cesarski Uniwersytet Wilenski (1796—1832).

1 Wstep

Wisrod matematykow Societatis Jesu w Rzeczypospolitej Obojga Narodéw dwoéch
mialo rangg Swiatowa: Adam Adamandy Kochanski (1631-1700) i Marcin Poczobut
(1728-1810), ktory zastynal gtownie jako astronom i wieloletni rektor Szkoty Gtownej
Litewskiej. Dwaj inni wyr6znili si¢ w kraju. Stanistaw Solski (1622—-1701) gloéwnie
dzigki swoim ksiazkom: Geometra Polski i Archytekt Polski, a Franciszek Narwoysz
(1742—-1819) dzigki dziatalno$ci inzynierskiej i gospodarczej na Litwie oraz wyktadom
matematyki wyzszej w Alma Academia et Universitate Vilnensi. Sposrdd kolegiow
jezuickich w Wielkim Ksigstwie Litewskim wymieni¢ nalezy przede wszystkim kolegia
w Brzesciu Litewskim, Dorpacie, Dyneburgu, Grodnie, Jurewiczach, Kamiencu Po-
dolskim, Kijowie, Kownie, Krozach, Krzemiencu, Lucku, Mereczu, Minsku, Mohylewie,
Nieswiezu, Nowogrédku, Orszy, Ostrogu, Owruczy, Pinsku, Potocku, Rydze, Samborze,
Stonimie, Stucku, Smolefisku, Witebsku, Zodziszkach i Zytomierzu. O matematykach
tam pracujacych niewiele wiadomo, jedynie poza kilkoma przypadkami. Warto tez
zwrdci¢ uwage, ze wszyscy matematycy Societatis Jesu w Polsce byli bardziej lub mniej
zwiazani z Akademia Wilenska. Wynika to stad, ze w XVII wieku, po zamknigciu
krakowskiego kolegium jezuickiego, Wilno stato si¢ jedynym miejscem studiow dla
jezuitéw na terenie Rzeczypospolite;j.

2 Matematycy wilenscy do XIX wieku

W poczatkowym okresie istnienia kolegium jezuickiego w Wilnie, przeksztalconego
wkrétce w akademig, nie nadawano stopni naukowych. Piotr Skarga, pierwszy rektor
Akademii Wilenskiej, posiadat tylko najnizszy stopien naukowy, tytul bakatarza, nadany
w Akademii Krakowskiej. W wieku XVII Academia Vilnensi nadawata stopnie naukowe
z filozofii, teologii i prawa (kanonicznego i cywilnego). Z filozofii nadawano stopien
bakatarza nauk wyzwolonych i filozofii (artium liberalium et philosophiae baccalareus)
i stopien magistra nauk wyzwolonych i filozofii (artium liberalium et philosophiae
magister). W zasadzie prawo wyktadania na uniwersytecie mieli tylko magistrowie, ale
odstgpstwa od tej zasady byty dos$¢ czgste. Dopiero w XVIII wieku zaczeto uzywaé na
Uniwersytecie Wilenskim terminu doctor. Wedtlug zapisow w Laurae Academicae, Alma
Academia et Universitate Vilnensi nadata stopnie naukowe co najmniej 4067 osobom,
w tym bakatarza filozofii 1810 osobom, a magistra filozofii (pdzniejszego doktora) 1700
osobom. Wida¢ wigc, ze wydziat filozofii zdecydowanie dominowat na uczelni.

Wsrod wyktadowcdw matematyki odnajdujemy w Wilnie w XVII wieku kilku
znanych matematykow.
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Andrea Milewski uzyskal 14. X 1632 roku tytut Philosophiae et Liberalium Artium
Magister;, wykladatl teologie. Oswald Kriiger zostaje odnotowany w 1639 roku
w Laureae Academicae jako emeritus, matheseos professor. Albertus Tylkowski uzyskat
w Wilnie magisterium nauk wyzwolonych 9. XII 1673 roku w zakresie matematyki
(professor matheseos), a 21. 1X 1685 roku Zacharias Modzelewski takiez magisterium
(professor logices). Tylkowski studiowalt w Wilnie. Tam tez zmarl w 1695 roku. Jednak
jego zwiazek z Akademia Wilefiska byl raczej maty. Dzialalno$¢ tego wybitnego
i wszechstronnego uczonego zwiazana byla z kolegiami jezuickimi w Warszawie, Plocku
i Poznaniu. Natomiast w XVIII stuleciu odnajdujemy w Wilnie nastgpujacych
matematykéw jezuitow: Thomas Zebrowski wymieniony jest pod data 16. XI 1752 jako
professor matheseos. Jacobus Nakcyanowicz wymieniony jest 10. X 1759 roku jako
professor mathematicae, a 15. X 1773 jako professor theologiae. Josephus Powilewicz
wymieniony jest 10. XI 1759 jako professor logices, a w 1771 odnotowany jest jako
philosophiae doctor. Casimirus Naruszewicz (1730-1803) odnotowany jest 3. XI 1764
roku jako professor mechanicae, a rok pozniej, 12. XII 1765 jako thypographiae praeses,
tzn. jako prefekt drukarni, co§ wigcej niz dyrektor wydawnictwa uniwersyteckiego, gdyz
w zakres jego obowiazkéw wchodzila réwniez cenzura. Byl on rektorem Collegium
Nobilium S. J. w Wilnie w latach 1769—1773, a od roku 1767 sekretarzem prowincji
jezuitdéw. Martinus Poczbut (1728—1810) odnotowany jest 3. XI 1764 roku jako professor
astronomii, a trzy lata pdzniej, 17. XI 1767 jako professor astronomiae, Regiique
observatori ac thypographiae praeses, tzn. administrator Drukarni Akademickiej.
Benedictus Dobszewicz (albo: Doboszewicz) odnotowany jest 14. X 1755 jako professor
arithmeticae et geometriae, dziesig¢ lat pdzniej, 12. XII 1765 roku jako professor
Theologiae. Kasata zakonu zastala go 15. X 1773 na stanowisku prorektora
(procancellarius Academiae). Franciscus Narwoysz, odnotowany jest 9. XI 1769 jako
professor matheseos, a 15. X 1773 jako professor philosophiae. Po kasacie zakonu nadal
byl profesorem Uniwersytetu Wilenskiego i pisat najdtuzsze i najbardziej szczegdtowe
konspekty swoich wyktadéw z analizy matematycznej, wzorowanych niemal dostownie
na Newtonie. Ksiadz Josephus Mickiewicz, kuzyn ojca Adama Mickiewicza,
odnotowany jest 15. X 1773 w Laureae Academicae jako auditor theologiae. Pdzniej
wykladat jednak przez wiele lat fizyke; ponadto kierowal Uniwersytetem Wilenskim
(cho¢ formalnie nie byl rektorem) wroku 1794 i w roku akademickim1806/1807,
aw XIX wieku byl przez kilkanascie lat dziekanem Oddziatu Nauk Fizycznych
i Matematycznych na Cesarskim Uniwersytecie Wilenskim, jak wtedy mowiono.

Nizej wymienieni matematycy, autorzy zachowanych publikacji lub rozpraw
naukowych, nie sa wymienieni w spisie profesoréw Akademii Wilenskiej: Nicolaus
Casimirus Bialkowski, Joannes Rudomina Dusiatski, Carolus Rahoza i Franciscus
Wichert.

3 Sytuacja Wilna przed rokiem 1800. Reformy KEN na Litwie

Po trzecim rozbiorze Polski (1772) miasto podupadato. Jedynie uniwersytet nieco
ozywial atmosferg spoteczng miasta. Wkrétce nowe ustawodawstwo rosyjskie zmienito
status nie tylko dawnej Akademii Wilenskiej na Cesarski Uniwersytet Wilenski, ale takze
pozostatych pigciu uniwersytetow rosyjskich w Moskwie, Petersburgu, Kazaniu,
Charkowie i Dorpacie. Ogolne przepisy dotyczace tych uniwersytetow byly podobne.
Jednakze na Uniwersytecie Wilenskim j¢zykiem wykladowym zostal, z mocy prawa,
jezyk polski, a na Uniwersytecie w Dorpacie jezyk niemiecki. W pozostatych
uniwersytetach jezykiem wykladowym byl rosyjski. W najwigkszym uproszczeniu

286



mozna powiedzie¢, ze na Litwie nadal byly realizowane projekty Komisji Edukacji
Narodowej, cho¢ juz w nowej sytuacji politycznej. Byly one jednak realizowane
z pewnym poslizgiem, na poczatku bowiem przejawiano do nich pewna niechg¢, a to za
sprawa Jezuitow, ktorzy od poczatku istnienia Akademii Wilenskiej odgrywali w niej
najwazniejsza rolg, a pdzniej, juz po rozbiorach, hamowali skutecznie program reform.

Jednak na poczatku XIX wieku, na wzér polskich reform, Rosja postanawita
przeprowadzi¢ podobne reformy u siebie. Utworzony w Rosji w XVIII wieku na wzér
KEN, Gloéwny Zarzad Szkot zostal zastapiony w 1802 roku przez Ministerstwo
Os$wiecenia Publicznego, w sklad ktérego wchodzit m. in. ksiaz¢ Adam Jerzy
Czartoryski, od lat przyjaciel rodziny cara Aleksandra I. Ministrem edukacji zostal Piotr
hr Zawadowski, a ksiaz¢ Adam Czartoryski, z pomoca Hieronima Stroynowskiego,
rektora Uniwersytetu Wilenskiego, przygotowal projekt reformy szkolnictwa w Rosji pt.
O zasadach publicznego oswiecenia w Rosyjskim imperium. Projekt przewidywat cztery
stopnie szkoél: parafialne, powiatowe, gubernialne iuniwersytety, z zaleznoscia
administracyjng szkol nizszego od szkol wyzszego szczebla. Projekt ten, wprowadzony
dos¢ szybko w zycie, bardzo przypomina polska Ustaweg Edukacyjna z 1783 roku.
Niektore jego fragmenty sa wregez identyczne z fragmentami tej ustawy.

4 Matematyka w Wilnie w XIX wieku
Matematyke na Cesarskim Uniwersytecie Wilenskim (1796—1832) wyktadali:

ks. Tadeusz Kundzicz: mechanika, hydrostatyka, mechanika cieczy 1797/98, 1798/99,
1800/01, 1801/02, 1802/03.

ks. Jézef Mickiewicz: fizyka (cykl trzyletni) 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1801/02, 1802/03.
Franciszek Milikont Narwoysz: analiza matematyczna (wg Newtona) 1797/98, 1798/99,
1800/01, 1801/02, 1802/03, 1805/06, 1807/08, 1808/09; algebra (wg Newtona Arithmetica
Universalis) 1797/98, 1798/99.

Ignacy Reszka: astronomia (z trygonometriag sferyczna) 1797/98, 1798/99, 1800/01,
1802/03, 1805/06, 1807/08, 1808/09.

Karol Christian Langsdorf: algebra 1804/05, mechanika, hydrodynamika i technologia
1804/05, 1805/06.

Michat Szulc: architektura cywilna i militarna 1805/06, 1807/08, 1808/09, 1810/11,
1811/12.

Stefan Stubielewicz: fizyka 1805/06, 1807/08, 1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13,
1813/14.

Zachariasz Niemczewski: wstep do matematyki 1805/06, analiza matematyczna 1810/11,
1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20.
Michat Kado: kartografia 1805/06, 1807/08, 1808/09.

Tomasz Zycki: matematyka elementarna (arytmetyka, planimetria, trygonometria plaska)
1797/98, 1798/99, 1801/1802, 1807/08, algebra z geometria (wg ksiazki Jana
Sniadeckiego) 1797/98, 1798/99, 1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15,
1815/16.

Cezary Kamienski: astronomia z trygonometria sferyczng 1810/11, 1811/12, 1812/13,
1813/14.

Kaietan Krassowski: fizyka 1814/15, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1820/21, rolnictwo
1821/22.

Felix Drzewinski: mineralogia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1819/20, fizyka 1822/23,
1823/24, 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.
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Wincenty Karczewski: astronomia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18.

Ignacy Horodecki: mineralogia 1817/18, 1818/19, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24.
Antoni Wyrwicz: algebra (wg Jana Sniadeckiego) 1817/18, 1818/19, 1824/25, 1826/27,
1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31; astronomia i trygonometria sferyczna (wg Jana
Sniadeckiego) 1820/21, 1823/24, analiza 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30,
1830/31.

Piotr Stawinski: astronomia i trygonometria sferyczna (wg Jana Sniadeckiego) 1818/19,
1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 18 27/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Michat Pelka—Polinski: algebra wyzsza (wg Jana Sniadeckiego) 1819/20, 1820/21,
1821/22, 1822/23, 1823/24, mechanika 1824/24, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30,
1830/31, geometria analityczna 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31,
geodezja wyzsza 1820/21.

Karol Podczaszynski: architektura 1820/21, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 1827/28,
1828/29, 1829/30, 1830/31.

Jozef Twardowski: algebra z geometrig analityczng 1822/23 (nigdy nie mial wyktadow).
Michat Oczapowski: ekonomia 1822/23, 1824/25, 1827/28, 1829/30, 1830/31, rolnictwo
1823/24, 1828/29.

Walerian Goérski: mechanika 22/23, mechanika praktyczna 1823/24, 1826/27, 1827/28,
1828/29, 1829/30, 1830/31.

Hipolit Rumbowicz: geometria wykreslna 1824/25, 1827/28, 1829/30, 1830/31.

Antoni Szahin: geodezja 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Zygmunt Rewkowski: rachunek prawdopodobienstwa 1830/31, 1831/32.

Tomasz Zycki: matematyka elementarna 1798/99.

Brak uczelni technicznych powodowat, Zze na Uniwersytecie Wilenskim wyktadano

przedmioty wykladane obecnie na uczelniach techniczych.

Zastuzony bardzo dla Uniwersytetu Wilenskiego Jan Sniadecki (1756-1830), rektor

tego uniwersytetu (1707—1815) nie prowadzit wykladow. Przez caly okres pobytu

w Wilnie pehit funkcje astronoma obserwatora.
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PECE O FINAN(':}\I'i GRAMOTNOST V 19,
20. A NA ZACATKU 21. STOLETI

JAN ZAHRADNIK

Abstract: The contribution presents themes and related problems from financial mathematics
published in the Journal for Cultivation of Mathematics and Physics, Vol. 2—13, 1873—-1884.
Further, it gives an overview and classification of problems on financial mathematics from
school-leaving examinations in mathematics at the C. k. &eské gymnasium in Ceské
Budé¢jovice in the period 1899-1906, followed by the comparison of approaches to this topic
in the first and second half of the 20" century. The paper is concluded with my comments on
the current situation.

1 Uvod — P¥ispévek k arithmetice narodo-hospodaiské F. J. Studni¢ky

Castym tématem diskusi sou¢asnych ekonomti je nizk4 uroveii finanéni gramotnosti
nasich obcant. V tisku se docitame o lidech schopnych vzit si uvér s podminkami, jejichz
naplnéni jim zpisobuje zhrouceni jejich rodinnych financi, ztratu veskerého majetku a Casto
také rozpad rodin. Jeden z diivodu tohoto jevu je, Ze si lidé vibec nedokazi ani ramcové
predstavit, natoz pak vypocitat a naplanovat, jak se bude jejich dluh vyvijet v ¢ase a co
nastane v pfipadé, kdyz jej opomenou splacet. To, Ze tento problém neni pouze jevem
novodobym, Ze se s nim vyrovnavali i nasi pfedkové, dokazuje vyskyt ¢lankd s tématikou
finan¢né-matematickou v dobovém odborném tisku, pfipadné jeji zatazovani do vyuky na
stfednich Skolach.

V tomto piispévku chci ukazat, jak bylo téma finanéni matematiky prezentovano
v Casopise pro péstovani mathematiky a fysiky v sedmdesatych a osmdesatych létech
devatenactého stoleti, jaké priklady s finanéné matematickou tématikou fesili maturanti na
Ck. teském gymnasiu v Ceskych Bud&jovicich na pielomu 19. a 20. stoleti, déle chci
porovnat, jak bylo toto téma zastoupeno v ucebnicich a sbirkach v prvni a ve druhé poloviné
20. stoleti, a nakonec se kratce zminim o soucasné situaci v prosazovani lepsi urovné finanéni
gramotnosti.

Z autort, ktefi ptispivali do Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky v dobgd
kratce po jeho vzniku vroce 1872, se tomuto tématu vénovali zejména FrantiSek Josef
Studnicka a FrantiSek Hoza. Stézejnimi clanky jsou Prispévek k arithmetice narodo-
hospodarské F. J. Studnicky ([3], ro¢nik III, 1874, str. 97-107), a pomérn¢ komplexni ¢lanek
O slozitém urokovani a poctu diichodovém, ktery pro Zaky stFednich skol napsal Frantisek
Hoza ([3], ro¢nik V, 1876, str. 200-215 a 261-274).

FrantiSek Josef Studnicka (1836-1903), rodédk z jihoceského Janova u Sobéslavi,
profesor matematiky na prazské univerzit¢ a prvni dékan ceské filozofické fakulty po
rozdéleni univerzity na Ceskou a némeckou Cast, byl v prvnich deseti letech existence
Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky jeho redaktorem. Sviij ¢&lanek zahajuje
Studnicka objasnénim vyznamu pojmu arithmetika ndrodo-hospodarska, pouZzitého
v jeho nazvu. Zahrnuje pod n¢j vsecky ukoly pocetni, jez plynou primo neb nepiimo z pomérii
statnich a spolecenskych a jako jeho ucel vymezuje dobre hospodariti s jménim viibec
a s peneézi zvlast, aby se nikde nic neztratilo a co moznd nejvice vytéZilo.

Jako zékladni problém uvadi Studnicka spor o to, zda se pfi uroceni maji pouzivat
uroky jednoduché nebo slozité (usurae simplices et compositae), tedy problém, zda je mozné
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nebo 1épe feceno spravné povazZovat nevyplaceny urok za novy kapital. Studnicka se vénuje
popisu historie problému, jak se ma vypocitavat tak zvané interusurium. Prvnim, kdo hajil
nazor, ze se interusurium ma pocitat pomoci slozitého urokovani, byl podle Studnicky
G. W. Leibniz. Ten definuje ve svém pojednani Meditatio juridico-mathematica de
interusurio simplice z roku 1683 inkriminovany pojem takto: Interusurium est differentia
inter pecuniam in diem certum debitam et praesentem ejus valorem."

Proti Leibnizovi stal G. A. Hoffman (ten se ve spisu Prudentia oeconomica in formam
artis redacta zastava jednoduchého troceni zplisobem, ze kterého je podle Studnicky ziejmé,
ze Leibnizovi neporozumél) a jeho podporovatelé, kteti mimo jiné argumentovali tim, ze brat
uroky z troku je zapovézeno zakony (anatocismus).

Spor byl veden hlavné mezi matematiky — zastdnci Lebnizovy teorie — a pravniky,
kteti se priklanéli k teorii Hoffmanové. Kdyz byl nakonec vyroky dvou tehdejsich slavnych
pravnikti Arndtse a Vagnerova rozhodnut spor ve véci samé, tedy v otazce pravni piipustnosti
slozitého trokovani, v Leibnizlv prospéch, skoncil i boj obou tabora.

Studnicka souhlasi s tim, Ze bylo spravné prenechat feseni tohoto sporu zakonu, jak
tika, juristum. Stézuje si vsak, ze prdavnici nyni tim méné pozornosti vénuji této véde, cim jest
ndrodohospoddrské. V zertu to zdivodiuje tim, ze pocitdni podle Leibnice vyzaduje znalost
logaritmii; snad ty byly juristum tak odporné?!

Studnicka konstatuje: V nasich dobdch arci nenapadne tak snadno nékomu, aby chtél
Jinak pocitati nezli po zpiisobu Leibnice. Zabyvéa se dokonce myslenkou, ze doba jednoho
roku jako jednotka Casu ve slozitém urokovani je pfilis dlouhd, a zvazuje pouzivat jako
nejpfirozenéjsi Grokovani nepfetrzité a zdivodiuje to tim, Ze dluznik ptjceny kapitdl uziva
rovnéZ nepretrzite.

Déle pfipomina dle n€j znamy vzorec

K, =K, (1+&] =K,q", (1)
kde K, znaci hodnotu kapitdlu K, po n letech pfi celorocnim sloZitém trokovani s urokem
p procent.

Dale se Studnicka zabyva ptipadem, ktery ma v praxi zasadni vyznam, a to tlohou
vypocitat, jak velky kapital se uspofi za n let, bude-li se kaZdym rokem ukladat kapitdl K na
p procent. S vyuzitim vzorce pro soucet prvnich »n ¢leni geometrické posloupnosti dostava

n n n+l

YK =K q¢d=k1T—1 (2)

i=1 i=1 q-1
a tento vzorec rozebird s ohledem na vypocet vSech tii dalSich veli¢in, které do néj vstupuji,
tedy K, n, q .

Pro K, dostivd jednoduSe K, = qﬂ_l z K,, coz je Castka, kterou musime
q —q i=
kazdorocné ukladat, chceme-li mit po »n letech pfi p- procentnim slozitém uwrokovani

nasSetfeno celkem z K, (tento soucet budeme nadale oznacovat jako 'K, ).

i=1

1 . . ’ . ~ v g . e ¥
Interusurium je rozdil mezi dluznou ¢astkou v ur€ity den a jeji sou¢asnou hodnotou.
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Pro feseni rovnice podle » Studnicka zavadi , - 2K a po upraveé a logaritmovani
0
ne log(g(a+D—a) |
logg
ukladat kapital K, na p procent, aby se naSetfil kapital ZKI. .

ziskava , coZ predstavuje pocet let, po ktery je nutné kazdorocné

Chceme-li ur€it procentni sazbu p, feSime rovnici (2) podle ¢, coz vede k rovnici
q"" —(a+1)g+a=0, ze které po vypoétu g snadno uréime p =100(g—1). Tato rovnice je
jedinym pfipadem ztohoto tématu, k jehoz vyfeSeni nestaci znalosti soucasné¢ho studenta
stiedni §koly.

F. J. Studnicka se dale zabyva fesenim této rovnice, ktera jako rovnice stupné n+1ma
v mnozin¢ komplexnich ¢isel n+1 kofend, z nichz kofen rovny 1 vidime na prvni pohled.
Tento kofen vSak pro nds nema vyznam, nebot’ pak vychazi p =0, coz se nesrovndvd
s duchem a podstatou podminek v uloze podlozenych, ¢imz F. J. Studni¢ka nardZi na svou
prednasku O duchu mathematickéem a nékterych jeho zjevech, kterou proslovil pii zahajeni
nové Cinnosti Jednoty Ceskych mathematikd 20. fijna 1872 a ktera byla publikovana ve
druhém roéniku Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky v roce nasledujicim. Je-li
dalsi dva realné koteny, z nichZ jeden je zaporny, druhy kladny.

Vyse zminénou rovnici fesi F. J. Studnicka ptibliznou metodou a jako prvni ptibliznou
hodnotu kofenu rovnice dostava g, =%n a:i —%. Tato hodnota obvykle stacila pro odhad

n

urokové miry p. V pfipadé potfeby presné€jsiho vysledku doporucuje F. J. Studnicka uzit
metodu regula falsi. Ja pro zajimavost u vSech piikladi, kde je to vhodné, uvadim, jaké feSeni
rovnice ziskame s pouzitim programu DERIVE 6.

K této problematice uvadi Studnicka ve svém ¢lanku nasledujici ptiklad na fungovani
tak zvanych dédi¢nych spolecnosti neboli tontin:

Uloha A (str. 103): Pojistovna , Praha*“ slibuje napf. ukladajicimu po 19 let
kazdorocné 10 zI. vyplatiti pak najednou nejméné 480 z1.; jak surokuje se tu kapitdl?*

ReSeni: Plati: a =48, n = 19, tedy rovnice pro g ma tvar ¢* — 49¢ + 48 = 0; prvni
pfibliZzn4 hodnota vychazi ¢, = 1,0845, tedy p =8,5 %. Program DERIVE 6 dava vysledek
8,615 %

Pokud zavedeme namisto g jeho pfevricenou hodnotu ¢, ziskAme model situace,
ktera spociva v ¢asoveé opacném pribéhu déje. Zakladni vzorec pak ma tvar K, = K ;g ", kde
K, znamend nynéjsi hodnotu kapitalu, ktery ma byt ve vysi K, vyplacen za n let pfi p
procentnim sloZitém urokovani.

Situace analogickd kumulaci kapitalu vypada tak, Ze na zacatku mame kapital, ze
kterého po dany ¢as vyplacime rentu (diichod) nebo ktery jako Gvér splacime pravidelnymi
splatkami (anuita) po dobu = let pii sou¢asném uroceni.

n+l n
Piislusné vzorce pak vychazeji ve tvaru Ky=YK, " -q , kde K, je bud renta
i n
q" -1
nebo anuita a ZKi je bud’ kapital slozeny k vyplaceni renty nebo Givér. Pro n pak plati vztah

2 Texty uloh uvadim v piivodnim zné&ni, jak jsou otistény v &asopise.
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n= 10gb—10g(1+b—q)) kde b=1= K,
logg a YK
g —b+1)g"+b=0.
Postup nalezeni prvni piiblizné hodnoty pro ¢ je analogicky pfedchozimu piipadu
o _n(7b+4)-3 " - - , T
avychazi ¢, =ﬂ. V textu ¢lanku uvadi Studnicka k tomuto tématu nasledujici
n+

a rovnice pro vypoCet ¢ ma tvar

ulohu:

Uloha B (str. 106): Jakymi procenty urocil dluh, kdo 19 rocnimi spldtkami
10 percentnimi zaroven umoril kapital?
ReSeni: Plati »=0,1 a 7 =19. Pfislu$na rovnice ma tvar ¢* —1,1¢" +0,1 = 0.
19.(7-0,1+4)-3
q, = 80
Odhadujeme, zZe kapital je urocen piiblizné 7,5 %. Pouzitim programu DERIVE 6 dostavame
p =744 %.

Podle ptedchoziho vzorce pro prvni piiblizeni plati =1,07875 .

2 Ulohy z Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky

V &eském Casopise pro péstovani mathematiky a fysiky [3] se v létech 1872-1884
objevuje nekolik prikladl, které byly zaddvany kfeSeni Ctenafim cCasopisu a které se
vénovaly finan¢ni matematice. Ve vybéru zajimavych tloh uvadim jejich texty, véetné Cisla
ulohy, ro¢niku ¢asopisu, ve kterém vysly a udaje o tom, kdo zaslal do redakce jejich feSeni.
Dale uvadim nastin feSeni, jak bylo v Casopise uvedeno, a také vysledek, ziskany s pouZzitim
programu DERIVE 6.

Uloha 46 ([3], ro¢nik III, 1874, str. 143): Nové stavby poZivaji nyni 25 let tak
zvaného osvobozeni od dani; jaky kapital predstavuje tato vyhoda, obnasi-li prominuta dan
1000 zI. rocné, pri polorocnim tiroceni 6 % a) nyni, b) za 25 let.

ReSeni (fefeni této ulohy se mezi feSenimi zaslanymi do redakce nevyskytuje): Na
zéaklad¢ clanku F. J. Studnicky by mohlo vypadat takto: Pokud majitel domu uloZzi prominutou
dan 1000 zl. kazdy rok pfi 6% poloro¢nim sloZitém urokovani, bude mit po 25 letech
(K, =1000, =103, n=50) naspofeno 3"k, 1000193 -1.03

1,03 -1
tuto ¢astku na zacatek Casu, dostaneme K =116 708-1,037° =26 622 zl.

=116708 zl. Prepocteme-li

Od roku 1874 do roku 1878 nejsou tlohy pro ¢tenate v Casopisu pro péstovani
mathematiky a fysiky zadavany. Vroce 1878 se redakce vraci ke svému plvodnimu
programu a zavadi opét rubriku Ulohy s vyslovnym prdanim, aby se ji dostalo ucastenstvi co

vevr

Uloha 1 ([3], roénik VII, 1878, str. 182): Majitel domu, jehoz cena se paci na 6600
zl., stal se v 62. roce véku svého neschopnym ku praci; a ponévadz z ndjemného nemohl se
uziviti, postoupil diim sousedovi svému, vyminiv sobé byt v cené 100 zl. a doZivotni diichod
rocnich 700 zI. Nebyl pFi tom zkrdcen?

ReSeni (Zaslal Jos. Zvéfina, 74k VIL t. r. g. v Chrudimi, feeni zaslali téz Matgj
Vanécek z Tabora a Petrov, zak VII. tf r. g. obec. na Malé strané¢ v Praze.): Hodnotu
dozivotniho  dichodu 800 zl. pocita fteSitel podle jednoduchého  vzorce
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S
v, =v— =800- 67,8
K 9,

m

=5819,74 a odvoldvd se na StudniC¢kovu ucebnici Algebry,

str. 192. Teoreticky tedy majitel domu utrpi $kodu, av§ak vzhledem k tomu, Ze v pojistovné
by na tento dichod musel slozit nejméné 7000 zl., pozndme, Ze v prakci ma vyhodu, pise
septiman Zv¢éfina.

Uloha 5. ([3], roénik VIL, 1878, str. 255): Nékdo uklidd kazdorocné 100 zl. do
sporitelny na 4% a do zdlozny na 6%; za kolik let bude miti v zdlozné jednou tolik nastradano
co ve sporitelné?

ReSeni (Podal Jan Mayer, zak VIIL tf. gymn. v Jindf. Hradci, dale Fesili Josef Kofinek
z VIIL tf. téze Skoly, Jos. Prouza z VIIL. tf. gymn. v Chrudimi.): Obs4hlejsi feSeni je mozno
shrnout takto: Uklada-li se kapital na zacatku dob, vzroste jistina C = 100 zl. ve spofitelné

,kde r =

n+l

r —-r

n+l

postupné za 7 letna C, = c? __~9 kde ¢q = 1,04 a v zilozn& na C,=C I
g-1 "

1,06. Podle zadani ma platit C,=2-C,. Po dosazeni a upravé vychazi rovnice

1,04" —0,3397436-1,06" —0,66025641=0. Jeji feSeni nejprve fesitel tlohy odhadne mezi
¢isly 51 a 52. Po nalezeni druhé pfiblizné hodnoty »,= 51,950283 pak odpovid4 na zadanou

otazku hodnotou 51 let a 11 mésici, za kteryzto Cas se kapital v zalozn¢ zdvojnasobi
v porovnani s kapitalem ve spofitelné. Resenim v programu DERIVE 6 dostavame hodnotu
n =51,95088734.

3 Maturitni ilohy z finanéni matematiky z pifelomu 19. a 20. stoleti

Dalsim souborem uloh, ve kterych se uvedena problematika Casto vyskytuje, jsou
Gilohy zadavané pifi maturitni zkousce na tehdejiim C. k. &eském gymnasiu v Ceskych
Bud¢jovicich v letech 1899-1906. Tento soubor se nachdzi v protokolech o maturitnich
zkougkach, uloZenych ve Statnim okresnim archivu v Ceskych Bud&jovicich ([1], [2]). To, Ze
pocet prikladl s finanéné-matematickou tématikou tvoii témeét 8§ % z celkového poctu 732
uloh, dokazuje, Ze ji byla vénovana velka pozornost i na ptelomu 19. a 20. stoleti.

Priklady, uvedené v tomto odstavci, jsem rozdé€lil do skupin na zéklad€ tematického
Clenéni, které jsem ptevzal zclanku Frantiska Hozy O slozZitéem urokovdani a poctu
diichodovém ([3], ro¢nik V, 1876, str. 200-215 a 261-274). V zavorce za textem ulohy je
uveden rok, kdy byl priklad zadan, jméno jeho fesitele, znamka z pisemné maturitni prace,
znamka navrzena zkousejicim profesorem za dany ptiklad, znamka navrZena za Gstni zkousku
a vyslednd znamka z matematiky u maturitni zkousky. Pokud byl pfiklad navrzeny k pisemné
maturitni zkouSce (PMZ), uvadim obdobi (letni, zimni), variantu navrhu a tdaj o tom, zda
byla varianta vybrana k zadani u pisemné maturitni zkousky.

a) Prosty vypocet kapitalu, vzniklého z jistiny, uloZené na p procent po dobu » let:
e Otec ulozi pri narozeni ditéte 2000 K do sporitelny, aby dité ve 24 letech si kapital
vyzvedlo; kolik bude mit, je-li kapitdl ulozen na 4 %. (1901, Virt Frantisek, 4, 4, 4,
vysl. 4)

e Jistina 1500 K vzrostla za 12 rokit o 901.5 K; na kolik % byla jistina ta uloZena pri
celor. sloz. urokovani? (1906, PMZ letni obdobi, var. II., vybrana)
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b) Prevedeni hodnoty kapitalu za konec, pfipadné na pocatek ¢asu:

Kterou hodnotu mél kapital 1000 zI. pred 10 ti roky a kterou bude mit po 10 ti létech
4% slozitého urokovani. (1899, PMZ zimni obdobi, var. III., nevybrana)

Kdosi ma po 10 letech obdrzeti 4560 K, kolik by dostal za né hned pri 4% sloz.
celorocnim urokovani? (1901, Vaculik Frantisek, 3, 4, 4, vysl. 4)

¢) Vypocet kapitalu, vzniklého pravidelnym ukladanim stejnych uloZek po » let:

Muz tricetilety plati na pocatku kazdého roku do pojistovny 50 zI. Mnoho-li obdrzi,
dozije-li se 60 tého roku svého, diskontuje-li pojistovna 5 %. (1899, PMZ zimni
obdobi, var. 1., nevybrana)

Kolik musi 30 lety muz ku 20000 K rocné pridavati, aby v 60. tém roce mel
100 000 K pri 4% rocnim urokovani? (1902, Balek Antonin, 4, 4, 4, vysl. 4)

d) Splaceni uvéru, ¢erpani renty:

Mesto vydluzi si 250 000 zI. na 3 % a splaci na konci kazdého roku 10 000 zI. na urok
i kapital. Za kolik let bude dluh ten umoren? (1899, PMZ letni obdobi, var. I,
nevybrana)

Kdosi ulozi a = 10.000 K do banky tak, aby sobé neb svym dédiciim po 20 let pojistil
penézitou rentu n = 20 let trvajici a kazdého roku splatnou a rok od roku o 100 K se
zvétsujici, zurocuje-li se 4 %, jak velkd bude prvni renta. (1903, Roubal Jan, 1, 1, 1,
vysl. 1)

e) Tvorba a ¢erpani doZivotni renty:

Muz 32" lety chee si pojistiti rocni doZivotni rentu 500 zI. pocinajici 55. rokem véku
jeho. Mnoho-li musi rocné do svého 55. roku platiti, pocita-li pojistovna 5 % urokii
slozitych a 3 % na rezii? (1899, PMZ letni obdobi, var. IV., nevybrana)

Osoba 31" letd chee rocné do svého 55. tého roku platiti jistou cdstku penéz, aby timto
rokem pocinaje dostavala dozivotni rocni rentu 1500 K¢. Mnoho-li jest ji rocné
platiti? (1904, PMZ letni obdobi, var. IV., nevybrana)

2 Finan¢ni matematika v obdobi prvni republiky

Zlatym v€kem vyuky finan¢ni matematiky bylo obdobi prvni republiky, o ¢emz sveédci

zastoupeni tohoto tématu v ucebnicich a ve sbirkach ptiklada.

vvvvv

gymnasii od Jindficha Muka [4], jejiz druhé vydani vySlo nakladem Profesorského
nakladatelstvi a knihkupectvi v Praze, s.r.o., v roce 1946, ale bylo upravené podle Navrhu
ucebnich osnov pro stiedni $koly z roku 1933. V této ucebnici je precizné vysvétlena teorie
slozeného urokovéni a je v ni uvedeno 116 ptikladli. Kromé toho se v ucebnici vyskytuji
i piiklady tykajici se problému zivotniho pojistovnictvi. Na ukazku uvadim dva ptiklady:
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e Vusporném spolku piijcuji cleniim kazdych 100 Kcs za nahradu 2 Kés mésicnich, jez
se musi vzdy koncem mésice platiti, jinak se pripocitavaji k pujcce. Kolik Kcs zaplati
Clen, jenz si vypujcil 850 Kcs a zaplati vse za 7 mesicii? Kolik se pocita procent p. a.?
(str. 177, pt. 9)

e Sirotkovi odkdzana byla jistina a ulozena na 2 % p. s. Jak velka byla, dostaval-li z ni
na konci kazdého pilleti po 16 piilleti 2000 Kcs a zbylo-li mu pak jesté ke konci
osmého roku 10.769 Kcs? (str. 191, pt. 10)

Jako ukazku sbirky ptikladd jsem vybral Sbirku uloh z matematiky pro 1V.—VIII. tFidu
strednich Skol [5], jejiz aritmetickou cast zpracovali Bohumil Bydzovsky, Stanislav. Teply
a FrantiSek Vy¢ichlo, geometrickou ¢ast pak Jan Vojtéch a ktera vysla ndkladem Jednoty
Ceskoslovenskych matematikii a fysiki vroce 1946. Tato sbirka obsahuje celkem 203
prikladt véetné tloh pojistovaci aritmetiky, které zapadaji do kontextu finanéni matematiky
1épe nez v knize Mukové, kde se jedna spiSe o problematiku Zivotniho pojisténi. Opét uvadim
dvé ukazky, na kterych mizeme smutné sledovat, jak vyvoj nasi zemé ve dvacatém stoleti
dramaticky zasahoval do zivota lidi, které jisté slouzily jako vzor pro matematické ptiklady
ve sbirce.

o Kolik musi uloziti otec r. 1940 svému synu, ma-Ii tento dostavati v letech 1959 az 1968
vzdy 7000 Kés? (3,5 % p. a.) (str. 123, pt. 2183)

e [nzenyr narozeny r. 1905 se pojistil r. 1930 tak, ze plati od r. 1930 do r. 1950 rocné
urcitou castku. Pro léta 1960 az 1980 si tim zajistil diichod rocné 24 000 Kcs. Jak
velkou prémii plati? (str. 141, pt. 2447)

3 Finan¢ni matematika ve druhé poloviné 20. stoleti

Dale chci ukazat, jak se s uvedenou problematikou vyrovnavala stfedni Skola v obdobi
komunistické diktatury, kdy toto téma bylo vyrazné omezeno. Jako zdroj jsem pouzil tehdejsi
sbirky piikladd.

Jako prvni sbirku jsem vybral Shirku iiloh z matematiky pro SVVS (na vazbg), ptipadné
pro gymnasia (na titulnim list¢) autorti Frantiska Vejsady a Frantiska Talafouse [6], kterou
vydalo SPN vroce 1969 a ktera je znama generacim studentd zelenou barvou vazby
a davérnym nazvem ,,Vejsada“. Zde najdeme celkem 19 piikladti z finan¢ni matematiky. Dva
typické piiklady uvadim:

o Kurak prokouri rocné primérnée 1 800 Kcs. Kolik by si usporil za 10 let, kdyby tuto
castku ukladal koncem kazdého roku do sporitelny pri 2% celorocnim slozeném
urokovani? (str. 260, pt. 148)

o Zaméstnanec podniku si nastidadal za osm let 42 000 KCs na zakoupeni auta. Jakou
castku ukladal priimeérné koncem kazdého roku? (3 % p. a.) (str. 260, pt. 151)

V klasické Shirce maturitnich prikladii [7], kterou zpracoval kolektiv autord pod

vedenim Petra Bendy a kterou vydalo SPN v roce 1983, jsou tematice finanéni matematiky
vénovany 4 piiklady. Na ukazku uvadim nasledujici alohy:
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e JZD si vypujcilo 100 000 Kés a zavazalo se, ze je splati dvéma stejnymi splatkami,
z nichz prvni je splatna za dva roky a druhd za ¢tyri roky ode dne vypujceni. Jak velké
budou splatky pri 2% slozeném urokovani? (str. 123, pt. 18)

o Kolik musime skladat pocatkem kazdého roku po dobu 10 let, chceme-li mit koncem
desatého roku nastradano 10 000 Kcs pri 2% slozeném urokovani? (str. 123, pt. 19)

Nové&jsi sbirka, ReSené maturitni tilohy z matematiky [8] od Ivana Buska, vydana
nakladatelstvim Prométheus ve spolupraci s JICMF roku 1999, jiz obsahuje vice tiloh na
finan¢ni matematiku s vétsim tématickym rozsahem. Objevuje se zde dan z urokt. Ve sbirce
najdeme 7 piikladli z oboru finan¢ni matematiky, z toho 2 fesené. Uvadim dvé ulohy (prvni
feSend, druha nefesena, s kratkym komentafem):

e Obcan si zalozil 1. Fijna 1996 sporici vklad s rocni urokovou mirou r % a s mésicnim
urokovacim obdobim. Pri zaloZeni vkladu uloZil castku V, a stejnou Cdstku pak

pravidelné ukladal na zacatku kazdého dalsiho mésice az do zari 1997 (véetné). Jaka
castka byla na jeho sporicim vkladu po uplynuti jednoho roku, jestlize po cely rok
Zadny obnos nevybral, rocni urokova mira se nezménila a dan z urokii cinila 15 %?
Reste nejprve obecné a pak pro r= 9, V, = 1000 K¢. (str. 483, pt. 48.3)

e  Banka poskytla podnikateli wver ve vysi 2 000 000 K¢ na dobu Sesti let. Rocni urokova
mira je 14% a urokovaci obdobi je 1 rok. Podnikatel bude spldcet iivér pravidelné ve
stejnych rocnich splatkach, které jsou splatné vidy na konci urokovaciho obdobi.
Vypocitejte vysi jedné splatky. (str. 489, pt. 48.15)

4 Finan¢ni matematika na zacatku 21. stoleti

V soucasné dobé se v oboru finan¢ni matematiky snad zacina blyskat na lepsi casy,
alesponi co do poctu a trovné publikaci, vydanych v nedavné dobé. Chci zminit dvé z nich,
ato Vybrané kapitoly z financni gramotnosti Vladimiry Petraskové a Zuzany Horvathové [9],
kterou vydala Pedagogicka fakulta Jihoeské univerzity vroce 2010, a Ulohy z financni
matematiky pro stiedni Skoly Oldficha Odvarka [10], kterou vydal Prometheus v roce 2005.

Prvni publikace se vénuje problematice rodinného a osobniho rozpoctu, mezd, cen
a ménovych kurzd, ale i produktim, které mohou zhodnocovat penize nebo které umoziuji
chybéjici penize ziskat. Obsahuje celkem 46 piikladd, feSenych i nefeSenych. Z knihy [9]
uvadim opét dva piiklady:

e Na swiij sporici ucet si ulozime 350 000 K¢. Po deseti letech je na uctu nasporeno
400 000 K¢. Urocili se nase penize pri vyssi urokové mire nez byla priimérna inflace
poslednich 10 let (2,71 %)? (str. 76, pt. 5.8)

e Miada rodina si chce poridit vétsi byt. U realitniho maklére zjisti, Ze stavajici byt je
mozné prodat za 1 300 000 K¢. Vzhledem k tomu, Ze porizovaci cena nového bytu je
1800 000 K¢, potrebuji si vypujcit 500 000 K¢. Banka mladé rodiné nabidne
hypotécni uver s dobou splatnosti 10 let, rocni urokovou mirou 5, 29%, piilrocnim
pripisovanim urokii a splatky vzdy na konci pololeti ve vysi 32 515 K¢. Sestavte
umorovaci plan a zjistéte, kolik budou cinit uiroky tohoto hypotécniho uvéru. (str. 100,
pf. 6.6)
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Kniha Ulohy zfinancni matematiky pro stiedni $koly Oldficha Odvarka [10] je
moderni uéebnice, ktera reaguje na vSechny aspekty svéta financi, které pfinasi moderni doba.
Setkdvame se v ni s rozborem jednoduchého i sloZzeného trokovani, ale také s vysvétlenim
pojmi spotiebitelsky uvér, prodej na splatky, hypotecni uvér, leasing, spotfeni vcetné
dichodovych spoficich programii. Obsahuje 234 ptikladl, modelujicich realné situace. Na
ukazku uvadim dva z nich:

e Firma na vyrobu uzitkového skla ziskala formou financniho leasingu vyrobni zarizeni
s porizovaci cenou 2 660 000 K¢. Akontace je 40 %, doba splaceni 24 mésicii, mésicni
anuita 78 527 K¢. Zjistéte urokovou miru, se kterou je leasing poskytnut. (Zistatkovou
hodnotu ani pripadny poplatek za realizaci smlouvy sem nezahrnujeme.) (str. 148,
pt. 4.38)

e  AP-banka uroci terminovany vklad na 2 roky ve vysi 10 000 K¢ s urokovou mirou
2 %. Jde o slozené uroceni, urokovaci obdobi je ctvrt roku. Jak vysokou urokovou
miru by musela nabidnout AT-banka, kterd by urocila takovy vklad jen jednou, v den
splatnosti, aby vkladatel dosahl stejného zisku? (str. 106, pt. 3.45)

Ob¢ ucebnice jsou velmi potiebné a jejich vydéani je vyznamnym pocinem v Usili
o zlepSeni finan¢ni gramotnosti.

S Zavér

Z predchazejiciho textu je vidét, Ze uroven vyuky finanéni matematiky a z ni vyply-
vajici financni gramotnost zavisi na tom, jak jsou uspoiadany vztahy ve spolecnosti. Tam, kde
jsou lidé jako svobodni obc¢ané odpovédni za sviij osud, tedy i za hospodafeni s vlastnimi
penézi, je jeji roven dobrd. Tak tomu bylo v obdobi rakousko-uherské monarchie i v obdobi
prvni republiky. V obdobi takzvaného realného socialismu si stat uzurpoval nejen pravo
rozhodovat o osudech svych ob&ant, ale i o jejich hospodateni. Ulohy z finanéni matematiky
tehdy slouzily pouze jako nastroj k procvicovani latky o geometrické posloupnosti. V sou-
Casnosti, kdy na ¢lovéka uto¢i z médii nabidky na rtizné takzvané vyhodné finan¢ni produkty,
je nebezpeci zneuziti financni negramotnosti obzvlasté vysoké. Navrat finanéni matematiky
do ucebnich plant stfednich skol nejen jako nastroje pro rozvoj matematickych dovednosti,
ale i jako cile, je proto navysost potiebny.
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