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Vážené kolegyn�, vážení kolegové, 

p�edkládáme Vám svazek obsahující texty �ty� hlavních vyzvaných p�ednášek a delších 
�i kratších sd�lení, které byly p�ihlášeny na 29. mezinárodní konferenci Historie 
matematiky. Všechny p�ísp�vky byly graficky a typograficky sjednoceny, n�které musely 
být upraveny i jazykov�. Za�azen je též seznam �ádn� p�ihlášených ú�astník� (do 30. 6. 2008) 
a denní program konference. Svazek vznikl díky finan�ní podpo�e Katedry didaktiky 
matematiky MFF UK a Ústavu aplikované matematiky FD �VUT. 

Letošní konference je rozd�lena na dv� �ásti. Poprvé se objevují hlavní p�ednášky, o n�ž byli 
požádáni zkušení p�ednášející, kte�í se dlouhodob� v�nují d�jinám matematiky a výchov�
doktorand� oboru Obecné otázky matematiky a informatiky. Texty jejich vystoupení jsou 
otišt�ny v první �ásti sborníku.  

Ve druhé �ásti sborníku jsou uve�ejn�ny p�ísp�vky jednotlivých ú�astník�. Jejich vystoupení 
nebyla monotématicky zam��ena, nebo� jsme se snažili poskytnout dostate�ný prostor 
k aktivním vystoupením, diskusím a neformálním setkáním všech p�ihlášených, 
tj. matematik�, historik� matematiky, u�itel� vysokých a st�edních škol, doktorand�
i student�. 

Program konference je v letošním roce op�t dosti bohatý a pestrý. Doufáme, že každý najde 
n�co, co ho zaujme, objeví nové kolegy a p�átele, získá inspiraci, motivaci a povzbuzení 
k další odborné práci nebo studiu.  

Všechna jednání konference probíhají v aule gymnázia:  

Gymnázium 
Sokolovská 27/235 
594 01  Velké Mezi�í�í 
tel.: 566 522 839 
tel., fax.: 566 521 600 
http://www.gvm.cz  

Ú�astníci konference jsou ubytováni v domov� mládeže:  

Domov mládeže 
Hornom�stská 36 
594 01 Velké Mezi�í�í 
tel.: 566 522 829  
dm@ssrsvm.cz 

Podrobn�jší informace o letošní konferenci i p�edchozích konferencích a letních školách lze 
najít na adrese:

http://www.fd.cvut.cz/personal/nemcova/konference/hlavnindex.html 

Jind�ich Be�vá� a Martina Be�vá�ová

V Praze v �ervenci 2008
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SEZNAM Ú�ASTNÍK�

� Balková Lubomíra � Lepka Karel 
� Baštinec Jaromír � Melcer Martin 
� Be�vá� Jind�ich � Moravec Luboš 
� Be�vá�ová Martina � Otavová Miroslava 
� �ižmár Ján � Pavlíková Pavla 
� Dobiášová Kate�ina � Pazourek Karel 
� Durnová Helena � Pecinová Eliška 
� Fulier Jozef � Pecl Ji�í 
� Halas Zden�k � Pelantová Edita 
� Hromadová Jana � Pémová Marta 
� Hude�ek Ji�í � Porubský Štefan 
� Hykšová Magdalena � Richter Jaroslav 
� Chmelíková Vlasta � Saxl Ivan 
� Chocholová Michaela � Sklenáriková Zita 
� Ilucová Lucia � Slavík Antonín 
� Jarošová Martina � Smýkalová Radka 
� Ježek Josef � Sýkorová Irena 
� Kafková Marika � Šír Zbyn�k 
� Kalousová Anna � Špinková Milena 
� Kotou�ková Hana � Trkovská Dana 
� Koudela Libor � Ulrychová Eva 
� Kot�lek Jan � Vacková V�ra 
� Kvasz Ladislav � Wi�sław Witold 
� Lengyelfalusy Tomáš � Zichová Jitka 
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SEZNAM P	EDNÁŠEK

I. Vyzvané p�ednášky 

J. Be�vá�, M. Be�vá�ová: Práce historika matematiky
J. �ižmár, Z. Sklenáriková: Geometria v diele J. Lamberta 
Š. Porubský: Dokonalá �ísla – najstarší otvorený problém matematiky
I. Saxl: Pravd�podobnost p�ed Pascalem a Fermatem

II. Konferen�ní vystoupení (25 minut) 

M. Be�vá�ová: Archimédovy práce �esky
K. Dobiášová: Bézier a Casteljau u vzniku CAGD 
H. Durnová: Postava matematika v beletrii a ve filmu
J. Hude�ek: Axioms, Algorithms & Anachronisms: David Hilbert and Mechanised Proofs 
M. Hykšová: Filozofické pojetí pravd�podobnosti v díle T. G. Masaryka a K. Vorovky
M. Chocholová: Wilhelm Matzka (1798–1891) ve Vídni 
L. Ilucová: Rovinné grupy symetrií vo výtvarnom umení 
M. Jarošová: Leonardo Pisánský – Liber Abaci
J. Ježek: M�l Fermat nástroje k d�kazu svých v�t!?
A. Kalousová: Georges-Louis Leclerc de Buffon
H. Kotou�ková: Historie robustních matematicko-statistických metod
L. Koudela: Vývoj pojmu fraktální dimenze 
M. Otavová: Caramuel z Lobkovic – matematická teorie jazyka v 17. století
K. Pazourek: Euklid�v algoritmus v u�ebnicích matematiky pro reálky a gymnázia  
                       (1852–1907) 
E. Pelantová: Neobvyklé reprezentace �ísel 
A. Slavík: Mén� známá fakta z historie teorie množin
R. Smýkalová: Z historie goniometrických funkcí – Ptolemaiovy výpo�ty 
I. Sýkorová: Násobení ve st�edov�ké Indii 
Z. Šír: Užití teorie proporcí u Eukleida, Archiméda a Apollónia
M. Špinková: Pravd�podobnost a naše zdraví
D. Trkovská: Cremonovy transformace a jejich cesta z Milána do Prahy
E. Ulrychová: Zrod vektorového po�tu a vektorových prostor�
W. Wi�sław: Zygmunt Rewkowski (1807–1893) – matematyk zapomniany
J. Zichová: Josef Erben – pražský statistik 19. století
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ODBORNÝ PROGRAM KONFERENCE 

Pátek 22. 8. 2008  

Dopolední program 10:00–12:00 
Zahájení 
Plenární p�ednáška: 
J. �ižmár, Z. Sklenáriková: Geometria v diele J. Lamberta 

Konferen�ní vystoupení: 
M. Jarošová: Leonardo Pisánský – Liber Abaci

Odpolední program 14:00–15:30 
Plenární p�ednáška: 
J. Be�vá�, M. Be�vá�ová: Práce historika matematiky

Odpolední program 16:00–18:00 
Konferen�ní vystoupení: 
R. Smýkalová: Z historie goniometrických funkcí – Ptolemaiovy výpo�ty  
H. Kotou�ková: Historie robustních matematicko-statistických metod
E. Ulrychová: Zrod vektorového po�tu a vektorových prostor�

Sobota 23. 8. 2008  

Dopolední program 8:30–10:00 
Konferen�ní vystoupení: 
M. Be�vá�ová: Archimédovy práce �esky
J. Zichová: Josef Erben – pražský statistik 19. století

Dopolední program 10:30–12:00 
Konferen�ní vystoupení: 
H. Durnová: Postava matematika v beletrii a ve filmu
M. Špinková: Pravd�podobnost a naše zdraví  
J. Ježek: M�l Fermat nástroje k d�kazu svých v�t!?

Odpolední program 14:00–15:30 
Plenární p�ednáška: 
I. Saxl: Pravd�podobnost p�ed Pascalem a Fermatem  

Odpolední program 16:00–18:00 
Konferen�ní vystoupení: 
M. Chocholová: Wilhelm Matzka (1798–1891) ve Vídni 
D. Trkovská: Cremonovy transformace a jejich cesta z Milána do Prahy
Diskuse o studiu historie matematiky 
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Ned�le 24. 8. 2008 

Dopolední program 8:30–10:00 
Plenární p�ednáška: 
Š. Porubský: Dokonalá �ísla – najstarší otvorený problém matematiky

Dopolední program 10:30–12:00 
Konferen�ní vystoupení: 
A. Slavík: Mén� známá fakta z historie teorie množin
L. Koudela: Vývoj pojmu fraktální dimenze 

Pond�lí 25. 8. 2008  

Dopolední program 8:30–10:00 
Konferen�ní vystoupení: 
W. Wi�sław: Zygmunt Rewkowski (1807–1893) – matematyk zapomniany
A. Kalousová: Georges-Louis Leclerc de Buffon

Dopolední program 10:30–12:00 
Konferen�ní vystoupení: 
E. Pelantová: Neobvyklé reprezentace �ísel 
L. Ilucová: Rovinné grupy symetrií vo výtvarnom umení 

Odpolední program 14:00–15:30 
Konferen�ní vystoupení: 
M. Otavová: Caramuel z Lobkovic – matematická teorie jazyka v 17. století
J. Hude�ek: Axioms, Algorithms & Anachronisms: David Hilbert and Mechanised Proofs 

Odpolední program 16:00–18:00 
Konferen�ní vystoupení: 
I. Sýkorová: Násobení ve st�edov�ké Indii 
Z. Šír: Užití teorie proporcí u Eukleida, Archiméda a Apollónia  
M. Hykšová: Filozofické pojetí pravd�podobnosti v díle T. G. Masaryka a K. Vorovky

Úterý 26. 8. 2008  

Dopolední program 8:30–10:00 
Konferen�ní vystoupení: 
K. Pazourek: Euklid�v algoritmus v u�ebnicích matematiky pro reálky a gymnázia 
                       (1852–1907) 
K. Dobiášová: Bézier a Casteljau u vzniku CAGD 

Dopolední program 10:30–12:00 
Záv�re�ná diskuse 
Zakon�ení 
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VYZVANÉ  P	EDNÁŠKY 



Johann Heinrich Lambert (1728 – 1777) 



GEOMETRIA V DIELE                                     
JOHANNA  HEINRICHA  LAMBERTA 

JÁN �IŽMÁR, ZITA SKLENÁRIKOVÁ

Hlavný prúd vedeckého pokroku matematiky v 18. storo�í prezentuje tvorba 
akademických vzdelancov pôsobiacich vo vedeckých centrách reprezentovaných 
niektorými poprednými európskymi univerzitami a najmä špecializovanými vedeckými 
inštitúciami, z ktorých najvýznamnejšie postavenie zaujímali Berlínska, Sankt-
Peterburská  a Parížska akadémia vied. Špi�kové vedecké osobnosti tohto storo�ia 
v matematike (Euler, Lagrange, Laplace a i.) absolvovali špecializované štúdium 
vysokoškolskej úrovne, v ktorom matematika bu	 hrala dominantnú rolu, alebo bola 
podstatnou sú�as�ou vzdelávacieho programu, ktorý pomohol odhali� a neskorším 
štúdiom a praxou naplno rozvinú� matematický talent a 	alšie intelektuálne schopnosti 
vedca. Matematická publika�ná �innos� talentovaných samoukov – akými boli 
v predchádzajúcich storo�iach M. Stifel, F. Viète, J. Napier, R. Descartes, P. Fermat, 
W. Oughtred a mnohí iní – ktorá významným podielom prispievala k vedeckému 
pokroku v matematike, prestáva by� v 18. storo�í pravidelným fenoménom matematickej 
tvorby podstatne ovplyv
ujúcim charakter matematiky tohto storo�ia a progresívne 
smery jej vývoja. Jedným z nemnohých matematikov-samoukov, ktorých pôsobenie sa 
vymyká z tohto všeobecného obrazu, je Johann Heinrich Lambert, ktorého vedecká 
produkcia v 18. storo�í znate�ne obohatila obsah nieko�kých vedeckých oblastí, a to 
najmä matematiky, fyziky, astronómie a filozofie. 

1 Životopis 

1.1 Detstvo a dospievanie 

Johann Heinrich Lambert (franc. Jean Henri) sa narodil 26. augusta 1728 v alsaskom 
meste Mulhouse (nem. Mülhausen), ktoré malo od 14. storo�ia status slobodného 
ríšskeho mesta (slobodné mesto Svätej rímskej ríše nemeckého národa) a v �ase 
Lambertovho života patrilo do Švaj�iarskej konfederácie na základe obrannej zmluvy 
medzi konfederáciou a mestom. Lambertovi hugenotskí predkovia sa presídlili do mesta 
zo severofrancúzskej oblasti Lorraine r. 1635, ke	 v meste našli úto�isko pred 
náboženským prenasledovaním v pohnutých �asoch Tridsa�ro�nej vojny. Mesto 
Mulhouse poskytovalo obraz relatívne pokojného spolunažívania obyvate�ov rôznych 
vierovyznaní v dobe, ke	 rozbroje medzi politickými reprezentantmi rímskokatolíckeho, 
evanjelicko-augsburského a kalvínskeho vierovyznania boli zámienkou na rozpútanie 
najni�ivejšej vojny 17. storo�ia na území západnej a strednej Európy.  

Lambertov starý otec aj otec Lukas boli kraj�íri a rovnaký životný údel �akal aj 
Johanna Heinricha, ktorý po absolvovaní základnej školy vo veku dvanás� rokov zostal 
doma pomáha� otcovi v remesle pri zabezpe�ovaní materiálnej existencie po�etnej 
rodiny, v ktorej bolo treba živi� pä� synov a dve dcéry. Relatívne dobré základy 
vzdelania v obvyklých elementárnych predmetoch a vo francúzštine a latin�ine, ktoré 
nadobudol mladý Lambert v škole, si po celodennom zamestnaní intenzívne dopl
oval 
a rozširoval samostatným štúdiom po ve�eroch a nociach. Už d�žka Lambertovho 

11



školského vzdelania nebola v 18. storo�í pre deti nemajetných vrstiev obvyklá 
a v porovnaní so zaostalejšími oblas�ami Európy bola priam nadmerná. (Napr. na 
Slovensku vä�šina vidieckych žiakov ešte v dvadsiatych rokoch 20. storo�ia kon�ila 
povinnú školskú dochádzku vo veku dvanástich rokov po šiestich ro�níkoch základnej 
školy.) Dobré školské základy a usilovné samovzdelávanie priniesli Lambertovi prvé 
ovocie v podobe úradníckeho miesta v železiar
ach v Seppois – južne od Mulhouse 
a západne od Bazileja – kam nastúpil ako pätnás�ro�ný. V plnení rozmanitých 
úradníckych povinností vynikla jeho kaligrafická úprava písomností a po�társka zru�nos�
v ú�tovníckych záležitostiach. Široký vedomostný rozh�ad mu onedlho umožnil 
privyrába� si aj �innos�ou súkromného u�ite�a. Ako sedemnás�ro�ný získal miesto 
sekretára u Johanna Rudolfa Iselina, vydavate�a konzervatívneho denníka Basler Zeitung 
(Bazilejské noviny) a neskoršieho profesora práv v Bazileji. Vo svojich spomienkach 
Lambert vysoko hodnotil ideálne podmienky, ktoré mu toto pracovné miesto utváralo na 
	alšie hlboké samoštúdium, zamerané najmä na matematiku, astronómiu a filozofiu. 
Prvotným objektom jeho štúdia bola síce filozofia, a to najmä teória poznania, ale 
�oskoro zistil, že metodologickým základom cesty k objektívne pravdivému poznaniu sú 
matematické vedy, osobitne algebra a mechanika, ktoré poskytujú jasné, hlboké 
a presved�ivé príklady na potvrdenie zákonov a pravidiel filozofie.  

1.2 Dozrievanie 

Dvadsa�ro�ný Lambert nastúpil r. 1748 na miesto súkromného u�ite�a 
a vychovávate�a v domácnosti grófa Petra von Salisa v meste�ku Chur vo východnom 
Švaj�iarsku ne	aleko dnešných hraníc s Rakúskom. Jeho zverencami boli jedenás�ro�ný 
grófov vnuk, jeho bratanec toho istého veku a 	alší sedemro�ný �len rodiny. Pobyt 
v Chure bol pre Lamberta jedine�nou príležitos�ou na pokra�ovanie v hlbokom 
samovzdelávaní, v �om mu preukázala neocenite�nú pomoc vynikajúca grófova knižnica. 
Štúdium bolo na	alej sústredené na matematiku, astronómiu a filozofiu, ale objavili sa už 
prvé formulácie vedeckých problémov a samostatné pokusy o ich riešenie. K uvedeným 
oblastiam pribudla fyzikálna tematika, špeciálne otázky termiky a optiky, ktoré sa stali 
predmetom dlhodobého Lambertovho záujmu. Pre Švaj�iarsku vedeckú spolo�nos�
(Societas Helvetica) v Bazileji, ktorá ho medzi�asom zvolila za svojho �lena, konal 
v Chure pravidelné meteorologické pozorovania. Okrem toho sa venoval astronomickým 
pozorovaniam pomocou astronomických prístrojov zhotovených pod�a jeho vlastných 
návrhov. K 	alším prejavom uznania Lambertovej vedeckej �innosti po�as jeho pobytu 
v Chure patrila jeho vo�ba za �lena Literárnej spolo�nosti v Chure a jeho prvá publikácia 
o kalorickom teple v �asopise Acta Helvetica r. 1755.    

Po ôsmich rokoch pôsobenia v Chure vyslala rodina grófa von Salisa r. 1756 
Lamberta s jeho dvoma staršími zverencami na okružnú vzdelávaciu cestu po Európe. 
Jednou z prvých zastávok na tejto ceste bola návšteva Göttingenu, kde sa Lambert stretol 
s univerzitnými profesormi A. G. Kästnerom a T. J. Mayerom st. a bol zvolený za �lena 
Göttingenskej u�enej spolo�nosti. Dlhší pobyt v Göttingene a úmysel venova� sa tam 
štúdiu matematiky prekazila Lambertovi r. 1757 francúzsko-rakúska okupácia 
Göttingenu v Sedemro�nej vojne (1756–1763) medzi Pruskom a Rakúskom. Lambert so 
svojimi mladými zverencami odcestoval do Utrechtu, odkia� v nasledujúcich dvoch 
rokoch navštívil vä�šinu významnejších holandských miest. Po�as holandského pobytu 
vyšla Lambertovi r. 1758 v Haagu jeho prvá kniha o zákonitostiach prechodu svetla 
rôznymi prostrediami.  
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alšími zastávkami Lamberta s mladíkmi na okružnej ceste Európou boli mestá Paríž, 
Marseille, Nice, Turín a Miláno. V Paríži sa Lambert stretol s d´Alembertom, ktorý v tom 
�ase už patril k špi�kovým vedeckým osobnostiam svojej doby. Po návrate z okružnej 
cesty ukon�il Lambert službu v rodine grófa von Salisa s úmyslom venova� sa výlu�ne 
vedeckej práci. Ke	 padla šanca nastúpi� na miesto v Göttingene, pobudol nieko�ko 
mesiacov v Zürichu, kde sa zaoberal astronomickými pozorovaniami, a potom sa na 
nieko�ko mesiacov vrátil do rodného mesta. R. 1759 mu vyšla v Zürichu vo francúzštine 
kniha La perspective affranchie de l´embaras du Plan géometral, známejšia pod 
nemeckým názvom Die freye Perspective, napísaná pravdepodobne už v polovici 
pä�desiatych rokov 18. storo�ia. Dielo, ktoré matematickou úrov
ou a bohatstvom 
obsahu prekonalo dovtedy vrcholnú prácu o perspektíve B. Taylora Linear perspective, 
bolo predzves�ou exaktnej matematizácie zobrazovacích metód deskriptívnej geometrie 
v podaní Gasparda Mongea. Týmto dielom sa Lambert stal natrvalo známym v európskej 
vedeckej komunite.  

1.3 Akademické pôsobenie 

Od r. 1759 žil Lambert v Augsburgu, kde zohnal vydavate�a svojich dvoch 	alších 
diel Photometria (Fotometria, 1760) a Cosmologische Briefe (Kozmologické listy, 1761) 
a podie�al sa na prípravných prácach na založenie Bavorskej kurfürstskej akadémie vied 
v Mníchove, ktorá mala by� zorganizovaná pod�a vzoru Berlínskej akadémie vied. Po 
nezhodách s nieko�kými �lenmi akadémie opustil akadémiu r. 1762. Zostal však jej 
korešpondujúcim �lenom.  

L. Euler už r. 1760 odporu�il prijatie Lamberta na miesto profesora astronómie 
v Sanktpeterburskej akadémii, dlhodobo uprázdnené následkom reorganiza�ných zmien 
v akadémii a neistých politických pomerov v Rusku. Ke	 táto šanca zlyhala a stroskotalo 
aj potenciálne trvalé pôsobenie Lamberta v Bavorskej akadémii vied, ú�astnil sa krátky 
�as na rozhrani�ujúcich geodetických meraniach medzi Milánom a Churom a potom 
odcestoval do Lipska, kde sa mu podarilo nájs� vydavate�a jeho filozofického diela 
Neues Organon (Nový organon), publikovaného r. 1764. V nasledujúcom roku bol 
Lambert na návrh Eulera prijatý za pracovníka Berlínskej krá�ovskej akadémie vied, 
titulárne na slušne honorované miesto vrchného stavebného radcu. Pruský krá� Fridrich II 
(Ve�ký) pôvodne odmietol vymenova� Lamberta za �lena akadémie z nieko�kých prí�in, 
medzi ktoré patrili o. i. Lambertov nízky pôvod, nekonven�né správanie a rigorózne 
náboženské presved�enie, ale vzh�adom na Lambertovu vedeckú reputáciu zmenil svoje 
rozhodnutie. Lambert bol formálne za�lenený do fyzikálnej triedy (= sekcie) akadémie, 
ale ako jediný �len akadémie prezentoval pred písomnou publikáciou svoje práce, 
ktorých po�et presiahol za dvanás� rokov �íslo 150, aj v iných triedach akadémie. 
V akadémii Lambert pracoval na mnohých problémoch rýdzo teoretickej i aplikovanej 
povahy v nieko�kých oblastiach exaktných vied a filozofie. Vä�šina jeho matematických 
výsledkov bola publikovaná súborne v štvorzväzkovom diele Beyträge zum Gebrauch 
der Mathematik und deren Anwendung (Príspevky k použitiu matematiky a jej aplikácie). 
Niektoré Lambertove výsledky dosiahnuté v Berlínskej akadémii , ako napr. dôkaz 
iracionality �ísla �, prínos k teórii hyperbolických funkcií, aplikácie matematiky 
v kartografii a špeciálne prínos k vzniku neeuklidovskej geometrie, mali pre pokrok 
teórie v príslušných oblastiach fundamentálny význam. Útly spis Theorie der 
Parallellinien, dokon�ený r. 1766 a publikovaný posmrtne r. 1786 Johannom Bernoullim, 
vnukom Johanna Bernoulliho I, bol temer priamou predzves�ou zrodu neeuklidovskej 
geometrie v tre�om desa�ro�í 19. storo�ia a hlboko zasiahol aj do metodologickej 
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koncepcie základov geometrie. Rozsiahle filozofické dielo venované hlavne problémom 
poznania Anlage zur Architectonic, oder Theorie des Einfachen und Ersten in der 
philosophischen und mathematischen Erkenntnis (Úvod do architektoniky alebo teória 
jednoduchého a prvého vo filozofickom a matematickom poznaní), ktoré vyšlo r. 1771, 
bolo posledným knižným vydaním významnejšieho  Lambertovho diela publikovaným  
za jeho života. Lambert zomrel 25. septembra 1777 v Berlíne vo veku 49 rokov na 
tuberkulózu. 

2 Vedecké dielo 

2.1 Fyzika 

Najvýznamnejším Lambertovým prínosom k rozvoju fyziky sú výsledky, ktoré 
dosiahol v optike a publikoval v diele Photometria (1760). Pre tú �as� optiky, ktorú 
študoval a opísal v tomto diele a ktorej dal svojím pomenovaním názov, je považovaný 
za zakladate�a. Základný fotometrický zákon, nazvaný Lambertov kosínusový zákon 
(alebo kosínusový emisný zákon �i Lambertov emisný zákon), vyjadruje závislos�
intenzity svetla vysielaného žiari�om od ve�kosti uhla medzi normálou plochy � žiari�a 
a smerom na pozorovate�a v tom istom bode plochy (obr. 1).  

Obr. 1 

Ak na element plochy � jednotkového obsahu prislúcha v smere normály plochy 
intenzita I a smer na pozorovate�a zviera s normálou na plochu uhol ve�kosti �, intenzita 
svetla vysielaného plošným elementom s obsahom dA v smere na pozorovate�a má 
hodnotu I� = L.dA.I.cos �, kde  L je konštanta závislá lokálne od fyzikálno-optických 
vlastností plochy �. Tá istá matematická závislos� platí aj pre intenzitu odrážaného 
svetla, ak je plocha osvetlená vonkajším zdrojom. (Lambertov kosínusový zákon má 
lokálny charakter a nevysvet�uje o. i. empiricky pozorovate�ný fakt poklesu intenzity 
svetla s rastúcou vzdialenos�ou pozorovate�a od žiari�a. Že je tento pokles úmerný 
druhej mocnine vzdialenosti, t. j. intenzita v mieste zdroja sa násobí prevrátenou 
hodnotou druhej mocniny vzdialenosti, predpokladal už Kepler a rovnako aj Lambert.) 
Lambertov zákon vysvet�uje, pre�o je intenzita osvetlenia plochy v ur�itom bode pri 
konštantnej intenzite svetla žiari�a tým menšia, �ím šikmejšie dopadajú svetelné lú�e na 

plochu v danom bode, t. j. �ím vä�ší uhol s ve�kos�ou v intervale 
��
�

��
�

2
,0
π

 zvierajú 
s normálou plochy v danom bode. To vysvet�uje znate�né teplotné rozdiely povrchu
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Zeme v stredných a vyšších zemepisných šírkach po�as zimy a leta pri prakticky 
zanedbate�ných zmenách vzdialenosti Zeme od Slnka v týchto ro�ných obdobiach. 

Jedným z nových objektov, ktoré priniesol vývoj fotometrie od Lambertových �ias, je 
pojem Lambertovho žiari�a, �o je ideálny fyzikálny žiari� s tou istou hodnotou jasu vo 
všetkých smeroch. Príkladom takého žiari�a je žiariaca gu�ová plocha s tou istou 
hodnotou jasu vo všetkých svojich bodoch. Teda Slnko – odhliadnuc od istých 
nerovnomerností jeho povrchu – je Lambertov žiari�. – Po Lambertovi je nazvaná 
jednotka svetelného jasu; nazýva sa lambert.

Druhýn prvotriednym prínosom Lamberta vo fotometrii je výsledok známy pod 
názvom Lambertova-Beerova veta. Týka sa zmeny intenzity svetla pri jeho prechode 
absorp�ným prostredím. Tento jav študoval už Pierre Bouguer, ktorý základnú závislos�
poklesu intenzity svetla od d�žky dráhy prechodu prostredím a od vlastností prostredia 
publikoval už r. 1729 v práci Essai d´optique sur la gradation de la lumière (Rozprava 
z optiky o prechode svetla). Túto prácu Lambert poznal, vo svojom diele Photometria 
(1760) ju uviedol a citoval. Preto �ažko vysvetli�, že autorstvo prvej verzie zákona je 
pripisované Lambertovi. Zovšeobecnenie zákona pochádza z r. 1852 od Augusta Beera, 
ktorý okrem pôvodných fyzikálnych veli�ín pribral do úvahy koncentráciu absorp�ného 
prostredia v prípade, že ním bola tekutina, t. j. plyn alebo kvapalina. V dnešnej podobe 
má zákon tvar  

,..log
0

1 dc
I

I
E λλ ε=��

	



��
�



−=

kde E� je tzv. extinkcia (t. j. absorp�nos� materiálu pre monochromatické svetlo vlnovej d�žky 
�), I0  je intenzita vchádzajúceho svetla, I1 je intenzita svetla po prechode prostredím, c je 
koncentrácia absorp�nej tekutiny, d je d�žka dráhy svetla prostredím a �� je dekadický 
molárny extin�ný koeficient pre svetlo vlnovej d�žky �. Intenzita svetla po prechode je teda 
explicitne vyjadrená ako hodnota klesajúcej exponenciálnej funkcie  

( )dceII ..
01 .

∗−= ε ,  kde =∗ε ��.ln 10. 

Tretím, menej známym Lambertovým výsledkom v kolorimetrii je konštrukcia 
chromatickej pyramídy, publikovanej r. 1772 a zostavenej pomocou chromatických 
trojuholníkov profesora göttingenskej univerzity Tobiasa J. Mayera st. z r. 1758. 
Superpozíciou takýchto trojuholníkov homotetických s pôvodným a odlišujúcich sa 
navzájom po�tom použitých riadkov a umiestnením �iernej farby dostal Lambert 
ihlanovitý útvar, v ktorého vrstvách bolo stodvanás� farieb a ich zmiešanín, pri�om 
vrchol ihlana tvorila biela farba a stredom rovnostranného trojuholníka základne bola 
�ierna farba, získaná zmiešaním troch základných farieb – žltej, �ervenej a modrej. 
Lambert bol presved�ený o rozsiahlych možnostiach použitia svojho objavu vo výrobe 
farieb, v polygrafickej a textilnej výrobe.  

   Z 	alších fyzikálnych myšlienok Lamberta je pozoruhodná idea tepelného minima 
vo vesmíre (absolútna nula v dnešnom chápaní), ktorú vyslovil ako prvý, 	alej záujem 
o meranie vlhkosti vzduchu a snaha o matematické vyjadrenie ú�inkov tepla, �ím sa 
zaradil medzi priekopníkov hygrometrie a pyrometrie. Spis Hygrometria publikoval 
r. 1775 a dielo Pyrometria, venované teórii tepla, dokon�il krátko pred svojou smr�ou 
v máji 1777.  
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2.2 Astronómia 

Lambertov vedecký záujem o astronómiu sa prejavoval od r. 1744 pozorovaniami 
a výpo�tami dráh komét. Niektoré výsledky a geometrickú metódu ur�ovania dráh komét 
zachytil v diele Eigenschaften über Kometenbahnen (O vlastnostiach dráh komét) 
publikovanom r. 1761. V pozorovaniach a výpo�toch dráh komét pokra�oval aj 
v neskorších rokoch. R. 1773 upozornil, že zmeny obežných dráh komét sa mierne líšia 
od predpovedí založených len na zapo�ítavaní vplyvu gravitácie. 

Spolu s Johannom Elertom Bodem bol zakladate�om a vydavate�om �asopisu 
Berliner Astronomisches Jahrbuch (Berlínska astronomická ro�enka), pripravovaného od 
r. 1774 s prvou publikáciou v roku 1776. Bode pokra�oval vo vydávaní astronomickej 
ro�enky ešte nieko�ko desa�ro�í po Lambertovej smrti.  

Najvýznamnejším a najznámejším Lambertovým astronomickým dielom bol spis 
Cosmologische Briefe über die Einrichtung des Weltbaues (Kozmologické listy 
o usporiadaní vesmíru) publikovaný v Augsburgu r. 1761. V diele s mnohými ideami 
filozofickej a fyzikálno-hypotetickej povahy sú po�etné racionálne pojmy a domnienky, 
v uvedení ktorých do astronómie má Lambert prioritu. Patria k nim: objav dvojhviezd 
a autorstvo tohto pojmu, zavedenie fotometrie do astronómie, zavedenie pojmu albedo 
(bielos�) pre odraz svetla na matných a drsných plochách, odhad vzdialeností hviezd na 
základe ich jasu (dôležité v �ase neexistencie plauzibilných goniometrických a 	alších 
metód zis�ovania vzdialeností), vypracovanie teórie astronomickej refrakcie, t. j. lomu 
svetla vzdialených astronomických objektov v zemskej atmosfére s premenným indexom 
lomu. Z filozofického a astronomicko-metodologického h�adiska najvýznamnejšiu �as�
spisu tvorí hypotéza o hierarchickej štruktúre vesmíru, pod�a ktorej Slne�ná sústava tvorí 
útvar prvého rádu, súbor obdobných sústav tvorí útvar druhého rádu, súbor takýchto 
útvarov tvorí galaxiu ako útvar 	alšieho rádu, súbor galaxií je útvarom 	alšieho vyššieho 
rádu atd. Je to pokus rozšíri� platnos� newtonovskej fyziky, platnos� zákonov ktorej bola 
potvrdená pre Slne�nú sústavu, za hranice tejto sústavy pre kométy a celé hviezdne 
univerzum. V súlade s prevažujúcimi dobovými filozofickými a náboženskými názormi 
pripisuje Lambert štruktúre vesmíru teleologickú povahu, pod�a ktorej je vesmírne 
usporiadanie prejavom cie�avedomých zámerov akejsi absolútnej bytosti vybavenej 
rozumom, vô�ou, mocou a inými atribútmi absolutizujúcimi pozitívne �udské vlastnosti. 

Dobovo osobitne významnou bola teória o Mlie�nej ceste, založená na idei 
sformulovanej už r. 1749, pod�a ktorej je Mlie�na cesta systém diskovitého tvaru tvorený 
tisícmi hviezd obklopujúcich Slnko, pri�om každá hviezda má svoj planetárny systém 
obdobný so Slne�nou sústavou a disk Mlie�nej cesty je analogom ekliptiky Slne�nej 
sústavy. Lambert publikoval svoje predstavy o Mlie�nej ceste bez znalosti teórií Thomasa 
Wrighta a Immanuela Kanta o tom istom objekte, publikovaných r. 1750, resp. 1755. 
�ulá korešpondencia Lamberta s Kantom pomohla objasni� zhodu i rozdielnos� názorov 
na niektoré dôležité pojmy astronómie a najmä kozmológie. Napr. nie vždy sa zhodli 
v názore na podstatu hmloviny, rozdiel bol i v predstave o roz�ahlosti vesmíru – Kant ho 
považoval za nekone�ný, Lambert za kone�ný. Spolu s Wrightom sa však všetci traja 
zhodli v názore, že všetky nebeské telesá vrátane hviezd a komét sú osídlené.  
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2.3 Filozofia a logika 

V svojom hlavnom dvojzväzkovom filozofickom diele Neues Organon, oder 
Gedanken über die Erforschung und Bezeichnung des Wahren (Nový organon alebo 
myšlienky o skúmaní a ozna�ovaní pravdivého), vydanom v Lipsku r. 1764, zrete�ne 
a proklamatívne vychádza z u�enia Johna Locka (1632–1704) a Christiana Wolffa 
(1679–1754), v ktorom ho zaujali najmä princípy racionalizmu, formálneho jazyka, 
racionálnej dedukcie a formálnej logiky ako základu teórie poznania. Charakter diela 
zjavne nazna�ujú názvy jeho štyroch �astí: Dianiológia (alebo náuka o zákonoch 
myslenia), Aletiológia (alebo náuka o pravde), Sémantika, resp. semiotika (u�enie 
o význame, resp. o ozna�ovaní) a Fenomenológia (náuka o javoch). Najmä v prvej �asti 
je Lambert zna�ne poplatný Wolffovým názorom prezentovaným v jeho základnej práci 
Die Logik oder Vernünftige Gedanken von den Kräften des menschlichen Verstandes 
(Logika alebo Rozumné myšlienky o schopnostiach �udského rozumu, 1712), ale 
Wolffovu koncepciu prekra�uje a dopl
uje vlastnými názormi, ktorých ústrednou ideou 
je budovanie schopnejšej a ú�innejšej metodológie filozofie pomocou matematických 
a logických prostriedkov. Hoci Lambertovmu dielu chýba vä�šia miera filozofickej 
originality a myšlienkovej prenikavosti, ktorou by bol výraznejšie ovplyvnil pokrok 
filozofie, predsa zohralo pozitívnu úlohu v propagácii racionalizmu a v posilnení 
formálnej exaktnosti filozofie. Lambert sa tak zaradil k významným predchodcom 
nemeckej klasickej filozofie.  

Tendencia k štrukturálnej a formálnej matematizácii vedeckého, špeciálne 
filozofického procesu poznávania a jeho výsledkov je ešte zrete�nejšia v druhom 
Lambertovom dvojzväzkovom filozofickom diele Anlage zur Architectonic, oder Theorie 
des Einfachen und Ersten in der philosophischen und mathematischen Erkenntnis, 
publikovanom r. 1771 v Rige. Tu podrobne navrhuje, ako pribudovaní štruktúry 
poznatkov v ur�itej vednej oblasti treba vychádza� z pomerne málo rozsiahlej množiny 
prvotných (primitívnych) pojmov a matematicko-logickými prostriedkami konštruova�
systematickú štruktúru pojmov a poznatkov vedy. Samotná idea nie je v histórii vedy 
nová, prínosom je len myšlienka jej aplikácie na oblas� filozofie, kde aj dnes prezentácia 
názorov namiesto jasného deklarovania základných premís �asto vyznieva skôr tak, ako 
by bolo cie�om tieto premisy �o najdokonalejšie utaji� alebo zahmli�. – Koncepcia 
axiomaticko-deduktívneho budovania teórie sa špeciálne v matematických disciplínách 
naplno rozvinula v prvých desa�ro�iach 20. storo�ia a dodnes si udržiava status základnej 
a hlavnej metódy. 

2.4 Matematika (bez geometrie)

Vä�šina matematických výsledkov teoretickej i aplikovanej povahy, ktorými Lambert 
obohatil matematické poznanie svojej doby, vznikla v �ase jeho pôsobenia v Berlínskej 
akadémii a bola prevažne publikovaná postupne v štyroch knižných zväzkoch Beyträge 
zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwendung. K mnohým výsledkom Lambert 
dospel riešením problémov, z ktorých niektoré v oblasti teórie zamestnávali popredných 
matematikov už dlhší �as, iné sa náhle objavili v súvislosti s pokrokom v nových, práve 
sa formujúcich odvetviach, 	alšie sa vynorili ako aktuálne problémy v situáciách 
súvisiacich s vývojom spolo�nosti, s objavením sa nových fenoménov, veštiacich zrod 
budúcej industriálnej spolo�nosti. Matematizácia týchto prevažne zna�ne rozptýlených 
problémov zákonito nemohla vies� k tvorbe ucelených tematicky vyhranených teórií 
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najmä u Lamberta, ktorému chýbala systematická hlboká a široko koncipovaná príprava 
vo všetkých základných oblastiach dobovej modernej matematiky. Jeho znalos� teórie 
a aplika�ných možností napr. v matematickej analýze nebolo možné porovnáva�
s ovládaním tohto predmetu založeným na profesionálnej príprave napr. u Eulera, 
Lagrangea, Laplacea a 	alších �elných matematikov 18. storo�ia. No tam, kde k úspechu 
mohol vies� prenikavý vh�ad, alebo v nových oblastiach, kde sa základy teórie rodili 
riešením konkrétnych problémov, nebol Lambert bez šancí. Jedným z takýchto 
výsledkov, prira	ujúcich sa k špi�kovým teoretickým úspechom 18. storo�ia 
v matematike, bol Lambertov sofistikovaný dôkaz iracionality �ísla 	, publikovaný 

r. 1768. Od r. 1737 bolo na základe Eulerovho dôkazu známe, že �íslo 
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je iracionálne, následkom �oho je iracionálne aj �íslo e. Lambert vyjadril hodnotu funkcie 
tangens v bode x v tvare nekone�ného konvergentného re�azového zlomku  
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Hodnota tohto re�azového zlomku je pre každé prípustné racionálne �íslo x

iracionálne �íslo. Ke	že hodnota tg 1
4

=π
je racionálne �íslo, má to za následok, že �íslo 

4
π

, a tým aj �íslo 	 nemôžu by� racionálne, sú teda iracionálne a nemožno ich vyjadri�, 

obdobne ako �íslo e, kone�ným zlomkom. Legendrove pochybnosti o korektnosti 
a úplnej exaktnosti Lambertovho dôkazu bez potvrdenia konvergencie re�azového 

zlomku pre tg 
4
π

 vyvrátil r. 1898 Alfred Pringsheim (1850–1941).  

Pre cyklometrickú funkciu arkustangens bol v Lambertovej dobe známy rozvoj do 
mocninového radu, objavený Jamesom Gregorym (1638–1675) r. 1671 a zverejnený až 
r. 1712. Jeho tvar je  
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Použitím Euklidovho algoritmu postupného delenia dostal Lambert r. 1770 z tohto 
radu re�azový zlomok  
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Tento zlomok v porovnaní s radom konverguje podstatne rýchlejšie a pre x = 1 dáva 

hodnotu 4
π

. 

Z 	alších Lambertových matematických výsledkov zasluhujúcich si pozornos� hodno 
spomenú� príspevky k teórii hyperbolických funkcií, ktorým sa za�al venova� pod 
vplyvom Eulerových fundamentálnych výsledkov v tejto oblasti, ke	 predtým jeho 
pozornos� viac pútala sférická goniometria. Avšak aj tak priorita v objavení hodnotných 
výsledkov, ktoré tu Lambert dosiahol, patrí Riccatimu. Lambert kládol dôraz aj na 
numerickú stránku riešenia problémov, zdokona�oval aproxima�né metódy a zostavil 
tabu�ky. V teórii funkcií komplexnej premennej sa mnohostranne a podobne zaoberal 
funkciou inverznou k funkcii f(w) = wew s komplexnou premennou w. Táto funkcia 
dostala po 
om pomenovanie – nazýva sa Lambertova funkcia W alebo funkcia 
. 
Z praktických problémov sa intenzívne zaoberal presnos�ou meraní (najmä geodetických) 
a práci na teórii chýb sa za�al venova� dávno pred Gaussom. Zaujímal sa aj 
o problematiku demografickej štatistiky a spolu s Eulerom, Johannom Bernoullim 
a 	alšími matematikmi 18. storo�ia patrí k zakladate�om tejto disciplíny.  

Z rýdzo teoretických Lambertových prínosov hodno ešte spomenú� jeho metódu 
zis�ovania �inite�ov prvo�íselného rozkladu celého �ísla a z významných aplikácií 
vyjadrenie druhého Newtonovho pohybového zákona prostriedkami diferenciálneho 
po�tu.  

3 Prínos k rozvoju geometrie  

3.1 Kartografické zobrazenia 

Matematická kartografia od prvých explicitne formulovaných problémov a prvých 
exaktných výsledkov ich riešenia G. Mercatorom (1512–1594) v prvej polovici 
16. storo�ia sústavne pri�ahovala pozornos� špecializovaných odborníkov i matematikov, 
pre ktorých kartografia bola v	a�ným a neobvykle rozsiahlym po�om plodných aplikácií. 
Základné geometrické princípy zobrazovania gu�ovej plochy ako matematického modelu 
zemského povrchu do roviny – z ktorých niektoré boli známe už v antike – sa 
vykryštalizovali v za�iatkoch matematického novoveku na tri hlavné geometrické metódy 
založené na geometrickom premietaní a klasifikované pod�a druhu plochy, na ktorú sa 
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gu�ová plocha premietala. Tieto tri hlavné skupiny kartografických zobrazení tvorili 
projekcie valcové (cylindrické), kuže�ové (kónické) a azimutálne. Plochy, na ktoré sa 
gu�ová plocha, opatrená geografickou sie�ou rovnobežiek a poludníkov, spravidla zo 
svojho stredu premietala, boli v týchto druhoch projekcií rota�ná valcová plocha, resp. 
rota�ná kuže�ová plocha, resp. rovina, a rovinné zobrazenie – mapa – sa pri nerovinných 
priemetných plochách (priemet
ach) získavalo následným rozvinutím týchto plôch do 
roviny, �o je umožnené faktom, že valcová aj kuže�ová plocha sú rozvinute�né plochy. 
Rota�ná valcová plocha bola pri týchto zobrazeniach bu	 opísaná gu�ovej ploche pozd�ž 
rovníkovej kružnice, alebo obsahovala dve zhodné rovnobežky tej istej severnej a južnej 
zemepisnej šírky. Rota�ná kuže�ová plocha bola bu	 opísaná gu�ovej ploche pozd�ž 
niektorej rovnobežky rôznej od rovníka, alebo prechádzala dvoma rovnobežkovými 
kružnicami rôznych zemepisných šírok spravidla na tej istej, t. j. bu	 severnej alebo 
južnej polguli. Pri azimutálnom zobrazení priemet
ou bola spravidla dotyková rovina 
gu�ovej plochy v nejakom bode významnom vzh�adom na 	alšie požiadavky na 
zobrazenie; dotykovým bodom mohol by� ve�mi �asto niektorý pól alebo vhodný bod 
rovníka. 


alšie úpravy uvedených základných geometrických metód vyplývali z dopl
ujúcich 
požiadaviek, ktoré malo konkrétne kartografické zobrazenie sp�
a�. Napr. ur�ujúcim 
faktorom Mercatorovho zobrazenia je podmienka, aby obrazom loxodrómy, t. j. �iary 
gu�ovej plochy pretínajúcej všetky poludníky pod zhodnými uhlami, bola priamka, resp. 
úse�ka. Túto podmienku sp�
a projekcia zo stredu gu�ovej plochy opatrenej sie�ou 
rovnobežiek a poludníkov na rota�nú valcovú plochu opísanú gu�ovej ploche pozd�ž 
rovníkovej kružnice. Následné rozvinutie valcovej plochy do roviny dáva mapu, ktorá 
sp�
a uvedenú podmienku. 

V �ase Lambertovho pôsobenia boli už rozpracované elementárne metódy, ktorými sa 
dali realizova� tieto požiadavky na kartografické zobrazenia: 

– aby sa rovnali d�žky obrazov úse�iek alebo oblúkov kriviek zemského povrchu, 
ktorých d�žky sa rovnajú (ekvidištantnos
) 

– aby boli zhodné uhly obrazov dvojíc �iar zemského povrchu s uhlami týchto dvojíc na 
zemskom povrchu (konformnos
, ekviformnos
) 

– aby sa pomer obsahov dvojíc oblastí zemského povrchu rovnal pomeru obsahov ich 
obrazov na mape (ekvivalentnos
; výstižnejší, hoci nie celkom korektný by bol názov 
ekviareálnos
) 

Exaktná matematická realizácia týchto požiadaviek sa dosahuje 
diferenciálnogeometrickými prostriedkami pomocou prvej (diferenciálnej) kvadratickej 
formy plochy. Za Lambertovho života diferenciálna geometria ešte neexistovala ako 
samostatná matematická disciplína a k dosiahnutiu relevantných výsledkov v teórii plôch 
chýbalo ešte nieko�ko desa�ro�í historického vývoja, ktorý v 19. storo�í náležito hlboko 
osvetlil podstatu možností realizácie uvedených požiadaviek. Prvú z podmienok – 
ekvidištantnos� – možno dosiahnu� iba takým zobrazením plôch, ktoré je izometrické, �o 
je v jazyku diferenciálnej geometrie ekvivalentné s rovnos�ou prvých kvadratických 
foriem plôch. Pretože v prípade zobrazenia zemského povrchu na mape rovnos� d�žok 
reálnych �iar a ich obrazov neprichádza do úvahy, išlo by aj v prípade ekvidištantnosti 
o kváziizometriu, t. j. o zloženie izometrického zobrazenia gu�ovej plochy do roviny 
s podobnostným zobrazením v rovine. Globálne je však vylú�ená aj táto možnos�, 
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pretože pre gu�ovú plochu ako nerozvinute�nú plochu neexistuje izometrické zobrazenie 
na rovinu. Nie sú však apriórne vylú�ené zobrazenia, ktoré lokálne aproximatívne 
zobrazujú ur�itú oblas� gu�ovej plochy na ur�itú oblas� roviny ekvidištantne. Ten istý 
problém sa týka aj konformného kartografického zobrazenia, pretože ve�kos� uhla dvoch 
�iar na ploche je esenciálne spätý s prvou kvadratickou formou plochy , �o zase pripúš�a 
len možnos� lokálne konformného zobrazenia zemského povrchu do roviny. A ten istý 
výsledok sa vz�ahuje aj na problematiku zachovania pomerov obsahov dvoch oblastí 
plochy, pretože obsah plošného elementu je závislý od lokálnych hodnôt koeficientov 
prvej kvadratickej formy plochy. 

Z celého radu kartografických zobrazení navrhnutých a vypracovaných Lambertom  
najvýraznejšie charakterizujú jeho kartografickú tvorbu nasledujúce tri druhy zobrazení. 

Azimutálne zobrazenie zachovávajúce pomer obsahov 

Rovinou obrazov je dotyková rovina gu�ovej plochy so sie�ou rovnobežiek 
a poludníkov; dotykovým bodom roviny s gu�ovou plochou môže by� ktorýko�vek bod 
zemepisnej siete na gu�ovej ploche. Obrazy jednotlivých bodov gu�ovej plochy v rovine 
obrazov sa konštruujú nasledovne (obr. 2): 

Obr. 2 

Nech T je dotykový bod roviny obrazov � s gu�ovou plochou a nech V je bod gu�ovej 
plochy diametrálne združený s bodom T; nech S je stred gu�ovej plochy. Ak P je bod 
gu�ovej plochy, ktorý treba zobrazi�, použije sa rez gu�ovej plochy rovinou PST; rezom 
gu�ovej plochy s touto rovinou je hlavná kružnica mP gu�ovej plochy obsahujúca body T, 
V, P. Priese�nicou roviny TVP s rovinou obrazov � je priamka p. Obraz bodu P – 
ozna�ený písmenom P´ – je druhý krajný bod úse�ky, ktorá (a) má jeden krajný bod 
v bode T, (b) leží na priamke p v polrovine s hrani�nou priamkou TV  a vnútorným 
bodom P  a (c) úse�ka TP´ je zhodná s úse�kou TP.  Bod V z dôvodu nejednozna�nosti 
svojho obrazu pri použití rôznych rovín obsahujúcich priamku TV  nemá definovaný 
obraz.
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Obr. 3 

   Ak je bodom T napr. severný pól zemepisnej siete, obrazmi poludníkov v rovine �
sú polpriamky zväzku so stredom v bode T a obrazmi rovnobežiek sú sústredné kružnice 
so stredom v bode T,  pri�om suprémom d�žok polomerov týchto kružníc  je d�žka 
priemeru gu�ovej plochy (obr. 3). Pri inej vo�be dotykového bodu T  a ponechaní 
pôvodnej zemepisnej siete sa obraz poludníkov a rovnobežiek zna�ne zmení. Príklad 
takého špeciálneho obrazu zemepisnej siete je Schmidtova  sie� na obr. 4.  

Obr. 4 

Kuže�ové konformné zobrazenie  

Plochou, na ktorú sa premieta gu�ová plocha s geografickou sie�ou rovnobežiek 
a poludníkov, je rota�ná kuže�ová polplocha, ktorej osou je os gu�ového modelu Zeme, 
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t. j. zemská os ako spojnica severného a južného pólu geografickej siete hrani�nej 
gu�ovej plochy  a a) bu	 sa dotýka gu�ovej plochy v rovnobežke rôznej od rovníka 
(obr. 5a), b) bu	 obsahuje dve rovnobežky rôznej zemepisnej šírky na tej istej polguli, 
t. j. obe bu	 na severnej, bu	 na južnej polguli (obr. 5b). Rovnobežky zemepisnej siete 
na gu�ovej ploche, ktoré ležia na priemetnej kuže�ovej polploche, sa nazývajú 
štandardné, zvolený pevný meridián s konkrétnou zemepisnou d�žkou sa nazýva 
centrálny. Premietacie útvary poludníkov zo stredu gu�ovej plochy sú polroviny, ktoré 
pretínajú priemetnú kuže�ovú polplochu v  tvoriacich polpriamkach, premietacie útvary 
rovnobežiek siete na gu�ovej ploche zo stredu gu�ovej plochy sú rota�né kuže�ové 
plochy, súosové s priemetnou kuže�ovou polplochou a pretínajúce ju v kružniciach. Po 
rozvinutí priemetnej kuže�ovej polplochy do roviny kartografickú sie� tvoria hrani�né 
a vnútorné polpriamky uhla ako obrazy poludníkov a sústredné kružnicové oblúky 
ohrani�ené ramenami uhla so stredom vo vrchole uhla, ktorý je obrazom jedného pólu, 
ako obrazy rovnobežiek.  

Obr. 5a, b 

Obr. 6 

Jednoduché kuže�ové zobrazenie poskytuje prijate�nú konformnos
 len v istom okolí 
obrazu štandardnej rovnobežky (štandardných rovnobežiek). �iasto�ná eliminácia 
uhlového skreslenia pre oblasti relatívne vzdialené od štandardnej rovnobežky 
kuže�ového zobrazenia vyžaduje rôzne úpravy numerickej povahy, ktorých prieh�adný 
súbor navrhol už sám Lambert r. 1772. Jedna z takých úprav, implicitne obsiahnutá vo 
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všeobecnom postupe navrhnutom Lambertom, bola konkretizovaná Lagrangeom; nazýva 
sa pod�a neho „Lagrangeovou“ projekciou a dáva ako kone�ný výsledok „Lagrangeovu“ 
mapu (obr. 6). Na obr. 7 je v upravenej Lambertovej kuže�ovej projekcii zobrazená 
rozsiahla �as� území severnej zemskej polgule.  

Obr. 7 

Valcové zobrazenie zachovávajúce pomer obsahov 

Priemetnou plochou tohto zobrazenia je rota�ná valcová plocha, ktorej ur�ujúcou 
kružnicou je rovnobežková kružnica geografickej siete na referen�nej gu�ovej ploche 
Zeme so zemepisnou šírkou �0 a ktorej osou je zemská os. Priemetmi poludníkov zo 
stredu gu�ovej plochy na valcovú plochu sú tvoriace priamky valcovej plochy, priemetmi 
rovnobežiek na valcovú plochu sú kružnice zhodné so štandardnou rovnobežkou 
v rovinách rovnobežných s rovinou štandardnej rovnobežky. Po rozvinutí valcovej 
plochy do roviny tvoria kartografickú sie� všetky rovnobežné priamky rovinného pásu, 
ktorého šírka sa rovná d�žke štandardnej rovnobežky, ako obrazy poludníkov, a úse�ky 
kolmé na osnovu týchto priamok s krajnými bodmi na hrani�ných priamkach uvedeného 
rovinného pásu ako obrazy rovnobežiek. Ak sa priese�ník obrazu centrálneho poludníka 
so zemepisnou d�žkou �0 a obrazu štandardnej rovnobežky so zemepisnou šírkou �0

vezme za za�iatok O pravouhlej karteziánskej sústavy súradníc, súradnicová os x sa 
vezme z osnovy obrazov rovnobežiek a súradnicová os y z osnovy obrazov poludníkov, 
bod zemského povrchu so zemepisnou d�žkou � a so zemepisnou šírkou � má 
v karteziánskej sústave súradníc  súradnice 

x = (� – �0).cos �0

y = sin �/ cos �0 

za predpokladu, že polomer gu�ovej plochy má d�žku 1.  
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Na obr. 8 je znázornený povrch Zeme v Lambertovej valcovej projekcii; štandardnou 
rovnobežkou je rovník.  

Obr. 8 

Aj dnes, ke	 existujú ve�ké po�ty matematicky sofistikovaných kartografických 
zobrazení, si niektoré Lambertove zobrazenia zachovávajú dôležité postavenie v tvorbe 
máp rôznych špeciálnych ur�ení.  

3.2 Lineárna perspektíva 

Jediné, zato na svoju dobu impozantné dielo o lineárnej perspektíve vyšlo Lambertovi 
r. 1759 vo vydavate�stve Heidegger a spol. v Zürichu vo francúzštine pod názvom La 
perspective affranchie de l´embaras du Plan géometral (Perspektíva oslobodená od 
zá�aže geometrického plánu) a r. 1774 vo vydavate�stve Drell, Gessner, Fürsslin a spol. 
v Zürichu v nem�ine pod názvom J. H. Lamberts freye Perspective, oder Anweisung, 
jeden perspectivischen Afriss von freyen Stücken und ohne Grundriss zu verfertigen 
(Vo�ná perspektíva J. H. Lamberta, alebo návod ako každý perspektívny nárys zhotovi�
z vo�ných �astí a bez pôdorysu). Nemecká verzia je ozna�ená ako druhé vydanie 
rozšírené o poznámky a doplnky. Pod�a H. Wieleitnera ([2]) objem poznámok a doplnkov 
sa temer vyrovnáva rozsahu knihy, ktorá má vo francúzskom vydaní 192 strán odborného 
textu formátu približne B6.  

Zobrazovaciu metódu použitú Lambertom v uvedenej publikácii možno ozna�i� skôr 
za stredové premietanie než za lineárnu perspektívu, pretože Lambert pre 
u udáva zorný 
uhol ve�kosti 90°, zatia� �o novšie a odborne kompetentnejšie pramene 19.–20. storo�ia 
uvádzajú pre lineárnu perspektívu zorný uhol ve�kosti 40°–50°. Inak Lambert pracuje už 
s mnohými základnými pojmami, ktoré sú od jeho �ias trvalou sú�as�ou pojmovej 
výbavy lineárnej perspektívy a dokonca aj terminológia týchto pojmov je stabilná (oko, 
základná rovina, výška oka, zvislá rovina, dištancia, hlavný bod, základnica, horizontála). 
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V jeho dikcii chýbajú názvy nevlastný alebo ideálny bod, úbežník, úbežnica, �o je 
pochopite�né vzh�adom na skuto�nos�, že prvá normatívna monografia projektívnej 
geometrie od J. V. Ponceleta bola publikovaná až r. 1822 a dobou teoretického rozkvetu 
teórie zobrazovacích metód deskriptívnej geometrie vrátane lineárnej perspektívy je 
druhá polovica 19. storo�ia. Nevlastný bod priamky Lambert nazýva jednoducho 
nekone�ne vzdialený bod, �ím implicitne potvrdzuje, že opera�ným priestorom jeho 
zobrazovacej metódy je rozšírený euklidovský priestor – bez explicitnej existencie tohto 
pojmu, ktorý je produktom vývoja geometrie v 19. storo�í – so všetkými pojmami 
a vlastnos�ami polohy a (euklidovskej) metriky.  

   „Oslobodenie od zá�aže geometrického plánu“, t. j. od pôdorysu objektov – ako je 
explicitne uvedené v kompletnom nemeckom názve Lambertovho diela – dosahuje Lambert 
hlavne konštrukciou úbežníkov osnov priamok v základnej, a tým aj v horizontálnej rovine 
(obr. 9), �ím získava na horizontále akýsi „uhlomer“ pre všetky osnovy priamok základnej, 
resp. horizontálnej roviny, zvierajúcich so základnicou, resp. s horizontálou uhly s ve�kos�ou
z intervalu [0°, 180°]. 

Obr. 9 

Prvé štyri kapitoly z ôsmich kapitol knihy sú venované riešeniu mnohých úloh 
polohového i metrického charakteru o objektoch základnej roviny a zvislých rovín. 
Teoreticky seriózne a matematicky podložené metódy vyús�ujú do zobrazenia obvyklých 
technických objektov (budovy a ich �asti, dekoratívne prvky a stavby ap.), �ím sa 
potvrdzuje pôvodný Lambertov zámer poskytnú� praktikom použite�né metódy rysovania 
obrazov v lineárnej perspektíve prostriedkami, ktoré sú v porovnaní s predchádzajúcim 
stavom technického „kreslenia“ jednoduchšie, preh�adnejšie a efektívnejšie. Napriek 
tomuto základnému cie�u vizuálne i obsahovo dominuje v Lambertovej knihe tendencia 
k teoretickej exaktnosti.  

Nasledujúce dve kapitoly knihy zvýraz
ujú jej faktický status u�ebnice stredového 
premietania, hoci tento jej cie� nikde nebol – a historicky ani nemohol by� – 
proklamovaný. Riešenie polohových a metrických úloh v �ubovo�nej rovine za použitia 
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jej stopy a úbežnice – bez zavedenia a používania týchto termínov – anticipuje budúce 
teórie stredového premietania ako exaktnej zobrazovacej metódy v 19. storo�í. Do 
úplnosti systému u Lamberta kde-�o  − aj podstatné – chýba: nie sú riešené napr. úlohy 
založené na kolmosti priamky a roviny, explicitne sa nenasto�uje ani téma kolmosti 
�ubovo�ných dvoch priamok, hoci implicitne je už obsiahnutá v komplexe úloh 
o �ubovo�nej rovine. Napriek tomu formulácia a riešenie problematiky zobrazovania 
�ubovo�nej roviny bola inšpirujúca pre nieko�kých Lambertových nasledovníkov. 
S tematikou stredového premietania je spätá obšírna séria „inverzných“ úloh ôsmej 
kapitoly, v ktorých na základe vlastností obrazov daných objektov treba dospie�
k ur�ujúcim prvkom stredového premietania (perspektívy).  

V siedmej kapitole sa Lambert zaoberá ortografickou projekciou, �o je pravouhlé 
premietanie na jednu priemet
u, ako špeciálnym prípadom perspektívy (= stredového 
premietania), v ktorom stred premietania (oko) je „nekone�ne vzdialený“. Na jednej 
strane tu rušivo pôsobí nediferencovanie medzi polohovými a metrickými záležitos�ami – 
pochopite�né pri neexistencii projektívnej geometrie, na druhej strane je zjavné – napriek 
všetkej poplatnosti spôsobu myslenia a vyjadrovania v kategóriách perspektívy – 
smerovanie k exaktnému budovaniu zobrazovacej metódy, ktorú o nieko�ko desa�ro�í 
neskôr Monge použil ako základ v svojej zobrazovacej metóde  ohlasujúcej zrod novej 
matematickej disciplíny – deskriptívnej geometrie. 

3.3 Neeuklidovská geometria 

18. storo�ie sa rozhodujúcim spôsobom priblížilo k vyriešeniu vyše dvetisícro�ného 
tzv. problému rovnobežiek, ktorého podstata spo�ívala v otázke, �i piaty Euklidov 
postulát – nazývaný neskôr  v histórii aj postulátom o rovnobežkách – je výrok nezávislý 
od ostatných štyroch postulátov prvej knihy Euklidových Základov. Dvetisícro�ná 
história problému rovnobežiek sa niesla prevažne v znamení pokusov dokáza� piaty 
postulát ako logický dôsledok predchádzajúcich štyroch postulátov a nejakých 	alších 
„nespochybnite�ných“ faktov geometrie. Ve�kú skupinu týchto „dôkazov“ tvorili pokusy, 
v ktorých bol �asto použitý nenápadný a „samozrejmý“ predpoklad ekvivalentný 
s piatym Euklidovým postulátom. Analýzu okolo tridsiatich takýchto dôkazov urobil 
r. 1763 vo svojej dizertácii Conatuum precipuorum theoriam parallelarum demonstrandi 
recensio (Preh�ad najvýznamnejších pokusov dokáza� teóriu rovnobežiek) Georg Simon 
Klügel  (1739–1812), žiak profesora göttingenskej univerzity Abrahama Gotthelfa 
Kästnera (1719–1800). V analýze pokusov bola o. i. aj neve�mi informatívna pasáž 
o príspevku Giovanniho Girolama Saccheriho (1667–1733) k riešeniu problému 
rovnobežiek. Saccheriho práca vyšla r. 1733 pod názvom Euclides ab omni naevo 
vindicatus, sive conatus geometricus, quo stabiliuntur prima ipsa universae geometriae 
principia (Euklides o�istený od všetkých škv�n, �iže geometrický pokus, ktorým sa 
ustanovujú celkom prvé základy celej geometrie); predstavuje jeden z najvýznamnejších 
krokov na ceste k zrodu neeuklidovskej geometrie. Podstatná �as� Saccheriho práce 
týkajúca sa potenciálnych neeuklidovských záverov je spätá so štúdiom tzv. Saccheriho 
štvoruholníka MNPQ s pravými uhlami pri vrcholoch M, N a zhodnými stranami NP, MQ 
(obr. 10).  
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Obr. 10 

Presne taký štvoruholník študoval v 11.–12. storo�í arabský matematik, astronóm, 
filozof a básnik Omar Chajjám (1048–1131) (a po 
om 	alší vynikajúci arabský 
matematik a astronóm Nasir ad-Din at-Túsí (1201–1274)) a boli mu známe aj niektoré 
závery, ku ktorým dospel Saccheri. Je preto namieste nazýva� tento štvoruholník 
Chajjámovým-Saccheriho štvoruholníkom. Dve základné vlastnosti Chajjámovho-
Saccheriho štvoruholníka sú: 1. Spojnica stredov H, resp. K strany MN, resp. PQ  je 
kolmá na obe strany a je osou súmernosti štvoruholníka; 2. Uhly pri vrcholoch P, Q sú 
zhodné. – Tieto vlastnosti platia v absolútnej geometrii. – Saccheri preskúmal všetky tri 
apriorné možnosti usporiadania uhlov pri vrcholoch P, Q vo vz�ahu k pravému uhlu. 
Predpoklad, že uhly pri vrcholoch P a Q sú tupé, je v absolútnej geometrii nesplnite�ný. 
Predpoklad, že uhly sú pravé, je ekvivalentný s platnos�ou piateho Euklidovho postulátu. 
Predpoklad, že uhly sú ostré, vedie k vlastnostiam roviny z euklidovského poh�adu, ktorý 
bol za Saccheriho života (a nielen vtedy) všeobecne rozšírený, paradoxným a absurdným. 
Každá rovina je homogénna vzh�adom na kvalitu Chajjámovho-Saccheriho 
štvoruholníka, t. j. predpoklad, že uhly pri vrcholoch P, Q sú pravé (ostré) v jednom 
Chajjámovom-Saccheriho štvoruholníku, má za následok platnos� tejto vlastnosti pre 
všetky Chajjámove-Saccheriho štvoruholníky v danej rovine. Z prekvapivých výsledkov, 
ktoré Saccherimu logicky vyplynuli z predpokladu o ostrom uhle v štvoruholníku, sú 
pozoruhodné – okrem po�etných 	alších – tieto: 

1. Ekvidištanta priamky nie je priamka. 
2. Dve rôzne priamky sú bu	 rôznobežné, bu	 majú spolo�nú kolmicu a v oboch 

polrovinách s hrani�nou priamkou v nej sa body jednej priamky od druhej priamky 
neohrani�ene vz	a�ujú, alebo pri súhlasnej orientácii priamok sa jedným smerom 
neohrani�ene približujú a opa�ným smerom sa neohrani�ene vz	a�ujú, pri�om v tom 
prípade priamky nemajú ani spolo�ný bod, ani spolo�nú kolmicu. 

3. Kolmica z bodu ramena ostrého uhla na druhé rameno od istého bodu druhé rameno 
nepretína. 

S podobnými „prekvapeniami“ sa pri štúdiu problému rovnobežiek stretol aj Lambert, 
ktorý sa tomuto problému za�al hlbšie venova� zrejme pod vplyvom Klügelovej 
dizertácie. Výsledkom jeho bádaní bol útly nepublikovaný spis Theorie der Parallellinien
(Teória rovnobežiek), dokon�ený r. 1766, objavený v Lambertovej pozostalosti 
Johannom Bernoullim ml. (vnuk Johanna Bernoulliho I) a publikovaný r. 1786 v �asopise 
Leipziger Magazin für reine und angewandte Mathematik. 
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V prvej �asti spisu Lambert vyjas
uje podstatu dôkazov postulátu o rovnobežkách. 
Prízvukuje, že úlohou dôkazov nie je nahradi� postulát ekvivalentným tvrdením alebo 
použi� také tvrdenie ako argument dôkazu, ale dokáza� postulát len za pomoci ostatných 
postulátov skupiny. V druhej �asti práce Lambert poukazuje na nedostatky niektorých 
„dôkazov“, analyzujúc ni� dôkazov až do štádia, ke	 zostáva dokáza� nepatrnú 
mali�kos
, o ktorej sa starostlivým rozborom ukáže, že obsahuje ako argument 
dokazované tvrdenie alebo tvrdenie s ním ekvivalentné.  

Podstatný prínos pre teóriu rovnobežiek znamená tretia �as� Lambertovej práce, 
v ktorej východiskovým objektom štúdia je štvoruholník HNPK s tromi pravými uhlami, 
a to pri vrcholoch H, N, K (obr. 11). Tento štvoruholník sa nazýva Lambertov, hoci jeho 
korektnejšie pomenovanie je Hajthamov-Lambertov štvoruholník; skúmal ho už v 10. – 
11. storo�í arabský matematik a fyzik  Abu Ali al-Hasan ibn al-Hasan ibn al-Hajtham (asi 
965–1039), známy už v stredovekej Európe pod menom Alhazen. Ako je zjavné, 
Hajthamov-Lambertov štvoruholník je „polovicou“ Chajjámovho-Saccheriho 
štvoruholníka. Lambertove úvahy o štvoruholníku HNPK sú obdobné ako úvahy 
Saccheriho. Aj Lambert vychádza z troch  

Obr. 11 

možností – hypotéz o vz�ahu uhla pri vrchole P k pravému uhlu. Najprv ukazuje homogenitu 
roviny vzh�adom na každú z hypotéz. Potom vyra	uje hypotézu tupého uhla ako 
nerealizovate�nú. Hypotézu pravého uhla zis�uje ako ekvivalentnú s Euklidovým postulátom 
rovnobežnosti. Hypotézu ostrého uhla preberá podrobne a ako logické dedukcie z nej dostáva 
celý rad neo�akávaných výsledkov. Tu sú niektoré z nich: 

1. Sú�et všetkých vnútorných uhlov v každom trojuholníku je menší než priamy uhol. 
2. Sú�et všetkých vnútorných uhlov vo všetkých trojuholníkoch nie je konštantný.

Konštantnos� tohto sú�tu má za následok, že tento sú�et je zhodný s priamym uhlom, 
�o je ekvivalentné  s Euklidovým postulátom rovnobežnosti. 

3. Ak ozna�íme sú�et ve�kostí všetkých vnútorných uhlov v trojuholníku mierou 	 – �, 
kde � > 0 je ve�kos� uhla v oblúkovej miere, �íslo � sa nazýva uhlovým defektom 
(alebo  jednoducho defektom) trojuholníka.
Obsah trojuholníka je úmerný jeho uhlovému defektu. 

4. Obsah trojuholníka je zhora ohrani�ený.
Ak má trojuholník s uhlovým defektom � obsah S, horné ohrani�enie obsahov 

všetkých trojuholníkov má hodnotu 
δ
π2

.S .

Dôsledok.  Predpoklad, že obsahy trojuholníkov nemajú horné ohrani�enie, je 
ekvivalentný s Euklidovým postulátom rovnobežnosti.  
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5. Existuje absolútna jednotka d�žkovej miery.
Nemožno zvoli� za jednotku d�žky �ubovo�nú úse�ku. 

6. Neexistuje podobnos
.
Každé dva trojuholníky, ktoré majú po dvojiciach zhodné všetky tri vnútorné uhly, sú 
zhodné. 
Dôsledok. Existencia podobnosti, ktorá nie je zhodnos�ou, je ekvivalentná 
s Euklidovým postulátom o rovnobežnosti.  

7. Neexistujú jednozna�né hodnoty goniometrických funkcií ve�kosti uhla.
Platnos� tohto tvrdenia sa ozrejmuje faktom, že hodnoty goniometrických funkcií sú 
v euklidovskej rovine geometricky definované na báze podobnosti pravouhlých 
trojuholníkov, ktoré majú zhodný jeden ostrý uhol. Potom majú všetky takéto 
trojuholníky zhodný aj druhý ostrý uhol, sú�et ve�kostí dvoch ostrých uhlov v každom 

pravouhlom trojuholníku má v oblúkovej miere hodnotu 
2
π

 a na týchto faktoch sú 

v euklidovskej rovine založené definície goniometrických funkcií, vz�ahy kofunkcií 
at	. 

    V rovine s platnos�ou hypotézy ostrého uhla v Hajthamovom-Lambertovom 
štvoruholníku nedáva existencia pravého uhla v trojuholníku žiaden rezolútny výsledok 
pre sú�et ve�kostí ostatných dvoch vnútorných (ostrých) uhlov trojuholníka, �iže pri 
pevnej hodnote ve�kosti jedného z nich môže ve�kos� druhého nadobúda� �ubovo�né 
hodnoty z istého intervalu, �ím sa mení pomer ve�kostí uhlov, a tým aj pomer ve�kostí 
strán, �o znemož
uje definíciu goniometrickej funkcie ve�kosti uhla analogickým 
spôsobom ako v euklidovskej rovine. Tento fakt Lambert charakterizuje slovami, že 
„goniometrické tabu�ky by boli nekone�ne roz�ahlé“.  

Logickú krásu dôsledkov hypotézy ostrého uhla Lambert hodnotí ako „… nie�o 
úchvatné, �o dokonca vyvoláva želanie, aby tretia hypotéza (t. j. hypotéza ostrého uhla) 
bola pravdivá. Ale aj tak by som si želal, napriek tej prednosti (Má na mysli existenciu 
absolútnej jednotky d�žky), aby to tak nebolo, lebo by to bolo spojené s celým radom 
iných nevýhod.“ Pod nevýhodami má na mysli absenciu podobnosti a úmernosti, 
nejednozna�nos� goniometrických funkcií, nemožnos� vyjadrenia metrických vlastností 
geometrických objektov inak než v absolútnej miere, enormné �ažkosti v astronómii at	. 
To všetko viedlo Lamberta k rozhodnutiu napriek sile opa�ných logických argumentov 
odmietnu� hypotézu ostrého uhla, �ím zárove
 priznáva, podobne ako jeho sú�asníci 
Kästner a Klügel, že pokusy dokáza� piaty Euklidov postulát nepriniesli nijaký rozumný 
výsledok. 

Hodnotu Lambertových výskumov v teórii rovnobežiek náležito ocenila 
retrospektívne až história neeuklidovskej geometrie konštatovaním, že Lambertove 
dôsledky hypotézy ostrého uhla v Hajthamovom-Lambertovom štvoruholníku 
predstavujú kardinálne tvrdenia Loba�evského-Bolyaiovej (hyperbolickej) 
neeuklidovskej geometrie. V svetle tohto hodnotenia je Lambert spolu so Saccherim 
považovaný za jedného z najvýznamnejších priamych predchodcov budovania 
neeuklidovskej geometrie. 

4 Záver 

Osobnos� Johanna Heinricha Lamberta sa v histórii matematiky 18. storo�ia vyníma 
ako príklad originálneho myslite�a, ktorý sa vlastným talentom, pracovitos�ou 
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a nevšedným samovzdelávacím úsilím za�lenil medzi kliesnite�ov pokroku matematiky 
najmä v tých oblastiach teórie a aplikácií, v ktorých mu jeho dokonalé ovládanie 
elementárnych metód a prostriedkov umož
ovalo dosahova� originálne a progresívne 
riešenia. O jeho význame pre rozvoj niektorých odborov nerozhodoval tak po�et a rozsah 
výsledkov ako h�bka a závažnos� jeho objavov a ich rola vo formovaní nových smerov 
a progresívnych tendencií vo vývoji matematiky. Najvýstižnejším zakon�ením tohto 
príspevku k portrétu ve�kej osobnosti matematiky 18. storo�ia nech sú slová, ktoré na 
Lambertovu adresu na margo jeho pôsobenie v Bavorskej akadémii vied napísal pri 
príležitosti 200. výro�ia založenia tejto akadémie Georg Faber (1877–1866), výskumník 
histórie tejto inštitúcie: 

„Lambert bol z líca i z rubu pravým obrazom u�enca 18. storo�ia, ktorý písal všetko 
možné o bohu a o svete, ale nikdy neprednášal spoza katedry. Medzi okolo 2 500 �lenmi, 
ktorých mala (mníchovská) akadémia po�as dvesto rokov svojho trvania, niet iného jemu 
rovného.“  
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DOKONALÉ �ÍSLA 

NAJSTARŠÍ OTVORENÝ PROBLÉM MATEMATIKY

ŠTEFAN PORUBSKÝ
1

O prvo�íslach a dokonalých �íslach môžu deti klás� otázky, na ktoré dospelí len 
�ažko odpovedia. (P. Erd�s)

Ako úvod do štúdia matematiky je elementárna teória �ísiel jedna z najvhodnejších 
oblastí matematiky. Vyžaduje minimálne predbežné znalosti, jej problematika je 
prí�ažlivá a �ahko pochopite�ná, využíva nieko�ko jednoduchých, ale všeobecných 
metód uvažovania, a je jedine�ná medzi matematickými disciplínami, �o sa týka 
vyburcovania prirodzenej �udskej zvedavosti. (G. H. Hardy) 

1 Z histórie prirodzených �ísiel 

1.1 Dvojaká tvár prirodzených �ísiel 

Z historického poh�adu, �ísla predstavujú pomerne vysoký stupe
 abstrakcie �udského 
myslenia, a stupe
 abstrakcie v ich používaní je �asto ukazovate�om stup
a inte-
lektuálneho rozvoja danej spolo�nosti. �ísla sú výsledkom abstrakcie v procese po�ítania 
a merania, a pod�a rôznych teórií za�ali �udia používa� �ísla v primitívnej písomnej 
forme asi pred 30 000 rokmi. Prvou formou zápisu bol zápis pomocou tzv. unárneho 
systému, v ktorom je každé �íslo reprezentované odpovedajúcim po�tom zvolených 
symbolov, napr. vrubov na vrubovkách (rovášoch). Jeho podkladom je  poznatok, že �íslo 
nie je ni� iného než súhrn jednotiek a jeho typickým prejavom sú  primitívne formy 
zápisu �ísiel, ako egyptské, rímske, alebo �ínske �íslice, kipy Inkov, at	., alebo po�ítanie 
na prstoch, ku ktorému sa ešte krátko vrátime,  

�íslovku už ako slovný druh tvoria samostatný a svojský druh, a ako také majú 	alšie 
zvláštne postavenie. Sú jediným slovným druhom, pre ktoré môžeme v písanom texte použi�
aj špeciálne grafické znaky – �íslice.  To všetko je výsledkom istej abstrakcie an sich, ke	
5 znamená pä
 prstov bez prstov.  A. N. Whitehead poznamenal: Prvý �lovek, ktorý si 
uvedomil analógiu medzi skupinou siedmich rýb a skupinou siedmich dní, urobil pozoruhodný 
krok v dejinách myslenia (Bol to prvý �lovek, ktorý si uvedomil pojem z �istej matematiky.)  

To, že existujú štyri základné operácie s �íslami, pozná (sná	) každý školák. Málokto 
ale vie, že v minulosti2, sa v u�ebniciach uvádzalo 6 základných operácií (naviac bolo 
tzv. pólenie a zdvojovanie (duplicírka), t.j. delenie a násobenie dvomi). A len matematik 
vie, že v podstate máme len dve operácie, s�ítanie a násobenie, pri�om násobenie je len 
skrátená forma s�ítania.  Napríklad egyptská matematika bola „aditívna“. Násobenie bolo 
u nich redukované na sú�et postupných zdvojení, pri�om zdvojenie je vlastne s�ítanie 
�ísla so sebou samým. Prví, kto si uvedomili, že s�ítanie rovnakých �ísiel sa dá vyjadri�

                                                          

1 Práca bola napísaná s podporou projektu 1ET200300529 programu Informa�ní spole�nost a výzkumného 
zámeru AV0Z10300504. 
2 Vi	, napr.  Algorismus prosaycus od K�is�ana z Prachatic asi z r. 1400. 
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ako násobenie, boli asi Sumeri, ktorí asi za�iatkom 3. tisícro�ia doplnili zoznam operácií 
„objavom“ delenia.  

S�ítanie a násobenie �ísiel (a aritmetické operácie vôbec) predstavujú akýsi  janusov-
ský3 charakter aritmetickej štruktúry prirodzených �ísiel. Unárny zápis reflektuje 
„prieh�adnú“ aditívnu štruktúru množiny prirodzených �ísiel, ke	 všetky prirodzené �ísla 
môžeme vygenerova� púhym pripo�ítavaním jednotky. Euklid vo svojich Základoch 
v Knihe VII �asti Výmery (definície) pod�a Servítovho prekladu píše: 

1. Jednotka jest, dle níž každé v�ci se �íká jedna. 
2. �íslo, pak je množství složené z jednotek. 

Táto jednoduchá aditívna štruktúra množiny prirodzených �ísiel kontrastuje s ich 
podstatne komplikovanejšou multiplikatívnou štruktúrou. Letmý poh�ad na zoznam 
tzv. š�astných a neš�astných �ísiel, ktoré sa do našej kultúry dostali cez ve�mi 
pover�ivých Sumerov a Rimanov, nazna�uje, že �udia si pomerne dávno uvedomili, že 
z multiplika-tívneho h�adiska majú prirodzené �ísla omnoho zaujímavejšiu štruktúru.  
Š�astné alebo neš�astné �ísla sú oby�ajne prvo�ísla.  

1.2 Prvo�ísla, zložené �ísla a problematika delite
ov 

Na po�iatku diferenciácie medzi prvo�íslami a zloženými �íslami bolo pravdepodobne 
pozorovanie, že nie každé �íslo sa dá napísa� ako sú�in dvoch �ísiel vä�ších než 1.  

Prvé náznaky potreby „vedecky“ diferencova� medzi prvo�íslami a zloženými �íslami 
sa objavujú u starých Egyp�anov v ich formulách pre rozklad zlomkov tvaru n2  do 
kme
ových zlomkov. Pre malé nepárne menovatele n  používali formulu  
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, kde a  je �íslo z intervalu pap <<2  s vlastnos�ou, že má ve�ký po�et 

delite�ov. Z tejto bohatej množiny delite�ov potom brali �itate�ov pre 	alší rozklad 
druhého s�ítanca v poslednom rozklade.4

Ako nazna�ujú predchádzajúce riadky, naši predkovia si za�ali dobre uvedomova�, že 
až vo vzájomnej interakcii oboch štruktúr – aditívnej a multiplikatívnej, väzí �ažisko 
riešenia mnohých praktických problémov. Z dnešného poh�adu bolo a  v predchádza-
júcom rozklade nie�o ako tzv. praktické �íslo, t.j. prirodzené �íslo s vlastnos�ou, že každé 
menšie prirodzené �íslo sa dá napísa� ako sú�et jeho delite�ov.5  Aj ke	 tento pojem bol 
                                                          

3 Aj ke	 bol boh Janus obvykle zobrazovaný s dvomi opa�nými tvárami (Janus Geminus nebo Dvojtvárny 
(Bifrons)) bol Janus v skuto�nosti Quadrifrons – boh štyroch tvárí. 
4 V Rhindovom papyre sa uvádza pä� metód na rozklad zlomkov n2  , dve metódy pre prípad, ke	 menovate�
je prvo�íslo a tri, ke	 je zložené �íslo. 
5 Aj ke	 praktické �íslo, je z h�adiska po�tu delite�ov akýmsi protipólom pojmu prvo�ísla, majú praktické �ísla 
mnoho spolo�ných vlastností s prvo�íslami: odhad ich po�tu podobný �ebyševovmu odhadu prvo�íselnej 
funkcie [28], analóg Goldbachovej hypotézy, analóg hypotézy o prvo�íselných dvoj�atách [17] a pod. 
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formálne po prvýkrát definovaný [30] v r. 1948, implicitne ho nájdeme už aj vo 
Fibonacciho Liber Abbaci (1202) pri jednej z uvedených metód rozkladu zlomkov na 

kme
ové zlomky. Ak a  je praktické �íslo, tak každé racionálne �íslo 
a
b

 môžeme vyjadri�

v tvare � a
di , kde adi | , v	aka �omu sa celý sú�et redukuje na sú�et kme
ových 

zlomkov. Po�iato�ný úsek postupnosti praktických �ísiel tvoria �ísla 
�,28,24,20,18,16,12,8,6,4,2,1  . Pre zaujímavos� v súvislosti s 	alším textom pozname-

najme, že všetky �ísla tvaru )12(2 1 −− nn , pre �,3,2=n , sú praktické.6

Ke	 sa pozrieme na definíciu delite�a u Euklida, tak v Knihe VII v �asti Vým�ry 
nájdeme tieto definície spojené s týmto pojmom (preklad pod�a Servíta): 

3. Díl �ísla v�tšího jest �íslo menší, když se jím v�tší dom��uje. 
5. Násobek �ísla menšího je �íslo v�tší, když se menším dom��uje. 
11. Kmenné jest �íslo, které m��í jednotka jediná. 
13. Složené jest �íslo, které se n�jakým �íslem dom��uje.7  
  
Definícia 11 je známa Euklidova definícia prvo�ísla. Pojem prvo�ísla sa údajne po 

prvýkrát objavuje v práci Speussipusa z Atén8 [ktorý vychádza z diela pytagorejca 
Philolaa (asi 480 pr.n.l. – 385 pr.n.l.), z ktorého diela sa u�il pytagorejskú filozofiu i sám 
Platón], kde sa �ísla delia na prvo�ísla (nerozložite�né) a druhotné (rozložite�né). Je 
zaujímavé konštatova�, že tradi�ná �ínska matematika nepoznala pojem prvo�ísla až do 
doby jej prvého kontaktu s európskou matematikou okolo roku 1600.   

1.3 �íslo 1 a alikvótne �asti 

Servít pri uvedenej definícii 2 pojmu �ísla poznamenal:  „Dle toho jednotka není �íslo“. 
�íslo 1 malo historicky výsadné postavenie, �o sa odráža aj v jeho jazykovej forme. 1 sa 
v mnohých jazykoch správa ako prídavné meno, preberá rod a �íslo, napríklad „jeden 
muž“, „jedna žena“, „jedno okno“, „jedni muži“ ale „jedny ženy“ a pod. Podobne je to aj 
mnohých iných jazykoch, v Hebrej�ine máme tiež  ��
 ��� (jeden muž) a �
� ���
(jedna žena) alebo množné �íslo �����. V Gré�tine podobne máme ���  (m: ����, f: ���, 
n: ���). Výsadné historické postavenie jednotky asi malo jeden zaujímavý dopad 
v definícii toho, �o je to delite�.  

To, že 1 nie je �íslo, prebral Euklid od svojich predchodcov. Aristoteles vo svojej 
Metafyzike, pravdepodobne preberajúc pytagorejskú doktrínu, konštatuje, že jednotka nie 
                                                          

6 Stewart [31] dokázal, že prirodzené �íslo n  s kanonickým rozkladom k
kpppn ααα �21

21= , kde 

kppp <<<= �212 , je praktické práve vtedy, ke	 ∏ −

=
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− −
−

+=+≤ −
1

1

1
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1
1)(1 11

i

j
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j
ii p

p
ppp
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α
αασ �  pre 

ki ,,2 �= , kde �=
md

dm
|

)(σ  je funkcia sú�et delite�ov. 

7 Servít pod �iarou poznamenáva, že „M��í, dom��uje, jest n��emu m�rou – jsou  výrazy souzna�né.“ 
8 Speussipus (410? pr. n. l. – 339 pr. n. l.) bol synom Platónovej sestry Potone a stál v �ele Platónovej akadémie 
po Platónovej smrti osem rokov, asi až do svojej smrti. Z jeho diela sa zachoval fragment O pytagorejských 
�íslach a fragment nájdený v r. 1953 Raymondom Klibanskym.
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je �íslo, lebo miera nemôže by� meraným objektom. Prvá definícia �ísla9 sa pripisuje 
Tálesovi, ktorý definoval �íslo ako súhrn jednotiek pod�a egyptského vzoru [13], str. 69. 

To, že problematika delite�ov mala v antike hlbšie a prekvapujúco iné postavenie, než 
z dnešného poh�adu o�akávame, môžeme dokumentova� piatou knihou  Platónových 
Zákonov. Je to jeho posledné a nedokon�ené dielo, ktoré vydal jeden z jeho žiakov po jeho 
smrti r. 348 pr.n.l. Tu Platón doporu�uje voli� po�ty bezzemkov a majite�ov pôdy v novo 
zakladanom štáte tak, aby �ísla udávajíce ich po�ty mali dostato�ne mnoho delite�ov. Napr. 
rovné �íslu 5040, ktoré má, ako uvádza, 59 delite�ov. Zákonodárci musia naviac nato�ko 
ovláda� aritmetiku, aby pod�a ve�kosti mesta to boli schopní primerane zariadi�. Pozna-
menajme, že grécki matematici robili rozdiel medzi aritmetikou  ako vedou o �íslach 
a logistikou ako praktickom po�ítaní. 

Pozorný �itate� si iste všimol, že uvedený po�et delite�ov �ísla 5040 nesedí. Platón za 
delite�a nepovažoval �íslo samotné.10  Z toho vyvstávajú dve otázky:  

1. �ím sa vyzna�uje �íslo 5040? 
2. Pre�o Platón vynechal �íslo samotné zo zoznamu delite�ov (a trebárs nie 1, akoby 

sme mohli o�akáva� pod�a prvého odstavca tejto �asti)? 

Istú cesti�ku na h�adanie odpovede na prvú otázku nazna�uje Platón tým, že hovorí 
o ve�kom po�te delite�ov. Matematicky sa dá jednoducho dokáza�, že ku každému 
m existuje najmenšie prirodzené �íslo n  s m  delite�mi. V minulom storo�í vznikla 
nasledujúca definícia: �íslo n  sa nazýva silne zložené, ak má vä�ší po�et delite�ov než 
�ubovo�né od neho menšie �íslo. Vieme, že existuje nekone�ne ve�a silne zložených 
�ísiel [29], str.114.  Za�iatok postupnosti silne zložených �ísiel tvoria �ísla 1, 2, 4, 6, 12, 
24, 36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 1260, 1680, 2520, 5040, 7560, ... . 11 Naše 
�íslo 5040 je medzi nimi, aj ke	 Platón túto definíciu asi nepoznal. Platón požaduje od 
�ísla na mieste 5040, �o najdlhšiu, pravidelnú a neprerušenú sériu delite�ov, v�ítane 
všetkých �ísiel od 1 do 10. Prvé �íslo, ktoré sp�
a túto poslednú podmienku v postupnosti 
silne zložených �ísiel je 2520, takže prvú otázku asi nezodpovieme �ahko.  

Druhá otázka sa tiež nedá jednoducho zodpoveda�. V antike sa za delite�a považovali 
len vlastné delitele, ako to už vlastne nazna�uje  hore uvedená definícia z Euklida. Takéto 
delitele sa v staroveku nazývali alikvótne �asti. To, že samotné �íslo sa nepovažovalo za 
delite�a má s najvä�šou pravdepodobnos�ou korene práve v egyptskej aritmetike spojenej 

s rozkladom zlomkov na kme
ové zlomky 
n
1

, kde 1>n  je prirodzené �íslo. V prípade, že 

d  je delite� �ísla n , tak zlomok 
n

d
 sa po vykrátení stane kme
ový, len ak nd < , �o 

vylu�uje samotné �íslo n  z pozície delite�a. Na druhej strane, ak 1=d , tak dostaneme 

                                                          

9 Len na okraj pripome
me, že Platón diferencoval medzi pojmom ideálneho �ísla a �ísla „používaného“ 
v matematike. Platón nechápal ideálne �íslo ako súhrn jednotiek, lebo každé ideálne �íslo, ako ideálna dvojka, 
ideálna trojka, at	., ako ideálne objekty sú samostatnými dokonalými jednotkami, ktoré podobne ako ostatné 
idey sú nedelite�né, nemajú �asti,  a nie sú odvodené zo žiadneho iného princípu. 
10 �íslo 5040 má týchto delite�ov  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 42, 
45, 48, 56, 60, 63, 70, 72, 80, 84, 90, 105, 112, 120, 126, 140, 144, 168, 180, 210, 240, 252, 280, 315, 336, 360, 
420, 504, 560, 630, 720, 840, 1008, 1260, 1680, 2520, 5040. 
11 Z poh�adu tvrdenia, že �ím viac delite�ov má základ pozi�nej sústavy, tým menej je nekone�ných 
(periodických) rozvojov racionálnych �ísiel, je iste zaujímavé vidie�, že 60 je silne zložené �íslo, kým 10 nie je. 
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priamo kme
ový zlomok, �o je možná prí�inou toho, že jeho �itate� 1 „unikol“ 	alšej 
logickej analýze a prirodzenou cestou sa zaradil medzi delitele, aj ke	 1 mala zvláštne 
generické postavenie medzi �íslami. 

S postupne sa meniacim postavením 1 ako �ísla, súvisí aj otázka, pre�o 1 nie je 
považovaná za prvo�íslo. �i je 1 prvo�íslo, alebo nie je, je vecou definície. V modernej 
literatúre, 1 nie je klasifikovaná ani ako prvo�íslo, ani ako �íslo zložené. V starších 
textoch, však bola 1 považovaná za prvo�íslo.12 Francúzsky �íselný teoretik 
V. A. Le Besgue13 (1791–1875) explicitne uvádza 1 ako prvo�íslo vo svojom diele [7] 
z r. 1859. Niekedy je možné nájs� v literatúre zmienku, že posledný matematik, ktorý 
zahrnul 1 medzi prvo�ísla bol H. Lebesgue (1875–1941) v r. 1899. Toto tvrdenie rozhod-
ne nie je pravda, D. N. Lehmer zahrnul 1 do svojho zoznamu prvo�ísiel ešte v r. 1914 (aj 
ke	 možno len z historických dôvodov). Známy propagátor vedy a astronóm C. Sagan 
zahrnul 1 medzi prvo�ísla ešte v r. 1985 vo svojom slávnom románe Kontakt. Dôvod, 
pre�o 1 dnes nie je považovaná za prvo�íslo je veta o jednozna�nom rozklade na 
prvo�ísla. Táto mimoriadne dôležitá veta bola po prvýkrát sformulovaná a dokázaná až 
v C. F. Gaußom v jeho Aritmetických rozpravách.  Je istou iróniou osudu, že priamy 
nasledovník Gaußa na mieste profesora na univerzite v Göttingen, M. A. Stern (1807–
1894) aj na	alej zara	oval 1 medzi prvo�ísla. 

2 Po�ítanie na prstoch 

Po�ítanie na prstoch bolo istotne bežné už ve�mi dávno. Ako po�ítacie pomôcky boli 
prsty vždy „po ruke“ a používali sa pri rôznych situáciách (napr. pri tajnom uzatváraní 
obchodov v prítomnosti cudzích �udí, pri takomto dorozumievaní dokonca ešte aj 
v nedávnej dobe medzi maklérmi na burze, at	.). Naviac ako prostriedok po�ítania bol 
použite�ný medzi negramotnými �u	mi. Pomocou prstov síce môžeme �íslo vyjadri�, ale 
nemôžeme ho trvale zaznamena�, ako pomocou vrubov. V po�ítaní na prstoch má svoj 
pôvod aj delenie �ísiel na digiti (jednotky), articuli (t.j. �lánky pre desiatky) a numeri 
compositi (zložené �ísla). 
alšie náznaky o tom, že po�ítanie na prstoch kedysi hralo 
dôležitú úlohu, zachováva re� i v rôznych zvratoch, napr.  „spo�íta� (si) na prstoch“. 

Hoci vieme, ako sa vo všeobecnosti po�ítanie na prstoch zdokona�ovalo, nemôžeme 
presne sledova� proces jeho vzniku, lebo písomné záznamy z prvých období neexistujú. 
Používané praktiky (�asto s lokálnymi odchýlkami a zvláštnos�ami) sa dedili prostred-
níctvom používania z jednej generácie na druhú. 

Isté je, že po�ítanie na prstoch dosiahlo v antickom Ríme svoj najvyšší stupe
, tešilo sa 
ve�kej ob�ube a odtia�to prenikalo aj do 	alších krajín. Napr. v diele rímskeho básnika 
Decima Junia Juvenalia (asi 60–140) je scéna, v ktorej sa hovorí o š�astlivcovi, ktorý na 
zrátanie svojich rokov potrebuje pravú ruku [18]: 

Felix nimirum qui per tot saecula mortem 
distulit, atque suos jam dextra computat annos14. 

                                                          

12 Len ako zaujímavos� pripome
me, že (okrem iných aj) novopytagorejci (Leon zo Smyrny, Nikomach at	.) 
nepovažovali �íslo 2 za prvo�íslo. 
13 V. A. Le Besgue je niekedy citovaný aj ako Lebesgue, a preto je �asto zamie
aný so svojím slávnejším 
menovcom H. Lebesgue-om.   
14 Štastný je ten, kto tak dlho smrti vzdoroval, a na pravej ruke si mohol spo�íta� svoj vek. 
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Nie je to myslené ironicky. Muž je vyše storo�ný, lebo Rimania znázor
ovali �ísla od 
1 do 99  �avou rukou a �ísla od 100 do 1000 pravou rukou. 

Tento zvyk bol taký rozšírený, že sa dostal nielen do literárneho diela Juvenalia, ale aj do 
diel iných gréckych a rímskych autorov, ako bol Herodotos  (asi 484–425 pr. n. l.), Ovídius 
(43 pr. n. l. – 17 n. l.) a Plínius (23–79). Plínius st. sa vo svojej encyklopédii Naturalis 
historia (Prírodopis) o 37 knihách v knihe 34, 7, 33 zmie
uje o tom, že „krá� Numa 
venoval sochu boha Janusa s dvomi tvárami ... prsty v polohe znázor
ujúcej �íslo 365 ...“  
– po�et dní v roku; 300 na pravej 65 na �avej ruke [27], [35]. 

Najznámejší15 u�enec, ktorý sa po�ítanie na prstoch pokúsil zaznamena� v písomnej forme 
bol anglický benediktínsky mních Beda Venerabilis (673?–735). Beda bol predovšetkým 
cirkevný u�ite� a historik a do dejepisu zaviedol pri ozna�ovaní letopo�tu pojem „pred 
narodením Krista“, matematikou sa zaoberal predovšetkým z historického záujmu. 
Cirkev bola v jeho dobe rozpoltená spôsobom po�ítania Ve�kej noci (tzv. compus 
paschalis). Tejto problematike venoval svoje dielo De Temporum Ratione  (O po�ítaní 
�asu). Z nášho poh�adu je toto dielo zaujímavé tým, že Beda tu uvádza úplnú sústavu 
po�ítania na prstoch. Ukazuje ako rôzne  kombinácie ohnutých a natiahnutých prstov 
vyjadrujú jednotky, desiatky, stovky a tisíce. Naviac spolu s kombináciami polôh rúk sa 
rozsah vyjadrite�ných �ísel rozširuje až do miliónu. Bez Bedu by bolo po�ítanie na 

                                                          

15 Existuje skorší ale menej známy text Romana computatio z roku 688. 
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prstoch ako matematická a tým aj kultúrno – historická kategória dnes už asi zabudnuté, 
lebo všetky neskoršie publikácie sa vracajú k jeho výkladu.16

Z diel uvádzajúcich po�ítanie na prstoch uve	me Fibonacciho Liber Abbaci, ktorá 
kon�í prvú kapitole v Liber Abbaci detailným popisom po�ítania na prstoch. Taliansky 
mních, univerzitný u�ite�  a matematik Luca Pacioli (1445?–1514), priate�  Leonarda da 
Vinciho, sa mu venoval vo svojom hlavnom encyklopedickom diele17 Summa de 
Arithmetica, Geometrica, Propotioni et Proporcionalita (Súhrn poznatkov o aritmetike, 
geometrii, proporciách a proporcionalite), ktoré vyšlo roku 1494 v Benátkách. Až ví�az-
stvo písomného po�ítania s arabskými �íslicami zatla�ilo prstové po�ítanie.

3 Dokonalé �ísla 

3.1 Odkedy je dokonalé �íslo dokonalé? 

V predchádzajúcich �astiach sme sa stretli s rôznymi klasifikáciami �ísiel. Asi najstaršia 
všeobecná klasifikácia �ísiel sa objavuje u pytagorejcov, u ktorých dôležite bolo, 
napríklad, delenie �ísiel na párne a nepárne (pozostatky tejto klasifikácie nájdeme 
v Základoch IX, 21 – 34).18  Pytagorejci si však všímali nielen delenia, ktoré sa vz�ahujú 
na všetky �ísla, ale aj individuálne vlastnosti �ísiel. Pytagorovi je pripisovaný aj objav 
trojuholníkových �ísiel, t.j. �ísiel tvaru 2/)1( −nn , kde �,3,2=n . Jedno z trojuhol-
níkových �ísiel �íslo 432110 +++= , zvané ���������, hralo u pytagorejcov mimo-
riadnu úlohu,19 a preto bolo nazývané �������20 – dokonalým.  

Iný pojem dokonalého �ísla, ale s rovnakým slovným ozna�ením, nachádzame u Euklida. 
Vým�ra 22 v Knihe VII pod�a Servíta znie:  

22. Plné (�������) jest �íslo, jež se rovná sou�tu svých díl�. 
Inými slovami, �íslo je plné, t.j. dokonalé, ak je sú�tom svojich alikvótnych �astí. 

Príkladmi dokonalého �ísla je 8128,496,28,6 : 
6  = 1+2+3, 
28 =1+2+4+7+14, 
496 = 1+2+4+8+16+31+62+124+248, 
8128 = 1+2+4+8+16+32+54+127+254+508+1016+2032+4064.

Ale v základnom tvrdení o dokonalých �íslach používa Servít iný termín (Základy IX, 36): 
Když jest dáno po �ad� od jednotky n�kolik �ísel v pom�ru jedné ke dv�ma, až sou�et všech 
stane se �íslem kmenným, a když se ten sou�et znásobí �íslem posledním a vznikne jiné, 
vzniklé bude �íslo dokonalé (�������). 

                                                          

16 �í
ania používali úplne iný systém znázor
ovania �ísiel pomocou prstov  [33].  
17 Obrázok je prevzarý z knihy  [15], str. 61. 
18 Philolaus napr. nepovažoval 2 za párne �íslo, ale ani za prvo�íslo. 
19 Napr. Philolaus, ktorému je pripisovaná prvá teória o tom, že naše Zem nie je stredom vesmíru, veril, že 
existuje akási „proti-Zem“ vyvažujúca našu planétu, len kvôli tomu, aby po�et nebeských telies bol 10 (to je 
údajne Aristetolovo vysvetlenie pre tento po�et, ku ktorému neboli iné dôvody). Na desiatich kruhových dráhach 
okolo centrálneho oh
a sú umiestnené pevné hviezdy (na vonkajšej dráhe ako opora pre ostatné telesá), potom 
pä� planét, Mesiac, Slnko, Zem a proti-Zem. 
20 Toto grécke slovo použil i Aristoteles vo svojej Metafyzike, Kniha A, �as� 5, odstavec 1, ke	 charakterizoval 
pytagorejské stanovisko. 
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V sú�asnej formulácii: Ak 12 −n  je prvo�íslo, tak )12(2 1 −− nn je dokonalé �íslo.  

Aj ke	 v origináli je na obidvoch miestach použité to isté slovo �������, Servít volí 
dva rôzne preklady. Existujú autori [1], [32], ktorí aj dnes považujú za vhodnejšíe 
používa� slovo complete namiesto perfect (dokonalé).  Autorovi týchto riadkov nie je 
známe, pre�o Servít používa dva rôzne preklady pre ten istý pojem. Je možné, že sa mu 
viac pozdával preklad „plné �íslo“, ale vo vety 36 sa prispôsobil používanej terminológii.  
Pritom v skorších publikáciách o dokonalých �íslach [2], [4], [5], najprv ešte posluchá�a 
filozofie Bezdí�ka a potom už profesora, alebo v komentári redakcie [3] sa vždy používa 
slovo dokonalý, napriek tomu, že autor Bezdí�ek je kritický k niektorým použitým 
prekladom.  V literatúre sa tiež uvádza, že slovo „dokonalý“ údajne po prvýkrát použil 
Nikomach z Gerasy (okolo r. 100 n.l.) vo svojej Arithmetike eisagoge (Úvod do 
aritmetiky). V skuto�nosti ale tiež použil slovo �������, ako pre dokonalé �íslo (�as� I, 14 
a I, 16), tak aj pre tetraktys (II, 22 [19]). Necelé tri storo�ia neskoršie ale Sv. Augustín 
z Hipponu (354–430) v �asti 30 De senarii numeri perfectione (O dokonalosti �ísla šes�) 
Knihy 11 z 22 kníh diela De Civitate Dei (O božskej obci) používa slovný základ 
perfectus:  

Je zaznamenané, že celá božia práca bola dokon�ená za šes� dní, pretože šes�
je dokonalé �íslo. ... Pretože to je prvé �íslo zložené zo šestiny, tretiny 
a polovice, lebo jednotka dvojka a trojka dávajú spolu šes�. ... 

V angli�tine sa údajne termín „perfect number“ objavuje po prvýkrát r. 1570 
v anglickom preklade Euklida od sira Henryho Billingleya. V r. 1674 píše Samuel Jeake 
v diele Arithmetic „Perfect Numbers are almost as rare as perfect Men“.   

3.2 Kultúrne-historické asociácie 

Kedy (a kde) si �udia uvedomili, že vlastnos� by� sú�tom svojich vlastných delite�ov, môže 
by� zaujímavá, nie je �ahké zodpoveda�. Je iste povšimnutiahodné, že v pojme dokonalého 
�ísla došlo k mystickému spojeniu aditívnej vlastnosti „sú�et“ s multiplikatívnou „delite�“.21  
Ak by sme v sú�asnej terminológii a ozna�ení vzali, sú�in a nie sú�et delite�ov, je odpove	
pomerne jednoduchá: Sú�in všetkých delite�ov daného �ísla k

kpppn ααα �21
21=  sa rovná 

2/)(

|

n

nd
nd τ=∏ , kde )(nτ  ozna�uje po�et delite�ov �ísla n . Na druhej strane, pre sú�et 

všetkých delite�ov �ísla n  máme )1/()1( 1

|||
−−= +∏� ppd

npnd

α
α . Na prvý poh�ad je vidie�

„dráždivý“ rozdiel v zložitosti, pri�om v minulosti nepoznali našu symboliku, ktorá len 
zjednodušuje zápis.22 Na tomto mieste len pripome
me citát z Eulera 

Zo všetkých problémov vyšetrovaných v matematike neexistujú také, ktoré by sa 
v sú�asnosti považovali viac neplodnými a neužito�nými,  než  problémy oh�adne 
podstaty �ísiel a ich delite�ov. V tomto smere sa sú�asní matematici silne odlišujú 
od starovekých, ktorí pripisovali bádaniu tohoto druhu omnoho vä�ší význam …

                                                          

21 Naviac �íslo 6 je sú�asne sú�inom i sú�tom svojich alikvótnych �asti 321321 ++=×× . 
22 �ísla, ktoré sa rovnajú su�inu svojich vlastných delite�ov sa volajú dokonalé �ísla druhého druhu. Ich 
charakterizácia je jednoduchá [29], str. 123: Sú to jedine mocniny prvo�ísiel a sú�iny dvoch rôznych prvo�ísiel. 
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Oni nielen považovali h�adanie istoty za chvályhodné samo o sebe a dôstojné 
�udského poznania, ale okrem toho sa naprosto správne domnievali, že tým sa 
pozoruhodným spôsobom rozvíja vynaliezavos� a pred �udským intelektom sa 
takto otvárajú nové možnosti rieši� spletité úlohy …

Matematika by pravdepodobne nikdy nedosiahla takýto vysoký stupe

dokonalosti keby v staroveku nevynaložili to�ko úsilia na štúdium problémov, 
ktorými dnes mnohí opovrhujú pre ich zdanlivú márnos� …

Pojem dokonalého �íslo v zmysle sú�tu svojich alikvótnych �astí má svoj pôvod asi 
v sumersko-babylónkej tradícii. Hexadecimálna babylonská sústava bola ve�mi výhodná 
pre po�ítanie so zlomkami. Babylo
ania mali pre zlomky 21 , 31 , 41 , 51  a 61
samostatné klinové znaky. K tomu pristúpili ešte „astronomické skuto�nosti“: Starí 
Babylo
ania poznali 6 planét (Venuša, Merkúr, Zem, Mars, Jupiter a Saturn)23. Naviac 
d�žka obehu Mesiaca okolo Zeme je 28 dní, �o je druhé dokonalé �íslo. Samozrejme 
najznámejším citátom v tomto smere je Kniha Genezis 1, 31: Boh videl všetko, �o urobil: 
a h�a, bolo to ve�mi dobré. Bol ve�er a bolo ráno: šiesty de�. 

Pôvod pojmu dokonalého �ísla je �asto pripisovaný pytagorejcom. Videli sme, že pod 
rovnakým slovom sa vlastne skrývajú dva rôzne pojmy24. Postupom �asu sa za�ali obidva 
pojmy asi prelína�, ako to môžeme vidie� u význa�ného predstavite�a helenisticko-
židovského filozofického prúdu Filóna Alexandrijského (25 pr. n. l. – 40 n.l.).  V �asti III 
diela O stvorení sveta  hovorí, že svet bol stvorený behom 

 … šiestich dní. Nie preto, že by k tomu tvorca potreboval nejaký �as – Boh totiž 
zrejme všetko robí naraz; nielen to, �o prikazuje, ale i to, �o má sám na mysli – 
ale preto, že vznikajúce veci vyžadovali vhodný poriadok. Poriadku ale prináleží 
�íslo, a z �ísiel je pod�a zákonov prírody najvhodnejšia šestka. Pretože z �ísiel 
nasledujúcich po jednotke je šestka prvým dokonalým �íslom, ktoré sa rovná 
svojim �astiam a je nimi úplne vyplnené, totiž z poloviny trojkou, z tretiny 
dvojkou a zo šestiny jedni�kou. 

A pokra�uje v pytagorejskom duchu 

Šestka má takpovediac zo svojej povahy mužský aj ženský charakter a je 
spojená silou tejto dvojitosti. Mužské totiž zastupuje vo veciach bytia nepárne, 
kým párne je ženské. Prvým z nepárnych �ísiel je �íslo tri, dvojka je zase prvé 
z párnych. Silu obidvoch v sebe sústre	uje šestka. ...

Zdá sa, že postupom �asu pytagorejský aspekt pojmu dokonalého �ísla vymizol, asi aj 
vplyvom Nikomachovho Úvodu do aritmetiky, ku ktorému sa ešte vrátime. Za zmienku 
ešte stojí jedna kultúrno-historická poznámka na tému, pre�o nosíme obrú�ku na 

                                                          

23 Babylo
ania boli prví, kto pomenoval dni týžd
a po Slnku, Mesiaci a planetách tak, ako to dodnes napr. majú 
v angli�tine: nede�a – Slnko, pondelok – Mesiac, utorok – Mars, streda – Merkúr, štvrtok – Jupiter, piatok – 
Venuša, sobota – Saturn  [34], �ím dostávame spojenie s 	alším magickým �íslom, �íslom 7. 
24 Interesujúcemu sa �itate�ovi o stope pytagorejského pojmu dokonalý v gréckej literatúre doporu�ujeme ako 
úvodné �ítanie prácu [1], najmä jej �as� 2.4. Na druhej strane Taisbak [32] vidí vo formulácii Euklidovho 
tvrdenia IX.36 vplyv a súvislosti s egyptskou formou násobenia, a touto cestou vysvet�uje aj pôvod pojmu 
dokonalého �ísla ako sú�tu alikvótnych �astí.  
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prsteníku 25.  Odpove	 na túto otázku je údajne potrebné h�ada� v tabu�ke obsahujúcej 
reprezentáciu �ísiel pomocou prstov. �íslo 6 je reprezentované ohnutým prsteníkom.26

Pod�a niektorých autorov, ke	že 6 je dokonalé �íslo, je spojenie s manželstvom jasné.27

Existujú však aj iné vysvetlenia. Pod�a Platóna 6 reprezentuje manželstvo, lebo je 
sú�inom ženskej 2 a mužskej 3 (Aristoteles vo svojich Fragmentoch píše, že pod�a 
pytagorejcov manželstvo reprezentovala 5, lebo 325 += ). V piatej knihe diela Republika 
prira	uje Platón manželstvu pravouhlý trojuholník so stranami 3, 4, 5, lebo jeho obsah 
je 6.   

3.3 Nicomachov Úvod do aritmetiky

Nicomachov Úvod do aritmetiky je akousi vo�nou prózou o aritmetike, v ktorej sa autor 
snaží argumentova� v prospech dôležitosti postavenia aritmetiky medzi ostatnými 
matematickými oblas�ami. V podstate neobsahuje žiadny nový materiál, chýbajú dôkazy, 
ale vydobyla si svoje miesto v dejinách v	aka �itate�nému štýlu, vhodnému usporiadaniu 
materiálu a ako zdroj všeobecných informácií o �íslach a ich vlastostiach. Zdôraz
uje 
pytagorejský prístup. Z nášho h�adiska zohrala kniha dôležitú úlohu, lebo obsahuje súhrn 
vtedy známych výsledkov o dokonalých �íslach. Mnohé tvrdenia podávané ako fakty sú 
však nepravdivé, ich odhalenie zohralo ve�mi významnú úlohu v 	alšom rozvoji teórie 
�ísiel a matematiky vôbec. 

Bez zachádzania do vä�ších detailov28 Nicomach delí �ísla na superabundantné, 
deficientné29 a dokonalé (I, 14) pod�a toho, aký je sú�et ich vlastných delite�ov.30

Dokonalé �ísla, ako �ísla rovnajúce sa sú�tu alikvótnych �astí, tvoria pod�a Nikomacha 
rozmedzie medzi zvyšnými dvomi triedami. Nicomach uvádza (bez dôkazu ako už bolo 
uvedené) nasledujúce vlastnosti dokonalých �ísel: 

• n-té dokonalé �íslo má n cifier, 
• každé dokonalé �íslo kon�í striedavo bu	 cifrou 6 alebo 8, v dôsledku �oho každé 

dokonalé �íslo je párne, 
• hore uvedeným Euklidovým algoritmom je možné vygenerova� všetky dokonalé �ísla, 
• existuje nekone�ne ve�a dokonalých �ísel. 

V Nikomachovej formulácii Euklidova veta má tvar: Za�ni od jednotky tvori�
párno-párne �ísla ako dlho chceš: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 1024, 2048, 
4096, ... . Potom ich postupne po jednom spo�ítaj a zisti aký je výsledok. Ke	 zistíš, 
že dostaneš prvo�íslo, pripo�ítaj posledného s�ítanca, a výsledkom je vždy dokonalé 
�íslo. Nikomach poznal 4 dokonalé �ísla: 6, 28, 496 a 8128.   

                                                          

25 Menninger v druhom diele [18] udáva, že v staroveku sa prsteník volal medicus. 
26 Napr. fotografiu ruky Afrodity s prste
om na prsteníku môžeme nájst v knihe [6]. Socha pochádza z Grécka 
z 2.–3. st. pr. n. l. 
27 Vi	 tiež krátku poznámku v tomto smere na str. 130 v �asopise pro p�stování matematiky a fysiky 25 (1896). 
28 Napr. Nikomach nezara	uje párne �ísla medzi zložené (I, 12) a nasledujúce delenie na superabundantné �ísla, 
deficientné a dokonalé sa vz�ahuje v �asti I, 14 na jednoduché párne �ísla (simple even numbers  [19]) a v �asti 
I, 16 je nasledujúca definícia dokonalého �ísla uvedená bez tohoto odmedzenia. 
29 Napr. �íslo je deficienté, ak sú�et jeho vlastných delite�ov je menší než �íslo samotné. Takým je �íslo 8. Pod�a 
Alkuina z Yorku (732?–804) to dokazuje, že tzv. druhé stvorenie, ke	 Noe zahránil 8 �udí vo svojej arche, bolo 
nedokonalé. 
30 Len ako ukážku uve	me, že Nikomach prirovnáva superabundantné �ísla k zvieratám, ktoré majú ve�a 
kon�atín, desa� jazykov, tri rady zubov, at	. Podobné prirovnania má pre deficientné �ísla. 
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3.4 Vývoj do Fermata 

Trvalo storo�ia, kým vývoj pokro�il 	alej v problematike dokonalých �ísiel. Najprv sa 
�ažisko presunulo do arabského sveta, kde problematika dokonalých a tzv. spriatelených 
�ísiel našla ve�kú odozvu. Al-Sabi Thabit ibn Qurra al-Harrani (836–901) vo svojom 
diele Pojednanie o spriatelených �íslach vyšetroval otázku, za akých podmienok je �íslo 
tvaru pn2 , kde p  je prvo�íslo, dokonalé.  
alší arabský matematik Abu Ali al-Hasan ibn 
al-Haytham (965–1040) bol asi prvý, kto vyslovil domnienku, že Euklidova posta�ujúca 
podmienka je aj nutná [23], [24]. Ismail ibn Ibrahim ibn Fallus (1194 – 1239) vo svojom 
diele, ktoré naväzuje na Nikomachov Úvod do aritmetiky udáva tabu�ku, ktorá obsahuje 
prvých sedem dokonalých �ísiel. 
alšie tri v jeho tabu�ke nie sú správne [8], [9]. Tieto 
príspevky arabských matematikov zostali v Európe neznáme.  Aj Fibonacci, o ktorom sa 
tvrdí, že prevzal mnohé od arabských matematikov, uvádza vo svojej Liber Abbaci len 
prvé štyri dokonalé �ísla, ktoré boli známe už Nikomachovi. 

Asi prvým v Európe, kto za�al pochybova� o platnosti Nikomachových hypotéz bol 
Pacioli, ktorý zpochybnil platnos� tvrdenia, že Euklidov vz�ah dáva dokonalé �íslo pre 
každé n .  Zdá sa, že už predtým renesan�ný duch za�al prenika� a oživova� aj európske 
matematické dianie. V neskoršie nájdenom neznámom rukopise z roku 1461 sa objavuje 
piate dokonalé �íslo. Toto bolo nájdené aj v istom rukopise Johanna Regiomontana – 
Müllera (1436–1476) z obdobia jeho pobytu vo Viedni asi r. 1458 [21]. Naviac piate 
a šieste dokonalé �íslo bolo dodato�ne nájdené aj v rukopise, ktorý vznikol krátko po 
roku1460. Autor je neznámy a žil vo Florencii. 

V r. 1536 vydal Hudalrichus Regius31 v Strassburgu knihu Utriusque Arithmetices, 
v ktorej uviedol rozklad 89.231211 =− , �ím našiel prvé prvo�íslo p , pre ktoré vz�ah 

)12(2 1 −− pp  nevedie na dokonalé �íslo.  Naviac tu ukázal, že 81911213 =−  je prvo�íslo, 

�ím našiel piate dokonalé �íslo 33550336)12(2 1312 =− . Týmto objavom síce nepoprel 
Nikomachovu tézu, že dokonalé �ísla majú poslednú cifru bu	 6 alebo 8, ale pretože toto 
�íslo má 8 cifier poprel Nikomachovo prvé tvrdenie.   

V roku 1603 Pietro Antonio Cataldi (1548 – 1626) vo svojej Trattato de Numeri 
Perfetti vydanej v Bologni rozložil na prvo�ísla všetky �ísla po 800 a metódou 
Eratostenovho sita našiel všetky prvo�ísla do 750. Pomocou tej tabu�ky zistil, že 

1310711217 =−  je prvo�íslo.32 Z toho odviedol šieste dokonalé �íslo 
8589869056)12(2 1716 =− �ím poprel 	alšiu Nikomachovu hypotézu, že dokonalé �ísla 

striedavo kon�ia cifrou 6 alebo 8. 33 Cataldi našiel aj 	alšie dokonalé �íslo  
281374386913)12(2 1918 =− , ke	 dokázal, že 5242871219 =−  je prvo�íslo. 

V r. 1977 sa našlo, že už v r. 1555 uviedol J.Scheybl šieste dokonalé �íslo v jeho 
komentároch k prekladu Euklidových Základov. 
                                                          

31 V r. 2008 vyšla práca  [25], ktorú autor tohto príspevku ešte nemal v ruke. 
32 Pripome
me elementárne tvrdenie, �asto pripisované práve Cataldimu a Fermatovi, že ak 12 −n  je prvo�íslo, 
tak n   je prvo�íslo. 
33 Platí: Ak )12(2 1 −− pp  je dokonalé �íslo, tak (a) jeho posledná cifra je �íslo 6, ak 2=p  alebo 

)4(mod1≡p , (b) kon�í na  28, ak )4(mod3≡p . 
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Cataldi však popri serióznych výsledkoch prispel aj nesprávnymi hypotézami. Vo 
svojom diele Utriusque Arithmetices  uvádza tvrdenie, že pre exponenty p = 2, 3, 5, 7, 13, 
17, 19, 23, 29, 31, 37 vo vz�ahu )12(2 1 −− pp  dostaneme dokonalé �íslo. Z posledných 
štyroch možností je to však pravda len pre 31=p . 

Dalo by sa poveda�, že Cataldim sa skon�ila éra „amatérskeho“ prístupu k riešeniu 
dvoch hlavných problémov v teórii dokonalých �ísiel:  

1. Existuje nekone�ne ve�a dokonalých �ísiel? 
2. Existuje nepárne dokonalé �íslo? 

�o sa týka druhého problému o existencii nepárneho dokonalého �ísla, zdá sa, že 
všeobecne panovalo presved�enie, že všetky dokonalé �ísla sú tvaru, ktorý udával 
Euklidov vz�ah. Avšak Descartes v liste Mersennovi z r. 1638 píše, že nevidí dôvod, aby 
neexistovali nepárne dokonalé �ísla.  Tvrdil, že vie dokáza�, že každé párne dokonalé 
�íslo je Euklidovho tvaru, a že každé nepárne dokonalé �íslo musí ma� tvar 2ps , kde 
p  je prvo�íslo. Napr. píše:  keby 22021=p  bolo prvo�íslo (�o ale nie je, lebo 

219.61=p ), tak po vynásobení �íslom 9018009, �o je štvorec sú�inu prvo�ísiel  3, 7, 11, 
13, dostaneme 198585576189, �o by mohlo by dokonalé (�o opä� nie je, lebo sú�et jeho 
vlastných delite�ov je  227441894589). Ale ke� použijeme akúko�vek metódu, bude to 
vyžadova
 hodne �asu nájs
 takéto �íslo ...   

4 Za�iatky modernej teórie �ísiel 

Dôležitou postavou 	alšej �asti príbehu dokonalých �ísiel sa stáva už spomínaný francúzsky 
mních Marin Mersenne (1588–1648), ktorý sa preslávil najmä svojou významnou 
sprostredkovate�skou rolou pri výmene nových výsledkov medzi európskymi matematikmi 
v 30. a 40. rokoch 17.storo�ia.  V r. 1644 vydáva v Paríži  Cogitata Physico Mathematica, 
kde tvrdí, že 12 −p  je prvo�íslom jedine pre tieto hodnoty p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 
127, 257 spomedzi 44 prvo�ísiel 257≤ .  Na po�es� Mersenna sa prvo�ísla tvaru 12 −p

nazývajú Mersennovými. 

Prvú chybu v Mersennovom zozname našiel v r. 1876 E.Lucas. Overenie správnosti 
tohoto zoznamu trvalo až do roku 1947, a jeho správne zloženie je {2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 
31, 61, 89, 107, 127}. Napr. v r. 1876 Catalan položil otázku, �i ak 12 −= pm  je 
prvo�íslo, potom aj 12 −m  je prvo�íslo. Catalanova postupnos� za�ína takto: 3, 7, 127, 
170141183460469231731687303715884105727, ale jej piaty �len má 3710  dekadických 
cifier, takže jeho overenie je nad naše sú�asné možnosti. 

Claude Gaspar Bachet de Méziriac (1581–1638) vydáva v r. 1612 svoju slávnu 
zbierku Problèmes plaisans et delectables qui se font par les nombres, ktorá ve�mi 
prispela k „popularizácii“ matematiky, a ktorej piate vydanie vyšlo ešte aj v r. 1959.  
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V r. 1621 vydáva svoj slávny preklad Diofantovej Aritmetiky, ktorá ovplyvnila34

P. Fermata (1601?–1665).  

V r. 1636 oznamuje Fermat Robervalovi, že urobil ve�ký pokrok v riešení 
problematiky okolo dokonalých �ísiel, a že plánuje o tom vyda� publikáciu. Táto však 
nikdy nevyšla, a naopak Fermat dos� tajil metódy a prostriedky, ktoré objavil a používal. 
Fermat však dokázal v tejto problematike mnoho hodnotných výsledkov, napr. objavil 
tzv. malú Fermatovu vetu, jedno z k�ú�ových tvrdení elementárnej teórie �ísiel. Bližšie sa 
�itate� môže dozvedie� o detailoch celého vývoja v [22]. 

Definitívnu bodku v prípade párnych dokonalých �ísiel urobil v 18. stor. L.Euler, ke	
v prácach, ktoré boli publikované po jeho smrti dokázal, že všetky párne dokonalé �ísla 
sú Euklidovho typu, �ím potvrdil Nikomachovu tézu. Tým definitívne zredukoval otázku 
párnych dokonalých �ísiel na problém o Mersennových prvo�íslach. To, �i je ich 
nekone�ne ve�a nevieme ani dnes. 

Euler prispel aj k otázke nepárnych dokonalých �ísiel. Dokázal Descartovo tvrdenie 
a šiel 	alej. Dokázal, že každé nepárne dokonalé �íslo má tvar 214)14( bn k ++ , kde 14 +n
je prvo�íslo.  Iný typ výsledku dokázal J. J. Sylvester v r. 1888: Každé nepárne dokonalé 
�íslo má aspo
 4 rôzne prvo�íselné delitele. Dnes vieme, že  nepárne dokonalé �íslo musí 
ma� aspo
 300 cifier, aspo
 8 rôznych prvo�íselných faktorov, a prvo�íselného delite�a 

610> . Jeho druhý najvä�ší prvo�íselný delite� musí by� aspo
 410  a tretí najvä�ší aspo

100. V r. 1958 Perisastri dokázal, že ak n  je nepárne dokonalé �íslo, tak 

� <<
np p| 2

log2
1

2
1 π

. 

V r. 1913 L.E.Dickson dokázal, že existuje len kone�ne ve�a nepárnych dokonalých 
�ísiel n  s daným po�tom k  rôznych prvo�íselných delite�ov. V r. 1994 Heath-Brown 

dokázal, že pre takéto n  platí 
k

n 44< , at	. �itate�a odkazujeme pre nedostatok miesta na  
	alšiu literaúru, napr. [11], [12], [26].  

To všetko nazna�uje, že nepárne dokonalé �íslo asi neexistuje, ale dokáza� to stále 
nevieme.  

5 Ke� si nevieš nie�o dokáza�, zovšeobec�uj 
V sú�asnosti existuje mnoho variant zovšeobecnenia dokonalých �ísiel. Uvedieme len tri 
z nich: 

1. Obmedzíme množinu delite�ov. Napr. vezmeme len tzv. unitárne delitele. Delite�
d �ísla n  sa nazýva unitárny, ak �ísla d  a dn  sú nesúdelite�né. �íslo n  sa nazýva 
unitárne dokonalé, ak sa rovná sú�tu vlastných unitárnych delite�ov. Zatia� poznáme 

                                                          

34 Do svojho exemplára Diofanta napísal Fermat známu poznámku o nedostaku miesta na okrajoch k tomu, aby 

tam napísal dôkaz tzv. ve�kej Fermatovej vety, že rovnica  nnn zyx =+  nie je rešite�ná v prirodzených �íslach 

zyx ,,  pre 2>n . 
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len 5 takýchto �ísiel: 6, 60, 90, 87360, 146361946186458562560000.  Vieme, ale že 
neexistuje nepárne unitárne dokonalé �íslo. 

2. Rozšírime pojem prirodzeného �ísla na iné štruktúry. Napr. analóg dokonalého �ísla 
v okruhu Gaußových celých �ísiel je vyšetrovaný v [16]. Vyžaduje však vä�šiu 
technickú prípravu, a preto nebudeme zachádza� do podrobností. 

3. Upravíme definíciu sú�tu. Namiesto sú�tu uvažujme ich harmonický stred, napr. �íslo 

6 má 4 delitele 1, 2, 3 a 6. Ich harmonický stred je 2

6
1

3
1

2
1

1
1

4 =
+++

. Ozna�me 

harmonický stred delite�ov �ísla n  symbolom 
�
�

=

nd

nd

d
nH

|

|

1

1

)( . Ak harmonický stred je 

celé �íslo, tak �íslo sa nazýva harmonické �íslo alebo Oreho �íslo.35 Ore dokázal, že 
každé dokonalé �íslo je Oreho �íslom. V r. 1955 dokázal Laborde, že n  je párne 
dokonalé �íslo vtedy a len vtedy, ke	 )12(2 )(1)( −= − nHnHn .  V dôsledku toho, ak n  je 
párne dokonalé �íslo, tak )(nH  je dokonca prvo�íslo.  

Ore vyslovil hypotézu, že )(nH  nie je celé, ak 1>n  je nepárne �íslo. To by 
znamenalo, že  neexistuje nepárne Oreho �íslo 1> . Ak je to pravda, je problém 
nepárnych dokonalých �ísiel vyriešený. 

Týmto nie sú možnosti zovšeobecnenia pojmu dokonalého �ísla z	aleka vy�erpané. 
Ozna�me �

<
=

ndnd

dns
,|

)(  sú�et alikvótnych �astí �ísla n . �íslo n  sa nazýva násobne 

dokonalé, ak )(| nsn , špeciálne ak nkns )1()( −= �íslo sa nazýva k-násobne dokonalé. 
Napr. 240)120( =s , t.j. 120 je 3-násobne dokonalé �íslo. Existuje hypotéza, že pre každé 

2>k  existuje len kone�ne ve�a k-násobne dokonalých �ísiel. 

Ak n  je dokonalé, tak nns =)( . Vzniká otázka, ako sa chová postupnos� iterácii 

funkcie )(ns , t.j. postupnos� n , )(ns , ))(( nss , ..., ))(()( 1 nssns kk −= , ... Catalan a Dickson 

sa domnievali, že každá takáto postupnos� je ohrani�ená. Napr. 221799318953)138(117 =s , 

ale 1)138(177 =s . �íslo )276(469s  má 45 dekadických cifier, at	. Dnes prevláda názor, že 
táto hypotéza neplatí. 
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PRAVD�PODOBNOST P	ED PASCALEM  
A FERMATEM 

IVAN SAXL

1 Úvod 
Pravd�podobnostní uvažování má t�i r�zné roviny. První a nejrozsáhleji využívaná je 

oblast lidských reakcí na nejisté jevy b�žného života; jeho zdrojem je v�domé 
i podv�domé zpracování osobních zkušeností a hloub�ji se jím zabývají psychologie 
a filosofie myšlení. Druhou oblastí je rozhodování o nejistých jevech prost�ednictvím 
k tomu ur�ených institucí, jimiž jsou soudy, zákonodárné a spole�enskou etiku ur�ující 
sbory (nap�. církve a jiné ob�anské organizace), vládní organizace, zdravotnictví, 
ekonomické a pr�myslové jednotky i komplexy, a v neposlední �ad� i v�da, jejíž dohady 
i poznatky vytvá�ejí prost�edí, v n�mž dochází k rozhodování o budoucnosti. T�etí oblastí 
je omezený soubor jev�, k nimž lze použít striktn� matematický p�ístup spo�ívající 
v jejich klasifikaci a srovnání z hlediska možnosti uskute�n�ní. Jedin� tato t�etí oblast je 
schopna své záv�ry bezrozporn� vyjad�ovat �íseln�. Na rozdíl od historické zkušenosti 
lidstva b�žné chápání pravd�podobnosti nej�ast�ji omezujeme na t�etí z uvedených 
oblastí a tomuto p�ístupu pod�izujeme rodinnou i školní výchovu v ostrém kontrastu ke 
známému výroku biskupa Butlera: Pravd�podobnost je pravým pr�vodcem života.1

Z tohoto omezeného pojetí vychází i �asté konstatování, že teorie pravd�podobnosti 
vznikla v XVII. století v korespondenci Blaise Pascala s Pierrem de Fermatem z roku 
1654 p�i �ešení úlohy o rozd�lení sázky2. Její pokra�ování v pracích Huyghense, 
Montmorta, De Moivrea i Laplace3 se zabývalo p�evážn� aplikacemi na hry typu hod 
mincí �i kostkou. Rovnost možností výsledk� náhodného jevu se tak stala význa�ným 
rysem teorie, i když v n�kterých úlohách se uvažovaly r�zné schopnosti hrá��, ovšem 
vyjád�ené pevnými hodnotami.  

Je z�ejmé, že jeden letopo�et nem�žeme p�i�adit žádné z obou prvn� jmenovaných 
oblastí pravd�podobnosti. Intuitivním, na zkušenosti založeným �ešením nejistých situací 
se nemohli vyhnout ani naši nejvzdálen�jší p�edch�dci a nejspíš ani žádní živí tvorové. 
Problematika úzce souvisí s odezvou, kterou v našich myslích a v podv�domí mají vn�jší 
vlivy, a nap�. díla J. Locka, D. Huma a G. Berkeleye se jí systematicky zabývají v rámci 
sociální filosofie i individuální psychologie. V teorii pravd�podobnosti je tato 
problematika p�edm�tem epistemologické interpretace pravd�podobnosti v dílech 
V. Šimerky, J. M. Keynese, F. P. Ramseye, Bruno de Finettiho aj. 

                                                
1 Probability is the very guide of life.] Joseph Butler (1692–1752), biskup v Bristolu a poté v Durhamu, autor 
vlivné knihy Analogy of Religion, namí�ené proti volnomyšlenká��m. Butler vysv�tluje lidskou povahu jako 
výsledek interakce t�í složek: vášní s náklonnostmi, sebelásky a dobroty, a dále ze složky regula�ní – sv�domí.   
2 P�edpokládejme, že uzav�enou sázku vyhraje ten ze dvou hrá��, který dohodnutým zp�sobem jako první získá 
t�i body. Za stavu 2:0 je hra p�erušena; jak se rozd�lí sázka? Kombinatorické �ešení je založeno na vý�tu všech 
kombinací t�í maximáln� možných her: AAA, ABA, AAB, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB. Všechny trojice jsou 
stejn� pravd�podobné a hrá� bez bodu vyhrává pouze v jediném p�ípad� z osmi, tj. když vyhraje t�ikrát za sebou 
(nap�. BBB). Ve skute�nosti by se ovšem hrálo pouze do prvé výhry hrá�e A, takže reálné jsou pouze �ty�i hry, 
ovšem s r�znými pravd�podobnostmi P(A) = ½, P(BA) = ¼ a P(BBA) = P(BBB) = �; výsledek je ovšem stejný.  
3 Úmysln� v tomto seznamu význa�ných tv�rc� teorie pravd�podobnosti chybí jméno patrn� nejd�ležit�jší – 
Jakob Bernoulli, který si na rozdíl od uvedených pr�kopník� teorie pravd�podobnosti existenci nenumerických 
pravd�podobností v d�ležitých rozhodování byl pln� v�dom, jak dokazuje IV. �ást jeho Ars Conjectandi.  

49



P�edm�tem p�ísp�vku je druhá zmín�ná oblast užití pravd�podobnosti v organizaci 
lidské spole�nosti. Výchozím bodem je kniha Jamese Franklina The Science of 
Conjencture4, Evidence and Probability before Pascal [7], n�které další práce tuto knihu 
dopl
ující a publikované v poslední dob� v internetovém �asopise Journ@l Electronique 
d'Histoire des Probabilités et de la Statistique (http://www.jehps.net/) [1], [2], [14], [15], 
[17], [18] a dále monografie [6] a [9]. 

2 V�da o domn�nce 

2.1 Soudnictví 

Spole�enské soužití vyžaduje p�ijetí pravidel a ochotu spole�enství se jim pod�ídit. P�i 
jejich porušení �i uplat
ování je role rozhod�ího (ná�elníka, šamana, soudce, kn�ze) 
nezbytná. Rozhod�í se vesm�s snaží o co nejpravd�podobn�jší rekonstrukci minulé 
události na základ� neúplných a r�zn� modifikovaných podklad�. Metody posuzování 
proh�ešk�, nárok�, rozporných a zájmy zú�astn�ných ovlivn�ných výpov�dí 
i p�edložených písemných materiál� se v pr�b�hu d�jin vyvíjely r�zn� podle okamžité 
spole�enské situace. 

Z období egyptské Staré �íše (6. dynastie, 2200 let p�. Kr.) se dochovala zpráva 
o �ešení poz�stalostního konfliktu mezi �lenem rodiny a držitelem písemného d�dického 
nároku podepsaného zesnulým. Soudní rozhodnutí si vyžádalo potvrzení písemnosti t�emi 
spolehlivými sv�dky. V dalších p�ípadech z pozd�jší doby byli dotazovány sochy boh�, 
a kn�z oznámil jejich souhlas nebo odpor. Dalším odedávna používaným prost�edkem 
rozhodování byla p�ísaha, k níž však býval soudcem vyzván pouze jeden z ú�astník�
sporu a druhý se musel pod�ídit; soudce patrn� vybral toho, jehož nárok považoval za 
oprávn�n�jší. P�ísaha byla n�kdy p�edepsána i zákonem.5  

Nep�ebernou zásobárnou pravidel pro �ešení nejr�zn�jších možných i málo 
pravd�podobných situací p�ináší talmud6, opírající se nejen o Tóru  (Pentateuch, tj. p�t 
knih Mojžíšových), zejména o knihu Numeri, ale uvád�jící i nez�ídka rozporné názory 
rabínských škol. Židovským zákoníkem je p�edevším �ást talmudu nazvaná mišna7, která 
vznikla na p�elomu druhého a t�etího století jako reakce na nejednozna�né interpretace 
pokyn� Tóry a p�edstavuje tak srozumiteln�jší kodifikaci jejích p�íkaz�. Druhou �ástí 
talmudu je gemara, soubor diskusí rabín� nad mišnou. Jako celek talmud p�edstavuje 
nejen soubor náboženských p�edpis�, ale i celé trestní a ob�anské právo.8 V talmudu 
i v další rabínské literatu�e chyb�jí vzorce, obsahuje však �adu p�íkaz� a doporu�ení 
v situacích, vyžadujících pravd�podobnostní úvahu, náhodný výb�r, posouzení 
posta�ující �i naopak nedostate�né evidence atd. Po tém�� dv� tisíciletí jsou talmudické 
problémy diskutovány, v posledních t�ech až �ty�ech stoletích jsou hledána vysv�tlení 
                                                
4 Název je p�ipomínkou knihy Jakoba Bernoulli Ars Conjectandi [Um�ní domn�nky] . 
5 Nap�. babylonský Chammurapiho zákoník (1780 p�. Kr.) v § 131 ur�uje: Jestliže n��í manželku na�kl její 
manžel z nev�ry, avšak ona nebyla dopadena, když spala s jiným mužem, odp�ísáhne tato žena p�i bohu a vrátí 
se do svého domu. 
6 Talmud se vyskytuje ve dvou verzích: jeruzalémské (kolem 400) a babylonské (427–560). Na internetové 
stránce http://www.come-and-hear.com/tcontents.html je anglický p�eklad babylonského talmudu s rozsáhlými 
komentá�i a možností stažení. 
7 Podle slova šana, tj. opakovat, rozumí se s cílem zapamatovat si. Je opakem slova mikra, zna�ícího text ur�ený 
ke �tení, jímž byla Tóra. 
8 V Tó�e samotné je jediným p�íkladem soudního rozhodování Šalomoun�v soud nad dv�ma ženami 
svá�ícími se o dít� (I. Král. 3:16–28). Význam práva však plyne z jediné žádosti Šalomouna k Bohu poté, 
co byl ustanoven králem: Dejž tedy služebníku svému srdce rozumné, aby soudil lid Tv�j, a aby rozeznal 
mezi dobrým a zlým (I. Král. 3:9). Tato i všechny další biblické citace se vztahují k poslednímu kralickému 
vydání z roku 1613. 
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jejich �ešení na základ� okamžitého stavu teorie pravd�podobnosti. Skute�nost, že se 
prakticky vždy najdou, je víc než pozoruhodná a vzbuzuje dojem, že pravd�podobnostní 
uvažování bylo u židovských autor� již v první polovin� prvního tisíciletí po Kr. dosti 
rozvinuté. Náhoda byla tradi�n� využívána p�edevším jako prost�edek k �ešení 
nejednozna�ných situací a její „rozhodnutí“ bylo považováno za vyjád�ení Boží v�le ve 
v�cech podstatných.  

V liturgii i pro nalezení práva9 bylo nejvíce rozší�eno losování z urny, jehož výsledek 
byl chápán jako vyjád�ení Boží v�le, nap�. p�i d�lení majetku, d�dictví atd. P�íkladem je 
d�lení zem� mezi izraelské kmeny pomocí losování uskute�n�ného na p�ímý p�íkaz 
Boží10 a popsané podrobn� v knize Josue, kap. 14 až 16. 

V záležitostech denního života byla p�ítomnost náhody b�žn� p�edpokládána 
a v jednotlivých p�ípadech se tv�rci talmudu pokoušejí zahrnout co nejvíce možných 
situací a pro n� udat pravidla. P�i rovnosti šancí se volí ortodoxn�jší �ešení.11 Udány jsou 
i sm�rnice pro výb�rová šet�ení; podle okolností obvykle dva až t�i prvky dostate�n�
reprezentují celý soubor. Nap�íklad �emínky (tefilin, �emínky se schránkou obsahující 
citáty z Tóry) jsou rituální p�edm�ty, které musejí mít požadované vlastnosti; p�i 
modlitb� jeden z nich obepíná paži, druhý je obto�en kolem hlavy. Jestliže je t�eba 
posoudit n�kolik svazk� pocházejících od r�zných neschválených výrobc�, je t�eba 
z každého souboru odzkoušet dva �emínky na paži a jeden na hlav� �i naopak; tedy t�i 
reprezentují celý svazek. V jeruzalémském talmudu se p�ipouští jako posta�ující i výb�r 
dvou element� ze svazku za p�edpokladu, že jsou stejného p�vodu. 

P�ípad matky, jejíž první i druhý syn zem�e po ob�ízce, je rovn�ž �ešen tak, že t�etí 
syn nemusí být ob�ezán a je zvažováno, zda osvobození od ob�ízky se nemá vztahovat 
i na d�ti jejích sester. Zde se však jedná spíše o �ešení mezní situace než o úsudek na 
základ� výb�ru dvou element�, který ostatn� nelze považovat za náhodný. Po�etnost 
posta�ujícího výb�ru ovšem závisí také na rozsahu souboru, jak ukazují následující 
pravidla: Ve m�st� je 500 voják�, t�i zem�ou ve t�ech dnech po sob� následujících. Pak je 
to mor. A dále: Ve m�st� je 1500 voják�, dev�t jich zem�e ve t�ech dnech po sob�
následujících. Pak je to mor. 

Jako p�íklad textu uve	me aspo
 traktát Bava batra [Poslední brána], v jehož 
IX. kapitole jsou zajímavá pravidla pro d�lení d�dictví mezi potomky: velký majetek d�dí 
synové a z n�j jsou povinni se starat o své sestry, malý majetek d�dí rovným dílem dcery 
a synové se musejí starat sami o sebe, p�esn�ji mají jít žebrat.12  

                                                
9 P�ísl. 18:18: Los pokojí svády, a mezi silnými rozeznává (podle komentá�e silní jsou ti, kte�í mají mezi sebou 
velký spor). 
10 Numeri 26:55: Avšak losem a
 je rozd�lena zem�, vedlé jmen pokolení otc� svých d�dictví vezmou.  
11 Ve m�st� je dev�t �eznictví s košer masem, jedno s masem ne�istým. Na ulici je nalezen kus masa neznámého 
p�vodu. Šance, že pochází z košer �eznictví je 9:1, a tedy je lze považovat za košer podle „zákona v�tšiny“. 
Když si však n�kdo donese dom� maso a nepamatuje si, zda je koupil pro sebe nebo pro psa, jsou šance 
vyrovnané a maso je nutno považovat za ne�isté.  
12 MISHNAH. [IN THE CASE OF] ONE WHO DIES AND LEAVES SONS AND DAUGHTERS, IF THE 
ESTATE IS LARGE, THE SONS INHERIT [IT], AND THE DAUGHTERS ARE MAINTAINED [FROM 
IT]. [IF] THE ESTATE IS SMALL, THE DAUGHTERS ARE MAINTAINED [FROM IT], AND THE SONS 
SHALL GO BEGGING ADMON SAID, 'AM I TO BE THE LOSER BECAUSE I AM A MALE! 
R.�GAMALIEL SAID: ADMON'S VIEW HAS MY APPROVAL. 

GEMARA. What is considered a large estate? – Rab Judah said in the name of Rab: Out of which both may be 
maintained for twelve months. When I recited this before Samuel, he said, 'This is the view of R. Gamaliel 
b.�Rabbi, but the Sages say that [the estate must be large enough] to provide for the maintenance of both until 
they reach their majority'. [So] it was also stated [elsewhere]: When Rabin came, he said in the name of 
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Manželské právo bylo složité, a postavení partner� bylo r�zné. V p�ípad� nev�ry m�l 
muž právo na rozvod, i když to nebylo úpln� jednoduché, pro ženu nebyla d�vodem 
k rozvodu ani dlouhodobá nezv�stnost manžela.13 Uznaným d�vodem však bylo 
nevhodné manželovo zam�stnání.14

Vý�ty možných okolností posuzované události jsou vždy extrémn� podrobné15 a role 
soudc� je tak zna�n� usnadn�na. Pravidlem bylo, že pokud n�jaká situace byla trvale 
obecn� známá, pak zm�nu bylo nutno dokázat (nap�. smrt zmizelé osoby, pro zrušení 
manželství však výjime�n� jediný sv�dek). Závažné kriminální p�e�iny musely být 
dokázány zcela bezesporn� a tento požadavek se objevuje i v �ímském právu. Po�ty 
povinných sv�dk� se lišily – od jednoho po t�i; vylou�eni byli p�átelé i nep�átelé 
obvin�ného. Za zmínku stojí, že osobní p�iznání nem�lo žádný význam (patrn� proto, že 
obvin�ný nemohl být ke svému p�ípadu nestranným sv�dkem), a proto také neexistovalo 
útrpné právo. �lenové rodiny sv�d�it mohli, ale výlu�n� na stran� žaloby. 

Po rozpadu západo�ímské �íše m�lo na soudnictví po n�kolik století silný vliv 
germánské kmenové právo, v n�mž role náhody byla zna�ná, ovšem jiným zp�sobem než 
v právu židovském. Charakteristické byly v mnoha p�ípadech zvykové d�kazy pomocí 
„vyšší moci“, spo�ívající v boji stran zú�astn�ných ve sporu, nebo zkoušky ohn�m, 
vodou �i losem, souboje a p�ísahy. Z karolinské doby (z roku 816) se dochoval 
následující p�íkaz zákonné procedury: Jestliže jedna strana podez�ívá sv�dky ze 
zaujatosti, má si p�ivést sv�dky vlastní. Když se však ob� skupiny sv�dk� nedohodnou, 
pak z každé skupiny je vybrán jeden a takto ur�ení svedou boj se štíty a kopími. Ten, 
jehož strana prohraje, je k�ivop�ísežník a ztratí pravou ruku (citováno podle[7]). 

Systematicky se po celé první tisíciletí rozvíjela církevn� právní pravidla, založená na 
záv�rech koncil� a papežských listech. Významným p�ísp�vkem k církevnímu právu se 
stal soubor u nás nazývaný Pseudoisidorské dekretálie [Pseudo-Isidorian Decretals, False 
Decretals], sepsaný v letech 847 až 852 ve Francii a údajn� obsahující starší papežské 
dekrety.16 Na po�átku nového tisíciletí však byl nesystematicky uspo�ádaný soubor již jen 

                                                                                                                                                        
R.�Johanan, (others say [that it was] Rabbah b. Bar Hanah [who] said it in the name of R. Johanan): When [the 
estate is large enough] to provide for the maintenance of both until they have reached their majority, it is 
[considered] large; if less, it is regarded as small. And if [the estate] does not suffice for both until they have 
reached their majority. 
13 Babylonský talmud, traktát Jevamot 88a. 
14 Žena je oprávn�na požádat o rozvod, když se jí manželovo povolání hnusí (nap�. sb�ra� psích lejn; 
užívala se v koželužství) a to i tehdy, kdy je p�ed uzav�ením manželské dohody znala a domnívala se, že jí 
to vadit nebude, ale následn� zjistila, že to nem�že vydržet.  
15 Uve	me dva p�íklady. 1) Jestliže si n�kdo vyp�j�í krávu a majitel ji pošle po svém synovi, otroku, zástupci 
nebo po synovi toho, kdo si ji vyp�j�il, jeho otroku nebo jeho zástupci a zví�e pojde (rozumí se cestou), ten, kdo 
si ji vyp�j�il, je prost zodpov�dnosti. Jestliže majiteli však ten, kdo si krávu p�j�uje, �ekl: Pošli krávu po mém 
synovi, otroku nebo zástupci, nebo Pošli ji po svém synovi, otroku nebo zástupci, anebo majitel �ekl: Pošlu ti ji 
po svém synovi, otroku nebo zástupci... a ten, kdo si ji vyp�j�il, �ekne Pošli, odpov�dnost je na �lov�ku, který si 
krávu vyp�j�il ([3], s. 397). 2) Jestliže n�kdo sv��il peníze sm�nárníkovi (do úschovy), pak pokud byly svázány 
v šátku, nesmí je sm�nárník použít, a proto, pokud by se ztratily, za n� neodpovídá. Jestliže byly volné, m�že je 
použít, a proto, pokud by se ztratily, ponese za n� odpov�dnost ([3], s. 395).  

16 Soubor byl sepsán osobou nazývající se Isidor Mercator a prohlašující, že se jedná o nález starých 
církevních dokument�. Obsahuje 60 list� a dekret� papež� z prvních t�í století po Kristu, z nichž je 58 
pad�laných, soubor pravých papežských list� ze IV. až VIII. století, p�vodní zprávu o nikajském koncilu 
v roce 325, vesm�s pravé zprávy o 54 dalších koncilech, a také významnou pad�lanou Konstantinovu 
donaci (Konstantin údajn� po svém uzdravení díky k�tu od papeže Silvestra p�edal papeži a jeho nástupc�m 
r�zné výsady, mezi nimi i p�ednostní postavení ve srovnání s jinými církvemi; dokument vznikl patrn�
koncem VIII. století v souvislostí s císa�skou korunovací Karla Velikého papežem). Cílem souboru bylo 
posílení biskup� v jejich sporech s lokálními sekulárními p�edstaviteli ve vznikajících m�stech; vyjímal 
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obtížn� použitelný. Na další vývoj církevního práva m�l vliv nový soubor nazvaný 
Concordia discordantium canonum [Shoda neshodujících se kánon�], sestavený kolem 
roku 1140 mnichem Gratianem. B�žn� je pro n�j používán název Gratian�v dekret
a 4000 kapitol obsahuje systematicky se�azené papežské listy, p�íkazy, koncilová 
usnesení a další pravidla. Církevní právo tak do jisté míry p�edb�hlo rozt�íšt�né právo 
civilní.  

Nález souboru �ímského práva na konci XI. století17 výrazn� zm�nil situaci, i když 
snaha o vytvo�ení systematického zákonodárství se datuje již od císa�e Oty I. (912–973, 
vládl od roku 936). Bolo
ská univerzita byla roku 1088 založena výhradn� s cílem 
studovat Corpus iuris civilis a zárove
 se objevuje i první generace glosátor�, tj. 
vyklada�� a interpret� justiniánského práva. V �ímském právu byla specifi�nost 
jednotlivých p�ípad� respektována18 více než v právu církevním i židovském. Podle 
oddílu 22.5 o sv�dectví v Digestech: ... soudní vyšet�ování nemá být vázáno k jedné 
form� d�kazu. Musíte soudit podle vašeho vlastního p�esv�d�ení, podle toho, co, �emu 
v��íte a s ohledem na to, co nepovažujete za prokázané.19 Útrpné právo bylo sou�ástí 
�ímského soudnictví, byli mu podrobováni zvlášt� otroci, ale vcelku patrn� nebylo 
zneužíváno. V n�kterých nejasných p�ípadech platila presumpce rozsudku; nap�. i p�i 
nejasnosti, zda je dít� potomkem osoby zanechavší finan�ní d�dictví, m�lo být 
rozhodnuto ve prosp�ch dít�te. 

Nalezený soubor právních dokument� vzniklých v r�zných dobách byl z mnoha 
hledisek plný rozpor�, navíc naprostou v�tšinou chyb�lo od�vodn�ní jednotlivých 
pravidel. Aby byl soubor použitelný jako základ st�edov�kého práva, musel být vyvinut 
obecný p�ístup k �ešení nejasností. Ten spo�íval ve shromážd�ní všech text� k danému 
problému, posouzení jejich rozpor� a v hledání obecných princip�, s jejichž pomocí by 
texty mohly být vysv�tleny, sjednoceny a p�ípadn� upraveny. Každý �ešený p�ípad je 
v dílech glosátor� podrobn� komentován a je velkým p�ísp�vkem st�edov�kých právník�
k rozvoji evropského myšlení, by� i byl pozd�ji pro nadm�rnou podrobnost �asto 
kritizován.  

Jedním z nejd�ležit�jších problém� bylo stanovení p�esv�d�ivého d�kazu v soudním 
�ízení. Poté, co bylo rozhodnuto, že dv� souhlasná nezávislá sv�dectví jsou posta�ující 
jako plný d�kaz, byl vytvo�en termín polovi�ní d�kaz – semiplena probatio – pro 
sv�dectví pouze jediného sv�dka v p�ípad�, že žádný další sv�dek se nenašel. K této 
situaci se vázala r�zná doporu�ení, sepsaná jedním z nejvýznamn�jších glosátor� Azo 

                                                                                                                                                        
biskupské soudy z pravomoci místních civilních soud� i arcibiskup� a pod�izoval je p�ímo papeži. 
Dekretály získaly papežské uznání, sehrály d�ležitou roli ve sporech �ímské kurie s konstantinopolským 
patriarchou a �ímskon�meckými císa�i a jsou citovány i v Dekretu Gratianov� (viz níže). Jejich nepravost 
byla prokázána až v XVI. století; mezi jejich kritiky pat�ili i Mikuláš Kusánský a Juan de Torquemada. Za 
zmínku stojí pravidlo z této sbírky, podle n�hož obvin�ný biskup musí být usv�d�en 72 sv�dky, p�ední 
kn�z s vyšším sv�cením 44 sv�dky, nejvyšší kn�z m�sta �íma 36 sv�dky atd., až po nižšího klerika 
a chrámového dve�níka, jež usv�d�í už pouhých 7 sv�dk�. K odsouzení mohlo tedy dojít jen obtížn�.  
17 Zdrojem našich poznatk� o �ímském právu je rozsáhlý soubor zákon� nazvaný Corpus Iuris Civilis se �ty�mi 
�ástmi: Codex, Institutiones, Novellae a p�edevším nejrozsáhlejší Digesta seu Pandectae [Všeobsahující 
uspo�ádání]. (Najdeme jej na adrese www.ancienttexts.org/library/latinlibrary/justinian/digestXX.html, kde 
dosazujeme XX = 1, 2,..., 50 a dostaneme vybranou knihu z padesáti tvo�ících Digesta.) Soubor byl p�vodn�
sestaven na p�íkaz východo�ímského císa�e Justiniána (527–565) na základ� d�l starých právník�. 
18 V Digestech 48.19.5 se s odkazem na císa�e Trajana píše, že je lépe dopustit, aby zlo�in byl nepotrestán než 
odsoudit nevinného [satius enim esse impunitum relinqui facinus nocentis quam innocentem damnari]. 
19 Digest 22.5.3.2: ... hoc ergo solum tibi rescribere possum summatim non utique ad unam probationis speciem 
cognitionem statim alligari debere, sed ex sententia animi tui te aestimare oportere, quid aut credas aut parum 
probatum tibi opinaris.  
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z Bolon� (asi 1150–1220). V takovém p�ípad� bylo možné požadovat p�ísahu, 
v dokumentech bylo provedeno srovnání písem a bylo bráno v úvahu také obecné mín�ní 
o obžalovaném, p�ípadn� obecná znalost o p�ípadu (fama). Tu a tam se vyskytovalo 
i p�ipušt�ní Božího soudu (ordálie), tj. rozhodnutí založeného na náhod�. Avšak 
IV. lateránský koncil v roce 1215 církevním p�edstavitel�m striktn� zakázal podílet se na 
podobné praxi. V této dob� rovn�ž došlo k vytvo�ení dodnes p�etrvávajícího rozdílu mezi 
anglosaským a kontinentálním právem. Porota jako soudní orgán se za�ala tvo�it za 
Jind�icha II. Plantageneta v souvislosti s jeho snahou omezit církevní soudnictví a po 
zákazu ordálií, tj. zhruba v roce 1220, se stala b�žnou formou v Anglii.  

Na evropském kontinent� z�stal rozhodující osobou soudce, jeho rozhodnutí se však 
muselo �ídit obecn� známými pravidly o p�ijatelnosti d�kaz�, zacházení se sv�dky 
a obžalovanými atd. D�sledkem této �asto obtížné praxe, komplikované církevním 
požadavkem nespoléhat se pouze na indicie a podez�ení, aby nebyl odsouzen nevinný, 
vedlo ke snaze získat za každou cenou doznání obvin�ného. Nezbytným d�sledkem bylo 
pochopiteln� �ím dál tím �ast�jší užití útrpného práva, a to zvlášt� tam, kde materiální 
d�kazy nezbytn� chyb�ly – p�i obvin�ních ze znásiln�ní, zrady, hereze a �arod�jnictví. 
Srovnání stupn� nespravedlivosti anglosaského a evropského soudnictví je obtížné – 
poroty si nemusely dávat takovou práci se získáním doznání a odsuzovaly bez 
p�esv�d�ivých d�kaz� nevinné, v Evrop� se zase nevinní p�iznávali pod tíhou t�lesného 
utrpení. 

�ešen je rovn�ž problém po�tu sv�dk� a jejich d�v�ryhodnosti. Hostiensis20

konstatuje, že po�et nemusí být vždy brán v úvahu, nebo� dva odpov�dní biskupové 
mohou v procesu stát proti stovce zapírajících h�íšník�. Pravidlo pak zní, že když se 
sv�dci podstatn� liší v d�v�ryhodnosti, ú�ední autorita váží víc, než po�et. P�i stejném 
po�tu d�v�ryhodných sv�dk� na obou stranách je �ešení obtížné a pak m�že být p�edm�t 
sporu rozd�len. �astý p�ípad byl však spor dvou muž� o jednu ženu a pak si mohla žena 
vybrat sama, pokud cht�la. 

Zm�n�né podmínky života ve XIV. století, p�edevším rozvoj mezinárodního obchodu, 
vyžadovaly úpravy stávajícího �ímského práva. Tohoto úkolu se ujali tzv. postglosáto�i, 
kte�í rozpracovali voln�jší interpretaci soudních p�edpis� a zárove
 vytvo�ili pravidla, 
z nichž mnohá jsou dodnes zachovávaná, nap�. že sv�dek vypovídá pouze fakta, co 
bezpe�n� ví nebo vid�l, ale ne�iní z nich žádné záv�ry – ty jsou pln� p�enechány soudci. 
Z významných postglosátor� jmenujme alespo
 Bartola ze Sassoferata (1313–1357) 
a Balduse de Ubaldise (1327–1400), italské právníky v�nující se sepisování pravidel pro 
rozhodování soudc� v komplikovaných p�ípadech, snažící se postihnout mentalitu soudc�
a pomoci jim v rozhodování v p�ípadech, kdy ob� možnosti jsou stejn� pravd�podobné. 
Objevuje se pojem indicie, tj. fakt s hodnotou n�kde mezi polovi�ním d�kazem 
a neod�vodn�ným podez�ením (nap�. vyhrožování, pomluvy, údajné mimosoudní 
p�iznání atd.). V jejich pracích se také objevuje p�ísné rozlišování mezi civilním 
a trestním soudem; v druhém p�ípad� jsou požadavky na vedení procesu a výsledné 
rozhodnutí podstatn� p�ísn�jší, aby rozsudek byl nenapadnutelný.  

Vývoj evropského práva se Baldusovým dílem dovršil a zárove
 zastavil; teprve 
Leibniz se pokoušel – nutno poznamenat, že neúsp�šn� – vnést �íselnou reprezentaci 

                                                
20 Henry of Segusio (asi 1200–1271), nazývaný Hostiensis podle Ostie, místa, kde byl kardinálem. Význa�ný 
italský znalec církevního práva, diplomat a církevní hodnostá�. Napsal n�kolik velmi populárních knih, 
všeobecnou vážnost mu získala Summa Aurea, zabývající se vztahy mezi církví a státem, papežským primátem, 
soudnictvím, pravidly k�es�anského života atd. Je považován za nejv�tšího kanonistu XIII. století. 
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alespo
 do n�kterých odv�tví civilního práva21. O totéž se, op�t neúsp�šn�, pokoušel 
Jakob Bernoulli (o vzájemné vým�n� názor� na využití teorie pravd�podobnosti mezi 
Leibnizem a Jakobem Bernoulli viz [24]). Patrn� lze �íci, že v zásad� stejn� kvalitativní je 
i soudnictví sou�asné. Sice se pomocí pravd�podobnostních úvah pokoušíme numericky 
vyhodnotit interakci indicií, ale pokud se jedná o rozsudek samotný, odbývá se 
rozhodování soudc� i porotc� v oblasti pravd�podobnosti nenumerické. 

Renesan�ní soudnictví nep�isp�lo k rozvoji práva ni�ím podstatným. Doba byla plná 
morových exces� obyvatelstva (upalování a topení domn�lých p�vodc� epidemie, 
p�edevším žid�) a také v podstat� politických proces� s p�edem ur�eným výsledkem 
(p�edevším v Anglii Jind�icha VIII. a Alžb�ty), v nichž k odsouzení �asto sta�il jeden 
ned�v�ryhodný sv�dek. Baldusovy formulace a pravidla byly p�episovány a vysv�tlovány 
ve dvou obecn� rozší�ených právních kompendiích. Giuseppe Mascardi napsal t�ídílný 
spis De probationibus (vyšel v roce 1584) a pávijský universitní profesor Giacomo 
Menochio (1532–1607) napsal dvoudílné kompendium De praesumptionibus, 
coniecturis, signis & indiciis (1587). Ob� díla se udržela v ob�hu více než sto let, nebo�
jejich studium právník�m doporu�oval i Leibniz. Nic nového však tyto knihy nep�inášejí. 

Speciální charakter m�ly soudy inkvizi�ní, které vznikají jíž v XII. století (tzv. 
St�edov�ká resp. Biskupská inkvizice s po�átkem kolem roku 1184), zejména však po 
dekretech �eho�e IX. z let 1231 a p�edevším 1233, kdy byly sv��eny dominikánskému 
a františkánskému �ádu. Jednalo se o velmi temnou oblast soudnictví se zvláštními 
p�edpisy, vycházejícími z p�edpokladu, že obvin�ný vždy zapírá. Pro nás je dnes t�žké 
uv��it v dobré pohnutky soudc�, jimiž m�l být na jedné stran� strach z rozvratu 
církevního spole�enství herezí a �arod�jnictvím, na druhé stran� pé�e o duše souzených. 
P�iznání dosažené útrpným právem bylo velmi �asté a jeho následné odvolání bylo 
považováno za op�tované upadnutí do h�íchu a trestáno trestem nejvyšším. P�itom 
proh�ešek sám nebyl �asto jasn� definován, protože stanovit pevnou hranici mezi 
p�ípustnou a nep�ípustnou odchylkou od jakékoliv ideologie je nemožné.  

Aniž si to obecn� uv�domujeme a p�iznáváme, je soudnictví nejsledovan�jší, 
nejobtížn�jší a zárove
 nejriskantn�jší oblastí aplikací nenumerické pravd�podobnosti. 
Má dosti chmurnou historii, protože vedle mimo�ádné obtížnosti korektního posouzení 
viny �i nároku se již po staletí (nebo tisíciletí?) stává ob�tí mocenských a ideologických 
snah. Možná, že za sv�j úsp�šný rozvoj ve XII. až XIV. století vd��í skute�nosti, že bylo 
vyvíjeno jako zbra
 v dílnách p�ibližn� stejn� mocných protivník�: císa�e a papeže. Od 
dob renesance je bohužel �asto zbraní státu proti jeho ob�an�m a pravd�podobnost je 
v soudních síních Popelkou. 

2.2 Filosofie a náboženství 

„Filosofie a náboženství jsou sta�í nep�átelé pravd�podobnosti,“ píše J. Franklin v [7] 
a dokumentuje to citátem z Platóna, v n�mž Sókrates odmítá úvahu založenou na 
pravd�podobnosti poukazem na bezcennost podobn� od�vodn�ného matematického 
záv�ru. Filosofie i náboženství se nám totiž pokoušejí sd�lit, jaké to je, a ne, jaké to m�že 
být. Vše je jisté a této jistot� máme p�izp�sobit své chování. Nicmén� pozornost byla 
pravd�podobnosti v �ecké filosofii v�nována �asto, termíny εικος a πιθανον zna�í 
zhruba naše pravd�podobný a p�esv�d�ivý. V�nuje se jí podrobn� nap�. Aristotelés ve své 
Rétorice, napsané z�ejm� jako reakce na sofistický skepticismus zavládnuvší v Akademii 
po Platónov� smrti. Obecn� rozlišuje zkušenost, založenou na opakovaném poznatku, 

                                                
21 V práci De Conditionibus z roku 1665, kterou napsal jako sedmnáctiletý a která je také sou�ástí pozd�jšího 
spisu Specimen iuris z roku 1672, �eší problémy podmín�ných majetkových nárok�.  
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a v�d�ní (moudrost), jež vzniká zpracováním zkušenosti, zná p�í�iny, a je proto více 
cen�no. Jeho vztah k tomu, co je nahodilé, je spíše negativní. P�ipome
me v Metafyzice
n�kolikrát opakované tvrzení: ... je t�eba nejprve o jsoucnu nahodilém �íci, že netvo�í 
p�edm�t v�deckého zkoumání. Známkou toho je, že se o n� nestará žádná v�da, ani v�da 
o jednání, ani v�da o tvo�ení, ani v�da, jejímž cílem je pozorování... Nebo
 to, co je 
nahodilé, je z�ejm� n�jak blízko toho, co není.22 Aristotelské názory na pravd�podobnost 
jsou podrobn� rozebírány v [7], stru�ný rozbor je také v práci [12]. 

Stoikové vycházejí z Aristotela a rozlišují dv� pravd�podobné možnosti: možné 
[πιθανον] je tvrzení, které je na první pohled pravdivé, ale nemusí platit vždy, rozumné 
[ευλογον] je tvrzení, pro n�ž máme celou �adu dobrých d�vod�. Zárove
 však tvrzení 
d�lí na možná, nemožná [απιθανον] a obojaká (nap�. po�et všech hv�zd je sudý) 
a vcelku lze �íci, že dávali p�ednost jistotám a za velmi špatné považovali, pokud n�kdo 
m�l více než jedno mín�ní o n�jaké v�ci. Odmítali empirický p�ístup a vycházeli 
z p�edstavy, že pravdu resp. p�írodní zákon musíme odhalit uvažováním. 
Pravd�podobnost v našem slova smyslu v podstat� neuvažovali. Cicero toto slovo �asto 
používá, ale nikde nevysv�tluje, pouze dává triviální p�íklad typu: když se vypravím 
odtud t�icet stadií do Puteoli se spolehlivou posádkou a dobrým kormidelníkem, pak p�i 
p�íznivém po�así se zdá pravd�podobné, že se tam bezpe�n� dostanu.23  

Již v antice se však objevuje filozofický sm�r, pro n�jž nejistota a pravd�podobnostní 
nazírání bylo podstatné – skepticismus. Proto se aspo
 krátce zmíníme o jeho 
významném p�edstaviteli – Karneadovi z Kyrény.24 Klí�ovým pojmem je pro n�j 
pravd�podobná prezentace, kterou p�esv�d�íme poslucha�e o jistém �i opa�ném tvrzení, 
p�i�emž pravda je však nepostižitelná. M�žeme se jí blížit opakovanými pozorováními 
a posuzováním z r�zných hledisek �i pomocí r�zných sv�dectví. �ím je problém 
významn�jší, tím více sv�dectví je t�eba shromáždit. U Karneada se objevují mnohé 
z pozd�jších, ne�ku-li dnešních p�ístup�: r�zné stupn� pravd�podobnosti, realizace akce 
na základ� odhadu vysoké pravd�podobnosti úsp�chu, zvýšení pravd�podobnosti 
koherentními d�vody a pozorováními. Výsledná pravd�podobnost je však charakteristikou 
vjemu �i dojmu, nikoliv tvrzení samotného; jedná se tedy o charakteristiku subjektivního 
zdání pravdivosti �i o stupe
 podobnosti pravd�.  

Ve starov�ku najdeme také p�esv�d�ené zastánce dnešní frekven�ní interpretace 
pravd�podobnosti (viz nap�. [22]), podle níž správný odhad pravd�podobnosti jevu udává 
jeho (relativní) �etnost p�i dostate�n� po�etném opakování. Ve vykopávkách Herkulanea 
byl nalezen rukopis knihy De Signis od epikurejce Filodema z Gadary (okolo roku 
60 p�. Kr.).25 Na konci knihy je debata mezi stoiky a epikurejci o možnosti nalézt zákon 
opakovaným pozorováním. Podle stoik� platnost tvrzení, že všichni lidé jsou smrtelní, je 
d�sledkem lidské p�irozenosti (tedy je to p�írodní zákon, který jsme uvažováním 

                                                
22 Aristotelés: Metafyzika, kniha 6, kap. 2, 1026b (p�eklad Antonína K�íže). 
23 M. T. Cicero: Academica, kniha II (XXXI), 100: Sed si iam ex hoc loco proficiscatur Puteolos stadia triginta, 
probo navigio, bono gubernatore, hac tranquillitate, probabile videatur se illuc venturum esse salvum. (Projekt 
Guttenberg http://www.gutenberg.org/etext/14970)  
24 Karneadés z Kyrény (214/3–129/8 p�. Kr.), filosof, scholarch Akademie v letech 162 až 136 p�. Kr. 
Karneadovy názory zachytil jeho žák Kleitomachos a jsou reprodukovány (s neznámou p�esností) v dílech 
Diogena Laertia, Plútarcha, Cicerona aj. Je znám svou velmi ostrou kritikou astrologie. Byl mimo�ádn�
vynikajícím �e�níkem, schopným obhájit každý názor. Známá je jeho úsp�šná obhajoba dvou názor� na 
spravedlnost, totiž že je dcerou moudrosti a že je dcerou hlouposti. Údajn� se však jednalo o d�kaz tvrzení, že 
pravda je skrytá a nem�že být úpln� pochopena. Viz též [25]. 
25 Podrobnosti o nálezech, jejich obrazová dokumentace a rekonstrukce v rámci projektu UCLA jsou na 
internetové stránce http://www.humnet.ucla.edu/humnet/classics/philodemus/philhome.htm 
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objevili). Naproti tomu podle epikurejc� je to výsledek pozorování, že všichni lidé 
umírají, získaný logickou indukcí. Zachovaná �ást papyru obsahuje p�edevším stoické 
argumenty, podle nichž z neúplného pozorování nemohu vyvodit obecné tvrzení, a jsou 
také uvád�ny p�íklady zcela unikátní (nap�. existuje pouze jediný �tverec, jehož obsah je 
�íseln� roven obvodu), jejichž zobecn�ní není možné. Epikurejci nakonec p�ipustí, že oni 
nemusejí znát celou pravdu, ale že jim sta�í pravda p�ibližná.  

Problém indukce s pozoruhodn� správným �ešením (samoz�ejm� aristotelovským, ale 
podrobn� vysv�tleným) najdeme i u Tomáše Akvinského26. Píše: Neexistuje žádná v�da 
o jednotlivých budoucích náhodách. M�že však existovat v�da, v níž jsou uvažovány 
z hlediska svých p�í�in v tom smyslu, že n�které v�dy znají jisté tendence k uskute�n�ní 
t�ch �i on�ch jev�...27 A dále Tomáš Akvinský konstatuje, že v p�ípad� náhodných 
výsledk� lze snáze p�edpov�d�t, co se stane ve v�tší skupin� jev�, než jaký bude jeden 
konkrétní jev. Svou úvahu demonstruje v traktátu Summa contra Gentiles na problému 
životn� d�ležitém pro žebravé �ády, tj. na získávání dar�: Nebo
 [žebravý mnich] není 
závislý na rozhodnutí jedince, ale na v�li mnohých. A není pravd�podobné, že v množství 
v��ících jich bude jen málo takových, kte�í nedají nezbytné t�m, které obdivují pro 
dokonalost jejich ctností.28 Na jiném míst� ovšem konstatuje, že množství m�že mít také 
negativní d�sledky, nebo� ve své v�tšin� se lidé chovají podle svých vrozených sklon�
a propadnou svým náruživostem, a jen moud�í je p�ekonají svým rozumem.29  

Mimo�ádnou postavou XIV. století je Mikuláš z Autrecourtu30, jehož osud i dílo byly 
na n�kolik století tém�� zapomenuty. Zájem o jeho filosofii se datuje od po�átku 
XX. století, v n�mž vyšlo a do n�kolika jazyk� bylo p�eloženo celé jeho dochované dílo, 
bylo napsáno n�kolik desítek �lánk�, studií a disertací; uve	me alespo
 [21], [10], [5] 
a také �eskou podrobnou studii za�azenou v knize [6]. V �ad� prací je charakterizován 
jako význa�ný oponent scholastické metafyziky založené na pojmu substance, p�edevším 

                                                
26 Tomáš Akvinský (1225–1274), italský teolog a filosof. P�es odpor rodiny vstoupil do dominikánského �ádu, 
studium teologie (v Kolín� nad Rýnem a Pa�íži) dokon�il v roce 1252, velký vliv na n�j m�l Albert Veliký 
(patrn� 1206–1280). Celý život u�il v Pa�íži, Kolín� n/R. a v Neapoli. Z velkého literárního odkazu je 
nejvýznamn�jší rozsáhlá, by� nedokon�ená Summa theologiae. V letech 1270 a 1277 bylo jeho u�ení siln�
závislé na Aristotelovi odsouzeno jako heretické na základ� františkány prosazované augustiniánské teologie, 
popírající lidskou možnost porozum�t Boží v�li i p�ínos aristotelské filozofie k teologii. Tomáš Akvinský byl 
kanonizován Janem XXII. v roce 1322, v roce 1875 byla jeho teologie prohlášena za oficiální u�ení katolické 
církve. Celé jeho dílo v latin� je dostupné na adrese http://www.corpusthomisticum.org/sth0000.html, anglický 
p�eklad Summa theologiae je na http://www.newadvent.org/summa/. 
27 Sentencia De sensu, tr. 2 l. 1 n. 8 Dicendum autem est quod de futuris contingentibus, secundum se 
consideratis, non potest esse scientia; sed cum in causis suis considerantur, potest de eis scientia esse, prout 
aliquae scientiae cognoscunt esse inclinationes quasdam ad tales effectus. 
28 Summa Contra Gentiles, lib. 3 cap. 135 n. 19 Non enim dependet ex voluntate unius, sed ex voluntate 
multorum. Non est autem probabile quod in multitudine fidelis populi non sint multi qui prompto animo 
subveniant necessitatibus eorum quos in reverentia habent propter perfectionem virtutis. 
29 De veritate, q. 5 a. 10 ad 7: Ad septimum dicendum, quod multitudo ut in pluribus sequitur inclinationes 
naturales, inquantum homines multitudinis acquiescunt passionibus; sed sapientes ratione superant passiones et 
inclinationes praedictas. 
30 Nicolas d’Autrécourt (1298/9–1369), magistr um�ní, posléze právník a duchovní, u�il na pa�ížské Sorbon�, 
v roce 1340 byl povolán do Avignonu pro podez�ení z hereze a po šesti letech byl odsouzen k ve�ejnému 
odvolání 66 svých tezí a k ve�ejnému spálení knih, bylo mu odejmuto právo vyu�ovat a byl poslán do vyhnanství 
v Métách. V roce 1350 zde byl jmenován dómským d�kanem a další zprávy o n�m jsou jen kusé. Z jeho díla se 
zachoval p�edevším nedokon�ený traktát Exigit ordo a �ást jeho korespondence s Bernardem z Arezza a mistrem 
Gilem. Jeho názory lze však rekonstruovat ze zápis� a rozsudku avignonského soudu.  
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však jako význa�ný premoderní skeptik – st�edov�ký Hume31. P�i studiu jeho myšlenek 
nás však napadají i další jména jako Descartes, Berkeley a Leibniz.  

U�ení Mikuláše z Autrecourtu vychází z jediného tzv. prvního principu, 
tj. nezpochybnitelné základní teze, kterou je u n�j tvrzení: Totéž nem�že zárove� náležeti 
a nenáležeti témuž a v témž vztahu32, které lze nazvat zákon sporu. Vazbu mezi podstatou 
v�cí a jejich vlastnostmi odmítá (podobn� jako Duns Scotus a Ockham), a to z d�vodu, že 
by omezovala Boží všemohoucnost (když B�h chce, chutná voda jako víno, jak se stalo 
p�i svatb� v Kán� galilejské33). Konstatuje, že naše vnímání je omezeno na vlastnosti v�cí 
a jejich substance34 bu	 neexistuje nebo je nepoznatelná. Sv�t se mu poté rozpadá na 
jednotliviny, p�i�emž odmítá vztahy p�í�innosti a kauzalitu jako takovou. V rámci 
empirického zkoumání m�žeme s kauzalitou pracovat, ale musíme si uv�domovat, že 
neexistuje. 

P�i t�chto ideových východiscích ve sv�t� nic vzájemn� nesouvisí, a proto nemá 
smysl hodnotit odlišnosti, protože navzájem zcela nesouvisející v�ci nemá smysl 
srovnávat. Nemá smysl ani hovo�it o r�zných stupních dokonalosti a pokud nelze mluvit 
o rozdílnostech mezi v�cmi, není žádné rozdílnosti ani mezi nimi a jejich Stvo�itelem. 

Z trosek scholastické metafyziky se Mikuláš z Autrecourtu vyproš�uje atomismem. 
Jemu je v�nováno prvních p�t kapitol Exigit ordo, zbývajících p�t se zabývá ontologií 
a epistemologií. Základem všeho bytí jsou nem�nné a v��né atomy, v�ci jsou jejich 
náhodná seskupení, která mohou p�echázet jedno v druhé a také formáln� zanikat tím, že 
jejich atomy vytvo�í konglomeráty nové a zcela jiné. Prom�nlivost v�cí má za následek 
nemožnost pravdivého poznání, nebo� nem�žeme zajistit, aby v�c sledovaná v jednom 
okamžiku byla touž v�cí v okamžiku následujícím; m�žeme nanejvýš p�edpokládat, že 
tomu tak pravd�podobn� je. P�i tomto p�ístupu se nem�žeme zastavit ani p�ed Bohem, 
a proto Mikuláš z Autrecourtu konstatuje, že jisti si nem�žeme být ani existencí Boha, 
jakkoliv je to vysoce pravd�podobné. Uve	me ješt� n�kolik p�íklad� tezí odsouzených 
církevním soudem, o nichž ovšem Mikuláš v�d�l, že jsou pouze pravd�podobné, což 
�inilo jejich odvolání o n�co snazším (�ísla odpovídají soudnímu protokolu v [19]35).  

                                                
31 Toto ozna�ení pochází z jedné z prvních moderních prací o Mikuláši z Autrecourtu, ze studie H. Rashdalla: 
Nicholas de Ultricuria, a Medieval Hume. Proceedings of the Aristotelian Society 7(1906/7), 1–27. 
32 Impossibile est aliquid eidem rei inesse et non inesse (v záznamu avignonského soudu v knize [19], s. 151, 
odst. 7). Populárn� �e�eno: Jedno nem�že být druhé.  
33 Jan 2:1–12.  
34 P�ipome
me základní rozdíly mezi realisty (univerzalisty) a nominalisty, st�etávajícími se ve st�edov�ké 
filosofii. Realisté p�edpokládali, že naše poznání je objektivní a že reáln� existuje n�co, co p�esahuje existenci 
v�cí a co je základem jejich jsoucna. Realismus rozlišuje dva typy jsoucnosti, tém�� nem�nnou substanciální 
(substanci) a prom�nlivou akcidentální, p�i�emž svými smysly vnímáme pouze jsoucnost akcidentální, 
tj. okamžité vlastnosti (teplota, v�n�, chu�). P�itom cílem pravého v�d�ní je práv� odhalení substance v�cí 
a celého sv�ta. Nominalisté naopak odmítali existenci n��eho obecného nad v�cmi stejn� jako ú�ast jednotlivých 
v�cí na n��em, co je p�esahuje. Realisty byli Augustin, Anselm z Canterbury, Abelard, Tomáš Akvinský, 
nominalisty Roscelin, Ockham, Duns Scotus a samoz�ejm� Mikuláš z Autrecourtu. Tento rozdílný postoj se 
dodnes projevuje nejen ve filosofii, ale i ve v�dách; nap�. v matematice byli podle [6] realisty Cantor a Frege, 
nominalisty Brouwer a Heyting. Vztah mezi realismem a nominalismem je pon�kud analogický vztahu mezi 
idealismem a materialismem. Konkrétn� t�eba p�edstava o existenci pojmu dobra, obecné etiky, universálních 
lidských práv apod. pat�í do realistického chápání sv�ta. 
35 Podle [19], Appendix B: (6)... quod ex eo quad una res est, non potest evidenter, evidentia ex primo principio, 
inferri quod alia res sit. (10)... certitudo evidentie non habet gradus. (12)... de substantia materiali alia ab anima 
nostra non habemus certitudinem evidentie. (14)... hec consequentia non est evidens, evidentia deducta ex primo 
principio: ignis est approximatus stuppe; et nullum est impedimentum; ergo stuppa comburetur. (23)... non potest 
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(6) Z toho, že jedna v�c existuje, nelze žádným zp�sobem pomocí prvního principu 
vyvodit, že existuje n�jaká jiná v�c. 

(10) Jistota nemá žádné stupn�. 
(12) O existenci hmotné substance rozdílné od naší vlastní duše nemáme dokonalou 

jistotu. 
(14) Z prvního principu nelze odvodit žádný d�sledek typu: p�iblížíme ohe
 ke 

koudeli a není mezi nimi žádná p�ekážka, pak koudel vzplane. 
(23) Nad�azenost jedné v�ci nad druhou nem�že být spolehliv� postižena. 
(25) Když n�co existuje, nem�žeme si být jisti, že to není B�h; Bohem rozumíme 

nejvznešen�jší bytost.  

A p�ece z naprosté beznad�je t�chto logických úvah nachází Mikuláš pozoruhodné 
východisko. Hned na prvních stránkách Exigit ordo se do�teme, že tento sv�t tvo�ený 
jednotlivými v��nými atomy je uspo�ádán tak, že je dobrý, a co by dobré nebylo, to 
neexistuje.36

Lze p�ijmout, že vše ve vesmíru je správn� uspo�ádáno, to znamená, že lze p�ijmout, 
že existují ty v�ci, o nichž platí, že je dob�e, že existují, a ty v�ci neexistují, o nichž platí 
opak. Tomuto tvrzení porozumíme, když p�ezkoumáme, co se d�je s v�cmi v p�írod�
a v um�ní. V záležitostech um�ní je to um�lec, kdo stanoví, co je dobré... a lidské p�ední 
zuby jsou ost�ejší, aby rozkousaly potravu a zadní zuby jsou plošší, aby ji rozžvýkaly, což 
je p�íklad, který užívá Aristotelés.

Ale není to až tak úpln� jednoduché, protože v�ci spolu navzájem souvisejí 
a ovliv
ují se. A tak �teme dál v Exigit ordo37: 

Druhým principem je to, že bytosti ve vesmíru jsou navzájem spojené, takže jistým zp�sobem 
tu jsou jedna kv�li druhé... odstra�te souvislost horka a dešt�, a odstraníte také užite�nost 
a pot�ebnost domu. 
T�etí princip plyne z p�edchozího: vesmír je tak vzájemn� propojený, že nic neexistuje, 
pokud není dobré pro množství v�cí, že to existuje, takže jedno je tu pro druhé a druhé 
pro další atd. 
�tvrtý princip je, že vesmír je vždy stejn� dokonalý. 

Mikuláši z Autrecourtu odpustíme, že se v rozebírání a skládání Vesmíru zastavil už 
u atom�. Ale m�žeme si být jisti, že rozklad atom� na elementární �ástice a jejich kvantov�-
mechanické hry by nám schválil. Svou logikou nás však zavedl k dalšímu tématu této 
kapitoly, k Bohu a náboženství ve vztahu k pravd�podobnosti �i naopak. 

Všechna náboženství jsou založena na tvrzení, že B�h (�i bohové) existují. Pro jeho 
(jejich) existenci mluví p�edevším uspo�ádání vesmíru a našeho sv�ta. P�i teleologickém 

                                                                                                                                                        
evidenter ostendi nobilitas unius rei super aliam. (25)... quaqumque re demonstrata, nullus scit evidenter quin 
ipsa sit Deus, si per ‚Deum‘ intelligamus ens nobilissimum.  
36... ut accipiat quod entia universi sunt rectissime disposita et quod sic res sunt sicut bonum est eas esse et sic 
non sunt sicut malum esset eam esse. Et ista proposition venit apud intellectum inspecto eo quod contiguit in 
rebus naturae et in rebus artis. In rebus artic est artifici pro mensura bonum... Dentes anteriores hominis sunt 
magis acuti ad dividendum cibum etposteriores magis lati ad masticandum; quo exemplo utitur Aristoteles. 
Exegit ordo [21], s. 185. 
37 Secundum principium est istu, quod entia universi sunt connexa ad invicem, ita quod quadammodo unum 
videtur propter alterum... unde tolle conservationem a caumatibus et pluviis, statim videtur tolli bonitas et 
amabilitas domus. 
Tertium principium est quod videtur sequi ex praecendent: ex quo universum est sic connexum, nihil est quin sit 
bonum toti multitudini entium ipsum esse; unde hoc ens est propter illud et illud propter aliud et sic semper. 
Quartum principium est istud, quod universum est semper aequaliter perfectum... Exegit ordo [21], s. 186. 
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p�ístupu (nap�. u Tomáše Akvinského38) vyzdvihujeme �ád a ú�elnost sv�ta, v n�mž 
i nemyslící v�ci vzorn� plní zadané úkoly (chování Slunce, M�síce, planet i hv�zd, 
vzájemn� slad�ný život organizm� na Zemi), a tento �ád je nutn� Božím dílem. Druhý 
p�ístup naopak zd�raz
uje, že na po�átku musel panovat nezvládnutelný chaos a byl to 
B�h, kdo do této náhodnosti vnesl �ád. D�kazy existence Boha však n�kte�í teologové 
popírali, protože dialektiku39 založenou na našem poznání považovali za omezenou. 
Jedním z výrazných a obecn� uznávaných kritik� byl Jan ze Salisbury.40 Zastával názor, 
že teologie není pln� závislá na filosofii, zvlášt� pak ne na poznání, protože nadp�irozené 
pravdy se nemohou p�izp�sobit lidskému rozumu. Konstatoval, že žádný náš poznatek 
není absolutní, což demonstroval na p�edstav�, že žena m�že porodit dít�, jen m�la-li 
p�edtím styk s mužem; a p�ece nej�istší nedot�ená panna p�ivedla na sv�t dít� – Ježíše 
Krista. Podobn� naše p�edstava, že kdo se narodí, musí také zem�ít, je p�íkladem jiného 
našeho poznatku vyvráceného Kristem. Biblické zázraky rovn�ž prokazují neplatnost 
�ady jiných obecn� uznávaných pravd. Jan ze Salisbury na základ� t�chto teologicky 
nezpochybnitelných p�íklad� popírá možnost cokoliv dokázat, nebo� dokázané nesmí mít 
žádné výjimky, ani takové, které jsou zp�sobeny zázrakem. Všechny naše poznatky jsou 
proto jenom pravd�podobné a tato pravd�podobnost je tím v�tší, �ím je snáze posouzena 
osobou vzd�lanou. Jev, o n�mž nejsme p�íliš p�esv�d�eni, je nejistý, jiný je naopak podle 
našeho omezeného poznání tak pravd�podobný, že jej m�žeme u�init p�edm�tem své 
víry. Tomáš Akvinský naopak souhlasil s tehdy obecn� p�ijatým názorem, že 
p�inejmenším filosofická a matematická tvrzení lze bezpe�n� (tj. na 100%) prokázat; 
o n�co menší jistotu p�ipoušt�l ve fyzice, která se zabývá prom�nlivou hmotou.  

Dalším zásadním teologickým a metafyzickým problémem bylo stvo�ení sv�ta 
Bohem. Scholastikové byli vesm�s p�esv�d�enými aristoteliány a Aristotelés tvrdil, že 
dokázal, že sv�t je v��ný a tedy nestvo�ený. Naopak podle bible byl sv�t dílem Božím 
a jeho stvo�ení bylo podrobn� popsáno. Tomáš Akvinský v této kritické záležitosti 
nemohl svého �eckého u�itele opustit, a proto tvrdil, že problém je nerozhodnutelný, ob�
možnosti – stvo�ení i v��nost – jsou stejn� možné, a tedy nám nic nebrání, abychom si ve 
shod� s k�es�anskou víru zvolili první z nich. M�l však velmi silného oponenta ve svém 
sou�asníkovi Sigerovi z Brabantu41, p�edstaviteli tzv. latinského averroismu42. Siger je 

                                                
38 Tomáš Akvinský dokazoval existenci Boha ješt� dalšími �ty�mi zp�soby. 1) Mnohé kolem nás je v pohybu 
(op�t Slunce, M�síc atd.), n�kdo ten pohyb musel zp�sobit. 2) Pozorujeme �et�zce p�í�in, v nichž jedna je 
p�í�inou druhé, druhá p�í�inou t�etí atd., a nic není p�í�inou sebe sama; na po�átku t�chto �et�zc� tedy musela 
nutn� být Prap�í�ina. 3) R�zné v�ci p�estávají být, je tedy t�eba p�ipustit, že jejich existence je možná, nikoliv 
však nutná a nic nevzniká samo ze sebe. Pak však n�kdy muselo být n�co jako Po�átek všeho tohoto možného, 
ale nikoliv nutného. 4) Ve všech oblastech života existuje stupnice hodnot: jedno je lepší, pravdiv�jší, 
ušlechtilejší atd., než druhé. N�co tedy musí být na vrcholu této stupnice hodnot. Zárove
 však Tomáš 
konstatuje, že Boha nelze poznat p�ímo, ale pouze z jeho díla; tento zp�sob reflektuje jeho p�t zp�sob�.  
39 P�ipome
me, že veškeré v�d�ní se od raného st�edov�ku u�ilo v rámci svobodných um�ní, která se d�lila na 
trivium, zahrnující rétoriku, gramatiku a dialektiku, a quadrivium, obsahující aritmetiku, geometrii, astronomii 
a hudbu. Jiné oblasti v�d�ní byly zahrnuty do t�chto svobodných um�ní; nap�. etika a historie pat�ily do rétoriky, 
gnozeologie a metafyzika do dialektiky. 
40 Jan ze Salisbury (asi 1120–1180), anglický kn�z, diplomat, spisovatel a filosof, sekretá� Tomáše Becketa. 
V letech 1176–1280 byl biskupem v Chartres. Byl výrazným odp�rcem vlada�ské diktatury, prosazoval odluku 
církve od státu. Jeho hlaví díla jsou Metalogicus, v�novaný scholastické filosofii, a Polycraticus, pojednávající 
o principech vlády a žádoucích vlastnostech vlada��.
41 Siger z Brabantu (asi 1240–1280, vyskytuje se také 1235–1282 až 1284), reprezentant mladých u�itel� na 
pa�ížské univerzit� v polovin� šedesátých let XIII. století. V roce 1266 se dostává do sporu s papežským 
kardinálem-legátem Simonem de Brie (od roku 1281 papežem Mikulášem IV.), jeho u�ení je prohlášeno za 
heretické v roce 1270, v letech 1272 až 1276 je reprezentantem odporu proti rektorovi university zvolenému za 
nestandardních volebních podmínek. V roce 1277 pa�ížský biskup Étienne Sempier (na p�íkaz papeže Jana 
XXI.) sestavuje komisi, která odsoudí 219 tezí a n�kolik knih. Siger však již patrn� v pr�b�hu roku 1276 
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velmi rozporuplná osobnost a rozpor� jsou plny i v�domosti o n�m. Na nejasnostech se 
podílí i Dante Alighieri, který Sigera oslavuje ústy Tomáše Akvinského v 10. zp�vu t�etí 
�ásti své Božské komedie (viz pozn. 41). Moderní zájem o Sigera vzbudil P. Mandonnet, 
který ve své rozsáhlé biografické studii [13] vydal do té doby neznámé Sigerovy práce. 
Od té doby zájem o Sigera neustává a vycházejí desítky vzájemn� rozporných 
publikací.43 Problém alespo
 z�ásti spo�ívá v tom, že p�esn� nevíme, co se v Pa�íži a na 
Sorbon� v letech 1270 a pozd�ji d�lo a jaké tendence tam byly ve h�e.44 V dalším textu se 
omezíme na hlavní myšlenky Sigerova u�ení podle pon�kud se lišících výklad� v [6], [9] 
a [20]. Siger u�il, že látka (hmota) je v��ná a že tedy nebyla stvo�ena Bohem, který do 
sublunární sféry p�íliš nezasahuje. Jedinec nemá duši, nýbrž se pouze podílí na spole�né 
lidské aktivit�, tj. na kolektivním nesmrtelném rozumu celého lidstva. Nemá také pln�
svobodnou v�li. Potud jde o charakteristické averroistické teze (viz pozn. 42). Siger dále 
tvrdil, že všechna metafyzická tvrzení jsou jenom pravd�podobná, zatímco poznatky 
o našem sv�t� jsou dokazatelné. Pravd�podobnost se skute�ností nemusí p�íliš souviset; 
je od ní totiž odd�lena v tom smyslu, že to, co je pravd�podobné, nemusí v�bec platit 
resp. být možné. 

Všechny Sigerovy teze byly ve z�ejmém rozporu se sou�asnou teologií, ale Siger 
prohlašoval, že jeho u�ení je �ist� filosofické a že filosofie a teologie jsou na sob� zcela 
nezávislé. S n��ím podobným se ovšem Tomáš Akvinský nemohl smí�it a o to podivn�jší 
je jeho chvála Sigera v Božské komedii. Od Dantovy apoteózy se proto neustále odvíjejí 
pokusy dokázat pomocí nov� nalézaných a Sigerovi p�ipisovaných rukopis�, že jejich 
autor v posledním období svého života pozm�nil své názory a p�iklonil se k tomismu. 

                                                                                                                                                        
odchází z Pa�íže, v lednu 1277 p�edstupuje v Saint-Quentin p�ed inkvizi�ní soud a je zprošt�n obvin�ní 
z hereze. Dále se snad v�nuje svému místu kanovníka v Saint-Paul a n�kdy pozd�ji se objeví v Orviettu, kde 
bylo sídlo papežské kurie. Zda se nový papež pokoušel znovu zahájit inkvizi�ní �ízení se Sigerem nevíme, zda 
byl na svobod� nebo v papežském v�zení rovn�ž není známo, ale n�kdy mezi rokem 1281 a 1284 byl zavražd�n 
– snad svým tajemníkem, který údajn� zešílel. 

V 10. zp�vu Dantova Ráje p�edstavuje Tomáš Akvinský Dantovi a Beatrice velké duchovní p�edstavitele lidstva 
(jsou mezi nimi Albert Veliký, Peter Lombardský, Severinus Boëthius (†525), Isidor ze Sevilly (†636), Beda 
Ctihodný (†735)) a poslední z nich stojící vedle Tomáše je práv� Siger oslavený následujícími verši:  

To� sv�tlo Siegerova plápolání,  
jenž v Slam�né ulici p�ednášeje  
docházel pravd, že závist v srdce vhání.  

[Essa e la luce eterna di Sigieri Che, leggendo nel vico degli strami, Sillogizzo invidiosi veri.] Dante Alighieri, 
Božská komedie, Ráj, X, 136–138. P�eklad O. F. Babler, Vyšehrad, Praha, 1952.
42 Averroes (1126–1198), vlastním jménem Ibn Rušd, právník, léka� a filosof žijící v Andalusii, pro své u�ení 
odsouzen k vyhnanství, zem�el v Marrákeši. Ve svých spisech propaguje Aristotela a kritizuje Platóna. 
Prosazoval filosofii vyhrazenou vzd�lanc�m p�ed náboženstvím ur�eným pro prosté v��ící. Stejn� jako Avicenna 
prohlašuje, že náš sv�t je od Boha odd�len deseti nebeskými sférami a vládne v n�m duše sv�ta, totožná 
s Aristotelovou ideou �inného rozumu. Tento rozum je spole�ný všem lidem, kte�í se na n�m podílejí; lidský 
jedinec tedy sám duši nemá. Averroovy spisy byly p�eloženy do hebrejštiny a latiny a m�ly velký vliv na 
rozší�ení Aristotelova u�ení v západní Evrop�. Rovn�ž jeho u�ení o spole�né duši nalezlo p�ívržence, nazývané 
(latinští) averroisté. O tom, do jaké míry takový sm�r ve st�edov�ké filosofii skute�n� existoval �i zda je pouze 
moderním termínem zavedeným Ernestem Renanem (1823–1892), viz [20].  
43 Uve	me jako p�íklad alespo
 internetový záznam posledních výsledk� Australana J. A. Scotta: Paradiso 10. 
49–51, 133–138: Saint Siger (http://www.princeton.edu/~dante/ebdsa/scott120806.html). 
44 Viz velmi seriozní rozbor na stránce Stanfordské university od H. Thijssena: Condemnation of 1277. 
http://plato.stanford.edu/entries/condemnation/. Podrobn� jsou shrnuta bezpe�n� prokázaná fakta týkající se 
219 heretických tezí odsouzených pa�ížským biskupem Étiennem Tampierem v b�eznu 1277. Teze zahrnují 
jak averroismus, tak i tomismus, jejich p�vodci však nejsou explicitn� vyjmenováni. Akce mohla být 
pokusem o omezení role Aristotela v teologii a filosofii nebo také snahou o �ešení rozpor� ve 
františkánském �ádu. 
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V souvislosti se spory �i smí�ením obou filosof� p�ipome
me zásluhu Tomáše 
Akvinského o dodnes �asto používaný a obtížn� vysv�tlitelný termín p�írodní zákon. Nic 
nebrání �emukoliv, aby se �ídilo b�žným p�írodním zákonem, avšak opak je možný díky 
zvláštní milosti, jak je z�ejmé ze vzk�íšení mrtvého a vrácení zraku slepému. Také 
v lidských záležitostech s n�kterým dostane zvláštní milosti p�esahující b�žný zákon.45

Podle [7] je takováto p�edstava božích zákon� �ídících p�írodu ve st�edov�ku vyslovena 
Tomášem jako prvním. Na jiném míst� také píše o zákonech v množném �ísle: ... tyto 
vzájemné sklony v�cí chovat se podle svého ur�ení nazýváme p�írodními zákony.46

A tak se tu st�etávají dva názory a m�žeme si vybrat. Podle Tomáše Akvinského tu 
máme p�írodní zákony a náhoda je Boží vyslankyn� dohlížející na jejich ob�asné 
nepln�ní. John ze Salisbury nespecifikuje, �í je náhoda vyslankyn�, ale a� už ji poslal 
kdokoliv, v popisu její práce je to, aby tu žádné p�írodní zákony nebyly. Skoro to vypadá 
tak, že jediný zákon je ona sama.  

2.3 P�j�ky, pojišt�ní  

St�edov�kým vyjád�ením nejistoty p�edevším v obchodní oblasti se stává slovo 
resicum, objevující se kolem roku 1160 v latinsky psaných janovských a pisánských 
dokumentech. Jeho etymologie je podrobn� rozebrána v p�ísp�vku [18]; po zvážení 
�eckých a latinských ko�en� je preferován arabský p�vod rizq, znamenající šanci nebo 
št�stí.47 P�vodní užití týkající se záležitostí námo�ní dopravy, konkrétn� p�j�ek na 
p�epravované zboží s uvážením možnosti potopení lodi nebo jeho odcizení piráty, se 
postupn� rozši�uje i do jiných oblastí, konkrétn� na ru�ení za p�j�ky48, osobní 
bezpe�nost49 a také v záležitostech d�dických50.  

                                                
45 Summa theologiae III, q. 77, art. 1 ad 1: Ad primum ergo dicendum quod nihil prohibet aliquid esse ordinatum 
secundum communem legem naturae, cuius tamen contrarium est ordinatum secundum speciale privilegium 
gratiae, ut patet in resuscitatione mortuorum, et in illuminatione caecorum, prout etiam in rebus humanis 
quaedam aliquibus conceduntur ex speciali privilegio praeter communem legem. 
46 Super De divinis nominibus, cap. 10.1: Sic igitur ipsae naturales inclinationes rerum in proprios fines, quas 
dicimus esse naturales leges... 
47 Sou�asné formy jsou risatio (it.), riesgo (špan�l.), risk (angl.), Risiko (n�m.). �ecká etymologie vychází 
z termínu κακορριζε [neš�astný] z básn� v�nované roku 1159 byzantskému císa�i Michalu Komnenovi, 
etymologie založená na klasické latin� se odvolává na sloveso resecare [d�lit, �ezat], rozumí se situaci mezi 
nebezpe�ím [periculum] a št�stím [fortuna]. P�ipome
me, že arabského p�vodu je také slovo hazard, které bylo 
do Evropy dovezeno patrn� k�ižáky. Jeho etymologie je dosud p�edm�tem spor�. Jedno vysv�tlení je odvozuje 
od al zhar, což je kostka, druhé od asar, zna�ící obtížné. Další hypotéza odvozuje slovo ze jména syrské 
pevnosti El Azar (Hazait, Hazar), o níž se v souvislosti s hrou v kostky zmi
uje Godefroy de Bouillon (1061–
1110), v�dce první k�ižácké výpravy a kníže jeruzalémský. Zmín�ný text zní: A Hazait s'en ala ung riche 
mendement, et l'apiel-on Hazait pour le fait proprement que ly dés fu fais et poins premierement [Do Hazait jelo 
skv�lé poselstvo a nazývá se Hazait práv� proto, že tam byly p�vodn� vyráb�ny a te�kami zna�eny kostky]. 
Slova se za�alo používat ve dvanáctém až t�ináctém století, nejstarší nalezené použití literární je v básnickém 
zpracování legendárního osídlení britských ostrov� Aeneovým pravnukem Brutem – Roman de Brut (1154) –
od Wace z Jersey († po 1171) a v Erekovi a Enid� Chrétienna de Troyes (asi 1160). 
48 Marseilleský obchodník jako záruku zap�j�eného obnosu dává v roce 1284 v��iteli do zástavy �ty�i muly 
s ujišt�ním, že riziko se zví�aty spojené (jejich uhynutí apod.) je na jeho stran� [... recedere suis propriis expensis 
et suum rischium et fortunam]. 
49 Ve smlouv� ukon�ující rozbroje mezi Mantovou a Ferrarou z roku 1239 se Mantované zavazují, že každý 
ob�an Ferrary, obchodník nebo kdokoli jiný, bude bezpe�ný proti okradení p�i p�echodu mantovského teritoria 
[... ire et redire secure ad risigum et periculum Mantuae per totum suum districtum]. V opa�ném smyslu je riziko 
použito sienskou legislativou (v dob� p�ed rokem 1288), podle níž každý návšt�vník p�ebírá riziko za své lidi, 
kon� a všechny ostatní v�ci [... recedere suis propriis expensios et suum rischium et fortunam in personis, equis 
vel rebus aliis quibuscumque]. 
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Jedním z aktuálních etických problém� souvisejících s finan�ní tématikou se na konci 
XII. století stává definice lichvy, pod níž se obecn� rozumí požadavek vrácení vyšší 
�ástky, než byla zap�j�ena. Starozákonní a do k�es�anské nauky p�ejatý termín i pravidla 
jej p�esn� vymezující se objevují v okamžiku, kdy se církev v  souvislosti s rozvojem 
m�st a komerce rozhodla, že i v této oblasti laického života bude ur�ovat závazná 
pravidla. Do jisté míry to souvisí se sociální politikou církve té doby, v níž se prolínala 
snaha o zlepšení životních podmínek s bojem o moc. 

Problematika lichvy je rozvíjena v t�sné spolupráci kurie s fakultou práva Bolo
ské 
univerzity a s tv�rci kanonického práva. Prvním významným výsledkem je oficiální 
vyhlášení zákoníku nazývaného Dekretály �eho�e IX. [Decretales Gregorii noni] v roce 
1234. Otázka lichvy je �ešena tak, že se p�ipouští pouze pokuta za pozdní splacení, 
a zárove
 konstatuje, že zboží musí být dodáno za cenu odpovídající dob� p�j�ky. 
P�ipouští se však odm�na za p�ijetí rizika s p�j�kou spojeného. Avšak ani tato 
jednoduchá pravidla z�ejm� nebyla systematicky dodržována. Podstatn� p�ísn�jší je 
vyjád�ení Tomáše Akvinského v jeho Summa Theologiae, podle n�jž jediným morálním 
nárokem v��itele je vrácení zap�j�ené �ástky, nebo� peníze nejsou zboží, ale pouze 
prost�edkem k získání (zakoupení) n��eho.51 Jejich hodnota je tedy pevná a nelze jich 
proto použít k vyd�lání dalších pen�z. I když tento názor nebyl vždy striktn� dodržován, 
stal se pro katolické v��ící závazným a byl také schválen tridentským koncilem (1545–
1563), který lichvu postavil na rove
 zabití �lov�ka52.  

Je z�ejmé, že takové biblické pravidlo muselo být v rozvíjející se m�š�anské 
spole�nosti s rostoucími obchodními aktivitami nejr�zn�jšími zp�soby obcházeno. 
Nicmén� dominikánská doktrína reprezentovaná Tomášem Akvinským se stala ve všech 
ohledech základem scholastického myšlení, Summa Theologiae vycházela a dodnes 
vychází v originále i p�ekladech v �ad� stát� a je dostupná i na internetu (viz odkazy 
v pozn. 22). V posledních letech je však v�nována pozornost pon�kud odlišným názor�m 
zástupc� františkánského �ádu a zejména rozsáhlému, vesm�s nepublikovanému 
a z latiny nep�eloženému dílu Pierra Jeana Olivi53, který je znám jednak svou podporou 
doktríny o papežské neomylnosti, jednak striktním trváním na povinné chudob�
františkánského �ádu (tzv. pravidlo usus pauper). Jeho hlavní teologické dílo jsou 
rozsáhlé Quaestiones in secundum librum sententiarum, komentá�e k velmi rozší�enému 
                                                                                                                                                        
50 Savonský obchodník vydávající se roku 1180 na námo�ní plavbu sv��uje jm�ní své žen� Adelace, p�i�emž 
riziko bude na jeho stran� a na stran� jeho d�tí [tractare et administrare tamquam sua propria et mandare ad 
laborandum ad meum et filii mei risigum].  
51 Summa Theologiae II, q. 78: Deinde considerandum est de peccato usurae, quod committitur in mutuis. ... 
Respondeo dicendum quod accipere usuram pro pecunia mutuata est secundum se iniustum, quia venditur id 
quod non est, per quod manifeste inaequalitas constituitur, quae iustitiae contrariatur. ... Pecunia autem, 
secundum philosophum, in V Ethic. et in I Polit., principaliter est inventa ad commutationes faciendas, et ita 
proprius et principalis pecuniae usus est ipsius consumptio sive distractio, secundum quod in commutationes 
expenditur. 
52 Deuteronomium 23:20: Cizímu p�j�íš na lichvu, ale bratru svému nedáš na lichvu, aby požehnal tob�
Hospodin,... Exodus 22:25: P�j�íš-li pen�z lidu mému, chudému, kterýž jest s tebou: nebudeš jemu jako 
lichevník, aniž ho lichvou obtížíš.
53 Pierre Jean Olivi (1248�1298), languedocký františkánský teolog a filosof. Jeho striktní obhajoba �ádové 
chudoby vedla k �ad� obvin�ní z hereze a poté k odchodu do Florencie, kde výrazn� posílil hnutí italských 
františkán� podobného smýšlení (spirituál�). Po návratu do Pa�íže v roce 1289 p�es r�zné spory piln� pracuje až 
do své smrti v Narbonne. V pr�b�hu dalších spor� mezi papežem a spirituály odsuzuje Jan XXII. Oliviovu práci 
Lectura super Apocallipsim a obvin�ní je sejmuto až koncem XV. století. V sou�asné dob� vycházejí jeho 
jednotlivé nikdy nepublikované práce; pouze výše zmín�né Quaestiones vyšly v letech 1922�26 ve t�ech 
svazcích v Bibliotheca Franciscana Scholastica Medii Aevi v Quaracchi. V sou�asnosti jsou vydávána další 
Oliviova díla (viz internetová stránka Friedsam Memorial Library http://web.sbu.edu/friedsam/). 
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u�ebnímu textu pozdn� st�edov�kých universit od Petra Lombarda54. Jsou považovány za 
nejvýznamn�jší reprezentaci františkánského myšlení p�ed vystoupením Dunse Scota55

a Williama Ockhama56. 

P�ísnost, kterou Olivi projevoval v��i svému �ádu a celé církvi, však neuplat
oval na 
obchodní relace. Zisk v��itele považoval za p�ípustný, jestliže s p�j�kou na sebe vezme 
také �ást rizika, p�i�emž zd�raz
oval, že obchodní ztráty p�i prodeji jsou �ast�jší než 
ztráty související s dopravou. V jednom ze svých traktát� (viz [1]) zmi
uje i hazardní hry 
a konstatuje, že se v podstat� jedná o kontrakt mezi hrá�i, v n�mž oba podstupují ur�ité 
riziko; proto ani hru nelze považovat za lichvu. Není známo, že by podobný názor 
vyslovil d�íve n�kdo jiný, naopak církevní právo hazardní hru považovalo za h�ích. 
Oliviovy názory jsou pozoruhodné tím, že p�i náboženských úvahách respektují také 
okamžitou realitu, konkrétn� nap�. probíhající spole�enské zm�ny, a lze jej proto právem 
nazvat prvním scholastickým ekonomem. Podrobné studium �ady dalších scholastik�
zabývajících se touto problematikou obsahuje Langholmova kniha [11], v níž jsou 
porovnány zásluhy dominikán� a františkán� v oblasti chápání pozdn� st�edov�ké 
ekonomiky s výsledkem, že menší brat�i m�li hlubší cit pro pot�eby pastora�ní �innosti, 
a tedy i o obchodnickou mentalitu tvo�ícího se m�š�anstva. 

Z hlediska tématu p�ednášky je podstatné, do jaké míry vedle st�edov�kého chápání 
rizika jako charakteristiky náhodnosti dochází také k vývoji idejí pravd�podobnosti 
a statistiky. Možnosti se r�zní. U jedn�ch badatel� se objevuje tvrzení, že st�edov�cí 
obchodníci zainteresovaní na námo�ním obchodu pojem pravd�podobnosti již používali 
(nap�. I. Schneider v práci [23]) a podle D. C. Northa57 byli schopni odhadovat 
                                                
54 Peter Lombard (kolem 1100–1160/1), italský teolog, ovlivn�ný Abelardem, profesor na církevní škole p�i 
katedrále Notre-Dame v Pa�íži, kolem roku 1158 až 1159 arcibiskup pa�ížský. Velké popularity dosáhla jeho 
kniha Quatuor libri Sententiarum [Sentence], podrobn� komentovaná �adou významných teolog�, jako nap�. 
Tomášem Akvinským, Albertem Velikým, Dunsem Scotem aj. Probírá formou otázek a odpov�dí celou tehdejší 
teologii; komentá�e a anglický p�eklad �ásti díla aj. jsou dostupné na internetové stránce 
http://www.franciscan-archive.org/lombardus  
55 Joannes Duns Scotus (1265/6–1308), skotský františkánský mnich. Byl p�esv�d�eným realistou, tj. v��il stejn�
jako Tomáš Akvinský ve skute�nou existenci obecných vlastností, lišil se však od n�j v tvrzení, že vlastnosti 
živých tvor�, tj. i lidí, jsou jediné a použitelné i pro Boha. Scotus u�il, že �lov�k má plnou odpov�dnost za sv�j 
život a musí se realizovat neustálými aktivitami ve �ty�ech vzájemn� nesouvisejících sm�rech – láskou k Bohu, 
správným (tj. logickým) myšlením, morálním jednáním a respektováním p�írodních zákon�.  
56 William Ockham (1285–1347/9), anglický teolog, p�íslušník františkánského �ádu, p�esv�d�ený realista. 
P�ednášel v Oxfordu podle Lombardových Sentencí, avšak po sporech s kanclé�em university Johnem 
Lutterellem odchází z Oxfordu v roce 1319 bez magisterského titulu a je následn� obvin�n z hereze. V letech 
1324 až 1328 se Ockham v Avignonu podrobuje zkoumání svého u�ení, které bylo následn� odsouzeno. Jeho 
osobní situace se vážn� zhoršila, když se zapletl do sporu papeže s p�edstaveným františkánského �ádu 
Michaelem Cesenou v otázce povinné chudoby a obvinil hlavu církve z hereze. Poda�ilo se jim ob�ma tajn�
uprchnout z Avignonu a zbytek života strávili pod ochranou �ímského císa�e Ludvíka Bavora.  
57 Douglass C. North (*1920), americký ekonom, laureát Nobelovy ceny za ekonomii v roce 1993. Ze stru�né 
biografie, kterou napsal u p�íležitosti jejího ud�lení, stojí za ocitování myšlenky velmi úzce související 
s tématem této p�ednášky: The development of a political-economic framework to explore long-run institutional 
change occupied me during all of the 1980’s and led to the publication of Institutions, Institutional Change and 
Economic Performance in 1990. In that book I began to puzzle seriously about the rationality postulate. It is 
clear that we had to have an explanation for why people make the choices they do; why ideologies such as 
communism or Muslim fundamentalism can shape the choices people make and direct the way economies evolve 
through long periods of time. One simply cannot get at ideologies without digging deeply into cognitive science 
in attempting to understand the way in which the mind acquires learning and makes choices. Since 1990, my 
research has been directed toward dealing with this issue. I still have a long way to go, but I believe that an 
understanding of how people make choices; under what conditions the rationality postulate is a useful tool; and 
how individuals make choices under conditions of uncertainty and ambiguity are fundamental questions that we 
must address in order to make further progress in the social sciences. 
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v�rohodnost budoucích událostí [16]. Naproti tomu nap�. I. Hacking [8] tvrdí, že vinou 
scholastického myšlení byl zrod teorie pravd�podobnosti odsunut až do XVII. století. Zdá 
se však, že toto druhé tvrzení se opírá spíše o sou�asn� p�evládající názor 
a nedostate�nou znalost dokument�. 

P�ehled nov�jších poznatk� ve Franklinov� knize [7] a v dalších pracích [1], [2], [14], 
[15], [17], [18] vedl k poznatku, že teologické debaty o lichv�, vedené františkány 
a dominikány, ujasnily celou �adu problém� a vedly ke vzniku p�evážn� nenumerické 
logické pravd�podobnosti.58 Námo�ní doprava byla díky velké závislosti na náhodných 
jevech z�ejm� nejvhodn�jší oblastí k aplikaci pravd�podobnostních úvah, uplat
ujících se 
zvlášt� v oblasti námo�ního pojišt�ní. Riziko dopravy se ve XIV. století stává objektem 
tzv. p�edpojiš
ovacích smluv, v nichž práv� nejistota výsledku se stává p�edm�tem 
smlouvy. V nich dochází patrn� poprvé ke konstatování, že nejistotu m�žeme vyjád�it 
monetární hodnotou, což bezprost�edn� vede k pravd�podobnostnímu p�ístupu 
opírajícímu se o co nejp�esn�jší vyhodnocení okamžité situace. Z poloviny XV. století se 
dochoval spis Benedetta Cotrugli [4]59, vypo�ítávající, co všechno musí být p�i uzavírání 
smlouvy bráno v úvahu. Explicitn� je uvád�no zjišt�ní aktivity pirát� v p�íslušných 
vodách, místní války, p�ím��í a odvety a všechny další možnosti ovlivn�ní dopravy, dále 
údaje o p�ístavech, které budou p�i p�eprav� navštíveny, i jejich vzájemné vzdálenosti. 
Dále pak kvality kapitána i pojišt�ných obchodník�, stav lodi a druh p�epravovaného 
zboží. Zdrojem poznatk� o obchodu na p�elomu XIV. a XV. století je p�edevším archiv 
firmy Datini, obsahující na 150 000 dokument�; je v n�m cca 126 000 komer�ních 
dopis�, kolem 400 pojistných smluv z let 1380 až 1410, a dále osobní korespondence 
F. di Marco Datini60.  

Uve	me n�které p�íklady pojistných �ástek. Podle typu lodí se pojistné lišilo 
v závislosti na tom, zda se jednalo o nevyzbrojenou plachetnici odkázanou pln� na vítr 
(pak nap�. z Benátek na Baleáry �inilo pojistné 3 až 4 %) �i naopak o vyzbrojenou galéru 
(pak t�eba jen 1,5 % pro stejnou trasu). U kapitána byla hodnocena jeho minulost 
a zkušenosti: jestliže lo	 pod jeho velením byla v minulosti vícekrát ob�tí pirát�, bylo 
pojistné vyšší, p�ípadn� až dvojnásobné. Pojistné se však v�bec nevztahovalo na p�ípad, 
kdy náklad byl odcizen posádkou, a to a� pod velením kapitána �i vzbou�enci proti jeho 
v�li; to však byly p�ípady spíše výjime�né. Délka cesty nehrála podstatnou roli díky 
tomu, že nebezpe�í v�tšinou nep�inášela plavba na otev�eném mo�i, nýbrž pirátské 
aktivity v blízkosti pob�eží a p�ímo v p�ístavech.61 Ro�ní období na výši pojistného 
p�ekvapiv� rovn�ž nem�lo podstatný vliv, resp. jej z korespondence obchodník�
s pojiš�ovacími spole�nostmi nelze spolehliv� vyvodit; jisté zvýšení v pojistkách pro 
zimní období lze nicmén� tu a tam najít. 

                                                
58 Tu však nelze sm�šovat s logickou interpretací pravd�podobnosti vytvo�enou p�edevším J. M. Keynesem 
v XX. století, i když obchodní resp. ekonomické využití v obou p�ípadech bylo hlavním impulsem provád�ných 
úvah a práv� obchodní problematika vedla k p�elomovému chápání náhody jako n��eho, co se m�žeme pokusit 
p�edpovídat – na rozdíl od teologické interpretace náhody jako projevu Boží v�le. 
59 Spis B. Cotrugli byl donedávna považován za nejstarší dokument v�novaný námo�nímu pojiš�ovnictví. V roce 
1998 však J. Postma objevila rukopis obsahující krom� spisu Cotrugliova další instruktážní dílko La riegola de 
libro z první poloviny XV. století, viz [19].  
60 Francesco di Marco Datini (1335–1410), úsp�šný toskánský obchodník v Prato. Jeho archiv je pln�
digitalizován a všechny dokumenty (v italštin�) jsou na http://datini.archiviodistato.prato.it/www/. 
61 Ve XIV. století bylo pojistné ve výši 5,5 až 8 % typické pro plavbu ze špan�lských p�ístav� ve St�edozemním 
mo�i do mo�e Severního (vzdálenost kolem 4000 km), zatímco pojistné od 8,5 % do 12 % pokrývalo plavbu 
z Toskánska do �ímského p�ístavu Ostia (vzdálenost zhruba 250 km). Ani o sto let pozd�ji se pojišt�ní plaveb 
z La Rochelle do Severního mo�e a plaveb mezi p�ístavy St�edozemního mo�e prakticky neliší. 
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Specifikace p�epravovaného zboží podle možností jeho znehodnocení vlhkostí 
(ko�ení, cukr, zrno, vlna), poškozením nádoby (víno, olej) a rozbitím (sklo, porcelán) 
byla pojiš�ovacími spole�nostmi p�ísn� vyžadována, nicmén� podstatnou závislost výše 
pojišt�ní na typu zboží nelze zjistit a zdá se, že p�esný popis nákladu byl spíše 
administrativním požadavkem; n�kdy se však objevuje omezení na náklad nep�esahující 
jisté množství.  

Nebezpe�í pirátství a vále�ného stavu na plavebních cestách bylo tedy hlavním 
faktorem ur�ujícím výši pojistného a zhruba lze �íci, že p�edstavovalo polovinu výše 
pojiš�ovacího poplatku. Výjime�n� mohlo být pojišt�ní zcela odmítnuto s odkazem na 
sou�asnou situaci.62

Záv�rem této �ásti lze konstatovat, že st�edov�ké pojiš�ovnictví se �ídilo p�edevším 
jistou zavedenou praxí nehodnotící konkrétní po�ty pojistných událostí a jejich p�esné 
okolnosti, ale intuitivn� postihující obecnou situaci. V konkrétních p�ípadech se však 
vycházelo i z okamžité situace (rozší�ení pirátství, vále�ný stav) a pojistné �ástky se 
výrazn� m�nily. Náhodné události již tedy nejsou projevem Boží v�le a ekonomické 
úvahy m�žeme založit na svých znalostech. Ze strany obchodník� se v této souvislosti 
objevuje snaha redukovat své škody uzavíráním smluv mezi n�kolika partnery, 
rozd�lováním nákladu na menší plavidla, volbou delších cest na otev�eném mo�i apod. 
Podobn� pojiš�ovací spole�nosti uzavírají smlouvy o vzájemném podílnictví n�kolika 
spole�ností, modifikují konkrétní smlouvy dodate�nými podmínkami vyplývajícími 
z konkrétních situací atd. V této souvislosti stojí za zmínku traktát Ioannise de Prato 
Contractus z poloviny XV. století (zmín�ný ve [2]), rozebírající pojiš�ovnictví 
a konstatující, že výše pojistného musí odpovídat velikosti rizika a že tomuto riziku musí 
být vystaven jak pojiš�ovatel, tak i pojišt�ný; tím je zajišt�na morální oprávn�nost 
pojiš�ovnictví.  

3 Záv�r  
Aplikace nenumerické pravd�podobnosti ve t�ech oblastech života lidské spole�nosti 

a myšlení demonstruje její význam v d�jinách, jemuž je v�nována až pozoruhodn� malá 
pozornost. V soudnictví je její úloha nejobtížn�jší, protože ti, kte�í s její pomocí mají 
rozhodovat, musejí vycházet z neúplných a ú�astníky proces� úmysln� i neúmysln�
zkreslených dat. Následky chybných rozhodnutí jsou zhusta nenapravitelné a pro jejich 
ob�ti �asto zni�ující. Právo je založeno na svých historických ko�enech, a s rostoucími 
možnostmi jednotlivc� páchat trestné �iny i s neúm�rným r�stem politické moci a její 
administrativy stále �ast�ji prohrává, nejsouc schopno potla�it ani omezit kriminalitu 
vládc� a jejich podaných. 

V oblasti lidského myšlení, ve filosofii a náboženství, byli propagáto�i 
pravd�podobnostního p�ístupu obvykle odp�rci vládnoucích církevních i sekulárních 
ideologií a jejich životy byly proto nez�ídka tragické. Moc chce být dlouhodobá, když už 
ne na v��né �asy, tak alespo
 tisíciletá. Proto bude vždy potla�ovat p�edstavu, že se 
k vlád� dostala náhodou a že neovladatelné náhodné procesy ji mohou také ukon�it. 
Pozvolný mocenský rozklad všech mocenských systém� v d�jinách lidstva je 
pozoruhodnou demonstrací nezvládnutelných sil, a je pozoruhodné, že k n�mu dochází 
                                                
62 Nap�. v roce 1385 florentská firma odmítla pojiš�ovat lodi vyjížd�jící z Famagusty, protože v kyperských 
vodách se nadm�rn� rozmohlo pirátství. Když si pak benátský kupec Benedetto Bon pojistné p�ece jenom 
vymohl, byla jeho výše nastavena na 85 %, což bylo ješt� málo, protože jakmile se jeho lo	 dostala na širé mo�e, 
byla piráty vyrabována a zapálena. Jiné kuriózní omezení se objevilo v XVI. století v dob� anglo-špan�lského 
konfliktu: pojiš�ovna byla osvobozena od pojistného pln�ní v p�ípad�, že lo	 z Bordeaux do Londýna by byla 
napadena britskou nebo špan�lskou flotilou.  
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jak v bíd�, tak v blahobytu. P�í�inou je skute�nost, že každý realizovaný mocenský zám�r 
má za následek spušt�ní velkého množství jemu odporujících proces�, jejichž vzájemná 
interakce vyvrcholí nez�ídka náhodným nebo pro množství p�í�in nep�edvídatelným 
jevem náhlého rozpadu moci a jejího odstran�ní. 

Náhodné nebo chybn� p�edvídané jevy v pozvolna se rodící obchodní spole�nosti 
m�ly v minulosti velmi rychle za následek likvidaci finan�ních prost�edk� neopatrného 
podnikatele a obešly se bez závažných spole�enských následk�. Proto se domácí 
i mezinárodní obchod závislý pouze na jednotlivcích po staletí úsp�šn� rozvíjel a byl 
hybnou silou spole�enského vývoje. Byl také p�íkladnou oblastí aplikace nenumerických 
pravd�podobností, by� i �áste�n� �íseln� charakterizovaných procentuálními hodnotami 
zisk�, ztrát a pojistného. Z tohoto hlediska je t�eba popisovanou tématiku p�j�ek 
a pojišt�ní považovat za nejoptimisti�t�jší oddíl p�ísp�vku s obecn� platnou d�tklivou 
radou: založte své jednání na podrobných znalostech úsp�ch� i neúsp�ch� svých i svého 
okolí a na spolehlivých prognostikách budoucích událostí. Bohužel, vznik velkých 
a nadnárodních obchodních a finan�ních spole�ností �iní tuto radu jen obtížn�
použitelnou, protože spojováním drobných podnikatel� do velkých skupin ubývá dat. 
Drobné chyby, nezdary i úsp�chy nejsou pozorovatelné, protože se navzájem vyruší, 
a p�í�iny celkového nep�íznivého vývoje nejsme schopni ani spolehliv� rozpoznat, ani 
potla�it. Krize státních i nadnárodních hospodá�ských politik, k nimž dochází 
v posledních sto letech, to z�eteln� dokazují. Náhodné jevy ovliv
ující náš život 
a nebezpe�í z nich plynoucí nelze potla�it, nanejvýš je m�žeme vzájemn� propojit 
a zp�sobit, že drobné nehody se zm�ní v jednu velkou, což platí v život� jedince stejn�
jako ve v�tších spole�enstvích. 
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Obr. 1 Sou�asná vydání talmudu i mišny obsahují �adu pozd�jších komentá��
a interpretací. Ukázka z tradi�ního vydání mišny s komentá�i: je z oddílu v�novaného 
liturgii šabatu a svátk�, �ást Megila 4:5-6. Vlastní text mišny je naho�e uprost�ed, nad 
ním Maimonid�v komentá� z XII. století, po stranách komentá�e z XV. až XIX. století, 
spodní �ást úzkého levého sloupce je antologie interpretací z nov�jší doby.  

P�eklad textu z mišny: Ten, jenž skon�í �tení z Prorok�, m�že vést i spole�nou modlitbu 
„Slyš, Izrael“. P�istoupí k arše [svatostánku] a zvedne ruce. Je-li to chlapec, zastoupí 
jej jeho otec nebo u�itel. Chlapec m�že �íst z tóry a recitovat z aramejského p�ekladu. 
Nem�že však vést spole�nou modlitbu: „Slyš, Izraeli“ a p�istoupit k arše a zvednout 
ruce. 
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           Obr. 2 Titulní stránka vydání Digest z roku 1581 a z roku 1583. 
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Obr. 4a Portrét Francesca di Marco Datini (1335–1410) vytvo�ený 20 let po jeho smrti a dopis 
z archivu Datini (byl odeslán z Avignonu a došel do Florencie 1. 11. 1408). 

Obr. 4b Dopis z archivu Datini z roku 1386. 



PRÁCE HISTORIKA MATEMATIKY 

JIND�ICH BE�VÁ�, MARTINA BE�VÁ�OVÁ

Tento p�ísp�vek je rekapitulací pozitivních i negativních zkušeností, které vyplynuly 
z naší dosavadní práce v historii matematiky, z vedení diplomových prací, ze školení 
doktorand� a vedení jejich doktorských disertací v oboru Obecné otázky matematiky 
a informatiky na MFF UK. Nazna�íme problémy, která provázely a provázejí naši práci, 
pozastavíme se u n�kterých otázek, které nás trápily a trápí.  

Zamyslíme se nad prací historika matematiky, pokusíme se nastínit základní 
problémy, s nimiž se tém�� každý na za�átku svého studia a bádání setkává, jež n�kdy 
více, n�kdy mén� úsp�šn� �eší, s nimiž se potýká, jejichž vy�ešení ho povzbuzuje k další 
práci, resp. v p�ípad� neúsp�chu od ní odrazuje. Snad bude tento p�ísp�vek užite�ný 
a motivující pro za�áte�níky, pro studenty a doktorandy, a tím i pro nás, kte�í je vedeme 
a vychováváme. 

1 Metodika práce 

1.1 Zvolení tématu práce a její po�átek 

P�ed zapo�etím badatelské práce se vyplatí v�novat velkou pozornost otázkám výb�ru 
vhodného okruhu problém�. Je t�eba na jedné stran� posoudit zajímavost a novost 
tématu,1 jeho p�edpokládanou odbornou, jazykovou a �asovou náro�nost, na druhé stran�
zvážit všestrannou p�ipravenost �ešitele �i týmu �ešitel�, diplomanta a doktoranda, 
existenci informa�ních zdroj� (odborných monografií, �asopisecké literatury, archivních 
materiál� apod.) a jejich dostupnost. Rovn�ž je t�eba pe�liv� rozmyslet zp�soby 
zpracování a rozvážit metody práce, které budou pro dané téma vhodné, aby bylo 
zpracováno komplexn�, aby bylo možno o�ekávat p�vodní, správné a prokazatelné 
výsledky,2 aby tedy byla diplomová �i diserta�ní práce obhajitelná, sepsaný �lánek 
publikovatelný v našem �asopise �i sborníku, nebo dokonce v n�jakém zahrani�ním 
periodiku. Není marné rozmyslet ješt� p�ed za�átkem bádání rámcový plán postupu prací 
na  p�ipravovaném tématu.   

Pe�livá a promyšlená volba tématu, resp. souboru témat, na nichž pracuje sou�asn�
nebo postupn� více �ešitel�, ná�rt zp�sob� zpracování a postupu prací zabrání t�íšt�ní sil 
a p�ebíhání od tématu k tématu.3 Sou�asné rozši�ování obzor� a vnímání nejr�zn�jších 
souvislostí výrazným zp�sobem napomáhá p�i badatelské práci, inspiruje a motivuje.  

                                                          

1 Nikdo se nem�že zcela vymknout trend�m a „požadavk�m“ doby. Není však p�íliš vhodné volit témata 
z oblastí, které již byly mnohokrát zpracovány, nebo z oblastí, které jsou již za zenitem svého vývoje. Pom�rn�
riskantní bývá, a to z �ady d�vod�, volba témat módních. 
2 Poznamenejme, že správnost i p�vodnost výsledk� se v humanitních a mezních oborech jen t�žko prokazuje, 
nebo� na n� není možno aplikovat kritéria exaktních v�d. Správnost matematického výsledku se prokazuje jeho 
exaktním d�kazem, p�vodností se rozumí, zhruba �e�eno, priorita v publikaci. 
3 Pom�rn� �astou chybou je t�kání po tématech, rozm�l
ování sil, odbíhání k novým, v té chvíli t�eba 
atraktivn�jším témat�m. Pokud chceme, aby naše práce byla úsp�šná, je t�eba vytrvat v jednou �i dvou sm�rech 
bádání, dokud se zvolený problém nezmapuje, nezpracuje a práce nesepíše. P�itom se však badatel nesmí 
uzavírat p�ed dalšími nápady; nám�ty pro další práci je t�eba shromaž	ovat, na ur�ité místo si je poznamenávat, 
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Vhodnost a nosnost tématu, jeho odbornou, jazykovou i �asovou náro�nost by m�l 
dob�e rozvážit jeho zadavatel, hlavní �ešitel projektu, vedoucí diplomové práce, resp. 
školitel nastupujícího doktoranda.  

1.2 Zaujetí tématem práce, pracovní nasazení 

Každý student, doktorand, badatel �i �ešitel projektu by m�l ke svému studiu a ke své  
badatelské práci p�istupovat se zájmem, s opravdovým nasazením, m�l by p�icházet 
s vlastními nápady a �ešeními, promýšlet své metody práce, výstižn� �e�eno – musí se 
svým výzkumným tématem žít, tj. ráno vstávat a ve�er uléhat. Školitel �i vedoucí 
�ešitelského kolektivu by m�l svého diplomanta, doktoranda, resp. sv�j �ešitelský tým 
inspirovat a usm�r
ovat, navrhovat další možné cesty bádání, zp�soby �ešení, motivovat 
k vyhledávání dalších možných informa�ních zdroj�, sou�asn� však soustavn� vést 
k samostatnosti a svéprávnosti v badatelské práci. 

1.3 Metodika 

Každý v�decký obor má svoji terminologii, zp�soby sb�ru, t�íd�ní a vyhodnocování 
informa�ních zdroj� a dalších materiál�, výb�r a zpracování jednotlivých témat, vlastní 
metody psaní �lánk� a monografií, specifické zp�soby citování apod. Poznání základních 
postup� a trend� zvoleného oboru, základní a p�ehledové literatury je pouze nutným 
p�edpokladem budoucí úsp�šné práce.  

V po�áte�ní etap� práce je nutno se pe�liv� seznámit se zavedenými zp�soby psaní, 
s již publikovanými výsledky, se základní i rozši�ující literaturou a s etickou stránkou 
zve�ej
ování výsledk�. Není možno stav�t na písku, ignorovat d�ív�jší výzkumy 
a výsledky.4

D�ležitá je volba metody zpracování a t�íd�ní shromážd�ného a prostudovaného 
materiálu (literatury, archívních materiál�, po�íta�ových zdroj�, m��ení apod.). P�i studiu 
a využití velkého množství materiál�, kterému se historik matematiky nem�že vyhnout, 
je nutno postupovat pe�liv�, p�esn� a systematicky a každou práci promýšlet do všech 
detail� tak, aby se dalo co nejvíce vyt�žit ze studovaných materiál� a nebylo nutno se do 
nekone�na k již prostudovanému vracet. Nezbytné je též p�esné a správné 
poznamenávání zdroj�, promyšlené po�izování kopií a jejich správné popisování. 
Zdánliv� nepodstatné, ale nesmírn� d�ležité, je poznamenávat si i negativní výsledky 
a zkušenosti, protože jen tak se vyhneme bloud�ní v kruhu. Rovn�ž se osv�d�uje pe�livé 
poznamenání, v jakém stavu zpracování se nachází studovaný problém, když práci na 
kratší �i delší �as p�erušuji. Pokud si poznamenáme, co jsme ud�lali, prošli, prostudovali, 
nam��ili, kde z�stala bílá místa, nejasnosti a otazníky, nebudeme mít problém vrátit se 
i po delším �ase ke studovanému a rozpracovanému tématu. 

1.4 Klasické a moderní dovednosti 

Ke klasickým dovednostem pat�í rychlá orientace v knihovnách (staré i nové fondy, 
katalogy, rejst�íky apod.), v biografických a bibliografických slovnících, p�íru�kách, 

                                                                                                                                                                                    

aby se k nim bylo možno vrátit po ukon�ení dosavadní práce. Vyplatí se svou pozornost postupn� posouvat od 
jednoho tématu ke druhému, ale blízkému. 
4 Ignorování d�ív�jších výsledk� se dnes objevuje �asto; za�ínající doktorandi vymýšlejí výzkumné projekty bez 
dostate�né znalosti základní i rozši�ující odborné literatury, bez znalosti d�ív�jších výsledk�, provedených 
výzkum� a analýz. Tak se objevují výsledky již dávno v odborné komunit� známé. 
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encyklopediích, v základní literatu�e, u�ebnicích, monografiích, odborných �asopisech 
(indexy), v �asopisecké literatu�e, v referativních �asopisech apod. Archivní bádání však 
vyžaduje zkušenosti jiného typu; práce s popisy archivních fond� (inventá�e, rejst�íky), 
vyhledávání a objednávání materiál�, práce s materiály v ochranném režimu (mikrofilmy, 
mikrofiše, �te�ky). Poznání klasických informa�ních zdroj� podstatn� napom�že 
p�echodu k moderním metodám vyhledávání informací (internet, databáze, digitalizované 
knihovny, soupisy archivních fond� atd.). 

P�ipome
me, že knihovnami s rozsáhlými fondy jsou Národní knihovna �R v Praze, 
Technická knihovna v Praze, Knihovna AV �R, Knihovna MÚ AV �R, Knihovna MFF 
UK, Státní pedagogická knihovna J. A. Komenského, Knihovna Národního muzea 
v Praze, Zemská moravská knihovna v Brn�, Státní v�decká knihovna v Olomouci, Státní 
v�decká knihovna v Hradci Králové atd. Na za�átku studia je nutné se seznámit se 
strukturou katalog�, zp�soby objednávání literatury, s organizací výp�j�ek a možnostmi 
práce ve studovnách (nap�. p�ipojení vlastního notebooku, scanneru, použití digitálního 
fotoaparátu, možnost kopírování apod.), s prací se �tecími a kopírovacími za�ízeními. Je 
dobré v�d�t, že existuje meziknihovní (též mezinárodní) služba, s jejíž pomocí se 
dostaneme ke knihám, které v dosažitelných knihovnách nejsou. 

Výše uvedené zdroje jsou dnes modernizované, mnoho informací lze získat pomocí 
Internetu. Lze nahlédnout do katalog� knihoven, našich i zahrani�ních, do soupis�
archivních materiál�, do databází referativních �asopis�, do katalog� digitalizovaných 
knihoven, s úsp�chem je možno využít rozmanité zp�soby vyhledávání. Mnoho knih, 
�asopiseckých prací, biografických i bibliografických informací, které bylo d�íve t�eba 
pracn� shán�t, lze dnes bez v�tších problém� vyhledat p�es Internet a vytisknout na 
tiskárn�, aniž by bylo nutno vyvinout jiné úsilí než intelektuální. 

P�edpokladem úsp�šné práce je využívání a soustavné rozši�ování po�íta�ových 
dovedností. Bezpe�né zvládnutí vhodného (p�ípadn� požadovaného) textového editoru5 je 
dnes nezbytné p�i sepisování publikací. Velmi �asto je t�eba um�t pracovat se scannerem, 
s n�jakým programem na rýsování geometrických obrázk� apod. P�íprava prezentace pro 
vystoupení na konferencích a seminá�ích vyžaduje n�jakou formu PowerPointu, práci 
s notebookem, dataprojektorem atd. Mnohdy nám v naší práci pomohou matematické 
programy (nap�. Mathematica, Maple, Cabri, CAD). Obrovské možnosti pro vyhledávání 
informací i nápad� poskytuje Internet (nap�. Google, Google Books, nejr�zn�jší databáze 
apod.). Poznání a pochopení vhodných metod vyhledávání lze získat jen soustavnou 
prací. Vyhledané informace je však t�eba velmi �asto n�jak ov��it a analyzovat; v záplav�
seriózních a neseriózních informací nejr�zn�jších webových stránek není jednoduché se 
zorientovat.  

Samoz�ejmostí by m�la být dobrá znalost domácí i zahrani�ní odborné produkce ve 
zvoleném oboru, ucelený p�ehled o základní i speciální literatu�e, p�ehled o knihovnách, 
užite�ných databází, o seriózních webových stránkách, které poskytují mimo jiné „free 
nabídky“ oscanovaných knih, monografií, u�ebních text�, �asopiseckých prací, nahlížení 
do katalog� a databází sv�tových knihoven a referativních �asopis�. Je až s podivem, jak 
málo má dnešní mladá po�íta�ová generace vybudovanou opravdovou internetovou 
gramotnost, bez níž není možno hledat souvislosti, návaznosti, inspirace apod. 

                                                          

5 Nap�. Word, v matematickém sv�t� n�která forma TEXu, n�kdy je rozumné užít Exel. 
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1.5 Rozhled a prezentace výsledk�
Nezbytnou sou�ástí výzkumné práce je sledování d�ní ve vlastním oboru a v oborech 

p�íbuzných. Je t�eba efektivn� vyhledávat a vyhodnocovat informace na internetu, 
sledovat domácí i zahrani�ní d�ní, ú�astnit se domácích i zahrani�ních konferencí 
a p�ednáškových pobyt�, pravideln� vystupovat se svými výsledky na seminá�ích, 
konferencích a odborných akcích, sledovat práci koleg� apod. Proto je vhodné si 
uv�domit, že kvalitní vystoupení se musí opírat o výsledky dlouhodobé poctivé práce 
a není možno jej p�ipravit na „koleni“ a „p�es noc“, pokud chceme mít rozumný výsledek 
a úsp�ch. Každý si musí prožít své první vystoupení, své úsp�chy a neúsp�chy spojené 
s dobrou �i špatnou volbou prezentace (velikost písma, grafická úprava, �itelnost textu, 
p�eklepy a odborné a gramatické chyby, odborná náro�nost zvolené prezentace, kvalita 
ústního podání, boj s �asovou tísní, trémou apod.). 

1.6 Neznalost aktuálního stavu problematiky 

�astou chybou, zejména doktorand� a za�ínajících badatel�, je neznalost aktuálního 
stavu zkoumané problematiky, která v�tšinou vyplývá z nedostate�ného prostudování 
základní literatury a návazných prací. Spat�ujeme zde pom�rn� velký dluh na stran�
školitel�, kte�í by m�li své doktorandy již na za�átku jejich studia vhodn� usm�rnit, resp. 
na stran� hlavních �ešitel�, kte�í nechají tým �ešitel� svému osudu. Výchozím bodem 
každé odborné a v�decké práce musí být podrobné poznání jednak klasických, jednak 
nejnov�jších výsledk� v oblasti, v níž zahajujeme svoji práci. 

Každá v�decká práce by m�la vyjít ze základní rešerše obecn�ji zam��ené literatury, 
která poslouží k první orientaci ve zvoleném problému. Potom je t�eba za�ít studovat 
speciální �asopisecké práce, monografie, které se podrobn� v�nující díl�í problematice, 
a p�vodní zdroje (tzv. primární prameny). 

Chceme-li sepsat disertaci nebo hlubší práci, nevysta�íme jen s úvodní rešerší, 
s �etbou encyklopedické literatury a základních u�ebnic. Je zapot�ebí shán�t další 
informace, konfrontovat je, provád�t jejich seriózní komparaci, pono�it se do p�vodních, 
�asto velmi náro�ných prací.6 Nelze pracovat jen s jedním zdrojem, musíme hledat �etné 
souvislosti, procházet i slepé cesty a zavrhovat špatná �ešení apod. Další chybou je 
p�ecen�ní vlastních sil a tužeb,7 špatné rozvržení studia,8 promarn�ní �asu, který nám již 
nikdy nikdo nedá. 

1.7 Citování, p�vodnost výsledk�
Velkým problémem, a to nejen za�ínajících badatel�, je citování použitých zdroj�, 

klasických, moderních i archivních materiál�. Jeden extrém p�edstavují auto�i, kte�í 
necitují krom� svých vlastních prací tém�� nic; domnívají se totiž, že uvedení použité 
literatury a dalších materiál� snižuje význam jejich práce, že jejich výsledky tím ztrácejí 
na cen�. �asto se tak (úmysln� nebo neúmysln�) dopoušt�jí do ur�ité míry plagiátorství, 
když necitují literaturu, kterou využili. Je však také možné, že žádnou literaturu a žádné 
                                                          

6 Náro�nost studia historických matematických text� je dána starou terminologií, odlišným jazykem, neobvyklou 
symbolikou a strukturou práce.  
7 Nejsou ojedin�lé p�ípady, že se zadá téma a v pr�b�hu studia se zjistí, že �ešitel nemá dostate�né matematické 
�i jazykové vzd�lání. Není ochoten pracovat a o studium vlastn� nemá žádný zájem. 
8 Slavný spisovatel a profesor Hans Seley svým budoucím doktorand�m kladl zdánliv� banální otázku: Kdy 
chcete za�ít pracovat? I podle jejich odpov�di na tuto jednoduchou otázku si pak vybíral ty, které považoval za 
perspektivní. 
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odborné práce nestudují a své výsledky staví �asto jen na zelené louce. Mnohdy až po 
dokon�ení práce zjiš�ují, že „objevili Ameriku“. Nejzávažn�jší p�ípady, které jsou �as od 
�asu odhaleny, spo�ívají ve zcela úmyslném, tém�� doslovném opisování cizích prací, 
které (z pochopitelných d�vod�) citovány nejsou. 

N�kte�í auto�i naopak velmi intenzívn�, ale násiln�, citují p�i každé p�íležitosti své 
p�átele; úsp�šnost odborné a v�decké práce se totiž m��í mimo jiné po�tem citací. 
Existují dokonce ur�ité komunity �i klany, jejichž �lenové se takto p�ehnan� citují 
a poskytují si navzájem velké množství bod� za takto „vyrobené“ citace. Jiní naopak 
zcela zám�rn� ignorují n�které své kolegy, které chápou jako obtížnou konkurenci, jako 
nep�átele.9 Oba jevy – citování p�átel a ignorování konkurent� – se v�tšinou vyskytují ve 
vzájemné jednot� u stejných jedinc�. 

Každá v�decká práce má zcela jasn� vymezit, z jakých informací vychází a jaké 
záv�ry z nich d�lá. Musí zcela jasn� a p�esn� rozlišit, co bylo vy�teno z literatury, jaké 
výsledky byly samostatn� získány, jaké metody vedly, resp. nevedly k cíli, jaké 
experimenty byly provedeny, jaká statistická šet�ení zpracována apod. Jen tak je možno 
vyhnout se neúmyslnému opisování �i dokonce plagiátorství. S úmyslným opisováním je 
t�eba nemilosrdn� bojovat. 

2 P�ehled základních zdroj�

V následujících odstavcích uvedeme n�které d�ležité informa�ní zdroje, které p�i své 
práci s úsp�chem využíváme. V žádném p�ípad� se nejedná o vy�erpávající seznam, ale 
o jakýsi vstup do bohatého „informa�ního sv�ta“, který otevírá mnoho možností pro práci 
v historii matematiky. 

V klasických zdrojích, slovnících a encyklopediích, lze pom�rn� snadno nalézt 
základní informace biografické, bibliografické, matematické i historické, stejn� tak 
i p�ehledové práce o vývoji jednotlivých matematických disciplín. V tzv. zdrojových 
knihách jsou otišt�ny st�žejní ukázky z významných matematických prací všech dob; 
navíc jsou v�tšinou dopln�ny kvalifikovanými komentá�i. Referativní �asopisy obsahují 
stru�né posudky (tzv. review) na �asopisecky publikované práce, na vydané u�ebnice 
a monografie. N�které �asopisy uvedené v seznamu 2.6 se v�nují historii matematiky 
a exaktních v�d, n�které historii v�dy, jiné jsou zam��eny pom�rn� široce – od 
matematiky p�es její historii až k otázkám didaktiky a vyu�ování matematice. 
Poznamenejme, že n�které �asopisy jsou �as od �asu dopln�ny p�ehlednými indexy 
shrnujícími informace o publikovaných pracích za dlouhé �asové období (�azeny jsou 
podle autor�, podle obor� apod.). V sou�asné dob� je �ada klasických �asopis� dostupná 
i v elektronické verzi, vznikají rovn�ž �ist� elektronické �asopisy. 

V poslední dob� jsou možnosti t�chto klasických zdroj� výrazn� rozší�eny 
o nejr�zn�jší internetové vyhledávání. Nar�stá po�et �asopis�, které mají své webové 
stránky, na nichž jsou n�které publikované práce dostupné zdarma, jiné za poplatek; 

                                                          

9 Morální vysp�lost badatele se pozná i na zp�sobech citování. Uve	me jeden p�íklad z �eské historie: František 
Josef Studni�ka (1836–1903), profesor matematiky na pražské a pozd�ji �eské univerzit�, se léta nesnášel se 
svým kolegou Augustem Seydlerem (1849–1891), profesorem fyziky. P�esto nap�. ve své práci o kvaternionech 
z roku 1894 citoval výsledky svého zem�elého „konkurenta“ z roku 1881 a uvedl, že ho tyto výsledky 
inspirovaly. 
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bezplatn� p�ístupné jsou �asto obsahy jednotlivých ro�ník� a n�kdy i abstrakty otišt�ných 
prací. Referativní �asopisy jsou postupn� digitalizovány, veškeré informace, které byly 
p�vodn� otišt�ny v jednotlivých jejich svazcích, jsou nyní obsaženy v rozsáhlých 
databázích umož
ujících všestranné vyhledávání. N�které z t�chto databází jsou voln�
p�ístupné, jiné jsou voln� k disposici na MFF UK, P�F MU, MÚ AV �R a n�kterých 
dalších institucích. Existují též databáze matematických prací, které nebyly vytvo�eny 
p�ímo z referativních �asopis�. 

V katalozích v�tšiny klasických knihoven lze dnes knihy vyhledávat i objednávat p�es 
internet,10 �asto v nich nalezneme i životní data jednotlivých autor�. V digitalizovaných 
knihovnách, které jsou p�ístupné p�es Internet, lze vyhledat n�které �asopisecké práce, 
u�ebnice i monografie a p�íslušné pasáže vytisknout. Takto jsou bezplatn� dostupné nap�. 
sebrané spisy �ady významných matematik�.  

Nejmodern�jšími zdroji poznatk� všeho druhu jsou dnes webové stránky. Práv� na 
nich lze pom�rn� snadno nalézt základní informace biografické, bibliografické, 
matematické i historické. Obsahují obrovský materiál usnad
ující studium i odbornou 
a v�deckou práci. Poskytují mnoho informací, které bychom jinak t�žko shán�li, nebo 
které by pro nás byly zcela nedostupné. Je však t�eba si uv�domit, že webové stránky 
b�hem doby vznikají, zanikají, prom�
ují se, vyvíjejí a jejich kvalita kolísá. Vedle velice 
seriózních stránek existují navíc i zcela bezcenné stránky s velice pochybnými 
informacemi; s tímto nebezpe�ím je t�eba po�ítat. Objem materiálu, které webové stránky 
poskytují, však velmi rychle nar�stá. Mnohé navíc skýtají obrovské možnosti 
mnohostranného vyhledávání, což je �asto podmín�no jejich vzájemným propojením. 

Níže uvedený seznam uvádí, podle našeho mín�ní, jen ty webové stránky, které 
p�inášejí seriózní informace. V žádném p�ípad� však nelze �íci, že uve�ej
ujeme 
reprezentativní soupis všech d�ležitých webových stránek v�nujících se úpln� nebo jen 
�áste�n� historii matematiky. Jedná se pouze o vstup do webového sv�ta, který umožní 
rychlé získání pom�rn� spolehlivých informací všeho druhu, a to nejen z historie 
matematiky, ale i z matematiky samotné. N�které webové stránky jsou v�novány 
zejména biografickým záležitostem, jiné hlavn� život�m a díl�m jednotlivých 
matematik�, zve�ej
ují však i jejich digitalizované práce a další materiály – nap�. Galileo 
project obsahuje n�které Galileiho práce, Leibniz-Archivs tisíce stran Leibnizovy 
korespondence a výb�r z jeho prací, The Online Newton Project umož
uje p�ístup 
k n�kterým Newtonovým pracím, Eulerovy práce jsou p�ístupné na The works of 
Leonhard Euler online. 

Poznamenejme, že za�azení jednotlivých pramen� do následujících odstavc� je v �ad�
p�ípad� problematické; n�které knižní tituly �i webové stránky by mohly být podle svého 
obsahu, pojetí a zpracování uvedeny ve více kolekcích. 

V�ele doporu�ujeme doktorand�m a za�ínajícím badatel�m podrobné seznámení 
s charakterem níže uvedených klasických i moderních informa�ních zdroj�. Je t�eba 
v�d�t, kde a jak co nejrychleji získat spolehlivé informace o problematice, které se 
chceme v�novat. 

                                                          

10 Dob�e fungující vyhledávání poskytuje nap�. bohat� vybavená knihovna Istituto matematico Guido 
Castelnuovo, Università di Roma ”La Sapienza”, http://library.mat.uniroma1.it/. 
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2.1 Slovníky (biografické, bibliografické, nau�né, matematické) 

• C. von Würzbach: Biographisches Lexikon des Kaiserthum Oesterreich, Wien, 
1856–1890.

• J. C. Poggendorff's biographisch-literarisches Handwörterbuch zur Geschichte 
der exakten Wissenschaften, I.-VIII. Od roku 1863, též na CD-ROM, 2004.

• Ott�v slovník nau�ný, I.-XXVIII., Vydavatel a nakladatel J. Otto, Praha, 1888–
1909. Ott�v slovník nau�ný nové doby, I.-VI. (12 svazk�), 1930–1943. Reedice: 
1996–2003.

• A. I. Borodin, A. S. Bugaj: Biografi�eskij slovar’ dejatelej v oblasti matematiki, 
Radjans’ka škola, Kiev, 1979, 607 stran; 2. vydání: Vydajuš�iesja matematiki.
Biografi�eskij slovar – spravo�nik, Radjans’ka škola, Kiev, 1987, 653 stran.

• A. N. Bogoljubov: Matematiki, mechaniki. Biografi�eskij spravo�nik, Naukova 
Dumka, Kiev, 1983, 639 stran.

• C. C. Gillespie (ed.): Dictionary of Scientific Biography, C. Scribner’s sons, New 
York, 1970–1990.  

• S. Gottwald, H.-J. Ilgauds, K.-H. Schlotte: Lexikon bedeutender Mathematiker, 
Bibliographisches Institut Leipzig, Verlag Harri Deutsch, Thun, Frankfurt am 
Main, 1990, 540 stran; p�ipravuje se další, rozší�ené vydání. 

• H. Wussing, W. Arnold: Biographien bedeutender Mathematiker, 4. vydání: Volk 
und Wissen, Volkseigener Verlag, Berlin, 1989.

• J. Folta, L. Nový: D�jiny p�írodních v�d v datech, Malá encyklopedie, svazek 8, 
Mladá fronta, Praha, 1979, 359 stran.

2.2 Encyklopedická díla 

• P. L. Buter, D. Lohrmann: Science in Western and Eastern Civilization in 
Carolingian Times, Birkhäuser Verlag, Basel-Boston-Berlin, 1993. 

• F. Cajory: A History of Mathematical Notations. Two Volumes Bound As One, 
Dover Publication, New York, 1993. 

• H. Cancik, H. Schneider (eds.): Der neue Pauly. Enzyklopädie der Antike. Das 
klassische Altertum und seine Rezeptionsgeschichte, J. B. Metzler, Stuttgart,   
1996–2003, 11 611 stran.  

• H. Cancik, H. Schneider, M. Landfester, Ch. F. Salazar (eds.): Brill’s New Pauly. 
Encyclopaeda of the Ancient World, Brill, 2006.  

• G. Sarton: Introduction to the History of Science, I.-III., Baltimore, 1931–1947. 

• A. Pauly, G. Wissowa, W. Kroll, K. Witte, K. Mittelhaus, K. Ziegler (eds.): 
Paulys Realencyclopädie der classischen Altertumswissenschaft. J. B. Metzler, 
Stuttgart, 1894–1980. 
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• E. Pascal: Repertorio di matematiche superiori (Definizioni – Formole – Teoremi 
– Cenni bibliografici). I. Analisi, II. Geometria, Ulrico Hoepli, Milano, 1898, 
1900, xv + 642 stran, xviii + 928 stran. 

• E. Pascal: Repertorium der höheren Mathematik, I. Analysis, II. Geometrie, 
Teubner, Leipzig und Berlin, 1900, 1902, xii + 638, ix + 712 stran, n�meckou 
verzi p�ipravil kolektiv autor� pod vedením P. Epsteina a H. E. Timerdinga; 
2. vydání: I.1: 1910, xv + 528 stran, I.2: 1927, xii, 529–1024, I.3: 1929, xii, 
1025–1598, II.1: 1910, xvi + 536 stran, II.2: 1922, xii, 537–1165. 

• Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwen-
dungen, Akademie der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München und 
Wien, B. G. Teubner, Leipzig, 1898–1935. 

• Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées, Gauthier-Villars, 
Paris, Teubner, Leipzig, 1904–1916; reprint: Gabay, 1992. 

• L. Berzolari, G. Vivanti, D. Gigli (ed.): Enciclopedia delle matematiche elemen-
tari I-1, I-2, II-1, II-2, III-1, III-2, III-3, Ulrico Hoepli, Milano, 1930, 1932, 1937, 
1938, 1947, 1950, 1953, xvi + 450, xvi + 609, xvi + 634, xi + 572, 1038, 218 
stran. Ristampa: Roma, 2003–2004. 

• Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwen-
dungen, B. G. Teubner, Leipzig, 1950–1958. 

• L. Nový a kol.: D�jiny exaktních v�d v �eských zemích do konce 19. století, 
Nakladatelství �SAV, Praha, 1961, 431 stran. 

• I. M. Vinogradov (ed.): Matemati�eskaja encyklopedija I.-V., Izdatel'stvo Sovet-
skaja encyklopedija, Moskva, 1977–1985; anglicky: M. Hazewinkel (ed.):  
Encyclopedia of mathematics I.-VI., Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 
Boston, London, 1995, Supplement I.-III., 1997, 2000, 2001. 

• I. Grattan-Guinness (ed.): Companion Encyklopedia of the History and Philo-
sophy of the Mathematical Sciences, Vol. I., II.,  Routledge, London-New York, 
1994, xi + xi + 1806 stran; reprint: J. Hopkins Paperback Edition, 2003. 

2.3 Bibliografie 

• K. O. May: Bibliograhpy and Research Manual of the History of Mathematics, 
University of Toronto Press, Buffalo, 1973, 818 stran. 

• J. W. Dauben: The History of Mathematics from Antiquity to the Present. 
A Selective Bibliography, Garland, New York, 1985, xxxix + 467 stran; revised 
edition on CD-ROM, A. C. Lewis (ed.), AMS, Providence, RI, 2000. 

2.4 Zdrojové knihy (source books, chrestomatie) 

• A. Speiser: Klassische Stücke der Mathematik, Verlag Orell Füssli, Zürich und 
Leipzig, 1925, 170 stran. 
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• H. Wieleitner: Mathematische Quellenbücher, I.-IV., Berlin, 1927–1929. 

• D. E. Smith: A source Book in Mathematics I., II., New York, 1929, xiii + 701 
stran, reprint: Dover Publications, Inc., New York, 1959; reprint:  McGraw-Hill 
Book Company, New York, 1985. 

• J. R. Newman: The World of Mathematics, I.-IV., New York, 1956. 

• H. O. Midonick: The Treasury of Mathematics I., II., Penguin Books, London, 
New York, 1965, 412 + 416 stran. 

• J. van Heyenoort: From Frege to Gödel. A Source Book in Mathematics, 1870–
1931, Cambridge, Mass., 1967. 

• G. Birkhoff: A Source Book in Classical Analysis, Cambridge, Mass., 1973. 

• A. P. Juškevi� (red.): Chrestomatija po istorii matematiki, I. Arifmetika i algebra, 
Teorija �isel, Geometrija, II. Matemati�eskij analiz, Teorija verojatnostej, 
Prosveš�enie, Moskva, 1976, 1977, 319 + 224 stran. 

• D. J. Struik (ed.): A source Book in Mathematics 1200–1800, Cambridge, Mass., 
1969, xiv + 427 stran; reprint: Princenton University Press, Princeton, 1986, 
1990. 

• J. Fauvel, J. Gray: The History of Mathematics. A reader,  The Open University, 
London, 1987. 

• U. Bottazzini, P. Freguglia, L. Toti Rigatelli: Fonti per la storia della matema-
tica: aritmetica, geometria, algebra, analisi infinitesimale, calcolo delle proba-
bilita, logica, Sansoni editore, Firenze, 1992, vi + 521 stran. 

• V. J. Katz (ed.): The Mathematics of Egypt, Mesopotamia, China, India, and 
Islam. A Sourcebook,  Princeton University Press, Princeton and Oxford, 2007, 
xiv + 685 stran. 

2.5 Referativní �asopisy 

• Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik und Physik. 1868 až 1942.  
o http://www.emis.ams.org/projects/JFM/ 

• Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques. Od roku 1870. 

• Revue semestrielle des publications mathématiques. 1893–1933. 

• Zentralblatt für Mathematik und ihre Grenzgebiete (reine und angewandte Mathema-
tik, theoretische Physik, Astrophysik, Geophysik). Od roku 1931. 

o http://www.zentralblatt-math.org/zmath/en/ 

• Mathematical Reviews. Od roku 1940. 
o http://www.ams.org/mathscinet/ 

• Referativnyj Žurnal. Matematika. Od roku 1953. 
o http://www.lib.vsu.ru/resurses/math.phtml 
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2.6 �asopisy 

• Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften  
mit Einschluss ihrer Anwendungen. 1877–1913. 

• American Mathematical Monthly. Od roku 1894. 
o http://www.maa.org/pubs/monthly_toc_archives.html 

• Annals of Science. Od roku 1936 
o http://www.tandf.co.uk/journals/tf/00033790.html 

• Archiv für die Geschichte der Mathematik, der Naturwissenschaften und der 
Technik. 1918–1931. 

• Archives internationales d'histoire des sciences. 1919–1926 jako Archivio di 
storia della scienza, 1927–1943 jako Archeion, od roku 1947 pod sou�asným 
názvem. 

• Archive for History of Exact Sciences. Od roku 1960. 
o http://www.springerlink.com/content/101548/ 

• Bibliotheca Mathematica. 1884–1886, 1887–1899, 1900–1913. 

• Bolletino di bibliografia e storia delle scienze matematiche. 1898–1919. 

• Bolletino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche e fisiche. 
  1868–1887. 

• Bollettino di storia delle scienze matematiche. Od roku 1981.
o http://www.libraweb.net/sommari.php?chiave=92 

• The British Journal for the Philosophy of Science. Od roku 1950. 
o http://bjps.oxfordjournals.org/ 

• Bulletin Signalétique 522. Histoire des sciences et des techniques. Od roku 1962. 

• Centaurus. Od roku 1950. 
o http://www.blackwell-synergy.com/loi/CNT?open=1950&cookieSet=1 

• D�jiny v�d a techniky. Od roku 1968. 
o http://mujweb.cz/Veda/dejiny_ved_a_techniky/ 

• Gnomon. Kritische Zeitschrift für die gesamte klassische Altertumswissenschaft. 
Od roku 1925.  

• Isis. Od roku 1913. 
o http://www.journals.uchicago.edu/Isis 

• Istoriko-matemati�eskie issledovanija. Od roku 1948. 

• Journal for the History of Astronomy. Od roku 1970. 
o http://www.shpltd.co.uk/jha.html 

• Journal of the Warburg and Courtauld Institutes. Od roku 1937. 
o http://warburg.sas.ac.uk/journal/ 
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• Hermes. Od roku 1866. 
o http://www.ingentaconnect.com/content/fsv/hermes 

• Historia Mathematica. Od roku 1974. 
o http://www.math.uu.nl/ichm/hm/hmtoc.html 
o http://www.sciencedirect.com/science/journal/03150860 

• History of Science. Od roku 1971.
o http://www.shpltd.co.uk/hs.html 

• Historia Scientiarum. Od roku 1962.
o http://wwwsoc.nii.ac.jp/jshs/historiascientiarum/ 

• The Mathematical Intelligencer. Od roku 1979.

• Mitteilungen zur Geschichte der Medizin und Naturwissenschaften und Technik. 
1932–1941.

• NTM, International Zeitschrift für Geschichte und Ethnik der Naturwissenschaf-
ten, Technik und  Medizin, Od roku 1960. 

o http://www.springerlink.com/content/0036-6978 

• Physis. Rivista internazionale di storia della Scienza. Od roku 1959–1985, 
znovu od roku 1991. 

o http://www.olschki.it/riviste/physis.htm 

• Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik. 
1930–1936. 

• Science in Context. Od roku 1980.
o http://journals.cambridge.org/action/displayJournal?jid=SIC 

• Scientia. (Rivista di scienza). 1907–1988. 
o http://acnp.cib.unibo.it/cgi-ser/start/it/cnr/df-p.tcl?issn=0036-8687 

• Scripta Mathematica: A Quarterly Journal Devoted to the Philosophy, History, 
and Expository Treatment of Mathematics. 1932–1974.

  

• Sudhoffs Archiv. Zeitschrift für Wissenschaftsgeschichte. Od roku 1908. 
o http://www.steiner-verlag.de/Sudhoff/ 

• Revue d'Histoire des Sciences. Od roku 1947. 
o http://www.armand-colin.com/revues_info.php?idr=14 

• Revue d'Histoire des Sciences et de leurs Applications. 1950–1984. 

• Voprosy istorii estestvoznanija i techniki. Od roku 1980. 
o http://www.ihst.ru/viet/index.htm 

• Zeitschrift für Mathematik und Physik. Historisch-literatische Abteilung. 1865–
1900. 

• Zeitschrift für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. 
1870–1944. 
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2.7 Digitalizované knihovny 

•  Digital Mathematics Library – Bielefeld 
o http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/~rehmann/DML/dml_links.html 
• Obsahuje velký po�et digitalizovaných matematických monografií, u�eb-

nic a �asopiseckých prací. 

• Cornell University Library – Math Book Collection 
o http://dlxs2.library.cornell.edu/m/math/ 
• Obsahuje velký po�et digitalizovaných matematických prací uložených 

v knihovn� Cornell University. Tato digitalizovaná knihovna je propojena 
s knihovnami stránek Goettinger Digitalizierung-Zentrum a The University
of Michigan Historical Mathematics Collection (viz dále). 

• Gallica
o http://gallica.bnf.fr/ 
• Jedná se o projekt francouzské národní knihovny obsahující mimo jiné 

digitalizované verze prací zejména významných francouzských sv�tových 
matematik� (A. L. Cauchy, C. Jordan, A.-M. Legendre, H. Poincaré atd.). 
Najdeme zde však �adu dalších digitalizovaných text�, nap�. Emila Weyra. 

• Goettinger Digitalizierung-Zentrum 
o http://gdz.sub.uni-goettingen.de/en/ 
• Obsahuje digitalizované verze více než 20 matematických �asopis�, 400 

monografií, 13 vícesvazkových d�l.  

• JSTOR 
o http://www.jstor.org/ 
• Zve�ej
uje práce z �ady �asopis� v�novaných mimo jiné též matematice 

a d�jinám v�dy. 

• Mathematicians and Philosophers of Mathematics 
o http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/HomePages.html 
• Obsahuje digitalizované práce n�kterých významných matematik� (nap�. 

G. Berkeley, G. Boole, W. R. Hamilton, B. Riemann, G. Cantor, I. New-
ton). 

• The University of Michigan Historical Mathematics Collection
o http://quod.lib.umich.edu/u/umhistmath/ 
• Obsahuje digitalizované verze publikací zejména z knihovny v Michiganu. 

Najdeme zde nap�. i knihy Emila Weyra. 

• DML–CZ: �eská digitální matematická knihovna 
o http://dml.cz/ 
• Otev�ení této webové stránky se p�ipravuje. Bude obsahovat nejd�ležit�jší 

matematickou produkci vzniklou na našem území. 
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2.8 Webové stránky obecn�jšího charakteru 

• The MacTutor History of Mathematics Archive 
o http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/ 
• Obsahuje kolekci biografií nejvýznamn�jších matematik� (asi tisíc 

osobností, jejich abecední a chronologický index, mapa míst jejich 
narození, mnoho odkaz� na další webové stránky). 

•  History of Mathematics Home Page (David E. Joyce, Clark University) 
o http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/mathhist/mathhist.html 
• Obsahuje �etné informace o vývoji matematiky v r�zných oblastech sv�ta, 

o historii vybraných matematických témat, �etné odkazy na knižní tituly 
a �asopisy, klasické matematické texty, bibliografické informace atd. 

• The Mathematical Museum and Exhibitions 
o http://www.math-net.de/links/show?collection=math.museum 
• Jedná se o �ást v�tšího celku Math-Net Links to the Mathematical World, 

který byl vyvinut na Konrad-Zuse-Zentrum für Informationstechnik, Berlin
(ZIB). Obsahuje informace o výstavách, muzeích, knihovnách a spole�-
nostech v�nujících se historii matematiky. 

• Trinity College, Dublin, History of Mathematics 
o http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/HistMath.html 
• Obsahuje n�které p�vodní matematické práce a zajímavé materiály o �ad�

matematik� (nap�. W. R. Hamilton, B. Riemann, G. Berkeley, G. Boole, 
G. Cantor, I. Newton). Jsou zde též biografie nejvýznamn�jších 
matematik� 17. a 18. století. 

• Mathematics WWW Virtual Library 
o http://www.math.fsu.edu/Virtual/ 
• Jedná se o �ást WWW Virtual Library Project.  

• Most frequently linked pages in the MathSearch index 
o http://www.maths.usyd.edu.au/MS-freq-link.html 
• Obsahuje adresy šedesáti nejužívan�jších webových stránek o matematice 

a jejím vývoji. 

• Math on the Web 
o http://www.ams.org/mathweb/index.html 

• Mathematics Education Database 
o http://www.emis.de/MATH/DI.html 

• The Math Forum @ Drexel 
o http://mathforum.org/library/topics/history/ 
• Obsahuje více než šedesát webových adres vybraných z více než 650 

nejužívan�jších webových stránek v�novaných historii matematiky. 

• MathPages:History 
o http://www.mathpages.com/home/ihistory.htm 
• Obsahuje asi �ty�icet text� Kevina Browna o významných matematických 

problémech. 
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• Math Archives – History of Mathematics 
o http://archives.math.utk.edu/topics/history.html 
• Obsahuje abecední seznam nejlepších webových stránek o historii 

matematiky. 

• The Mathematical Atlas 
o http://www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/01-XX.html 
• Stru�ný úvod do studia historie matematiky dopln�ný množstvím odkaz�. 

Vhodné pro za�áte�níky. 

• Ancient Geometry 
o http://members.aol.com/bbyars1/contents.html 

• Earliest Known Uses of Some of the Words of Mathematics 
o http://members.aol.com/jeff570/mathword.html 

• Earliest Uses of Varios Mathematical Symbols 
o http://members.aol.com/jeff570/mathsym.html 

• Famous Problems in the History of Mathematics 
o http://mathforum.org/isaac/mathhist.html 

• Mathematical Quotations Server 
o http://math.furman.edu/~mwoodard/mqs/mquot.shtml 

• Materials for the History of Statistics 
o http://www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/welcom.htm 

• Euler–Your Portal to Mathematics Publications 
o http://www.emis.de/projects/EULER/ 

• EMIS. The European Mathematical Information Service (EMS) 
o http://www.emis.de/ 

• A Bibliography of Collected Works of Mathematicians
o http://www.math.cornell.edu/~library/collectedwks.html 
• Jedná se o rozsáhlou stránku obsahující bibliografii p�edních matematik�

a kolekci slavných matematických prací. 

• Portraits of Statisticians 
o http://www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/people 
• Jedná se o kolekci portrét� asi jedné stovky statistik�, krom� toho zde 

nalezneme zajímavé reference o pracích ze statistiky od 15. století do 
sou�asnosti.  

• Richard Westfall’s Archive of the Scientic Community in the 16th and 17th 
Centuries 

o http://galileo.rice.edu/lib/catalog.html 
• Obsahuje biografické detaily o více než šesti stech osobnostech v�dy 16. a 

17. století, z toho je 170 matematik�. 

• The British Society for the History of Mathematics 
o http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/resources.html 
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• Bibliography of Mathematics in Medieval Islamic Civilization 
o http://www.math.uu.nl/people/hogend/Islamath.html 

• Mathematicians of the Seventeenth and Eighteenth Centuries 
o http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/RBallHist.html 

• Vatican – Mathematics, Ancient Science and Its Modern Fates 
o http://www.ibiblio.org/expo/vatican.exhibit/exhibit/d-

mathematics/Mathematics.html 

• Významní matematici v �eských zemích 
o http://www.math.muni.cz/math/biografie/index.html 
• Tyto rozsáhlé stránky vytvo�il na P�írodov�decké fakult� Masarykovy 

univerzity RNDr. Pavel Šišma, Ph.D. 

2.9 Webové stránky v�nované jednotlivým osobnostem 

• Archimedes 
o https://www.cs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/contents.html 
o http://www.archimedespalimpsest.org/ 

• Euclid 
o http://www.obkb.com/dcljr/euclid.html 
o http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html  

• The works of Leonhard Euler online 
o http://math.dartmouth.edu/~euler/ 

• George Green 
o http://www.nottingham.ac.uk/~ppzwww/green 

• Galileo project 
o http://www.imss.fi.it/biblio/ebgaloleana.html 

• William Rowan Hamilton 
o http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Hamilton/ 

• Hypatia of Alexandria 
o http://www.poly.polyamory.org/~howard/Hypatia 

• Leibniz-Archivs 
o http://www.nlb-hannover.de/Leibniz/Leibnizarchiv/Veroeffentlichungen/ 

• Newtonia 
o http://www.newton.org.uk 

• The Online Newton Project 
o http://web.mit.edu/dibner/  

• Henri Poincaré 
o http://poincare.uni-nancy2.fr/Outilsetfonds/ 
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• Bernhard Reimann 
o http://www.fh-lueneburg.de/u1/gym03/homepage/chronik/riemann/ 

riemann.htm 
• http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Geom/ 

2.10 Neevropská matematika – speciální stránky 

• Mesopotamian Mathematics 
o http://it.stlawu.edu/~dmelvill/mesomath/index.html 

• Mathematicians of the African Diaspora 
o http://www.math.buffalo.edu/mad/index.html 

• Mayan Math 
o http://www.hanksville.org/yucatan/mayamath.html 

2.11 Filozofie matematiky, matematika a um�ní

• Stanford Encyclopedia of Philosophy 
o http://setis.library.usyd.edu.au/stanford/contents.html 

• The Internet Encyclopaedia of Philosophy 
o http://www.utm.edu/research/iep 
• Jedná se o internetovou verzi Encyklopedie filozofie. 

• The Bertrand Russell Archives 
o http://www.mcmaster.ca/russdocs/russell.htm 
• Obsahuje n�které práce, dokumenty a dopisy Bertranda Russella.

• Mathematik und Kunst 
o http://www.math-inf.uni-greifswald.de/mathematik+kunst/ 

2.12 Výpo�etní technika 

• Abacus. The Art of Calculating with Beads 
o http://www.ee.ryerson.ca:8080/~elf/abacus/ 

• Alan Turing 
o http://www.turing.org.uk/turing 

• Charles Babbage’s Analytical Engine 
o http://www.fourmilab.ch/babbage/contents.html 
• Obsahuje základní informace o prvním po�ítacím stroji. 

• The Virtual Museum of Computing 
o http://vmoc.museophile.com/ 
• Rozsáhlý dokument o historii výpo�etní techniky. 
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2.13 Matematická muzea 

• IMSS–The Institute and Museum of the History of Science, Florence: Galileo 
Room 

o http://galileo.imss.firenze.it/museo/b/egalilg.html

• Library of Congress Vatican Exhibit Mathematics Room 
o http://www.ibiblio.org/exps/vatican/exhibit/Main_Hall.html 
• Oficiální stránka Vatikánské apoštolské knihovny – matematická �ást 

(�ecké a latinské matematické a astronomické rukopisy, matematické 
práce st�edov�ké Evropy od 9. až do 15. století). 

• The Museum of the History of Science, Oxford 
o http://www.mhs.ox.ac.uk 
• Má t�i �ásti: m��ení (matematika v 16. století), geometrie 1500–1750, 

v�da. 

• The Art of Renaissance Science: Galileo and Perspective 
o http://www.crs4.it/Ars/arshtml/arstitle.html 
• P�kná diskuse o vztahu um�ní a v�dy v renesanci. 

• Galileo Project 
o http://es.rice.edu/ES/humsoc/Galileo 

• The Perseus Project 
o http://www.perseus.tufts.edu/Texts/chunk TOC.html 
• Obsahuje práce nejvýznamn�jších �eckých matematik� a filozof�. 

2.14 �eské webové stránky s informacemi z historie matematiky 

• Osobní stránka Jind�icha Be�vá�e 
o http://www.karlin.mff.cuni.cz/~becvar/ 
• Obsahuje informace o doktorském studiu v oboru Obecné otázky matema-

tiky a informatiky na MFF UK, o p�ednáškách a seminá�ích z d�jin 
matematiky a d�jin vyu�ování matematice na MFF UK, o celostátních 
konferencích a seminá�ích z d�jin matematiky, o literatu�e apod. 

• Osobní stránka Martina Be�vá�ové 
o http://www.fd.cvut.cz/personal/nemcova/ 
• Obsahuje informace o p�ednáškách, seminá�ích a konferencích z d�jin 

matematiky na FD �VUT a MFF UK, o celostátních konferencích 
a seminá�ích z d�jin matematiky, o literatu�e apod. 

• Osobní stránka Eduarda Fuchse 
o http://bart.math.muni.cz/~fuchs 
• Obsahuje informace o historii teorie množin a �adu odkaz� na další 

webové stránky. 

• Osobní stránka Magdaleny Hykšové 
o http://euler.fd.cvut.cz/publikace/HTM/Index.html 
• Obsahuje stránku o život� a díle matematika Karla Rychlíka. 
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• Osobní stránka Pavla Šišmy 
o http://www.math.muni.cz/~sisma/history/uvod.html 
• Obsahují biografické a bibliografické informace o �eských a slovenských 

matematicích, n�meckých matematicích p�sobících na našem území, 
informace o vývoji n�mecké techniky v Brn�, informace o akcích 
týkajících se d�jin v�dy a techniky, mnoho užite�ných odkaz� na další 
webové stránky v�nované historii v�dy a vývoji matematiky. 

• Historie matematiky na olomoucké univerzit�
o http://www.sweb.cz/navarikp/uvod.html 
• Diplomová práce Pavly Nava�íkové o historii matematiky na olomoucké 

univerzit�. 

• Slavní v�dci 
o http://vedci.wz.cz/ 
• Obsahuje stru�né biografie nejvýznamn�jších osobností v�dy. 

• Výzkumné centrum pro d�jiny v�dy 
o http://www.vcdv.cas.cz 
• Stránka Výzkumného centra pro d�jiny v�dy, které existovalo v letech 2000 

až 2004. V�novalo se zejména vývoji �eské v�dy od druhé poloviny 19. 
století do sou�asnosti. 
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KONFEREN�NÍ P	ÍSP�VKY 





ARCHIMÉDOVY PRÁCE �ESKY 

MARTINA BE�VÁ�OVÁ

1 Archimédes 
Archimédes (asi 287 až 212), �ecký matematik, astronom, fyzik a inženýr, se 

narodil v Syrakusách na Sicílii jako syn astronoma a matematika Feidia. Na Sicílii prožil 
v�tšinu svého života. O jeho život� a rodin� není mnoho známo, a�koli byl jedním 
z nejvýznamn�jších a všestrann� talentovaných u�enc� starov�ku. Tvrdí se, že b�hem 
svého života navázal osobní kontakt s v�dci tehdejšího nejv�tšího st�ediska vzd�lanosti – 
Alexandrií, zejména s matematiky Kononem ze Samu (asi 280 až 220) a Eratosthenem 
z Kyrény (asi 276 až 194). V roce 212 se aktivn� ú�astnil obrany Syrakus p�ed �ímany, 
zkonstruoval obranné stroje, které svou údernou silou udivovaly tehdejší sv�t, v n�mž 
práv� probíhala jedna z etap punských válek. P�i obran� Syrakus zahynul. 

Archimédes napsal �adu významných prací, na n�ž navázala až novov�ká 
matematika a fyzika. V�tšina z nich se zachovala v latinských, �eckých a arabských 
p�episech, o jiných jeho spisech víme jen z komentá�� a poznámek pozd�jších 
autor�. K Archimédovým neznám�jším spis�m pat�í: M��ení kruhu (Kyklu 
metresis), Po�ítání písku (Psammites), O kvadratu�e paraboly (Tetraginismos 
parabole), O kouli a válci (Peri sfairas kai kylindru), O spirálách (Peri helikon), 
O konoidech a sféroidech (Peri konoideon kai sfaireideon), Kratochvíle 
(Stomachion), O rovnováze neboli t�žištích rovinných obrazc� (Epipedon isorhopion 
e kentra baron epipedon), Poselství Eratosthenovi o mechanické metod� �ešení 
geometrických úloh (Peri ton mechanikon theorematon pros Erathostenen efedos) – 
které získalo stru�ný název O metod�, dále spis O plovoucích t�lesech 
(Ochumenon), Pou�ky (Lemmata) a Problém dobytka (Problema boeikon).1  

Archimédovy matematické myšlenky umož
ující výpo�ty obsah� rovinných 
útvar�, povrch� a objem� t�les p�edstavují vrchol antické matematiky; v novov�ku 
na n� voln� navázala matematická analýza a analytická geometrie (studium 
vlastností k�ivek a ploch). Ve fyzikálních spisech prozkoumal umíst�ní t�žišt�
r�zných ploch a t�les, jejich rovnováhu, objasnil fyzikální podstatu a použití 
„jednoduchých stroj�“ a objevil zákon o nadleh�ování t�les pono�ených do kapaliny, 
který dnes nese jeho jméno a je sou�ástí všech kurz� fyziky.  

V odborných studiích a u�ebnicích v�nujících se historii v�dy bývá Archimédes 
oprávn�n� ozna�ován za jednoho z nejv�tších matematik� a fyzik� starov�ku, který 
byl navíc schopen své výsledky úsp�šn� využít v praxi (využití kladky, páky, 
kladkostroje, naklon�né roviny, šroubu, konstrukce mechanických stroj� apod.).2

                                                          

1 Podrobn�ji o jednotlivých dílech se lze do�íst nap�. v [3] a [4]. 
2 O Archimédovi a jeho spisech viz J. L. Heiberg: Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii I.–III., 
Leipzig, Teubner, 1910, 1913 a 1915;  T. L. Heath: The Works of Archimedes, edited in modern notation with 
introductory chapters, Cambridge University Press, 1897 (n�mecky, Berlin, 1914, reprint: Dover Publications, 
Inc., 2002); P. Eecke: Les Oeuvres Complètes d'Archimède, Paris, Bruxelles, 1921; Ch. Mugler (ed.): Archimède, 
Texte et traduction, I.–IV., Paris, 1970–1972; P. Midolo: Archimede e il suo tempo, Siracusa, Prem. Tipografia 
del „Tamburo“, 1912; F. Kagan: Archimedes, Orbis, Praha, 1953 (p�eklad z ruštiny); E. J. Dijksterhuis: 
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2 �eské p�eklady klasických prací 
Od šedesátých let 19. století, kdy se postupn� rozši�ovala výuka matematiky 

v �eském jazyce na st�edních školách a za�aly se objevovat �eské matematické 
p�ednášky na pražské polytechnice, citeln� chyb�ly �eské u�ební texty a pom�cky. 
Proto se rozší�ily snahy sepsat první �eské st�edoškolské i vysokoškolské u�ebnice 
matematiky a prosadily se tendence sm��ující ke vzniku p�eklad� matematických d�l 
klasik� i n�kterých moderních monografií.3

První takovéto �eské p�eklady matematických d�l vznikly v sedmdesátých letech 
19. století.4 Jejich auto�i byli tehdy aktivními �leny Jednoty �eských mathematik�, 
kte�í teprve nedávno ukon�ili svá vysokoškolská studia a s mladickým nadšením 
a energií se pustili do obtížné práce. V osmdesátých letech se objevily další 
p�eklady5, hlavní pozornost �eských matematik� byla však v té dob� zam��ena 
p�edevším na sepisování p�vodních odborných prací, monografií a �eských u�ebnic. 
Další p�eklady nalezneme až na po�átku 20. století. 

Zna�ná pozornost byla v�nována p�ekladu st�žejního matematického díla všech 
dob – Eukleidovým Základ�m – tj. knize, která ovliv
ovala vývoj matematiky a její 
vyu�ování od t�etího století p�. n. l. více mén� až do sou�asnosti.6 P�eloženy byly 
také nepatrné zlomky z díla René Descarta (1596–1650), Blaise Pascala (1623–
1662) a Bernarda Bolzana (1781–1848).7

3 P�eklady Archimédových prací 
V následujícím textu se budeme v�novat t�em �eským p�eklad�m Archimédových 

prací, z nichž dva jsou od svého vzniku v pov�domí �eské matematické obce, t�etí však 
z�stal zcela na okraji zájmu a byl až do roku 2008 zcela zapomenut.  

                                                                                                                                                                                    

Archimedes, Copenhagen, Ejnar Munksgaard, 1956 (reprint: Princeton, NJ, 1987); I. Schneider: Archimedes. 
Ingenieur, Naturwisenschaftler und Mathematiker, Darmstadt, Wiss. Buchgesellschaft, 1979. 
3 Poznamenejme, že v této dob� se �eská v�decká komunita pokusila i o p�eklad jednoho 
Aristotelova logického spisu. Antonín Jaroslav Vr�átko p�eložil roku 1860 Aristotel�v spis 
Kategorie, který vydal pod názvem Aristotela Katégorie. Podruhé tento spis p�eložil v roce 1918 
Pavel Vychodil. První ucelený �eský p�eklad logických Aristotelových spis� (Organon) je spjat až 
se jménem Karla Berky, jehož p�eklady vycházely od roku 1958 až do roku 1978. Podrobn�ji 
o �eských p�ekladech matematických d�l klasik� a moderních monografií viz [2], str. 263–279.
4 Nap�íklad na po�átku 70. let 19. století Emil Weyr p�eložil dv� monografie italského geometra Luigi Cremony
Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Cremonovy geometrické transformace útvar� rovinných) 
a Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane (Úvod do geometrické teorie k�ivek rovinných), 
Martin Pokorný p�eložil slavnou u�ebnici n�meckého matematika Richarda Baltzera Die Elemente der 
Mathematik (Dra Richarda Baltzera Základové matematiky. Díl Prvý. Prostá aritmetika) a Karel Zahradník 
p�eložil významnou práci italského matematika Giusta Bellavitise Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di 
geometria analitica (Calcolo delle equipollenze) (Methoda equipollencí �ili rovnic geometrických). 
5 Nap�íklad na po�átku 80. let 19. století František Josef Studni�ka p�eložil slavný �lánek Bernarda Bolzana Rein 
analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat 
gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichunge liege (Ryze analytický d�kaz pou�ky, že mezi dv�ma 
hodnotami, jež poskytují opa�n� ozna�ené výsledky, leží nejmén� jeden realný ko�en rovnice).
6 Cesta Eukleidových Základ� sv�tem od jejich vzniku až do sou�asnosti, charakteristika jejich obsahu 
i analýza jejich významu, stejn� jako vznik a osudy �eských p�eklad� jsou popsány v [1], str. 7–111. 
7 Více viz [2], str. 263–279.
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3.1 M��ení kruhu 

Dochovaná �ást Archimédova M��ení kruhu je asi jen zlomkem jeho p�vodní 
práce; známe z ní pouze t�i matematické v�ty. V první je vysloven d�ležitý vztah 
mezi obvodem a obsahem kruhu – obsah kruhu je roven obsahu pravoúhlého 
trojúhelníka, jehož délky odv�sen jsou rovny polom�ru a obvodu kruhu. D�sledkem 
je skute�nost, že ve vzorci pro obsah i obvod kruhu figuruje stejná konstanta, kterou 
dnes ozna�ujeme symbolem � (pom�r obvodu a pr�m�ru kruhu). Ve druhé v�t� je 
uveden p�ibližný odhad této konstanty, t�etí v�ta uvádí daleko p�esn�jší odhad.  

Je pravd�podobné, že se jedná jen o jakýsi výtah z p�vodního Archimédova díla, 
v n�mž asi navíc došlo k chybnému za�azení druhé v�ty, která je jen jednoduchým 
d�sledkem v�ty t�etí.8 Archiméd�v spis M��ení kruhu byl od svého vzniku patrn�
�asto studován, p�episován a komentován. Pat�il k oblíbeným spis�m, protože 
obsahoval matematicky jednoduchou, dob�e p�edstavitelnou a pochopitelnou látku.9

V roce 1903 vydal Miloslav Valouch10 �eský p�eklad Archimédova M��ení kruhu.11

Doplnil jej dvanáctistránkovým úvodem, v n�mž podal stru�né informace o Archimédov�
život� a díle, o jeho významu a p�ipojil seznam literatury. Vyložil základní myšlenky 
n�kterých metod výpo�tu druhé odmocniny, aby objasnil, jaké výpo�ty a úvahy 
Archimédes provád�l. K p�ekladu použil kritické vydání Archimédových prací, které 
v letech 1880 až 1881 vydal Johan Ludwig Heiberg (1854–1928), nejv�tší znalec 
Archimédova díla.12 �eský �tená� tak získal jazykov� v�rný, pe�liv� vypracovaný 
p�eklad rozší�ený o poznámky, výklady mén� srozumitelných míst a komentá�e.  

Poznamenejme pro zajímavost, že o existenci �eského p�ekladu Archimédova M��ení 
kruhu nenajdeme žádnou zmínku ani v �asopise pro p�stování mathematiky a fysiky ani 
ve výro�ních zprávách Jednoty �eských mathematik� �i v zápisech ze zasedání jejího 
výboru. M. Valouch byl tehdy mladým, �adovým u�itelem, aktivitu v Jednot�
�eských matematik� a fyzik� m�l teprve p�ed sebou.  

                                                          

8 O Archimédov� spise M��ení kruhu viz nap�. [6] až [9]. 
9 O historii tohoto spisu viz nap�. [3]. 
10 Miloslav Valouch (1878–1952) p�sobil po studiích na pražské univerzit� jako st�edoškolský profesor 
matematiky a fyziky na st�edních školách v Olomouci, Rokycanech, Litomyšli a Praze. Od roku 1918 až do 
svého penzionování v roce 1927 pracoval na Ministerstvu školství a národní osv�ty, kde se v�noval otázkám 
vyu�ování a reformy školství. Podílel se také na p�íprav� nových gymnaziálních u�ebnic, které reagovaly na 
zm�ny osnov tohoto typu st�edních škol. Po odchodu do penze aktivn� pracoval v Jednot� �eskoslovenských 
matematik� a fyzik� (dlouhá léta byl jejím �editelem). Sepsal mnoho �lánk�, n�kolik knížek a st�edoškolských 
u�ebnic. Známý se stal díky logaritmickým tabulkám (první vydání 1904), které v jeho úprav� vycházely n�kolik 
desetiletí a do�kaly se více než 15 vydání. 
11 Archimedovo m��ení kruhu, Výro�ní zpráva c. k. státního vyššího gymnasia v Litomyšli, 1903, 25 stran. 
12 Viz J. L. Heiberg: Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii. E codice Florentino recensuit, latine 
vertit notisque illustravit ..., Vol. I.–III., Lipsiae, 1880–1881. Poznamenejme, že J. L. Heiberg byl slavný 
a sv�tov� uznávaný dánský klasický filolog a nejv�tší odborník na klasickou �eckou matematiku. V letech 1896 
až 1925 p�ednášel klasickou �e�tinu na koda
ské univerzit�. V letech 1880 až 1881 vydal výše zmín�né 
t�ísvazkové dílo obsahující veškeré známé Archimédovy práce (druhé upravené a rozší�ené vydání bylo 
publikováno v letech 1910 až 1915). V letech 1883 až 1888 vydal novou kritickou �eckou verzi Eukleidových 
Základ� a spolu s H. Mengem vydával v letech 1883 až 1916 Eukleidovo souborné dílo (Euclides Opera 
Omnia), v letech 1891 až 1893 vydal dva svazky Apollóniových prací, v letech 1898 až 1907 dva svazky 
Ptolemaiových prací, v letech 1912 až 1914 dva svazky Hérónových prací. K dalším jeho odborným zájm�m 
pat�ilo �ecké léka�ství. P�eložil, komentoval a vydal Hippokratovy spisy (5. stol. p�. n. l.) a dílo léka�e Paula 
z Angíny (7. stol. n. l.). Proslavil se též jako autor prací o vývoji �ecké matematiky. Jeho kritická vydání �eckých 
klasik� se stala základem moderních p�eklad� do národních jazyk�. 

95



3.2 Po�et pískový 

Archimédes vyložil v tomto svém spise postup, kterým je možno slovn� vyjád�it 
obrovská p�irozená �ísla, a to pomocí �íselné soustavy, jejímž základem je oktáda, 
tj. �íslo 108. Sou�asn� ukázal, že po�et pískových zrn, která by vyplnila celou sféru 
stálic, je nesrovnateln� menší než �ísla, která jeho soustava popisuje. Spis Po�et 
pískový obsahuje též Archimédovy úvahy o uspo�ádání vesmíru a odhady jeho 
velikosti. Pro historii v�dy je cenná Archimédova informace o názorech jeho 
p�edch�dce Aristarcha ze Samu (asi 320 až 230 p�. n. l.), jehož práce Hypotheses
obhajující heliocentrický názor, se nedochovala. Archiméd�v Po�et pískový se 
dochoval v kompletn�jší verzi13 než jeho M��ení kruhu. 

V roce 1906 uve�ejnil M. Valouch komentovaný �eský p�eklad Archimédova 
pojednání Po�et pískový.14 I k tomuto p�ekladu použil Heibergovo kritické vydání 
Archimédových spis�. V �asopise pro p�stování mathematiky a fysiky najdeme 
o existenci tohoto p�ekladu jen malou zmínku, a to v p�ehledu matematických 
�lánk�, které byly uve�ejn�ny ve školním roce 1905/06 ve výro�ních zprávách 
�eských st�edních škol.15

            

                                                          

13 O historii tohoto spisu viz nap�. [3] a [11]. 
14 Archimeda Syrakusského Po�et pískový, Výro�ní zpráva c. k. státního vyššího gymnasia v Litomyšli, 1905–
1906, 13 stran. V roce 1993 �eská matice technická nechala Valouch�v p�eklad p�etisknout. Nové neprodejné 
vydání ur�ené pro �leny �eské matice technické vytiskla St�ední pr�myslová škola stavební v Praze 1. 
15 Viz Hlídka program� �eských škol st�edních, �asopis pro p�stování mathematiky a fysiky 36(1907), 294–296; 
Valouch�v p�eklad je citován na stran� 296. Nepatrná zmínka o tomto p�ekladu je též v referativním �asopise 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik und Physik (viz 37(1906), str. 39). 
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3.3 Objev ztraceného Archimédova spisu O metod�
Popišme nyní zajímavou historii a p�ekvapivý objev st�edov�kého rukopisu 

obsahujícího mimo jiné Archimédovu práci O metod�.16 Rukopis obsahující �adu 
Archimédových d�l byl sepsán pravd�podobn� ve druhé polovin� 10. století17

v Konstantinopolu, kde byla od devátého století zásluhou Lva Matematika18

studována matematika, opisovány práce klasik� a postupn� dopl
ovány významné 
práce, které v konstantinopolské knihovn� chyb�ly. Byly tak konzervovány výsledky 
antické v�dy (Eukleides, Archimédes, Apollónios, Diofantos, Ptolemaios atd.).19

Vznik rukopisu spadá do období nejv�tšího rozkv�tu byzantské �íše, která byla 
centrem politiky, k�es�anství, obchodu i kultury celého východního St�edomo�í. 

Roku 1899 objevil Papadopoulus-Kerameus, docent Petrohradské univerzity, p�i 
zpracovávání katalogu20 knihovny kláštera Metochion Panagiou Taphou v Istanbulu 
(dce�iný klášter jeruzalémského kláštera Božího hrobu)21 �ecky psanou modlitební 
knížku se zajímavým matematickým textem prosvítajícím pod náboženským textem, 
tj. palimpsestový kodex.22 Rukopis katalogizovaný pod �íslem MS 355 pe�liv�
prohlédl a odhalil nápis, že v 16. století pat�il klášteru Sv. Saba ve Svaté zemi.23  

Není zcela jasné, jak se kodex do kláštera sv. Saba dostal, muselo to být 
nejpozd�ji v 16. století. V Metochionu však musel být již roku 1840, nebo� v tomto 
roce klášter navštívil slavný biblista Lobegott Friedrich Konstantin Tischendorf,24

                                                          

16 Historie objevu rukopisu je podrobn� popsána v [10]. 
17 Podle všech dosavadních výzkum� se p�edpokládá, že rok 975 je rokem vzniku rukopisu. 
18 Lev Matematik (asi 790 až 869) byl polyhistorem, výraznou osobností byzantské v�dy a zakladatelem 
palácové školy v Konstantinopolu. Více viz [1].  
19 Archimédovy spisy nebyly ve starov�kém �ecku všeobecn� známé. Pouze n�které jeho práce byly 
komentovány Héronem, Pappem a Theonem. Podrobn�jší studium Archimédových prací za�íná až v 6. století, 
kdy Eutokios z Askalónu (kolem roku 500) komentuje práce O kouli a válci, M��ení kruhu a O rovnováze ploch, 
tj. nejpopulárn�jší Archimédovy práce. Zvýšený zájem o Archimédovy výsledky m�žeme pozorovat 
v byzantském sv�t� od 6. do 10. století, v arabském sv�t� od 8. do 13. století, v západní Evrop� až od 12. století. 
20 Papadopoulus-Karameus vydal p�tisvazkový katalog knihovny pod názvem Hierosolymitik� Biblioth�k� �toi 
katalogos t�n en tais biblioth�kais tou hagi�tatou apostolikou te kai katholikou orthodoxou patriarchikou 
throunou t�n Hierosolym�n kai pas�s Palaistin�s apokeimen�n hell�nik�n k�dik�n, Petersburg, 1891–1915 
(reprint: Brussels, 1963). 
21 Jedná se o �ecký patriarchální klášter, který se nacházel v Istanbulu. V n�m byly uchovávány cenné rukopisy 
pat�ící p�vodn� klášteru Božího hrobu v Jeruzalém�. Slovo metochion ozna�uje v ortodoxní církvi tzv. církevní 
ambasádu (vyslanectví); metochion je nezávislý na okolních klášterech. 
22 Palimpsest je pergamenový svitek nebo kodex, který byl mechanickou a chemickou cestou zbaven 
p�vodního textu a popsán novým textem. Mnohdy byly p�vodní listy ješt� roz�ezány, o�ezány a svázány 
do kodexu zcela jiného formátu. 
23 Klášter sv. Saba byl založen roku 483 (podle n�kterých zdroj� až roku 492) n�kolik mil východn� od Betléma. 
Byl vybudován jako obrovská pevnost v poušti. Od prvopo�átku pat�il mezi intelektuální centra Svaté zem�. Až 
do konce 12. století m�l skv�le organizovanou písa�skou dílnu, která produkovala skvostné rukopisy pro celou 
Svatou zemi. Roku 1834 jeho knihovna uchovávala více než 1000 starých rukopis�. Roku 1839 ji navštívili 
reverend George Croly a David Roberts, �len královské londýnské malí�ské akademie, kte�í se pokusili zhotovit 
n�kolik obrázk� kláštera, navštívit klášterní knihovnu a sestavit její katalog. Mniši jim však rozsáhlejší pr�zkum 
knihovny nepovolili.  
24 Lobegott Friedrich Konstantin Tischendorf (1815–1874) byl protestantský teolog, který se v�noval 
restauraci Nového zákona. N�meckou vládou byl nejprve vyslán do Pa�íže, aby studoval rukopisy ve 
francouzské Národní knihovn�, pozd�ji pracoval v �elných evropských knihovnách a cestoval po klášterech 
v Egypt�, Palestin�, Sýrii a Malé Asii. Ze svých cest p�inesl mnoho cenných rukopis�, mimo jiné starozákonní 
pergamenový Codex Friderico-Augustanus a nejstarší �ecký rukopis Bible Codex sinaiticus. Byl jedním 
z nejv�tších znalc� klasických starozákonních a novozákonních text�. 
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který roku 1846 popsal svoji cestu a svá studia na „Východ�“. Napsal, že v klášte�e 
nevid�l nic zajímav�jšího než starou �ecky psanou modlitební knížku, palimpsest 
s prosvítajícím tajemným matematickým textem. 

       

L. F. K. Tischendorf záhadnou cestou získal jeden list rukopisu, který byl po jeho 
smrti roku 1879 zakoupen do sbírek Cambridge University Library a katalogizován 
jako C.U.L. Ms. Add. 1879.23. Tischendorf�v objev nevzbudil žádnou pozornost. 
List z jeho poz�stalosti byl prostudován teprve roku 1968 Nigelem Wilsonem, který 
zjistil, že se jedná o �ást nalezeného a pozd�ji op�tovn� ztraceného palimpsestu 
obsahujícího Archimédovy práce. 

Roku 1899 Papadopoulus-Kerameus ješt� netušil, jak zajímavý a pro v�du cenný 
rukopis objevil. Opsal dva dob�e �itelné �ádky prosvítajícího matematického textu 
a zaslal je tehdejšímu nejv�tšímu znalci antických matematických text�, 
J. L. Heibergovi. Ten roku 1906 navštívil knihovnu kláštera Metochion Panagiou 
Taphou, nalezl palimpsest, pe�liv� jej ofotil a prostudoval. Podle typu písma 
a úpravy zjistil, že starší text pochází z 10. století a obsahuje n�které známé 
Archimédovy práce (nap�. celý �ecký text spisu O plovoucích t�lesech) a sv�tu 
neznámý text ztraceného Archimédova spisu O metod�. Pozd�ji se ukázalo, že 
v kodexu je též zlomek Archimédovy matematické h�í�ky Kratochvíle
(Stomachion).25 Kritický rozbor studovaného rukopisu publikoval J. L. Heiberg již 
roku 1907.26

Není jasné, co se s kodexem d�lo b�hem dalších devadesáti let. Objevil 
se 28. �íjna 1998 na aukci slavné auk�ní sín� Christie's New York a byl deklarován 
jako rukopis ze soukromé anonymní francouzské kolekce. Den po oznámení 
auk�ních podmínek se �ecká vláda a �ecký patriarcha pokusili auk�ní prodej zastavit. 

                                                          

25 Na p�elomu 19. a 20. století byl nalezen ješt� jeden arabsky psaný rukopis obsahující Archimédovo ztraceného 
dílko Stomachion. Zmínky o existenci tohoto Archimédova hlavolamu (loculus Archimedius), jeho popis 
a vysv�tlení nalézáme v antické literatu�e nap�íklad u �ímského básníka a politika Ausonia, který o n�m ve 
4. století n. l. napsal báse
. Archimédes hlavolam nevymyslel; patrn� však popsal jeho konstrukci. Více viz [3]. 
26 Informace o Heibergov� objevu byly otišt�ny n�mecky v �asopise Bibliotheca Mathematica (1906 a 1907), 
anglicky ve zprávách American Mathematical Society (1908) a v �asopise Monist (1909). Objev rukopisu byl 
kompletn� zpracován až v novém souborném vydání Archimédova díla viz J. L. Heiberg (ed.): Archimedes 
Opera omnia cum commentariis Eutocii, Leipzig, 1910, 1913, 1915 (reprint: 1972). Nejnov�ji viz též [5], [10] 
a [11]. 
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Obrátili se na soud s tím, že se jedná o ukradené �ecké kulturní d�dictví. Soud však 
konstatoval, že francouzská rodina prokazateln� vlastnila rukopis od 60. let 
20. století, ale že není možno prov��it její tvrzení, že rukopis m�la již ve 20. letech 
20. století.27 Dražba byla nakonec povolena. Anonymní americký sb�ratel zakoupil 
kodex za 2 miliony dolar� a slíbil, že jej poskytne k v�deckému studiu. V lednu 
1999 jej deponoval do muzea The Walters Art Museum v Baltimore. Rukopis 
zp�ístupnil k nutné záchranné konzervaci, pe�livému vyobrazení a rozsáhlému 
v�deckému studiu. V roce 1999 byl sestaven velký mezinárodní tým špi�kových 
specialist� a odborník�, který p�i své práci využívá nejmodern�jší technologie.28

Ukázalo se, že modlitební knížka, v níž Archimédova práce p�ežila, od 
Heibergových �as� velmi utrp�la. Ztratily se t�i listy, které J. L. Heiberg ješt� 1906 
roku prostudoval, fotografoval a komentoval; z�staly nám tedy jen jejich staré 
fotografie. Kniha sama byla poškozena plísní a vlhkostí, nebo� byla špatn�
a neodborn� skladována. J. L. Heiberg ji vid�l v podstatn� lepším stavu, mohl ji tedy 
studovat. Dnes jsou velké plochy textu st�ží identifikovatelné i s použitím nových 
metod. Další pohromou bylo zcela neobvyklé p�emalování �ty� starých obrázk�, na 
nichž byli evangelisté. Poda�ilo se ukázat, že nové obrázky evangelist� byly 
po�ízeny po roce 1929 podle obrázk� v rukopise Manuscripts Grecs de la 
Bibliothéque Nationale, který je uložen v Národní knihovn� v Pa�íži. 

Nejnov�jším studiem se poda�ilo ukázat, za jakých okolností palimpsest vznikl. 
Z historie víme, že relativn� p�íznivý vývoj byzantské �íše byl poprvé vážn�ji 
narušen roku 1203, kdy byla vyhlášena papežem Innocencem III.29 �tvrtá k�ížová 
výprava na obranu Svaté zem�, a podruhé následujícího roku, kdy italská vojska 
ú�astnící se k�ížové výpravy Konstantinopol vydrancovala.30 Povále�né období 
nebylo naklon�no studiu a rozvoji matematiky, objevilo se naopak brojení proti 
v�d�. Tento �as byl obecn� považován za dobu vzniku palimpsestu, usuzovalo se tak 
z tvaru písma a typu ilustra�ních obrázk�. V roce 2002 profesor John Lowden 
z Courtauld Institute použil ke studiu rukopisu ultrafialové sv�tlo a rozluštil „tiráž“ 
na spodní �ásti rubové strany prvního listu, v níž se objevilo datum 13. duben 1229. 
Zdá se tedy, že toto datum ukazuje na dobu zrodu modlitební knížky, která byla 
napsána na staré pergameny obsahující text Archimédových prací. Jednotlivé listy 
byly o�išt�ny od p�vodního textu, roz�ezány, oto�eny o 90 stup
�, o�íznuty, nov�
popsány a sešity v jeden kodex. Tak došlo k nenávratnému poškození n�kterých 
�ástí p�vodního textu. 

                                                          

27 Podle výsledk� soudního procesu je pravd�podobné, že rukopis byl kolem roku 1922 z klášterní knihovny 
Metochion v Istanbulu odcizen. 
28 Výsledky práce jsou postupn� zve�ej
ovány v odborném tisku a na webové stránce projektu [10]. 
29 Innocenc III. (1160–1216) byl papežem v letech 1198 až 1216. Díky svému rozsáhlému vzd�lání, 
politické prozíravosti, obratnosti a taktu reorganizoval �ímskou kurii a upevnil její postavení v Itálii. Za 
jeho vlády dosáhlo papežství jednoho ze svých vrchol�. Poznamenejme, že roku 1204 uznal P�emysla 
Otakara I. (asi 1155–1230) za �eského krále, p�iznal našim zemím výsadu království a P�emyslovc�m 
d�di�ný královský titul.  
30 V tomto �ase Konstantinopol ovládali Benát�ané, kte�í dalšímu rozvoji svého velkého námo�ního rivala p�íliš 
nep�áli. Benát�ané následn� založili kolonie v Egejském mo�i a na Krét�, s podporou �ímského stolce vzniklo 
tzv. Latinské císa�ství, Nikajské císa�ství, Epirský despotát, Trapezuntské císa�ství a další menší státní celky. 
S pomocí Janova, který byl odv�kým námo�ním a obchodním konkurentem Benátek, se Konstantinopol roku 
1261 zbavil západního vlivu a Benát�any vyhnal. 
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Není vylou�ené, že se ve starých klášterních knihovnách a archivech na Blízkém 
Východ� mohou nacházet další knihy, kodexy, svitky a dokumenty obsahující ztracená 
díla antických i st�edov�kých myslitel�. P�íb�h spisu O metod� ukazuje, že r�zná 
p�ekvapení jsou i v budoucnosti možná. 

3.4 �eský p�eklad Archimédova spisu O metod�

V roce 1909 publikoval František Vrána31 ve výro�ní zpráv� �eského gymnázia 
v Prost�jov� p�eklad Archimédovy práce O metod�,32 v níž se Archimédes zabýval 
výpo�tem objem� úse�í paraboloidu, elipsoidu a hyperboloidu a kterou sepsal ve form�
dopisu, jehož adresátem byl Eratosthenes. K p�ekladu použil Heibergovo �ecko-
n�mecké vydání z roku 1907.33 �eský �tená� tak obdržel ve velmi krátké dob�
jazykov� v�rný a pe�liv� provedený p�eklad nov� objeveného Archimédova díla.34

Sv�j p�eklad doplnil stru�ným úvodem popisujícím historii objevu této ztracené 
Archimédovy práce a charakteristikou Archimedovy matematické produkce. 

Je podivné a t�žko vysv�tlitelné, že o tomto p�ekladu nalezneme jedinou 
nepatrnou zmínku v �asopise pro p�stování mathematiky a fysiky, nenajdeme však 
žádnou informaci ve výro�ních zprávách Jednoty �eských mathematik� �i v zápisech 
ze zasedání jejího výboru. Není vylou�eno, že Jednota byla tehdy intenzívn�
soust�ed�na na vydávání nových u�ebnic pro základní a st�ední školy, na úpravu 
osnov v duchu Marchetovy reformy, není vylou�eno, že zájem o p�eklady klasik� se 
zcela vy�erpal vydáním Servítova p�ekladu Eukleidových Základ�, a to práv� v roce 
1907.35

                                                          

31 František Vrána (?–?) byl v letech 1902/03 až 1918/19 st�edoškolským profesorem matematiky a fyziky na 
gymnáziu v Prost�jov�. Roku 1919/20 byl p�eložen na �eskou reálku v Praze VII. Týdn� míval 17 až 24 hodin 
matematiky a fyziky, vedl fyzikální a matematický kabinet a pravideln� býval t�ídním u�itelem. Ve výro�ních 
zprávách prost�jovského gymnázia publikoval �lánky: Pam�ti vále�né (osobní) našeho ústavu, 10. výro�ní 
zpráva c. k. státního gymnasia v Prost�jov�, 1915/16, str. 3–22, a 12. výro�ní zpráva c. k. státního gymnasia 
v Prost�jov�, 1917/18, str. 3–17, †Jeho veli�enstvo císa� a král František Josef I, 11. výro�ní zpráva c. k. 
státního gymnasia v Prost�jov�, 1916/17, str. 5–6, a Nastoupení nového mocná�e na tr�n Habsburský, 
11. výro�ní zpráva c. k. státního gymnasia v Prost�jov�, 1916/17, str. 7–12. Více viz 1. až 13. výro�ní zpráva 
c. k. státního gymnasia v Prost�jov� za školní roky 1902/03, ..., 1917/18 a 13. a 14. výro�ní zpráva státního 
gymnasia v Prost�jov� za školní roky 1918/19 a 1919/20. O jeho dalším pedagogickém a odborném p�sobení 
není nic známo. Aktivit �eské matematické komunity se neú�astnil. 
32 Archiméd�v výklad Eratosthenovi o mechanických zp�sobech zkoumání. (Z �e�tiny p�eložil Fr. Vrána), 
3. výro�ní zpráva c. k. státního gymnasia v Prost�jov� za školní rok 1908/09, tiskem knihtiskárny Václava
Horáka v Prost�jov�, Prost�jov, str. 2–18. 
33 J. L. Heiberg: Eine neue Archimedes-Handschrift, Hermes – Zeitschrift für klassische Philologie 42(1907), 
str. 235–303 + 1 tabulka. 
34 V roce 1908 vyšla „Metoda“ rusky (p�eklad Heibergovy práce otišt�ný v �asopise v�decké spole�nosti 
v Od�se), 1910 anglicky (autor J. L. Heiberg) a roku 1913 holandsky  (autor J. A. Vollgraf). 
35 Stru�nou zmínku o existenci Vránova p�ekladu nalezneme v referativním �asopise Jahrbuch über die 
Fortschritte der Mathematik und Physik (viz 40(1908), str. 6 – referát K. Petra obsahující jen p�eklad názvu 
práce a výro�ní zprávy st�ední školy, rok vydání a po�et stran),  krátkou informaci  uvádí také  �lánek Q. Vettera: 
N�kolik poznámek in margine Archimedových spis�, zvlášt� „Metody“, �asopis pro p�stování mathematiky 
a fysiky 49(1920), str. 224–244 (o Vránov� p�ekladu je na stran� 224). V této studii je také jediný podrobný 
�esky psaný rozbor Archimédovy metody, jehož vznik byl pravd�podobn� inspirován uve�ejn�ním latinsko-
�ecké p�epracované Heibergovy monografie Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii I.–III., 
Leipzig, Teubner, 1910, 1913 a 1915; vydáním n�meckého p�ekladu Heathovy monografie The Works of 
Archimedes, edited in modern notation with introductory chapters, Cambridge University Press, 1897 (n�mecky, 
Berlin, 1914), a Arendtova n�mecky psaného �lánku Zu Archimedes (Bibliotheca Mathematica 14(1914), 
3. série, str. 289–311). 
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4 Zamyšlení na osudem �eských p�eklad�
Oba �eští p�ekladatelé Archimédových d�l vyšli z osv�d�eného zdroje (Heibergovy 

kritické a komentované p�eklady). Jejich �eské verze jsou jazykov� v�rné a srozumitelné, 
cenné jsou rovn�ž p�ipojené komentá�e. Osud jejich p�eklad� však byl odlišný.  

Valouchovy p�eklady dvou Archimédových spis� byly od dvacátých let 20. století 
v �eské matematické komunit� v pov�domí. Patrn� byly známé a uznávané i díky 
Valouchovým rozsáhlým organiza�ním aktivitám v Jednot� �eských mathematik�.36  

Vrán�v p�eklad byl až do vydání monografie [2] zcela zapomenut. Je pravd�podobné, 
že tomu bylo i proto, že František Vrána s Jednotou nespolupracoval, nebyl ani jejím 
�lenem,37 o propagaci svého p�ekladu se asi p�íliš nestaral. Nutno však poctiv� p�iznat, že 
na po�átku 20. století šlo asi jen obtížn� sledovat výro�ní zprávy všech �eských st�edních 
škol a p�edávat �tená��m �asopisu p�ehled o �láncích s matematicko-fyzikálním 
obsahem.38

Není vylou�eno, že existují i další �eské p�eklady menších klasických matematických 
d�l. Mohly by být otišt�ny ve výro�ních zprávách �eských st�edních škol z druhé 
poloviny 19. století a první t�etiny 20. století. Pokud však nebyla zve�ejn�na jejich 
recenze nebo alespo
 informace o jejich vydání, upadly rychle v zapomn�ní. 

5 Záv�r 
Vývoj zájmu matematik� a historik� matematiky o Archimédovy práce, jeho metody 

a rukopisy obsahující jeho práce nazna�uje databáze referativního �asopisu Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik und Physik,39 v n�mž  bylo od roku 1868 do roku 
1941 referováno o 103 monografiích, studiích, odborných i populariza�ních �láncích. 
Vyno�ily se v n�kolika vlnách po vydání Heibergovy nebo Heathovy monografii, po 
uve�ejn�ní série �lánk� o objevu nových �i ztracených rukopis� obsahujících 
Archimédovy práce nebo po vydání katalog� starých klasických knihoven, v nichž byly 
uloženy zapomenuté rukopisné práce. 

 V sou�asné dob� archimédovské téma op�t zažívá zvýšený zájem matematik�
i historik� vyvolaný dražbou archimédovského palimpsestu v roce 1998 a jeho 
následným odborným studiem.40  

                                                          

36 Viz nap�. F. Veselý: K desátému výro�í úmrtí Miloslava Valoucha, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 
7(1962), str. 127–134; o p�ekladech na stran� 129: Bylo to M��ení kruhu (1903) a Po�et pískový (1906), které 
vyšly tiskem ve výro�ních zprávách gymnasia v Litomyšli. Jsou to jediné p�eklady Archimedových spis� do 
�eštiny. 
37 V knize D�jepis Jednoty �eských mathematik� k padesátému výro�í jejího založení, kterou sepsal V. Posejpal 
a vydala Jednota �eských mathematik� v roce 1912, není uvedeno Vránovo jméno ani mezi zakládajícími 
a �innými �leny ani mezi p�ispívajícími �leny. 
38 Poznamenejme, že Jednota �eských mathematik� na po�átku 20. století prost�ednictvím výzev otišt�ných 
v �asopise pro p�stování mathematiky a fysiky opakovan� žádala své �leny o informace o matematických 
a fyzikálních �láncích vycházejících ve výro�ních zprávách st�edních škol. 
39 Referativní �asopis je dostupný na adrese http://www.emis.ams.org/projects/JFM/. 
40 Viz http://www.math.nyu.edu/~crorres/Archimedes/Books/ArchimedesBooks.html, kde je možno vyhledat 
stru�né informace o 21 archimédovských monografiích vydaných v celém sv�t� od roku 1962, z nichž  9 vyšlo 
po roce 1998. 
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BÉZIER A CASTELJAU U VZNIKU CAGD 

KATE�INA DOBIÁŠOVÁ

1 Úvod 

1.1 CAGD jako matematický obor 

S nástupem po�íta�� a jejich použitím ve strojírenském pr�myslu vyvstala v polovin�
dvacátého století otázka, jak jednoduše reprezentovat geometrické útvary (k�ivky 
a plochy) v po�íta�i. V tehdejších automobilových firmách se za�íná rozvíjet nová 
disciplína, která tuto problematiku �eší, která je zprvu sou�ástí po�íta�ové grafiky. V roce 
1974 se stává samostatným oborem nesoucím název Computer Aided Geometric Design 
(CAGD). Od té doby se neustále rozvíjí na základech vybudovaných v padesátých letech 
20. století ve firmách Citroën a Renault.  

1.2 Bézierova k�ivka 

S mírnou nadsázkou je možno �íci, že CAGD vzniklo spolu s „objevem“ Bézierovy 
k�ivky. Proto p�ipomene její definici, kterou doplníme n�kolika názornými obrázky.  

Definice: Nech� je v reálném afinním prostoru libovolné dimenze dána uspo�ádaná 
množina n + 1 bod� P0, . . . , Pn (tzv. �ídící polygon). Bézierova k�ivka, je k�ivka stupn� n
definovaná p�edpisem 

kde bi,n(t) jsou Bernsteinovy polynomy stupn� n, které tvo�í bázi vektorového 
prostoru polynom� stupn� n: 

Na obrázcích je možno pozorovat, jak se m�ní tvar Bézierovy k�ivka se zm�nou 
�ídícího polygonu.  
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2 Casteljau a Bézier  

2.1 Prvopo�átky rozvoje CAGD 

P�estože je CAGD velmi mladý obor, který se intenzivn� rozvíjí až v posledních 
padesáti letech, zdá se, že jeho po�átky sahají až k za�átku našeho letopo�tu. Tehdejší 
stavitelé námo�ních lodí pot�ebovali vytvo�it šablonu lodi, a tím si uchovat její geometrii, 
aby mohli stejnou lo	 postavit n�kolikrát. Tehdy �ešili tuto úlohy tak, že umístili kovová 
závaží nazývaná uzly do zvolených kontrolních bod�, a vypínali podle nich tenkou 
kovovou nebo d�ev�nou palubku. Zm�na polohy uzlu nejvíce ovlivnila k�ivku v okolí 
tohoto uzlu. Pokud bylo pot�eba v n�kterých oblastech k�ivku více ovlivnit, jednoduše se 
p�idalo více uzl�. Tyto techniky byly zdokonalovány od t�ináctého do šestnáctého století. 
V té dob� neexistovaly žádné výkresy popisující trup lodi. Vše se uchovávalo pomocí 
model�. Pravd�podobn� první známá zmínka o takových k�ivkách pochází z roku 1752 
z knihy Elements de l'Architecture Navale ou Traite Pratique de la Construction des 
Vaissaux, H. L. Duhamel du Monceau.  

V dob� moderní, na po�átku �ty�icátých let dvacátého století, Isaac Jacob Schoenberg, 
Apalatequi (Douglas Aircraft) a Roy Liming (North American Aircraft) vytvo�ili n�kolik 
matematických prací zabývajících se k�ivkami, tentokrát v souvislosti s leteckým 
pr�myslem. P�edevším Roy Liming p�evedl klasické návrhá�ské konstrukce na 
numerický algoritmus a proto mohla být data uchovávána v jednozna�ných tabulkách, 
což odstranilo problémy, které vyvstávaly s r�znými výklady výkres�.  

2.2 D�vody rozvoje CAGD 

Ke konci první poloviny dvacátého století vznikají první, v praxi zatím nepoužitelné, 
po�íta�e, které se však pom�rn� rychle vyvíjí v po�íta�e použitelné ve strojírenském 
pr�myslu. Po�íta�e byly schopny �ídit stroje numerickými pokyny. Všechna data pro tyto 
stroje však byla uchovávána pomocí modrotisku a nebyl znám zp�sob, jak tato data 
p�edat po�íta�i v numerické podob�. Metoda Roy Liminga nebyla ješt� v této dob�
v jiných kruzích než letectví známa. Objevily se pokusy, jak tento problém vy�ešit, avšak 
nebyly úsp�šné. Tento problém vy�ešili na sob� nezávisle Paul de Casteljau pro firmu 
Citroën a Pierre Bézier pro firmu Renault.  

2.3 Casteljau 

Paul de Faget de Casteljau se narodil 19. listopadu 1930 ve francouzském m�st�
Besançon. Jeho studentská léta spadají do období druhé sv�tové války, která ho donutila 
vyst�ídat n�kolik katolických škol v oblasti Franche-Comté (region východní Francie 
hrani�ící se Švýcarskem). Nakonec výte�n� maturuje na Lyccé Victor Hugo, což mu 
umož
uje studovat Ecole Normale Supérieure, kde se zapisuje ke studiu matematiky 
a fyziky.  

Po studiích vykonává vojenskou službu v Alžírsku. Po návratu se v Pa�íži v roce 1958 
uchází o místo fyzika ve firm� Citroën. Sv�j p�ijímací pohovor lí�í ve své autobiografii 
jako pro n�j velmi nep�íjemnou situaci, p�i které získává pocit, že nemá dostate�né 
p�edpoklady pro místo, o které se uchází, a má špatné sv�domí, že je nechává v��it tomu, 
že by jim mohl být k n��emu užite�ný. Téhož roku však vyvíjí v rámci v�decké skupiny 
myšlenky vedoucí k �ešení problému reprezentace k�ivek v po�íta�ových programech. 
Casteljau za�íná pomocí Bernsteinových polynom� vyvíjet zcela nový systém, který 
naprosto opouští dosavadní metody. Místo toho, aby byly k�ivky zadávány pomocí bod�
na nich ležících, zadávají se pomocí bod� ležících v blízkosti k�ivek. K�ivka kopíruje tvar 
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kontrolního polygonu, tvo�eného zadanými body. Vzniká tak nový postup, dnes známý 
jako „algoritmus de Casteljau“.  

Jedná se o rekurzivní algoritmus, který v podstat� udává postup, jak pro danou 
hodnotu parametru najít bod na k�ivce, je-li dán �ídící polygon P0, … , Pn. Bod na k�ivce 
najdeme jako bod Pn

n, podle rekurentního vzorce: 

Tento algoritmus je možné interpretovat i geometricky. Je-li nap�íklad dán �ídící 
polygon P0, … , P4 , a chceme-li najít bod na k�ivce pro hodnotu parametru t = 0,5, 
sestrojíme bod P1

1 jako st�ed úse�ky P0P1, bod P1
2 jako st�ed úse�ky P1P3, … Dále pak 

bod P2
1 jako st�ed úse�ky P1

1P1
2. Takto pokra�ujeme dále, až sestrojíme bod P4

4, který 
leží na k�ivce.  

Je z�ejmé, že tento algoritmus umož
uje zadat k�ivku pomocí �ídícího polygonu. 
�ídící polygon lze reprezentovat jako numerická data, se kterými se v po�íta�ových 
programech snadno zachází. Velikou výhodou je, že se zm�nou jednoho bodu, se k�ivka 
nejvíce zm�ní v okolí m�n�ného bodu (tzv. lokální �ízení tvaru).  

Casteljau objevil tuto metodu zadání k�ivky pomocí �ídícího polygonu jako první. 
Jeho práci však držela firma Citroën v tajnosti, a proto je tato k�ivka pojmenována podle 
Béziera, který ji vynalézá až pozd�ji pro firmu Renault. Casteljau odchází v roce 1989 do 
d�chodu, a za�íná se v�novat publikování.  

2.4 Bézier 

Pierre Etienne Bézier se narodil 1. prosince 1910 v Pa�íži. Po vzoru svého otce i d�de�ka, 
kte�í byli inžený�i, se v�nuje studiu strojního inženýrství na Ecole des Arts et Métiers, 
které úsp�šn� završil v roce 1930. Ve stejném roce nastupuje na Ecole Supérieure 
d’Electricité, kde studuje elektroinženýrství. O rok pozd�ji tuto školu dokon�uje.  

V roce 1933 nastupuje na místo se�izova�e do firmy Renault, kde pracuje dalších 42 
let, b�hem kterých se stává �editelem n�kterých odd�lení. V roce 1960 vede kolektiv 
zam�stnanc� pro technický rozvoj. Tuto funkci vykonává až do roku 1975, kdy odchází 
do d�chodu. B�hem p�sobení v této funkci si Bézier uv�domuje, že by bylo pot�ebné 
nalézt metodu, jak reprezentovat strojírenské sou�ástky v po�íta�ových programech. 
Bézier v�d�l, že podobnou otázkou se zabývají v konkuren�ní firm� Citroën, postupoval 
však naprosto nezávisle. Jeho prvotní myšlenkou bylo popsat základní k�ivku jako pr�nik 
dvou eliptických válcových ploch, definovaných uvnit� hranolu. Pozd�ji Bézier p�echází 
k formulaci této myšlenky pomocí polynom�.  

Dá se ukázat, že k�ivka vyvinutá Bézierem je shodná s k�ivkou de Casteljau. Bézier 
však své výsledky publikuje. Brzy si jich povšimne A. R. Forrest, který si uv�domí, že 
Bézierovu k�ivku je možno vyjád�it pomocí Bernsteinových polynom� a tyto poznatky 
publikuje. Jedná se o stejné vyjád�ení, které vytvo�il Casteljau. Forrest�v �lánek, sepsaný 
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na toto téma, napomáhá, aby Bézierovy k�ivky vešly v známost, a proto dnes nesou jeho 
jméno, p�estože Casteljau je vyvinul d�íve.  

V roce 1968 se Bézier stává profesorem provozního inženýrství na Conservatoire 
National des Arts et Métiers a v�nuje se publikování. Pierre Etienne Bézier umírá 
25. listopadu 1999 v Pa�íži.  

3 Záv�r 
V dalších letech obor CAGD prožívá obrovský rozvoj, který podporují pr�myslové 

firmy jak v Evrop�, tak v USA. V roce 1974 se koná konference v Utahu zabývající se 
zmín�nými otázkami, na níž je poprvé použit název Computer aided geometric design 
a CAGD se oficiáln� stává samostatným matematickým oborem. Do dnešní doby je 
v tomto oboru realizována �ada výzkumných projekt� a stále jsou prezentovány nové 
výsledky. D�kazem toho je také neustále vycházející �asopis nesoucí název CAGD.  
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POSTAVA MATEMATIKA V BELETRII  
A VE FILMU 

HELENA DURNOVÁ

1 Úvod 
Matematikové, p�ípadn� fyzikové, mívají v beletrii a filmu �asto nezávid�níhodnou úlohu 
jakýchsi podivín�, kte�í se neorientují v b�žném každodenním život�. V tomto krátkém 
p�ísp�vku najde laskavý �tená� n�kolik poznámek o využití �i zneužití postavy slavného 
matematika a srovnání fikce se skute�ností.  

2 John Forbes Nash (* 1928) 
se narodil 13. �ervna 1928 v Bluefieldu v USA. Jeho otcem byl elektroinženýr John 
Forbes Nash, a proto bývá ke jménu významného matematika �asto p�idáván p�ídomek 
„Jr.“. Mladý Nash byl pohledný a geniální, ale také velmi excentrický a arogantní. Jako 
�lov�k nebyl p�íliš oblíbený a nem�l mnoho p�átel.  

V roce 1950 získal Nash doktorát. Jeho disertace se zabývala nekooperativními hrami. 
Název napovídá, že práce pat�í do teorie her. Tato teorie má dva základní pilí�e, von 
Neumannovu v�tu o minimaxu (1928) a Nashovu v�tu o bod� rovnováhy (1950). [5] 

Nashova závratná kariéra geniálního matematika byla kolem roku 1958 na dlouhou 
dobu p�erušena duševní chorobou, pravd�podobn� schizofrenií [5]. B�hem 70. a 80. let 
20. století se Nash zázra�n� uzdravil a za�al se znovu zapojovat do matematického 
života. Uznání Nashova díla v�deckou komunitou vyvrcholilo v roce 1994, kdy byla 
Nashovi ud�lena Nobelova cena za ekonomii.  

�tivá biografie Johna F. Nashe A Beautiful Mind z pera Sylvie Nasar byla vydána 
v roce 1998, tedy v roce, kdy se Nash dožil 70 let. Na motivy této biografie nato�il Ron 
Howard v roce 2001 stejnojmenný film. �eský divák m�že film obdivovat v �eské verzi 
pod názvem �istá duše.  

2.1 Sylvia Nasar: A Beuatiful Mind (biografie, 1998) a �istá duše (film, 2001) 

Podle Sylvie Nasar byl John F. Nash považován za podivína, kterému se v�tšina koleg�
vyhýbala kv�li jeho aroganci. Film �istá duše však p�ináší spíše obraz neoprávn�n�
opomíjeného génia. Filmu se jist� nedá up�ít množství detail�; �asto se však jedná spíše 
o detaily pikantní. Pokud jde o znázorn�ní Nashe jako podivína a matematika, opakuje 
film zavedená schematická vyobrazení podivínských profesor�, kte�í nevnímají t�ídu 
a mluví rad�ji „do tabule“. 

Objev nové definice bodu rovnováhy, zpochyb
ující 150 let starou teorii Adama 
Smithe, je asi nejp�sobiv�jším momentem filmu nato�eného podle stejnojmenné 
biografie. Jako postgraduální student necht�l Nash ztrácet �as psaním pr�m�rných 
�lánk�, nýbrž cht�l p�ijít s n��ím novým, p�evratným. To se mu dlouho neda�ilo. Teprve 
když Nash formuloval svou v�tu o rovnováze, p�išel zlom. Podle filmu došel mladý Nash 
ke své teorii p�i návšt�v� baru se svými kolegy a n�kolika dívkami, z nichž jedna byla 
výrazn� atraktivn�jší než ostatní. Zatímco Adam Smith ve své teorii tvrdil, že každý chce 
sobecky a bezohledn� nejv�tší užitek jen pro sebe, Nash tvrdí, že když budou všichni 
usilovat o nejkrásn�jší dívku, ostatní se rozute�ou a ona p�ekrásná blondýna ute�e také, 
protože stejn� nem�že chodit s p�ti mládenci. 
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Ve zbytku filmu se dozvídáme o dalších osudech Johna F. Nashe. O n�co pozd�ji 
najde svou manželku mezi svými studentkami; p�esn�ji �e�eno, spíše si ona najde jeho. 
Záhy se však projeví Nashova duševní choroba, schizofrenie. Zde považuji za vhodné 
p�enechat soudy o tom, zda filmové znázorn�ní odpovídá realit�, spíše psychiatr�m.  

3 Alan Mathison Turing (1912–1954) 
se narodil 23. �ervna 1912 v Londýn�. Jako mladý se zajímal o p�írodní v�dy, ale také 
o filosofické otázky. V letech 1931 až 1934 studoval na King’s College (Cambridge, 
Anglie). V roce 1935 zde obhájil diserta�ní práci o centrální limitní v�t�. 

Pro v�dce v oblastech �isté matematiky a teoretické informatiky je jeho jméno 
nerozlu�n� spjato s tzv. Turingovým strojem. Teoretický základ k tomuto pojmu podal 
Turing v �lánku „On computable numbers, with an application to the Entschei-
dungsproblem“, uve�ejn�ném v roce 1936  

V období 2. sv�tové války se Turing podílel na lušt�ní n�meckých zpráv šifrovaných 
strojem Enigma v Bletchley Park (jihovýchodní Anglie). Na prozkoumání obrovského 
po�tu možností navrhl sestrojit stroj p�ezdívaný „Bomba“. Své schopnosti využil Turing 
b�hem války také v USA, kam byl v listopadu 1942 vyslán. 

Po válce (1945-1947) pracoval v Národní fyzikální laborato�i v Londýn� na návrhu 
ACE (Automatic Computing Engine), prvního britského po�íta�e. Od roku 1948 p�sobil 
na univerzit� v Manchesteru, kde mj. pracoval na programu pro po�íta� Manchester 
Mark I. V letech 1952 až 1954 se zabýval také matematickou biologií. 

V roce 1952 byl Turing obvin�n z „hrubé neslušnosti“, totiž z homosexuálního styku, 
který byl v Británii v 50. letech 20. století trestný. Turing byl podmíne�n� odsouzen. Na 
svobod� se mohl pohybovat pouze tehdy, když svolil k hormonální terapii. Tato terapie 
byla Turingovi nep�íjemná, to však nebylo všechno. Na základ� odsouzení mu byla 
odep�ena bezpe�nostní prov�rka, což mu v podstat� znemožnilo pracovat. Snažil se 
vycestovat do zahrani�í, avšak bez úsp�chu. 

Zem�el 7. �ervna 1954 ve svém dom� ve Wilmslow (poblíž Manchesteru) po poz�ení 
kousku jablka otráveného kyanidem draselným. Je velmi pravd�podobné, že Turing 
spáchal sebevraždu [3]. 

První biografii Alana Turinga (nazvanou prost� Alan Turing) vydala v roce 1959 jeho 
matka Sara [6]. Procít�nou biografii o Alanu M. Turingovi, Alan Turing: The Enigma [3], 
vydal poprvé v roce 1992 anglický matematik Andrew Hodges. Román Enigma 
o n�meckém šifrovacím stroji Enigma, v n�mž se s Turingem setkáme pouze okrajov�, 
napsal roku 1995 Richard Harris. Podle této p�edlohy napsal scéná� pro stejnojmenný 
film Tom Stoppard. Film Enigma m�l premiéru v roce 2001. 

3.1 Enigma (román, 1995 a film, 2001) 

Nelze mluvit o postav� matematika ve filmu a nezmínit se o filmu Enigma (2001, režie 
Michael Apted). Na za�átku filmu máme možnost sledovat matematika jménem Tom Jericho, 
který se po nervovém zhroucení vrací zp�t k práci v Bletchley, šifrovacím centru britské 
armády. Zná-li divák osudy Alana M. Turinga, je zmaten, nebo� n�kdy se zdá, že hlavní 
hrdina (Tom Jericho) má p�edstavovat Turinga, jindy by to rozhodn� Turing být nemohl. 
Pro�? 

Za prvé, Tom Jericho je heterosexuál, který se zamiloval do krásné blondýnky – 
agentky a byv odmítnut, nervov� se zhroutil. Homosexuála Alana Turinga by se zcela 
jist� námluvy, natož odmítnutí, krásné dlouhonohé blondýnky celkem nijak nedotklo.  

Za druhé, Alan Turing se v dob�, do níž je celý p�íb�h zasazen, v Bletchley v�bec 
nevyskytoval. Tou dobou již Turing pobýval v USA. 
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Románová p�edloha se s t�mito fakty vypo�ádala lépe: románový Tom Jericho 
nem�že být Alanem Turingem, a ani to není v románu nazna�eno. Naopak, Turing se 
objevuje pouze jako legendární postava v pozadí.  

Pro� by si naopak m�l �i mohl filmový divák myslet, že hlavní postava Toma Jericha 
má p�edstavovat Alana Turinga? Zejména proto, že se ve filmu mluví o Turingov�
slavném �lánku z roku 1936, v n�mž se zabývá vypo�itatelnými �ísly a jejich užitím pro 
rozhodovací problém („Entscheidungsproblem“). Ve filmu je naprosto z�ejmé, že 
autorem �lánku je Tom Jericho. S tímto �lánkem je také spojena nejv�tší absurdita celého 
filmu: v jedné z klí�ových scén krásná agentka Claire sebere Tomovi Jerichovi práv�
tento �lánek, který však nem�že obsahovat informace, o n�ž by Claire jako agentka 
mohla mít zájem. Claire poté nechce Tomovi �lánek vrátit, on se s ní pere a p�itom ji 
škrábne, což je údajný d�vod k rozchodu. Pro� by však m�l matematik mít takový 
urputný zájem o separát svého vlastního �lánku? 

Na konci filmu, po válce, se Tom Jericho ožení s kamarádkou Hester, s jejíž pomocí 
rozluštil v Bletchley tajné zprávy o masakru v Katyni. Postava Hester by teoreticky také 
mohla být inspirována skute�nou ženou v Turingov� život�, nebo� Turing se v Bletchley 
sp�átelil s dívkou jménem Pat. Kdyby si byl Turing zvolil cestu životem, v níž by se 
vyhnul p�iznání své homosexuality, mohl by snad osud Alana Turinga pokra�ovat 
svatbou s Pat. To se však (jak ukazuje Andrew Hodges ve �tivé biografii Alana Turinga) 
nestalo. Dá se tedy �íci, že pokud jde o Alana Turinga, obsahuje film mnoho zavád�jících 
informací. K naprosto opa�nému záv�ru dojdeme p�i rozboru hry Breaking the Code. 

3.2 Hugh Whitemore: Breaking the Code (drama, 1986) 

Název dramatu Breaking the Code uvádím zám�rn� v angli�tin�, nebo� v �eském 
p�ekladu „Porušení zákona“ nebo naopak „Rozlušt�ní šifry“ by nebyly patrné oba 
významy. Celou hrou se prolíná Turingovo porušení zákona (m�l pohlavní styk s mužem) 
a rozlušt�ní šifry v Bletchley.  

Odhalení Turingovy homosexuality je v dramatu (a bylo i ve skute�nosti) svázáno 
s vloupáním do Turingova domu. Turing vloupání ohlásí policii a p�i vysv�tlování toho, 
jak k �inu dle Turinga došlo, pojme policista podez�ení o Turingov� homosexualit�. Mezi 
výslechy se dozvídáme r�zné detaily z Turingova života: dozvídáme se o jeho p�íteli 
z mládí Christopheru Morcomovi, o Turingov� matce, kterou synova homosexualita 
zasko�ila, �i o dívce Pat z Bletchley. Práv� v konverzaci se svou kamarádkou Pat, nyní 
vdanou matkou dvou syn�, prozradí Turing divák�m, že byl odsouzen a propušt�n 
podmíne�n� na svobodu. Podmínka, která možná sv�tu p�ed�asn� vzala jednoho 
z vynikajících matematik�, spo�ívala v hormonální terapii. Druhým d�vodem 
k Turingov� sebevražd� mohlo být odep�ení bezpe�nostního osv�d�ení na základ� jeho 
homosexuality. 

Autorovi dramatu se poda�ilo barvit� zprost�edkovat Turingovy myšlenky divákovi. 
Nap�íklad v konverzaci Turinga s prostým mužem se Whitemoreovi poda�ilo ukázat, jak 
komplikované je pro Turinga mluvit o p�edm�tu svého výzkumu. Fiktivní rozhovory 
mezi Sarou Turingovou a jejím synem Alanem zase dávají nahlédnout do vztahu matky 
a jejího geniálního syna. V konverzaci s Pat ukazuje autor hry Turingovu lidskou stránku, 
jeho ohleduplnost a uv�dom�ní si vlastní situace. 

K názvu této hry je podle autorských práv vždy nutno p�ipojit dodatek, že hra vznikla 
podle biografie Alan Turing: The Enigma [3]. Je tedy na míst� dodat, že tím, komu se 
skute�n� poda�ilo vcítit se do Turingovy duše, je Andrew Hodges. Na záv�r uve	me, jak 
popsal absurditu situace sám Turing: 

Turing tvrdí, že stroje myslí. Turing spí s muži. Tudíž stroje nemyslí. 
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4 Záv�r 
V�tšina matematik�, a podobn� i jiných v�dc�, by asi souhlasila s tvrzením, že kde a jak 
se odehrávají p�evratné objevy, lze t�žko znázornit ve filmu. Podobn� nelze než souhlasit 
s prvním odstavcem Hodgesovy recenze [2], že totiž t�žko m�že být historická fikce 
zcela pravdivá. P�esto však existují horší a lepší varianty polofiktivních d�l 
o matematicích. Zatímco u filmu �istá duše lze spíše spekulovat o tom, do jaké míry je 
nám Nashova genialita p�edkládána jako omluva pro jeho schizofrenii [1], v p�ípad�
filmu Enigma je p�ekroucení skute�ností takové, že i jen trochu informovaný divák 
nakonec neví, zda Tom Jericho m�l �i nem�l p�edstavovat Alana Turinga. Naprosto 
odlišný charakter má hra Breaking the Code, která si neklade za cíl ukázat Turing�v osud 
nebo jeho �ást, nýbrž spíše divákovi zprost�edkovává Turingovy pocity a prožitky, tedy 
to, co si ve stru�né biografii nep�e�teme a v matematických �láncích už v�bec ne.  
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AXIOMS, ALGORITHMS & ANACHRONISMS: 
DAVID HILBERT AND MECHANISED PROOFS1

JI�Í HUDE�EK

1 Introduction 
In 1982, Wu Wen-Tsun, a Chinese mathematician (*1919), wrote an article [1] 

linking the method of automated theorem proving in elementary geometry he designed 4 
years earlier to a rarely cited passage in David Hilbert’s (1862–1943) Grundlagen der 
Geometrie. In this and several subsequent articles, Wu argued that Hilbert, perhaps 
unknowingly, thereby opened the way to feasible mechanisation of geometry. 

Wu’s claim is not a simple acknowledgment of use of someone else’s results: it is 
consciously employed to support his central thesis that there are two opposing currents of 
thought in history of mathematics, and that his own method is a culmination of the one 
that has long been suppressed but is going to prevail. 

Practitioners writing about the development of their discipline are in particular danger 
of anachronism. Mathematicians see far-reaching connections: historians point out the 
uniqueness of the object under study. By contrasting Wu’s Whiggish evaluation of 
Hilbert’s passage with a more contextual investigation, I intend to show that even 
mathematicians would benefit from avoiding anachronism. 

2 Wu’s Method and Hilbert’s Theorem 62 
Wu Wen-Tsun’s method of mechanisation of proofs avoids logical analysis and 

resolution of terms, the more common approach to automated theorem proving [2]. 
Instead, he designed a decision procedure checking the content of geometrical theorems 
by mechanical solution of coordinate equation systems representing the premises and the 
conclusion: 

f1(u1, …, ud, x1) = 0, 
f2(u1, …, ud, x1, x2) = 0, 

… 
fr(u1, …, ud, x1, …, xr) = 0, 

g(u1, …, ud, x1, …, xr) = 0. 
If such a system holds for any values of the parameters u1, ..., ud, the theorem is true.2

Every theorem decidable by this procedure describes a configuration of points. 
Annoyingly, the result of the procedure depends upon the choice of free parameters ui

and variables xj determined by them among the coordinates of these points. In [1], Wu 
Wen-Tsun showed that adding coordinates in the sequence in which the points would be 
constructed guarantees the correct outcome of his decision procedure. And he noted that 
this guarantee is expressed in theorem 62 of David Hilbert’s Grundlagen:3

                                                          

1  This paper is a revised version of my essay written under the supervision of Prof. Jeremy Gray in the 
Department of History and Philosophy of Science, University of Cambridge. 
2 This is a very simplified description: there are important subsidiary conditions to this statement. 
3 Transl. auct. The text includes the preceding definition of a pure intersection theorem (reine Schnittpunktsatz). 
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“We understand under the concept ‘pure intersection theorem’ a theorem that contains 
an assertion about the joined position of points and straight lines and about parallelism of 
straight lines, without employing further relations such as congruence or orthogonality. 
Every pure intersection theorem of a plane geometry can be brought into the following 
form: 

Select, first of all, an arbitrary system of finitely many points and straight lines, 
afterwards draw in a prescribed manner arbitrary parallels to some of these straight lines, 
choose arbitrary points on certain ones of the straight lines and draw arbitrary straight 
lines through them. If, in some known manner, we construct the straight lines joining the 
given points, the points of intersection and the parallels through already given points, we 
shall obtain finally a definite system of finitely many straight lines, of which our 
proposition asserts that they all pass through the same point.” ... 

“Every pure intersection proposition valid in a plane geometry where axioms I 1-3, II, 
IV* [i.e. axioms of connection in a plane, ordering and parallels] and Pascal’s theorem 
hold, turns out to be a combination of finitely many Pascal configurations by the aid of 
suitably constructed auxiliary points and straight lines.“ [3] 

Wu Wen-Tsun labels this theorem “Hilbert’s Mechanisation Theorem”. He thus links 
it explicitly to the dichotomy he sees between what he calls “axiomatisation” and 
“mechanisation”. For Wu, mathematics is always an empirical science describing 
numbers and shapes as they exist in the material world; axiomatised mathematics 
abstracts these entities into concepts and investigates their properties by ingenious 
deductive arguments, as represented by the Greek mathematical tradition; mechanised 
mathematics models these entities by elementary objects, and finds solutions to problems 
involving these objects by repeated mechanical (stereotyped and unreflective) operations, 
as represented by the Chinese tradition. With the advent of computers, mechanisation 
becomes in Wu’s view much more powerful than axiomatisation, and this should also 
help rejuvenate Chinese mathematics, which is the main reason why he started research 
on mechanisation of mathematics in the first place. [4] 

Wu also asserts that mechanisation has, since the time of Descartes, always been 
present in modern mathematics, but overlooked in favour of axiomatisation. Both 
tendencies clash in the particular theorem in Grundlagen: 

“The great merit of Hilbert’s classic ‘Grundlagen der Geometrie’ of 1899 is 
universally recognised as being representative for axiomatization of mathematics ... In 
fact, this classic is also representative for the mechanization of geometry, showing clearly 
at the same time the way to achieve it.” [1] 

From the perspective of Wu’s method, Hilbert’s theorem is indeed a tool for 
mechanisation of elementary geometry. But let us investigate what it means in Hilbert’s 
book and in his mathematics. 

3 Hilbert’s Theorem 62 in its Own Time 

Hilbert’s Grundlagen der Geometrie (Foundations of Geometry) were first published 
in 1899. Hilbert wrote up lecture notes for his course of the same name, in fact a result of 
a longer period of engagement with geometry [5]. Rather than simply providing rigorous 
foundations for Euclidean geometry, the course investigated implications of particular 
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axioms – understood as assumptions rather than indubitable truths – for geometry and 
especially its relation to arithmetic. 

One of Hilbert’s major concerns was the axiomatic foundation of two fundamental 
theorems – Desargues’ and Pascal’s (Pascal-Pappos). Theorem 62 appears in this context 
at the very end of the last-but-one chapter of the Grundlagen. It is an assertion that 
a subset of plane geometry can be based on Pascal’s theorem taken as an axiom. 

Hilbert’s general approach in the Grundlagen is to create arithmetical models for his 
various axiomatisations and draw conclusions from these models. In line with this 
approach, theorem 62 is also tested on an algebraic model, and this makes it so useful and 
appealing for Wu Wen-Tsun. But this also reveals that axiomatisation can be 
“mechanised” (=performed in a systematic and predictable, almost algorithmic, way), and 
“mechanisation” always involves a choice of axioms, even when they are not labelled so. 

Such “mechanised axiomatisation” was in fact routinely applied in Hilbert’s school to 
projective geometry. Hilbert himself gave a lecture course on projective geometry in 
1920/1 (later published as [6]) and emphasised the role of Pascal’s theorem, and thus 
theorem 62, in this field. In fact the theorem was only created – in its numbered and 
largely revised version cited by Wu – after this course, for the 7th edition of Grundlagen
in 1930. 

This edition was mostly prepared by Hilbert’s student Arnold Schmidt. Schmidt’s 
dissertation “Derivation of Reflection from the Plane Motion” (a shorter version [7]) is 
also a systematic axiomatisation effort making explicit use of the “pure intersection 
theorems” enabled by Grundlagen theorem 62. But we find perhaps the clearest example 
of the “mechanised axiomatisation”, resembling even in form very strongly Wu Wen-
Tsun’s method, in a paper on foundations of projective geometry by Hilbert’s more 
senior student Max Dehn: 

“An intersection theorem is therefore to be formulated arithmetically: 
From the equations 

A: {xnixni’ + xmixmi’ + li = 0}
between the numbers x1, x2, … follow the equations 

B: {xn’ixn’i’ + xm’ixm’i’ + xli = 0} 
between the numbers x1, x2, …, i.e. every system of numbers that satisfies equations A

also satisfies equations B.” [8] 

Does it mean that Wu’s method was in fact already discovered by Hilbert and his 
followers? I think it only means that Hilbert-style axiomatisation was driven by a desire 
to reduce mathematical research to a systematic use of a basic set of well-developed 
techniques. The same desire that drives Wu Wen-Tsun’s “mechanisation”, in fact its 
defining feature. There seem to be no two clashing tendencies. 

4 Take-home Message for Historians of Mathematics 

Sabetai Unguru wrote in 1994 [9]: 

“The history of mathematics is history not mathematics. It is the study of the 
idiosyncratic aspects of the activity of mathematicians who themselves are engaged in the 
study of the nomothetic, that is, of what is the case by law.” 
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In the same text, he makes this useful distinction:

“In every interpretive textual task one can distinguish between (1) an ‘objective’, 
semantic interpretation that conceives the text as a physical object, a material, neutral, 
self-contained and independent entity incorporating all its lessons and messages and (2) 
an intentional, voluntaristic interpretation that denies the possibility of understanding the 
text properly, i.e., historically, severed from the intentions of its author. ” 

Mathematicians are trained to see deep and hidden connections. But this makes them 
often overlook that a result does not inherently contain all its future uses. It is the task of 
the historian to show what were the original uses and what motivated them. Often, as in 
the case of Wu Wen-Tsun, mathematicians’ understanding of their own work could 
benefit from awareness of these historical contexts. The intellectual but also social 
motives may, after all, be the real hidden connections. 
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FILOZOFICKÉ POJETÍ PRAVD�PODOBNOSTI 

V DÍLE T. G. MASARYKA A K. VOROVKY 

MAGDALENA HYKŠOVÁ

1 Úvod 
Tomáš Garrigue Masaryk se pravd�podobností zabýval v pojednáních [5], [6] a pat�il 

mezi nadšené zastánce její logické interpretace. Karel Vorovka se filozofii pravd�podob-
nosti v�noval v pojednáních [13], [14] a logickou interpretaci naopak ost�e kritizoval. 

�lánek navazuje na p�ísp�vek [3] z p�edminulé konference, v�novaný mimo jiné p�í-
nosu �eských matematik� k interpretacím pravd�podobnosti (zejména pracím B. Bolzana, 
V. Šimerky a O. Pankraze), a na �lánek [8], shrnující filozofické interpretace pravd�po-
dobnosti a jejich historický vývoj. V úvodu proto jen velmi stru�n� p�ipome
me, že p�i 
hledání odpov�di na otázku, co je to vlastn� pravd�podobnost a co znamená pro náš ži-
vot, se zpravidla rozlišují dv� zásadn� rozdílné interpretace pravd�podobnosti: objektivní,
která pravd�podobnost považuje za objektivní vlastnost sv�ta, nezávislou na konkrétním 
jedinci, znalosti �i ví�e, a epistemologická, která pravd�podobnost ztotož
uje s mírou 
stupn� znalosti nebo p�esv�d�ení o ur�itém jevu. V dalším se budeme zabývat jen inter-
pretací epistemologickou, kterou lze dále rozd�lit na logickou a subjektivní. Logická 
interpretace považuje pravd�podobnost za míru racionálního p�esv�d�ení �i míru vyplý-
vání. Mezi její nejznám�jší p�edstavitele pat�í J. M. Keynes (1883–1946) a R. Carnap 
(1891–1970); dnes pon�kud pozapomenutými, avšak nemén� d�ležitými p�edstaviteli 
jsou rovn�ž B. Bolzano (1781–1848, viz [1]) a J. von Kries (1853–1928). Subjektivní 
interpretace ztotož
uje pravd�podobnost se stupn�m osobního p�esv�d�ení nebo víry ve 
výskyt ur�itého jevu �i události. Za její zakladatele jsou zpravidla považováni F. P. Ram-
sey (1903–1930) a B. de Finetti (1906–1985); již o p�l století d�íve však podobné 
myšlenky zformuloval V. Šimerka (1818–1887, viz [9]–[10]). 

2 Tomáš Garrigue Masaryk (1850–1937) 
Osobnost prvního �eskoslovenského prezidenta není t�eba p�edstavovat. Proto jen p�i-

pome
me, že v roce 1878 se Masaryk habilitoval na víde
ské univerzit�, a to na základ�
sociologického pojednání Sebevražda jako hromadný spole�enský jev moderní civilizace; 
mezi p�ti filozofy, kte�í jej nejvíce ovlivnili, zde uvedl D. Humea, k jehož odkazu se vra-
cel i v pozd�jších pracích. V roce 1882 byl Masaryk jmenován mimo�ádným profesorem 
filozofie na �eské univerzit� v Praze. Pro svou inaugura�ní p�ednášku, jež se konala dne 
16. 10. 1882, si zvolil téma Humova skepse a po�et pravd�podobnosti, které pak dále roz-
vinul ve stejnojmenném spise [5] z roku 1883; o rok pozd�ji vyšla stru�n�jší a pon�kud 
upravená n�mecká verze [6]. I když se ostatní Masarykovy práce týkaly p�edevším 
filozofie, sociologie a pozd�ji také politiky, projevil zde mimo�ádnou znalost vývoje 
teorie pravd�podobnosti, zejména v souvislosti s induktivní logikou. 

Podívejme se nyní ve stru�nosti na �eskou verzi tohoto pojednání. V úvodu Masaryk 
píše, že se tímto tématem zabývá již dlouhou dobu a cht�l by je podrobn�ji zpracovat 
v rozsáhlejším spise o teorii induktivní logiky. Protože se však obává, že k tomu z nedos-
tatku �asu v dohledné dob� nedojde (a jak dnes víme, nedošlo k tomu nikdy), vydává 
alespo
 tuto sta�, v níž jsou základní myšlenky objasn�ny na pozadí historického vývoje 
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tak, aby je zájemci mohli snadno dále rozvinout. P�ímo také poznamenává, že pojednání 
ukazuje logický význam po�tu pravd�podobnosti; v dnešní terminologii lze tedy �íci, že 
práce spadá do oblasti logické interpretace pravd�podobnosti. Spis je odpov�dí na Hume-
ovu myšlenku, že záv�ry neúplné indukce jsou výlu�n� založené na zvyku, a protože idea 
kauzální souvislosti neodpovídá žádnému dojmu ani vn�jší ani vnit�ní zkušenosti, je to 
pojem zcela bezobsažný. Podstatu Humeovy skepse Masaryk charakterizuje takto: Pouze 
matematika zasluhuje naši d�v�ru, empirické v�dy jsou nejisté, protože nám uniká pozná-
ní kauzálních souvislostí fakt; nebo
 o empirických faktech bychom mohli získat bezpe�né 
poznatky pouze na základ� evidentního vztahu mezi p�í�inou a ú�inkem. ([5], str. 24) 
V hlavní �ásti svého pojednání Masaryk podává historický popis pokus� o filozofické 
vyvrácení Humeovy skepse, které však považuje za nedostate�né. Za�íná myšlenkami 
T. Reida, J. Beattieho, J. Oswalda, J. G. Sulzera, I. Kanta a F. E. Benekeho. Pokra�uje 
p�ísp�vky, které se snažily Humeovu skepsi vyvrátit pomocí induktivní logiky, a to pra-
cemi M. Mendelssohna, J. M. Degéranda a S. D. Poissona. Potom se obrací k využití po�-
tu pravd�podobnosti v induktivní logice a p�ísp�vk�m G. W. Leibnize, Jakoba Bernoulli-
ho, P.-S. Laplace, L. A. J. Quételeta, J. Herschela, A. A. Cournota, H. R. Lotze, F. Über-
wega, C. W. von Sigwarta, W. S. Jevonse a J. Venna, u nichž však chybí p�ímý odkaz na 
Humea. Práv� v tomto sm�ru Masaryk vidí možnost Humeovu skepsi skute�n� vyvrátit, 
a propojení uvedených p�ísp�vk� s Humem považuje za jejich chyb�jící pointu. 

3 Karel Vorovka (1879–1929) 
Masarykov� optimismu oponoval Karel Vorovka, filozof matematiky, který bývá prá-

vem ozna�ován za prvního �eského myslitele, jenž se po Bolzanovi systematicky zabýval 
základy p�írodních v�d (viz [7], str. 5). P�ipome
me nejprve, že Vorovka vystudoval ma-
tematiku a fyziku na filozofické fakult� pražské univerzity (1897–1901) a pak dlouhá léta 
p�sobil jako st�edoškolský profesor. Svou diserta�ní práci [11] v�noval teorii integrál�, 
záhy se však obrátil p�edevším k filozofickým otázkám matematiky. V roce 1921 se habi-
litoval z filozofie p�írodních v�d na zatím ješt� nerozd�lené filozofické fakult� pražské 
univerzity, o šest let pozd�ji byl jmenován profesorem filozofie exaktních v�d na fakult�
p�írodov�decké. Ve fyzikálních kruzích je Vorovka znám také jako zastánce a propagátor 
Einsteinovy teorie relativity. 

Teorií pravd�podobnosti a jejím filozofickým významem se Vorovka zabýval od roku 
1912, kdy zem�el H. Poincaré. Jednota �eských matematik� a fyzik� tehdy uspo�ádala cyk-
lus p�ednášek v�novaných r�zným obor�m �innosti tohoto myslitele. Vorovkovi p�ipadl 
úkol pronést p�ednášku na téma Henri Poincaré jako filosof (p�ednáška se konala 25. ledna 
1913 a o rok pozd�ji byla publikována – viz [15]). Studium Poincaréových matematicko-
filozofických úvah Vorovku velmi ovlivnilo; snad nejv�tší inspiraci nalezl v úvahách o ná-
hod� a pravd�podobnosti. Krom� matematického �lánku [12] v�novaného problému ruino-
vání hrá�� je Poincaré�v vliv patrný ve Vorovkových pojednáních [13] a [14]. První z nich 
bylo otišt�no v roce 1913 ve filozofickém �asopise �eská mysl pod názvem Filosofický 
dosah po�tu pravd�podobnosti [13]. Vorovka zde kritizuje filozofické interpretace pravd�-
podobnosti v�etn� prací P.-S. Laplace [4], T. G. Masaryka [5]a V. Šimerky [9]. Objas
uje 
zde základní problém logické interpretace, kterým je ur�ení apriorních pravd�podobností
v Bayesov� vzorci pro pravd�podobnost ur�ité hypotézy, podmín�nou daným pozorováním 
�i zkušeností (viz dále). Na rozdíl od Masaryka se Vorovka domnívá, že Humeovy námitky 
jsou oprávn�né a teorií pravd�podobnosti je nelze vyvrátit; své úvahy shrnuje takto: Po�et 
pravd�podobnosti a Humeova skepse náleží dv�ma zcela r�zným oblastem duševním a není 
možno je uvésti do racionálního vztahu. Hodí se zde dob�e následující p�irovnání. Kdo by 
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cht�l aplikovati po�et pravd�podobnosti na Humeovu skepsi, krájel by atom nožem. Kdo by 
zavád�l Humeovu skepsi do po�tu pravd�podobnosti, brousil by atomy v noži. ([13], str. 25) 

Podobné úvahy lze nalézt i v �lánku O pravd�podobnosti p�í�in [14], publikovaném 
v roce 1914 v  �asopise pro p�stování mathematiky a fysiky (dále jen �PMF). Tato práce 
byla ur�ena zejména st�edoškolským student�m, obsahuje proto mén� filozofie a více 
matematiky a ilustra�ních p�íklad�. I zde se Vorovka zabývá možnostmi využití Bayeso-
vy v�ty, kterou nazývá teorémem o pravd�podobnosti p�í�in, pro prokázání kauzální sou-
vislosti ur�itých jev� a ukazuje, že tyto možnosti jsou zna�n� omezené. Základní problém 
formuluje takto: Byl pozorován ur�itý úkaz, který musel být zp�soben jedním z kone�né-
ho po�tu n r�zných jev� (p�í�in), z nichž každý má jistou apriorní pravd�podobnost ωk, 
že nastane; libovolné dva jevy se navzájem vylu�ují a jiné možnosti neexistují, 
tj. 1 2   1n+ + + =� . Nastane-li k-tý z t�chto jev�, pak pozorovaný jev nastane 
s pravd�podobností pk . Pravd�podobnost, že p�í�inou pozorovaného úkazu byl k-tý jev 
(neboli platí k-tá hypotéza), lze podle Bayesovy v�ty vyjád�it ve tvaru: 

1 1 2 2

 
=    

k k
k

n n

p
h

p p p+ + +�
. (1) 

Jak však ur�it apriorní pravd�podobnosti ωk? V n�kterých p�ípadech je to pom�rn� snad-
né, v jiných je to však obtížn�jší �i zcela nemožné. Pro ilustraci Vorovka uvádí n�kolik 
p�íklad�, z nichž nejjednodušší je následující: Uvažujme dv� osudí, o kterých je známo, 
že jedno obsahuje dv� bílé koule a druhé jednu kouli bílou a jednu �ernou. Náhodn� zvo-
líme jedno osudí a z n�j náhodn� vytáhneme jednu kouli. Je-li bílá, jaká je pravd�podob-
nost, že se jedná o druhé osudí? V tomto p�ípad� položíme 1 2  1 2/= =  (náhodn� jsme 

vybrali jedno ze dvou osudí), 1 1p =  a 2 1 2p /= . Pravd�podobnost, že se jedná o druhé 
osudí, je podle (1) rovna 1/3. Na jiném p�íkladu pak Vorovka ukazuje, že �asto je ur�ení 
apriorních pravd�podobností nemožné: Petr hraje v kostky s neznámým hrá�em; nejv�tší 
výhra p�ipadá tomu, kdo prvním vrhem dv�ma kostkami hodí dv� šestky. Protihrá�i se to 
poda�ilo hned napoprvé. Jaká je pravd�podobnost, že je to falešný hrá�? Kdybychom 
v duchu Laplaceova p�ístupu op�t položili 1 2  1 2/= = , byla by tato pravd�podobnost 
rovna 0,97, což však odporuje zdravému rozumu. Bez dalších informací proto úloha není 
�ešitelná. Záv�r pojednání [14] pak celou kritiku p�ece jen pon�kud mírní: Avšak proto 
p�ece nesmíme Bayes�v theorém podce�ovati. Jest p�ece jen pro po�et pravd�podobnosti 
nepostradatelným, a to jednak pro applikace na takové zjevy, které jsou ovládány Záko-
nem velkých �ísel, jednak pro vnit�ní logickou souvislost celého po�tu ... ([14], str. 93). 
V pojednání [13] navíc Vorovka uvádí, jak lze v n�kterých p�ípadech ur�it apriorní prav-
d�podobnosti pomocí Poincaréovy metody libovolných funkcí. 

4 Záv�r 
Práce T. G. Masaryka a K. Vorovky p�edstavují dv� zcela odlišná chápání pravd�po-

dobnosti. Masaryk byl zastáncem logické interpretace, která byla rozvíjena až koncem 
devatenáctého a p�edevším v první polovin� dvacátého století (ponecháme-li stranou 
Bolzan�v spis [1]). Jeho pojednání jsou pozoruhodná i proto, že dokládají dobré znalosti 
teorie pravd�podobnosti a její historie, nadšení pro induktivní logiku a vysoké mín�ní 
o matematice. Tím také prvního �eskoslovenského prezidenta ukazují v mén� obvyklém 
sv�tle. K. Vorovka naopak pat�il ke kritik�m logické interpretace; zastával názor, že 
teorii pravd�podobnosti nelze aplikovat na filozofické problémy, a proto by se m�la stát 
na filozofii zcela nezávislou. Dodejme, že k tomu zanedlouho skute�n� došlo: ve t�icá-
tých letech 20. století byla teorie pravd�podobnosti A. N. Kolmogorovem postavena na 

117



  

axiomatický základ a matematiky byla p�ijata jako „opravdová“ matematická disciplína; 
ve stejné dob� navíc logická interpretace �elila ostré kritice F. P. Ramseyho a B. de Fi-
nettiho, která vedla k tomu, že v druhé polovin� 20. století byla logická interpretace 
postupn� opoušt�na. Jak jsme vid�li v p�edchozí �ásti, jádro této kritiky lze nalézt tém��
o dvacet let d�íve práv� ve Vorovkových pojednáních. Nicmén� na otázku, do jaké míry 
z dané evidence plyne ur�itá hypotéza neboli jaká je podmín�ná pravd�podobnost, že 
ur�itá hypotéza je pravdivá, narážíme b�hem svého života neustále. I když není vždy 
možné tuto pravd�podobnost ur�it p�esn�, její rozumný odhad je �asto životn� d�ležitý. 
Je proto povzbudivé, že se v poslední dob� objevují vážné snahy logickou interpretaci 
oživit (podrobnosti lze nalézt v �lánku [8]).  
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WILHELM MATZKA (1798–1891) VE VÍDNI 

MICHAELA CHOCHOLOVÁ 

1 Stru�ný b�h životem Wilhelma Matzky1

Wilhelm Matzka se narodil dne 4. listopadu 1798 v Litobrat�icí na jižní Morav�. 
V devatenácti letech za�al studium na filozofické fakult� v Praze, které ukon�il po dvou 
letech s výte�nými výsledky.2 Po studiu na pražské univerzit� pobýval v letech 1819 až 
1837 ve Vídni. V srpnu roku 1837 byl jmenován �ádným profesorem elementární 
matematiky p�i nov� z�ízeném „filozofickém u�ilišti“ v Tarnov�, kde p�sobil do roku 
1849. Mezitím, v srpnu roku 1843, vykonal na univerzit� v Olomouci rigorózní zkoušky 
a byl promován doktorem svobodných um�ní a filozofie.3 Roku 1849 usp�l v konkurzu 
na místo �ádného profesora elementární matematiky a praktické geometrie na pražské 
technice.4 V dubnu roku 1850 byl jmenován �ádným profesorem matematiky s n�meckou 
vyu�ovací �e�í na pražské univerzit�, kde vedl výuku až do roku 1871.5 Od roku 1850 byl 
�ádným �lenem Královské �eské spole�nosti nauk.6 W. Matzka zem�el dne 9. �ervna 1891 
v Praze.7  

2 Aktivity ve Vídni 

2.1 Kariéra v rakouské armád�
W. Matzka nastoupil vojenskou službu u druhého d�lost�eleckého pluku ve Vídni dne 

16. zá�í 1819. Dne 6. února 1821 byl p�eložen jako bombardér k víde
skému 
bombardérskému sboru, následn� byl dne 18. zá�í 1822 povýšen na ohn�str�jce. Dne  
25. kv�tna 1826 se stal vrchním ohn�str�jcem a kone�n� dne 1. �ervna 1831 poru�íkem 
                                                          

1 Wilhelm Matzka byl významným matematikem a vysokoškolským profesorem poloviny 19. století v �eských 
zemích. Blíže o jeho život�, pedagogickém p�sobení a publika�ní �innosti viz Chocholová M.: Wilhelm Matzka 
(1798–1891) a jeho práce z teorie determinant�, in M. Be�vá�ová (ed.): 28. mezinárodní konference Historie 
matematiky, Praha, 2007, 41–44. 
2 V prvním i druhém ro�níku absolvoval výklady z náboženství, historie a �e�tiny. V prvním ro�níku také 
povinnou teoretickou filozofii a matematiku, ve druhém ro�níku praktickou filozofii a matematickou fyziku. 
Náboženství ho u�il Bernard Bolzano (1781–1848), historii Franz Nicolaus Tietze (1769–1858), �e�tinu Alois 
Klar (1763–1833), teoretickou i praktickou filozofii František Xaver N�me�ek (?–1821), matematiku Josef 
Ladislav Jandera (1776–1857) a matematickou fyziku Franz Ignac Cassian Hallaschka (1780–1847). Více viz 
Katalog über die Hörer der Philosophie an der k. k. Prager Universität, vom Schuljahre 1818, 1819, Archiv 
Univerzity Karlovy. 
3 Dne 8. srpna 1843 složil p�edepsanou zkoušku z obecné historie, dne 16. srpna 1843 zkoušku z obecné 
filozofie, a toho samého dne byl promován. Viz fond Univerzita Olomouc, Série d�kan�, profesor� a doktor�
promovaných na filozofické fakult�, seznam rigorosant� a promocí, 1828–1851, Zemský archiv Opava, pobo�ka 
Olomouc. 
4 W. Matzka byl jmenován �ádným profesorem elementární matematiky a praktické geometrie na pražské 
technice dne 8. dubna 1849. O jeho p�sobení viz Jelínek K.: Das ständisch-polytechnische Institut zu Prag, 
Programm zur fünfzigjährigen Erinnerungs-Feier an die Eröffnung des Institutes am 10. November 1856, Prag, 
1856. 
5 W. Matzka byl jmenován �ádným profesorem matematiky na pražské univerzit� dne 9. dubna 1850. O jeho 
p�sobení viz Ordnung der Vorlesungen an der k. k. Universität zu Prag 1849/50, …, 1870/71 a Personalstand 
der k. k. Universität zu Prag 1850/51, …, 1872/73, Archiv Univerzity Karlovy. 
6 W. Matzka byl dne 9. února 1845 zvolen dopisujícím �lenem Královské �eské spole�nosti nauk, dne 2. ledna 
1850 byl zvolen  jejím �ádným �lenem; v letech 1852 až 1884 pracoval pro spole�nost jako pokladník. 
7 Zprávu o jeho úmrtí podává Jahresbericht der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1891. 
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bombardérského sboru a sou�asn� byl jmenován u�itelem matematiky ve škole 
bombardérského sboru. Na této pozici setrval až do 31. srpna 1837. 

2.2 Das k. k. Bombardier-Corps 

Roku 1778 bylo císa�em Josef II. ve Vídni z�ízeno tzv. d�lost�elecké lyceum. Po osmi 
letech bylo p�etvo�eno v c. k. bombardérskou sborovou školu nazývanou též 
bombardérský sbor. 

Hlavní �innost školy spo�ívala v p�íprav� budoucích d�lost�elc�, tedy v p�íprav� na 
obsluhu houfnic, moždí��, obléhacích d�l a k výrob� st�eliva. Nadan�jší žáci byli 
vzd�láváni v matematice, kreslení od ruky, fortifikaci a mechanice. 

P�vodn� �ty�t�ídní škola se od svého po�átku neustále rozši�ovala, roku 1815 byla již 
sedmit�ídní. Jednotlivé ro�níky byly pojmenovány podle hlavních p�edm�t�, které se  
v nich vyu�ovaly, totiž – 1. ro�ník Aritmetika, 2. ro�ník Geometrie, 3. a 4. ro�ník Vyšší 
matematika, 5. ro�ník Mechanika, 6. ro�ník Fyzika a 7. ro�ník Chemie. Hlavní pozornost 
byla v�nována p�edevším rozvoji matematických a p�írodov�dných znalostí student�. 
Ostatní p�edm�ty (nap�. nauka o d�lost�elb�, geometrální a situa�ní rýsování) byly 
pr�b�žn� rozd�leny do všech ro�ník�; navíc byly vyu�ovány vedlejší p�edm�ty (nap�. 
fortifikace, vojenská geografie, d�jepis, taktika, administrativa a francouzský jazyk). 
Prvních p�t ro�ník� se nazývalo nižší kurs, šestý a sedmý ro�ník vyšší kurs. V tomto 
uspo�ádání fungovala bombardérská sborová škola ve Vídni až do roku 1849, kdy byla 
p�eložena do Olomouce.8

W. Matzka byl v bombardérské sborové škole profesorem vyšší matematiky;  
v letech 1832 až 1833 p�ednášel algebraickou analýzu a analytickou geometrii, roku 1834 
diferenciální a integrální po�et a v letech 1835 až 1837 vyšší mechaniku. 

Úrove
 bombardérské sborové školy v prvních letech její existence pozvedl Slovinec 
Georg Freiherr von Vega (1754–1802), který se proslavil nejen jako udatný vojín, ale 
také jako matematik a u�itel.9  

2.3 Studium na víde�ské univerzit� a technice 

V dob� svého p�sobení ve Vídni si W. Matzka dopl
oval a prohluboval vzd�lání 
nejen studiem odborných p�edm�t� vyu�ovaných na d�lost�elecké škole, ale také studiem 
na víde
ské univerzit� a technice. Na víde
ské univerzit� navšt�voval p�ednášky  
z v�decké a praktické astronomie Josepha Johanna Littrowa (1781–1840), z vyšší 
matematiky a fyziky Andrease von Ettingshausena (1796–1878) a z mineralogie 
Friedricha Mohse (1773–1839). Na víde
ské polytechnice poslouchal technologii, kterou 
vedl Georg Altmütter (1787–1858). 

                                                          

8 O historii bombardérského sboru a výuce ve sborové škole viz [3]. 
9 G. F. von Vega je autorem matematických prací Logarithmentafeln, Leipzig, 1783, Logarithmisch-
trigonometrische Tafeln, Leipzig, 1797, Vorlesungen über die Mathematik, �ty�i svazky, Wien, 1782–1800, aj.  
O Vegovi více viz  [4] a viz sborník z konference po�ádané k 250. výro�í Vegova narození Proceedings of 
Conference Jurij Vega and His Time, Ljubljana, 2004. 
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3 Práce vydané ve Vídni 
W. Matzka publikoval v letech 1828 až 1888 více než p�t desítek odborných prací  

z matematiky a fyziky, ale také práce zasahující do chronologie, astronomie �i geodézie. 
Je autorem n�mecky psaných u�ebnic, historických, metodických a populárních prací. 
Kompletní seznam Matzkových publikací zatím neexistuje; jeho vytvo�ení je jedním  
z hlavních p�ínos� mé diserta�ní práce nazvané Život a dílo Wilhelma Matzky.  
V sou�asné dob� mám zmapováno 67 Matzkových prací10, které uve�ej
oval  
v odborných �asopisech11 nebo je vydával samostatn� jako monografie, u�ebnice �i spisy. 

V následujících odstavcích zmíníme Matzkova díla, která mají vztah k Vídni. N�která 
z nich pocházejí p�ímo z doby, kdy zde pobýval, n�která byla sice ve Vídni publikována, 
ale pocházejí až z doby jeho p�sobení v Tarnov�.  

Z víde
ského p�sobení pochází Matzk�v rukopis Stellungen zu den 100 
Schachspielgeheimnissen des Arabers Stamma12 z roku 1828 v�nující se teorii šachové 
hry. Z dnešního hlediska se zdá, že se tento stostránkový rukopis zabývá šachovými 
kompozicemi, tj. um�le vytvo�enými pozicemi13 se zadaným problémem, který má být 
vy�ešen (nap�. „bílý táhne a dá mat ve t�ech tazích“). Matzk�v spisek obsahuje 100 
navržených šachových schémat, z nichž je 12 analyzováno.14  

G. F. von Vega sepsal pro pot�eby výuky v bombardérském sboru �ty�dílné 
Vorlesungen über die Mathematik s podtituly (zkrácen�) Rechenkunst und Algebra
(1782), Geometrie, sphärische Trigonometrie und die Infinitesimal-Rechnung (1784), 
Mechanik der festen Körper (1788) a Hydrostatik, Aerostatik, Hydraulik, und der 
Bewegung fester Körper (1800). U�ebnice srozumiteln� uvád�ly do studia matematické  
a fyzikální problematiky, proto byly používány jako základní u�ební text a byly do roku 
1850 n�kolikrát p�epracovány a znovu vydány. Autorem posledních vydání byl práv�  
W. Matzka, který dvakrát p�epracoval první15 a druhý16 díl a jednou t�etí17 díl. 

                                                          

10 P�i tvorb� seznamu mi jako odrazový materiál posloužily díl�í informace uvedené v biografických slovnících 
[5] a [6]. Tyto informace a �áste�né seznamy d�l jsem pe�liv� prov��ila, up�esnila a v sou�asné dob� je stále 
dopl
uji a upravuji. 
11 Sitzungsberichte der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, Abhandlungen der 
königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, Archiv für Mathematik und Physik, Journal für 
die reine und angewandte Mathematik, Astronomische Nachrichten, Annalen der Wiener Sternwarte, 
Annalen der Physik und Chemie. 
12 Philipp Stamma (1705–1755) je známý jako šachový hrá� a teoretik syrského p�vodu, p�sobící ve Francii  
a Anglii. Proslul zejména svou knihou Essai sur le Jeu des Echecs (Paris, 1737), která obsahovala 100 
šachových koncovek se schématy. Jako první užila pro záznam pr�b�hu šachové hry (krátkou) algebraickou 
šachovou notaci, tém�� výhradn� používanou až do sou�asnosti.  
13 Pro ozna�ení šachových figur W. Matzka použil: K (der König) – král, D (die Dame) – dáma, T (der Turm) – 
v�ž, L (der Läufer) – st�elec, B (der Bauer) – p�šec. 
14 To jsou partie 1–11 a 15. 
15 Georg Freiherrn von Vega, Vorlesungen über die Mathematik sowol überhaupt zu mehrerer Verbreitung 
mathematischer Kenntnisse in den k. k. Staaten, als auch insbesondere zum Gebrauche des k. k. Artillerie-Corps. 
– Erster Band. Rechenkunst und Algebra. Sechste Auflage, Durchgesehen, verbessert und vermehrt von Wilhelm 
Matzka. Fr. Bech's Universitäts-Buchhandlung, Wien, 1838, 612 stran. Siebente Auflage, Ueberarbeitet von 
Wilhelm Matzka. Fr. Bech's Universitäts-Buchhandlung, Wien, 1850, 624 stran. 
16 Georg Freiherrn von Vega, Vorlesungen über die Mathematik sowol überhaupt zu mehrerer Verbreitung 
mathematischer Kenntnisse in den k. k. Staaten, als auch insbesondere zum Gebrauche des k. k. Artillerie-Corps. 
– Zweiter Band, die theoretische und practische Geometrie, die geradlinige und sphärische Trigonometrie, die 
höhere Geometrie, und die Infinitesimal-Rechnung enthaltend. Siebente Auflage, Durchgesehen, verbessert und 
vermehrt von Wilhelm Matzka. Verlag von F. Tendler, Buchhändler, Wien, 1835, 712 stran + 16 tabulek. Achte 
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W. Matzka publikoval p�epracovanou verzi �ásti prvního dílu Vegových Vorlesungen 
über die Mathematik obsahující tabulky prvo�initel�, mocnin a odmocnin �ísel  
a p�evodních vztah� fyzikálních jednotek.18  

Roku 1844 vyšla ve Vídni Matzkova rozsáhlá publikace Die Chronologie in ihrem 
ganzen Umfange …,19 kterou lze z dnešního pohledu za�adit do matematické 
chronologie.20 Matzkovy výsledky jsou do kontextu sv�tového vývoje chronologického 
bádání za�azeny v [2]. 
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Auflage, Ueberarbeitet von Wilhelm Matzka. Verlag von Tendler & Compagnie, Wien, 1848, 660 stran + 15 
tabulek. 
17 Georg Freiherrn von Vega, Vorlesungen über die Mathematik sowohl überhaupt zu mehrerer Verbreitung 
mathematischer Kenntnisse in den k. k. Staaten, als auch insbesondere zum Gebrauche des k. k. Artillerie-Corps. 
– Dritter Band. Mechanik der festen Körper. Fünfte verbesserte Auflage. Verlag von Tendler & Schaefer, Wien, 
1839, 433 stran + 11 tabulek. 
18 Tafel der Primfactoren der Zahlen von 1 bis 16397, Tafel der vierten bis achten Potenzen der Zahlen von 1 bis 
100, Tafel der zweiten und dritten Potenzen der Zahlen von 1 bis 1000, Tafel der zweiten und dritten Wurzeln 
der Zahlen von 1 bis 1000, Tafel zur Verwandlung der Fuße, Zolle, Linien und Puncte des zwölftheiligen Maßes 
in Decimaltheile der Klafter, des Fußes und des Zolles, wie auch umgekehrt. Zum bequemen Gebrauche bei 
Rechnungen mit besonderen Zahlen. Besonderer Abdruck aus dem ersten Bande von Vega’s Vorlesungen über 
Mathematik, überarbeitet vonWilhelm Matzka. Fr. Bech’s Universitäts-Buchhandlung, Wien, 1838, 32 stran. 
19 Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange, mit vorzüglicher Rücksicht auf ihre Anwendung in der 
Astronomie, Weltgeschichte und Urkundenlehre, nebst einem Vorschlage zu einer streng wissenschaftlich 
geregelten Zeitrechnung; durch höhere Arithmetik begründet und erläutert. In der Fr. Bech’schen Universitäts-
Buchhandlung, Wien, 1844, VIII + 543 stran. 
20 Chronologie je nauka o m��ení �asu, jeho zp�sobech a prost�edcích k tomu používaných; … d�lí se na dv�
oblasti, na chronologii matematickou neboli astronomickou, a chronologii technickou neboli historickou. … 
Matematická (astronomická) chronologie využívá poznatk� astronomie a jiných p�íbuzných v�d, sleduje pohyby 
nebeských t�les, zkoumá, do jaké míry p�icházejí v úvahu pro stanovení �asových jednotek,  
a stanoví na jejich základ� objektivní jednotky m��ení �asu. ([2], str. 24) 
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ROVINNÉ GRUPY SYMETRIÍ  
VO VÝTVARNOM UMENÍ1

LUCIA ILUCOVÁ

1 Grupy symetrií 
Rovinné mozaiky (ale i 	alšie ornamenty) s bohatými motívmi v Alhambre �i obrazy 

s motívom pravidelného delenia roviny holandského grafika M. C. Eschera fascinujú 
a inšpirujú laikov, umelcov i vedcov, a to nielen bohatos�ou použitých tvarov, ale aj 
pravidelnos�ou a symetriou svojho usporiadania. Tie je možné popísa� jednorozmernými 
alebo dvojrozmernými grupami symetrie. Túto problematiku budem posudzova� najmä 
z poh�adu teselácií2 a zameriam sa najmä na dvojrozmerný prípad, na historické pozadie 
výskumu grúp symetrií a ich výskyt v teseláciách v Alhambre a obrazoch Eschera.  

Symetria (súmernos�) vzoru (vo všeobecnosti symetria útvaru) je euklidovská 
zhodnos�, ktorá zobrazuje vzor na seba samého. Existujú štyri možné typy symetrií 
vzoru: translácia, rotácia, zrkadlenie a posunuté zrkadlenie. Množina symetrií vzoru 
vytvára grupu nazývanú grupa symetrií vzoru.   

Obr. 1 Symetrie písmen – ve�ké tla�ené A je symetrické pod�a vertikálnej osi, písmeno N
v rotácii o 180º okolo stredu „strednej prie�ky“; písmeno H má dve na seba kolmé osi 
symetrie a symetriou je aj rotácia o 180º okolo priese�níku týchto osí.     

Jednorozmerné grupy symetrií vzoru nazývame frízové vzory (je ich sedem), 
dvojrozmerný prípad tapetové vzory (je ich sedemnás�), 230 priestorových grúp sa 
nazýva kryštalografické3. V Tab. 1 je ozna�enie pre rovinné grupy symetrií a ich stru�ný 
opis, Obr. 2 zobrazuje teselácie reprezentujúce jednotlivé rovinné grupy symetrií.  

Kryštalografia používa rôzne symboly a zápisy na ozna�enie grúp symetrie. 
Ozna�enia z prvého st�pca v Tab. 1 sú prevzaté z Medzinárodných tabuliek pre 
röntgenovú kryštalografiu4, symboly sú nanajvýš štvor�lenné a skratky v ozna�eniach 
majú nasledovný význam: 
m – zrkadlenie pod�a osi (mirroring in an axis), g – posunuté zrkadlenie (glide reflection), 1 – 
posunutie o jednotku (translation by one unit), 2, 3, 4, 6 – dvoj-, troj-, štvor-, šes�- násobná 
rotácia (2, 3, 4, 6- fold rotation),  p – primitívna rovinná bunka (primitive cell), c – centrovaná 
rovinná bunka (centred lattice). 

                                                          

1 Príspevok bol podporený grantom AV �R IAA 100110502 a projektom AVOZ 10190503. 
2 Rovinná teselácia je vyplnením roviny útvarmi bez medzier a prekrytí.  
3 V anglickej literatúre sa používajú pojmy frieze patterns, wallpaper patterns, crystallographic patterns. 
4 Henry N. F. M., Lonsdale K.: International Tables for X-Ray Crystallography. Vol. 1, Kynoch Press, 
Birmingham, 1952.  
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Medzinárodné  
tabu�ky pre 

RTG 
kryštalografiu 

Ozna�enie 
pod�a        

G. Pólya 
Operácie 

�as
 generujúceho 
útvaru 

p1 C1 2 translácie 1 

p2 C2 3 rotácie o 180º ½ 

pm D1kk 2 zrkadlenia a 1 translácia ½ 

pg D1gg 2 rovnobežné posunuté zrkadlenia ½ 

cm D1kg 1 zrkadlenie a 1 rovnobežné posunuté 
zrkadlenie 

½ 

pmm D2kkkk 4 zrkadlenia na stranách rovnobežníka ¼ 

pmg D2kkgg 1 zrkadlenie, 1 posunuté zrkadlenie a  
2 rotácie o 180º 

¼ 

pgg D2gggg 2 kolmé posunuté zrkadlenia ¼ 

cmm D2kgkg 2 kolmé zrkadlenia a  1 rotácia o 180º ¼ 

p4 C4 1 rotácia o 180º a 1 rotácia o 90º ¼ 

p4m D4* 3 zrkadlenia na stranách 
rovnoramenného (45º, 45º, 90º) 
trojuholníka 

1/8 

p4g D4
0 1 zrkadlenie a 1 rotácia o 90º 1/8 

p3 C3 2 rotácie o 120º 1/3 

p3m1 D3* 1 zrkadlenie na stranách rovnostranného 
trojuholníka 

1/6 

p31m D3
0 1 zrkadlenie a 1 rotácia o 120º 1/6 

p6 C6 1 rotácia o 180º, 1 rotácia o 60º a  
1 rotácia o 120º 

1/6 

p6m D6 3 zrkadlenia na stranách pravouhlého 
(30º, 60º, 90º) trojuholníka 

1/12 

Tab. 1 Ozna�enia jednotlivých grúp symetrií pod�a Medzinárodných tabuliek pre 
röntgenovú kryštalografiu a pod�a G. Pólyu (prvé dva st�pce), a ich stru�ný opis (pod�a 
[3], [12]).  
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Obr. 2 Sedemnás
 dvojrozmerných grúp symetrií (pod�a obrázkov G. Pólyu uvedených 
v [13]). 
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2 Rovinné grupy symetrií a kryštalografia 
17 rovinných grúp symetrií sa vyskytuje už v starom Egypte, bohatými periodickými 

vzormi sa môžu pýši� i 	alšie kultúry (perzská, maurská, ...); matematické skúmanie tejto 
problematiky sa datuje ale až ove�a neskôr. Zaujímavos�ou je, že kompletnému ur�eniu 
po�tu dvojrozmerných grúp symetrií predchádzalo vyriešenie po�tu trojrozmerných 
kryštalografických grúp5. Ich odvodenie za�ína spisom M. E. C. Jordana6 Mémoire sur 
les groupes de mouvements7 a L. Sohnckem8, ktorý v knihe Entwickelung einer Theorie 
der Kristallstruktur9 odvodil 65 periodických diskrétnych grúp v priestore. V roku 1890 
ruský kryštalograf J. S. Fjodorov10 podal klasifikáciu všetkých grúp symetrií priestoru11, 
o rok neskôr dané výsledky prezentoval aj Nemec A. M. Schönfliess12 v pojednaní Über 
Gruppen von Transformationen des Raumes in sich13. Odvodili ich nezávisle na sebe; 
jeden geometrickými metódami, druhý s využitím algebraickej teórie grúp. Je zaujímavé, 
že ani jeden ich na za�iatku nenašiel všetky (Fjodorov našiel 229 možných kombinácií 
�astíc v kryštáloch, Schönfliess 227). V	aka vzájomnej korešpondencii si navzájom 
svoje zoznamy doplnili a od tej doby sa po�et kryštalografických grúp – 230 (je ich 
v podstate 219, z toho 11 zrkadlových párov, teda spolu 230) – nezmenil (vi	 [4, 10]). 
Fjodorovove a Schönfliessove výsledky boli dlho chápané len ako matematická zábava 
bez vz�ahu k realite. Až v roku 1912 M. von Laue14 so svojimi spolupracovníkmi objavil 
difrakciu röntgenových lú�ov na kryštáloch, ktorá experimentálne overila teóriu symetrií 
kryštálov.  

V roku 1891 J. S. Fjodorov dokázal 15, že každá rovinná symetrická teselácia (a každý 
periodicky opakujúci sa vzor) môže by� pod�a spôsobu opakovania vzoru zaradená do 
jednej zo sedemnástich grúp symetrií. Tento problém však zamestnával radu vedcov už 

                                                          

5 Z mnohých odkazov na internete ponúkajúcich preh�ad dôležitých príspevkov v kryštalografii odporú�am [9]. 
6 Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922), francúzsky matematik, známy svojimi prácami v algebre a pri 
budovaní teórie grúp.  
7 Jordan C.: Mémoire sur les groupes de mouvements. Ann. Mat. Pur. App. (2) 2 (1868/1869), 167–215 
a 322–345. 
8 Leonhard Sohncke (1842–1897), nemecký fyzik, nasledovník Johna von Neumanna (1798–1859), ktorý bol 
význa�ným expertom fyziky kryštálov z Königsbergu. 
9 Sohncke L.: Entwickelung einer Theorie der Kristallstruktur. Teubner, Leipzig, 1879.
10 Jevgraf (Evgraf) Stepanovi� Fjodorov (1853–1919), ruský kryštalograf. Svoju prvú monografiu Na�ala 
U�enija o Figurach za�al písa� už v 16-tich rokoch (je považovaná za jednu z najhlbších monografií 
o elementárnej geometrii), v mladosti bol organizátorom ilegálnych socialistických novín Na�ala. 10 rokov 
pracoval pre geologickú komisiu, kde vytvoril geologické mapy severozápadného Ruska (vyvinul všeobecnú 
teodolickú metódu pre mineralógiu a petrológiu). Vystúpil s mnohými príspevkami pred St. Petergburskou 
mineralogickou spolo�nos�ou, tie vychádzali v ich zborníku. 230 kryštalografických grúp sa v Rusku tiež 
ozna�uje ako Fjodorovove grupy.   
11 !"#$%$& '. (.: ������ �! " #$�%&'() *�*��� +�,- . )*+,-., /,01%*2$3,41-.$3$ 5671-8&* (2), 28 
(1891), 1–146. (Napriek tomu, že �lánky Fjodorovova i Schönfliessa o kryštalografických grupách sú z roku 
1891, pod�a [4] Fjodorov všetky grupy skompletizoval trošku skôr.) 
12 Arthur Moritz Schönfliess (1853–1928), nemecký matematik. Po ukon�ení štúdia matematiky v Berlíne 
pôsobil ako stredoškolský u�ite�; po�as tohoto obdobia pokra�oval vo svojej vedeckej práci, �o ho priviedlo až 
k miestu profesora aplikovanej matematiky v Göttingene. Tam sa zaoberal geometrickými vlastnos�ami stup
ov 
vo�nosti tuhého telesa, �ím nadviazal na výskumy M. E. C. Jordana spred 20 rokov a L. Sohnckeho spred 10 
rokov.  
13 Schönfliess A. M: Über Gruppen von Transformationen des Raumes in sich. Kristallsystems und 
Kristallstruktur, Teubner, Leipzig, 1891.  
14 Max von Laue (1879–1960), nemecký fyzik, v roku 1914 získal Nobelovu cenu za objav difrakcie 
röntgenových lú�ov na kryštáloch.  
15 !"#$%$& '. (.: ������ �! '# "%.*/.*��. )*+,-., /,01%*2$3,41-.$3$ 5671-8&* (2), 28 (1891), 345–
390. 
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pred ním; Fjodorovova tabu�ka ukazuje, že 16 z týchto 17 grúp opísal už v roku 1869 
M. E. C. Jordan, 14 grúp L. Sohncke o pä� rokov neskôr, vi	 [2]. Fjodorovove príspevky 
o rovinných grupách symetrií boli napísané v ruštine, a tak klasifikáciu rovinných grúp 
symetrií spopularizovali až George Pólya (1887–1985) a P. Niggli16 v roku 1924 svojimi 
�lánkami17 zaoberajúcimi sa tapetovými vzormi a kryštálovými štruktúrami.  

Po mnohých rokoch úsilia bolo pomocou po�íta�ov zistené, že v štvorrozmernom 
priestore existuje 478318 kryštalografických grúp (z toho 112 sa rozde�uje zrkadlovo). 
Po�et grúp v pä�rozmernom priestore doteraz nie je známy, ale je kone�ný pod�a viet 
Bieberbacha19 (1910) a Frobenia20 (1911) (vi	 [6, 15]). Teóriu rovinných grúp symetrií 
rozšírili v roku 1951 A. V. Šubnikov a N. V. Belov21 kombináciou periodického 
opakovania tvarov s periodickým opakovaním farieb. Táto tzv. polychromatická symetria
dop�
a 17 rovinných grúp o 	alších 46 dvojfarebných, 6 trojfarebných, 6 štvorfarebných 
a 3 šes�farebné (vi	 [2]). 

3 Rovinné grupy symetrií, Alhambra a M. C. Escher 
Pravdepodobne jedným z najznámejších príkladov výskytu tapetových vzorov je 

Alhambra22 v španielskej Granade. Je výsledkom vplyvu viacerých moslimských 
panovníckych rodov a práce mnohých stavite�ov i umelcov, ktorí jej vtla�ili osobitý 
šarm. Po navrátení vlády do kres�anských rúk v roku 1492 sa Alhambra na nejaký �as 
stala kres�anským palácom (svojím pôvabom o�arila panovnícky pár Ferdinanda 
a Izabelu), potom schátrala a stala sa z nej ruina. Až v 19. storo�í ju „znovuobjavili“ 
romantickí cestovatelia a básnici. Následné nesprávne zvolené a prevedené reštaurátorské 
práce spolu s vandalským správaním niektorých turistov a 	alšie negatívne vplyvy 
(nieko�kokrát zemetrasenie, požiar, výbuch skladu strelného prachu a vojny) zanechali na 
Alhambre nenapravite�né škody. Napriek tomu je to jedna z najzaujímavejších pamiatok 
maurskej architektúry a umenia na európskom kontinente.  

                                                          

16 Paul Niggli (1888–1953), švaj�iarsky kryštalograf, zaviedol systematický prístup do štúdia kryštálov použitím 
röntgenových lú�ov.  
17 Polya G.: Über die Analogie der Kristallsymmetrie in der Ebene. Zeitschrift für Kristallographie, 60, 1924, 
278–282. Niggli P.: Die Flächensymmetrien homogener Diskontinuen. Zeitschrift für Kristallographie, 60, 1924, 
283–298. V niektorých zdrojoch (napr. [8]) sa uvádza nesprávne tvrdenie, že práve G. Pólya je autorom 
klasifikácie rovinných grúp symetrií. 
18 Brown H., Bülow R., Neubüser J., Wondratschek H., Zassenhaus H.: Crystallographic Groups of Four-
Dimensional Space. Wiley, New York, 1978.  
19 Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach (1886–1982), nemecký matematik, jeho dizerta�ná práca (1911) na 
tému grupy euklidovských pohybov predstavovala dôležitý krok k vyriešeniu 18. Hilbertovho problému.   
20 Ferdinand Georg Frobenius (1849–1917), nemecký matematik, známy svojimi prácami v teórii 
diferenciálnych rovníc, teórii grúp a �ísel.  
21 Alexej Vasiljevi� Šubnikov (1887–1970), Nikolaj Vasiljevi� Belov (1891–1982), ruskí kryštalografi, venujúci 
sa teórii farebnej symetrie a antisymetrie.  
22 Alhambra (názov má arabské korene z „al-Hamrá“, �o znamená �ervená pevnos� alebo zámok; pod�a 
rozprávania bola Alhambra stavaná pri svetle fakie� a ich odraz dodal stenám ich jedine�né zafarbenie) bola 
sídelným a správnym komplexom nasrovskej dynastie (jej zakladate� Muhammad I. Ibn al-Ahmar (1203–1273) 
získal moc v Granade okolo roku 1238). Vo vnútri Alhambry sa nachádzalo 6 palácov, kasáre
, ve�ká mešita 
a malé meste�ko, zoologická záhrada, voliéra a priemyslové dielne; všetko zaberalo plochu približne 14 hektárov 
a odhadom tu mohlo ži� asi až 40 tisíc �udí. Preto arabské zdroje Alhambru ozna�ujú ako „madína“ = mesto 
a nie „kasr“ = palác (vi	 napríklad [8]).  
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Použitie tapetových vzorov je významným rysom abstraktnej dekorácie Alhambry. 
Nachádzajú sa na dekoráciách podláh, stien, stropov, ale i zachovaných látkach23

a nábytku. �asto sa uvádza tvrdenie, že v Alhambre je možné nájs� všetkých 17 
rovinných grúp symetrie. Ako to ale naozaj je? E. A. Müllerová24. ako prvá zis�ovala, 
ktoré zo 17 grúp symetrií sa vyskytujú na ornamentoch v Alhambre. Vo svojej 
dizerta�nej práci z roku 1944 Gruppentheoretische und Strukturanalytische 
Untersuchungen der Maurischen Ornamente aus der Alhambra in Granada25

zdokumentovala výskyt 12 tapetových vzorov medzi ornamentami v Alhambre26. 
Postupne 	alší autori predkladali príklady z alhambrskej výzdoby reprezentujúce jednu 
alebo viacero príkladov rovinných grúp symetrií, niektorí ale prišli s tvrdením o výskyte 
všetkých grúp. V	aka preberaniu informácií bez 	alšieho detailnejšieho skúmania sa toto 
tvrdenie ve�mi rozšírilo.   

V roku 1987 vyšla kniha J. M. Montesinosa Classsical Tessellations and Three-
Manifolds27. V jednej jej �asti sú fotografie ornamentov – vzorov z Alhambry, a autor 
tvrdí, že dokazujú výskyt všetkých 17 grúp symetrií. Pod�a B. Grünbauma28 [7], 
J. M. Montesinos považuje za symetriu všetko, �o našiel ako vhodné, v knihe sa ale 
nenachádza vymedzenie pojmu ornament, autor niekedy berie do úvahy aj farby dlaždíc, 
inokedy si farebnos� nevšíma, nie je vysvetlené, aká ve�kos�, resp. rozsah ornamentu je 
dostato�ný na to, aby reprezentoval niektorú z grúp (niekedy je príkladom celá teselácia 
alebo jedna vyzdobená dlaždica, inokedy je to detailná �as� ornamentu). Po�as návštevy 
v roku 1983 B. Grünbaum skúmal dekorácie v Alhambre a našiel reprezentantov 12 
tapetových vzorov od E. A. Müllerovej a jedného, ktorý sa v jej práci nenachádzal29. 
A tak dvojica autorov B. Grünbaum a G. C. Shephard [5] tvrdí, že v Alhambre sa 
vyskytuje 13 zo 17 tapetových vzorov, dve zo štyroch 	alších chýbajúcich grúp symetrií 
boli nájdené v španielskom Tolede a pochádzajú približne z toho istého obdobia (p3 bola 
nájdená v kostole, p3m1 v synagóge). Autori upozor
ujú na to, že je pravdepodobné, že 
zostávajúce dve grupy (pg a pgg) sa v islamskom umení nevyskytujú vôbec, a že na jeho 
opis je okrem geometrických tvarov a ich opakovania dôležité sledova� i farebné zmeny 
alebo vzory prepletania. Preto, aby bolo možné ur�i� presný po�et grúp symetrií 
vyskytujúcich sa v Alhambre, je potrebné ur�i� jednozna�né pravidlá, na základe ktorých 
by sa h�adali jednotliví reprezentanti.  

Práve krásami Alhambry a bohatos�ou abstraktných geometrických vzorov 
maurského umenia sa nadchýnal Mauritius (Mauki) Cornelis Escher (1889–1972). 
                                                          

23 Zna�ný po�et látok, ktoré pôvodne zdobili Alhambru, sa zachoval dodnes (vä�šina je umiestnená v múzeu 
Alhambry). Z doby pred nástupom Nasrovcov na trón sa na kobercoch a látkach ešte objavujú figuratívne 
motívy, nasrovský hodváb sa už vyzna�uje prísnymi geometrickými dekoráciami.  
24 Edith Alicia Müllerová (1918–1995), napriek svojim matematickým za�iatkom sa stala ve�mi známou 
astronomi�kou. V liste z roku 1984 spomenula, že pretrváva jej záujem o tému z dizerta�nej práce a plánuje ju 
znovu publikova�; k tomu ale už nedošlo (vi	 [7]).  
25 Müller E. A: Gruppentheoretische und Strukturanalytische Untersuchungen der Maurischen Ornamente aus 
der Alhambra in Granada. PhD. thesis, Universität Zürich, Baublatt, Rüschlikon, 1944. Prácu písala pod 
vedením Andreasa Speisera (študent D. Hilberta), ktorý napísal v roku 1922 text o teórii grúp spojených 
s výskumom grúp symetrií v ornamentoch a ilustruje to nieko�kými vzormi zo starovekého Egypta.  
26 Pod�a [10] E. A. Müllerová našla 11 grúp, o 	alšie dve zoznam rozšíril H. S. M. Coxeter.  
27 Montesinos J. M.: Classsical Tessellations and Three-Manifolds. Springer, New York, 1987. Autor José Maria 
Montesinos – Amibilia pracuje na katedre geometrie a topológie na univerzite Complutense v Madride.  
28 Branko Grünbaum (1929), americký matematik chorvátskeho pôvodu, pracuje na Univerzite Washington 
v Seattli. Je autorom viac než 200 �lánkov (najmä z oblasti diskrétnej matematiky), spoluautor jednej 
z najrozsiahlejších a najkomplexnejších prác k téme Tilings and Patterns [6].  
29 Pod�a fotografií a obrázkov v prácach [6] a [7] h�adá Grünbaum reprezentantov medzi teseláciami, resp. 
dlaždicami tvoriacimi teselácie.  
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Prvýkrát toto miesto navštívil v roku 1922, a mnohé zo vzorov použil už v tom období 
v svojich prácach. Kvôli �asovej náro�nosti a ich nízkej kvalite bol v za�iatkoch 
znechutený, výsledkom však bolo nieko�ko teselácií vyzna�ujúcich sa symetriami. 
V roku 1936 Escher navštívil Alhambru po druhýkrát už so svojou manželkou Jettou; 
po�as nieko�kod
ového pobytu pár urobil ve�ké množstvo skíc, ktoré sa stali 
Escherovým dlhodobým zdrojom inšpirácie. V roku 1936 ho nevlastný brat Beer30

upozornil na súvislos� medzi teseláciami a kryštalografiou a odporú�al mu pozrie�
Zeitschrift für Kristallographie. O pár dní neskôr mu Beer poslal zoznam desiatich 
�lánkov k problematike, všetky boli napísané v nem�ine a publikované v spomínanom 
�asopise. Vä�šina z nich bola príliš odborná pre laikov, ale jeden z nich aj tak zaujal 
Eschera. Bol to už spomínaný �lánok Georgea Pólyu o 17 rovinných grupách symetrií. 
Pólyovým prínosom bola najmä celostránková ilustrácia s príkladmi teselácií pre každú 
zo 17 grúp symetrií; trinás� z nich boli klasicky známe, štyri vytvoril sám (Obr. 2). 
Escher študoval tieto teselácie, aby pochopil ich geometrickú štruktúru, t.j. vzájomné 
usporiadanie jednotlivých ciel a uvažoval, aj o tom ako môžu by� tieto teselácie 
vyfarbené minimom farieb tak, aby to bolo kompatibilné so symetriami teselácie. 
Napriek vážnemu záujmu Eschera o kryštalografickú literatúru mu ale použité systémy 
a ozna�enia nevyhovovali. Preto si vypracoval vlastný systém, ktorý opísal v 40-
stránkovej knihe s farebnými ilustráciami vydanej v roku 1958 pod názvom Regelmatige 
Vlakverdeling31 [Pravidelné delenie roviny].  

Escher nakreslil v svojich ná�rtníkoch 137 periodických vzorov32, pri�om sa zameral 
na grupy neobsahujúce zrkadlenie (vi	 [14]). Okrem toho pracoval aj s farebnou 
symetriou. Dvojfarebnú symetriu (alebo tiež antisymetriu) používal už na za�iatku svojej 
tvorby, v matematike sa objavila až na konci 20-tych a v polovici 30-tych rokov; vzory 
s troj- a štvorfarebnou symetriou vytvoril Escher na konci 30-tych rokov, matematici 
za�ali štúdium n-farebnej symetrie až v 50-tych rokoch. Takže je možné poveda�, že 
Escher bol v tejto oblasti pionierom. 

Escher sa priatelil s viacerými matematikmi (okrem G. Pólyu33 napríklad 
i s H. S. M. Coxeterom), navzájom obdivovali a vážili si svoju prácu, v jeho dielach je 
vidie� vplyv plodnej diskusie s matematikmi ako napríklad boli R. Penrose alebo 
kryštalografi�ka C. H. MacGillavryová34. Escher o sebe povedal: „Hoci nemám žiadne 
vzdelanie v exaktných vedách, �asto sa mi zdá, že mám viac spolo�ného s matematikmi 
ako s mojimi kolegami – umelcami“ [1; str. 55]. 

                                                          

30 Berend (Beer) G. Escher, profesor geológie, paleontológie a kryštalografie na univerzite v Leidene. Escherov 
otec o reakcii Beera na bratove teselácie napísal: „Beer v tom videl viac ako som si myslel, videl spojenie 
s problémami z kryštalografie; to potešilo M. ve�mi [1; str. 56]“. 
31 Táto esej bola napísaná na požiadanie súkromného vydavate�stva De Roos Foundation. (Text je možné nájs�
v anglickom preklade v [1, str. 156–172]).  
32 Mnohé z týchto teselácií je možné nájs� na oficiálnej stránke spolo�nosti M. C. Eschera v sekcii Picture 
Gallery (www.mcescher.com). Ná�rtníky sú v anglickej literatúre spomínané ako „regular division drawings 
notebooks“.  
33 V novembri 1937 Escher získal od svojho brata adresy matematikov, ktorým si prial napísa� o svojej práci. 
V zozname bola adresa G. Pólyu ako prvá, 	alej boli spomenutí P. Niggli a A. Speiser. 
34 Caroline Henriette MacGillavryová (1904–1993), profesorka kryštalografie na Amsterdamskej univerzite, 
autorka knihy Symmetry aspects of M. C. Escher’s periodic drawings (Oosthoek, Utrecht, 1965), ktorá obsahuje 
viac než 40 umelcových prác a výklad vysvet�ujúci kryštalografické súvislosti (pôvodne bola kniha publikovaná 
pre Medzinárodnú kryštalografickú úniu, používala sa ale aj ako u�ebnica pre študentov). Na pamiatku 
C. H. MacGillavryovej sa ude�uje štipendium v oblasti prírodných vied pre doktorandov pochádzajúcich 
z Južnej Afriky.  
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LEONARDO PISÁNSKÝ – LIBER ABACI 

MARTINA JAROŠOVÁ 

1 Leonardo Pisánský – Fibonacci  
Leonardo Pisánský – nejvýznamn�jší matematik st�edov�ké Evropy. Je znám spíše 

pod svojí p�ezdívkou Fibonacci, též Leonardo z Pisy (také Filius Bonacci, tj. syn 
Bonacci�v). P�esné �asové vymezení jeho života neznáme. Narodil se v Pise kolem roku 
1170 a zem�el z�ejm� roku 1240. 

Fibonacci sepsal n�kolik významných matematických spis�: 

• Liber abaci – Kniha o abaku; z roku 1202, p�epracována roku 1228. 
• Practica geometriae – Praxe geometrie; vydána v roce 1221. 
• Flos – Kv�t; z roku 1225. 
• Epistola suprascripti Leonardi ad Magistrum Theodorum phylosophum domini 

Imperatoris – Dopis podepsaného Leonarda Mistru Theodorovi, císa�skému 
filozofovi; nedatováno. 

• Liber quadratorum – Kniha �tverc�; vydána v roce 1225. 

Nedochovala se bohužel Fibonacciho kniha o obchodní aritmetice ani jeho traktát         
o iracionalitách. 

Fibonacci shromáždil a uspo�ádal obrovské množství poznatk�, postup� i úloh. �ímž 
p�isp�l k rozvoji matematického myšlení v Evrop�. 

2 Liber Abaci 
Liber Abaci (Kniha o abaku) – kniha má pon�kud matoucí název, pon�vadž 

nepopisuje po�ítání na abaku, nýbrž uvádí velké množství po�etních metod aritmetiky, 
algebry a teorie �ísel a �adu demonstrujících p�íklad�. Obsahuje 15 kapitol a 459 stran.  

Liber Abaci byla inspirativním dílem a svou rozmanitostí a úplností p�ekonala úrove

ostatních matematických spis� 12. – 14. století. 

Ve druhém rozší�eném vydání této knihy se ve dvanácté kapitole poprvé objevila 
zajímavá úloha o králících, jejímž �ešením je posloupnost, kterou Édouard Lucas1 ve 
druhé polovin� 19. století poprvé nazval Fibonacciho posloupností. 

3 Rozbor úloh 

3.1 Fibonacciho �ešení úloh 

V této podkapitole ukážeme, jak Fibonacci �ešil úlohy pomocí matematických 
prost�edk� své doby. Nap�íklad uvedeme úlohu o �ty�ech mužích s denáry. 

O �ty�ech mužích s denáry – p�eklad úlohy z [5] 

Máme �ty�i muže, p�i�emž první, druhý a t�etí dohromady vlastní 27 denár�. Druhý, 
t�etí a �tvrtý muž mají dohromady 31 denár�. Potom t�etí, �tvrtý a první muž vlastní 
dohromady 34 denár�. A pak ješt� �tvrtý, první a druhý muž mají v sou�tu 37 denár�. 
Vypo�t�te kolik denár� vlastní jednotliví muži. 
                                                
1 Édouard Lucas (1842–1891), francouzský matematik, jenž je znám p�edevším svými výsledky z teorie �ísel. 
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Fibonacciho �ešení úsudkem 

Když se�teme všechna tato �ty�i �ísla dohromady, získáme �íslo 129, které je 
trojnásobkem celkového sou�tu denár� všech 4 muž�. V tomto sou�tu je tedy obnos 
denár� každého muže zapo�ítán t�ikrát. Proto obnos vyd�líme t�emi a získáme �íslo 43, 
což je po�et všech denár�. Z tohoto sou�tu budeme ode�ítat nejprve denáry prvního, 
druhého a t�etího muže, tedy 27, �ímž nám z�stane 16 denár� pro muže �tvrtého. 
Obdobn�, jestliže od 43 denár� ode�teme 31 denár� druhého, t�etího a �tvrtého muže, 
získáme 12 denár� pro muže prvního. Op�t, pokud ode�teme ze 43 denár� 34, tedy 
denáry t�etího, �tvrtého a prvního muže, pak z�stane 9 denár� pro muže druhého. 
A kone�n�, jestliže ode�teme od 43 denár� 37 denár� �tvrtého, prvního a druhého muže, 
z�stane nám 6 denár� pro muže t�etího. Tedy 12 denár� prvního muže p�i�tených k 9 
denár�m druhého muže a k 6 t�etího a k 16 denár�m �tvrtého muže bezpochyby p�ináší 
již zmín�ných 43 denár� v sou�tu. 

Rozbor úlohy pomocí sou�asných matematických prost�edk�

Ozna�me písmeny a, b, c, d po�ty denár� jednotlivých muž�. Úlohu pak m�žeme 
p�epsat do soustavy lineárních rovnic: 

Koeficienty u prom�nných a, b, c, d a absolutní �leny z pravých stran rovnic zapíšeme 
pomocí rozší�ené matice soustavy. P�idáme sou�et všech �ádk�, jež nem�ní množinu 
�ešení: 

Následnými elementárními �ádkovými úpravami získáváme: 
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3.2 Jak lze úlohu �ešit dnes? 

Obdobn� ozna�íme písmeny a, b, c, d po�ty denár� jednotlivých muž� a op�t 
vycházíme ze soustavy lineárních rovnic: 

K výpo�tu soustavy lineárních rovnic využijeme Gaussovu elimina�ní metodu. 
Koeficienty u prom�nných a, b, c, d a absolutní �leny z pravých stran rovnic op�t 
zapíšeme pomocí rozší�ené matice soustavy a matici p�evedeme do schodovitého tvaru: 

Po kone�ném po�tu ekvivaletních �ádkových úprav jsme získali matici ve 
schodovitém tvaru. Soustava lineárních rovnic má tedy jedno �ešení: 
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FERMAT M�L NÁSTROJE K D�KAZU V�T!? 

JOSEF JEŽEK

1 Úvod 
Z Fermatovy poz�stalosti, kterou sv�tu p�edložil jeho prvorozený syn Clément 

Samuel, se dozvídáme, že: „Krychli nerozd�líš na dv� menší“. Ptejme se: „Existoval 
v první polovin� sedmnáctého století matematický aparát pro podání d�kazu k Velké 
Fermatov� v�t�?“ Tento p�ísp�vek se nesnaží dokázat, že Fermat d�kaz opravdu podal 
a ten se ztratil (viz [1]). Spíše se zamýšlí s odstupem 370ti let nad tím, jestli jsme my 
všichni po Fermatovi, b�hem této pom�rn� dlouhé doby, nep�ehlédli n�jaký detail, 
sv�télko, skulinku �i náznak k jejímu �ešení. V mém rodném kraji se už dlouhá desetiletí 
používá ke štípání žuly oby�ejné vody. 

Toto téma se od roku 1994 stalo pro odbornou ve�ejnost nezajímavým, nebo� tehdy 
pan Andrew Wiles p�ednesl d�kaz „Velké domn�nky“ pomocí eliptických funkcí 
metodou využití Kolyvaginova-Flachova porovnávání množin a dalšími nástroji moderní 
matematiky (viz [2]). Neznám nikoho, kdo by se v sou�asné dob� intenzívn� zabýval 
tímto problémem. Pokusme se v úvahách vysta�it s nástroji, které Fermat zcela jist� m�l 
k dispozici. Byly to elementární poznatky z kombinatoriky a teorie pravd�podobnosti, na 
níž s Pascalem dle dochované korespondence spolupracoval. Dále znal kanonický 
rozklad �ísla. Operoval s polynomy a obecnými mocninami. A v neposlední �ad� on to 
byl, kdo se podílel na výstavb� základ� „Teorie �ísel“. Zabýval se nap�íklad 
„Dokonalými �ísly“, „Magickými �tverci“, nezávisle zpracovával základy analytické 
geometrie (viz [3]). 

2 Nové výsledky 

P�ipome
me, že Fermat p�išel s t�íd�ním prvo�ísel na „sou�tová“ a ta ostatní. Ze 
starov�ku, od Euklida, také v�d�l, že každé liché �íslo se dá vyjád�it jako rozdíl dvou 
druhých mocnin sousedních p�irozených �ísel, a proto i pythagorejských trojic �ísel že je 
neomezen� mnoho. Dále pak v�d�l, že jakákoliv p�irozená mocnina sudého �ísla je �íslo 
sudé a jakákoliv p�irozená mocnina lichého �ísla je �íslo liché. A tato informace mohla 
být rozhodující pro jeho výrok. Kvalita p�irozeného, potažmo celého �ísla, se nem�ní 
s jeho p�irozenou mocninou. Ale o to práv� jde. Když si napsal Velkou domn�nku: CN = 
AN + BN, pak se mohl ptát, jaké kvality mohou být t�i celá �ísla (A; B; C) s p�irozeným 
exponentem (N). Pokud si to tehdy �ekl, pak nastal pr�lom v hledání odpov�di. Ze t�í 
zdánliv� relevantních kvalitativních uspo�ádání zbývá pouze jediné. Sudé s lichým dává 
liché. Zbývající dv� jsou nepoužitelná. Sudé se sudým dá sudé, ale takové uspo�ádání lze 
krátit. Dostaneme bu	 výše zmín�né, nebo takové, kdy liché s lichým dá sudé. Toto 
uspo�ádání je však zdrojem iracionality. Vede ke sporu se zadáním. Zadání zn�lo, zda 
existují t�i celá �ísla. 

Fermat zajisté v�d�l, že krychli lze rozd�lit na t�i menší krychle, ale takový cíl si 
nezadal. Mohl jej však utvrdit v tom, že schéma rozpadu t�etí a vyšší mocniny celého 
�ísla na dv� mocniny celých �ísel musí respektovat hlavní logickou cestu. A ta byla 
v p�edchozím odstavci vyslovena. Po úvodní a zásadní úvaze už mohl nastoupit jeho 
po�tá�ský talent. Seskupením dvou lichých �ísel na jednu stranu rovnice, p�i�emž na 
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stran� druhé z�stalo osamocené �íslo sudé, by si mohl uv�domit, že každé liché �íslo 
p�edstavuje binom, tvo�ený složkou sudou (2n) a složkou lichou, nejlépe jednotkou (1). 
Obecný rozvoj binomu s exponenty i koeficienty nám zanechal jeho mladší p�ítel Blaise 
Pascal. 

Pokud by se dopracoval až sem, pak pro liché N by vid�l, že je zde spor. Na jedné 
stran� rovnice je evidentn� sudé �íslo, na druhé stran� liché �íslo. Pokud by se sudost 
rovnala lichosti, pak bychom už tuto matematickou ránu nikdy nezhojili. Krychli nelze 
rozd�lit na dv� menší krychle. Pátou, sedmou, devátou a další lichou mocninu také nelze 
rozd�lit na dv� páté, sedmé, deváté. Z�stal by mu však ješt� nevy�ešený problém. Jak 
naložit s mocninou sudou. A tady by musel sebrat všechny obecné poznatky o práci 
s polynomy obecného stupn�, binomickými koeficienty a práci s exponenty shodných 
základ�. 

3 Záv�r 
Zdá se mi, že za ur�itých okolností by Fermat mohl podat d�kaz ke své poznámce na 

širokém okraji francouzského p�ekladu Diofantovy aritmetiky, ale z dalších jeho prací 
a pozd�jších snah to však není patrné. Spíše se zdá, že se vydal cestou po�tá�skou než 
logickou. 

Jsem však p�esv�d�en, že Wilesovo �ešení Velké Fermatovy domn�nky není jediné 
možné a že se najde i �ešení jednodušší a kratší. Takovéto �ešení však musí prokázat, že 
platí obecn� i pro N = 1 a N = 2 (pro všechny pythagorejské trojice celých �ísel). Co když 
práv� dvojka, nositelka sudosti, je tou vodou co štípe skály velkých ne�ešitelných 
problém�. 
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GEORGES-LOUIS LECLERC DE BUFFON 

ANNA KALOUSOVÁ

1 Úvod 
Georges-Louis Leclerc de Buffon je považován za zakladatele geometrické 

pravd�podobnosti, i když nebyl prvním, kdo geometrii pro výpo�et pravd�podobnosti 
n�jakého jevu použil. Jeho úlohy byly dále zobec
ovány a staly se základem tohoto 
odv�tví. Buffon se v�noval matematice p�edevším v mládí, pozd�ji se za�al více zajímat 
o botaniku a p�írodu v�bec. Je autorem rozsáhlé (44 svazk�, z nichž 8 vyšlo až po jeho 
smrti) encyklopedie Histoire naturelle générale et particullière, ve které shrnul všechno 
tehdejší poznání o p�írod� a své názory na vznik Zem� a života na ní. 

Od jeho narození uplynulo vloni již 300 let, p�esto je stále p�ipomínán. Jedním 
z d�vod� je jist� jeho dlouhov�kost a to, že si až do pozdního v�ku udržel intelektuální 
i fyzickou sv�žest. Dalším d�vodem je obrovská ší�e jeho zájm� – byl matematikem, 
p�írodopiscem, spisovatelem, filosofem, správcem, finan�níkem, stavitelem, lesníkem, 
majitelem hutí a neúnavným experimentátorem. Ve všech t�chto �innostech byl úsp�šný. 

2 Jak šel život 

2.1 D�tství a mládí 

Narodil se 7. 10. 1707 v burgundském m�ste�ku Montbard jako první syn Benjamin-
François Leclerca, presidenta solné komory, a Anne-Christine Marlin. Jméno Georges 
získal po svém kmotrovi, mat�inu bezd�tném strýci Georges Blaisotovi, výb�r�ím daní 
savojského vévody, jméno Louis po svém d�dovi Louis Leclercovi, královském 
prokurátorovi. V pr�b�hu následujících p�ti let p�ibyly v rodin� další �ty�i d�ti. 

V roce 1714 zem�el Georges Blaisot a o t�i roky pozd�ji i jeho manželka. Otec 
Benjamin-François za zd�d�né peníze koupil terre de Buffon, malou vesni�ku ležící šest 
kilometr� severn� od Montbard. Koupil si také ú�ad generálního komisa�e jízdní policie, 
který o t�i roky pozd�ji op�t prodal a koupil si ú�ad poradce v burgundském parlamentu. 
Rodina se proto odst�hovala do Dijonu. Zde mladý Georges-Louis studoval na jezuitské 
Collège des Godrans. V této dob� prý sám odvodil binomickou v�tu. V roce 1723 se na 
p�ání otce zapsal na dijonskou právnickou fakultu. Jakmile však v roce 1726 získal 
licence de droit, opustil p�es odpor rodiny práva i soudnictví a za�al se v�novat v�d�. 
V roce 1727 napsal první dopis Gabrielu Cramerovi (1704–1752), který, a� jen o n�kolik 
let starší, byl již v Ženev� profesorem. Odešel do Angers studovat medicínu, �etl 
Newtona, zajímal se o matematiku a sbíral rostliny. Poté, co v souboji zabil mladého 
chorvatského d�stojníka, musel z Angers uprchnout. 

N�kdy v té dob� se seznámil s mladým anglickým šlechticem, vévodou of Kingston, 
který cestoval se svým preceptorem Nathanielem Hickmanem po Evrop�. Georges-Louis 
se k nim na této cest� p�ipojil. Projeli jižní Francií a pokra�ovali do Itálie. Cestou však 
musel své p�átele opustit, nebo� jeho matka v srpnu 1731 zem�ela. Brzy po poh�bu se 
op�t vydal na cesty, navštívil v Ženev� Cramera a odjel za vévodou of Kingston do Itálie. 
V �ervenci 1732 se vrátil do Francie a usadil se v Pa�íži. Když se dozv�d�l, že se jeho 
otec chce znovu oženit (s dvaadvacetiletou Antoinette Nadault), vrátil se na Montbard, 
aby mu to rozmluvil a ochránil tak své d�dictví. Svatb� nezabránil, ale žádal otce, aby mu 
složil ú�ty z majetku po matce. Vyvolal proces a svou p�i v roce 1733 vyhrál. Mohl si 
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zpátky koupit terre de Buffon, kterou otec v roce 1728 musel prodat, a za�al se 
podepisovat de Buffon. 

Pevn� se rozhodl pokra�ovat ve v�decké dráze. Uv�domoval si, že je k tomu t�eba být 
�lenem Académie royale des sciences. V roce 1733 bylo v Akademii �teno jeho 
pojednání Solutions de problèmes sur le jeu du franc-carreau, ve kterém se poprvé 
objevila známá Buffonova úloha o jehle, a také pojednání Fine mécanique. Ob� byla 
akademiky p�ízniv� p�ijata, a tak byl Buffon v následujícím roce králem jmenován 
adjoint mécanicien v Akademii. 

2.2 Akademikem a správcem Jardin du Roi 

Na rozdíl od ostatních akademik� pobýval Buffon �asto mimo Pa�íž. Od prvního roku 
trávil �as od jara do podzimu v Montbard, kde rozši�oval rodný d�m, v�noval se 
lesnictví, a provád�l své pokusy. V Akademii p�ednášel o lesnictví, zpo�átku ve 
spolupráci s Henri Louis Duhamelem de Monceau (1700–1782), pozd�ji sám. 
Z angli�tiny p�eložil dílo Stephena Halese (1677–1761) Vegetable staticks, p�eklad 
opat�il rozsáhlou p�edmluvou, ve které se postavil za v�du eperiment� (jako Newton 
(1643–1727) a na rozdíl od Reného Descartesa (1596–1650), který up�ednost
oval 
úsudek). V roce 1739 p�eložil posmrtn� publikované (1736) dílo Isaaca Newtona Method 
of fluxions and infinite series, také tuto knihu opat�il p�edmluvou, která je vlastn� historií 
infinitesimálního po�tu. V b�eznu téhož roku opustil v Akademii sekci mechaniky 
a odešel do sekce botaniky, nejprve jako adjoint, v kv�tnu byl povýšený na associé. 

Charles de Cisternay du Fay (1698–1739), správce Jardin du Roi, onemocn�l planými 
neštovicemi a 16. �ervence 1739 zem�el. Pro Buffona to byla velká p�íležitost. Poda�ilo 
se mu p�esv�d�it umírajícího, aby ho králi doporu�il za svého nástupce. 26. �ervence byl 
Buffon jmenován správcem Jardin du Roi a také Cabinet d’histoire naturelle. Mezi 
p�írodopisci to vyvolalo skandál, o�ekávalo se jmenování n�koho staršího, t�eba 
Duhamela de Monceau. Ale následující roky ukázaly, že to byla správná volba. 

V roce 1740 byla založena Académie de Dijon a Buffon se stal jejím �lenem. V roce 
1744 byl jmenován doživotním pokladníkem v Académie des sciences. V zá�í 1748 byl 
dokon�en tisk prvního dílu Histoire naturelle. V srpnu následujícího roku byly souborn�
vydány první t�i díly a o rok pozd�ji byly p�eloženy do n�m�iny. Dílo vyvolalo velmi 
rozporuplné reakce, bylo dokonce zkoumáno na teologické fakult� pa�ížské university. 

22. zá�í 1752 se Buffon oženil s dvacetiletou Marie-Françoise de Saint-Belin-Malain, 
dívkou ze zchudlé starobylé burgundské šlechtické rodiny. 25. kv�tna 1758 se narodila 
dcera Marie-Henriette; ta však v �íjnu následujícího roku zem�ela. 22. kv�tna 1764 se 
narodil syn Georges-Louis-Marie, záhy p�ezdívaný Buffonet. 9. b�ezna 1769 zem�ela paní 
de Buffon na následky pádu z kon�. Buffon byl její ztrátou hluboce zasažen. 

V roce 1753 byl Buffon zvolen �lenem Académie royale française a p�i p�ijetí pronesl 
známý Discours sur le style. V roce 1760 se stal jejím �editelem. V únoru 1771 Buffon 
vážn� onemocn�l, p�edpokládá se, že m�l úplavici nebo ledvinové kameny. Léka�i mu 
nedávali žádnou nad�ji. V nocí z 16. na 17. se však jeho stav najednou zlepšil a v dubnu 
Buffon znovu za�al pracovat. V �ervenci následujícího roku král povýšil terre de Buffon 
na hrabství. Buffon pokra�oval v psaní a vydávání své Histoire naturelle, p�idal díly 
o ptácích a minerálech a také dodatky. Stále se staral o rozši�ování Jardin du Roi. 
V dubnu 1888 se znovu objevily vážné problémy s ledvinovými kameny. 15. dubna p�ijal 
poslední pomazání a 16. dubna �ty�icet minut po p�lnoci zem�el. V roce 1789 vydal 
Bernard Germain, comte de Lacépède (1756–1825), poslední, sedmý díl Dodatk�. 
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Buffon zem�el na konci jednoho období francouzských d�jin. Za �ty�i m�síce svolává 
Ludvík XVI. Generální stavy, 14. �ervence 1789 je dobyta Bastila a za�íná Velká 
francouzská revoluce. Jí padne za ob�� i mladý Buffonet, který je na po�átku roku 1794 
zat�en a 10. �ervence (22. messidor) popraven. 

3 Oblasti zájmu 

3.1 Buffon – matematik 

Jak bylo uvedeno výše, Buffon se matematikou zabýval p�edevším v mládí. Pak ji 
opustil, protože se mu zdála málo konkrétní. Díky Bernardovi le Bouyer de Fontenelle 
(1657–1757) máme zachyceno jeho první pojednání �tené v Akademii [6]. V roce 1736 
vystoupil s rozší�ením tohoto pojednání, ale to se, stejn� jako pojednání Sur les mesures
z roku 1738, nezachovalo. Pozd�ji se ob� pojednání stala sou�ástí [1]. Buffon také 
podporoval po�ítání v desítkové soustav�, v [5] popsal zp�sob, jak p�evád�t �ísla z jedné 
soustavy do druhé. V�noval se také demografii. V [4] po�ítal na základ� tabulek 
úmrtnosti, které sestavil Nicolas François Dupré de Saint-Maur (1695–1774), 
pravd�podobnou délku života. Podobn� v [3], kde po�ítal, jak je pravd�podobné, že se 
�lov�k, kterému je nyní n let, dožije (nebo nedožije) n+1, n+2, …, 99, 100 let. V [2] 
srovnával délku života v Pa�íži a na venkov� a v Pa�íži a v Londýn�. Dosp�l k názoru, že 
v Londýn� lidé žijí déle, protože je tam zdrav�jší ovzduší.

3.2 Buffon – p�irodopisec 

Když se Buffon stal správcem Jardin du Roi, byl požádán, aby popsal sbírky v Cabinet 
d’histoire naturelle. Ale Buffon nebyl �lov�k katalog�, necht�l popisovat sbírky, rozhodl 
se, že popíše celou p�írodu v�etn� její historie. Asi deset let pracoval, aniž n�co 
publikoval. �etl všechny autory, staré i sou�asné, kte�í mu mohli být n�jak užite�ní; 
dopisoval si s množstvím informátor�, polovinu roku žil v t�sném kontaktu s p�írodou, 
pozoroval ji a p�emýšlel. V roce 1748 oznámil, že Histoire naturelle bude mít 15 díl�. 
Nakonec jich bylo za jeho života vydáno 36, po smrti pak dalších 8. M�l hodn�
spolupracovník�, ale v�tšina text� je z Buffonova pera. 

Sklízel slávu, ale také odpor jak ze strany teolog�, tak i významných p�edstavitel�
v�dy. Byl odp�rcem klasifikace zví�at, t�íd�ní podle druh�, �íkal, že klasifikace jsou 
um�lé, existují jen v naší mysli a ne�íkají nám nic o v�ci samé. Tím šel hodn� proti duchu 
doby, která byla posedlá t�íd�ním. Popudil p�edevším Carla von Linné (1707–1778), 
autora Systema naturae. Ale vystoupili proti n�mu i jiní, t�eba René Antoine Ferchault de 
Réaumur (1683–1757); Voltaire (1694–1778) ho posm�šn� nazýval „Archimède II“ 
a jejich smí�ení v roce 1774 bylo jen navenek; Duhamel de Monceau mu neodpustil, že se 
místo n�j stal správcem Jardin du Roi. Otev�el i další kontroverzní témata, snažil se ur�it 
stá�í Zem� na základ� chladnutí, p�edstavoval si, že se Zem� odštípla od Slunce, ú�astnil 
se debat o reprodukci (génération, jak se �íkalo), která d�lila v�dce do n�kolika tábor�. 
N�které jeho názory byly mylné, v n�kterých svou dobu p�edb�hl. 

3.3 Buffon – správce Jardin du Roi 

V Jardin du Roi pracovala malá skupina významných v�dc�, kte�í se d�lili do t�í skupin 
podle obor� – botanika, chemie a anatomie �lov�ka a zví�at. Buffon jim nechával 
naprostou volnost. Jeho vlastní doménou byl Cabinet d’histoire naturelle du Roi, 
p�edch�dce dnešního Muséum national. Byla tam vycpaná zví�ata, kostry, škeble, 
minerály, fosílie i „kuriozity“ všeho druhu. To vše bylo p�ístupné ve�ejnosti. Buffon 
povolal do Pa�íže svého p�ítele léka�e Louis Jean-Marie Daubenton (1716–1800) a sv��il 
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mu dohled nad sbírkami. V roce 1771 koupil pavilon, dnes nazývaný maison de Buffon, 
ud�lal z n�j sídlo správce a p�edchozí sídlo poskytl sbírkám, které se zna�n� rozrostly. 
Rozr�stala se i zahrada, v letech 1771 až 1788 se její plocha zdvojnásobila. 

3.4 Buffon – stavitel 

Buffon se nejlépe cítil ve svém rodném kraji. Jeho otec obýval velký d�m v Dijonu, ale 
on se každé léto vracel na Montbard, kde u ruin starého hradu burgundských vévod� stál 
d�m jeho rodi��. Ten p�ebudoval na prostorné komfortní sídlo s oranžerií, stájemi, 
besídkou a voliérou. V roce 1734 opravil dv� v�že hradu, zbytek srovnal se zemí 
a vytvo�il rozsáhlou zahradu, do které se vystupovalo z domu p�es t�ináct teras tvo�ících 
impozantní schodišt�. To vše vyžadovalo mnoho pen�z a mnoho práce. Po zhruba dvacet 
let dával Buffon práci všem nezam�stnaným z m�sta i okolí, �íká se, že tam pracovalo až 
dv� st� d�lník�. Nevynechal také žádnou p�íležitost, kdy mohl své panství rozší�it. P�ed 
smrtí vlastnil lesy pokrývající asi tisíc hektar�. 

Na Montbard se v roce 1770 vrátil i jeho podruhé ovdov�lý otec. Také jeho d�ti 
z druhého manželství byly p�ijaty do rodiny; Pierre, �e�ený rytí� de Buffon, a Antoinette 
Nadault, krásná manželka poradce burgundského parlamentu. 

4 Záv�r 
Mohli bychom psát o dalších oblastech �innosti hrab�te de Buffon. O hutích, v nichž 
zam�stnával asi �ty�i sta d�lník� a které pojímal jako velkou chemickou laborato�, 
o pokusech se zápalnými zrcadly konstruovanými podle Archiméda, která dokázala 
zapálit d�ev�nou chýši a roztavit železo, o ov��ení hypotézy o elektrické povaze blesku, 
o hromosvodu, který nechal postavit na svém dom� … Snad i tento malý popis 
Buffonových aktivit ukazuje ší�i jeho zájm� a sv�d�í o tom, že Georges-Louis Leclerc, 
hrab� de Buffon, byl mimo�ádnou osobností i ve století, které bylo na velikány bohaté. 
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HISTORIE ROBUSTNÍCH MATEMATICKO-
STATISTICKÝCH METOD 

HANA KOTOU�KOVÁ

1 Úvod 
Ve statistice se b�žn� setkáváme s tzv. normálním rozd�lením N(�,02), které je 

známo také pod názvem Gaussovo. Jedná se o rozd�lení spojité náhodné veli�iny se 
dv�ma parametry – st�ední hodnotou � a rozptylem 02. Z hodin statistiky si spíše než 
vztah pro hustotu tohoto rozd�lení pamatujeme známou Gaussovu k�ivku, tedy k�ivku 
hustoty normálního rozd�lení. Na obrázku �. 1 je graf hustoty normálního rozd�lení 
s parametry � = 0 a 02 = 1, tedy tzv. standardizovaného (normovaného) normálního 
rozd�lení.  

Graf hustoty normálního rozd�lení N(0,1)
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Obr. 1. Graf hustoty standardizovaného normálního rozd�lení

2 Po�átky robustních metod 

2.1 Dogma normality 

Normální rozd�lení je sice nazváno po Gaussovi, nicmén� poprvé toto rozd�lení 
p�edstavil Abraham De Moivre (1667–1754) ve své knize Miscellanea Analytica z roku 
1730. Ukazuje, že limitou binomického rozd�lení1 pro velký po�et pokus� je práv�
normální rozd�lení.  

Normální rozd�lení bylo dlouho považováno za rozd�lení, kterým se �ídí v�tšina 
náhodných veli�in, p�edevším pak rozd�lení chyb. �asto uvád�ný citát z roku 1912 
(Calcul des Probabilités), který Poincaré p�isuzuje Lippmannovi (pravd�podobn�

                                                          

1 Binomické rozd�lení Bi(n, p) je diskrétní rozd�lení se dv�ma parametry n a p, kde n je po�et nezávislých 
pokus� a p je pravd�podobnost úsp�chu v každém z t�chto pokus�. Potom pravd�podobnost, že úsp�ch nastane 
práv� v x pokusech z celkových n, se vypo�te jako:  

( ) .1 xnx pp
x

n −−��
�

�
��
�

�
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francouzskému fyzikovi Gabrielu Lippmannovi), by se dal p�eložit následovn�: „Všichni 
v��í v normální rozd�lení chyb: experimentáto�i, protože je pokládají za matematický 
teorém, a matematikové, protože je pokládají za experimentální fakt.” 

 Dogma normality bylo možné pop�ít až v dob� výkonných po�íta��. Nicmén� již 
v roce 1965 Kagan, Linnik a Rao dokázali, že odhad metodou nejmenších �tverc� je 
optimální pro normální rozd�lení chyb, zatímco v jiných p�ípadech m�že úpln� selhat. 
Když se podíváme na Gaussovo zavedení normálního rozd�lení, zjistíme, že Gauss 
vlastn� zavádí normální rozd�lení tak, aby vyhovovalo aritmetickému pr�m�ru. 
K vytvo�ení dogma normality p�isp�la nejspíš i Gauss-Markovova v�ta (nejlepší lineární 
nestranný odhad o�ekávané hodnoty je aritmetický pr�m�r) a Centrální limitní teorém 
(sou�et mnoha malých na sob� nezávislých chyb je p�ibližn� normální). 

2.2 Vývoj robustních statistických metod 

Z uvedeného vyplývá, že ne vždy je nejlepší používat klasické statistické 
charakteristiky a postupy (nap�. metodu nejmenších �tverc�). Bylo tedy pot�eba vynalézt 
takové postupy, které by byly dostate�n� dobré i v p�ípad�, že se odchýlíme od 
normálního rozd�lení. Jedním z �ešení jsou práv� robustní statistické postupy, které si 
zachovávají ur�itou optimalitu v okolí n�jakého základního rozd�lení, nap�. normálního. 
Robustní2 statistické metody, jak je známe dnes, se vyvíjely p�edevším od �ty�icátých let 
20. století. Nicmén� prapo�átky se dají vysledovat již mnohem d�íve. 

Už v devatenáctém století si Adrien Marie Legendre (1752–1833) všiml, že práv�
metoda nejmenších �tverc� není vždy optimální. Ve své práci Nouvelles méthodes pour 
la détermination des orbites des cométes z roku 1805 doporu�uje nejprve „zamítnout 
m��ení, která jsou p�íliš velká, než aby mohla být považována za p�ípustná.“ Práv�
zamítání odlehlých pozorování bylo jedním ze zp�sob�, jak se vyrovnat s nenormalitou 
dat. Jak však odhadnout, která pozorování jsou opravdu odlehlá? První návrh pro 
stanovení odlehlých hodnot publikoval roku 1852 Benjamin Peirce (1809–1880), 
profesor astronomie a matematiky na Harvardu. Nicmén� Peirce se p�íliš nezajímal 
o vlastnosti následného odhadu a o to, jaká informace mohla být tímto postupem 
ztracena. 

Nejspíš poprvé si všimli citlivosti klasických statistických charakteristik, jako je 
pr�m�r a rozptyl, k odlehlým hodnotám astronomové a fyzikové p�i ur�ování r�zných 
fyzikálních, geofyzikálních a astronomických konstant. Jedním z nich byl i James Short 
(1710–1768), astronom a výrobce dalekohled�. Short v roce 1761 odhadoval paralaxu3

Slunce pozorováním ob�žné dráhy Venuše. Usoudil, že prostý aritmetický pr�m�r není 
v tomto p�ípad� tou nejvhodn�jší charakteristikou. A proto se rozhodl zpr�m�rovat t�i 
pr�m�ry: prostý pr�m�r, pr�m�r všech pozorování s rezidui menšími než jedna sekunda 
a pr�m�r pozorování s rezidui menšími než p�l sekundy. 

                                                          

2 Slovo robustní bylo používané d�íve spíše v negativní konotaci ve smyslu vulgární, silný, surový. Statistický 
význam dal slovu až G. E. P. Box ve svém �lánku Non-Normality and Tests on Variance z roku 1953  
3 V astronomii se paralaxou rozumí úhel, o který se na obloze posune nebeské t�leso, pokud je pozorováno 
z krajních bod� vhodn� zvolené základny. Paralaxa se používá p�edevším pro m��ení vzdáleností objekt� ve 
vesmíru.  
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Nenormality rozd�lení si povšiml i americký astronom Simon Newcomb (1835–
1909). P�i pozorování ob�žné dráhy Merkuru v roce 1878 zjistil, že množina 684 reziduí 
založených na t�chto pozorování má mnohem t�žší konce4 než p�íslušné normální 
rozd�lení. 

Mezi moderní robustní odhady pat�í i tzv. L-odhady. Tyto odhady jsou vlastn�
váženou lineární kombinací pozorování, kde váhy jsou p�i�azeny pouze na základ� po�adí 
daného pozorování. Do této t�ídy m�žeme zahrnout i charakteristiky, které mají pom�rn�
dlouhou historii, jako nap�. medián5 nebo varia�ní rozp�tí6. Mediánem se zabývá ve své 
práci Théorie Analytique des Probabilités z roku 1818 Pierre Simon Laplace (1749–
1827). Medián �asto používal i Francis Galton (1822–1911). Spíše než ned�v�ra 
k normálnímu rozd�lení však byla Galtonovou motivací jednoduchost výpo�tu mediánu 
a snadnost jeho interpretace. 

  
Jak již bylo �e�eno, moderní robustní metody se rozvíjely p�edevším od �ty�icátých let 

dvacátého století. Nicmén� se ob�as stávalo, že n�které moderní výsledky byly objeveny 
již d�íve, ovšem z�staly nepovšimnuty. Matematik Percy John Daniell (1889–1946) byl 
jedním z t�chto dlouhá léta nepovšimnutých autor� na poli robustních odhad�. Roku 
1920 publikoval Daniell v American Journal of Mathematics �lánek Observations 
Weighted According to Order. Jak už napovídá název, Daniell se ve svém �lánku zabývá 
tím, co bychom dnes nazvali L-odhady. Uvažuje zde dnes známé výsledky (asymptotický 
odhad parametr� polohy i m��ítka, asymptotický rozptyl). Nicmén� jeho �lánek z�stal 
nepovšimnut. Možná kv�li tomu, že Daniell byl p�edevším matematik. Je znám zejména 
pro své práce z integrálního po�tu a matematické zpracování Markovových proces�. 
Trvalo dalších t�icet let, než byly jeho výsledky znovuobjeveny.  

3 Záv�r 
Historií bychom mohli putovat stále dál až do sou�asnosti. Zásadním mezníkem ve 

vývoji robustních metod byla tzv. Princetonská studie. Neboli kniha Robust Estimates of 
Location, Survey and Advances z roku 1972, kterou publikovala skupina autor� známých 
jmen D. F. Andrews, P. J. Bickel, F. R. Hampel, P. J. Huber, W. H. Rogers, J. W. Tukey. 
Vývoj však pokra�oval dál. A nekon�í ani dnes. Stále je co objevovat. Nicmén� v tomto 
�lánku nešlo o to zmapovat celý vývoj a popsat všechny typy robustních odhad�. Spíše 
poodkrýt malou �ást historie a ukázat zárodky robustních metod.  
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VÝVOJ POJMU FRAKTÁLNÍ DIMENZE 

LIBOR KOUDELA

1 Teorie míry a dimenze na po�átku 20. století 
Pot�eba zobecnit pojmy délky, obsahu a objemu geometrických objekt� i pro p�ípad 
obecn�jších bodových množin v Rm vedla na konci 19. století ke vzniku teorie míry. 
Émile Borel zavedl pojem míry jako množinovou funkci, která musí spl
ovat jisté 
p�edepsané vlastnosti. Jeho definice míry se stala Henri Lebesgueovi podn�tem pro 
vytvo�ení nové obecné teorie integrálu na po�átku 20. století. 

V roce 1914 formuloval Constantin Carathéodory obecn�jší teorii míry založenou na 
pojmu vn�jší míry [2]. Carathéodoryho teorie umož
ovala vyjád�ení s-dimenzionální 
míry v Rm pro s < m. Felix Hausdorff použil v roce 1919 stejný p�ístup k zavedení míry 
a s ní související dimenze (nyní zvané Hausdorffovy), která p�ipouští i necelo�íselné 
hodnoty [4]. Technický aparát pro práci s Hausdorffovou dimenzí rozpracoval pozd�ji 
Abram Samoljovi� Bezikovi� [1]. 

2 Hausdorffova dimenze 
Nech� E je neprázdná podmnožina m-rozm�rného eukleidovského (obecn� libovolného 
metrického) prostoru a nech� |U| = sup {| x − y |; x, y ∈ U} je pr�m�r množiny U. 
Kone�ný nebo spo�etný systém množin {Ui} nazveme �-pokrytím množiny E, jestliže 
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nazýváme Hausdorffovou dimenzí množiny E. 

Hausdorff ukázal, že existují množiny, pro n�ž Hausdorffova dimenze nabývá 
necelo�íselných hodnot. Speciáln� klasická Cantorova ternární množina má 

Hausdorffovu dimenzi 
3log

2log
 ([4], s. 172). 

Hausdorffova dimenze se ukázala být vhodným kvantitativním prost�edkem p�i 
vyjad�ování komplexnosti struktur, pro které Benoît Mandelbrot zavedl ozna�ení 
fraktály. Množiny považované b�žn� za fraktály byly v matematice známy již d�íve, hrály 
však �asto roli výjime�ných (patologických) objekt� používaných jako protip�íklady 
k n�kterým intuitivn� chápaným pojm�m �i definicím. 

Práv� pojem fraktální (Hausdorffovy) dimenze posloužil Mandelbrotovi k vymezení 
pojmu fraktálu. Podle p�vodní Mandelbrotovy definice je fraktál objekt, jehož fraktální 
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dimenze je v�tší než jeho dimenze topologická ([3], s. xxv). V konkrétních p�ípadech 
m�že být nicmén� ur�ení Hausdorffovy dimenze úkolem zna�n� náro�ným. I z tohoto 
d�vodu byla formulována další pojetí dimenze, která ve speciálních p�ípadech umož
ují 
snadn�jší a rychlejší výpo�et.  

3 Jiná pojetí fraktální dimenze 
Georges Bouligand použil v roce 1928 pojem Minkowského obsahu k zavedení 

necelo�íselné dimenze zvané nyní Minkowského-Bouligandova, p�íp. m�ížková dimenze 
([6], s. 22). Jiná formulace pochází od Lva Semjonovi�e Pontrjagina a Lva Genrichovi�e 
Šnirelmana z roku 1932 ([5]). 

Hausdorffova a m�ížková dimenze nabývají u pom�rn� široké t�ídy množin stejných 
hodnot, bohužel to ale neplatí zcela obecn�. Nap�. množina racionálních �ísel v intervalu 
[0, 1] má m�ížkovou dimenzi 1, avšak její Hausdorffova dimenze je rovna 0.  

Bouligandovi náleží z�ejm� i zásluha za formulování pojmu dimenze vycházejícího ze 
sob�podobnosti, vlastnosti, která je charakteristická pro v�tšinu fraktál�. Tento druh 
dimenze se stal díky Mandelbrotovi známý jako sob�podobnostní dimenze (self-
similarity dimension). 
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CARAMUEL Z LOBKOVIC – MATEMATICKÁ 
TEORIE JAZYKA V 17. STOLETÍ 

MIROSLAVA OTAVOVÁ

1 Myšlenka dokonalého jazyka 

Po�átek 17. století v Evrop�, tj. po�átek klasického novov�ku, byl poznamenán krizí 
stávajících kulturních a spole�enských institucí, které byly postaveny na p�edpokladu 
universality k�es�anské civilizace. Ztráta náboženské jednoty vedla posléze až k vypuk-
nutí t�icetileté války. V oblasti intelektuální se projevila nutnost nového chápání v�dy 
odklonem od dosavadních scholastických princip� k matematické p�írodov�d�. Snaha 
nalézt nové základy poznání op�ené o formální disciplíny se projevila také v pokusech 
vytvo�it jazyk, který by umožnil jednozna�né a p�esné formulace a byl nejen nástrojem 
v�deckého poznání, ale i napomohl k dohod� mezi znesvá�enými stranami. 

Úvahy o dokonalém jazyce mají v evropském prostoru dlouhou historii a v po�átku 
byly spojeny se studiem textu orientálního p�vodu, totiž bible, a to p�edevším s knihami 
Starého zákona. D�ležitým vkladem v tomto sm�ru byla st�edov�ká kabala, proud 
hebrejského mysticismu, který vypracoval tradici výkladu tóry v tom smyslu, že stvo�ení 
sv�ta chápe jako jazykový jev. Vznikl-li sv�t stvo�itelským slovem Božím, tj. pomocí 
písmen abecedy, lze p�edpokládat, že jazyk odráží, ba p�ímo vytvá�í strukturu universa. 
Myšlenka paralelismu jazykové struktury a struktury skute�nosti pak vyzývá k pokusu 
vytvo�it jazyk, který by se svými bohatými možnostmi snažil napodobit akt stvo�ení. Pro 
tyto ú�ely vytvo�ila kabala aparát, který je v podstat� matematické, p�esn�ji kombi-
natorické povahy. Hebrejská abeceda obsahuje 22 písmen (pouze souhlásky), která 
zárove
 ozna�ují �íslice. Metoda gematrie umož
uje komparovat slova s odlišným 
významem a stejným ciferným sou�tem. V baroku tolik oblíbené um�ní anagramu 
založené na možnosti vytvá�et z daného slova slova nová pomocí permutací a ars notoria, 
kdy jeden text je nositelem textu dalšího, protože p�e�tením pouze po�áte�ních písmen 
slov p�vodního textu se odhalí skryté sd�lení, mají sv�j p�vod v kabale. 

Dalším d�ležitým p�edpokladem pro studium dokonalého jazyka byl sm�r speku-
lativní gramatiky, p�stovaný na universitách od 13. století. Jeho cílem bylo p�vodn�
vytvo�it optimální podmínky pro p�stování filosofie a theologie, postupn� vykry-
stalizovala snaha najít ideální mluvnici, na které by participovaly jednotlivé p�irozené 
jazyky. Její hledání nevysta�ilo s pouhým lingvistickým p�ístupem, ale vyžadovalo 
rozvíjení prost�edk� logických, by� v�tšinou z�stalo v rámci logiky aristotelské. 

V 17. století se pot�eba dokonalého, um�le vytvo�eného jazyka ozvala s velkou 
naléhavostí a v �ešení problému se angažovala �ada osobností (z nejslavn�jších jmenujme 
alespo
 Komenského a Leibnize). Zde p�ipomeneme originálního myslitele, který 
znamenal velké obohacení pražského filosofického života doby pob�lohorské a v mate-
matickém p�ístupu k um�lému jazyku anticipoval myšlenky, které zhodnotilo teprve 
20. století. Jeho návrhy šifrovacích klí�� nalézají analogie v metodách strojového 
p�ekladu. 
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2 Caramuel�v p�ísp�vek k problematice um�lých jazyk�

Jan Caramuel byl po otci Lucembur�an, po matce �ech, narodil se v Madridu roku 
1606. Již v deseti letech za�al studovat filosofii na universit� v Alcale, kde se patrn�
seznámil s kabalou a vzhledem k svému matematickému nadání si pozd�ji uv�domil, jaké 
prost�edky jsou zde k dispozici, když se nauka oprostí od mystického nánosu. Po vstupu 
do cisterciáckého �ádu studoval ješt� theologii na universit� v Salamance. Od roku 1635 
p�sobil na theologické fakult� v Lovani, kde se stal uznávanou v�deckou osobností. Zde 
také publikoval sv�j první p�ísp�vek k teorii jazyka. Byla to komentovaná edice spisu 
Jana Trithemia, který byl od roku 1609 na indexu zakázaných knih pro podez�ení 
z �arod�jnictví. Caramuel pochopil, že steganografie umož
uje tvorbu šifrovacího klí�e 
a navíc otvírá možnost interpretace textu v neznámém, resp. um�lém jazyce. D�sledkem 
této edice bylo Caramuelovo pozvání do Prahy ke dvoru císa�e Ferdinanda, kde m�l 
zna�nou zásluhu na úsp�šném uzav�ení vestfálského míru, tj. ukon�ení t�icetileté války. 
V dob� pražského pobytu vzniklo Caramuelovo nejzávažn�jší dílo, Theologia rationalis. 
Roku 1657 byl papežem povolán do Itálie. Také zde pokra�oval v rozvíjení myšlenky 
dokonalého jazyka. Zem�el roku 1682 jako biskup ve Vigevanu. 

Caramuel�v p�ístup dob�e ilustruje Grammatica audax (Odvážná mluvnice, sou�ást 
jeho Theologie rationalis), kde nejprve zkoumá po�et r�zných slabik, které lze vytvo�it 
z písmen abecedy. Vychází z možností latiny a rozlišuje p�itom roli samohlásek 
a souhlásek ve snaze zahrnout všechny reáln� vyslovitelné slabiky. Výsledné množství 
radikáln� p�esahuje po�et slov nesoucích význam a to nabízí možnost v intencích 
spekulativní gramatiky doplnit „mezery“ a odstranit nedostatky zat�žující stávající 
p�irozené jazyky. Konkrétní ukázkou je zp�esn�ní slovesa esse (být) jeho nahrazením 
um�lými slovesy „sare, sere, syre, sore, sure” s diferencováním významu podle zp�sobu 
chápání existence pro pot�eby Caramuelova metafyzického dialektu. 
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EUKLID�V ALGORITMUS V U�EBNICÍCH 
MATEMATIKY PRO REÁLKY A GYMNÁZIA 

(1852–1907) 

KAREL PAZOUREK

1 Úvod 

1.1 Euklid�v algoritmus v u�ebnicích 

Euklid�v algoritmus se používá ke zjiš�ování nejv�tšího spole�ného d�litele (NSD) 
dvou p�irozených �ísel nebo polynom�. Ob� varianty algoritmu se v u�ebnicích z období 
1852 až 1907 vyskytují. Název „Euklid�v algoritmus“ se však nepoužíval, metoda byla 
známa jako postupné d�lení (Bydžovský [1]) nebo �et�zové d�lení (T�ma [15]). 

Euklid�v algoritmus se objevuje v �eských u�ebnicích (algebrách a aritmetikách) 
pro st�ední školy od po�átku jejich vydávání. Aritmetiky byly psány pro nižší stupn�
škol, algebry pro vyšší stupe
, �emuž odpovídá i zp�sob výkladu. Algoritmus byl 
vysv�tlován v kapitole d�litelnosti, která se vyu�ovala v prvních ro�nících nižších 
i vyšších gymnázií a reálek. Tato kapitola má v algebrách i aritmetikách podobnou 
strukturu. 

1.2 Pozice d�litelnosti v u�ebnicích 

Kapitola o d�litelnosti se ve v�tšin� studovaných u�ebnic objevuje po zopakování 
�íselných operací mezi kapitolou o vícejmenných veli�inách (po�ítání s jednotkami 
a veli�inami v dnešním slova smyslu) a kapitolou o zlomcích. 

Místo pojmu p�irozené �íslo se používala celá �ísla (v pozd�jších u�ebnicích, 
nap�íklad v Bydžovského Aritmetice [1] se p�ed kapitolou o d�litelnosti objevuje 
poznámka, že se v ní uvažují pouze kladná celá �ísla; Machovec [7] však p�echází 
k celým �ísl�m). 

Kapitola o d�litelnosti mívá obvykle následující strukturu: Za�íná definicí d�litelnosti, 
prvo�ísla, nesoud�lných �ísel, složeného �ísla, sudých a lichých �ísel. Následují pravidla 
d�litelnosti pro 2, 3, 4, 5, 9, 8, 11. Pak se objevují pravidla pro mocniny dvou, p�ti, 
deseti, pravidlo d�litelnosti složeným �íslem je obvykle vysv�tleno na d�litelnosti 6. 

V algebrách bývají dokazována obecná pravidla d�litelnosti v�etn� základního tvrzení 
Euklidova algoritmu: Spole�ná míra d�lence a d�litele jest i m�rou zbytku. (Taftl [14], 
str. 44) 

Následují pojednání o prvo�íselném rozkladu, nejv�tším spole�ném d�liteli (mí�e) 
a nejmenším spole�ném násobku (násobném). Mo�nik [8] pojem spole�ného d�litele 
v�bec nezavádí. 

Soldát [10] a Hoza [5] dopl
ují text historickými poznámkami.  

2 Euklid�v algoritmus 

2.1 Euklid�v algoritmus pro (p�irozená) �ísla 

Euklid�v algoritmus je obvykle uvád�n až po metod� nalézání nejv�tšího spole�ného 
d�litele pomocí prvo�íselného rozkladu.  
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N�kte�í auto�i aritmetik algoritmus p�ímo neformulují, pouze se omezují na konkrétní 
p�íklady bez jakékoholi vysv�tlení (nap�. Jarolímek [6], Starý [11], Smolík [9]), jiní 
vysv�tlují algoritmus na konkrétních p�íkladech (Fischer [2]). V u�ebnicích algebry 
auto�i naopak uvád�jí obecný algoritmus, n�kdy formulují v�tu a p�ipojují její 
d�kaz (Hora [4]). N�kdy vysv�tlují i kone�nost postupu: D�lení takové musí se jednou 
ukon�iti; pon�vadž každý zbytek menší jest než d�litel jemu náležící, tak že �ísla ta stále 
klesají a zápornými státi se nemohou. (Šimerka [13], str. 37) 

Schéma, v n�mž se algoritmus zapisuje, se v jednotlivých u�ebnicích m�ní: 
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Obrázek 1: Schémata Euklidova algoritmu. Naho�e: Fleischer [3], str. 48; Jarolímek [6], str. 30. Uprost�ed: 
Šimerka [Ši1868], str. 56; Fischer [2], str. 95. Dole: Studni�ka [12], str. 34; Taftl [14], str. 45. 

Zvlášt� oblíbená byla schémata podobná Fleischerovu nebo Fischerovu, 
pravd�podobn� pro podobnost se schématy používanými p�i prvo�íselném rozkladu nebo 
vypisování všech d�litel�. 

Machovec [7] p�istoupil k Euklidovu algoritmu odborn�. V�ty i algoritmus formuluje 
a dokazuje obecn� pro výrazy a �ísla. Navíc uvažuje d�litelnost na množin� celých �ísel, 
proto si m�že dovolit zrychlení algoritmu použitím nejmenších zbytk� v absolutní 
hodnot�. Dostává tak nap�íklad schéma: 

1035 322 3
69 -23 5
0  3

Obrázek 2: Machovcovo schéma se záporným zbytkem. (Machovec [7], str. 70–71) 

Je zajímavé, že se zabývá i složitostí algoritmu (tento matematický pojem se v té dob�
teprve utvá�el): 
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Že p�i svrchu vyt�eném postupném d�lení musíme kone�n� dosp�ti zbytku = 0, vychází 
na jevo z toho, že všecky zbytky jsou vyjád�eny �ísly celými, o jichž absolutních 
hodnotách platí nerovnos


.121 nn RRRRB >>>> −� 1

Budiž podot�eno, že výkon se urychlí, bé�eme-li za 1R , 2R , 3R  ... zbytky nejmenší. 
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n RRRBRRRR ��  a d�líme-li tuto nerovnos


rovnicí 121121 −− = nn RRRRRR �� , obdržíme BRn
n <2 , a pon�vadž nR  jest rovno aspo�

1, musí býti tím spíše Bn <2 . Uvážíme-li, že bylo vykonáno v celku ( )1+n  d�lení, jest 
z této nerovnosti patrno. 

P�ihlížíme-li p�i vyhledávání nejv�tší spole�né míry postupným d�lením ke zbytk�m 
nejmenším, jest pot�ebí vykonati nejvýš o jedno d�lení více, než udává mocnitel nejvyšší 
mocniny �ísla 2, která jest ješt� menší než B, t. j. než menší z daných �ísel. Je-li na p�. 
menší z daných �ísel 125, jest nám vykonati nanejvýš 7 d�lení, pon�vadž 6426 =
a 12827 = . (Machovec [7], str. 70–71) 

2.2 Euklid�v algoritmus pro polynomy 

Algoritmus postupného d�lení pro polynomy se objevuje pouze v u�ebnicích algebry, 
nenajdeme ho v u�ebnicích aritmetiky. V u�ebnicích algebry byly mnoho�leny chápány 
jako druh veli�in, proto d�litelnost polynom� je uvedena obvykle jen n�kolika 
poznámkami. Text se obvykle p�ímo odkazuje na p�edcházející algoritmus 
pro (p�irozená) �ísla. 

�asto se vyskytuje tvrzení: Nejv�tší spole�nou míru veli�in A a B nezm�níme, jestliže 
A �íslem n�jakým bu� násobíme bu� d�líme, není-li �íslo toto �initelem veli�iny B; totéž 
platí naopak o veli�in� B ... (Fleischer [3], str. 49) Uvedené tvrzení se pak používá 
ke zjednodušení výpo�t�, tj. polynomy s racionálními koeficienty se p�evedou 
na polynomy s celo�íselnými koeficienty. 

�ešené p�íklady a úlohy k procvi�ení obsahují polynomy stup
� 5 a menších. 

2.3 Euklid�v algoritmus - obecn�
Hora ve své u�ebnici [4] poznamenává: 
S tímto zp�sobem ur�ování nejv�tší spole�né míry bez rozvád�ní daných �ísel 

na prvo�initele souhlasí také postup p�i vyhledávání nejv. spol. míry kterýchkoli dvou 
veli�in stejnorodých (u p�. dvou p�ímek). Odnímáme totiž menší veli�inu od v�tší 
tolikráte, pokud možná, pak od menší veli�iny zbytek, od toho op�t nový zbytek a t. d. 
Není-li zbytku p�i n�kterém tom odnímání, jest poslední zbytek, jenž nezmizí, nejv. sp. 
m�rou obou daných veli�in. (Hora [4] str. 47–48) 

Je to však ojedin�lý p�ípad, žádný jiný studovaný autor zobecn�ní neuvádí. 
                                                          

1 B zna�í prvního d�litele. 
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3 Záv�r 
Euklid�v algoritmus má v u�ebnicích algebry a aritmetiky v letech 1852 až 1907 

pevn� dané místo v probíraných partiích teorie �ísel. Vývoj didaktických metod jeho 
výkladu je rozmanitý, v celém zkoumaném období lze pozorovat snahu o zp�ehledn�ní 
a zp�ístupn�ní tohoto tématu.  
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NEOBVYKLÉ REPREZENTACE �ÍSEL 

EDITA PELANTOVÁ

Zápis �ísel pomocí symbol� prošel dlouhým historickým vývojem. V r�zných 
etnikách m�l své specifické formy, které se postupn� m�nily pod vlivem kulturních 
a obchodních kontakt�, aby nakonec vyústily v jediný prakticky dnes používaný systém, 
a to zápis v desítkové soustav�.1

1. Pozi�ní systém s pevným základem 

Nejd�ležit�jší charakteristikou decimálního systému je význam polohy symbolu pro 
hodnotu �ísla. Symboly 0,1,2, ..., 9 – nazývané �íslice nebo cifry – �tené zleva doprava 
p�edstavují po�et jednotlivých mocnin desítky (po�ínaje tou nejv�tší), které se 
v reprezentovaném �ísle nacházejí. Zápis 206 p�edstavuje �íslo 2·102 + 0·101 + 6·100. 
Když p�ipustíme i záporné mocniny desítky a povolíme nekone�né sou�ty, m�žeme 
zapsat v desítkové soustav� libovolné kladné reálné �íslo.  

Pozi�ní soustava v dnešní podob� mohla vzniknout až potom, co byl zaveden 
symbol 0 pro „nic”, „prázdno”. Historii použití nuly v zápisech �ísel i modifikaci její 
grafické podoby je v�nováno hodn� studií. My se však budeme v�novat pozi�ním 
systém�m, kde koeficienty, které se objevují p�ed mocninami základu, mohou být 
i záporné. 

I když se ve francouzském prost�edí traduje, že Cauchy byl první, kdo p�išel 
s myšlenkou používat �íslice se zápornou hodnotou, objevují se symboly 1, 2, 3, ..., 9
p�edstavující hodnotu –1, –2, ..., –9 už v práci Johna Colsona [1]. Tento nástupce Isaaca 
Newtona na univerzit� v Cambridge se v�noval hlavn� p�eklad�m matematických prací 
z latiny do angli�tiny a sám k rozvoji matematického poznání výrazn�ji nep�isp�l. To byl 
i d�vod, pro� na jeho práci nikdo nenavázal. Colson motivuje zavedení záporných cifer 
pot�ebou urychlit aritmetické operace, zvlášt� násobení, které se v jeho dob� provád�lo 
ru�n�. Po více než sto letech zavádí záporné �íslice v práci [2] Augustin Cauchy. Jak �íká 
samotný název �lánku, jeho cílem je p�edejít chybám ve výpo�tech. Je pozoruhodné, jak 
v dnešní dob�, kdy se po�ítaní s tužkou v ruce stává extravagancí, našly Cauchyho 
myšlenky uplatn�ní p�i provád�ní násobení po�íta�em.  

Vyjád�ení �ísla v desítkové soustav� pomocí koeficient� 9, 8, ..., 1, 0, 1, 2, ..., 9 
není jednozna�né. Nap�. zápisy 62 a 142 = 1·102 – 4·101 + 2·100 p�edstavují stejné �íslo. 
Proto m�žeme množinu p�ípustných cifer redukovat. Snadno nahlédneme, že každé �íslo 
lze napsat v desítkové soustav�, i když povolíme koeficienty pouze v rozmezí 4, 3, 2, 1, 
0, 1, 2, ..., 5. V tomto p�ípad� je reprezentace �ísla už jednozna�ná. Povšimn�me si, že p�i 
násobení dvou �ísel v tomto vyjád�ení pot�ebujeme um�t malou násobilku pouze po 
sou�in 5 krát 5. Kdybychom nahradili základ 10 základem 3 a uvažovali cifry 1, 0, 1, 
nemuseli bychom se u�it žádnou malou násobilku. O zvláštnostech ternární soustavy 
a optimálnosti základu 3 je pojednáno v populárním �lánku [3]. Nelze však o�ekávat, že 
binární soustava, která je snadno technicky realizovatelná stavy vypnuto – zapnuto, bude 
vytla�ena ternární soustavou. Navíc argument s malou násobilkou je v binární soustav�
falešný. Násobení v binární soustav� je pouze opakované s�ítání; po�et s�ítání je dán 
po�tem nenulových cifer v zápisu násobitele. Máme-li násobit skute�n� velká �ísla, je pro 
                                                          

1 Používání jiných historických zápis� (nap�. �ímskými �íslicemi) je okrajové. O binární soustav� v technickém 
použití se ješt� zmíníme. 
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rychlost operace násobení už podstatný i po�et jedni�ek v binárním zápisu �ísla. 
Poznamenejme, že nej�ast�ji používaná šifrovací metoda RSA je založená na násobení 
�ísel velkých �ádov� 10100.

Uvažujme binární soustavu s ciframi 1, 0, 1, tzv. balancovanou binární soustavu. 
Protože s�ítání a ode�ítání je stejn� náro�né, zavedení cifry 1 nekomplikuje s�ítání. 
Nejednozna�nost zápisu �ísla v této soustav� p�edstavuje její velkou výhodu. Mezi 
r�znými reprezentacemi �ísla si m�žeme vybrat tu, která má minimální po�et nenulových 
cifer. Nap�. �íslo zapsané dekadicky jako 30 má v obvyklé binární soustav� tvar 11110 = 
1·104 + 1·103 + 1·102 + 1·101 + 0·100; zápis v balancované binární soustav� s minimálním 
po�tem nenulových koeficient� je 100010. Zvolili jsme p�íklad tak, aby se projevila 
výhoda možnosti použít koeficient –1. U �ísla tvaru 2n se výhoda neprojeví. D�ležitý je 
však pr�m�rný po�et 2 nenulových cifer definovaný jako limita po�tu nenulových cifer 
v zápisu prvních n p�irozených �ísel d�leného po�tem všech použitých cifer. Je z�ejmé, 
že u klasické binární soustavy je 2 rovno polovin�. U balancované binární soustavy je 2
pouze t�etina. 

2. Zobecn�ný pozi�ní systém 

Pozi�ní systém s pevným základem b lze interpretovat jako systém, ve kterém dané 
�íslo kombinujeme pomocí povolených koeficient� z �len� posloupnosti (an) = (bn). 
Následující �len posloupnosti (an) tak vznikne vynásobením p�edchozího �lenu pevným 
základem b, tj. an + 1 = an·b. G. Cantor [4] uvažoval numera�ní systémy, kde násobitel b 
se m�ní v závislosti na indexu n. P�esn�ji uvažoval posloupnost (bn) p�irozených �ísel 
v�tších než jedna a ukázal, že každé reálné �íslo x lze zapsat ve tvaru 

x = c0 + c1/b1 + c2/b1b2 + c3/b1b2b3 + c4/b1b2b3b4 + c5/b1b2b3b4b5 + ..., 

kde koeficient c0 je celé �íslo a koeficienty ck jsou celá nezáporná �ísla menší než bk. P�i 
pevné bázi jsou koeficienty na libovolné pozici menší než b, te	 se množina p�ípustných 
cifer m�ní s m�nící se pozicí. 

Nap�. �íslo e vyjád�ené jako e = 2 + 1/2! + 1/3! + 1/4! + 1/5! + 1/6! + ... je vlastn�
zapsáno v Cantorov� reprezentaci, kde bn = n + 1. Cantor zavedl své reprezentace p�i 
odvozování nových kritérii pro iracionalitu �ísla. 

V roce 1968 využil Carlitz [5] pro reprezentaci p�irozených �ísel posloupnost 
Fibonacciho �ísel definovanou p�edpisem  

F1= 1,     F2 = 2     a     Fn + 2 = Fn + 1 + Fn     pro každé n 9 0. 

Ukázal, že libovolné p�irozené �íslo lze vyjád�it jako sou�et r�zných Fibonacciho 
�ísel. Toto vyjád�ení není zdaleka jednozna�né. Nap�. 11 = F5 + F3 = F4 + F3 + F2 + F1. 
Když p�idáme požadavek, aby se v zápisu nevyskytovala dv� po sob� jdoucí Fibonacciho 
�ísla, je zápis �ísla jednozna�ný. Tedy �íslo kombinujeme z �len� Fibonacciho 
posloupnosti pomocí cifer 0 a 1 a zakazujeme výskyt dvou nenulových cifer vedle sebe. 

Obecn� jsou studovány a dnes již dob�e popsány �íselné soustavy, kde místo 
Fibonacciho posloupnosti vystupuje posloupnost zadaná lineární rekurencí libovolného 
�ádu. P�esto Fibonacciho soustava vyniká p�vabem nad jinými soustavami. V roce 1982 
byly p�ekvapiv� objeveny pevné látky, jejichž difrak�ní obraz vykazoval p�ti�etnou 
rota�ní symetrii zapov�zenou pro krystaly [6]. Ukázalo se, že tyto látky – dnes nazývané 
kvazikrystaly – lze dob�e popisovat matematickými modely, ve kterých hraje klí�ovou 
roli Fibonacciho soustava. Navíc balancovaná Fibonacciho soustava s ciframi 1, 0, 1 je 
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pro po�íta�ové násobení ješt� výhodn�jší než balancovaná binární. Pro ní je pr�m�rný 
po�et nenulových cifer : roven p�tin�.  
 V roce 1957 navrhl A. Rényi studovat jiný typ zobecn�ní pozi�ního systému [7]. 
Báze je pevná, tedy používáme posloupnost (bn), ale báze b m�že být libovolné reálné 
�íslo v�tší než jedna. Nep�ekvapí, že když zvolíme za bázi b zlatý �ez, dostaneme 
numera�ní systém v mnohém p�ipomínající Fibonacciho soustavu. 
 Záv�rem poznamenejme, že jsme se v�bec nezmínili o jiných než pozi�ních 
zp�sobech zápisu reálného �ísla. Mezi známé zápisy pat�í nap�. �et�zové zlomky. 
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MÉN� ZNÁMÁ FAKTA  
Z HISTORIE TEORIE MNOŽIN 

ANTONÍN SLAVÍK

1 Úvod 
Tento p�ísp�vek je v�nován historii dvou d�ležitých v�t z teorie množin. V jejich 

názvech se objevuje jméno G. Cantora, zakladatele této teorie. D�ležitou roli p�i vzniku 
teorie množin hrál ovšem také R. Dedekind a jeho korespondence s Cantorem. Byl to 
práv� Dedekind, který roku 1873 zaslal Cantorovi d�kaz spo�etnosti množiny všech 
polynom� s celo�íselnými koeficienty, ze kterého plyne také spo�etnost množiny všech 
algebraických �ísel. Poté, co Cantor dokázal nespo�etnost množiny reálných �ísel, použil 
Dedekind�v výsledek k d�kazu existence transcendentních �ísel. (Je pozoruhodné, že 
Cantor�v �lánek s d�kazem nespo�etnosti R nese název Über eine Eigenschaft des 
Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen.) Vztahy mezi Cantorem a Dedekindem 
nebyly vždy ideální, Dedekind dokonce na �as korespondenci p�erušil. D�vodem byla 
pravd�podobn� skute�nost, že Cantor publikoval n�které výsledky, které mu Dedekind 
písemn� sd�lil, a „zapomn�l“ se zmínit o tom, komu za n� vd��í. 

V Dedekindov� práci Was sind und was sollen die Zahlen se také objevuje definice 
nekone�né množiny (je to množina, která má stejnou mohutnost jako její vlastní 
podmnožina). Toto pojednání je pom�rn� obtížn� srozumitelné, n�které pasáže z�ejm�
nebyly jasné ani Cantorovi (viz dále). Pro sou�asného �tená�e je užite�ný anglický 
p�eklad [2], který je navíc psán pomocí moderní matematické symboliky. 

Následující text popisuje historii Cantorovy-Bernsteinovy a Cantorovy v�ty; p�íslušné 
informace jsem �erpal z knihy [1]. 

2 Cantorova-Bernsteinova v�ta 
P�ipome
me nejprve zn�ní Cantorovy-Bernsteinovy v�ty (CB): Jsou-li M, N dv�

množiny takové, že existují prostá zobrazení f: M3N a g: N3M, pak M a N mají stejnou 
mohutnost (tj. existuje bijekce mezi M a N). 

V dopise z �ervna 1877 popisuje Cantor Dedekindovi sv�j d�kaz tvrzení, že interval 
(0,1) a �tverec (0,1)×(0,1) mají stejnou mohutnost (odsud pak snadno plyne existence 
bijekce mezi R a R2). Poté, co jej Dedekind upozornil na chybu, opravil Cantor sv�j 
postup, a našel tak prosté zobrazení (0,1)×(0,1) do (0,1). Protože nalezení prostého 
zobrazení (0,1) do (0,1)×(0,1) je triviální, je s ohledem na v�tu (CB) ekvivalence �tverce 
a úse�ky dokázána. 

Cantor si uv�domoval, že intuitivn� z�ejmé tvrzení (CB) je pot�eba dokázat, d�kaz se 
mu ale neda�ilo najít. O svých t�žkostech se zmi
uje i Dedekindovi, nap�. v dopise z roku 
1882. Dedekindovi se tvrzení (CB) poda�ilo dokázat roku 1887, Cantorovi se o tom ale 
kupodivu nezmínil. Do svého pojednání Zahlen však za�adil podivné tvrzení (viz [2], 
poslední tvrzení v sekci 4), jehož d�kaz p�enechal �tená�i (uvedl pouze stru�ný návod), 
a nikde dále v knize je nevyužil; pomocí tohoto tvrzení lze (CB) snadno dokázat.  
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Cantor si nevšiml, že tvrzení (CB) z Dedekindova výsledku snadno plyne (Dedekind sám 
na to nikde neupozornil). V letech 1895 až 1897 vyšlo jeho pojednání [3], ve kterém 
p�ehledn� a systematicky shrnul dosavadní výsledky svého bádání v teorii množin; 
tvrzení (CB) zde stále považuje za nedokázané. S Dedekindovým d�kazem se seznámil 
až v roce 1899 a považoval jej za nový. Mezitím byl v roce 1898 publikován Schröder�v 
d�kaz, který byl ale chybný (p�esto se n�kdy používá název Schröderova-Bernsteinova 
v�ta). Felix Bernstein, Cantor�v student, dokázal (CB) roku 1897 nezávisle na 
Dedekindovi; b�hem návšt�vy v Harzburgu byl p�ekvapen Dedekindovým prohlášením, 
že tvrzení je jednoduchým d�sledkem jeho teorie. 

První správný d�kaz Cantorovy-Bernsteinovy v�ty byl publikován roku 1898 
v Borelových Leçons sur la theorie des fonctions. Stejný d�kaz jako Dedekind objevil 
nezávislé také Zermelo; objevuje se v jeho práci o základech teorie množin z roku 1908. 

3 Cantorova v�ta 
Je-li M libovolná neprázdná množina, pak podle Cantorovy v�ty (CV) je mohutnost 

poten�ní množiny P(M) (tj. množiny všech podmnožin M) v�tší než mohutnost M. 

V souvislosti s (CV) jsou pro nás d�ležitá dv� pozorování:  

Množinu P(M) m�žeme ztotožnit s množinou všech funkcí f: M;{0,1} (každou 
takovou funkci chápeme jako charakteristickou funkci n�jaké podmnožiny M).  

Volíme-li za M množinu všech p�irozených �ísel N, pak P(M) je stejn� velká jako 
množina R všech reálných �ísel. Jako speciální p�ípad (CV) tedy dostáváme tvrzení, že 
množina R je nespo�etná, tj. má v�tší mohutnost než N. 

Je zajímavé, že (CV) ve výše uvedené podob� u Cantora nenajdeme. Nespo�etnost R
dokázal v roce 1874. Roku 1883 se bez podrobn�jšího zd�vodn�ní zmi
uje o tom, že 
množina všech reálných funkcí má mohutnost <2 (t�etí nejmenší nekone�né kardinální 
�íslo). K tomuto tématu se vrátil ve sd�lení na kongresu n�meckých matematik� roku 
1891. Zde poprvé použil (dnes dob�e známou) diagonální metodu k d�kazu tvrzení, že 
množina všech nekone�ných posloupností složených ze dvou symbol� (nap�. 0 a 1) je 
nespo�etná. Poté poznamenal, že zcela stejnou metodou lze pro libovolnou neprázdnou 
množinu L dokázat existenci množiny M s v�tší mohutností než L – sta�í za M vzít 
množinu všech funkcí f: L3{0,1}. Jako p�íklad vzal za L množinu všech reálných �ísel 
a ukázal, že množina všech reálných funkcí s hodnotami {0,1} má v�tší mohutnost než R. 

Cantor�v výsledek je z�ejm� ekvivalentní s (CV), množina funkcí f: L3{0,1} je totiž 
stejn� velká jako P(L) - viz pozorování výše. Cantor však z�stal u formulace s množinou 
funkcí. Zdá se, že nep�ipoušt�l množiny, jejichž prvky by byly op�t množiny. 
V p�ehledném pojednání [3] se neobjevuje ani výše zmín�ná v�ta, ani pojem poten�ní 
množiny.  

Je škoda, že Cantor tomuto výsledku nep�isuzoval v�tší význam – mohl jej využít 
nap�. p�i zavád�ní kardinálních �ísel jako argument, že ke každé množin� existuje 
množina s v�tší mohutností (Cantor místo toho použil jiné, pon�kud pochybné 
zd�vodn�ní).  
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(CV) v dnešní podob� se objevuje v prvním desetiletí 20. století u Russella a Zermela. 
Je pozoruhodné, že Russell se ješt� roku 1901 domníval, že (CV) neplatí, místo toho 
p�edpokládal existenci univerzální t�ídy (množiny). Tuto domn�nku podporoval i paradox 
množiny všech kardinálních �ísel: Uvažujeme-li množinu M všech kardinálních �ísel, pak 
z (CV) plyne existence množiny v�tší mohutnosti, což vede ke sporu. Teprve pozd�ji si 
Russell uv�domil, že k podobnému paradoxu („množina všech množin, které neobsahují 
samy sebe“) lze dosp�t i bez (CV), a že d�kaz (CV) je v po�ádku. 
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Z HISTORIE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ – 
PTOLEMAIOVY VÝPO�TY 

RADKA SMÝKALOVÁ

1 Klaudios Ptolemaios 
Klaudios Ptolemaios (asi 85 až 165 n. l.) byl �ecký geograf, astronom a astrolog, který 

pravd�podobn� žil a pracoval v egyptské Alexandrii. Jeho nejv�tší dílo Syntaxis megale
(Velká soustava), astronomický spis sepsaný okolo roku 140 a v 8. století p�eložený do 
arabštiny pod názvem Almagest, byl založen na domn�nce, že nehybná Zem� je umíst�na 
ve st�edu vesmíru a nebeská t�lesa kolem ní obíhají po p�edepsaných drahách. Našemu 
zájmu se t�ší Ptolemaiova tabulka t�tiv, která je p�edm�tem kapitoly 10 a 11 první knihy 
Almagestu. Tato tabulka udává délku t�tivy v kruhu jako funkci st�edového úhlu, který ji 
vymezuje. St�edový úhel, k n�muž se délky vztahují, postupuje po 0,5° na intervalu od 0° 
do 180°. Z našeho hlediska se jedná vlastn� o tabulku sin� úhl� od 0° do 90° 
postupujících po �tvrtin� stupn�. Ozna�íme-li polom�r kruhu r, st�edový úhel �eckým 
písmenem � a délku t�tivy tet(�), obdržíme vztah tet(�) = 2r·sin(�/2). Ptolemaios rozd�lil 
pr�m�r kruhu na 120 stejných jednotkových díl� (délky d1 ), tedy polom�ru r p�i�azoval 
délku 60 díl� (r = d60 ). Jeho tabulka udává délky t�tiv s p�esností na dv� šedesátinná 
místa, tedy s chybou �ádu 260− . 

2 Jednotlivé metody 

2.1

Uvedením jednotlivých metod, jak Ptolemaios postupn� zmín�nou tabulku dopl
oval, 
vytvo�íme pro funkci tet(�) malou, avšak obsažnou teorii, kterou Ptolemaios ke svým 
výpo�t�m pot�eboval. Stejn� jako on budeme pracovat s polom�rem délky r = d60 . 

• Funkce tet(�) je definovaná pro �  z intervalu ‹0; 180°› a platí 0d ≤ tet(�) ≤ 120d. 
• Hodnoty tet(0°), tet(60°), a tet(180°) jsou z�ejmé. Ze znalosti Pythagorovy v�ty 

Ptolemaios vypo�ítal tet(90°). 
• Výpo�et hodnot tet(�), kde � = 36°,  resp. 72°,  resp. 108°, resp. 144°. 
• Pro výpo�et všech dalších hodnot funkce tet(�) pot�eboval Ptolemaios nový matema-

tický nástroj. Tím se stala významná planimetrická v�ta, která dnes nese jeho jméno. 
• S využitím dokázaného tvrzení našel Ptolemaios odpov�	 na dv� d�ležité otázky:

o Jak z hodnot tet(�), tet(=)  vypo�ítat hodnotu tet(� – =)? 
V tomto okamžiku mohl Ptolemaios díky znalosti všech dosavadních hodnot 
tet(�) vypo�ítat délky t�tiv pro všechny úhly o velikosti k·6°, kde ℵ∈k . 
o Jak z hodnot tet(�), tet(=)  vypo�ítat hodnotu tet(� + =)  ? 
Díky odvozenému vzorci pro tet(� + =) obdržel Ptolemaios pro p�ípad � = =  
aparát na výpo�et hodnot tet(3°), tet(1,5°) a tet(0,75°) z hodnoty tet(6°), kterou 
již znal. 

• Aby mohl Ptolemaios sestavit tabulku délek t�tiv s krokem 0,5°, pot�eboval ješt�
vypo�ítat hodnotu tet(1°) jako hodnotu ležící mezi tet(0,75°) a tet(1,5°). Použil 
k tomu duchaplnou metodu interpolace, která byla známa již astronomu Aristarchovi 
(asi 320 až 250 p�. n. l.) 
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2.2

Nyní vylí�íme, jak mohl Ptolemaios pomocí své tabulky vy�ešit jakýkoliv rovinný 
trojúhelník. Po vzoru Hipparcha budeme uvažovat trojúhelník vepsaný do kruhu. 
Popíšeme pouze ten nejjednodušší p�ípad, kdy zkoumaný trojúhelník ABC bude 
pravoúhlý. Nutno však poznamenat, že Ptolemaios si v�d�l rady i s obecnými 
trojúhelníky, a to výpo�ty ve dvou pravoúhlých trojúhelnících, které dostaneme, když 
p�vodní trojúhelník rozd�líme n�kterou jeho výškou na dv� �ásti. Na tomto postupu 
se v pozd�jších dobách budovala nov�jší trigonometrie až do své sou�asné podoby. 
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NÁSOBENÍ VE ST	EDOV�KÉ INDII 

IRENA SÝKOROVÁ

1 Úvod 

1.1 Aritmetika 

Studium matematiky ve staré Indii bylo obtížné, matematice rozum�lo jen velmi málo 
lidí. Indická pojednání byla psána velmi úsporn�, obsahovala jen známé vzorce 
a výsledky. Pravidla byla vyjád�ena ve verších, které byly ur�eny k u�ení nazpam��. 
N�kdy byla stru�nost až na úkor srozumitelnosti, ke správnému pochopení byl nutný 
výklad u�itele. Snaha po stru�nosti byla zp�sobena p�edevším nedostatkem psacího 
materiálu. Výpo�ty se provád�ly na tabulce nebo na zemi pokryté pískem nebo prachem. 
N�kdy se na tabulku psalo kouskem k�ídy nebo steatitu.1 Napsaných �ísel se na tabulku 
vešlo málo, proto bylo zvykem odstra
ovat ta �ísla nebo ty �ásti výpo�t�, které již nebyly 
pot�ebné.  

Mnohé st�edov�ké indické práce pojednávaly o aritmetice. Indové nazývali aritmetiku 
pátíganita.2 Tento název je odvozen z pátí (tabulka nebo deska) a ganita (v�da 
o po�ítání). Provád�ní matematických výpo�t� se také n�kdy �íkalo dhúlí-karma
(prachová práce), protože �ísla byla psána do prachu rozprost�eného na tabulce nebo na 
zemi. Indové rozlišovali dvacet aritmetických operací: s�ítání, od�ítání, násobení, d�lení, 
výpo�et druhé mocniny, výpo�et druhé odmocniny, výpo�et t�etí mocniny, výpo�et t�etí 
odmocniny, p�t pravidel pro zlomky, pravidlo t�í, obrácené pravidlo t�í, pravidlo p�ti, 
pravidlo sedmi, pravidlo devíti, pravidlo jedenácti, pravidlo sm�ny. Prvních osm operací 
považovali Indové za základní. Operace zdvojnásobení a p�lení, které byly pokládány za 
základní v Egypt� a �ecku, se v indických pojednáních nevyskytovaly. Ke zmín�ným 
aritmetickým operacím �adili ješt� osm typových úloh: na výpo�et sm�sí, �ad, rovinných 
obrazc�, výkop�, zásob, �ez�, hromad, stín�. Podle Brahmagupty (asi 598 až 670) je 
matematikem jen ten, kdo zná dvacet operací a osm dovedností v�etn� stín�. 

1.2 Díla o aritmetice 

Nejstarší dochovaná práce, která byla tém�� výhradn� v�novaná aritmetice, je 
anonymní rukopis Bakhšhálí (asi 200 n. l.). Existovalo také mnoho astronomických prací 
známých pod názvem Siddhánty, z nichž každá obsahovala �ást pojednávající 
o matematice.  

Árjabhata I (asi 476 až 550) byl první, kdo zahrnul do své astronomické práce 
Árjabhatíja �ást v�novanou matematice. Bháskara I (asi 600 až 680) a Lalla (asi 720 až 
790), p�estože pokra�ovali v práci Árjabhaty I, napsali samostatná pojednání o aritmetice, 
která nebyla sou�ástí jejich astronomických text�.  

                                                          

1 Steatit je m�kký minerál sv�tlé barvy, druh mastku (Mg3Si4O10(OH)2). 
2 N�kdy se aritmetice �íkalo vjakta-ganita (po�ítaní se „známými“) na rozdíl od algebry, která se nazývala     
avjakta-ganita (po�ítaní s „neznámými“).
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Brahmagupta (asi 598 až 670), autor díla Bráhma-sphuta-siddhánta, zdokonalil 
a obohatil Árjabhatíju. Brahmaguptovu práci komentoval Mahávíra (asi 800 až 870) 
v knize Ganita-sára-samgraha. Pro svou jednoduchost a srozumitelnost byla oblíbená 
Trišatiká, kterou napsal Šrídhara (asi 870 až 930). 

K pozd�jším autor�m, kte�í psali o matematice, pat�í Árjabhata II (asi 920 až 1000), 
Šrípati (1019–1066) a p�edevším Bháskara II (1114–1185), jehož práce Lílávatí  obsahuje 
aritmetiku a geometrii. Bháskarovo dílo bylo velmi populární; jeho studiu a výkladu se 
v�novalo mnoho pozd�jších komentátor� (nap�. v 16. století Ganeša). 

2 Násobení 

2.1 Terminologie 

B�žn� užívaný indický název pro násobení byl gunana. Tento výraz se vyskytoval už 
ve védských dílech. Existovaly i další termíny, nap�. hanana, vadha, kšaja, což jsou 
výrazy pro ni�ení nebo zabíjení. Tyto názvy se však objevily až pozd�ji se vznikem 
nových metod a s desítkovým pozi�ním zápisem �ísel. P�i násobení se �initel-násobenec  
postupn� „ni�il“ a na jeho místa se zapisovaly �íslice sou�inu.  

V rukopise Bakhšhálí se pro násobení používal výraz parasparakrtam (dávání 
dohromady). Starov�ká terminologie ukazuje, že násobení bylo chápáno jako opakované 
s�ítání �initele-násobence tolikrát, kolik udával �initel-násobitel. Násobenec se nazýval 
gunja, násobitel gunaka nebo gunakára, výsledek násobení gunana-phala. 

   
Uvedeme sedm r�zných metod násobení, které se v Indii užívaly, n�které už ve 

2. stol. p�. n. l. Popíšeme je na p�íkladu 12435× = 5220. Jejich spole�ným základem je  
desítkový pozi�ní zápis �ísel a znalost malé násobilky (do 1010 × ). 

2.2 Metoda dve�ního pantu (záv�su)  

Indové nazývali tuto metodu kapáta-sandhi.3 Popsali ji nap�íklad Šrídhara, 
Árjabhata II, Šrípati i n�kte�í pozd�jší auto�i. Rozlišovali p�ímý zp�sob a obrácený 
zp�sob. Nap�íklad  Šrípati popsal metodu takto (viz [3]): 

    Umísti násobence pod násobitele jako v pantu dve�í a násob postupn�
[�íslice násobence] posouváním [násobitele] v  p�ímém nebo obráceném   
po�adí. 

V p�ímém zp�sobu se zapsal násobenec pod násobitele tak, že nejvyšší �ád násobitele 
byl nad jednotkami násobence. Poslední �íslicí násobence, jednotkami, se násobily �íslice 
násobitele postupn� od jednotek. Nejprve tedy 25× = 10, �íslo 0 se zapsalo pod 2 
a jedni�ka se p�enesla.4  Pak se násobilo 15× = 5, p�idala se p�enesená 1, tedy 
dohromady 6. A protože �íslo 5 už nebylo pot�eba, smazalo se a na jeho místo se 
napsala 6. Nyní se násobitel posunul o jedno místo doleva. V následujícím kroku se 
násobilo další �íslicí násobence – trojkou. Nejprve 23× = 6,  tento sou�in se p�i�etl 
k �íslici 6 stojící pod 2, tedy 6+6= 12, �íslo 6 se smazalo a nahradila ho 2, jedni�ka se 

                                                          

3 Kapáta znamená dve�e, sandhi  je záv�s.
4 Za�áte�níci si pravd�podobn� tyto hodnoty poznamenávali na jiném míst� desky. 

162



op�t p�enesla. Pak 13× = 3, 3+1= 4, �íslo 3 se smazalo a na jeho místo se zapsala 4. 
Násobitel se op�t posunul o místo doleva. Následovalo 24 × = 8, 8+4= 12, 4 se smazala 
a nahradila ji 2, jedni�ka se p�enesla. Pak 14 × = 4 a 4+1= 5, �íslice 5 se zapsala místo 4. 
Nakonec se smazal i násobitel 12 a na tabulce z�stal jen výsledek 5220. Postupn� se tedy 
na tabulce objevovalo: 

    12     12     12   12   12   12 12 12 12 
435 4350 4360 4360 4320 4420 4420 4220 5220 

Posun násobitele m�l dva d�vody. �íslice nejvyššího �ádu násobitele ukazovala, 
kterou �íslicí násobence se práv� násobilo a �áste�ný sou�in se p�i�ítal k �íslici stojící 
pod tou �íslicí násobitele, která  práv� byla násobena. 

     V obráceném zp�sobu se �ísla zapisovala pod sebe tak, že jednotky násobitele byly 
nad nejvyšším �ádem násobence. Násobit se za�alo první �íslicí násobence, tj. �ty�kou, 
tedy 24 × = 8, �íslo 4 se smazalo a nahradilo �íslem 8, pak 14 × = 4, �íslo 4 se zapsalo 
vlevo pod jedni�ku. Pak se násobitel 12 posunul o jedno místo doprava, aby se mohlo 
násobit další �íslicí – trojkou. Tedy 23× = 6, �íslo 3 se smazalo a na jeho místo se 
zapsala 6. Pak 13× = 3 a 3+8 = 11, �íslo 8 se nahradilo �íslem 1 a 4+1= 5, �íslice 5 se 
zapsala místo 4. Op�t následoval posun násobitele doprava. Jako poslední se násobilo 
p�tkou. Tedy 25× = 10, �íslo 5 se smazalo a �íslo 0 se zapsalo na jeho místo. Potom 

15× = 5, 5+1= 6 a 6+6= 12, �íslo 6 se nahradilo �íslem 2 a 1 se p�enesla. Nakonec ješt�
1+1= 2, �íslo 1 se nahradilo �íslem 2. Výsledek je 5220. Sled úprav ukazuje následující 
tabulka. 

  12  12  12   12   12   12     12     12     12 
    435    835  4835 4835 4865 5165 5165 5160 5220 
  
     N�kdy se používala i modifikace obráceného zp�sobu. �ísla se zapsala pod sebe 
stejným zp�sobem, násobit se za�ínalo také od první �íslice násobence, ale násobilo se od 
první �íslice násobitele. Tedy nejprve 14 × = 4, �íslo 4 se zapsalo pod 1, pak 24 × = 8, 
�íslo 8 nahradila 4. Pak se násobitel posunul o místo doprava a násobilo se �íslicí 3 stojící 
pod jednotkami násobitele. Tímto zp�sobem se pokra�ovalo dál, dokud nebyly vy�erpané 
všechny �íslice násobence. Postupné úpravy jsou v tabulce.  

  12  12  12   12   12   12     12     12     12 
    435 4435  4835 4835 5135 5165 5165 5215 5220 

     Protože �íslice násobence se postupn� p�episovaly, násobitel se na konci výpo�tu také 
smazal, z�stal na desce jen výsledek P�i tomto zp�sobu násobení s postupným mazáním 
mezivýsledk� byla kontrola výpo�tu velmi obtížná. 

2.3 Metoda gelosia 

     Metodu popsal v 16. století Ganeša ve svém komentá�i k práci Bháskary II  Lílávatí. 
Ganeša tento postup �adil k metodám kapáta-sandhi. Název gelosia vznikl pozd�ji 
v Itálii, pod tímto názvem byla metoda známá hlavn� v Evrop�. 

Metoda spo�ívala v tom, že se nakreslila obdélníková tabulka, ve které po�et sloupc�
byl roven po�tu �íslic násobence a po�et �ádk� byl stejný jako po�et �íslic násobitele. 
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Každé polí�ko se navíc rozd�lilo úhlop�í�kou. Nad tabulku se zleva doprava zapsal 
násobenec, vpravo svisle shora dol� násobitel. Násobila se každá �íslice násobence 
s každou �íslicí násobitele a výsledky se zapisovaly do p�íslušných polí�ek (do pravé 
„dolní“ poloviny jednotky, do levé „horní“ desítky). Nakonec se se�etla �ísla v šikmých 
sloupcích (podél úhlop�í�ek) a zapsala dol� pod tabulku. To byl výsledný sou�in. 

4 3 5  
  

  
  

 4  3 5 1
   1   

 8 6 0 2
5 2  2 0  

Násobení podle tohoto postupu bylo jednoduché a názorné. Vzhledem k p�ehlednosti 
celého zápisu byla i kontrola výpo�tu snadná. 

2.4 Metoda k�ížového násobení (násobení k�ížem)  

      Tuto metodu popsali Šrídhara, Mahávíra, Šrípati i n�kte�í pozd�jší auto�i pod názvem  
tastha. Je to postup, p�i n�mž násobitel i násobenec stáli na míst�, neposunovali se. 
Násobitel se zapsal pod násobence tak, aby jednotky obou �ísel byly nad sebou. Jako 
první se násobily jednotky násobitele a násobence a sou�in se zapsal pod n�, resp. se 
zapsaly jen jednotky sou�inu a desítky se p�enesly. Pak se násobily jednotky násobence 
desítkami násobitele a desítky násobence jednotkami násobitele, výsledky se se�etly 
a zapsaly dol�. Dále se násobily stovky jednotkami, desítky desítkami, jednotky 
stovkami, se�etly se a zapsaly do �ádku dole. Takto se pokra�ovalo i se zbývajícími 
�íslicemi. Ve spodním �ádku pak byl uveden sou�in. 

Násobenec:    435 
Násobitel:      12 
Jednotky: 25× =10       0 
Desítky: 23× + 15× +1=12     2 
Stovky: 24 × + 13× +1=12   2 
Tisíce: 14 × +1=5  5 
Sou�in:   5220 

      

2.5 Násobení odd�lením míst  

     Tato metoda byla známá jako metoda sthána-khanda nebo sthána-vibhága. Velmi 
stru�n� je popsána v díle Bháskary II (viz [2]): 

Násob odd�lením míst �ísel  a se�ti dohromady. 

P�i užití tohoto postupu se jeden z �initel� rozd�lil na jednotlivé �íslice, každou z nich 
se vynásobil druhý �initel a díl�í sou�iny se se�etly podle pozic.  
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Existovaly r�zné zp�soby zápisu, uvedeme jen dva základní. Ostatní se od nich 
nepodstatn� liší. 

12  12  12       435   435
  4    3    5           1   2 
     4860            870 
       36          435 
     5220          5220 

      

2.6 Metoda „cikcak“ 

     Tato metoda se nazývala gomútriká, je podobná metod� sthána-khanda. Popsal ji 
Brahmagupta. �íslice násobitele se zapsaly pod sebe a vedle každé se p�ipsal násobenec, 
vždy posunutý o �ád doleva. V každém �ádku se �ísla vynásobila, tedy v prvním �ádku se 
násobilo �íslo 435 jedni�kou, ve druhém �ádku se �íslo 435 násobilo dvojkou. Za�ínalo se 
násobit od jednotek. Nejprve 52 × = 10, �íslo 5 se nahradilo �íslem 0, pak 32 × = 6 
a 6+1= 7, �íslem 7 se p�epsalo �íslo 3, nakonec 42 × = 8, �íslo 8 se zapsalo místo �ísla 4. 
�áste�né sou�iny se nakonec se�etly pod sebou. 

1 435 435 
2      435       870
     5220

2.7 Násobení po �ástech 

     O této metod�, které se �íkalo rúpa-vibhága, se zmi
ují tém�� všechny st�edov�ké 
práce. Existují dva zp�soby. 

Násobitel se rozd�lil na sou�et dvou nebo více �ástí. Násobenec se pak násobil každou 
z nich zvláš� a výsledky se se�etly. 

52208704350243510435)210(43512435 =+=×+×=+×=×

Druhá možnost byla rozd�lit násobitele na sou�in dvou nebo více �ástí. Násobenec se 
násobil jednou z nich, získaný sou�in se pak násobil další �ástí atd., dokud nebyly 
všechny �ásti vy�erpány. 

5220226102)6435()26(43512435 =×=××=××=×

Z t�chto postup� je vid�t, že si uv�domovali distributivitu a asociativitu násobení.  

2.8 Algebraická metoda 

     Tato metoda byla známá jako išta-gunana. Popsal ji nap�. Brahmagupta nebo pozd�ji 
Bháskara II. Existovaly dva zp�soby podle toho, zda se vhodné �íslo p�i�ítalo nebo 
ode�ítalo. �íslo se volilo tak, aby násobení bylo co nejjednodušší. Bháskara II 
vysv�tloval takto (viz [2]): 

Násob násobitelem zmenšeným nebo zv�tšeným o libovoln� vybrané �íslo, 
p�idej nebo uber sou�in násobence a toho vybraného �ísla. 
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     V prvním p�íklad� násobitele zv�tšíme, nejlépe dopln�ním do další desítky. 

5220348087008435204358435)812(43512435 =−=×−×=×−+×=×

     Ve druhém p�íklad� násobitele zmenšíme  na nižší desítku. 

522087043502435104352435)212(43512435 =+=×+×=×+−×=×

3 Záv�r 

Výše popsané algoritmy násobení p�evzali Arabové, kte�í se nau�ili od Ind�
desítkovou aritmetiku. Arabské rukopisy byly pozd�ji studovány v Evrop� a staré indické 
metody se v r�zných modifikacích objevily v dílech st�edov�kých matematik�.  

Metodu kapáta-sandhi popisoval ve svém díle Al Chvárízmí (asi 790 až 840) i další 
auto�i. Protože však psali na papír, �íslice nemazali, ale škrtali. Výpo�et byl proto dost 
nep�ehledný, výsledek se p�e�etl z nep�eškrtnutých �íslic. V Evrop� se metod� �íkalo 
galea nebo battello (lo	 nebo �lun), protože zápis výpo�tu s trochou fantasie p�ipomínal 
lo	 s napjatou plachtou.  

Metoda gelosia byla známá v Itálii také pod názvem násobení ve �tvercích 
(multiplicare per quadrilatero). Luca Pacioli (1145–1517) za�adil metodu k�ížového 
násobení do svého díla Summa a tento zp�sob násobení si získal oblibu, nebo� byl 
úsporný a rychlý.  
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UŽITÍ TEORIE PROPORCÍ  
U EUKLEIDA, ARCHIMÉDA A APOLLÓNIA 

ZBYN>K ŠÍR

1 Úvod 
�ecká teorie proporcí pat�í k nejpozoruhodn�jším výdobytk�m antického 

matematického myšlení. Její objev je p�ipisován Eudoxovi z Knidu1 (1. pol. 4. stol. p. n. 
l.), rozpracována a doložena je však p�edevším v V. knize Eukleidových Základ�. Po 
mnoho století tato teorie fascinuje další a další generace matematik� svoji hloubkou 
a propracovaností. 

Z�ejm� nejpozoruhodn�jším rysem teorie proporcí je její univerzálnost. Nejenže ji lze 
použít na veli�iny libovolného druhu, ale rovn�ž je schopna popsat jak racionální tak 
i iracionální pom�ry veli�in. Z hlediska sou�asné matematiky pak oprávn�n� zaujme 
p�edevším její podobnost s moderní definicí reálných �ísel.2 V našem p�ísp�vku se 
chceme zam��it na jiný a pon�kud opomíjený aspekt teorie proporcí, totiž na její roli jako 
základního prost�edku a jazyka ur�eného pro formulaci a d�kaz matematických výsledk�. 

V našem p�ísp�vku nejprve p�ipomeneme místo teorie proporcí ve struktu�e 
Eukleidova spisu, a rovn�ž nazna�íme hlavní rysy této teorie. Poté se budeme v�novat 
užití teorie proporcí v šesté knize Základ� a dále u Archiméda ze Syrákús a Apollónia 
z Pergy. 

2 Teorie proporcí a její místo v Eukleidových Základech 

Mezi t�inácti autentickými knihami Základ� nalézáme n�kolik pasáží, které v jistém 
smyslu vybo�ují z celkového uspo�ádání. Samotný název Základy (�������	) je odvozen 
od slov (��������
), (�������), která v �e�tin� ozna�ují opracovaný blok kamene, vojáka 
stojícího v �ad�, hlásku abecedy, obecn� tedy �len dopl
ující posloupnost. Je rovn�ž 
užíván k ozna�ení �ty� živl�. Vžitý �eský p�eklad Základy je tedy pon�kud zavád�jící a je 
t�eba mu rozum�t ve smyslu Základní prvky. Má se pak jednat o základní prvky 
geometrie a aritmetiky. Rovinné geometrii jsou však v�novány knihy I–IV a VI, 
prostorové geometrii knihy XI–XIII a aritmetice knihy VII–IX. Zbývající knihy V a X 
jsou, stejn� jako  tzv. spole�né pojmy, v�novány obecné nauce o veli�inách.3  

2.1 Spole�né pojmy 

Spole�né pojmy (���
	
��

��	�) jsou za�azeny na po�átku první knihy a mají zcela 
obecný charakter. Jako p�íklad p�ipome
me první z nich: Veli�iny témuž rovné 
i navzájem rovny jsou.4 Aristotelés spole�né pojmy, které nazývá rovn�ž „axiomy“ �i 
„spole�né úsudky“, považuje za o sob� jisté a nedokazatelné principy spole�né mnoha 

                                                          

1 Diskusi objevu teorie proporcí z hlediska dochovaných pramen� lze nalézt v [2], díl 2, str. 508.  
2 Viz nap�. [3], str. 20. 
3 O knize X toto tvrzení platí jen �áste�n�: ve své podstat� se zabývá p�edevším soum��itelností 
a nesoum��itelností obecných veli�in, ale obsahuje i výsledky o konkrétních geometrických a aritmetických 
veli�inách.  
4 Cituji dle [1]. Originál ovšem doslovn� zní: Co se rovná témuž, rovná se i navzájem. Užití významov� siln�
zatíženého termínu „veli�ina“, který se v originále objevuje až v V. knize, je z p�ekladatelského hlediska 
na tomto míst� nep�ípustné a kvalitní cizojazy�né p�eklady se mu vyhýbají – viz nap�. [2], [6].  
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v�dám. Jako p�íklad výslovn� udává t�etí z Eukleidových obecných pojm�: Jestliže se od 
stejn� velkých v�cí odejmou stejn� velké v�ci, pak se zbytky rovnají. Tyto principy se 
podle Aristotela aplikují na každou v�du analogicky. Tak nap�íklad ony „stejn� velké 
v�ci“ nebudou tytéž v aritmetice a v geometrii.5

2.2 V. kniha Základ�
V. kniha pokra�uje v podobn� obecném duchu. Jejími hlavními pojmy jsou: veli�ina 

(�������), pom�r (�����) a  úm�ra (�
	����	).6 Podobn� jako ostatní základní 
termíny není (a nem�že být) pojem veli�ina v Základech definován. Pojem pom�r sice 
definován je, ale pouze jako vágní poukaz: Pom�r je jakýsi vztah (���	�������) dvou 
sourodých veli�in podle jejich velikosti (�	�������������). Uchopitelná a následn�
v d�kazech užitá je až definice totožnosti pom�r�.  Pomocí celých �ísel jsou v ní pom�ry 
uspo�ádány s jemností, která odpovídá modernímu zavedení reálných �ísel. Podle této 
definice rovnost pom�r� A : B = C : D nastane, jestliže pro libovolná celá �ísla m, n
nastává mezi násobky mA a nB sou�asn� týž vztah nerovnosti �i rovnosti jako mezi 
násobky mC a nD. Tato definice je matematicky velice hluboká a charakterizuje 
libovolný (i iracionální) pom�r jeho postavením v��i pom�r�m celo�íselným.7

Zd�razn�me, že zatímco veli�ina A musí být stejného druhu jako B a veli�ina C stejného 
druhu jako D, naprosto není nutné, aby veli�iny A, B byly stejného druhu jako C, D. 
Posta�í, aby bylo možno znásobovat veli�iny (p�irozeným �íslem) a porovnávat veli�iny 
stejného druhu mezi sebou.8  

Pro ú�ely tohoto �lánku se z celého dalšího bohatého obsahu páté knihy omezíme 
pouze na základní technické manipulace s pom�ry a jejich rovnostmi, které jsou shrnuty 
v následující tabulce: 

M�jme dánu  rovnost pom�r� A : B = C : D 
Pak platí rovnost 	ecký termín Latinský termín �eský p�eklad
A : C = B : D ��
	����� Alternado St�ídav�
B : A = D : C ��
��	��
� Invertendo P�evrácen�
(A + B) : B = (C + D) : C  !
������ Componendo Sou�tov�
(A – B) : B = (C – D) : C "�	�#����� Separando Rozdílov�
A : (A – B) = C : (C – D) ��
	��#�$%� Convertendo Obrácen�

Jestliže je dána rovnost pom�r� A : B = C : D, pak platí i rovnost dána st�ídav�, 
p�evrácen� atd. (viz první sloupe�ek tabulky). Pom�r, který nacházíme na levé stran�
rovnosti, se pak nazývá st�ídavým, p�evráceným atd. Názvy pom�r� jsou zavedeny 
v definicích 12–15 a p�íslušné rovnosti pom�r� jsou dokázány ve v�tách 16–19 páté 
knihy. 

Abychom pln� docenili význam uvedených rovností a �eckých i latinských termín�, je 
t�eba si uv�domit, že až do 17. století se pro geometrii neužíval symbolický zápis. Vše 
bylo zapisováno slovním vyjád�ením. Aby bylo možno sledovat �et�zec odvozovaných 

                                                          

5 Srv. Aristotelés, Druhé analytiky, 76b 11–16, viz [8]. 
6 Z latinského proportio, kterým je p�ekládáno �ecké �
	����	�&'(�)*+,(-�,�./01-2+3�+1*2)�0245,2�&54&45678
7 P�edpokládáme, že �tená�e je s touto klí�ovou definicí a jejím matematickým významem obeznámen. 
Matematický rozbor lze nalézt kup�íkladu v [3], str. 20, �i v [4], díl I, str. 385. V t�chto publikacích, nebo 
pochopiteln� p�ímo v [1], je rovn�ž možno se seznámit s celkovým obsahem V. knihy Základ�. 
8 Navíc Eukleidés postuluje tzv. Archiméd�v axiom, totiž aby se veli�iny stejného druhu p�i znásobování 
vzájemn� p�esahovaly – tedy nep�ipouští zde veli�iny nekone�n� malé. 
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rovností, bylo nezbytné mít standardizované „úpravy” rovností. Užitím termínu nap�íklad 
„st�ídav�” se tedy autor odkázal nejen na všeobecn� známý obrat, ale i p�ímo na 
p�íslušnou definici a v�tu Základ�. Jak zmi
uje Leibniz, ješt� v 17. století matematici 
znali Eukleidovo dílo tak dob�e, že pro každé �íslo v�ty ihned v�d�li její obsah. 
V sou�asné dob� bychom p�íslušné klí�ové slovo nejspíše nahradili jednoduchým 
„po úprav�”. Díky zb�hlosti v úpravách výraz� by pak bylo jasné, jaká úprava vlastn�
byla provedena.9

3 Ukázky užití teorie proporcí 

3.1 První v�ta šesté knihy Základ�
Hned v první v�t� šesté knihy Eukleidés užívá definice rovnosti pom�r�. Snadnost 
d�kazu je t�eba p�i�ítat práv� geniálnosti definice. Zn�ní této v�ty je následující: 

Trojúhelníky a rovnob�žníky s touž výškou se 
k sob� navzájem mají jako jejich základny. M�jme 
trojúhelníky ΑΒΓ a ΑΓΔ a rovnob�žníky ΕΓ a ΓΖ
s touž výškou ΑΓ; tvrdím, že jako se má základna 
ΒΓ k základn� ΓΔ, má se i trojúhelník ΑΒΓ k troj-
úhelníku ΑΓΔ a rovnob�žník ΕΓ k rovnob�žníku 
ΓΖ. 

P�i d�kazu (zmíníme pouze p�ípad trojúhelník�) Eukleidés užívá d�íve dokázaného 
výsledku, že trojúhelníky se stejn� velkou základnou a výškou mají stejný obsah. Nalevo 
od bodu Γ nanese libovolný po�et (dnes bychom �ekli m, obrázek znázor
uje situaci pro 
m = 3) úse�ek o délce ΒΓ. Stejn� tak napravo nanese n-krát ΓΔ. Pro délky vzniklých 
úse�ek a obsahy trojúhelník� pak zjevn� platí ΘΓ = mΒΓ, ΘΓΑ = mΒΓΑ, ΓΛ = nΓΔ
a ΓΛΑ = nΓΔΑ. Ihned získáváme ekvivalence (mΒΓ <>= nΓΔ) ⇔  (mΒΓΑ <>= nΓΔΑ). 
Tím je tedy spln�na definice pro ΒΓ : ΓΔ = ΒΓΑ : ΓΔΑ. 

3.2 Ukázka z Archimédova spisu M��ení kruhu 

T�etí v�ta Archimédova spisu je zcela zásadní pro celkový výsledek odhad �ísla �. Na 
samém po�átku odvození vidíme samoz�ejmost s jakou Archimédés užívá technických obrat�. 

M�jme kruh o pr�m�ru ΑΓ, st�edu Ε, ΓΛΖ nech� je 
te�nou a úhel ΖΕΓ nech� je t�etinou pravého. ΕΖ je 
tedy k ΖΓ v pom�ru jako 306 : 153. ΕΓ je k ΓΖ
v pom�ru v�tším než 265 : 153. Rozd�lme úhel ΖΕΓ
nap�l úse�kou ΕΗ. Pom�r ΖΗ k ΗΓ je tedy týž jako 
ΖΕ k ΕΓ10 a rovn�ž st�ídav� a sou�tov�. Takže ΖΕ se 
dohromady s ΕΓ má k ΖΓ stejn� jako ΕΓ k ΓΗ. 
Takže pom�r ΓΕ k ΓΗ je v�tší než pom�r 571 : 153. 

                                                          

9 V tomto kontextu je vhodné zd�raznit, že procvi�ování tzv. „úprav výraz�“, jemuž je v�nována �ást výuky 
matematiky na základní a st�ední škole, je naprosto nezbytné – vytvá�í nutnou oporu matematického myšlení. 
M�žeme být jen vd��ni, že máme k dispozici elegantní algebraický kalkulus a nemusíme trávit dlouhý �as 
zapisováním a úpravami slovních obrat�.  
10 Zde Archimédés užívá klí�ovou vlastnost pro sv�j postup: Osa úhlu trojúhelníku d�lí protilehlou stranu 
v pom�ru délek obou stran svírajících tento úhel. To je dokázáno v Základech – v�ta VI,3. 
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V tomto p�ípad� se tak z rovnosti pom�r� ΖΗ : ΗΓ =  ΖΕ : ΕΓ nejprve „sou�tov�“ 
dovozuje rovnost (ΖΗ + ΗΓ) : ΗΓ = (ΖΕ + ΕΓ) : ΕΓ, posléze se „st�ídav�“ dovozuje 
(ΖΕ + ΕΓ) : (ΖΗ + ΗΓ) = ΕΓ : ΗΓ. Protože ΖΗ + ΗΓ = ΖΓ, dostáváme výslednou rovnost 
(ΖΕ + ΕΓ) : ΖΓ = ΕΓ : ΗΓ. Platí ΖΕ : ΖΓ = 306 : 153 a ΕΓ : ΖΓ > 265 : 153 dostáváme, 
že ΕΓ : ΗΓ > 571 : 153, jak je uvedeno v textu. 

3.3 Teorie proporcí v Apollóniových Kuželose�kách

Užití aparátu teorie proporcí u Apollónia nejlépe demonstrujeme tím, že do tišt�né verze 
našeho p�ísp�vku žádnou ukázku neza�adíme. Ve své práci Kuželose�ky Apollónios odvozuje 
v prostoru základní vlastnosti kužele, které pak v osmi knihách svého spisu rozvíjí p�edevším 
úvahami rovinnými. Prostorový charakter kuželose�ek spolu s faktem, že se jedná o k�ivky 
popsané kvadratickou vlastností, vede nezbytn� k velmi bohatému a složitému užití teorie 
proporcí, které není možno zachytit v tomto �lánku. Spokojme se s konstatováním, že teorie 
kuželose�ek byla v jazyce proporcí studována od Apollónia až do konce 17. století. Posledním 
z monumentální svazk� p�epln�ných obraty náležejícími do sv�ta teorie proporcí bylo z�ejm�
dílo Philippa de La Hire Sectiones conicae [5].  

4 Záv�r 
V našem krátkém p�ísp�vku jsme se nejprve v�novali výjime�nému postavení, které 

má kniha V v rámci Základ�. S ur�itou nadsázkou by se dalo �íci, že spolu se spole�nými 
pojmy by mohla tvo�it samostatné dílo. 

Pokusili jsme se rovn�ž obrátit pozornost na úlohu teorie proporcí jako jazyka 
a nástroje matematické práce. V tomto sv�tle získávají pon�kud nudné a zdlouhavé 
pasáže páté knihy Eukleidových Základ� nový význam. Zárove
 tak chceme upozornit na 
prosp�šnost �etby významných matematických pasáží v doslovném p�ekladu. Tímto 
zp�sobem je možno dosp�t k porozum�ním, která by z�stala ztracena p�i p�evodu 
autorova postupu do moderního symbolického zápisu. 
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PRAVD�PODOBNOST A NAŠE ZDRAVÍ  

MILENA ŠPINKOVÁ
1

1 Úvod 
Pravd�podobnost a statistika nás provázejí po celý náš život. Už to, jací jsme se 

narodili, je výsledkem �et�zce náhodných jev�. �lov�k navíc svojí �inností 
pravd�podobnost ur�itých jev� m�ní a ovliv
uje. Ješt� p�ed sto lety byla pravd�-
podobnost, že �lov�k zem�e následkem dopravní nehody �i pádu letadla, velice malá. 
Naopak pravd�podobnost, že zem�e v d�sledku zán�tu �i infek�ní choroby, byla vyšší, 
než je tomu dnes. 

P�esto je vztah spole�nosti k pravd�podobnosti a statistice spíše negativní. U�itelé, 
údajn� z nedostatku �asu, tuto látku vynechávají. Vždy� „se jedná jenom o kostky 
a mince“. Je to však omyl, jedná se o naše životy (kostky i mince jsou pouze nejjedno-
dušší myslitelné modely základních situací). Proto jsem se v tomto p�ísp�vku zam��ila na 
vybrané historické události a osobnosti, které pomohly za�adit pravd�podobnostní 
a statistické metody do boje s infek�ními chorobami a ší�ením nákazy – viz také [1]. 

2 Stanovení ú�innosti nových lék�
Johannes von Kries (1853–1928) se zabýval pravd�podobností i filosofií, ale 

p�edevším to byl léka� a profesor fyziologie na univerzit� ve Freiburgu [2, 3]. V�noval se 
experiment�m na nervovém systému a jeho spojích (synapsích) s motorickými a senzo-
rickými orgány a jeho zájem o pravd�podobnost byl mimo jiné spojen s m��ením 
ú�innosti nových lék�. Zatím co p�i hodu kostkou máme 6 stejn� pravd�podobných 
výsledk�, zásadním problémem pro Kriese bylo v souvislosti s chorobami a jejich léky 
definovat soubor možných jev�. Jak m�žeme ur�it, že lék byl ú�inný proti ur�ité nemoci? 
Je lék ú�inný, i když pacient zem�e o 10 dní pozd�ji nebo když úsp�šná lé�ba p�ivodí 
n�jakou jinou nemoc? M�li bychom nahlížet stejn� na všechny r�zné podoby jedné 
nemoci? Jak stanovit hranice mezi nemocemi, které mají stejné p�íznaky? 

Již v 19. století upozor
oval na obtíže p�i aplikacích statistiky v léka�ství. Pacienti, kte�í 
onemocn�li n�jakou chorobou, nejsou nestranným výb�rem – vybrala je choroba, a navíc 
jejich onemocn�ní nemá stejný stupe
, protože ten nedovedeme spolehliv� ur�it. Také 
schopnost pacient� uzdravit se i bez léku je r�zná. Konkrétní studovaný soubor je tedy 
v nejlepším p�ípad� nestranným výb�rem z populace t�ch nemocných danou chorobou, kte�í 
navštívili léka�e. Zejména p�i sledování dlouhodobých chorob je dalším problém úbytek 
pacient� (p�est�hování, úmrtí z jiných p�í�in atd.) v pr�b�hu pokusu. Pro testování ú�ink�
léku se využívají také zdraví dobrovolníci; ti sice mohou být vybráni nestrann�, ale jejich 
reakce na lék m�že být zásadn� odlišná od reakce nemocných. Dokonce podávaný lék m�že 
být pro zdravé jedince nebezpe�ný. 

3 O�kování – dobrodiní z kravského vemene 
Osmnácté století bylo stoletím hr�zy z neštovic. Koncem sedmnáctého století 

prob�hly epidemie jak v Anglii, tak v Nové Anglii, kde evropským dobyvatel�m 
usnadnily podrobení nového kontinentu. Neštovice byly p�í�inou každého pátého úmrtí 
                                                          

1 Práce byla podpo�ena grantem AV �R IAA 100110502 a projekty MSM 0021620839 a AVOZ 10190503. 
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a dostal je prakticky každý. U�edníci a sloužící se najímali s ohledem na to, zda prod�lali 
neštovice, aby se jejich páni vyhnuli nákaze a p�ípadné smrti. 

Už sta�í �í
ané z�ejm� proti pravým neštovicím „o�kovali“ š
upáním zaschlých 
stroupk� z k�že nemocných. Také v Turecku se o�kování provád�lo po celé generace. 
Zkušené staré ženy navšt�vovaly shromážd�né zájemce o o�kování v po�tu kolem 
patnácti a pomocí jehly jim vpravovaly hnis z neštovic do žíly.2 Tato metoda nadchla 
manželku britského velvyslance v Konstantinopoli Lady Mary Wortley Montagu (1689–
1762). Ona sama totiž ve v�ku dvaceti šesti let onemocn�ní neštovicemi sice p�ežila, ale 
z�stala trvale zohyzd�na. Její mladší bratr na neštovice zem�el. Dala proto se vší 
rozhodností v roce 1718 o�kovat svého šestiletého syna, po návratu do Anglie také svou 
dceru a doporu�ila to i celému dvoru. Snažila se tuto proceduru prosadit i ve spole�nosti, 
ale ned�v�ra léka��, církve i celé spole�nosti byla veliká. P�esto získala od Karolíny, 
princezny z Walesu, povolení u�init demonstrativní experiment na 6 v�zních a 6 
sirotcích. Výsledek byl p�íznivý a Mary získala od Karolíny souhlas. 

O�kování bylo sice úsp�šné, ale se zna�ným rizikem propuknutí nákazy a vyvolalo 
také teoretickou diskusi o jeho racionalit� a rozhodování se mu podrobit. Daniel 
Bernoulli p�ednesl roku 1760 ve Francouzské akademii v�d sv�j odhad poklesu úmrtnosti 
na neštovice díky o�kování. D’Alembert jeho studii zpochybnil poukazem na to, že 
Bernoulli neuvažuje psychologické aspekty, které mohou u n�kterých lidí vést k jeho 
odmítnutí. Riziko spojené s o�kováním odstranil až Edward Jenner (1749–1823), který 
v roce 1796 p�enesl hnis z kravských neštovic do škrábnutí osmiletého Jamese Phippse. 
Dva m�síce po o�kování ho infikoval hnisem z lidských pravých neštovic a nic se 
nestalo. Po n�kolika m�sících to zopakoval a zase se nic nestalo. Od té doby se pro 
takovou aktivní imunizaci používá termínu vakcinace (vacca = kráva). 

4 Žlutá zimnice – první mapa ší�ení choroby 
Jedním z inovativních a praktických použití grafického zobrazování bylo použití map 

ke znázorn�ní ší�ení choroby. P�es 200 let badatelé užívali mapy k vizualizaci výskytu 
choroby a po�ty úmrtí pro odhalení vodítek k identifikaci zdroj� rizik. 

Zatímco moderní mapy jsou �asto zam��eny na rakovinu nebo jiné endemické nákazy, 
�asné mapy pracovaly s d�sivými epidemiemi, jakými byly nap�. cholera a žlutá zimnice. 
Mapy ší�ení nákazy vd��í za sv�j p�ekotný vývoj obrovské výzv�, kterou epidemické 
vzplanutí p�edstavovalo, na rozdíl od endemických nemocí, které jsou více mén� stabiln�
aktivní. Obrovský stimul pro kartografickou tvo�ivost znamenal mor, žlutá zimnice 
a cholera – všechny exotické nemoci – jimž tuberkulóza nemohla konkurovat. 

Na p�íklad velká epidemie žluté zimnice, která se rozší�ila v New York City na konci 
18. století [5], podnítila Dr. Valentine Seamana (1770–1817) k vytvo�ení bodové mapy 
úmrtí na žlutou zimnici v dnešní �ásti Lower East Side Manhattanu, která je považována 
za první epidemiologickou mapu. Zdroj nákazy a zp�sob jejího p�enosu byl v té dob�
p�edm�tem vášnivých debat. Na rozdíl od v�tšiny p�edstavitel� medicíny, kte�í v��ili, že 
nákaza se p�enáší z �lov�ka na �lov�ka, Seaman tvrdil, že k p�enosu choroby vedou 
                                                          

2 There is a set of old women, who make it their business to perform the operation, every autumn, in the month 
of September, when the great heat is abated. People send to one another to know if any of their family has 
a mind to have the small-pox; they make parties for this purpose, and when they are met (commonly fifteen or 
sixteen together) the old woman comes with a nut-shell full of the matter of the best sort of small-pox, and asks 
what vein you please to have opened. She immediately rips open that you offer to her, with a large needle (which 
gives you no more pain than a common scratch) and puts into the vein as much matter as can lie upon the head of 
her needle, and after that, binds up the little wound with a hollow bit of shell, and in this manner opens four or 
five veins (dopis Lady Montagu adresovaný Mrs. S. C. z Adrianopole [4]).  
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Mapa rozmíst�ní bydliš� ob�tí cholery 
kolem nakažené studny 

ne�isté podmínky a p�ímý kontakt s nakaženou osobou nebo objektem. Použil tedy svou 
mapu k demonstraci souvislosti mezi úmrtím na žlutou zimnici, a jak �íkal „zahnívajícím 
zápachem“. Zam��il se zejména na odvod
ovací kanál na Roosvelt Street, který pova-
žoval za zdroj nákazy, dlužno podotknout, že tento kanál byl pokryt množstvím rozklá-
dajících se materiál�. Pomocí své mapy ukázal úzký vztah mezi výskytem choroby 
a polohou kanálu a vy�išt�ním ozna�ených míst došlo k do�asnému omezení epidemie. 

Pozd�ji se ukázalo, že Seamanova domn�nka byla nesprávná, p�í�inou infekce nebyly 
zahnívající zbytky, ale moskyti. Více než 100 let po publikaci Seamanovy mapy v The 
Medical Repository (1798) prokázali Walter Reed a Reed�v zmocn�nec na Kub� b�hem 
špan�lsko-americké války, že za ší�ení této nákazy je zodpov�dný moskyt Aedes aegypti. 
To však nic nem�ní na objevené korelaci mezi výskytem choroby a kanálem, kde se 
moskyti množili. Navzdory Seamanov� nesprávné teorii o p�enosu žluté zimnice, neztrácí 
jeho p�ísp�vek ke kartografii na d�ležitosti. 

5 Cholera v Londýn� – John Snow první epidemiolog 
Ve 40. létech 19. století se v Londýn� velmi 

rozší�ila cholera. �áste�n� to bylo zp�sobeno 
používáním moderních splachovacích záchod�. 
Ty sice byly zna�ným pokrokem ve srovnání 
s no�níky (které d�íve používala v�tšina obyva-
tel Londýna), zárove
 však zvýšily spot�ebu 
vody. Vzniklé splašky byly odvád�ny do žump 
napojených na ve�ejnou kanalizaci, která byla 
p�vodn� navržena pro odvod deš�ové vody; 
sou�asn� do ní byly odvád�ny i odpady 
z továren a zápach splašk� odtékajících do 
Temže zamo�oval m�sto silným zápachem 
a tak vznikla p�edstava, že se cholera ší�í 
vzduchem. Až v roce 1854 londýnský léka�
John Snow (1813–1858) p�i epidemii cholery 

v Soho zakreslil po�ty ob�tí do mapy a zjistil, že 
zdrojem p�enosu je voda [6]. Uv�domil si, že 

choroba se vyhýbá d�lník�m docházejícím do zamo�ené oblasti a pijícím pivo nebo víno. 
Na rozdíl od toho místní obyvatelé, kte�í pili vodu ze stejného zdroje vody, na choleru 
onemocn�li. V roce 1848 byla ustanovena Metropolitní komise pro kanalizaci – sdružení 
místních ú�ad� pro �ešení problém� s odvád�ním odpadních vod. 

6 Krymská válka – �istota a po�ádek 

V roce 1854 za�ala Krymská válka, ve které bojovaly Anglie a Francie proti Rusku. 
Florence Nightingalová (1829–1910), jenž pocházela z úsp�šné, vzd�lané a vlivné 
anglické rodiny, napsala dopis vále�nému sekretá�i a nabídla mu svoji pomoc. Po 
p�íjezdu do nemocnice ve Scutari, která vznikla z kasáren prostým vybílením, zajistila 
pe�livý úklid, vybudování toalet a z�ízení výva�ovny a prádelny, �ímž se postarala 
o hygienické pot�eby, oble�ení a stravování místní britské posádky. Florence 
Nightingalová shromaž	ovala zjišt�ná data, sestavovala �asové tabulky úmrtí pacient�
podle p�í�in a jimi dokazovala nedostate�nost nemocni�ní hygieny v polních 
podmínkách. B�hem p�l roku se snížila úmrtnost ran�ných voják� z neuv��itelných 60% 
na udivující 2%. Jako první v historii zavedla radiální grafy, na nichž demonstrovala 
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ohromující pom�ry mezi po�ty voják� zem�elých v britské armád� na následky zran�ní 
(plochy st�edních úse�í) a v d�sledku infek�ních 
chorob (vysoce p�evažující plochy vn�jších úse�í). Po 
návratu do Anglie m�la Florence Nightingalová 
zna�ný podíl na zásadním zlepšení armádní a posléze 
i všeobecné nemocni�ní pé�e. Byla výbornou 
organizátorkou a zastávala t�i zásady úsp�šné poli-
tiky: V�d�t, co chcete, v�d�t od koho to žádat a v�d�t, 
jak dlouho si m�žete dovolit �ekat. Z bohaté literatury 
zabývající se Florence Nightingalovou p�ipome
me 
alespo
 slavnou esej Lyttona Strachey [7]. 

7 Záv�r 
Uvedené p�íklady ukazují, že schopnost zpraco-

vávat a správn� vyhodnocovat statistická data m�že 
vést k zásadním v�deckým objev�m a záchran�

lidských život�. Proto pravd�podobnostní myšlení, schopnost pracovat s daty, jejich 
grafické vyjád�ení a statistická interpretace by m�la být d�ležitou sou�ástí 
systematického vzd�lávání každého ob�ana. 
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CREMONOVY TRANSFORMACE 
A JEJICH CESTA Z MILÁNA DO PRAHY 

DANA TRKOVSKÁ

1 Luigi Cremona (1830–1903) 
L. Cremona se narodil 7. prosince 1830 v Pavii (Lombardie, dnešní Itálie). Vystudoval 

zde gymnázium, poté jej politické události revolu�ního roku 1848 p�im�ly další studia 
p�erušit, zú�astnil se ozbrojené obrany Benátek p�ed vpádem rakouského vojska. Po 
návratu do Pavie pokra�oval ve studiu na tamní univerzit�, vystudoval pozemní 
stavitelství. Z politických d�vod� nem�l šanci získat oficiální u�itelské místo, proto 
zpo�átku p�sobil jako soukromý u�itel u n�kolika rodin v Pavii. P�itom se v�noval 
matematickému bádání, v b�eznu 1855 sepsal sv�j první matematický �lánek, který 
z�ejm� ovlivnil jeho další p�sobení. Získal povolení u�it na p�echodnou dobu fyziku na 
gymnáziu, kde sám d�íve studoval. V kv�tnu 1856 sepsal další matematický �lánek, který 
mu spolu s pov�stí výborného u�itele umožnil získat v prosinci 1856 místo mimo�ádného 
profesora na gymnáziu, v lednu 1857 byl jmenován profesorem �ádným. 

Roku 1859 došlo k osvobození Itálie a L. Cremona již dále nemusel z politických 
d�vod� z�stávat v ústraní; 28. listopadu 1859 nastoupil jako profesor na Liceo 
S Alessandro v Milán�, 10. �ervna 1860 byl na základ� královského výnosu jmenován 
�ádným profesorem vyšší geometrie na univerzit� v Bologni. Zde setrval do �íjna 1867. 
B�hem této doby L. Cremona rozvinul teorii biracionálních transformací, pozd�ji 
známých jako tzv. Cremonovy transformace, a sepsal své nejvýznamn�jší práce v�nované 
transformacím rovinných k�ivek, za n�ž roku 1864 získal tzv. Steinerovu cenu.1

V �íjnu 1867 byl L. Cremona dalším královským výnosem povolán na Regio Istituto 
Tecnico Superiore di Milano, kde mu byl ud�len profesorský titul. Roku 1873 bylo  
L. Cremonovi nabídnuto místo generálního tajemníka nov� ustavené italské vlády. 
A�koliv si této nabídky velmi vážil, odmítl ji, nebo� se cht�l v�novat matematickému 
bádání. V �íjnu 1873 p�esídlil do �íma, kde byl jmenován �editelem a profesorem nov�
založené školy Scuola degli ingegneri in Roma. V listopadu 1877 byl L. Cremona p�ijat 
na stolici vyšší matematiky na univerzit� v �ím�. Cítil však, že by m�l p�eci jen vstoupit 
do politiky. Roku 1879 byl zvolen senátorem, v následujících letech p�sobil ve funkci 
ministra školství a svou politickou kariéru zakon�il jako víceprezident senátu. 

Luigi Cremona zem�el na infarkt 10. �ervna 1903 v �ím�. 

L. Cremona svými pracemi významn� ovlivnil nejen italskou geometrii, byl jedním ze 
zakladatel� nové italské matematické školy, p�epracoval a dokázal �adu tvrzení 
syntetické geometrie, objevil grafické metody �ešení problém� statiky. Je autorem více 
než stovky v�deckých prací, v nichž se v�noval zejména projektivní a algebraické 
geometrii, grafické statice a aplikacím algebraických metod v geometrii. 
                                                          

1 Cena byla pojmenována na po�est významného švýcarského matematika Jacoba Steinera (1796–1863), který se 
v�noval syntetické a projektivní geometrii. Byla ud�lována Berlínskou akademií zpo�átku každé dva roky, 
pozd�ji každých p�t let za nové výsledky v oblasti syntetické geometrie. Poprvé byla ud�lena roku 1864, kdy ji 
spole�n� s L. Cremonou získal Rudolf Sturm (1841–1919), který se v�noval projektivní reprezentaci kubických 
ploch. L. Cremona tuto cenu obdržel ješt� v roce 1874. 
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Mezi jeho nejvýznamn�jší práce pat�í Introduzione ad una teoria geometrica delle 
curve piane (1862), Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (1863, 1865), 
Preliminari di una teoria geometrica della superficie (1867), Elementi di geometria 
projettiva (1873), Elementi di calcolo grafico (1874), Graphical Statics. Two Treatises 
on the Graphical Calculus and Reciprocal Figures in Graphical Statics (1890). 

B�hem života se mu dostalo n�kolika ocen�ní. Roku 1879 byl jmenován dopisujícím 
�lenem Královské spole�nosti v Londýn� a roku 1883 �lenem Královské spole�nosti  
v Edinburghu. Dále byl �lenem akademií a v�deckých spole�ností v Bologni, Neapoli, 
Göttingen, Lisabonu, Benátkách, mimo jiné od roku 1871 prvním zahrani�ním �estným 
�lenem Jednoty �eských matematik�. 

2 Cremonovy (biracionální) transformace 

Biracionální transformací rozumíme každou geometrickou transformaci, kterou lze 
analyticky vyjád�it pomocí racionálních funkcí nehomogenních sou�adnic a která má tu 
vlastnost, že také inverzní transformaci lze vyjád�it racionálními funkcemi p�íslušných 
sou�adnic. V homogenních sou�adnicích jsou biracionální transformace a transformace  
k ní inverzní vyjád�eny pomocí homogenních polynom�. 

Cremonovou transformací rozumíme každou biracionální transformaci projektivního 
prostoru dimenze n nad n�jakým t�lesem K. Cremonovy transformace daného prostoru 
tvo�í grupu, kterou nazýváme Cremonovou grupou. 

Nejjednodušším p�íkladem Cremonovy transformace je kruhová inverze v rovin�, 
která zobecn�né kružnice (kružnice nebo p�ímky) zobrazuje op�t na zobecn�né kružnice. 
Inverze byla první netriviální geometrickou transformací, která byla v souvislosti  
s biracionálními transformacemi studována. Dalším p�íkladem Cremonových transformací 
jsou kvadratické biracionální transformace roviny, které lze v nehomogenních sou�adnicích 
vyjád�it lineárními lomenými funkcemi. 

Jak kruhová inverze, tak kvadratické biracionální transformace jsou transformacemi 
druhého stupn�.2 Luigi Cremona se ve své práci Sulle trasformazioni geometriche delle 
figure piane [O geometrických transformacích rovinných útvar�] zabýval otázkou, jak 
sestrojit obecnou biracionální transformaci libovolného stupn�, tj. jak sestrojit transformaci, 
která p�ímky zobrazí na k�ivky libovolného stupn�. P�itom odvodil dv� základní rovnice, 
které musí spl
ovat po�ty bod� spole�ných všem takovým k�ivkám; 
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kde n je stupe
 k�ivky, která p�i transformaci odpovídá libovolné p�ímce, xr zna�í po�et 
r-násobných bod� spole�ných všem k�ivkám, které odpovídají p�ímkám. 

K�ivky p�íslušející p�i Cremonov� transformaci p�ímkám tedy musí mít spole�ný jistý 
po�et (jednoduchých i vícenásobných) bod�, které nazýváme fundamentálními body dané 
transformace. Po�et fundamentálních bod� p�itom musí vyhovovat rovnicím (1) a (2). 
Tyto rovnice mají obecn� více �ešení, každé �ešení pak ur�uje speciální transformaci. 

                                                          

2 Stupn�m transformace rozumíme stupe
 k�ivky, na kterou se p�i této transformaci zobrazí obecná p�ímka. 
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Cremonovu transformaci získáme také složením libovolné posloupnosti kolineací  
(tj. lineárních transformací) a tzv. standardních kvadratických transformací. Obecné 
kvadratické transformace mají p�itom v teorii Cremonových transformací fundamentální 
význam. Podle tzv. Noetherova faktoriza�ního teorému3 totiž platí: 

Je-li t�leso K algebraicky uzav�ené, lze každou Cremonovu transformaci projektivní 
roviny nad t�lesem K složit z kone�né posloupnosti kvadratických transformací. 

Nezávisle na M. Noetherovi faktoriza�ní teorém objevil také n�mecký matematik 
Jacob Rosanes (1842–1922), který navíc dokázal, že každá vzájemn� jednozna�ná 
algebraická transformace roviny musí být Cremonovou transformací. 

P�i Cremonových transformacích se obecn� nezachovává stupe
4 ani t�ída5 algebraic-
kých k�ivek, ale zachovává se jejich rod.6 Cremonovy transformace rovinných algebraic-
kých k�ivek se využívají k redukci jejich singularit. 

Cremonovy transformace vícedimenzionálních prostor� jsou zna�n� složit�jší než 
transformace roviny. Hlavním d�vodem je skute�nost, že na rozdíl od roviny v prostorech 
vyšší dimenze Cremonova transformace a její inverze nemusí být nutn� stejného stupn�. 
Nejvýznamn�jším obecným výsledkem týkajícím se Cremonových transformací trojroz-
m�rného prostoru je tzv. Hudsonové faktoriza�ní teorém7: 

V trojrozm�rném prostoru neexistuje kone�ná množina typ� Cremonových transformací, 
z nichž by bylo možno složit libovolnou Cremonovu transformaci tohoto prostoru. 

3 Vliv na �eskou geometrickou školu 
V �eských zemích se problematikou biracionálních transformací zabývalo n�kolik 

matematik�. Velké zásluhy na tom má Emil Weyr (1848–1894), který se geometrii za�al 
v�novat kolem roku 1868, kdy ješt� b�hem studia pracoval jako asistent na pražské 
univerzit�. V roce 1869 získal doktorát filozofie v Lipsku, roku 1870 byl jmenován 
soukromým docentem nov�jší geometrie na pražské univerzit�. O rok pozd�ji získal 
místo mimo�ádného profesora matematiky na �eské polytechnice v Praze, roku 1875 byl 
povolán jako �ádný profesor na víde
skou univerzitu s od�vodn�ním, aby tam p�ednášel 
novou geometrii úsp�šn� rozvíjenou práv� v Praze. 

Emil Weyr se zpo�átku zajímal o jedno-vícezna�né geometrické transformace, ke 
kterým dosp�l rozší�ením principu korespondence nazna�eného v Chaslesov� Aperçu 
historique z roku 1837. V obsáhlých, n�mecky psaných monografiích8 z let 1869 a 1870 
ukazuje, že vedle bijektivního vztahu vyjad�ujícího jedno-jednozna�nou projektivní 
transformaci existují mezi dv�ma útvary také zobrazení, která danému prvku jednoho 
útvaru p�i�azují více prvk� útvaru druhého a naopak. 

                                                          

3 Max Noether (1844–1921), n�mecký matematik, který se v�noval zejména algebraické geometrii. 
4 Stupn�m algebraické k�ivky rozumíme maximální možný po�et jejích pr�se�ík� s obecnou p�ímkou. 
5 T�ídou algebraické k�ivky rozumíme maximální možný po�et te�en k�ivky jdoucích jedním bodem. 
6 Rod rovinné algebraické k�ivky n-tého stupn� závisí na po�tu a druhu singularit této k�ivky; pro daný stupe
 n
odpovídá maximální možná hodnota rodu regulární k�ivce, tj. k�ivce bez jakýchkoliv singularit. 
7 Hilda Phoebe Hudson (1881–1965), anglická matemati�ka, která se v�novala teorii Cremonových transformací. 
8 Emil Weyr: Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde und der algebraischen Curven und 
Flächen als deren Erzeugnisse, Leipzig, 1869; Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger 
Gebilde, insbesondere der Regelflächen dritter Ordnung, Leipzig, 1870. 
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Ve školním roce 1870/71 Emil Weyr absolvoval studijní pobyt v Milán�, p�i kterém 
navázal pracovní i p�átelské vztahy s italskými geometry, zejména s Luigi Cremonou. 
Navšt�voval n�které jeho p�ednášky, diskutovali spolu o geometrických otázkách. Byl prvním 
�eským matematikem, který pochopil základní význam Cremonových geometrických 
prací o teorii biracionálních transformací pro další rozvoj projektivní geometrie. Po svém 
návratu do Prahy dv� nejvýznamn�jší Cremonovy práce p�eložil do �eštiny (viz [5] a [6]). 

Spole�n� se svým bratrem Eduardem Weyrem (1852–1903) je autorem první �esky 
psané u�ebnice projektivní geometrie Základové vyšší geometrie, která vycházela v letech 
1871 až 1878 ve t�ech pokra�ováních jako p�íloha �asopisu Živa. Tato u�ebnice byla 
napsána s využitím francouzských a n�meckých zdroj�, obsahuje základní i speciální 
látku dopln�nou o vlastní v�decké výsledky a ve své dob� výrazn� p�esáhla úrove

tehdejší �eské odborné literatury. 

Dalším matematikem, který se v Praze v�noval problematice biracionálních 
transformací, byl Seligmann Kantor (1857–1902), soukromý docent n�mecké univerzity 
v Praze, který ve své práci La trasformazione birazionale z roku 1883 vy�ešil úlohu 
zadanou neapolskou akademií, a to nalézt v rovin� periodické Cremonovy transformace, 
které po n-násobném užití p�evádí geometrický objekt sám v sebe. 
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ZROD VEKTOROVÉHO PO�TU  
A VEKTOROVÝCH PROSTOR�  

EVA ULRYCHOVÁ

1 Úvod 
 Lineární algebra má historické ko�eny nejen v n�kolika odv�tvích matematiky – 

v geometrii, algeb�e a analýze, ale i ve fyzice a v dalších oborech. Zrod vektorového 
po�tu je spojen jednak s objevem znázorn�ní fyzikálních sil pomocí rovnob�žníku, 
jednak s objevem komplexních �ísel a jejich geometrické interpretace, a zejména se 
vznikem a rozvojem teorie hyperkomplexních �ísel. Vektor byl p�vodn� chápán jako 
orientovaná úse�ka nebo jako uspo�ádaná dvojice �i trojice reálných �ísel. K zobecn�ní 
pojmu vektor a rozvoji myšlenek vedoucích ke vzniku definice vektorového prostoru 
v dnešním slova smyslu došlo až v druhé polovin� 19. století. První axiomatická definice 
reálného vektorového prostoru, která je prakticky shodná s dnešním pojetím, pochází 
z r. 1888 od italského matematika Giuseppe Peana (1858–1932). Ani tehdy však 
myšlenka vektorového prostoru jako množiny prvk� s axiomaticky definovanými 
operacemi nedošla všeobecného rozší�ení. K tomu došlo až v první polovin� 20. století. 

2 Zrod vektorového po�tu 

2.1 Inspirace fyzikálními zákony 

V r. 1687 uvedl anglický matematik, fyzik a filozof Isaac Newton (1643–1727) v díle 
Principia mathematica ideu znázorn�ní skládání sil pomocí rovnob�žníku. A�koliv ješt�
nezformuloval exaktní ideu vektoru, byl jí blízko; zjistil totiž, že síly mající velikost 
i sm�r, mohou být „s�ítány” a vytvo�it tak novou sílu. 

2.2 Inspirace komplexními �ísly 

Vznik vektorového po�tu byl podnícen objevem komplexních �ísel. Je zajímavé, že na 
p�elomu 18. a 19. století v n�kterých p�ípadech došli ke stejným záv�r�m hned dva auto�i 
sou�asn�.  

V r. 1799 nezávisle na sob� objevili dva badatelé myšlenku geometrické interpretace 
komplexních �ísel: norský kartograf a geodet Caspar Wessel (1745–1818) v rámci �ešení 
geodetických úloh podal základy vektorového po�tu v rovin�. Ve svém �lánku z r. 1799 
jako první p�edložil geometrickou interpretaci komplexních �ísel a operací s nimi jakožto 
s body �i vektory v rovin�. Snažil se nalézt analogii i pro trojrozm�rný prostor. Ve své 
dob� nevzbudil �lánek psaný dánsky žádný zájem; ve známost vešel až o 100 let pozd�ji, 
kdy byl vydán ve francouzském p�ekladu – v dob�, kdy už publikovali myšlenku 
geometrické interpretace komplexních �ísel i další auto�i. Podle [4] ve stejné dob�
vypracoval geometrickou interpretaci komplexních �ísel i n�mecký matematik a fyzik 
Carl Friedrich Gauss (1777–1855), své výsledky však publikoval až r. 1831. Stejn� jako 
Wessel pokoušel se i Gauss o vytvo�ení �ísel podobných komplexním, která by byla 
reprezentována body v trojrozm�rném prostoru. 

V r. 1806 se geometrickou interpretací komplexních �ísel zabývali ve svých 
publikacích další dva auto�i: amatérský francouzský matematik Jean Robert Argand 
(1768–1822) a abbé Bueé (1746–1826). V r. 1828 nezávisle na p�edchozích autorech 
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uvád�jí ve svých pracích geometrickou interpretaci komplexních �ísel i Angli�an John 
Warren a Francouz C. V. Mourey (1796–1852). Zatímco Warren se nezabýval možností 
rozší�ení systému do t�í dimenzí, Mourey považoval takové rozší�ení za možné. 

K všeobecnému rozší�ení myšlenky interpretovat komplexní �ísla jako body roviny 
došlo zejména po vydání Gaussovy práce Theoria residuorum biquadraticorum v r. 1831, 
v níž byl charakter komplexních �ísel srozumiteln� vysv�tlen. 

Rozvoj myšlenek spjatých s komplexními �ísly se úzce pojí se jménem irského 
matematika, fyzika a astronoma Williama Rowana Hamiltona (1805–1865). V �lánku 
z r. 1833 reprezentoval Hamilton komplexní �ísla jako dvojice reálných �ísel s operacemi 
s�ítání a násobení:  

(x, y) + (x´, y´) = (x + x´, y + y´),     (x, y) · (x´, y´) = (xx´ – yy´, xy´ + yx´). 

Komplexní �ísla tedy Hamilton chápal jako dvousložková; další léta v�noval 
pokus�m o nalezení obdobných �ísel t�ísložkových. Hamilton z�ejm� chápal význam 
asociativity, komutativity a distributivity operací, což nebylo samoz�ejmé v dob�, kdy 
nebyly známy výjimky z t�chto pravidel. 

Rozší�ením oboru komplexních �ísel na �ísla t�ísložková (�i vícesložková) se v té 
dob� zabývali i další matematici, zejména Arthur Cayley (1821–1895), brat�i Charles 
(1810–1860) a John (1806–1870) Gravesovi a další. Až pozd�ji bylo dokázáno, že 
rozší�ení na t�ísložková �ísla možné není.  

V r. 1843 se však poda�il Hamiltonovi významný objev – objev �ty�složkových �ísel, 
tzv. kvaternion�, tj. �ísel tvaru u + xi + yj + zk, kde u, x, y, z jsou reálná �ísla a i, j, k jsou 
r�zné imaginární jednotky s danými pravidly násobení. Operace s kvaterniony jsou 
definovány analogicky k operacím s komplexními �ísly (násobení kvaternion� ovšem 
není komutativní). Hamilton si byl v�dom d�ležitosti svého objevu a tématu kvaternion�
v�noval v následujících letech mnoho dalších prací. V r. 1846 publikoval �lánek, ve 
kterém se poprvé objevily termíny skalár a vektor v následujícím smyslu: kvaternion 
q = u + xi + yj + zk se d�lí na skalární �ást (u) a vektorovou �ást (xi + yj + zk), kterou lze 
chápat jako uspo�ádanou trojici reálných �ísel. Zde se už z�eteln� objevily základy 
vektorového po�tu: p�i s�ítání kvaternion� se samostatn� s�ítají skalární a vektorové 
�ásti, výsledkem násobení skalárních kvaternion� (tj. kvaternion� s nulovou vektorovou 
�ástí) je op�t skalární kvaternion, p�i násobení vektorového kvaternionu skalárním je 
výsledkem skalární násobek vektorového kvaternionu. Násobíme-li dva vektorové 
kvaterniony (tj. kvaterniony s nulovou skalární �ástí),tzn.  

q = xi + yj + zk        a         q´ = x´i + y´j + z´k, 
je jejich sou�inem kvaternion 

qq´ = – (xx´ + yy´ + zz´) + (yz´ – zy´)i + (zx´ – xz´)j + (xy´ – yx´)k. 
Skalární �ást kvaternionu qq´ je tedy (v sou�asném pojetí) rovna záporn� vzatému 
skalárnímu sou�inu vektor� q a q´ (jakožto uspo�ádaných trojic (x, y, z) a (x´, y´, z´)) 
a vektorová �ást je rovna vektorovému sou�inu q a q´. 

2.3 Inspirace geometrickými objekty  

Komplexní �ísla nebyla jediným zdrojem inspirace zrodu vektorového po�tu.V po-
lovin� 19. stol. se n�kolik matematik� zabývalo operacemi s (v�tšinou geometrickými) 
objekty, které by v dnešním pojetí vektorových prostor� jakožto systém� prvk� obecného 
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charakteru mohly být považovány za vektory. Už n�mecký matematik Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646–1716) se zabýval myšlenkou vytvo�it oblast matematiky, která by pra-
covala s objekty jako algebra s �ísly. Tato myšlenka došla napln�ní až v 19. století. 

V r. 1827 vydal n�mecký matematik August Ferdinand Möbius (1790–1868) práci 
Der barycentrische Calcul, v níž se poprvé objevila rovnice u = B – A, která svazuje 
body a vektory.  

V r. 1835 uvedl Giusto Bellavitis (1803–1880) ve své geometrické práci p�edstavu 
systému objekt� – úse�ek AB, p�i�emž úse�ky AB a BA považoval za dva r�zné objekty. 
Definoval dva objekty jako „ekvipolentní“, jestliže jsou si rovny nebo jsou rovnob�žné 
a stejn� orientované – tzn. (v moderní interpretaci) ur�ují stejný vektor. Bellavitis pak 
zavedl „ekvipolentní sou�et úse�ek“ a v podstat� dostal vektorový prostor. A�koliv mají 
úse�ky podobné vlastnosti jako komplexní �ísla, vnímal je Bellavitis výhradn� jako geo- 
metrické veli�iny, ne jako geometrickou reprezentaci algebraických veli�in; komplexním 
�ísl�m nep�ikládal žádnou d�ležitost. 

Významným p�isp�vatelem ke zrodu vektorových prostor� byl n�mecký teolog, 
filozof a matematik Hermann Günther Grassmann (1809–1877). V práci Theorie der 
Ebbe und Flut z r. 1840 uvedl první systém prostorové analýzy založený na vektorech 
a rozpracoval myšlenku s�ítání a od�ítání p�ímek. V r. 1844 publikoval práci Die lineale 
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, kterou lze s odstupem �asu 
považovat za velmi významnou pro zrod vektorových prostor�. Ve své dob� však 
nevzbudila tém�� žádný zájem, možná i pro obtížnou srozumitelnost (Grassmann knihu 
n�kolikrát p�epracoval, ani nová vydání se však nesetkala se zájmem �tená��). V práci 
Die lineale Ausdehnungslehre ... studoval Grassmann systém abstraktních veli�in 
(tzv. „extenzivních veli�in“); na tomto systému zavedl formální operace s�ítání, násobení 
skalárem a násobení (z dnešního pohledu se jedná o „vektorový prostor s násobením“, 
tedy o algebru). V práci se objevuje i idea lineární závislosti a nezávislosti prvk�, 
dimenze a skalárního sou�inu (aniž by byla použita tato terminologie). 

Myšlenky podobné Grassmannovým publikoval i francouzský matematik Adhémar 
Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797–1886) a pozd�ji i Augustin Louis Cauchy 
(1789–1857); asi ne vždy se jednalo o podobnost náhodnou. Saint-Venant ve svém 
�lánku Mémoire sur les sommes et les différences géometriques, et sur leur usage pour 
simplifier la mécanique z r. 1845 násobí úse�ky zp�sobem podobným jako Grassmann, 
patrn� však nezávisle na Grassmannovi (pravd�podobn� na tuto ideu p�išel dokonce už 
r. 1832). Grassmann po p�e�tení tohoto �lánku usoudil, že Saint-Venant ne�etl jeho práci 
z r. 1844, a v r. 1846 poslal dv� kopie své práce Cauchymu s prosbou, aby jednu z nich 
p�edal Saint-Venantovi. V r. 1853 vydal Cauchy práci Sur les clefs algébrique, kde uvedl 
metody shodné s Grasmannovými, bez odkazu na Grassmannovu práci. Grasmann se 
proto obrátil na francouzskou Akademii v�d s žádostí o posouzení prvenství. V r. 1854 
byla ustanovena komise, jejímž �lenem byl však i Cauchy! Rozhodnutí nikdy nepadlo, 
Cauchy v r. 1857 zem�el. 

A�koliv ani p�epracovaná verze Grassmannovy práce Die lineale Ausdehnungs-
lehre ... nevzbudila bezprost�edn� po svém vydání v r. 1862 p�íliš pozornosti, zájem 
o Grassmannovy myšlenky postupn� nar�stal. 
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3 Rozvoj myšlenek vektorového po�tu 

Myšlenky vektorového po�tu byly dále rozvíjeny. Jak Hamilton�v, tak Grassmann�v 
systém našel své pokra�ovatele. V letech 1840 až 1870 m�l v�tší vliv systém Ha- 
milton�v, po r. 1870 zna�n� vzrost i vliv Grassmann�v; Hamiltonovy myšlenky se více 
prosadily v Británii, Irsku a USA, Grassmannovy v N�mecku. Oba systémy byly známy 
i za hranicemi zemí svého p�vodu, pravd�podobn� však bylo v 19. století jen málo ma- 
tematik� obeznámených s ob�ma systémy. 

Hamiltonovým pokra�ovatelem byl p�edevším Skot Peter Guthrie Tait (1831–1901), 
který uve�ejnil mnoho prací o kvaternionech; v�noval velkou pozornost i jejich aplikacím 
ve fyzice. Tait si o kvaternionech dopisoval i s fyziky Williamem Thomsonem (známým 
od r. 1892 jako Lord Kelvin) (1824–1907) a Jamesem Clerkem Maxwellem (1831–1879). 
V r. 1870 americký matematik Benjamin Peirce, propagátor kvaternion� v USA, ve své 
význa�né práci Linear Associative Algebra popsal 162 r�zných algeber; pracoval na hy- 
perkomplexních �íslech. 

Jedním z mála matematik�, kte�í znali jak Hamilton�v systém kvaternion�, tak systém 
Grassmann�v, byl Angli�an William Kingdon Clifford (1845–1879). V práci Elements of 
Dynamic z r. 1877 uvádí dva sou�iny – sou�in, který nazývá „vektorový sou�in“, shodný 
i s vektorovým sou�inem v dnešním pojetí, a „skalární sou�in“ jako záporn� vzatý sou�et 
sou�in� složek vektor�, tj. jako u kvaternion�.  

Významnými modernizátory vektorového po�tu byli americký fyzik Josiah Willard 
Gibbs (1839–1903) a anglický samouk Olivier Heaviside (1850–1925). Vycházeli 
z Maxwellovy práce z oblasti elektromagnetické teorie a vybudovali moderní systém 
vektorového po�tu (jsou považováni za jeho zakladatele). Zatímco Gibbs byl obeznámen 
jak s myšlenkami Hamiltonovými, tak n�kterými myšlenkami Grassmannovými, 
Heaviside pravd�podobn� žádnou z Grassmannových prací ne�etl. 

Základy moderního vektorového po�tu byly položeny, stále však chyb�la axiomatická 
definice vektorového prostoru. 

4 Axiomatická definice vektorového prostoru 

Jako první dosp�l k axiomatické definici vektorového prostoru italský matematik 
Giuseppe Peano (1858–1932). B�hem své kariéry uvažoval pojem vektor (v dnešním 
slova smyslu) ve t�ech r�zných podobách: 

1) jako uspo�ádané n-tice s operacemi s�ítání a násobení skalárem, které byly 
definovány pomocí složek vektor�. 

2) jako rozdíl B – A dvou bod� A a B (tj. jako orientovanou úse�ku). P�itom 
používal Grassmann�v „geometrický po�et“. 

3) jako prvky tzv. „lineárních systém�“ s axiomaticky definovanými operacemi 
s�ítání a násobení skalárem. 

Peano však používal název „vektor“ pouze v kontextu geometrie. V �lánku z r. 1887 
uvažoval objekty, které dnes považujeme za vektory, ale pojem „vektor“ neužíval; užíval 
pojem „�íselné komplexy �ádu n“ – uspo�ádané n-tice reálných �ísel. Definoval jejich 
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sou�et a násobek reálným �íslem: pro a = [a1, ..., an], b = [b1, ..., bn] a reálné �íslo 
k definoval a + b = [a1 + b1, ..., an + bn] a ka = [ka1, ..., kan]. Navíc poznamenal, že s�ítání 
je komutativní a asociativní a platí i oba distributivní zákony. Zavedl standardní bázi 
(v dnešní terminologii); zabýval se i lineárními transformacemi. V r. 1897 zavedl Peano 
skalární sou�in (ozn. a|b ) jako sou�et sou�in� složek vektor� a uvedl vlastnosti a|b = b|a, 
a|(b + c) = a|b + a|c a k(a|b) = (ka)|b. Ani zde nepoužíval pojem „vektor“, ani 
neodkazoval k axiomatické definici z r. 1888. 

Z dnešního hlediska je nejd�ležit�jší Pean�v t�etí p�ístup k vektor�m. V r. 1888 vydal 
Peano knihu Calcolo geometrico secondo l´Ausdehnungslehre di H. Grasssmann, 
proceduto dalle Operazioni della logica deduttiva. Zde Peano odkazoval na myšlenky 
pocházející od Leibnize a rozvíjené pozd�ji zejména Möbiem, Bellavitisem, Hamiltonem 
a Grassmannem. Peano své Calcolo … zamýšlel jako úvod do studia Grassmannových 
myšlenek; pouze záv�re�né dv� kapitoly obsahují Peanovy vlastní myšlenky. V knize je 
vybudován tzv. „geometrický po�et“ – jsou zavedeny operace s geometrickými objekty, 
analogické algebraickým operacím s �ísly; na rozdíl od analytické geometrie, která 
pracuje s �ísly reprezentujícími geometrické objekty, pracuje geometrický po�et p�ímo 
s t�mito objekty. 

Peano pracoval s tzv. „geometrickými formacemi“ – pojmem zavedeným Grass- 
mannem. Definoval orientovanou úse�ku a její délku, orientovaný trojúhelník a jeho 
obsah, orientovaný �ty�st�n a jeho objem a skládání t�chto objekt�. Pomocí skládání lze 
každý z uvažovaných objekt� p�evést na �ty�st�n – složením bodu s trojúhelníkem �i 
složením dvou úse�ek. Dále definoval rovnost �ty�st�n�, jejich sou�et a reálný násobek. 
Zavedl „formace prvního, resp. druhého, resp. t�etího, resp. �tvrtého druhu“ jako formální 
kone�né lineární kombinace mA + nB + … bod�, resp. úse�ek, resp. trojúhelník�, resp. 
�ty�st�n�. Vektory definoval jako formace prvního druhu zapsatelné ve tvaru B – A. 
Pomocí operací se �ty�st�ny pak definoval rovnost formací stejného druhu, jejich sou�et 
a násobek reálným �íslem. S�ítání je komutativní, asociativní a platí oba distributivní 
zákony. 

Nejvýznamn�jší je poslední kapitola, kde Peano p�edstavil myšlenku vektorového 
prostoru (v dnešní terminologii) jakožto ur�itého zobecn�ní geometrického po�tu. Poprvé 
se zde objevila axiomatická definice tzv. „lineárního systému“ – v dnešní terminologii 
vektorového prostoru. 

Lineární systém je systém prvk� takový, že: 
1) Je definovaná „ekvivalence“ (ozn. (a = b) ) mezi dv�ma prvky: 

(a = b) práv� když (b = a);  je-li (a = b) a  (b = c), pak (a = c). 
2) Je definován „sou�et“ dvou prvk� a a b, tedy prvek a + b, který pat�í do 

daného systému a vyhovuje podmínkám: 
3) je-li (a = b), pak (a + c = b + c);     a + b = b + a;     a + (b + c) = (a + b) + c. 

Je-li a prvek daného systému a m p�irozené �íslo, je definován „násobek 
prvku a �íslem m“ (ozn. ma) jako sou�et m prvk� rovných a. Pro libovolné 
prvky a, b a p�irozená �ísla m, n pak platí: 
je-li (a = b), pak (ma = mb);     m (a + b) =  ma  + mb;     (m  + n) a = ma + na; 

m(na) = (mn) a;     1a = a. 
Sou�in se rozší�í na reálná �ísla – tak, aby byly spln�ny p�edchozí vlastnosti. 

4) Existuje prvek systému (ozn. 0) takový, že 0·a = 0. 
P�i ozna�ení a – b pro a + (–1)b platí:     a – a = 0;    a + 0 = a. 
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Peano definoval i lineární závislost: prvky a1, ..., an se nazývají lineárn� závislé, 
existují-li �ísla m1, ..., mn, ne všechna nulová, pro která je  m1a1  + … + mnan = 0. Dimenzi 
systému definoval Peano jako maximální po�et lineárn� nezávislých prvk�, které lze 
v systému nalézt. Dále definoval homomorfismus dvou systém�, zavedl rovnost a sou�et 
dvou homomorfism�, jejich násobek reálným �íslem a skládání. Podal �adu d�ležitých 
tvrzení. Jako p�íklady lineárních systém� uvedl reálná a komplexní �ísla, formace 
prvního, druhého, t�etího a �tvrtého druhu (jako p�íklady systém� dimenze 1, 2, 3 a 4), 
vektory v rovin� �i v prostoru a polynomy stupn� nejvýše n. Zmínil se dokonce, že 
množina všech polynom� je lineární systém nekone�né dimenze, ale tuto myšlenku dál 
nerozvíjel. Uvedl však další na svou dobu progresivní p�íklad lineárního systému – 
množinu všech homomorfism� dvou systém�. 

A�koli bylo Peanovo Calcolo … p�ízniv� hodnoceno, myšlence lineárních systém�
nebyl p�isuzován význam, jaký si zasloužila. Dokonce ani sám Peano se ve svých 
pozd�jších pracích o lineárních systémech tém�� nezmi
uje. Peanova axiomatická 
definice m�la abstraktní formu, zcela nezvyklou v r. 1888, p�edb�hla svou dobu. První, 
kdo p�ijal Peanovu axiomatickou definici lineárního systému, byl v r. 1896 Pean�v 
italský kolega Cesare Burali-Forti (1861–1931) a pozd�ji další Ital Salvatore Pincherle 
(1853–1936). Abstraktní definici znovuobjevil v r. 1918 n�mecký matematik Hermann 
Weyl (1885–1955). Od dvacátých let byl pojem vektorového prostoru dále rozvíjen ve 
dvou r�zných oblastech: v oblasti funkcionální analýzy v pracích matematik� Stefana 
Banacha (1892–1945), Hanse Hahna (1879–1934) a Norberta Wienera (1894–1964), 
kte�í vypracovali teorii normovaných prostor� nekone�né dimenze, a v oblasti algebry 
v pracích Emy Noether (1882–1935) zabývajících se prostory kone�ných dimenzí a jejich 
dalším zobecn�ním. 

Literatura 

[1] Be�vá� J.: Sto let od vydání Peanova Calcolo geometrico. In V. seminá� o filozofických 
otázkách matematiky a fyziky, J�SMF, Brno, 1988, 19–30.  

[2] Be�vá� J.: 150 let kvaternion�. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 38(1993), 
305–317.  

[3] Moore G. H.: The Axiomatization of Linear Algebra: 1875–1940. Historia Mathematica 
22(1995), 262–303. 

[4] Crowe M. J.: A History of Vector Analysis. University of Louisville, 2002. 

http://www.math.ucdavis.edu/~temple/MAT21D/SUPPLEMENTARY-
ARTICLES/Crowe_History-of-Vectors.doc 

[5] Abstract linear spaces.   

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Abstract_linear_spaces.html 

Adresa 

RNDr. Eva Ulrychová 
Katedra matematiky 
Vysoká škola ekonomická 
Ekonomická 957 
148 00 Praha 4 
e-mail: uleva@vse.cz

184



ZYGMUNT REWKOWSKI (1807–1893)  
– MATEMATYK ZAPOMNIANY  

WITOLD WI?SŁAW 

Zygmunt Rewkowski (1807–1893) jest zapomnianym polskim matematykiem. 
Uko@czył gimnazjum w Wilnie. Tam teA studiował matematyk�. Po uzyskaniu 
magisterium na Uniwersytecie Wile@skim w roku 1828, rozpoczBł po raz pierwszy na 
ziemiach polskich wykładaC rachunek prawdopodobie@stwa. Zachowane jego r�kopisy 
z okresu studiów (Wymiar geodezyczny, O obserwacyach astronomicznych, O Figurze 
Ziemi)  DwiadczB o jego wszechstronnych uzdolnieniach. Niestety, jego wykłady nie 
trwały długo, gdyA w roku akademickim 1830/31 zaj�cia zawieszono z powodu 
powstania listopadowego w Polsce, a takAe z powodu epidemii cholery w Wilnie. W roku 
1832 władze carskie zlikwidowały Uniwersytet Wile@ski. W roku 1833, za 
przetrzymywanie nielegalnie emisariusza z Francji, Marcellina Szyma@skiego, władze 
carskie skazały Rewkowskiego na 25 lat słuAby wojskowej na Kaukazie. SłuAył tam jako 
szeregowy Aołnierz, a nast�pnie jako oficer w jednostkach inAynieryjnych, budujBc drogi 
i mosty. W 1866 roku napisał pierwszB prac� z ekonomii, dajBc podstawy ekonomii 
analitycznej. TematykB tB zajmował si� do ko@ca Aycia, piszBc kilka prac na ten temat, po 
rosyjsku i po polsku. Jedna z jego opublikowanych prac nosi tytuł: Badania analityczne 
o cenach robót w ogólno4ci (Wilno 1882).   

     Pod koniec Aycia, po przejDciu na emerytur�, pozwolono mu powróciC do Wilna. 
Przez niektórych badaczy uwaAany jest za prekursora metod analitycznych w ekonomii.   
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JOSEF ERBEN, 
 PRAŽSKÝ STATISTIK 19. STOLETÍ 

JITKA ZICHOVÁ

1 Mládí Josefa Erbena 
Josef Erben je jednou z mén� známých osobností pražské statistiky 19. století. Narodil 

se 28. 4. 1830 v Kostelci nad Orlicí v rodin� m�stského ú�edníka. St�edoškolské vzd�lání 
získal na gymnáziích v Rychnov� nad Kn�žnou a v Broumov� (1840 až 1846). Poté se 
zapsal na Filosofickou fakultu v Praze, kde byl v letech 1847 až 1850 �ádným a ve 
školním roce 1852/53 mimo�ádným studentem. Fakulta poskytovala poslucha��m 
všeobecný základ vhodný nap�íklad pro kariéru st�edoškolských u�itel�. J. Erben zde 
navšt�voval p�ednášky z filosofie, estetiky, pedagogiky, náboženství, latinské filologie, 
�eského jazyka a literatury, srovnávací gramatiky slovanských jazyk�, sv�tových d�jin 
a d�jin rakouské monarchie, �eské archeologie, p�írodopisu, zem�pisu, matematiky 
a fyziky. Vzd�lání si doplnil ve vybraných kurzech na Právnické fakult�.

Ve školním roce 1849/50 byl auskultantem na akademickém gymnáziu v Praze, od 
roku 1850/51 suplentem �eského jazyka na piaristickém gymnáziu v Mladé Boleslavi. 
V zá�í 1852 složil zkoušky u�itelské zp�sobilosti pro vyšší gymnázia. Po�ínaje školním 
rokem 1852/53 supluje na c.k. �eské vyšší reálné škole v Praze, jež byla z�ízena roku 
1849 jako p�ípravný institut ke studiu na Polytechnickém ústavu. Dne 17. prosince 1853 
je ustanoven �ádným profesorem reálky, do roku 1862 tam u�í �eštinu, zem�pis a d�jepis. 
Od roku 1856/57 vyu�uje �eštinu také na obchodní akademii. Podstatná �ást jeho dalšího 
profesního života je však spjata se statistikou, nejprve na akademické p�d� pražské 
polytechniky a pozd�ji v m�stské administrativ� ve Statistické kancelá�i královského 
hlavního m�sta Prahy. 

2 P�sobení na polytechnice 
V listopadu 1861 se Josef Erben p�ihlásil na pražském Polytechnickém ústavu 

k habilitaci pro statistiku pr�myslu v obou zemských �e�ech, n�m�in� a �eštin�. Profe-
sorský sbor p�ipustil kandidáta k habilita�nímu �ízení. Jako jediný hlasoval proti profesor 
technického strojnictví a nauky o strojích Karel Wersin, který, jak uvádí Velflík v [1], 
statistice pr�myslu nep�ikládal žádné v�tší d�ležitosti pro technika, aniž zvláštního 
užitku. Odborným znalcem v komisi byl profesor národního hospodá�ství, policejní v�dy 
a statistiky Právnické fakulty pražské univerzity, doktor práv Eberhard Jonák, který 
p�ednášel od školního roku 1865/66 národní hospodá�ství a statistiku také na poly-
technice. J. Erben byl vyzván, aby se ve své výuce v�noval zejména rakouskému 
pr�myslu. Oficiální vým�r pro docenturu mu byl ud�len zemským výborem 2. dubna 
1862 a schválen státním ministerstvem 9. zá�í 1862, s platností od 1. �íjna 1862. Od 
tohoto data za�íná Josef Erben jako soukromý docent p�ednášet na Polytechnickém 
ústavu království �eského. 

Jeho p�ednášky se konaly jako nepovinné v rozsahu dvou hodin týdn�. V zimním 
semestru probíral stav pr�myslu v �echách, na Morav� a ve Slezsku v porovnání 
s ostatními zem�mi monarchie. Letní semestr byl v�nován zahrani�í, to jest pr�myslu 
vysp�lých zemí tehdejšího sv�ta v �ele s Velkou Británií. Zahajovací p�ednáška vyšla 
tiskem pod názvem K theorii statistiky pr�myslu (1863). Citujme:
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Statistika pr�myslová má podati podstatný obraz stavu pr�myslného života bu� si již 
kterékoliv mravní nebo i fysické osoby, anebo kteréhokoli odboru výroby pr�myslové 
a v jakémkoli obmezení toho: bude
 tedy p�edevším musi
 vylí�iti všecky d�ležit�jší zjevy 
této výroby, pojavši jich v jistém �ase, jakož i v skute�né stálosti jejich. Má-li však 
postavení svého co v�da p�i tom zachovati, t�eba jí i p�í�in tohoto stavu, zvlášt� pak 
vzájemné podmi�ování jedn�ch zjev�v druhými �i zkrátka �e�eno, p�í�inné vzájemnosti 
on�ch stálých zjev�v doložiti … Methoda pr�myslové statistiky rozpadává se podstatn�
do dvou výkon�v, na vzájem sebe docelujících, jichž první jest dobývání statistických 
v�domostí, druhý spo�ádané a podstatné vykládání �i lí�ení jejich … Zde p�istupuje 
po�tá�ství v�bec, jakož i tak zvaná politická aritmetika zvláš
 co pomocná v�da k boku 
statistiky pr�myslové, a pouhými sou�ty a jinými prostými výkony elementární 
mathematiky, zvlášt� pak pr��ezy, rozli�nými �ísly pom�rnými (najm� tak zvanými 
procenty), upot�ebením jistých formulí atd. dopracuje se pr�myslová statistika takto 
z nestálých a jakoby tekutých zjev�v pr�myslného žití skute�ného jich stavu co jasné 
výslednice a pravého statistického fakta, kteréž pak rovn�ž pod �íselným znakem jeho na 
p�íslušném míst� vytkne. �ada takovýchto výsledných �ísel podá pak nejjasn�jší 
a nepopíratelný obraz žádané sféry pr�myslného života … Bez statistických v�d�ní 
a doklad�, pánové, nelze v žádném státu moderním prosp�šn� vládnouti …

Naposledy p�ednášel docent Erben na technice ve školním roce 1870/71. Jeho 
rezignace souvisela s p�id�lením funkce v pražské statistické kancelá�i. P�isp�lo k ní 
i zamítnutí návrhu profesorského sboru na rozd�lení mimo�ádné profesury národního 
hospodá�ství a statistiky, obsazené dr. Eberhardem Jonákem, na dv� honorované docen-
tury v roce 1870. První m�la být vypsána pro národní hospodá�ství, druhá pro statistiku 
pr�myslu a obchodu s v�deckým výkladem zem�pisným a obsazena Josefem Erbenem. 
V dalších letech po�ádal Erben populariza�ní p�ednášky, nap�íklad O statistice v�bec, 
o její užite�nosti v život� ve�ejném a soukromém pro Americký klub dam v Praze v roce 
1879. 

V 60. letech 19. století došlo na pražské polytechnice k d�ležitým zm�nám. Rostoucí 
národní uv�dom�ní �eské akademické obce p�isp�lo k zahájení vyu�ování v �eském 
jazyce. Ve školním roce 1861/62 studovalo na technice 539 �ech� a 186 N�mc�. Tehdy 
za�íná jako první p�ednášet �esky deskriptivní geometrii profesor Rudolf Skuherský. 
V roce 1862/63 jej následují docent Zenger s p�ednáškou o fyzice a pr�myslová statistika 
docenta Erbena. Všichni t�i vykládali své p�edm�ty také v n�m�in�, která byla do té doby 
jediným vyu�ovacím jazykem. Další organiza�ní zm�ny p�iblížily uspo�ádání Polytech-
nického ústavu univerzit�. V �ele vysoké školy m�l stanout rektor, k jehož volb� se 
14. prosince 1864 sešel dvaadvaceti�lenný profesorský sbor. O významném postavení 
Josefa Erbena sv�d�í skute�nost, že byl zvolen jedním ze dvou zástupc� docent� v tomto 
sboru. Prvním rektorem se stal profesor Karel Ko�istka (1825–1906), odborným 
zam��ením blízký Erbenovi. Na technice sice p�ednášel geodézii, ale v letech 1867 až 
1897 byl p�ednostou Statistické kancelá�e Úst�edního výboru pro statistiku polního 
a lesního hospodá�ství v království �eském, v letech 1897 až1905 pak p�ednostou nov�
z�ízeného Zemského statistického ú�adu království �eského. V roce 1866 vyvrcholily 
stížnosti n�meckých profesor� na diskriminaci peticí k zemskému sn�mu s žádostí 
o rozd�lení profesorského sboru a tím i celého vysokého u�ení na n�meckou a �eskou 
�ást. K tomu skute�n� došlo a 14. kv�tna 1869 byly ustanoveny �eský polytechnický 
ústav království �eského a Deutsches polytechnisches Institut des Königreiches Böhmen. 
Na prvním se zapsalo 556 �eských student�, na druhém 230 N�mc� a 81 �ech�. Docent 
Erben vyu�oval na �eské technice, profesor Ko�istka na n�mecké, poté co jeho žádost 
o p�id�lení k �eskému institutu byla zamítnuta. 
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3 M�stská statistika 
Obra�me nyní pozornost ke druhé etap� Erbenovy statistické kariéry, k m�stské statistice. 

Její po�átky se datují do 15. století, z této doby jsou doloženy záznamy ze s�ítání lidu 
v n�kterých n�meckých m�stech, nap�íklad v Norimberku. Ze 17. století pocházejí studie 
Johna Graunta (1620-1674) o popula�ní situaci v Londýn� a Edmunda Halleyho (1656–1742) 
o úmrtnosti obyvatelstva ve Vratislavi. M�stské statistické kancelá�e za�ínají vznikat po 
polovin� 19. století (1861 Brémy, 1862 Berlín, Víde
, �ím atd.). Také v Praze se již 
v šedesátých letech objevují snahy o z�ízení stejného ú�adu, vále�né události roku 1866 je 
však odsunuly do pozadí. P�ipome
me, že organizovaná statistika v �echách se datuje již 
k roku 1856, kdy byl ustanoven Úst�ední výbor pro statistiku polního a lesního 
hospodá�ství �ech c.k. Vlastenecko-hospodá�ské spole�nosti. V roce 1868 byl pražskému 
starostovi zaslán p�ípis víde
ské c.k. Úst�ední statistické komise, v n�mž byla zd�razn�na 
ú�elnost zvláštního m�stského statistického orgánu. M�stská rada proto obnovuje úsilí 
o jeho založení a dne 26. b�ezna 1870 byl na jednání znalc� z oboru statistiky 
a p�edstavitel� m�sta zvolen t�í�lenný výbor pov��ený vypracováním statutu Statistické 
komise královského hlavního m�sta Prahy. V �ele výboru stál již zmín�ný prof. Karel 
Ko�istka, který byl 30. �ervna 1870 na ustavující sch�zi komise zvolen jejím p�ednostou. 
Citujme ze statutu: Úkolem této statistické kommisse bude provedení co možná úplné 
statistiky obce pražské. K tomuto cíli bude jí náležeti, aby nejen sbírala a spracovala
statistický materiál, uložený p�i jednotlivých odborech správy m�stské, nýbrž i aby 
vyhledávala všecka data, prost�edkem kterýchž by se dokonalý obraz skute�ných 
statistických pom�r� a zjev� královského hlavního m�sta Prahy sestaviti dal. 

Komise m�la zpo�átku 11 �len�, kte�í byli jmenováni na dobu t�í let. Bylo mezi nimi 
7 odborník� (pro místopis, vodopis, meteorologii a zem�d�lství; pro statistiku 
obyvatelstva; pro obecní správu a jiné politické záležitosti; pro finan�ní hospodá�ství 
a dan�; pro statistiku pr�myslu a obchodu; pro statistiku vyu�ování, náboženských 
vyznání, dobro�inných ústav�, spo�itelen, záložen a pojiš�ovacích ústav�; pro statistiku 
nemocnic a zdravotních záležitostí),dalšími �leny byli vedoucí m�stského archívu, 
správcové stavitelského ú�adu a m�stské ú�tárny a p�edstavený m�stské statistické 
kancelá�e. Tato kancelá� byla výkonným orgánem statistické komise. Dne 16. �ervence 
1870 na druhé sch�zi komise byl �editelem Statistické kancelá�e královského hlavního 
m�sta Prahy jednomysln� zvolen docent Josef Erben. 

�innost kancelá�e se pln� rozvinula od roku 1871, kdy byla vydána první publikace 
Statistika královského hlavního m�sta Prahy. Obsahovala úvod, který popisoval vznik 
a �innost statistické komise, a t�i oddíly. První byl v�nován topografickým a podnebním 
pom�r�m, druhý statistice obyvatelstva, t�etí stavu dobytka v Praze a okolí. V záv�ru 
knihy se nacházely p�ílohy týkající se specifických oblastí života m�sta, zve�ej
ovaly 
soupis škol spravovaných obcí �i informace o obecním jm�ní a hospoda�ení s ním 
a p�ehledy o pohybu obyvatelstva. �íselné tabulky byly doprovázeny textovými analý-
zami a komentá�i. Hlavním podkladem byly údaje ze s�ítání lidu v roce 1869. Dochované 
materiály umož
ují zajímavá srovnání s dnešní dobou, nap�íklad v roce 1869 se v Praze 
narodilo 47.5% živých d�tí mimo manželství, v sou�asnosti je to necelých 30%. 

V dalších letech vydává statistická kancelá� ro�enky nazvané Statistická p�íru�ní 
knížka královského hlavního m�sta Prahy. Od roku 1881 byly p�ipojovány údaje 
o p�ilehlých obcích (Královské Vinohrady, Žižkov, Karlín a další) a p�ílohu ro�enek 
tvo�ila administra�ní zpráva o hospoda�ení všech zahrnutých obcí. Nepravideln� byly 
vydávány monografie ze s�ítání obyvatelstva, pravideln� nap�íklad týdenní p�ehledy 
o meteorologických pom�rech a nakažlivých chorobách v Praze. Do roku 1907 vycházely 
tituly v �eské a n�mecké verzi, poté v d�sledku po�eš�ování m�stské správy pouze 
v �eštin�. Josef Erben �ídil redakci t�chto publikací do roku 1905 a byl autorem dalších 
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prací vydaných statistickou kancelá�í (Úmrtnost v Praze a na p�edm�stích v letech 1881–
1890, Statistická kommisse královského hlavního m�sta Prahy a spojených obcí a m�st. 
Statistická kancelá� pražská v dob� od roku 1870 až 1895). Pro statistickou kancelá�
pracoval až do své smrti a p�isp�l k tomu, že zaujímala jedno z v�d�ích míst v rámci 
rakouského mocná�ství. M�la bohaté mezinárodní styky a p�ispívala do zahrani�ních 
prací, nap�íklad do Statistique des grandes villes (1876), Annuaire de finances des 
grandes villes (1881 až 1891). 

4 Další �innost Josefa Erbena 
Josef Erben, a�koli studoval a pracoval pouze v �echách, m�l evropský rozhled a byl 

ve statistice autoritou mimo jiné jako p�ední tv�rce �eské v�decké literatury a názvosloví 
v tomto oboru. Prahu zastupoval na mnoha sv�tových statistických sjezdech, jmenujme 
Petrohrad 1872, Budapeš� 1876, Pa�íž 1880, Londýn 1885, Pa�íž 1889 a Víde
 1891. 
V roce 1886 byl zvolen �lenem Mezinárodního statistického institutu založeného 1885 
(jako první �ech, prof. Ko�istka byl zvolen za �lena v roce 1889). Byl dopisujícím 
�lenem statistické spole�nosti a spole�nosti pro politickou ekonomii v Pa�íži, statistic-
kých komisí ve Vídni, Manchesteru a Nižním Novgorod� a nositelem r�zných 
vyznamenání, nap�íklad ruského �ádu svatého Vladimíra (1872) a �ádu Františka Josefa 
(1892). Byl rovn�ž �lenem �eských institucí, zmi
me Pr�myslovou jednotu, Spole�nost 
�eského musea v Praze a Královskou �eskou spole�nost nauk. V�noval se též zem�pisu, 
je autorem mnoha map a kartografických prací a od roku 1865 p�sobil jako inspektor 
mapové sbírky Musea království �eského. Podílel se na utvo�ení �eské odborné 
terminologie pro matematiku, fyziku a zem�pis. Jeho v�decká �innost byla ocen�na 
nabídkou profesury na univerzit� v Kijev�, kterou nep�ijal z d�vodu up�ednostn�ní 
kariéry v pražské statistice. Zem�el 11. 4. 1910 v Praze. 
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