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Vážené kolegyn�, vážení kolegové, 

 
      p�edkládáme Vám svazek obsahující sylaby p�ednášek a sd�lení, které jsou p�ihlášeny na 
28. mezinárodní konferenci Historie matematiky. Sylaby nebyly obsahov� ani jazykov�  
upravovány, jsou zde otišt�ny tak, jak je jednotliví ú�astníci zaslali. Za�azen je také seznam 
�ádn� p�ihlášených ú�astník� (do 20. 7. 2007) a denní program konference. Svazek vznikl 
díky finan�ní podpo�e ústavu aplikované matematiky FD �VUT a katedry didaktiky 
matematiky MFF UK. 
 

      Konference není monotématicky zam��ena, snaží se poskytnout dostate�ný prostor 
k aktivním vystoupením, diskusím a neformálním setkáním všech p�ihlášených, 
tj. matematik�, historik� matematiky, u�itel� vysokých a st�edních škol, doktorand� 
i student�. 
 

      Program konference je v letošním roce zajímavý, bohatý a pestrý. V��íme, že každý najde 
n�co zajímavého, objeví nové kolegy a p�átele, získá inspiraci, motivaci a povzbuzení k další 
odborné práci nebo studiu.  

 
      Všechna jednání konference probíhají v aule gymnázia: 
  
Gymnázium Jeví�ko 
A. K. Vítáka 452 
569 43 Jeví�ko 
tel., fax: 461 327 831 
hruby@gymjev.cz 

 
      Ú�astníci konference jsou ubytováni v domov� mládeže: 
  
Domov mládeže 
Nerudova 557 
569 43 Jeví�ko 
tel.: 461 327 806 

 
      Podrobn�jší informace o letošní konferenci, p�edchozích konferencích a letních školách 
lze najít na adrese: 
 

http://www.fd.cvut.cz/personal/nemcova/konference/hlavnindex.html 
 
 

Martina Be�vá�ová  
(editorka) 

 
V Praze v �ervenci  2007 
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ODBORNÝ PROGRAM KONFERENCE 
 
 
 

Pátek 24. 8. 2007  
 

Dopolední program 10:00–12:00 
10:00 – 10:20   Zahájení 
10:20 – 11:05   Sýkorová I.:  �ísla ve staré Indii  
11:15 – 12:00   Be�vá�ová M.:  Pro� u�it matematiku aneb jeden p�íklad z politické historie  
 
Odpolední program 14:00–15:30 
14:00 – 15:30   Koudela L., Žitný K.:  Problém jednozna�nosti trigonometrických �ad  
                                                           v historickém  kontextu (od G. Cantora  k Y. Meyerovi)  
 
Odpolední program 16:00–18:00 
16:00 – 16:45   Houska J.:  O Eulerov� konstant� � 
17:00 – 17:20   Smýkalová R.:  Eulerovy zásluhy o reformu goniometrie 
17:25 – 17:45   Provazníková M.:  Projektivní rovina nad oktávami 
17:50 – 18:00   Jára V.:  P�ínos �eských matematik� v kinematické geometrii  
 
 
 

Sobota 25. 8. 2007  
 

Dopolední program 8:30–10:15 
8:30 –   9:00   Haví�ová B.:  Historický vývoj rovinné sinové a kosinové v�ty  
9:00 –   9:25   St�íteská H.:  Metoda nejmenších �tverc�  
9:30 – 10:15   Hykšová M.:  Geometrické pravd�podobnosti na  p�elomu 19. a 20. století 
 
Dopolední program 10:30–12:00 
10:30 – 11:00   Kalousová A.:  M. W. Crofton a geometrická  pravd�podobnost v 19. století 
11:00 – 12:00   Be�vá� J.:  Hermann Günther Grassmann a lineární algebra 
 

 
 

I. Sekce 
 

Odpolední program 14:00–15:30 
14:00 – 15:30   Kozánek J., Žitný K.: Carpe diem – O život� a díle Raymonda E. A. C.  Paleye 

 
Odpolední program 15:50–18:00 
15:50 – 16:20   Durnová H.:  Matematické stroje 
16:25 – 17:25   Hude�ek J.:  Výuka matematiky ve staré �ín�  
17:30 – 18:00   Pavlíková P.:  Josephus Flavius a jeden matematický problém 
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II. Sekce 
 
Odpolední program 14:00–15:30 
14:00 – 15:00   Šolcová A.:  Jan Šindel a matematika ukrytá v pražském orloji 
15:00 – 15:30   Pražák P.:  K historii v�ty o lokální existenci a jednozna�nosti �ešení  
                                           Cauchyovy úlohy             
 
Odpolední program 15:50–18:00 
15:50 – 16:30   Pecl J.: Konstrukce trojúhelník� analytickými výpo�ty  
16:40 – 17:25   Ulrychová E.: Historický vývoj a sou�asnost výuky matematiky na VŠE  
17:30 – 17:50   Jarošová M.: Fibonacciho polynomy popsané  E. Ch. Catalanem                                      
                                               a E. Jacobsthalem      
   
 
 

Ned�le 26. 8. 2007 
 
Dopolední program 8:30–10:00 
8:30 –   9:30   Slavík A.:  V�ta o implicitní funkci (historie a souvislosti)     
9:35 – 10:05   Tihla�íková M.:  Hyperbolická geometrie a gyrovektorové prostory 
 
Dopolední program 10:30–12:00 
10:30 – 11:15   Zolotarev I., Žitný K.:  Nedokon�ená symfonie  (o tragicky p�erušené  
                                                          spolupráci  N. Wienera a R. E. A. C. Paleye  v roce 1933) 
11:25 – 11:45   Kot�lek J.:  Feynman�v d�kaz Maxwellových rovnic 
11:45 – 12:00   Žá�ková P.:  Gauss a diferenciální geometrie  
 
 

 

Pond�lí 27. 8. 2007  
 
Dopolední program 8:30–10:20 
8:30 –  9:00    Di Paola B.:  On the formalization of a number theory problem by  pupils  
9:10 –   9:40   Pémová M., Sklenáriková Z.:  Pohlkeho veta a jej význam vo vyu�ování                                  
                                                                        matematiky 
9:50 – 10:20   Halas Z.: Tuhé úlohy aneb o diferenciálních rovnicích, které odolávaly  
                                       numerik�m  
 
Dopolední program 10:40–12:00 
10:40 – 11:10   Melcer M.:  Finan�ní matematika na m�š�anských školách v mezivále�ném  
                                             období  
11:20 – 12:00   Otavová M.:  Jan Caramuel z Lobkovic  
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Pond�lí 27. 8. 2007 
 
Odpolední program 14:00–15:30 
14:00 – 15:00   Saxl I.:  Matematika na p�elomu XVII. a XVIII. století  v korespondenci  
                                       Johanna Bernoulli a Pierra Varignona 
15:00 – 15:30   Špinková M.:  P�ítomná historie výuky pravd�podobnosti a statistiky 
 
Odpolední program 16:00–18:00 
16:00 – 17:00   Ilucová L.:  Od ihly k náhodným množinám 
17:00 – 18:00   Wi�sław W.:  Prace Eulera z algebry i teorii liczb  
 

 
 

Úterý 28. 8. 2007  
 
Dopolední program 8:30–10:30 
  8:30 –  9:15   Chocholová M.:  Wilhelm Matzka (1798–1891) a jeho práce z teorie  
                                                    determinant�   
  9:15 – 10:00   Trkovská D.:  Geometrické výsledky a reformní aktivity Felixe Kleina 
10:00 – 10:30   Olejní�ková J.:  Internetová podpora výuky deskriptivní  geometrie  
                                                    na MFF UK  
 
Dopolední program 11:00–12:10 
11:00 – 11:30   �erneková K.:  James Gregory (1638–1675)   
11:30 – 12:00   Jind�ich Š.:  Historie s�ítání �ad – po�íta�ová sumace 
12:00 – 12:10   Zakon�ení 
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HERMANN GÜNTHER GRASSMANN  
A 

LINEÁRNÍ ALGEBRA 

JIND�ICH BE�VÁ� 

1 Hermann Günther Grassmann  (1809–1877) 
 

* 15. 4. 1809  Št�tín  (Prusko, dnes Polsko), t�etí z 12 d�tí 
 
Otec:  Justus Günther Grassmann  (1779–1852), gymnaziální profesor, u�enec 
Matka:  Johanna Friederike Luise Medenwaldt  (1785–1841), dcera duchovního 
Rodina:  vztah ke vzd�lanosti, v�dám, um�ní, teologii 
Bratr Robert  (1815–1901), matematik, majitel tiskárny, vydavatel 
                                                 
Vzd�lání: 
 

	 matka – vzd�laná žena 
	 soukromá škola ve Št�tín� 
	 gymnázium ve Št�tín� – nejprve špatný prosp�ch, nakonec výborn� maturoval 
	 univerzita v Berlín� – 1827 až 1830 
– teologie, klasické jazyky, filozofie, literatura, žádná matematika ani fyzika 
– ovlivnil ho teolog a filozof F. D. E. Schleiermacher (1768–1834) 

 
B�h života: 
 

	 1830 – návrat do Št�tína 
– za�al se zajímat se o matematiku, fyziku, mineralogii a botaniku 
– usiloval pod vlivem otce o u�itelskou dráhu 
– studoval matematiku, p�ipravoval se na zkoušku u�itelské zp�sobilosti 

 

	 1831 – zkouška u�itelské zp�sobilosti v Berlín� 
– jeho domácí práce nem�ly dobrou úrove
 
– získal oprávn�ní k výuce pouze na nižší st�ední škole 
– doporu�ení: podrobit se další zkoušce a prokázat lepší znalosti 

 

	 1832 – asistentem u�itele na gymnáziu ve Št�tín� 
– za�al podrobn� promýšlet ideje vektorové algebry, které pozd�ji rozvinul ve své 

knize Die lineale Ausdehnungslehre (1844); v p�edmluv� popisuje jejich zrod  
 

	 1833 – zkouška z teologie (1. úrove
) 
– m�l se stát �lenem luteránského sboru ve Št�tín� a pastorem 

 

	 1834 až 1835 – u�itelem matematiky v Gewerbeschule v Berlín�  
– p�evzal místo po matematiku Jakobu Steinerovi (1796–1863), který se stal roku 

1834 profesorem berlínské univerzity 
– docházel na univerzitní p�ednášky z matematiky 
 

	 1836 – u�itelem matematiky na nov� založené škole ve Št�tín� (Otto-Schule) 
– u�il na nižším stupni školy matematiku, fyziku, n�m�inu, latinu a náboženství  
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	 1839 – zkouška z teologie (2. úrove
) 
– �lenem luteránského sboru ve Št�tín� 

 

	 1840 – druhá zkouška u�itelské zp�sobilosti v Berlín� 
– získal oprávn�ní u�it matematiku, fyziku, chemii, mineralogii na vyšší st�ední škole 
– pro zkoušku p�edložil práci o teorii p�ílivu a odlivu – Theorie der Ebbe und Flut; 

vyšel z klasických d�l: 
J. L. Lagrange (1736–1813):  Mécanique analytique  (1788, 2. vyd.: 1811–1815) 

                   P. S. de Laplace (1749–1827):  Traité de Mécanique céleste  (5 díl�: 1799–1825) 
– poznal, že je schopen aplikovat vektorové metody, které rozvinul již v roce 1832 
– studoval s bratrem Robertem Schleiermannovu Dialektiku (1839) 

 

	 1842 až 1843 – u�ebnice pro st�edoškolské studenty (n�které m�ly více vydání) 
– Grundriss der deutschen Sprachlehre, 1842 
– Leitfaden für den ersten Unterricht in der Lateinischen Sprache, 1843 
– Leitfaden für den ersten Unterricht in der Deutschen Sprache, 1843 (s Robertem) 

 

	 1844 – Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik.  Angl. p�ekl. 
  A new branch  of mathematics.  The Ausdehnungslehre  of 1844,  and other works.  
  Transl. Lloyd C. Kannenberg (*1924), Open Court Publishing, 1995, xvi+555 stran 

– práce nevzbudila pozornost, p�íliš abstraktní a filozofické pojetí 
 

	 1845 – Neue Theorie der Elektrodynamik 
 

	 1846 – Deutsches Lesebuch für Schüler von acht bis zwölf Jahren (s W. Langbeinem),    
    L. Oehmigke, Berlin, 394 stran, 7. vydání: R. Grassmann, Stettin, 1877, xii+420 stran 
 

	 1847 – Die  Geometrische  Analyse  geknüpft  an die von Leibniz  erfundene Geomet-       
       rische Charakteristik 
– �ešení geometrického problému, který p�edložil G. W. Leibniz (1646–1716), a to 

bez použití geometrických postup�  
– A. F. Möbius (1790–1868): návrh na cenu Fürstliche Jablonowki’schen Gesellschaft 

(cenu dostal 1. �ervence 1846) 
– Möbius však kritizoval zp�sob, jakým Grassmann vyložil své abstraktní ideje, poža-

doval intuitivní „há�ky“, na nichž by se dalo „zachytit, pochopit, pokra�ovat dál” 
 

	 1847 – u�itelem reformované školy Friedricha Wilhelma, Št�tín – titul Oberlehrer 
– cítil se nedocen�n; produkuje p�ece vysoce novátorskou matematiku a p�itom u�í na 

nižší st�ední škole 
– požádal ministra školství pruské vlády, aby byl zahrnut do seznamu kandidát� na 

uvoln�ná univerzitní místa 
– ministr se dotázal Kummera na Grassmannovu produkci a odbornost: ... mimo�ádn� 

dobrý materiál vyjád�ený v nedostate�né form� ... – konec nad�jí na univerzitní 
kariéru (matematik E. E. Kummer (1810–1893) byl jedním z recenzent� výše 
uvedené ocen�né práce) 

 

	 1847 – s
atek: Marie Therese Knappe (1824–1889), dcera statká�e 
– 11 d�tí, 7 dosáhlo dosp�lého v�ku 
– syn Hermann Ernst (1857–1922): získal doktorát na univerzit� v Halle-Wittenbergu   

za práci Anwendung der Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie (1893), roku       
1904 se stal mimo�ádným profesorem matematiky v Giessenu 

– synové: Justus (1851–1909) – �editel gymnázia ve Št�tín�, Ludolf (1861– ?) – léka� 
ve Št�tín�, Richard (1864– ?) – profesor techniky v Karlsruhe 
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	 1848 až 1849 – revolu�ní léta  
– pád francouzského krále Ludvíka Filipa (1773–1850), snahy o sjednocení N�mecka 
– Hermann a Robert vydávali politické �asopisy Deutsche Wochenschrift für Staat, 

Kirche und Volksleben, Norddeutsche Zeitung; podporovali sjednocení N�mecka, 
vytvo�ení konstitu�ní monarchie, publikovali �lánky o konstitu�ním zákonu 

– pozd�ji opustili své myšlenky, �asopis zanikl 
 

	 1852 – zem�el otec Justus Günter Grassmann 
– získal jeho místo na gymnáziu a titul �ádného st�edoškolského profesora 

 

	 padesátá léta – p�íklon ke starým jazyk�m 
– m�l pocit, že ztratil možnost získat slávu v matematice 
– obrátil se ke svým dalším zájm�m 
– zahájil detailní studium starých jazyk�, stal se uznávaným odborníkem na sanskrt 

 

	 1853 – Zur Theorie der Farbenmischung  
– barvy reprezentoval hmotnými body umíst�nými na kulové ploše (jejich poloha       

odpovídá barevnému odstínu a váha intenzit�), smíšená barva odpovídá t�žišti        
– spor s teorií H. L. F. von Helmholtze (1821–1894) – ten Grassmanna pochopil 
 

	 1854 – Übersicht der Akustik und der nieder Optik 
– využil svého perfektního sluchu a experiment� s generátorem nahrazujícím lidský 

hlas, poznal, že každý samohláskový zvuk vzniká z p�esn� definovaných tón� 
specificky charakterizovaných, studoval problémy kvality generátoru 

 

	 1854 – návrat k matematice 
– rozhodl se lépe propracovat svoji „teorii extenzí“ 
– domníval se, že nepochopení je dáno tím, že píše moderním jazykem a stylem 
 

	 1856 – pokladníkem št�tínské lóže svobodných zedná�� (zedná�em byl již od studií) 
 

	 1857 – �lenem vedení Pomersche Hauptverein für die Evangelisierung Chinas 
– spolek publikoval �asopis a p�íležitostn� vysílal misioná�e do �íny 
– pod Grassmannovým vedením se spolek roku 1873 spojil s Rheinische Missions-

Gesellschaft in Barmen 
 

	 1862 – Die Ausdehnungslehre. Vollständig und in strenger Form bearbeitet 
  Extension Theory.  Transl. Lloyd C. Kannenberg, AMS, LMS, 2000, xviii+411 stran    
  p�epracovaná verze, lepší a srozumiteln�jší výklad, matematické pojetí, formule 

– práce op�t nevzbudila zájem 
 

	 60. léta – odklon od odborné matematiky, p�íklon k jazyk�m, u�ebnice 
– studoval sanskrt, staroindické hymny Rig-Veda 
– tvrdil: komparativní lingvistika musí vyjít ze studia staroindických jazyk� 
– studium: gothic, stará pruština, stará perština, litevština, ruština, církevní slovanština 
– sepisoval práce o fonetice založené na historickém studiu jazyk�  
– Lehrbuch der Arithmetik f�r höhere Lehranstalten, Berlin, 1861, viii+221 stran 
– Lehrbuch der Trigonometrie f�r höhere Lehranstalten, Berlin, 1865, vii+115 stran 
 

	 1870 – Deutsche Pflanzennamen (s bratrem Robertem a švagrem Ch. Hessem) 
– rozhodl se p�edstavit n�mecká jména pro všechny rostliny rostoucí v n�mecky 

mluvících zemích, ukázat souvislosti s �e�inou a latinou, popsat vznik termín� 
– v��il v užite�nost této práce pro botaniky i lingvisty 
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	 1872 až 1875 – Wörterbuch zum Rig-Veda, Brockhaus, Leipzig, celkem 1776 stran 
– kompletní glosá�, základní a dodnes cen�né dílo 
– plánoval na tuto práci navázat obsáhlou gramatikou 
 

	 1876 až 1877 – Rig-Veda. Übersetzt und mit kritischen und erläuternden Anmerkun-   
    gen versehen, Brockhaus, Leipzig, viii+589, ii+524 stran 
– skv�lý p�eklad hymn�, jejich výklad, komentá�e, zachování metriky 
– tuto práci považoval za d�ležit�jší než podrobnou gramatiku 
– úsp�ch (neúsp�ch p�ekladu Alfreda Ludwiga (1832–1912) z let 1876 až 1888) 

 

	 1876 ocen�ní Grassmannových filologických prací 
– zvolen �lenem  American Oriental Society   
– obdržel �estný doktorát  Univerzity v Tübingen 

 

	 1876 až 1877 – návrat k matematice 
– p�íprava 2. vydání  Die lineale Ausdehnungslehre ein neuer Zweig ...  z roku 1844 
– 2. vydání vyšlo posmrtn�: Otto Wigand, Leipzig, 1878, xxxiv+301 stran 
 

† 26. 9. 1877  Št�tín  
 

	 Ocen�ní Grassmannova matematického p�ínosu p�ichází až koncem 19. století 
 

*   *   *   *   *  *   * 

2 Po�átky lineární algebry 
� lineární závislost veli�in                                       a = 	 b + � c +  ... 
 

      (veli�ina a se �íseln� odvodí z veli�in b, c s pomocí �ísel  	, �, ... ) 
      �ada tvrzení o lineárních kombinacích a lineární závislosti a nezávislosti 

 

� báze (jednotky)                                                     e1,  e2 ,  e3 ,  ... 
    

� vektory (extenzivní veli�iny)                     α 1 e1 + α 2 e2 + ...  =  �α r er  =  � α e 
 

� s�ítání a od�ítání vektor�                                 �α e ±  � β e  =  � (α ± β ) e 
 

� násobek vektoru �íslem                                            �α e � β  =  � (α β ) e 
 

� vlastnosti operací, lineární obal, Steinitzova v�ta o vým�n�, dimenze, sou�adnice 
 

� shrnutí: podán ná�rt definice a základních vlastností vektorového prostoru dimenze n 
 

� sou�in vektor� – distributivní                [ � α r er •  � β s es ]  =  � α r β s [er er] 
 

                                                          [ � α r er •  � β s es •  ... ]  =  � α r β s ... [er er  ...] 
 

� kokrétní požadavky vedou k r�zným typ�m sou�in� (vnit�ní – skalární, vn�jší, ...)  
      studium jejich vlastností 
 
� aplikace v geometrii: afinní a eukleidovská geometrie n-rozm�rného prostoru 

 
� nadstavba: teorie funkcí, diferenciální a integrální po�et 

12



 5 
 

3 Po�átky teorie hyperkomplexních �ísel  (teorie algeber) 
W. R. Hamilton (1843) – kvaterniony, J. T. Graves (1843) a A. Cayley (1845) – oktávy  
 

Grassmannova algebra  (vn�jší algebra) – H. G. Grassmann: Ausdehnungslehre 1844, 1862. 
 

� základní jednotky:          e1, ..., en 
 

� báze:                       1, e1, ..., en,  ...,  eiej, ...,  eiejek, ...,  e1e2...en 
 

� lineární kombinace:          a + � ai ei + � aij eiej + � aijk eiejek + ... + a12...n e1e2...en 
 

� s�ítání extenzivních �ísel – „po složkách” 
 

� násobení extenzivních �ísel – distributivní, navíc   ep
ep = 0,   ep
eq = – eq
ep      pro  p � q 
 

Asociativní algebra dimenze 2n, která má pro n > 0 netriv. d�litele nuly  (n = 1 – duální �ísla) 

 
Cliffordova algebra  – W. K. Clifford (1845–1879):  Applications of Grassmann’s extensive 
algebra,  American Journal of Mathematics 1(1878), 350–358. 
 

� modifikace pravidel pro násobení:                       ep
ep = –1,     ep
eq = – eq
ep      pro p � q 
 

Asociativní algebra dimenze 2n, která má pro n > 2 netriviální d�litele nuly    
( n = 1 – komplexní �ísla,  n = 2  – Hamiltonovy kvaterniony,  n > 2 – zobecn�ní kvaternion�) 
 

Další modifikace Grassmannovy, resp. Cliffordovy algebry:    ep
ep =  1       pro  p = 1, ..., k 
(n = k = 1 – dvojná �ísla)                                                             ep
ep =  –1     pro  p = k +1, ..., n 

4 Po�átky vícerozm�rné geometrie v 19. století 
� Arthur Cayley  (1821–1895): 

Chapters in the analytical geometry of (n) dimensions, Philosophical Magazin London, 1843. 
 

� Hermann G�nther Grassmann:  
Ausdehnungslehre, 1844, 1862, 1878. 
 

� William Rowan Hamilton (1805–1865):   
On quaternions, or On a new system of imaginaries in algebra, Phil. Mag. Lond. 1844–1850. 
Lectures on quaternions, Hodges and Smith, Dublin, 1853. 
Elements of quaternions, London, 1866, 2. vyd. 1899, 1901, repr. Chelsea, 1969; n�m. 1882. 
 

� Julius Plücker  (1801–1868): 
System der Geometrie des Raumes in neuer analytischer Behandlungsweise, Bonn, 1846. 
Neue Geometrie des Raumes gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumele-
ment I, II,  Teubner, Leipzig, 1868, 1869. 
 

� Ludwig Schläfli  (1814–1895): 
rukopis pro víde
skou akademii (1851) – Theorie der vielfachen Kontinuität, Basel, 1901. 
Reduction d’un intégrale multiple qui comprend l’arc du circle et l’aire du triangle sphérique 
comme cas particuliers, Journal de mathématiques pures et appliquées, 1855. 
On the multiple intégral ..., Quarterly Journal of pure and applied mathematics 1858–1860. 
 

� Bernhard Riemann  (1826–1866): 
Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, Habilitationsvortrag, 1854; 
Abhandlungen d.  kgl. Gesellschaft d. Wiss. Göttingen 13(1867), 133–152;  Werke, 272–287. 
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5 První ohlasy Grassmannových matematických prací 
� William Rowan Hamilton – 1850 
 

� Hermann Hankel (1839–1873): Theorie der complexen Zahlensysteme insbesondere 
der gemeinen imaginären Zahlen und der Hamiltonschen Quaternionen. Leipz.,1867. 

 

� Alfred Clebsch (1833–1872), 1869 – inspirováni: A. Brill, P. Gordan, O. Henrici,  
F. Klein, F. Lindemann, J. L�roth, M. Noether, V. Schlegel, E. Study, A. Vo�. 

 

� Victor Schlegel (1843–1905): System der Raumlehre nach den Principien der Grass-
mannschen Ausdehnungslehre und als Einleitung in dieselbe. 1. Theil: Geometrie. Die 
Gebiete des Punktes, der Geraden und der Ebene.  2. Theil: Die elemente der moder-
nen Geometrie und Algebra. Teubner, Leipzig, 1872, 1875. 

 

� Felix Klein (1849–1925): Vergleichende Betrachtungen �ber neuere geometrische 
Forschungen (tzv. Erlangenský program). A. Deichert, Erlangen, 1872. 

 

� Victor Schlegel: Hermann Grassmann: Sein Leben und seine Werke. Leipzig, 1878. 
 

� Hermann Grassmann. Sein Leben und seine mathematisch-physikalischen Arbeiten. 
Mathematische Annalen 14(1879), 1–45. 

 

� Giuseppe Peano (1858–1939): Calcolo geometrico secondo l'Ausdehnungslehre di 
H. Grassmann preceduto dalle operazioni della logica deduttiva. Bocca, Torino, 
x+170 str. Geometric Calculus. According to the Ausdehnungslehre of H. Grassmann. 
Birkhäuser, Boston, Basel, Berlin, 2000. Transl. Lloyd C. Kannenberg, xv+150 stran. 
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 PRO� U�IT MATEMATIKU 
ANEB 

JEDEN P�ÍKLAD Z POLITICKÉ HISTORIE  
 

MARTINA BE�VÁ�OVÁ 

1 Situace v Bulharsku 
Ve druhé polovin� 19. století na Balkánu doznívaly války s Tureckem. Teprve roku 1878 
na základ� výsledk� Berlínského kongresu získalo Rumunsko, �erná Hora a Srbsko 
nezávislost, v severozápadní �ásti dnešního Bulharska vzniklo nezávislé Bulharské 
knížectví, ale jihovýchodní �ást Bulharska, tzv. Východní Rumélie, z�stala pod tureckou 
správou a obdržela pouze statut zvláštní autonomní oblasti. Roku 1885 se ob� bulharské 
zem� spojily, ale nezávislost a mezinárodní uznání získalo Bulharsko až roku 1908.  

Do konce sedmdesátých let 19. století neexistovala žádná vyšší st�ední ani vysoká 
škola, na které by výuka probíhala v bulharštin�. Bulha�i mohli studovat na tureckých 
školách, v �eckých ortodoxních seminá�ích a klášterech. Movit�jší a nacionáln� zam��ení 
studenti odcházeli do zahrani�í (Rumunsko, Rusko, Rakousko, �echy). Teprve v 
osmdesátých letech, když se Bulharsko zbavilo turecké nadvlády, za�alo budovat vlastní 
st�ední i vysoké školství. 

Od po�átku sedmdesátých let 19. století p�icházela �ada bulharských student� za 
vyšším vzd�láním (odborným i všeobecným) do �ech, které již poskytovaly kvalitní a 
pom�rn� levnou výuku v �eském jazyce, jež byl Bulhar�m podstatn� bližší než 
rumunština �i n�m�ina. V �echách byla navíc siln� rozší�ena myšlenka „panslavismu“ a 
s ní související snaha pomoci utla�ovaným „bratr�m“ Slovan�m na Balkán�. Zásluhou 
n�kolika �eských vzd�lanc� vznikly v n�kolika m�stech (nap�. Tábor, Písek, Hradec 
Králové) v�tší komunity bulharských student�, které krom� studia udržovaly t�sné 
kontakty s rodícím se bulharským národn� osvobozeneckým hnutím v Rumunsku. Na 
studium bulharských p�átel vzpomínali ve svých pam�tech spisovatel Josef Hole�ek 
(1853–1929) a matematik Antonín Václav Šourek (1857–1926). Jedním ze student�, 
který prošel touto složitou cestou, byl Ivan Petrov Salabašev, bulharský matematik, 
finan�ník, politik a diplomat. 
 
2 Ivan Petrov Salabašev 

 
2.1 Studium v �echách 

 
Ivan Petrov Salabašev se narodil v Thrákii ve Staré Zago�e 
dne 7. ledna 1853 v rodin� bohatého kupce. Nejprve studoval  
ve svém rodišti na bulharské nižší škole, od roku 1870 do 
roku 1872 na gymnáziu v Tábo�e, od roku 1872 do roku 
1873 na gymnáziu v Praze. Již b�hem st�edoškolského studia 
projevoval hlubší zájem o matematiku a deskriptivní geomet-
rii. Traduje se, že jako student v Tábo�e objevil chybu 
v konstruk�ním postupu v �eské st�edoškolské u�ebnici des-
kriptivní geometrie. Po maturit� pokra�oval v letech 1873 až 
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1876 ve studiu na �eské  technice, docházel také na �eské p�ednášky na pražské 
univerzit�. Mezi jeho u�iteli byli Gabriel Blažek, Emil Weyr, Augustin Pánek, František 
Tilšer a František Josef Studni�ka. Na technice se I. P. Salabašev soust�edil p�edevším na 
matematiku. Své první výsledky p�edložil prost�ednictvím Emila Weyra dne 5. kv�tna 
1875 na zasedání Královské �eské Spole�nosti nauk. Jeho práce z kinematické geometrie 
byla otišt�na pod názvem O k�ivkách opsaných vrcholem pohybujícího se trojúhelníka 
(Zprávy se zasedání K�SN, 1875, str. 66–70). Jednalo se o první p�vodní práci 
bulharského matematika. V roce 1876 složil I. P. Salabašev státní zkoušku a opustil 
�echy. 
 
2.2 Politická a pedagogická kariéra mimo Bulharsko 
 
I. P. Salabašev již b�hem studia pracoval pro osvobození Bulharska od turecké nadvlády, 
udržoval kontakty s revolucioná�em Ljubenem Karavelovem (1834–1879). S pomocí 
�eských p�átel publikoval �lánky o bulharských politických a hospodá�ských problémech, 
kultu�e, jazyce, zvycích atd. Když roku 1876 vypukla srbsko-turecká válka, odešel do 
B�lehradu a jako dobrovolník vstoupil do srbské armády. Vydržel zde však jen jeden 
m�síc, nebo� byl roz�arován ze srbského nepo�ádku, špatného chování k dobrovolník�m, 
nelogického velení atd. Odešel na krátký �as do Rumunska, tehdejšího centra 
bulharských revolucioná��. Ve školním roce 1876/77 pobýval v Klosterneuburgu 
u Vídn�; v�noval se studiu matematiky a zdokonaloval si n�m�inu. Následující dva 
školní roky vyu�oval matematice na bulharské vyšší st�ední škole v Bolgradu v Besarábii 
(dnes Bolhrad na Ukrajin�). Proslul jako vášnivý u�itel a šachista, revolucioná� 
a talentovaný matematik. 

 
2.3 Politická kariéra v Bulharsku 
 
V lét� roku 1879 se I. P. Salabašev vrátil do Bulharska a stal se hlavním sekretá�em 
ministerstva školství Východní Rumélie. Pod jeho vedením byla zapo�ata transformace 
bulharských škol podle �eského vzoru. Na jeho pozvání p�išli do Bulharska od školního 
roku 1879/80 první st�edoškolští u�itelé z �ech, které osobn� poznal jako spolužáky 
a p�átele svých b�hem studií v Praze. Zahájil úzkou spolupráci s Konstantinem Jire�kem 
(1854–1918), který se stal sekretá�em a pozd�ji prvním ministrem školství Bulharského  
knížectví.  

Na podzim roku 1879 byl I. P. Salabašev zvolen poslancem Oblastního sn�mu 
Východní Rumélie za stranu 
��
������� ������. V šestadvaceti letech zahájil tém�� 
t�icetiletou politickou kariéru, byl nejmladším poslancem prvního sn�mu. Velkého 
úsp�chu dosáhl, když s pomocí matematiky vy�ešil problém zvolení první �ist� 
„bulharské“ vlády. 
 
Jak vybrat z 56 poslanc�  deseti�lennou vládu složenou jen z Bulhar�, je-li 30 poslanc� 
bulharských, 17 tureckých a 9 �eckých. Každý poslanec má právo vybrat práv� 
6 kandidát�. Zvoleno bude deset kandidát� s nejv�tším po�tem hlas�. Všechny koalice 
jsou možné. 
 
Díky tomuto úsp�chu byla ocen�na role matematiky v b�žném i politickém život�, 
posílena a rozší�ena její výuka na bulharských elementárních i st�edních školách. 

Roku 1880 I. P. Salabašev kolem sebe soust�edil poslance a mladé vzd�lance a založil 
�ist� bulharskou politickou stranu ����������
������� ������, které se poda�ilo 
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prosadit mírové odd�lení Východní Rumélie od Turecka a vytvo�ení jednotného 
Bulharska.  

Politická kariéra I. P. Salabaševa se vyvíjela velmi slibn�. V letech 1882 až 1884 byl 
ministrem vlády Východní Rumélie. Na konci léta 1884 však na sv�j post rezignoval, 
nebo� byl znechucen bulharskou politikou, pleticha�ením, úplatností a prodejností 
politik�, politických stran i ú�edník�. Odešel do nevelkého m�sta Kazanlak a v�noval se 
obchodu s proslaveným r�žovým olejem. Když se politická situace zm�nila a bulharským 
premiérem se stal Stefan Stambolov (1854–1895), I. P. Salabašev se vrátil do aktivního 
politického života. V letech 1888 až 1890 byl ministrem financí, v letech 1891 až 1893 
ministrem spravedlnosti a v letech 1892 až 1894 op�t ministrem financí. Sou�asn� byl 
v letech 1890–1893, 1893–1894, 1901 a 1903–1908 poslancem bulharského národního 
shromážd�ní.  B�hem této doby se pod jeho vedením poda�ilo prosadit a dokon�it stavbu 
železnice Jambor – Burgas a železnice Sofie – Perník, zahájit stavbu železnice Šumen – 
Kaspi�an a železnice Sofie – Roman, za�ít projek�ní práce na trati Belovo (dnes 
Blagoevgrad) – Plovdiv – Stara Zagora – Nova Zagora – Jambor. Tak byl položen základ 
k rozvoji dopravy v Bulharsku. K dalším úsp�ch�m jeho vlády pat�ila ražba prvních 
novodobých zlatých bulharských mincí. Jako ministr spravedlnosti se zasloužil 
o zavedení nového bulharského právní systému a zákoníku, které byly sepsány 
v evropském duchu. Prosazoval logiku zákon� a paragraf�. Usiloval o matematickou 
p�esnost, stru�nost a jasnost jejich jednotlivých pasáží. Po pádu vlády a zavražd�ní 
premiéra S. Stambolova I. P. Salabašev politiku na �as op�t opustil. Teprve roku 1903 
vstoupil do nov� založené strany �
��������
����� ������. Když se premiérem 
vlády stal Alexandr Malinov (1867–1938), I. P. Salabašev nastoupil op�t do funkce 
ministra financí a vykonával ji v letech 1908 až 1910. Roku 1910 byl jmenován 
bulharským velvyslancem ve Vídni. V diplomatických službách p�sobil až do roku 1914, 
podílel se p�edevším na �ešení d�sledk� balkánských válek o turecké d�dictví.  
 
 
2.4 Nepolitická kariéra v Bulharsku 
 
V roce 1880 se I. P. Salabašev ve své zemi proslavil p�ekladem románu J. Vernea Cesta 
kolem sv�ta za osmdesát dní (francouzsky vyšel roku 1873 pod názvem Le tour du monde 
on quatre-vingts jours). V následujícím roce byl jedním ze zakladatel� Nau�no-knižovno 
družestvo (�ást pozd�jší Bulharská akademie v�d), p�i jeho vzniku se stal dopisujícím 
�lenem (1881) a o t�i roku pozd�ji �lenem  �ádným.  

Roku 1881 spolu s p�áteli, básníky a revolucioná�i, I. Vazovem (1850–1921), 
K. Veli�kovem (1855–1907) a S. Bob�evem (1853–1940) založil �asopis Nauka. 
Redigoval jej v letech 1881 až 1885, od dubna 1881 v n�m publikoval �lánky o významu 
matematiky, o její výuce, o po�ítání se zlomky, procenty apod. Na konci roku 1881 
otev�el zábavn� vzd�lávací rubriku p�íklad� Zadavky, která uve�ej
ovala obtížné sout�žní 
úlohy. 

Roku 1894 byl I. P. Salabašev op�t znechucen politickými t�enicemi a vrátil 
k matematice. Za�al psát sout�žní úlohy pro nový vzd�lávací �asopis Svetlina. Sou�asn� 
se snažil svými finan�ními prost�edky a politickým vlivem podporovat vzd�lávání 
a v�deckou práci. Snad práv� proto, když bylo dne 2. února 1898 založeno Fizikáln�-
matematické družestvo v Sofii, byl jmenován jeho prvním p�edsedou a �estným �lenem. 
Tomuto prvnímu odbornému bulharskému spolku v�noval obrovský finan�ní dar na 
podporu všech aktivit a p�edevším na vydávání odborného �asopisu Spisanie. Jeho jméno 
dnes nese bulharská matematická sout�ž.  
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Roku 1922 vznikl Sofijský šachový klub. Jeho prvním p�edsedou byl jmenován 
I. P. Salabašev, který po celý život, i jako ministr, chodil pravideln� hrát šachy do Union 
klubu v Sofii a všemožn� v Bulharsku šachy propagoval. 

Zem�el v Sofii dne 14. �ervna 1924. 
 
 
3 Záv�re�ná poznámka 

 
Bulharští studenti, kte�í získali vzd�lání v �echách, �áste�n� p�enesli náš vzd�lávací 
systém a další aktivity do rodícího se bulharského státu. �eští matematici se tak p�ímo 
i nep�ímo podíleli  na rozvoji bulharské národní vzd�lanosti a v�dy ve druhé polovin� 
19. století ve Východní Rumélii, Bulharském knížectví a pozd�ji i ve sjednoceném 
Bulharsku. 
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JAMES GREGORY (1638–1675) 

KRISTA �ERNEKOVÁ 

1 James Gregory 
James Gregory bol vynikajúci, originálne mysliaci škótsky matematik a prírodný vedec 
17. storo�ia. Vyštudoval univerzitu v Aberdeen, kde v roku 1657 získal titul M.A. Po 
škole sa venoval astrológii a optike – v roku 1663 prichádza do Londýna, aby vydal svoju 
knihu Optica promota. Jeho �alšie kroky smerovali na kontinent. Cestu za�al v Paríži, 
kde chcel osobne prediskutova� svoj spis o optike s predným vedcom svojej doby 
Christiaanom Huygensom, ktorého však nezastihol na mieste. �alších pä� rokov 
pravdepodobne strávil v severnom Taliansku na univerzite v Padui v spolupráci so 
Stephanom degli Angelom. Pracoval na spise Exercitationes geometricae a vydal �alšie 
dve knihy – Vera circuli et hyperbolae quadratura (1667) a Geometriae Pars Universalis 
(1668). V roku 1668 sa Gregory objavuje v Londýne, kde sa zastavil na svojej ceste spä� 
do Škótska. Predstupuje pred Krá�ovskú spolo�nos� ako uznávaný matematik. Gregory 
predkladá Spolo�nosti nieko�ko vyriešených problémov a spolupracuje s niektorými jej 
�lenmi. Jeho dobré vz�ahy so Spolo�nos�ou však narušuje spor, ktorý prebieha medzi 
ním a Huygensom. Nakoniec James Gregory odchádza z Londýna do Škótska, aby prijal 
miesto profesora matematiky na univerzite St. Andrews. 

Po �ase obnovuje styky s Londýnom prostredníctvom listov s Johnom Collinsom. 
Nezávisle na Newtonovi rozvýja teóriu nekone�ných radov. Vzh�adom k tomu, že 
Krá�ovská spolo�nos� mala záujem obhajova� Newtonovo prvenstvo aj v tomto smere, 
Gregorymu sa nepodarilo vyda� jeho spis, pretože Newton ešte nepublikoval svoju verziu 
teórie.  

Po nejasných nezhodách na univerzite v St. Andrews odchádza James Gregory v roku 
1674 prednáša� na univerzitu v Edinburgu. Na jese� 1675 však po náhlom oslepnutí, 
spôsobenom pravdepodobne nádchou, zomiera. 

 

2 Spor Ch. Huygensa s J. Gregorym 

V druhej �asti príspevku by som sa rada bližšie venovala spomenutému sporu Jamesa 
Gregoryho s Christiaanom Huygensom. Spor primárne vznikol Huygensovou zdrvujúcou 
recenziou na Gregoryho spis Vera circuli et hyperbolae quadratura, ktorý obsahoval úvahovú 
chybu. Tento spor negatívne pôsobil aj na �alšie Gregoryho vz�ahy vrámci anglickej 
matematickej komunity a jeho dobrovo�ný vedecký „exil“ v Škótsku.  

 

3 Gregoryho matematické výsledky 

V poslednej �asti rozoberiem niektoré z matematických výsledkov Jamesa Gregoryho 
týkajúce sa vz�ahov medzi doty�nicami ku krivkám a plochami pod krivkami. Porovnáme ich 
so sú�asnými výsledkami Isaaca Newtona a pokúsime sa odhadnú� nako�ko mohli prispie� 
k modernemu formovaniu teórie matematickej analýzy.  

 

19



 
 

 2 
 

Literatúra 

[1] Edwards C. H.: The Historical Development of the Calculus. Springer, 1979. 

[2] Malet A.: Studies on James Gregorie (1638–1675). Princeton University, 1989. 

[3] Turnbull H. W., Bushnell G. H. (eds.): University of St Andrews James Gregory 
Tercentenary. St Andrews, 1939. 

Adresa 

Krista �erneková 
KDM MFF UK  
Sokolovská 83  
186 75 Praha 8 
e-mail: cernek@karlin.mff.cuni.cz 
 

20



 1 

ON THE FORMALIZATION OF A NUMBER THEORY 
PROBLEM BY PUPILS 

 
BENEDETTO DI PAOLA1  

1  Introduction 

This paper concerns with a didactic research about the skilfulness of formalization by pupils 
facing a given mathematical problem having a historical background, namely the 
determination of all the prime numbers which are sums of two squares.  

The first formulation of the theorem was expressed by Pierre de Fermat (1601–1665) in 
a letter to Merin Mersenne (1588–1648) on 25 December 1640 in which we read: “Tout 
nombre premier, qui sourpasse de l’unité un multiple du quaternaire, est une seul fois la 
somme de deux quarrés, et une seule fois l’hypoténuse d’un triangle rectangle.” 

Fermat wrote again on the same subject to Frénicle de Bessy (1605–1675) on 15 June 
1641: “La proposition fondamentale des triangles rectangles est que tout nombre premier, qui 
sourpassede l’unité un multiple de 4, est composé de deux quarrés.” 

In his Observations sur Diophante (edited by his son Samuel in 1670) Fermat supplied 
a method to determine how many times a given number is the sum of two squares and, hence, 
the hypotenuse of a Pythagorean triangle. In the same observation we read of a procedure for 
finding a number that is obtained by adding two squares in an arbitrary number of ways. 
Therefore, the inspiration to study the sum of two squares is related to the Pythagorean 
triangles. 

After Fermat’s formulation, the first demonstration of the theorem was given by Leonhard 
Euler (1707–1783) who spent several years of work to gain a satisfactory proof of that 
assertion. Another demonstration of the theorem was given by Carl Friedrich Gauss (1777–
1855) in his Disquisitiones Arithmeticae (1801) by the theory of binary quadratic forms2. 

The theme of the present research arose in an informal manner during a lesson about the 
Pythagorean theorem and its converse. First, the consideration of the Pythagorean relation 
gave the teacher an opportunity to ask pupils to try to determine the triples of natural numbers 
a, b and c such that a2 + b2 = c2, i.e. so called pythagorean triples. On the other hand, the 
simple observation of some examples of triples such as 52 = 32 + 42 or 132 = 52 + 122 has led 
the teacher to a question whether the same relation can hold for prime numbers too, namely, 
whether a prime number can be written as a sum of two squares? For example, 5 and 13 are 
sums of two squares, since 

5 = 12 + 22,   13 = 22 + 32, 

while 3 and 19 cannot be written as a sum of two squares, since, for example, one can check, 
for 19, that none of the differences 

19 – 12 = 18, 19 – 22 = 15,  19 – 32 = 10, or 19 – 42 = 3 

is a square. 
This question, apparently simple, greatly interested the pupils, therefore the teacher posed 

a general question: to find the algebraic form of all prime numbers which can be written as 
a sum of two squares. He wanted to falsify or to validate a basic hypothesis regarding the fact 
that pupils are not generally able to formalize a number theory problem. 

                                                 
1 Collaborators: G. Manno, A. Scimone, C. Sortino, F. Spagnolo. G.R.I.M. (Research group for the learning of 
Mathematics), Department of Mathematics of the University of Palermo (Sicily), 34 Archirafi Street 90123. 
2 For an extensive history of the demonstrative methods of the theorem see Bussotti [2000]. 
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In order to quantify pupils’s answers to the question, the research was carried out by using 
two a-priori analyses about the possible behaviours of pupils. The first a-priori analysis 
labelled pupils’s behaviours on the basis of the binary logic, while the second one labelled 
pupils’s behaviours on the basis of fuzzy logic.  

The data were processed by the software CHIC in both cases and the results were really 
different, because, while the first a-priori analysis validated the original hypothesis, the 
second one falsified it, showing that it requires a great wariness from the teacher before 
formulating any judgement about the skilfulness of a pupil. 

The paper is an attempt to apply the new epistemological perspective of Regis Gras3 in 
a didactic context, because the fuzzy implication is suitable to interpret the results of the 
investigation. 

2 The experiment 

The experiment was carried out at three different public High Schools in Palermo: “Galileo 
Galilei”(Scientific High School), “Finocchiaro Aprile” (Psycho-social Pedagogic High 
School) and “ITC Medi” (Technical Commercial High School). 

The choice of these three schools is owed to the fact that different typologies of students 
give a greater significance to the results regarding the passage from the arithmetic thought to 
the algebraic one.  

The classes involved were a first, a second and a third class of the mentioned three High 
School (14-16 years old). The range of the age of the students was chosen for to investigate, 
in a largest possible way, the different behaviour and verbalization of the pupils. Everyone 
was able to understand the language by which the text of the problem was expressed. 

As shows the followed methodology, the questionnaire was distributed at the same time to 
three different classes, with a table of the first 500 prime numbers and a table of the first 500 
squares. The time available to the students was 120 minutes.  

3 The a-priori analyses of pupils’s behaviours 

 
Classic analysis Fuzzy analysis 

- errors in understanding the text; 
S0:He/she does not understand the problem 

- calculations with prime number 2; 
- he/she goes on by random attempts; 
- he/she calculates only the first “10” cases;  S1:He/she goes on by trial and error                         
- he/she goes on in a methodical manner; 

- he/she does calculate by using both with compound and 
prime numbers; 

- he/she does calculate the differences between squares at 
random; 

S2:He/she goes on by arithmetic calculations 

- he/she does calculate differences between subsequent 
squares;  

Approaching to the use of variable, she/she does consider 
some large prime numbers as generalization even if he/she 
doesn't arrive to a general formalization; 

S3:He/she generalizes without using algebra formally (he/she  
does characterize only some relations among calculations 

approaching to the use of variables, without distinguishing  the 
different role between a parameter and a variable) 

 Approaching to the use of variable, he/she doesn't 
consider some large prime numbers, he/she only use the 
"first" case. He/she doesn't arrive to a general 
formalization; 

                                                 
3 Gras R., Spagnolo F. (2004). 
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- he/she writes some algebraic forms with a parameter; 

- he/she puts the parameter erroneously in the form; 
- he/she does not attribute right values to the parameter; 

S4:He/she generalizes by using algebra (he/she does point out 
the role of the parameter) 

- he/she performs right calculations with the parameter; 

he/she answer "Yes" after few attempts; 
S5:He /she answer "yes" 

he/she answer "Yes" after a lot of attempts; 

he/she answer "No" after few attempts; 
S6:He /she answer "no" 

he/she answer "No" after a lot of attempts; 

4 Analysis of data: the different evaluation from the point of view of the 
binary logic and the fuzzy one 

5  Appendix: the text for the experiment 

Look at these examples: 

22

22

22

4117

3213

215

+=

+=

+=

 

As you know 5, 13 and 17 are prime numbers. According to you, is it possible to write all 
other prime numbers (except 2) in such a way too? Are you able to find a rule? Let motivate 
your answer. 
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MATEMATICKÉ STROJE 

HELENA DURNOVÁ 

1 Úvod 
Matematický stroj definuje Ji	í Klír ve své knize [4] jako „stroj, který mechanizuje 
duševní práci“. Není p	ekvapivé, že pod tímto vznešeným názvem se neskrývá nic jiného 
než dnes tém
	 všudyp	ítomný po�íta�. Do dnešní doby p	ežily spíše „stroje na 
zpracování informací“, což bylo v �eskoslovensku na po�átku 60. let 20. století 
považováno tém
	 za synonymum pojmu „matematické stroje“. Do historie 
�eskoslovenských po�íta�� neodmysliteln
 pat	í dva pojmy: Antonín Svoboda a VÚMS 
(Výzkumný ústav matematických stroj�). 

2 Antonín Svoboda (1907–1980) 
byl �eským pr�kopníkem v oboru samo�inných po�íta��. Jeho životní osudy by vydaly 
na dobrodružný román, jeho vliv na další generace v
dc� v oboru je nezanedbatelný.  

Svoboda v roce 1931 úsp
šn
 ukon�il studium strojního inženýrství a elektro-
inženýrství na �VUT, avšak ješt
 p	ed dokon�ením tohoto studia za�al studovat fyziku 
na Universit
 Karlov
. B
hem základní vojenské služby pracoval na vývoji zam
	ova�e 
pro nep	átelská letadla, a proto musel v roce 1939 opustit �eskoslovensko. 

B
hem 2. sv
tové války sbíral Svoboda zkušenosti v zahrani�í, kde získal uznání mezi 
takovými velikány oboru samo�inných po�íta�� jako byli nap	. Vannevar Bush �i Claude 
Elwood Shannon. Je také autorem jedné z prvních knih o po�íta�ích, Computing 
Mechanisms and Linkages (1948). 

Po 2. sv
tové válce se Svoboda cht
l vrátit do Prahy, ale byly mu kladeny všemožné 
p	ekážky. P	esto Svoboda za�al p	ednášet o matematických strojích na �VUT. V roce 
1950 byla p	i �eskoslovenské akademii v
d založena Laborato	 matematických stroj�, 
která byla díky své velikosti v roce 1955 p	ejmenována na Ústav matematických stroj�. 

V roce 1957 byl uveden do provozu první �eskoslovenský SAmo�inný PO�íta� – 
SAPO. Pod Svobodovým vedením byly dále vyvíjeny nap	. po�íta�e EPOS 1 a 2 – 
Elektronkový po�íta� st	ední, avšak vzhledem k tlak�m vyvíjeným na jeho osobu se 
Svoboda rozhodl v roce 1964 emigrovat. Do konce života pak p�sobil v USA. 

3 VÚMS 
Výzkumný ústav matematických stroj� vznikl p	evedením Ústavu matematických stroj� 
z p�dy akademické na p�du pr�myslovou: v roce 1958 se VÚMS stal sou�ástí 
ministerstva strojního inženýrství. Svoboda de facto nikdy ne	ídil VÚMS, nebo� krátce 
po p	evedení byl své funkce 	editele zbaven. 

P	echodem VÚMS z p�dy akademické na p�du pr�myslovou se cesta od návrhu 
po�íta�e k sériové výrob
 výrazn
 zkrátila. Po emigraci Antonína Svobody v roce 1964 
se však postupn
 také vytrácely originální návrhy po�íta��. 

V 70. letech 20. století se VÚMS zabýval vývojem po�íta�� JSEP (Jednotného 
systému elektronických po�íta��), které byly kopiemi po�íta�� IBM 	ady 360 a 370. 
VÚMS si p	esto zachoval svou jedine�nost, kterou do práce ústavu pravd
podobn
 vnesl 
práv
 Antonín Svoboda. 
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TUHÉ ÚLOHY ANEB O DIFERENCIÁLNÍCH 
ROVNICÍCH, KTERÉ ODOLÁVALY 

NUMERIK�M 

ZDEN�K HALAS 

1 Historický úvod 
První, kdo hledal p	ibližná 	ešení diferenciálních rovnic numericky, byl Newton ve svých 
Principiích. Konvergenci Eulerovy metody dokazuje Cauchy r. 1824. První zmínku 
o mnohokrokových metodách nacházíme v dopise J. C. Adamse psaném F. Bashforthovi 
z roku 1855. Adams-Bashfortovy a Adams-Moultonovy formule odvodil Adams v �lánku [3]. 
Po�átky Runge-Kutta metod lze nalézt v [4] až [6].  

2 Stiff úlohy 

2.1 Po�átky stiff úloh 

Termín „stiff equations“ za�ali razit Charles F. Curtiss a Joseph Oakland Hirschfelder ve 
svém �lánku [1] z roku 1952. Zde své praktické zkušenosti komentují slovy: P�i studiu 
chemické kinetiky, teorie elektrických obvod� a problém� navád�ní raket se objevují typy 
diferenciálních rovnic, které je mimo�ádn� obtížné �ešit b�žnými numerickými metodami.  

Stiff úlohy jsou charakteristické tím, že na n
 nelze použít explicitní metody. Výskyt 
takovýchto problém� komentoval G. Dahlquist slovy: „…Kolem roku 1960 se v�ci úpln� 
zm�nily a každý si za�al být v�dom toho, že sv�t je plný stiff úloh.“  

2.2 Co to jsou stiff úlohy 

Tuhost je komplexní záležitost. Podstatou je, že krok, který by vedl k požadované p	esnosti je 
t	eba velice zmenšovat, aby bylo možno rovnici numericky vy	ešit. Základní p	í�inou 
takového zmenšování je pot	eba stabilizovat proces numerického 	ešení a zajistit odpovídající 
rychlost konvergence p	i vyhodnocování implicitní formule prostou iterací. V klasickém 
p	ípad
 takové d�vody nejsou p	í�inou dramatického zmenšování kroku a �lov
k na n
 
zkrátka zapomene, což má za následek, že se diví, když úlohu s málo se m
nícím 	ešením 
nelze numericky 	ešit s velkým krokem… Klasickým p	íkladem stiff úlohy je Van der Polova 
rovnice y’’ + � (y2 – 1) y’+ y = 0, y(0) = 2, y’(0) = 0.  

Pojem stiff úloha lze snadno vyložit na po�áte�ním problému y’ = � 50 (y – cos x), y(0)=0. 
Jeho 	ešení a sm
rové pole jsou:  

    
Jedná se o význa�ný typ stiff úloh, jímž jsou rovnice, jejichž 	ešení se skládá ze dvou 

�ástí. První �ást velmi rychle „vyho	í“ (transient solution) a druhá �ást je stálá (permanent 
solution). Transient solution vyvíjí soustavný tlak na krok – pokud by se krok pat	i�n
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nehlídal, tak by se tato již „vyho	elá“ �ást 	ešení mohla op
t „aktivovat“. Obecn
ji lze tento 
typ vyjád	it rovnicí y’ = Ay + 
(x). Ta má 	ešení ve tvaru y(x) = � ki e

�i x ci + �(x), na kterém 
m�žeme dob	e pozorovat strukturu transient solution + permanent solution.  

Curtiss a Hirschfelder hledali hladká 	ešení rovnic, jejichž jakobiány mají velmi velká 
vlastní �ísla. (Což není p	esn
 to, co dnes ozna�ujeme jako stiff úlohy.) Používali BDF 
(backward differentiation formula), která je založena na numerickém derivování, p	i�emž se 
vyjde z interpola�ního polynomu.  
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HISTORICKÝ VÝVOJ  
ROVINNÉ SINOVÉ A KOSINOVÉ V	TY 

BARBORA HAVÍ�OVÁ 

1 Úvod 
Vývoj sinové a kosinové v
ty byl v historii nejvíce ovlivn
n zp�sobem zápisu 
a chápáním goniometrických funkcí. Nejprve byly goniometrické funkce chápány pouze 
jako délky úse�ek, teprve Euler (1707–1783) s nimi pracoval jako s funkcemi. 

Trigonometrie byla od po�átku pom�ckou pro 	ešení praktických úkol� v astronomii, 
mo	eplavectví apod. Teprve v arabských dílech se trigonometrie objevuje jako 
samostatná oblast matematiky. 

Na po�átku, v dob
 Ptolemaia, byla místo sinu používána délka t
tivy. V našem pojetí 
se vlastn
 jedná o dvojnásobek sinu polovi�ního úhlu. Indové již používali polovinu 
t
tivy, v dnešní terminologii tedy sinus, a také za�ali používat dnešní kosinus, Arabové 
p	idali další goniometrické funkce. Dnešní termín sinus se objevil p	i p	ekladu 
z arabštiny do latiny ve 12. století a kosinus ješt
 o n
kolik století pozd
ji. 

2 Sinová v�ta 

2.1 
ekové 

�ekové p	i 	ešení obecného trojúhelníka �asto používali rozd
lení na dva pravoúhlé 
pomocí výšky. Tento postup byl používán i pozd
ji v dílech, která již sinovou v
tu 
obsahují. 

2.2 Nasír ad-Dín Túsí (1201–1274) 

Nasír ad-Dín Túsí sestavil sinovou v
tu pomocí délek t
tiv i pomocí sin� v podob
, ve 
které se používá dnes. Tím byla poprvé explicitn
 formulována sinová v
ta. 

2.3 Levi ben Gerson (Gersonides, 1288–1344) 

Gersonides 	ešil úkol ur�it ze znalosti délek dvou stran a velikosti úhlu proti jedné z nich 
velikosti ostatních vnit	ních úhl� a délku zbývající strany. Zkonstruoval kružnici opsanou 
trojúhelníku a používal délky t
tiv. Velmi dob	e znal souvislost mezi délkou t
tivy 
a sinem, mohl proto formulovat sinovou v
tu. Ve svém díle uvedl, že ze znalosti velikosti 
vnit	ních úhl� v trojúhelníku a délky jedné strany mohou být ihned ur�eny strany 
zbývající. Jedná se o nejstarší známé p	esné vyslovení a dokázání sinové v
ty 
v západoevropské literatu	e. 

2.4  Johannes Müller von Königsberg (Regiomontanus, 1436–1476) 

Regiomontanus znal dílo Gersonida, mohl tedy na n
j navázat. Ve své knize precizn
 
vyslovuje a dokazuje sinovou v
tu. Využívá ji k 	ešení r�zných i netriviálních úloh. 

2.5 François Viète (1540–1603) 

Viète za�íná své pojednání o nepravoúhlém trojúhelníku vyslovením sinové v
ty ve 
form
 cCbBaA :sin:sin:sin ==  
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3 Kosinová v�ta 

3.1 Klaudios Ptolemaios (asi 85–165) 

Ptolemaios 	eší úlohu ur�it vnit	ní úhel v trojúhelníku ze znalosti délek t	í stran 
postupem, z n
hož se pozd
ji vyvinula kosinová v
ta.  

Ozna�íme-li D patu výšky na stranu a trojúhelníka ABC, ur�uje Ptolemaios nejprve 
rozdíl úsek�  

a

cb
DBCD

22 −
=−  

a ze znalosti aDBCD =+  p	ímo délky uvedených úsek�. Nyní pomocí Pythagorovy 

v
ty v pravoúhlých trojúhelnících CDA a DBA ur�í velikost |AD| a z tabulek délek t
tiv 
velikosti vnit	ních úhl� u vrchol� B a C. 

Obdobný postup d
lení trojúhelníka na dva pravoúhlé byl používán �asto 
i v pozd
jších dobách. 

3.2 François Viète (1540–1603) 

Viète ve svém díle p	edstavil kosinovou v
tu ve form
 (p	epsané dnešním zp�sobem) 
Aacbbc cos:1)(:2 222 =−+  
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O EULEROV	 KONSTANT	 γ  

JAN HOUSKA 

Spolu s lépe známými blízkými p�íbuznými � a e náleží �íslo 	 mezi nejd�ležit�jší konstanty v matematice, Euler 
považoval tuto konstantu za „hodnou vážné úvahy“. Sám jí v�noval až p�íliš velkou pozornost, z�ásti doufaje, 
že ji ur�í pomocí jiné známé konstanty nebo funkce. (Julian Havil [1, 51–52]) 

1 Basilejský problém a objev konstanty γ  

Basilejský problém jako „pohroma analýzy“ 17. století. „Jestliže n
kdo nalezne a sd
lí 
nám, co dosud unikalo našemu úsilí, velká bude naše vd
�nost“, Jacob Bernoulli 1689. 

Elegantní 	ešení L. Eulera  pro sudá n (30. léta 18. století), sou�et 	ady 
2

1

1

kk
�
∞

=

 „obsahuje 

kvadraturu kruhu“. Pravd
podobnostní interpretace tohoto sou�tu. Otázka 	ešitelnosti 
basilejského problému pro lichá n. Souvislost objevu Eulerovy konstanty (1735) a 
basilejského problému. Basilejský problém jako zárodek �-funkce (Riemannovy) 

( ) �
∞

=
=

1

1

k sk
sς . Euler ozna�oval svou konstantu písmenem C (V. Jarník), O nebo A, 

pozd
ji bylo užito písmeno 	 (Mascheroni). Podobn
 jako � nebo e vyskytuje se Eulerova 
konstanta v ne�ekaných souvislostech. 

2 Další výpo�ty Eulerovy konstanty 

Euler po�ítal �íslo 	 více zp�soby, nap	. užitím Eulerovy-Maclaurinovy suma�ní formule 
vypo�ítal �íslo 	 na 16 desetinných míst 

...8532901664215577,0=γ  

Výpo�tem Eulerovy konstanty se zabýval Lorenzo Mascheroni (1790), vypo�ítal ji na 
pozoruhodných 32 míst (odtud též název Eulerova-Mascheroniho konstanta). O n
kolik 
let pozd
ji po�ítal tuto konstantu Johann Georg von Soldner 1809, užil logaritmický 
integrál, jeho výsledek se lišil na 20. míst
. Z iniciativy C. F. Gausse vypo�etl � F. G. B. 
Nicolai (1812), který ur�il � na 40 desetinných míst a zjistil souhlas s výsledkem 
Soldnerovým. Pomocí po�íta�ové techniky bylo �íslo 	 ur�eno ješt
 p	esn
ji – Donald 
Knuth 1962 na 250 desetinných míst, Thomas Papanikolaou 1997 na milion desetinných 
míst a P. Demichel a X. Gourdon 1999 na 108 milion� desetinných míst. James Glaisher 
(1848-1928): „Nepochybn� p�ání získat hodnoty t�chto veli�in na velký po�et cifer je 
�áste�n� dlužno faktu, že tato �ísla jsou zajímavá sama o sob�; �ísla e, �, 	, ln 2 a mnohé 
jiné numerické hodnoty zaujímají zvláštní až tajemné postavení v matematice, takže 
existuje p�irozená tendence ud�lat vše pro jejich co nejp�esn�jší ur�ení.“ 

3 Eulerova konstanta a neelementární funkce  

Význam konstanty 	 v asymptotických rozvojích, n
k

n

k

ln
1

1

+≈�
=

γ . Výskyt �ísla 	 

v rozvojích �asto užívaných neelementárních funkcí. Logaritmický integrál 
(hyperlogaritmus) li(x) a Soldnerovo dílo Teorie nové transcendentní funkce (1809). 
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Mocninný rozvoj pro kosinový integrál Ci (integrálkosinus). Funkce integrálsinus Si a 
exponenciální integrál Ei a jejich význam. Hyperbolické integrální funkce. Besselovy 
funkce 2. druhu. Konstanta 	 souvisí se známou neelementární funkcí Γ  – Eulerovým 

integrálem 2. druhu. Derivace funkce � v bod
 1, ( ) −=Γ 1´ 	.  Eulerova konstanta a 

další d�ležité rozvoje funkce Γ . Existuje mnoho jiných zajímavých vztah� pro �íslo 	 
zejména v ur�itých integrálech, nap	. [ ]109,1  

( ) �
∞

+=
−

+−=�
∞ −

0

2

6

2
2

ln,2ln2
40

ln
2

γ
π

γ
π

dxx
x

edxx
x

e . 

4 Eulerova konstanta a teorie �ísel  

C. F. Gauss 1792 (ve 14 letech) a asymptotický odhad po�tu prvo�ísel ( )xπ  menších 

než dané �íslo x pomocí funkce ( )xli . P. L. �ebyšev (1849) významn
 p	isp
l k odhadu 

funkce ( )xπ , p	ibližn
 platí 

�
≤

+≈
∞

xp
x

p
lnln

1
γ . 

Gaussovu hypotézu dokázal sou�asn
 J. Hadamard a J. P. de la Vallée-Poussin 
(1896). Mertensovy sou�iny (1874). Pokusy o d�kaz Goldbachovy hypotézy. Další 
p	íklady výskytu konstanty 	 v teorii �ísel. Výsledky P. L. Dirichleta (1838) a Ch. J. de la 
Vallée Poussina (1898). �íslo � a míra efektivity Euklidova algoritmu, Glaisher-
Kinkelinova  a Porterova konstanta. 

Euler dokázal, že p	irozené �íslo m�že být vyjád	eno jako sou�et dvou druhých 
mocnin celých �ísel práv
 tehdy, když každý prvo�íselný �initel daného �ísla tvaru 4k + 3 
se vyskytuje v tomto rozkladu v sudé mocnin
, Sierpi
ského konstanta. Pro Eulerovu 

funkci �( )x , která ur�uje po�et p	irozených �ísel nesoud
lných s �íslem x, dokázal 

Edmund Landau (1877 - 1938), že 

( ) γϕ −
=∞→ e

n

nn
n

lnln
inflim . 

Hypotéza, že pro po�et Mersennových prvo�ísel M(x) menších nebo rovných �íslu x 

platí ( ) .2/,ln. γekxkxM =≈  Záv
rem ješt
 jedna zajímavá rovnost 

( )
�
∞

=
−=

−Λ

2
2

1

k k

k
γ , 

kde ( )kΛ  je von Mangoldtova funkce 

( ) ( ) .0,,,,ln =Λ∈==Λ kjinakNmprvo�rvo�pmpkpk  
�íslo 	 lze nalézt v �etných pravd
podobnostních úvahách.  

5 Jaké je �íslo γ  

Dodnes víme velmi málo o podstat
 �ísla 	. Nevíme, zda toto �íslo je racionální nebo 
iracionální (nebo dokonce transcendentní), i když hypotéza hrani�í s p	esv
d�ením. 
Po�átkem 20.století významný britský matematik G. H. Hardy  nabízel své pracovní 
místo vedoucího (Saviliánské) katedry na univerzit
 v Oxfordu každému, kdo dokáže, že 
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Gamma je iracionální. Existuje mnoho pokus� vyjád	it �íslo 	 	adou (s jistou zákonitostí 

�len�), z jednoho takového pokusu plyne, že 
29

23
2ln=γ , „to by byl výsledek 

p	ekonávající Eulera“, jedná se však o p	ibližnou hodnotu odpovídající konstant
 	 pouze 
na �ty	i desetinná místa. Snahy o d�kaz iracionality tohoto �ísla však pokra�ují. V
tšinou 
jde o d�kazy tvrzení, že daný výrok je ekvivalentní s racionalitou �ísla 	. D�kazy 
vycházejí z modifikace Apéryho „zázra�né“ v
ty (R. Apéry 1978) – „p	ekvapivého 

d�kazu, který Euler vynechal“, že ( )3ς  je iracionální. Prvotní pochyby k tomuto d�kazu 

byly rozptýleny jeho zjednodušením (F. Beukers). Jako ocen
ní tohoto výsledku bylo 

�íslo ( )3ς  nazváno Apéryho konstantou. Ve stati [3] p	ichází zajímavé vyjád	ení 

Eulerovy konstanty γ  pomocí dvojného integrálu a další asymptotické rozvoje pro toto 

�íslo. Metody vyšet	ování konstanty Gamma úzce souvisejí s d�kazy iracionality (pomocí 
integrálního po�tu) �ísla � nebo s d�kazy iracionality hodnot funkce �. Tento problém pro 
lichá �ísla v
tší než 3 (stejn
 jako Basilejský problém pro lichá �ísla) z�stává otev	ený, i 
když v poslední dob
 „vzrušil matematickou komunitu“ jistý pokrok v tomto sm
ru 

sd
lený univerzitou v Gentu. [ ]4  

 
Letos vzpomínáme 300. výro�í narození Leonharda Eulera – osobnosti, jejíž dílo 

v matematice a exaktní p	írodov
d
 (a v historii v
dy) lze zt
ží docenit. Narozen ve 
švýcarské Basileji strávil zna�nou �ást svého plodného života v ruském Petrohradu, kde 
je rovn
ž pochován. Na mramorové desce jeho hrobu �teme lakonický latinský nápis: 

               LEONHARDO EULERO ACADEMIA PETROPOLITANA. 
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VÝUKA MATEMATIKY VE STARÉ �ÍN	 

JI�Í HUDE�EK 

1 P�ed dynastií Sui (Suej, 589–618) 
Z této doby neznáme žádné instituce výuky matematiky. Malí chlapci (5, podle jiných 
pramen� 7 let) se u�ili �ísla a „Dev
t po�t�“ – asi násobilku („Dev
t-dev
t“), možná 
i n
které další po�etní techniky. Více se o po�ítání zajímali ú	edníci a astronomové, byli 
ale bu� samouci, nebo se u�ili od mistr� – soukromník�. Takový zp�sob výuky 
zachycuje dialog mezi Chenzi’em (�chen C‘) a Rong Fangem (Žung Fang) v první 
kapitole „Matematické klasiky zhouského gnómonu“: 

Kdysi se Rong Fang otázal Chenzia: „Cht�l bych se nyní dozv�d�t o Vaší Cest� (dao). 
Jak poznat o Slunci jeho výšku a velikost, kam dosvítí a kolik ujde za den, a o tom, kam 
�lov�k dohlédne, nejzazší kraje sv�ta, p�íbytky všech hv�zd a ší�ku a hloubku nebe? Vaše 
Cesta je prý taková, že se toto všechno dá poznat. Opravdu to tak je?“ 

Chenzi �ekl: „Ovšem.“ 
Rong Fang �ekl: „P�estože nejsem p�emýšlivý, toužím, abyste mne obš
astnil tím, že 

mi to vyložíte. M�že být n�kdo takový jako já pou�en o této Cest�?“ 
Chenzi �ekl: „Ovšem. Toho všeho lze dosáhnout po�etními metodami (suan shu). Ty 

už se vyznáš v po�ítání dostate�n�, abys toto poznal, pokud o tom budeš opravdu usilovn� 
p�emýšlet.“ 

Od 2. století p	. n. l. jsou doložené i matematické texty a ti matematici, které známe 
z této doby (Liu Hui, Zhao Shuang ad.), se vzd
lávali p	edevším samostudiem. Proto také 
za�ali psát komentá	e, jako nap	. Liu Hui�v komentá	 k „Matematice v devíti 
kapitolách“. 

2 Vysoké matematické školství za dynastií Sui, Tang a Song 

2.1 Historický rámec 

Dynastie Sui sjednotila po dlouhé dob
 rozpadu �ínu op
t do jednoho státu. Pro jeho 
efektivní správu pot	ebovala velké množství lidí, pro jejichž výb
r byl vytvo	en systém 
státních zkoušek a státních a oblastních škol pro nadané studenty. Státní zkoušky bylo 
možno skládat z r�zných obor�: konfuciánských klasických knih (nejv
tší zájem, nejvíce 
hodností), práva, kaligrafie, matematiky a medicíny. 

Dynastie Sui zanikla po vzpou	e poddaných a zrad
 šlechty, ale její nástupnická 
dynastie Tang (613–906) využila vytvo	eného systému pro vlastní pot	ebu. Talentovaná 
mládež byla jednak doporu�ována do státních vysokých škol vlivnými p	ímluvci, jednak 
se do nich dostávala systémem výb
rových zkoušek na provin�ní a nižších úrovních. Po 
n
kolika letech tvrdého studia se absolventi mohli (stejn
 jako samostudující) zú�astnit 
státních zkoušek, jejichž nejlepší kandidáti m
li otev	ené dve	e k vysoké karié	e. 

Zákon stanovoval postavení absolvent� r�zných obor�. Stát m
l nejv
tší zájem 
o muže, kte	í znali zpam
ti konfuciánské klasiky a byli na témata z nich schopni psát 
stylov
 dokonalé a myšlenkov
 hluboké eseje. To m
lo zaru�ovat mravní kvality 
uchaze�e a jeho schopnost státnické úvahy jako základní p	edpoklad pro státní službu. 
Ostatní obory byly chápány jako podp�rné a jejich absolventi i u�itelé m
li mnohem nižší 
ú	ední hodnosti. Zájem o studium byl také mnohem nižší než u hlavního oboru. Všechny 
podp�rné obory byly �asto rušeny a po n
kolika letech znovu obnovovány podle 
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momentální finan�ní situace a síly konfuciánských dogmatik�, kte	í na „malou cestu“ 
neklasických nauk hled
li s despektem. 

B
hem dynastie Tang byl matematický obor vyu�ován na vysoké škole v hlavním 
m
st
 pom
rn
 stabiln
. Po pádu dynastie (906) následovalo další období rozpadu �íny, 
které skon�ilo neúplným sjednocením pod vládou dynastie Song (Sung, 960–1279). Tato 
dynastie, b
hem jejíž vlády se �ína velmi rychle vyvíjela a bohatla, je nicmén
 známa 
svou vojenskou slabostí tvá	í v tvá	 okolním národ�m (Kitan�m, Tangut�m, Džur�en�m 
a Mongol�m). Vojenské neúsp
chy vedly v 11. století k pokusu o reformu 	ízení zem
 
sm
rem k v
tší pragmati�nosti pod vedením prvního ministra Wang Anshi (Wang An-š‘). 
Zreformoval také systém státních zkoušek a ú	edních titul� a velký d�raz kladl na 
praktické znalosti ú	edník� z oblasti práva a matematiky. Proto byla v roce 1084 
obnovena výuka matematiky na císa	ské univerzit
 a zárove� vydány tiskem 
matematické u�ebnice. 

Po smrti císa	e, jehož byl Wang Anshi chrán
ncem, ale nastoupila ostrá zm
na kurzu 
a s ní i zrušení matematické fakulty jako samostatné instituce. V letech 1105 až 1120 
bylo sice ješt
 n
kolik pokus� o její obnovu, ale císa	 nakonec ustoupil odp�rc�m 
matematiky a od té doby již se nikdy p	edm
tem státních zkoušek a vyu�ování na 
univerzit
 nestala. 

2.2 Nápl� studia, u�ebnice a zkoušky 

O studiu matematiky za dynastie Sui nemáme žádné podrobn
jší údaje. 
Studium a státní zkoušky za dynastie Tang byly naproti tomu zakotveny v zákoníku, 

který se dochoval. Matematický obor m
l stanovenu kvótu 2 profesor� s nejnižší ú	ední 
hodností, 2 asistent� a 30 student�, kte	í mohli pocházet jen z rodin prostých lidí 
a nejnižších ú	edník�. Studenti se d
lili do 2 obor�, 15 jich m
lo studovat 8 základních 
matematických klasických spis�, z nichž nejvýznamn
jší byla „Matematika v devíti 
kapitolách“, 15 se v
novalo dv
ma nejnáro�n
jším klasikám, ztracenému Zhui Shu (asi 
„Technika navazování“) a dílu matematika ze 7. století Wang Xiaotonga „Matematická 
klasika navazující na starov
k“, kde se po�ítají kubické rovnice. Celkem trvalo studium 
7 let a postupn
 se b
hem n
j u�ili studenti nazpam
� jednotlivé úlohy a techniky 
z p	edepsaných knih. 

Po každém roce studia skládali studenti pr�b
žné zkoušky. P	i nich se zohled�ovaly 
pr�b
žné výsledky a následovala ústní zkouška, ve které museli prezentovat hlavní 
myšlenky technik, které se nau�ili. Získali známku 0 až 10, podle níž se �lenili na 
nejlepší (�8), st	ední a nejhorší (�5). Studenti, kte	í nerespektovali své u�itele nebo 
3 roky po sob
 spadli do nejhorší kategorie, byli vylou�eni, stejn
 jako ti, kdo nestihli 
ukon�it studium do 9 let. 

Záv
re�né státní zkoušky se skládaly z ur�eného po�tu úloh (1–6) z jednotlivých 
p	edepsaných text�. Zkoušky byly písemné, správná odpov
� se skládala ze správného 
výpo�tu a popisu významu jeho jednotlivých krok�. U úloh, ke kterým nebyl ve 
studovaném textu komentá	, se výklad smyslu výpo�tu provád
t nemusel, sta�ilo dodržet 
správný postup a dosp
t ke správnému výsledku. Nevíme, jestli byly v zadáních alespo� 
m
n
ny �íselné hodnoty. Zkoušku složil ten, kdo z celkem 10 úloh odpov
d
l aspo� na 
6 správn
, p	i�emž nesm
l propadnout z n
kterých klí�ových text�. Úsp
šný absolvent se 
mohl t
šit na nejnižší ú	ední hodnost nižší 9. t	ídy. Pravd
podobn
 dále pracoval jako 
pomocník n
kterého humanitn
 vzd
laného hodnostá	e, v lepším p	ípad
 mohl získat 
místo v císa	ské observato	i. 

Velmi podobným zp�sobem jako v �ín
 bylo ve stejné dob
 organizováno 
matematické studium i v Japonsku, kam byly dovezeny �ínské matematické knihy. 
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V krátkém období obnovení matematického vzd
lání za dynastie Song byly �ist
 
matematické spisy v kurikulu dopln
ny o kalendá	ní, v
štebné a astrologické u�ebnice. 
Absolventi museli um
t vypo�ítat východy a západy hv
zd a jejich polohu na obloze, 
p	ípadn
 i detaily zatm
ní Slunce a M
síce, b
hem uplynulého �tvrtletí, p	edpovídat 
po�así na t	i dny dop	edu pomocí korelativních analogií (yin-yang) a sestavit horoskop na 
následující m
síc. Po�et student� se zvýšil na 260 ve t	ech kolejích podle prosp
chu, 
fakulta m
la disponovat 4 profesory a hlavním vychovatelem s postavením funkcioná	� 
a dále vychovateli, hospodá	em, knihovníkem, matriká	em a pomocným u�itelem. 
Zkoušky se konaly každý m
síc a byly ješt
 prokládány zkouškami do nejvyšší koleje. 

3 Ukázky studovaných text� 

3.1 Matematická klasika Zhouského gnómonu (Zhou Bi Suan Jing, �ou-bi suan-�ing) 

Výpo�ty stran pravoúhlého trojúhelníku kv�li m
	ení vzdálenosti hv
zd jsou dopln
ny 
komentá	em ze 3. století: 

(Klas. text:) Kratší a delší odv�sna se každá vynásobí sama sebou, se�teme je 
a vytvo�í obsah p�epony. Když ho d�líme odmocn�ním �tverce, je to p�epona. 

(Zhao Shuang�v / �ao Šuang�v komentá	): Poznámka k obrázku p�epony – M�žeme 
ze sou�inu odv�sny a p�epony vytvo�it 2 rum�lkové obsahy, zdvojením vzniknou 
4 rum�lkové obsahy. Rozdíl delší a kratší odv�sny násobený sám sebou je hn�dý obsah 
uprost�ed. P�i�tením obsahu rozdílu vznikne obsah p�epony. 

Když obsah rozdílu ode�teme od obsahu p�epony a p�líme zbytek, rozdíl vezmeme 
jako p�idružený d�litel a d�líme odmocn�ním �tverce, získáme zp�t kratší odv�snu. 
P�i�tením rozdílu ke kratší odv�sn� vznikne delší odv�sna.  

3.2 Matematika v Devíti kapitolách (Jiu Zhang Suan Shu, 
iou-�ang suan-šu) 

Ukázka z 6. kapitoly „Vyrovnaná doprava“, která se zabývá aplikací troj�lenky (metoda 
„M
jme“) na problémy pohybu: 

(Klas. text:) M�jme dobrého chodce, který ujde 100 krok�, a b�žného chodce, který 
ujde 60 krok�. Nyní b�žný chodec nejprve ujde 100 krok�, dobrý chodec ho pronásleduje. 
Ptáme se, po kolika krocích ho dostihne? 

Odpov�� zní: Po 250 krocích. 
Metoda zní: Položíme 100 krok� dobrého chodce, ode�teme 60 krok� b�žného chodce, 

zbytek 40 krok� je d�litel. 100 kroky dobrého chodce násobíme 100 krok�, které p�edem 
ušel b�žný chodec, to je d�lenec. Za každou �ást d�lence, která je jako d�litel, získáme 
1 krok. 

(Liu Hui�v / Liou Chuej�v komentá	:) Poznámka: V této metod� se ode�ítá 60 krok� 
od 100 krok�, zbytek 40 krok� je pom�r ch�ze p�edem b�žného chodce. 100 krok�, které 
ušel dobrý chodec, je pom�r dostihnutí. Zkrátíme je a získáme pom�r dostihnutí 5, pom�r 
ch�ze p�edem 2. Metodou „M�jme“ je 100 krok�, které p�edem ušel b�žný chodec, 
množství daného, 5 je pom�r hledaného, 2 je pom�r daného, provedeme metodu 
„M�jme“ a získáme, po kolika krocích ho dostihne. 

3.3 Matematická klasika Mistra Suna (Sunzi Suan Jing, Sun-c‘ suan-�ing) 

V první kapitole jsou návody k elementárním výpo�t�m, nap	íklad násobení: 
Metoda veškerého násobení je taková, že se [násobená �ísla] znovu rozloží do pozice, 

kdy se horní a dolní spolu pozorují, když má horní pozice desítky, posunuje se [dolní 
pozice] na desítky, když má stovky, posunuje se na stovky, když má tisíce, posunuje se na 
tisíce. Horním se zmnoží dolní, výsledné množství se rozloží na st�ední pozici. Když se 
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�íká deset, p�echázíme, když není plných [deset], je jak samo je. Z horní pozice po 
pronásobení odstra� p�ední �ád, dolní pozici po pronásobení celou posu� zp�t 
[doprava]. Šest se nehromadí, p�t není samotná ty�inka1. Horní a dolní se spolu násobí, 
když dojde k vy�erpání, je konec. 

Ve t	etí kapitole je známá úloha s kongruencí (tzv. Chinese remainder problem): 
M�jme v�ci neznámého po�tu. Když je po�ítáme po t�ech, zbudou 2, když po 5, zbudou 

3, když po 7, zbudou 2, ptáme se, kolik je v�cí. Odpov�� zní 23. 
Metoda zní: Když po�ítáme po 3 a zbudou 2, položíme 140, když po�ítáme po 

5 a zbudou 3, položíme 63, když po�ítáme po 7 a zbudou 2, položíme 30, jejich sou�et je 
233, ode�teme od toho 210 a získáme výsledek. Za každou v�c, která zbude p�i po�ítání 
po 3, položíme 70, za každou, která zbude p�i po�ítání po 5, položíme 21, za každou, 
která zbude p�i po�ítání po 7, položíme 15. Od 106 a víc ode�ítáme 105, tím získáme 
výsledek. 

4 Vliv institucionální výuky na �ínskou matematiku 
Nevíme o ni�em, co by výuka na císa	ské univerzit
 �ínské matematice p	inesla. Za 
dynastie Tang nevznikla žádná významná matematická díla. Málo prestižní obor asi 
nep	itahoval skute�n
 nadané studenty a jeho absolventi byli pln
 vytíženi svými 
povinnostmi administrativních pracovník�. Jejich vzd
lání, založené na memorování 
text� a asi také tréninku v rychlosti manipulace s po�etními ty�inkami, jim nedávalo 
žádné základy pro samostatné matematické zkoumání, ke kterému asi v
tšina postrádala 
i materiální podmínky a motivaci. 

V dob
 jižní Song (1127–1279) už p�vodní dvorská matematika byla skoro neznámá 
a probouzející se zájem o praktickou matematiku, související s rozvojem obchodu, 
uspokojovaly populární knihy, psané �asto velmi pronikavými matematickými mysliteli. 
Po�etní desku za�alo vytla�ovat kuli�kové po�itadlo a tradi�ní formulace metod za�aly 
být nahrazovány veršovanými 	íkankami (p	íklad je z „Všemocné sbírky po�etních 
metod“ editora Jia Henga / �ia Chenga z poloviny 14. století): 

Devatero násobení, to je jasné velice, 
pamatuj si vždycky v hlav� sou�tu všechny �íslice. 
P�ekro�í-li spodní sebe, k p�ednímu se p�idává, 
jinak všechno jenom u n�j samotného z�stává. 
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1 P	ipomenutí principu záznamu �ísel po�etními ty�inkami – p	i p	echodu z 5  na 6  (u sudých 	ád�) je 

t	eba místo p	idání další ty�inky t	i odebrat a jednu položit kolmo, p	i opa�ném postupu naopak nesta�í odebrat 

kolmou ty�inku, ale je t	eba doplnit �ty	i svislé (nebo vodorovné, podle 	ádu). 
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GEOMETRICKÉ PRAVD	PODOBNOSTI 

NA P
ELOMU 19. A 20. STOLETÍ 

MAGDALENA HYKŠOVÁ 

1 Úvod 
Pojem geometrické pravd
podobnosti vznikl rozší	ením klasické definice pravd
podob-
nosti na p	ípad, kdy prostor elementárních jev� je nespo�etný. Ko	eny této teorie sahají 
do roku 1777, kdy Louis Leclerc, Comte de Buffon (1707–1788) publikoval 	ešení dnes 
slavné úlohy o jehle a n
kolika úloh o hodu mincí na dlaždice r�zných tvar� [Buf12]. 
V roce 1812 se k Buffonov
 úloze o jehle vrátil Pierre Simon de Laplace (1749–1827), 
který na základ
 Bernoulliova slabého zákona velkých �ísel navrhl použít Buffonem 
nalezenou pravd
podobnost 2l/πd, že jehla délky l, vržená na sí� rovnob
žek vedených 
ve vzdálenostech d > l, protne n
kterou rovnob
žku, k odhadu hodnoty �ísla π. O dalších 
45 let pozd
ji se Buffonovou úlohou zabýval Isaac Todhunter (1820 –1884), který místo 
jehly uvažoval eliptický disk s hlavní osou délky l < d.  

V roce 1965 za�aly v britském �asopise Mathematical Questions with Their Solutions 
from the ‘Educational Times‘ vycházet r�zné úlohy a problémy týkající se geometrické 
pravd
podobnosti. Mezi nejvýznamn
jší autory t
chto úloh pat	ili James Joseph 
Sylvester (1814 –1897), Morgan William Crofton (1821–1895), Thomas Archer Hirst 
(1830–1892) and Arthur Cayley (1821–1895). V následujících letech pak tito a 	ada 
dalších britských matematik� pokra�ovala ve zkoumání r�zných konkrétních problém� 
souvisejících s geometrickou pravd
podobností v rovin
. P	ibližn
 ve stejné dob
, avšak 
do zna�né míry nezávisle, se geometrickou pravd
podobností zabývali francouzští 
matematikové Gabriel Lamé (1795– 870), Joseph Bertrand (1822–1900) a Joseph-Émile 
Barbier (1839–1889). Zmín
ným britským a francouzským matematik�m, vývoji jejich 
myšlenek i jejich vzájemné komunikaci je v
nován nap	íklad �lánek [SPJ01]. 

Po�átky teorie geometrické pravd
podobnosti jsou náplní p	ísp
vk� Lucie Ilucové 
a Anny Kalousové na této konferenci. My se spole�n
 podíváme do �eských zemí, a to na 
práce Emanuela Czubera a Bohuslava Hostinského, matematik�, jejichž význam i v tom-
to oboru daleko p	esáhl rakousko-uherské hranice. 

2 Emanuel Czuber (1851–1925) 
Emanuel Czuber se geometrickou pravd
podobností za�al zabývat ješt
 v dob
 svého 
p�sobení na míst
 profesora n
mecké reálky v Praze a vracel se k ní v rámci svých prací 
z teorie pravd
podobnosti i v pozd
jších letech, kdy se stal profesorem na n
mecké 
technice v Brn
 (1886 – 1891) a na technice ve Vídni (1891–1923). 

V roce 1884 Czuber publikoval pojednání Zur Theorie der Geometrischen Wahr-
scheinlichkeiten [Czu84], v n
mž rozší	il Croftonovy výsledky týkající se p	ímek v rovi-
n
 na p	ímky a roviny v prostoru a ukázal možné aplikace dokázaných obecných v
t. Ve 
stejném roce vydal též první monografii shrnující tehdejší stav teorie geometrické prav-
d
podobnosti a p	inášející zárove� nové výsledky a zobecn
ní: Geometrische Wahr-
scheinlichkeiten und Mittelwerte [Czu84a]. V úvodu této knihy Czuber stru�n
 p	ipomíná 
historii teorie geometrické pravd
podobnosti od Buffona p	es Laplace až k intenzivn
jší-
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mu vývoji v druhé polovin
 devatenáctého století. Z britských matematik� publikujících 
v Educational Times jsou zde zmín
ni A. R. Clarke, H. Mc’Coll, E. B. Seitz, J. J. Sylves-
ter, S. Watson, J. Wolstenholm a W. S. B. Woolhouse, z francouzských matematik� 
J. É. Barbier, C. Jordan, E. Lemoine a L. Lalanne. Zvláštního ocen
ní se pak dostává 
pracím M. W. Croftona. Seneta, Parshall a Jongmans vyslovili v �lánku [SPJ01] domn
n-
ku, že teprve Czuberova monografie [Czu84a] upozornila Croftona na práce francouzs-
kých matematik� a vytvo	ila tak spojení mezi Francií a Anglií. 

První a rozsáhlejší �ást knihy je v
nována vlastní geometrické pravd
podobnosti. 
Czuber za�íná úvodem, v n
mž objas�uje p	echod od klasické pravd
podobnosti k prav-
d
podobnosti geometrické, která 	eší problémy, v nichž jsou prostory elementárních jev� 
nespo�etné, udané pomocí n reálných prom
nných. Místo kombinatorických úvah se tak 
ke slovu dostávají úvahy geometrické, místo po�tu p	íznivých a možných p	ípad� jsou 
uvažovány míry p	íslušných množin (zpravidla souvislé oblasti v �n), vyjád	ené vhodný-

mi n-násobnými integrály. Nap	íklad jako míra úse�ky �i oblouku, oblasti v rovin
, resp. 
v prostoru je uvažována délka, plošný obsah, resp. objem p	íslušné oblasti. Jednotlivé ka-
pitoly první �ásti knihy jsou v
novány libovoln
 zvoleným bod�m na p	ímce, v rovin
 
a v prostoru, p	ímkám v rovin
 a v prostoru a kone�n
 rovinám v prostoru. Pro p	ímky 
v rovin
 Czuber nap	íklad odvozuje, že mírou svazku p	ímek vymezených dv
ma danými 
r�znob
žkami je úhel, který tyto r�znob
žky svírají, mírou všech rovnob
žných p	ímek 
ležících mezi dv
ma danými rovnob
žkami je vzdálenost t
chto rovnob
žek, mírou všech 
p	ímek protínajících danou uzav	enou konvexní, resp. nekonvexní k	ivku v rovin
 je dél-
ka této k	ivky, resp. délka vlákna „napjatého“ kolem ní. Dále Czuber pojednává o dvojici 
rovinných konvexních uzav	ených k	ivek, množinách pr�se�ík� se�en a te�en k dané 
konvexní k	ivce aj. Analogicky pak vyšet	uje p	ímky, resp. roviny v prostoru a odvozuje 
míru množiny všech p	ímek, resp. rovin protínajících danou uzav	enou konvexní plochu. 
Teoretický výklad je vždy bezprost	edn
 následován velkým množstvím 	ešených problé-
m� 	azených podle obtížnosti a metod použitých k 	ešení a dopln
ných historickými poz-
námkami. Druhá �ást knihy je v
nována geometrickým st	edním hodnotám; i zde jsou 
teoretické výsledky doprovázeny 	ešenými úlohami. 

V roce 1899 publikoval Czuber na p	ání N
mecké jednoty matematik� (Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung) tém
	 t	ísetstránkový spis [Czu99] pojednávající o vývoji 
teorie pravd
podobnosti a jejích aplikací. V rámci první �ásti týkající se základ� teorie 
pravd
podobnosti je velká pozornost v
nována rovn
ž geometrické pravd
podobnosti. 
Samostatnou kapitolu o geometrické pravd
podobnosti obsahuje také u�ebnice [Czu03], 
která poprvé vyšla v roce 1903. Ve t	etím vydání z roku 1914 zabírá geometrická pravd
-
podobnost 39 stran. Teoretický výklad je op
t dopln
n historickými poznámkami a 	e-
šenými problémy, mj. Buffonovou úlohou o jehle a její modifikací, kterou v roce 1912 
p	edstavil A. A. Markov, Sylvestrovým problémem konvexního �ty	úhelníka aj. Z no-
v
jších prací zde Czuber cituje krom
 Markova také nap	íklad knihu Louise Bacheliera 
[Bac12]. Záv
r kapitoly obsahuje zajímavou diskusi Bertrandova paradoxu. 

3 Bohuslav Hostinský (1884–1951) 
Bohuslav Hostinský, soukromý docent pro vyšší matematiku na Filosofické fakult
 Uni-
verzity Karlovy v Praze (od roku 1912), pozd
ji 	ádný profesor teoretické fyziky na P	í-
rodov
decké fakult
 Masarykovy univerzity v Brn
 (od roku 1920), se geometrickou 
pravd
podobností zabýval od roku 1917. Tehdy vydal �lánek Nové �ešení Buffonovy 
úlohy o jehle [Hos17], ve kterém uvažoval realisti�t
jší podmínky úlohy, v níž se dosud 
ml�ky p	edpokládalo, že st	ed jehly m�že dopadnout do kteréhokoli bodu roviny se stej-
nou pravd
podobností a podobn
 osa jehly m�že se stejnou pravd
podobností padnout do 
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kteréhokoli sm
ru. Jinými slovy, pravd
podobnost, že st	ed jehly dopadne na místo, jež 
se nalézá uvnit	 rovinné oblasti o obsahu ε, je úm
rná tomuto obsahu a nezávisí na poloze 
ani tvaru oblasti, a pravd
podobnost, že úhel ω, který po dopadu svírá osa jehly s pevnou 
p	ímkou vodorovné roviny, leží v intervalu (ω1, ω2), je úm
rná rozdílu ω2 – ω1. Hostinský 
druhý p	edpoklad ponechal, uvažoval však situaci, kdy jsou rovnob
žky narýsovány na 
�tvercové desce stolu, p	i�emž p	i pokusu nemá jehla dopadnout mimo desku. Pravd
po-
dobnost, že st	ed jehly dopadne do ur�itého �tverce poblíž okraje stolu, je proto menší 
než pravd
podobnost, že dopadne do �tverce o stejném obsahu, avšak ležícího poblíž 
st	edu. Úlohu pak vy	ešil zobecn
ním Poincaréovy metody libovolných funkcí. Pravd
-
podobnost, že st	ed jehly dopadne do oblasti M uvnit	 �tverce C (desky stolu), vyjád	il 
pomocí integrálu ( ) d d

M
x, y x yϕ�� , kde ( )x, yϕ  je libovolná funkce, která má v C spojité 

parciální derivace a pro ur�itou konstantu K platí: ( )x x, y Kϕ′ < , ( )y x, y Kϕ′ < . V limit-

ním p	ípad
, kdy po�et rovnob
žek ve �tverci C roste do nekone�na, odpovídá Hostinské-
ho 	ešení p�vodnímu výsledku Buffonovu. Nechceme-li m
nit podmínky pokusu a uva-
žujeme jen pevný kone�ný po�et rovnob
žek, udává Buffonova hodnota 2l/πd pouze p	i-
bližnou hodnotu pravd
podobnosti, že jehla protne n
kterou rovnob
žku. 

V roce 1920 zaslal Hostinský francouzskou verzi [Hos20] tohoto pojednání k otišt
ní 
v Bulletin des Sciences Mathématiques a v korespondenci o n
m diskutoval s Mauricem 
Fréchetem. Auto	i �lánku [HMS05] nazna�ují, že to mohl být impuls, který ve Fréchetovi 
vzbudil zájem o teorii pravd
podobnosti. 

O p
t let pozd
ji Hostinský publikoval francouzský spis Sur les probabilités géomé-
triques [Hos25], který dopl�oval práce Morgana Williama Croftona [Cro68] a Emanuela 
Czubera ( [Czu84] a [Czu84a] ). Hostinský zde podal definice a obecné v
ty o mí	e mno-
žin bod�, p	ímek a rovin a o p	íslušných st	edních hodnotách a pravd
podobnostech. 
Rovn
ž zde popsal využití teoretických výsledk� k 	ešení problém� týkajících se uzav	e-
ných konvexních ploch. 

V roce 1926 Hostinský vydal knížku Geometrické pravd�podobnosti [Hos26], která 
nadlouho z�stala jedinou �eskou publikací s touto tématikou. Práce za�íná p	ipomenutím 
klasických základ� teorie pravd
podobnosti, zakon�eným p	ehledem úloh o geometric-
kých pravd
podobnostech jako motivací k následujícím �ástem. V druhé kapitole Hos-
tinský podává základní definice a obecné v
ty o geometrických pravd
podobnostech. 
Za�íná nejjednodušším p	ípadem, kterým je bod na p	ímce. Podmín
nou pravd
podob-
nost ( ) P X AB X AC↑ ↑ , že bod X zasáhne úse�ku AB AC⊆ , zasáhne-li úse�ku AC, 

definuje jako podíl délek t
chto úse�ek a vysv
tluje, pro� je jako míra úse�ky uvažována 
práv
 její délka: plyne to z požadavku transla�ní a rota�ní invariance a aditivity (dnes p	i-
dáváme ješt
 monotónnost, resp. spojitost). Obdobn
 pak odvozuje, že mírou plochy, 
resp. oblasti v prostoru je plošný obsah, resp. objem. Obecn
 pro bod X a libovolné oblas-
ti M, M’ Hostinský ukazuje: 

( ) { 
             

 0   je-li dim  dim  
míra M / míra MP X M X M

, M M
′

′↑ ↑ =
′ <

 

Následující kapitola pojednává o konvexních k	ivkách v rovin
 a o jejich interakci se 
soubory p	ímek. Pak následují konvexní plochy v prostoru a jejich interakce se soubory 
p	ímek a rovin. V páté kapitole jsou rozebrány Bertrandovy paradoxy a vzpomenuty n
k-
teré pokusy potvrzující teoretické odhady, jako nap	. odhad π z úlohy o jehle apod. 

Poslední kapitola 	eší p	ípady, kdy teoreticky stejné možnosti jsou modulovány ome-
zeními a zejména „šumem“ vyplývajícím z experimentální realizace úlohy (nap	. pohyb 
kuli�ky rulety musí být alespo� trochu ovlivn
n nerovnostmi na její dráze). Hostinský 
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p	itom zobec�uje p	ístup d	íve zavedený Poincarém.  

Jednotlivé kapitoly obsahují rovn
ž 	adu zajímavých úloh. Dodejme, že v seznamu 
doporu�ené literatury lze nalézt Czuberovu u�ebnici [Czu03], v textu Hostinský cituje 
také knihu [Czu84a]. 
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WILHELM MATZKA (1798–1891)  
A JEHO PRÁCE Z TEORIE DERTERMINANT� 

MICHAELA CHOCHOLOVÁ 

1 W. Matzka – životní osudy, pedagogické p�sobení a další aktivity 
Wilhelm Matzka1 se narodil dne 4. listopadu 1798 v Liperticích2. Vychováván byl  
v Malém Újezd
 u Teplic v �echách. První vzd
lání získal v obecné škole ve 
Weisskirchlitz3 u Teplic a v Šopce u M
lníka. V letech 1812 až 1817 studoval na 
gymnáziu v Oseku a Chomutov
, v letech 1817 až 1819 na filosofické fakult
 v Praze.  

�adu let sloužil jako d
lost	elec v rakouské armád
. Vojenskou službu u druhého 
d
lost	eleckého pluku ve Vídni nastoupil v roce 1819, po n
kolika povýšeních byl roku 1831 
povýšen až na poru�íka a sou�asn
 byl jmenován u�itelem matematiky v  bombardérském 
sboru.4  

B
hem svého p�sobení ve Vídni si W. Matzka dopl�oval a prohluboval vzd
lání na 
víde�ské univerzit
 a technice.5 Na d
lost	elecké sborové škole bombardérského sboru 
p	ednášel algebru, analytickou geometrii, diferenciální a integrální po�et i vyšší mechaniku. 
P�sobil zde do roku 1837. V zá	í tohoto roku byl pak jmenován 	ádným profesorem 
elementární matematiky p	i nov
 z	ízeném filosofickém u�ilišti v Tarnov
6, na kterém p�sobil 
až do roku 1849. Roku 1843 se na univerzit
 v Olomouci podrobil rigorózním zkouškám  
a získal tak doktorát z filosofie. V dubnu roku 1849 byl jmenován profesorem matematiky  
a praktické geometrie na pražské polytechnice, na toto místo nastoupil v kv
tnu téhož roku.7 
Jeho p�sobení na polytechnice bylo velmi krátké, již po skon�ení letního semestru roku 1850 
p	estoupil jako 	ádný profesor matematiky na pražskou univerzitu, kde p�sobil až do svého 
penzionování roku 1868. Výuku na univerzit
 však vedl až do letního semestru roku 1871.8 
Po odchodu Wilhelma Matzky na jeho místo nastoupil František Josef Studni�ka9 (1836–
1903).  

V letech 1853, 1860 a 1861 byl W. Matzka d
kanem filosofické fakulty; v letech 1852, 
1854 a 1862 jejím prod
kanem; v letech 1863, 1870 a 1873 p	edsedal doktorskému kolegiu 
filosofické fakulty.10 Ve školním roce 1865/1866, ..., 1868/1869 byl �lenem komise 
univerzitní knihovny.  
                                                           
 
1Též je psán jako Vilém Matzka. 
2N
mecky Leipertitz; dnešní Litobrat	ice na jižní Morav
. 
3�esky Novosedlice. 
4O bombardérském sboru a p	íslušné škole více viz Gatti F.: Geschichte des k. k. Bombardier-Corps 
u. s. w. Wien, 1905. Informace o W. Matzkovi jsou na str. 148. 
5Na víde�ské univerzit
 navšt
voval p	ednášky z v
decké a praktické astronomie, které vedl prof. Joseph Johann 
Littrow (1781–1840), z vyšší matematiky a fyziky, které vedl prof. Andreas von Ettingshausen (1796–1878),  
a z mineralogii u prof. Friedricha Mohse (1773–1839). Na víde�ské polytechnice navšt
voval p	ednášky 
z technologie, které vedl prof. Georg Altmütter (1787–1858). 
6Jednalo se o vyšší gymnázium p	ipravující p	edevším ke studiu na univerzitu v Krakov
. 
7O Matzkov
 p�sobení na technice viz Jelínek K.: Das ständisch-polytechnische Institut zu Prag, Programm zur 
fünfzigjährigen Erinnerungs-Feier an die Eröffnung des Institutes am 10. November 1856. Prag, 1856. 
8O Matzkov
 výuce na pražské univerzit
 více viz Ordnung der Vorlesungen an der k. k. Universität zu Prag 
1849/50, …, 1870/71. 
9Profesor matematiky na pražské technice, pražské a �eské univerzit
. P	ednášel �esky, podstatným dílem p	isp
l 
k rozší	ení �eské vysokoškolské výuky a k tvorb
 �eské matematické literatury. Více o život
, díle  
a pedagogickém p�sobení viz monografie [N
]. 
10Viz Personalstand der k. k. Universität zu Prag 1850/51, …, 1872/73. 
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W. Matzka se ve své pedagogické �innosti soust	edil zejména na p	ípravu budoucích 
st	edoškolských u�itel� matematiky a fyziky; výrazn
 ovlivnil úrove� výuky matematiky 
v našich zemích. Od po�átku 50. let 19. století byl �lenem komise gymnaziálního u�itelského 
ú	adu pro �echy pro p	edm
t matematika.  

Na W. Matzku a jeho výuku na univerzit
 vzpomíná v knize D�jepis Jednoty �eských 
mathematik� Gabriel Blažek11 (1842–1910), jeden z jeho žák�, následovn
: 
 

… Vilém Matzka �ítal asi 61 rok, byl postavy silné a zavalité, m�l oko velmi živé a zakládal si na tom, 
že jest Gaussovi pon�kud podoben. … Matzka velice dbal zevn�jších forem: p�ednášku svou za�ídil  
a uspo�ádal tak, aby byla celá a p�ehledn� na tabuli obsažena, za kterouž p�í�inou do �. III. 
v Klementinu 3 velké tabule po�íditi dal; psal-li zlomek, vedl zlomkovou �áru, na�ež následovaly 
jmenovatel a pak �itatel. Tyto formality vyžadoval však Matzka i na svých poslucha�ích, p�i nichž 
netrp�l, by se nula p�eškrtla. P�ednášel jednotvárn�, polo obrácen k tabuli, stále porovnávaje výsledky 
se zápisy, jež m�l po ruce; nahodilou chybu po�etní vymazával prstem, a vyskytl-li se kamínek ve 
k�íd�, vrhl ji velkým obloukem p�es hlavy poslucha�� do levého kouta posluchárny. My žertovn� tuto 
vlastnost p�ipisovali delšímu  jeho pobytu na škole bombardérské. … ([Po], str. 2–3). 
 

Matzkova v
decká �innost nalezla uznání též v odborných kruzích. Roku 1845 byl p	izván 
do Královské �eské spole�nosti nauk12 a na po�átku roku 1850 zvolen jejím 	ádným �lenem. 
Ve stejném roce byl vyznamenán zlatou medailí za zásluhy ve v
d
 a um
ní.  

Wilhelm Matzka zem	el dne 9. �ervna 1891 v Praze.  

2 W. Matzka – univerzitní p�ednášky, publikace 
Na pražské univerzit
 p	ednášel W. Matzka integrální a diferenciální po�et, analytickou 
geometrii v rovin
 a prostoru, planimetrii, stereometrii, algebraickou analýzu, vyšší rovnice, 
sférickou trigonometrii, matematickou fyziku a analytickou mechaniku.  

W. Matzka psal n
mecky u�ebnice, odborné �lánky a studie, historické, metodické  
a populární práce. Seznam jeho prací �ítá 37 položek13; lze je rozd
lit na práce „�ist
“ 
matematické a aplikace ve fyzice a astronomii. Práce uve	ej�oval v Abhandlungen der 
königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften14, Sitzungsberichte der königlichen 
böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften15, Archiv für Mathematik und Physik16, Journal 

                                                           
 
11�eský matematik a politik, jeden ze zakladatel� Spolku pro volné p�ednášky z mathematiky a fysiky, (založen 
1862), ze kterého po zm
n
 stanov (1869), vznikla Jednota �eských mathematik�. O Jednot
 �eských 
matematik� více viz [Pa], [Po], [Vs] a Be�vá	ová M.: Z historie Jednoty (1862–1869), edice D
jiny matematiky, 
svazek �. 13, Praha, Prometheus, 1999. 
12Vznikla jako U�ená spole�nost kolem roku 1770 v Praze. Nejprve šlo o úzký kroužek v
dc� v
nujících se 
zejména p	írodov
dnému pr�zkumu �ech. Ve �ty	icátých letech 19. století došlo uvnit	 spole�nosti k vytvo	ení 
dvou t	íd – t	ídy matematicko-p	írodov
dné a filozoficko-historické. Více o d
jinách Královské �eské 
spole�nosti nauk viz Kalousek J.: D�je král. �eské spole�nosti náuk spolu s kritických p�ehledem publikací jejích 
z oboru filosofie, historie a jazykov�dy ke stoletému jubileu této spole�nosti, Praha, 1885.  
13Kompletní seznam Matzkových publikací zatím neexistuje. K dispozici jsou jen díl�í informace  
v biografických slovnících [P], [W] a nepatrné zmínky v n
kterých knihách o historii škol, na nichž W. Matzka 
p�sobil (nap	. [Vf]). 
14Pojednání U�ené spole�nosti. N
mecky psaný �asopis, který vydávala Královská �eská spole�nost nauk. 
P	ínosem �asopisu k rozvoji p	írodních v
d bylo publikování prací, které byly p	ednášeny na zasedáních 
spole�nosti. 
15Zprávy ze zasedání U�ené spole�nosti. N
mecky psané v
decké periodikum, jehož vydávání zahájila na 
po�átku 19. století Královská �eská spole�nost nauk, a které se 	adí k našim nejstarším odborným �asopis�m. 
16Archiv matematiky a fyziky. Nazýván též Grunert’s Archiv, podle svého zakladatele, kterým byl n
mecký 
matematik Johann August Grunert (1797–1872). �asopis byl založen roku 1841.  
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für die reine und angewandte Mathematik17, Astronomische Nachrichten18, Annalen der 
Wiener Sternwarte19 a Annalen der Physik und Chemie20.  

3 Teorie determinant� 

3.1 Stru�n� z historie teorie determinant� 

Za objevitele determinant� je pokládán G. W. Leibniz (1646–1716), který k nim dosp
l 
p	i 	ešení úlohy z n+1 lineárních rovnic vylou�it n neznámých.21 Jeho myšlenky však 
nem
ly žádný vliv na další vývoj matematiky. 

Roku 1750 uvedl švýcarský matematik G. Cramer (1704–1752) pravidlo pro 	ešení 
nehomogenní soustavy n lineárních rovnic o n neznámých.22 Pro vyjád	ení neznámých 
nalezl vzorce, ve kterých figurují výrazy, kterým dnes 	íkáme determinanty  
(tzv. Cramerovo pravidlo). 

Francouzský matematik A. T. Vandermonde (1735–1796) jako první uznal 
determinanty za samostatné objekty, zabýval se touto problematikou obecn
, nezávisle na 
elimina�ních úlohách a dnes je považován za zakladatele teorie determinant�.  

První ucelené výklady o determinantech podali nezávisle na sob
 roku 1812 dva 
francouzští matematici J. P. M. Binet (1786–1856) a A. L. Caushy (1789–1857). 

Poté co se ve �ty	icátých let 19. století determinanty staly všeobecn
 uznávaným 
nástrojem matematiky, za�ala být teorie determinant� nesmírn
 oblíbenou disciplínou; 
determinanty postupn
 pronikaly do všech oblastí matematiky, objevovaly se první 
u�ební texty a literatura o determinantech se rozrostla do obrovských rozm
r�.23 

3.2 Determinanty v díle Wilhelma Matzky 

Roku 1877 bylo ve spisech Královské �eské spole�nosti nauk 
uve	ejn
no n
mecky psané pojednání Wilhelma Matzky 
z teorie determinant� s názvem Grundzüge der 
systematischen Einführung und Begründung der Lehre der 
Determinanten, vermittelst geeigneter Auflösung der 
Gruppen allgemeiner linearen Gleichungen. Práce má  
61 stran textu, který je rozd
len na 4 paragrafy. V úvodním 
paragrafu se autor zabývá eliminací neznámých ze soustav 
lineárních rovnic, postupn
 je tak odvozen determinant 
druhého, …, pátého stupn
. Dále pojednává  
o nejd�ležit
jších základních vlastnostech determinant�  
a 	ešení lineárních rovnic.  

                                                           
 
17�asopis pro �istou a aplikovanou matematiku. Nazýván též Crelle’s Journal, podle svého zakladatele, kterým 
byl n
mecký matematik August Leopold Crelle (1780–1855). �asopis byl založen roku 1826.  
18Astronomické zprávy. Nazýván též Schmumacher’s Astronomische Nachrichten, podle svého zakladatele, 
kterým byl astronom Heinrich Christian Schumacher (1780–1850). �asopis byl založen roku 1821. 
19Letopisy Víde�ské hv�zdárny. 
20Letopisy fyziky a chemie. Nazýván též Poggendorff’s Annalen, podle svého zakladatele, kterým byl n
mecký 
fyzik Johann Christian Poggendorf (1796–1877). �asopis byl založen roku 1824. 
21O t
chto výsledcích napsal v roce 1693 svému p	íteli G. F. A. de l’Hospitalovi; jeho korespondence byla 
uve	ejn
na až roku 1850. 
22V monografii Introduction á l’Analyse des Lignes Courbes algébriques, Genéve, 1750.  
23O historii determinant� více viz Be�vá	 J.: Soustavy lineárních rovnic a determinanty, Sv
tonázorová výchova 
v matematice. Sborník vybraných referát� z letních škol MPS J�SMF, (ed. J. Šedivý), J�SMF, Praha, 1978, 
187–217. 
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3.3 Determinanty v pracích dalších matematik� 

V první a druhé polovin
 19. století se determinant�m a jejich aplikacím v
novala 	ada 
sv
tových i našich matematik�; byly sepsány odborné i populariza�ní �lánky a studie, 
st	edoškolské a vysokoškolské u�ebnice. 

První �eskou st	edoškolskou u�ebnici v
novanou základ�m teorie determinant�, vydal 
v Praze roku 1865 st	edoškolský profesor Martin Pokorný (1836–1900) pod názvem 
Determinanty a vyšší rovnice.  

Karel Zahradník (1848–1916) uve	ejnil roku 1879 v Praze elementární st	edoškolskou 
u�ebnici Prvé po�átky nauky o determinantech24. V roce 1905 publikoval v Brn
 spis 
nazvaný O determinantech, který byl sestaven pro poslucha�e vysokých škol 
technických, a ve kterém doporu�oval k hlubšímu studiu u�ebnice F. J. Studni�ky.25 

František Josef Studni�ka (1836–1903) sepsal 	adu u�ebnic, matematických �lánk�  
a populariza�ních prací v
novaných determinant�m a jejich aplikacím. T	i základní 
u�ebnice O Determinantech (1870)26, O determinantech mocninných a sestavných (1897) 
a Úvod do nauky o determinantech (1899) byly ur�eny zejména univerzitním student�m. 

Eduard Bartl, profesor na n
mecké reálce v Praze, je autorem u�ebnice Einleitung in 
die Theorie der Determinanten zum Gebrauche an Mittelschulen sowie zum 
Selbstunterrichte. Tato n
mecky psaná u�ebnice vyšla v Praze roku 1878 a byla 
používána na n
meckých st	edních školách v �echách.  

Klasickou n
meckou u�ebnicí byla Theorie und Anwendung der Determinanten mit 
Beziehung auf die Originalquellen vydaná v Lipsku roku 1857 Richardem Baltzerem.  

∗          ∗          ∗          ∗          ∗ 
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OD IHLY K NÁHODNÝM MNOŽINÁM  

LUCIA ILUCOVÁ 

1 Geometrická versus „klasická“ pravdepodobnos�1 
Pod pojmom pravdepodobnos� sa vä�šine �udí vybavia šance na výhru pri hode kockou, 
mincou (resp. pád chleba na podlahu natretou stranou) alebo pri iných hazardných hrách. �o 
sa však skrýva pod pojmom geometrická pravdepodobnos�, to je jasné málokomu. Táto �as� 
matematiky nie je v u�ebných osnovách, pretože sa javí ako „zložitá“ a z tohto dôvodu aj ako 
menej dôležitá; dokonca aj vä�šina matematicky vzdelaných �udí o tejto oblasti len nie�o 
málo tuší (v tom lepšom prípade). Je to paradoxné, pretože organický a anorganický svet 
okolo nás je plný javov, ktorých realizácie je možné poznáva� a študova� geometrickými 
prostriedkami. Skúmaný jav pritom môže by� unikátny (napr. zis�ovanie patologických zmien 
telesného orgánu), alebo kolektívny (napr. skúmanie štruktúry a funkcií obli�iek diabetikov). 
A práve štúdium takýchto javov je predmetom geometrickej pravdepodobnosti [2, 4, 5].  

Typické úlohy geometrickej pravdepodobnosti sa týkajú interakcií geometrických 
objektov, kedy zis�ujeme pravdepodobnos� situácií, �i sonda (množina známych vlastností) 
zasahuje alebo mí�a skúmanú množinu. Pritom geometrická pravdepodobnos� je podmienená 
pravdepodobnos� typu P(A�B⏐A�C) (symbol � �ítame „zasahuje“) alebo P(A�B⏐A⊂C) 
obmedzujúca polohy sondy A prostredníctvom zvolenej kompaktnej množiny C. Základným 
rysom týchto situácií je, že priaznivých i nepriaznivých situácií je nespo�ítate�ne ve�a a preto 
ich musíme charakterizova� vhodne zvolenými mierami uvažovaných situácií. Napr. 
pravdepodobnos�, že náhodne zvolený bod B danej úse�ky AC bude leža� na jej vybranej 
�asti DE (t.j. „zasiahne“ DE), je rovná pomeru d�žok L úse�iek DE a  AC. Zapíšeme to 
P(B�DE⏐B�AC) = L(DE)/L(AC).  

2 Od ihly k 19. a 20. storo�iu 
Napriek tomu, že príspevok je zameraný najmä na preh�ad základných problémov, metód 
riešenia a vývoj geometrickej pravdepodobnosti v 19. a 20. storo�í, je užito�né sa pozrie� na 
historicky prvé úlohy opísané v príspevku A. Kalousové (tento zborník) z poh�adu 
spomenutých všeobecných informácií. 

Úlohu o štvorci by sme tiež mohli chápa� ako štúdium dlaždice C so stranou c sledovaním 
prienikov mince-sondy B s polomerom r a hranice štvorca ∂C za podmienky, že B⊂C; 
t.j. po�ítame podmienenú pravdepodobnos�, že minca zasahujúca dlaždicu leží celá vo vnútri 
nej, t.j. P(B∩∂C=∅⏐B�C) = (c – 2r)2/c2. Pravdepodobnos� je tu daná pomerom obsahu plôch 
štvorcov so stranami (c – 2r) a c, a môžeme ju odhadnú� podielom po�tu „vyhovujúcich“ 
pádov a všetkých možných. Potom z daného vz�ahu vieme vypo�íta� napr. neznámu d�žku 
strany štvorca. 

Podobne by sme mohli obráti� úlohu o ihle s cie�om odhadnú� d�žku ihly l pomocou 
systému rovnobežiek vzdialených o d<l a zapísa�, že l = �dP/2 (zovšeobecnená Buffonova 
relácia), kde P je pravdepodobnos� pretnutia ihly priamkou. Hodnota �, ktorej prítomnos� vo 
vzorci pre pravdepodobnos� bola kedysi tak prekvapivá, je mierou orientácií ihly.  

Geometrická pravdepodobnos� v 19. storo�í riešila tiež šance na výhru v hrách 
geometrickej povahy alebo jednotlivé matematické úlohy typu Sylvestrovho štvorbodového 
                                                           
 
1 Práca bola vypracovaná v rámci výskumného zámeru AV0Z10190503. 
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problému. Až jeho druhá polovica predstavuje zlom v geometrickej pravdepodobnosti, najmä 
zásluhou M. W. Croftona. Hlavným cie�om už nebolo ur�i� pravdepodobnos� výhry, ale 
výsledok pozorovania náhodného geometrického javu využi� na ur�enie nejakej 
charakteristiky objektu. Francúzsky geológ A. J. Delesse navrhol v roku 1847 ur�ova� 
objemový podiel fáz nerastov z plošných podielov nameraných v rovinných rezoch skúmanej 
horniny. Neskôr (1898), viedensky geológ A. Rosiwal konštatoval, že plošné podiely fáz 
môžu by� nahradené aj ich lineárnymi podielmi. Až v 20. storo�í geológovia       
E. Thompson (1930) a  A. A. Glagolev (1933)  zistili, že objemový podiel fázy je možné 
odhadnú� ako relatívny po�et náhodných �i pravidelne usporiadaných bodov zasahujúcich 
fázu.  

Systematicky sa geometrickou pravdepodobnos�ou v 20. storo�í za�al zaobera� až         
W. J. E. Blaschke2 so svojim žiakom L. A. Santalóm3 najprv s použitím diferenciálnej 
geometrie. Všeobecnejší spôsob prístupu na báze teórie množín zaviedol H. Hadwiger4 
a odstránil tým množstvo obtiaží spôsobených hranicami objektov (napr. neexistencia 
derivácií vo vrcholoch štvorca �i na hranách kocky).  

Pri praktickej aplikácii geometrického výberu je prvou možnos�ou tzv. deterministický 
prístup, pri ktorom skúmame interakcie celého objektu s rôznymi sondami, resp. s jednou 
sondou v mnohých polohách, pri�om objekt nesmie by� príliš velký5. U rozmernejších 
objektov používame tzv. rozšírený deterministický prístup: geometrický výber prevádzame 
len na vybraných miestach a jeho výsledky vz�ahujeme k celému objektu (napr. pri pôdnom 
prieskume �i pri hodnotení materiálu z jednej tavby). Pri náhodnom prístupe skúmame 
nieko�ko objektov rovnakého typu, u ktorých predpokladáme istú štatistickú variabilitu (napr. 
skúmanie kvality sériových výrobkov náhodne odobratých z výrobnej linky alebo ur�ovanie 
vlastností zdravých telesných orgánov).  

Vyššie uvedená problematika viedla k vzniku teórie náhodných množín, ktorá sa snaží 
modelova� prirodzenú variabilitu reálnych objektov. V druhej polovici 20. storo�ia ju vo 
svojich prácach rozvinuli najmä G. Matheron6 [3] a D. G. Kendall7 [1] s použitím niektorých 

                                                           
 
2 Wilhelm Johann Eugen Blaschke (1885–1962), nemecký matematik rakúskeho pôvodu. V období 1913–15 
pôsobil ako profesor matematiky aj na Nemeckej technickej vysokej škole v Prahe; od roku 1919 až do 
dôchodku pôsobil na univerzite v Hamburgu. Jeho výskum sa týkal viacerých oblastí geometrie. V práci Kreis 
und Kugel (1916) prezentoval izoperimetrické vlastnosti konvexných útvarov, významná je trojdielna kniha 
Vorlesungen über Differentialgeometrie (1921–1929). Je zakladate�om integrálnej geometrie, i ke� jej 
myšlienky sa objavujú už u M. W. Croftona. Jeho postava je dos� kontroverzná; od roku 1936 za�ína 
sympatizova� s politikou fašizmu. Napriek všetkému sa stal vedúcou osobnos�ou matematiky v Nemecku. 
3 Luis Antoni Santaló Sors (1911–2001), argentínsky matematik španielskeho pôvodu. V roku 1936 získal 
doktorát na univerzite v Hamburgu, kde sa pod vedením W. J. E. Blaschkeho za�al venova� geometrickej 
pravdepodobnosti. Od roku 1939 žil z politických dôvodov v Argentíne. Publikoval viac než 200 výskumných 
prác z oblasti integrálnej geometrie, metriky, afinnej a projektívnej diferenciálnej geometrie, geometrie 
konvexných telies, teórie �ísel. Je považovaný za jedného z najvä�ších geometrov minulého storo�ia. 
4 Hugo Hadwiger (1908–1981), švaj�iarsky matematik nemeckého pôvodu. Od roku 1937 pôsobil na univerzite 
v Berne až do konca svojho života. Takisto pracoval v rámci projektu vývoja šifrovacieho stroja NEMA (NEue 
MAchine), ktorý vznikol v rokoch 1941–1943 v švaj�iarskom armádnom šifrovacom centre ako vylepšená 
verzia známej Enigmy. Jeho práca v oblasti geometrie za�ala po roku 1935 po stretnutí s W. J. E. Blaschkem 
v Hamburgu. V roku 1957 publikoval knihu Vorlesungen über Inhalt, Oberflache und Isoperimetrie, ktorá sa 
stala základom pre Minkowského funkcionály používané v matematickej morfológii.  
5 Práve túto možnos� skúmania využila nefropatológia ako prvá lekárska disciplína pri rozbore vzoriek 
odobratých biopsiou. 
6 Georges Matheron (1930–2000), francúzsky matematik, zakladate� geoštatistiky. Vo svojej ranej práci Traité 
de géostatistique appliquée (1962–63) definuje základné prostriedky lineárnej geoštatistiky. Spolu s J. Serra 
vytvára novú diciplínu – matematická morfológia. V roku 1975 publikuje knihu Random sets and integral 
geometry, najdôležitejší príspevok do teórie náhodných množín. 
7 David George Kendall (1918), anglický matematik. V roku 1962 bol menovaný profesorom matematickej 
štatistiky v Cambridge, kde zotrval až do svojho dôchodku (1985). Bolo mu udelených mnoho cien, v rokoch 
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myšlienok G. Choqueta: náhodná uzavretá množina M je úplne definovaná Choquetovým 
funkcionálom T = P(M∩B ≠ ∅), definovaným nad súborom kompaktných (t.j. obmedzených 
uzavretých) množín. Všetky reálne objekty sú trojrozmerné a v teórii náhodných množín sa 
snažíme opísa� ich vlastnosti aj rozmiestnenie. V modeloch môžeme dimenziu objektov 
formálne zníži� a model tak zjednoduši� (to závisí na pomere ve�kosti objektov a zvy�ajných 
vzdialeností medzi nimi). Ak je možné rozmery objektov celkom zanedba�, dostaneme 
najjednoduchší príklad náhodnej množiny – bodový proces, t.j. body rozmiestnené v priestore 
pod�a akéhosi pravidla (modelujú polohy sídlisk a ich obyvate�ov v krajine, stromov 
a živo�íchov a tiež kozmických telies vo vesmíre)8. �alšiu skupinu tvoria �iarové procesy, 
modelujúce prípady, kedy dva rozmery objektov sú zanedbate�né vzh�adom k tretiemu (napr. 
dopravné siete a rieky, ale tiež neuróny, krvné rie�ište alebo spev�ujúce vlákna kompozitov). 
Náhodným procesom je aj systém neprekrývajúcich sa objektov (množín) vypl�ujúcich bez 
medzier daný priestor, ktorý modelujeme najrôznejšími teseláciami. Teória náhodných 
množín sa intenzívne rozvíjala po�as celej druhej polovice 20. storo�ia v prácach D. Stoyana, 
J. Mecke, B. Ripleyho a iných. Jej svojbytnou aplikáciou je matematická morfológia J. Serry 
[6], uplat�ujúca jej postupy na obrazy a špeciálne na ich digitálne verzie.  

Pokia� sa jedná o terminológiu, najvšeobecnejším oborom je stochastická geometria [7], 
zahr�ujúca celú teóriu geometrickej pravdepodobnosti i štatistiky s dôrazom na náhodné 
množiny. Štatistika zaoberajúca sa predovšetkým geometrickými výbermi so špeciálnym 
oh�adom na stratu informácií spôsobenú redukciou dimenzie pri výbere sa nazýva 
stereológia.  

3 Základné pojmy a vz�ahy 
Vyšetrovanie geometrických objektov a vz�ahov medzi nimi prebieha geometrickým 
výberom, pri ktorom dochádza k analýze projekcií objektov do lineárnych podpriestorov, 
alebo ich prienikov s vhodne vybratými množinami známych vlastností (sondy). Pritom je 
potrebné skúmané objekty, ich projekcie, sondy a ich prieniky s objektmi opísa� vhodnými 
geometrickými charakteristikami. Týmito sú spojité (alebo monotónne) aditívne funkcionály 
(alebo valuácie) invariantné vo�i grupe euklidovských transformácií. d-rozmerný objekt v d-
rozmernom priestore Rd ich má pod�a Hadwigerovej charakteriza�nej teorémy (d+1) lineárne 
nezávislých, objekt nižšej dimenzie k<d ich nenulových má odpovedajúcim spôsobom menej. 
Pre trojrozmerný objekt v R3 to môže by� napríklad objem, obsah povrchu, stredná šírka 
(stredná d�žka projekcií do trsu priamok) a Eulerova charakteristika.  

Polohy a orientácie sond, ktorými vyšetrujeme skúmané množiny, popisujeme 
tzv. kinematickou mierou. Polohu sondy ur�ujeme jej zvoleným pevným bodom, orientáciu 
zvolenou kartézskou sústavou s �ou pevne spojenou. Súbor možných orientácií všeobecnej 
sondy udáva Stiefelova varieta. Ak sa snažíme ur�i� napr. v R2 orientáciu variety 
dvojrozmerného obrazca, využijeme dve na seba kolmé priamky predstavujúce kartézske 
súradnicové osi, pri�om možností orientácií prvej osi je 2�, možnosti pre druhú sú dve 
(�avoto�ivá alebo pravoto�ivá). Dimenzia ich variety je potom 1 (tá je ale v priestore R4) a jej 
mierou je 4�. Všeobecne platí, že pre r-rozmernú sondu v d-rozmernom priestore má jej 
varieta dimenziu s  = (rd – r(r + 1)/2) v priestore Rdr a mieru danú sú�inom obsahov povrchov 

                                                                                                                                                                                     
 
1972–74 bol prezidentom London Mathematical Society. Je považovaný za svetovú vedúcu osobnos� v oblasti 
aplikovanej pravdepodobnosti a analýzy dát. Venoval sa stochastickej geometrii a jej aplikáciám a štatistickej 
teórii tvaru. Je editorom mnohých dôležitých diel (napr. Mathematics in the Archaeological and Historical 
Sciences, 1971, Stochastic Analysis, 1973, Stochastic Geometry, 1974). Spolu s austrálskym štatistikom 
P. A. P. Moranom (1917–1988) napísali knihu Geometrical Probability (1963). 
8 Prvými prípadmi štúdia takýchto procesov bolo h�adanie zdrojov epidémií v New Yorku (V. Seaman, žltá 
horú�ka, 1795) a v Londýn
 (J. Snow, cholera, 1854) pod�a bydlísk chorých. 
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jednotkových gú� ��������������� (����	 je obsah povrchu jednotkovej d-rozmernej gule). 
Samozrejme najjednoduchšími sondami sú body, priamky, roviny, ..., t.j. vo všeobecnosti 
rôzne posunuté a orientované lineárne podpriestory dimenzie r<d (tzv. r-roviny [r-flats] – 1-
roviny sú priamky, 2-roviny sú roviny, ...). Súbor možných orientácií r-roviny popisuje 
Grassmannova varieta, jej dimenzia g = r(d – r) je nižšia a miera je ���������������
�������������, 
lebo rotácia súradnicovej sústavy v nej prebiehajúca polohu r-roviny nemení.  

Základné valuácie objektu K sú jeho obsah a Eulerova charakteristika, ostatných (d–1) 
môžeme definova� napr. ako stredné obsahy jeho projekcií do lineárnych podpriestorov 
dimenzií 1, 2. ..., d–1 (�asto sa používajú tiež Minkowského9 funkcionály). Najdôležitejšie 
vz�ahy medzi rôznymi valuáciami sú Cauchyho vz
ahy (valuácie objektu K sú priamo úmerné 
valuáciám jeho projekcií) a Croftonove vz
ahy (valuácie objektu K sú priamo úmerné 
valuáciám jeho prienikov s r-rovinami). Koeficienty úmerností nezávisia na K, takže tie, ktoré 
platia pre gu�u �i kruh, platia pre každé konvexné teleso �i konvexný obrazec (napr. stredný 
obsah rovinnej projekcie kocky je rovný štvrtine jej povrchu rovnako ako pre gu�u).  
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P�ÍNOS �ESKÝCH MATEMATIK	 
V KINEMATICKÉ GEOMETRII 

VÁCLAV JÁRA 

1 P�íchod kinematické geometrie do �ech 
Kinematická geometrie se poprvé objevuje na po�átku 19. století v pracích francouzských 
matematik� Mongeho a Carnota. Termín „géométrie cinématique“ pochází z roku 1859 
od Olryho Terquema. P�ednášky z kinematické geometrie vedl od roku 1867 na pa�ížské 
polytechnice profesor Mannheim. 

Do �eských zemí p�inesli kinematickou geometrii brat�i Van��kové, Josef Sylvestr 
a Mat�j Norbert, ze svého studijního pobytu v Pa�íži v letech 1878–1879. Práv� 
p�ednášky profesora Mannheima p�isp�ly ke zvýšenému zájmu brat�í Van��k� o tento 
obor. První �lánky �eských matematik� se objevily již o n�kolik let d�íve v �asopise pro 
p�stování matematiky a ve Zprávách císa�ské akademie v�d a Královské �eské 
spole�nosti nauk. Mnoho �lánk� pochází z pera Emila Weyra a jsou v�novány se 
úpatnicím. 

 

2 Další práce 

2.1 Konec 19. století 

Roku 1880 vydává Josef Sylvestr Van��ek v Ji�ín� vlastním nákladem �eské zpracování 
Mannheimových p�ednášek pod názvem Pošinování geometrických útvar�. Kniha je 
obsahov� rozsáhlejší než pozd�jší u�ebnice Lehrbuch der Kinematik (1888) od Ludwiga 
Burmestera. 

Na konci 19. století se kinematické geometrii v�novali další �eští matematikové jako 
Eduard Weyr a Bed�ich Procházka. Jejich �lánky uve�ejn�né mimo jiné v �asopise pro 
p�stování matematiky a fysiky se zaobírají zejména kinetickými zp�soby sestrojování 
st�ed� k�ivosti nejr�zn�jších trajektorií. K rozvoji oboru p�isp�li také zakladatelé 
brn�nské techniky Jan Sobotka a Karel Zahradník. 

 
 

2.2 20. století 

Na po�átku 20. století se objevují p�evážen� �lánky a publikace Miloslava Pelíška, který 
svých nejv�tších úsp�ch� dosáhl práv� v kinematické geometrii – výsledky jeho prací 
o st�edech k�ivosti trajektorií lze dodnes najít v u�ebnicích jako „Pelíškovy konstrukce“. 
V�noval se také prostorové kinematice. 

Po druhé sv�tové válce se nejvíce o rozvoj kinematické geometrie zasloužil profesor 
pražské techniky Zden�k Pírko, který v roce 1957 založil a více než dvacet let vedl na 
Kated�e matematiky a deskriptivní geometrie elektrotechnické fakulty �VUT seminá� 
z kinematické geometrie. Jeho p�edm�tem byly obecné problémy kinematické geometrie 
v n-rozm�rném afinním prostoru, ale také speciální problémy rovinné kinematiky. 
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FIBONACCIHO POLYNOMY POPSANÉ  
E. CH. CATALANEM A E. JACOBSTHALEM 

MARTINA JAROŠOVÁ 

1 Fibonacciho a Lucasova posloupnost 
Nejprve si velmi stru�n
 p	ipomeneme n
kolik základních fakt� o Fibonacciho 
a Lucasov
 posloupnosti.  

2 Fibonacciho polynomy 
Rozsáhlou skupinu polynom� lze definovat pomocí formule podobné Fibonacciho 
rekurentní formuli (Fn = Fn–1 + Fn–2, pro n ∈  N, p	i�emž F1 = F2 = 1). Z t
chto polynom� 
m�žeme vhodným dosazením získat Fibonacciho �ísla.  

Studiem Fibonacciho polynom� se v roce 1883 zabýval belgický matematik Eugène 
Charles Catalan (1814 – 1894) a poté také n
mecký matematik E. Jacobsthal. 

Polynomy popsané E. Ch. Catalanem jsou definovány: 
 

Definice 1.  Polynomy fn (x) spl�ující rekurentní formuli 
 

fn (x) = x fn–1 (x) + fn–2 (x),       (1) 
 

kde f1 (x) = 1,  f2 (x) = x a n � 3, n ∈ N nazýváme Fibonacciho polynomy.  
 
Pozd
ji tyto „Catalanovy“ Fibonacciho polynomy zkoumal kolem roku 1966 kanadský 
matematik M. N. S. Swamy. 

Polynomy popsané E. Jacobsthalem jsou definovány: 
 

Definice 2.  Polynomy Jn (x) spl�ující rekurentní formuli 
 

Jn (x) = Jn–1 (x) + x Jn–2 (x),       (2) 
 

kde J1 (x) = 1 = J2 (x) a n � 3, n ∈  N nazýváme „Jacobsthalovy“ Fibonacciho polynomy.  

2.1 Fibonacciho polynomy popsané E. Ch. Catalanem 

P	edstavme si alespo� prvních deset �len� Fibonacciho polynom�, které popsal              
E. Ch. Catalan: 

 f1 (x) = 1 
 f2 (x) = x 
 f3 (x) = x2 + 1 
 f4 (x) = x3 + 2x 
 f5 (x) = x4 + 3x2 + 1 
 f6 (x) = x5 + 4x3 + 3x 
 f7 (x) = x6 + 5x4 + 6x2 + 1 
 f8 (x) = x7 + 6x5 + 10x3 + 4x 
 f9 (x) = x8 + 7x6 + 15x4 + 10x2 + 1 
f10 (x) = x9 + 8x7 + 21x5 + 20x3 + 5x 
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Poznámka 1.  Z rekurentního vztahu (1) p	ímo plyne, že platí  
 

fn (1) = Fn,  pro všechna n ∈ N,        
 
kde Fn je n-té Fibonacciho �íslo. 
 
 Dále si ukážeme mnoho zajímavých vztah� a skute�ností týkajících se Fibonacciho 
polynom�, jež popsal E. Ch. Catalan. 
 

2.2 Fibonacciho polynomy popsané E. Jacobsthalem  

Poté si p	edstavíme Fibonacciho polynomy, které popsal E. Jacobsthal. Pro lepší 
p	ehlednost je nazývejme zkrácen
 – Jacobsthalovy polynomy. Prvních deset 
Jacobsthalových polynom�: 
  

 J1 (x) = 1 
 J2 (x) = 1 
 J3 (x) = x + 1 

       J4 (x) = 2x + 1 
 J5 (x) = x2 + 3x + 1 
 J6 (x) = 3x2 + 4x + 1 
 J7 (x) = x3 + 6x2 + 5x + 1 
 J8 (x) = 4x3 + 10x2 + 6x + 1 
 J9 (x) = x4 + 10x3 + 15x2 + 7x + 1 
J10 (x) = 5x4 + 20x3 + 21x2 + 8x + 1 

 
Poznámka 2.  Z rekurentního vztahu (2) p	ímo plyne platnost rovnosti 
 

Jn (1) = Fn,  pro všechna n ∈ N, 
 
kde Fn je n-té Fibonacciho �íslo.  

 
Op
t si ukážeme mnoho zajímavých skute�ností o t
chto Jacobsthalových 

polynomech. 

3 Lucasovy polynomy 
Definice 6.  Polynomy ln (x) spl�ující rekurentní formuli 

 
ln (x) = x ln–1 (x) + ln–2 (x),       (3) 

 
kde l0 (x) = 2, l1 (x) = x a n � 2, n ∈ N nazýváme Lucasovy polynomy.  
 

P�vodn
 je studoval americký matematik Marjorie Bicknell (kolem roku 1970). 
P	edstavme si alespo� prvních deset �len�  Lucasových polynom�: 

 
l1 (x) = x 
l2 (x) = x2 + 2 
l3 (x) = x3 + 3x 
l4 (x) = x4 + 4x2 + 2 
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l5 (x) = x5 + 5x3 + 5x 
l6 (x) = x6 + 6x4 + 9x2 + 2 
l7 (x) = x7 + 7x5 + 14x3 + 7x 
l8 (x) = x8 + 8x6 + 20x4 + 16x2 + 2 
l9 (x) = x9 + 9x7 + 27x5 + 30x3 + 9x 

        l10 (x) = x10 + 10x8 + 35x6 + 50x4 + 25x2 + 2 
 

Poznámka 3.  Z rekurentní definice (3) p	ímo plyne, že platí  
 

ln (1) = Ln,  pro všechna n ∈ N, 
 

kde Ln je n-té Lucasovo �íslo. 
 
O Lucasových polynomech si též povíme n
která zajímavá fakta. 
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HISTORIE S�ÍTÁNÍ 
AD – PO�ÍTA�OVÁ 
SUMACE 

ŠT�PÁN JIND�ICH 

1 Úvod 
V minulém století se s rozvojem výpo�etní techniky rozvinul i zájem o její využití 
v mnoha oborech lidské �innosti. V matematice byly výpo�etní systémy využívány 
prakticky od za�átku, mimo jiné i na s�ítání 	ad. 

Historie vývoje po�íta�ových algoritm� na s�ítání 	ad je pom
rn
 mladá, p	esto lze 
nalézt zajímavé výsledky. 

2 Badatelé, kte�í p�isp�li k rozvoji metod pro s�ítání �ad na po�íta�ích 

2.1 Sestra Mary Celine Fasenmyer 

Výzkum po�íta�ového dokazování identit za�al v diserta�ní práci sestry Mary Celine 
Fasenmyer na University of Michigan v roce 1945. Vyvinula metodu pro nalezení 
rekurentních vztah� pro hypergeometrické polynomy. 

Sestra Celine se narodila v Crownu ve st	ední Pensylvánii v roce 1906 
v 	ímskokatolické rodin
.  Její matka zem	ela, když jí byl jeden rok. O t	i roky pozd
ji se 
její otec znovu oženil s o 25 let mladší ženou. 

Mary studovala v Titusville, asi 30 mil od Crownu. Zde navšt
vovala 
St Joseph’s Academy, což byla 	ímskokatolická škola. B
hem studia se projevil její 
matematický talent. Po promoci v roce 1923 dalších 10 let u�ila. Sou�asn
 studovala na 
Catholic Mercyhurst College po jeho založení v roce 1926. V roce 1933 se z ní na této 
škole stala sestra Celine. 

V rámci studia byla poslána do Pittsburghu  u�it na St Justin's High School. Pozd
ji 
za�ala studovat postgraduální studium na University of Pittsburgh. Na její práci dohlížel 
Earl Rainville, který ji navrhl, aby zkoumala kombinatorické problémy související 
s hypergeometrickými 	adami. Ve své práci ukázala algoritmy pro nalezení rekurentních 
vztah� mezi s�ítanci hypergeometrických 	ad. Doktorát ukon�ila v roce 1946. 

Publikovala jen dv
 matematické práce. První „Some generalized hypergeometric 
polynomials“ v roce 1947 v Bulletin of the American Mathematical Society. Druhá byla 
„On Recurrence Relations“ v American Mathematical Monthly v roce 1949. 

Sestra Celine se vrátila na Catholic Mercyhurst College, kde u�ila mnoho let. 

2.2 Doron Zeilberger 

Zeilberger je izraelsko-americký matematik, který se narodil v Izraeli v roce 1950. 
P	isp
l d�ležitými výsledky na poli sou�t� hypergeometrických 	ad. Tzv. Wilf-
Zeilberger�v pár �i Zeilberger�v algoritmus jsou nezbytné nástroje pro s�ítání 
hypergeometrických 	ad a tyto techniky jsou zna�n
 využívány v moderních 
po�íta�ových algebraických programech.  

V roce 1998 spole�n
 s Herbertem Wilfem obdržel cenu Americké matematické 
spole�nosti pro jeho výzkum hypergeometrických sumací. V roce 2004 obdržel Eulerovu 
medaili. �íká se o n
m: „Mistr v používání po�íta�� a algoritm� k tomu, aby byla 
matematika rychlá a efektivní“. 
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2.3 Herbert Wilf 

Herbert Wilf narozen v roce 1931 je matematik specializující se na kombinatoriku. 
P�sobí na University of Pennsylvania. 

Je autorem mnoha �lánk� a knih, byl školitelem a rádcem mnoha student� a koleg�. 
Mezi jeho spolupracovníky pat	í Doron Zeilberger a Donald Knuth. Jeden z jeho 
bývalých student� je Richard Garfield, tv�rce známé karetní hry Magic: The Gathering. 
Koncem šedesátých let byl také školitelem E. R. Weintrauba. V roce 2002 byl ocen
n 
Eulerovou medailí Institutem kombinatoriky a jejích aplikací. 

2.4 Marko Petkovšek 

Marko Petkovšek je slovinský matematik narozen v roce 1955. Pracuje p	evážn
 na 
symbolických výpo�tech. Je profesorem diskrétní a po�íta�ové matematiky na univerzit
 
v Ljubljani. Dokon�il svou disertaci na Carnegie Mellon University pod vedením Dana 
Scotta. Spole�n
 s Wilfem a Zeilbergerem napsal knihu A=B. 

2.5 Bill Gosper 

Ralph Wiliam Gosper, známý jako Bill Gosper, je americký matematik a programátor 
z Pennsauken v New Jersey. Je známý svou prací na 	et
zových zlomcích 
reprezentujících reálná �ísla. Dále navrhl algoritmus pro s�ítání hypergeometrických 	ad, 
známý jako Gosper�v algoritmus. 
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M. W. CROFTON A GEOMETRICKÁ 
PRAVD	PODOBNOST V 19. STOLETÍ 

ANNA KALOUSOVÁ 

1 Po�átky geometrické pravd�podobnosti 
Georges-Louis Leclerc, hrab
 de Buffon (1707–1788) využil jako první geometrii pro 
výpo�et pravd
podobnosti n
jakého jevu. V roce 1733 bylo v pa	ížské Académie des 
sciences �teno jeho pojednání Solutions de problèmes sur le jeu du Franc-Carreau; 
zprávu o tom podává [5]. Toto pojednání bylo akademiky velmi p	ízniv
 p	ijato a spolu 
s pojednáním Fine mécanique p	isp
lo k tomu, že byl Buffon v roce 1734 králem 
jmenován adjoint mécanicien v Académie des sciences. Text byl o 	adu let pozd
ji 
(1777) publikován jako sou�ást Essai d’arithmétique morale.  

Hra Franc-Carreau byla velmi oblíbena na francouzském dvo	e. Hrát se mohla 
v místnosti, jejíž podlaha byla rozd
lena na pravidelné �tverce 
(nap	. dlaždice). Do vzduchu byla vyhozena mince a hrá�i 
sázeli na její kone�nou polohu. Protne n
kterou ze spár nebo 
bude celá ležet uvnit	 jednoho �tverce (pozice franc-carreau)? 
Ozna�me c stranu �tverce a r polom
r mince. Z	ejm
 bude celá 
mince ležet uvnit	 �tverce práv
 tehdy, když její st	ed O bude 
ležet uvnit	 menšího �tverce o stran
 c-2r, jak je znázorn
no na 
obrázku. Pravd
podobnost, že bude mince uvnit	 �tverce, je 
potom rovna podílu obsahu menšího �tverce k obsahu �tverce 
v
tšího, tedy  

2

2

( 2 )c r
P

c

−
= . 

Zanedbali jsme p	ípad, kdy se mince spáry jen dotýká. K tomu by došlo v p	ípad
, že by 
st	ed mince ležel na hranici malého �tverce; ale to je množina míry nula.  

V tomtéž pojednání se Buffon zabýval ješt
 jednou hrou. V místnosti, jejíž podlaha je 
tentokrát rozd
lena sítí rovnob
žných od sebe stejn
 vzdálených spár (nap	. mezi 
podlahovými prkny), je do vzduchu vyhozena jehla. Hrá�i sázejí na to, zda jehla protne 
n
jakou spáru nebo ne. Ozna�me d vzdálenost rovnob
žek, l délku jehly (p	edpokládáme, 
že l < d), dále ozna�me y vzdálenost st	edu jehly od nejbližší rovnob
žky a � úhel, který 
svírá jehla s daným systémem rovnob
žek. Z	ejm
 sta�í uvažovat 0 � y � d/2 a 0 � � � �. 
Jehla protne spáru práv
 tehdy, když ( / 2) sinl yα⋅ ≥ . Pravd
podobnost, že jehla protne 
spáru, op
t spo�ítáme jako podíl obsahu oblasti p�íznivých p�ípad� k obsahu oblasti 
všech p�ípad�, tj. st	ed jehly leží na úse�ce délky d/2, která je kolmá ke spárám, a mírou 
r�zných orientací je π: 

[ ]0 0
sin d cos 22

2

l
l l

P
d d d

π
πα α α

π ππ

⋅ −
= = =
�

. 

V následujících letech další matematici zobec�ovali tuto Buffonovu úlohu o jehle. 
V Británii Isaac Todhunter (1820–1884) po�ítal pravd
podobnost, že eliptický disk 
s hlavní poloosou délky l < d, kde d je vzdálenost mezi rovnob
žnými �arami, protne 
n
kterou z rovnob
žek. Pozd
ji úlohu zobecnil na libovolnou uzav	enou (konvexní) 
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k	ivku, která nemá singulární body. Ve Francii v�lenil Gabriel Lamé (1795–1870) do 
svých p	ednášek diskusi o zobecn
ních Buffonovy úlohy pro kruhy, elipsy a pravidelné 
mnohoúhelníky. Tyto p	ednášky navšt
voval i Joseph-Émile Barbier (1839–1884), který 
v té dob
 studoval na École normale supérieure. Tomu se v roce 1860, kdy dokon�il 
studia na ÉNS, poda	ilo shrnout všechny speciální p	ípady, o kterých Lamé hovo	il, do 
jedné obecné teorie. Své výsledky publikoval v �lánku [1]. Uvažoval nejprve konvexní 
disk, jehož maximální pr�m
r je menší než vzdálenost spár (ozna�íme ji op
t d) a jehož 

obvod je L. Pravd
podobnost, že disk protne n
kterou spáru, je potom rovna 
L

dπ
. Tento 

výsledek odpovídá i 	ešení p�vodní Buffonovy úlohy, protože jehlu m�žeme považovat 
(jak Barbier poznamenal) za limitní p	ípad elipsy s obvodem L=2l. I když tento výsledek 
byl už dost obecný, Barbier ho ješt
 rozší	il. Pokud budou strany mnohoúhelníka hodn
 
malé, lze se na n
j dívat jako na obrazec ohrani�ený n
jakou konvexní k	ivkou. 
Matematická indukce pak dovolí rozší	it výsledek i na tento p	ípad. Další rozší	ení se 
týkalo nekonvexních obrazc�, které si m�žeme p	edstavit jako t
sn
 obepnuté n
jakou 
nití. Vyplníme-li mezery mezi p�vodním obrazcem a touto nití, získáme konvexní 
obrazec, který protíná n
jakou spáru práv
 tehdy, když ji protíná obrazec p�vodní. 

Barbier provedl i další zobecn
ní. Libovolnou rektifikovatelnou k	ivku délky L lze 
aproximovat posloupností úse�ek délky il , kde , 1,2,..., ,il d i n< =  a sledovat pr�se�íky 

t
chto úse�ek se soustavou spár. Ozna�me iZ  po�et pr�se�ík� i-té úse�ky (0 nebo 1) 

a Z celkový po�et pr�se�ík�; z	ejm
 
1

n

ii
Z Z

=
=� . Ozna�íme-li iP  pravd
podobnost, že i-

tá úse�ka protne n
jakou spáru, je st	ední po�et pr�se�ík� E(Z) roven 

1 1 1

2 2 2
( ) 1 .

n n n
i

i i
i i i

l L
Z P l

d d dπ π π= = =

= ⋅ = = =� � �E  

To už ovšem není úloha o Buffon needle, ale o Buffon noodle, jak se te� za�íná 	íkat. 
V Británii se geometrickou pravd
podobností zabývali James Joseph Sylvester (1814–

1897) a Morgan William Crofton. Od prvního z nich pochází Sylvester�v problém: 
v oblasti S umístíme náhodn
 �ty	i body; jaká je pravd
podobnost, že �ty	úhelník jimi 
ur�ený bude konvexní? Od druhého pochází celá 	ada výsledk�, nazývaných Croftonovy 
relace �i teorémy; jeden z nich se úzce vztahuje i k Sylvesterovu problému. 

2 Morgan William Crofton (1826–1915) 
M. W. Crofton se narodil v Dublinu v rodin
 protestantského duchovního. Byl 
vychováván jako protestant, ale pozd
ji p	estoupil na 	ímskokatolickou víru, což 
negativn
 ovlivnilo jeho kariéru. 

Vystudoval matematiku na Trinity College v Dublinu, studia ukon�il roku 1847. 
V roce 1849 byl jmenován profesorem naturální filosofie v Queen College v Galway, 
avšak po t	ech letech se místa vzdal. Zdá se, že hlavní p	í�inou byl jeho p	estup ke 
katolictví. Potom odjel do Francie, kde u�il v r�zných vzd
lávacích institucích 
provozovaných jezuity. Po návratu do Anglie za�al spolupracovat s Jamesem Josephem 
Sylvesterem, který v té dob
 p�sobil v Royal Military Academy ve Woolwich. V roce 
1864 nastoupil do této školy i Crofton a po Sylvesterov
 odchodu do d�chodu (1869) 
p	evzal jeho místo. U�il mechaniku a matematické inženýrství a napsal také n
kolik 
u�ebnic. V roce 1884 byl penzionován. V té dob
 se �ty	i irské katolické koleje spojily 
do Royal University of Ireland a Crofton se p	ipojil k matematickému u�itelskému sboru. 
Protože bydlel v Londýn
, nemohl u�it v nov
 vzniklém za	ízení. Jezdil ale na pravidelné 
návšt
vy do Dublinu a také byl zkoušejícím. Po odchodu do d�chodu (1895) mu byl 
v roce 1898 ud
len �estný doktorát na Trinity College Dublin. Zem	el v Brightonu. 
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A� u�il aplikovanou matematiku, v
tšinu svých �lánk� napsal Crofton o �isté 
matematice, geometrii a operátorovém po�tu. Jeho patrn
 nejznám
jším dílem je 
p	ísp
vek Probability v 9. vydání Encyclopaedia Britannica. Tento dlouhý p	ísp
vek je 
jedním z mnoha vynikajících hesel, kv�li nimž si mnozí myslí, že to je ta nejlepší 
encyklopedie, která kdy byla vydána (v sou�asných vydáních je kapitola Probability 
Theory už zcela jiná a Croftonovo jméno z Encyclopaedia Britannica zcela zmizelo!). 

3 Morgan William Crofton a Buffonova úloha o jehle  
Ze Sylvesterových poznámek (podle [6]) plyne, že s Croftonem hovo	ili o Buffonov
 
úloze v roce 1860 ve Woolwich. V roce 1868 vyšel Crofton�v �lánek On the Theory of 
Local Probability [2], ve kterém dokázal n
kolik v
t z budoucí „integrální geometrie“ 
pomocí technik geometrické pravd
podobnosti. Nejd�ležit
jší z nich je v
ta následujícící:  

Míra po�tu náhodných p�ímek, které protínají hranici dané uzav�ené konvexní oblasti, 
je rovna délce této hranice, neboli  

d dp Lθ =�� ,                                                       (1) 

kde p je vzdálenost p�ímky od po�átku a � je odchylka od pevn� zvolené osy.  
Rovnice (1) p	ipouští velmi dalekosáhlá zobecn
ní, spo�ívající v tom, že mírami 

neprázdných pr�nik� p	ímek a rovin s objekty jsou ur�ité míry t
chto objekt�, a v této 
obecné form
 je nazývána Croftonova (též Cauchy-Croftonova) formule. Crofton 
p	edpovídá možnost využití tohoto poznatku k výpo�tu komplikovaných �i obecn
 
v uzav	ené form
 ne	ešitelných integrál� a to tehdy, kdy míra neprázdných pr�nik� je 
složitý integrál a vlastnost protínaného objektu (objem, povrch apod.) je známá. Odtud se 
pozd
ji tato �ást teorie geometrických pravd
podobností za�ala nazývat integrální 
geometrií, tj. geometrickou metodou výpo�tu integrál�. 

Aby si zajistil v
tší okruh �tená	�, oznámil sv�j výsledek už v roce 1867 na stránkách 
Comptes rendus pa	ížské Académie des sciences [3]. Crofton oznámil následující novou 
v
tu, kterou m�žeme chápat jako ur�ení míry všech dvojic te�ných p	ímek objektu K:  

M�jme hranici libovolné konvexní oblasti, která má délku L 
a vymezuje plochu �. Jestliže ozna�íme � úhel dvou te�en k této 
hranici z n�jakého vn�jšího bodu (x,y), máme integrál  

2

( sin )d d
2

L
x yθ θ π− = − Ω��  

pro celou plochu vn� hranice.  
Nedlouho poté Joseph Serret (1819–1885) provedl alternativní odvození tohoto 

výsledku, v n
mž využil pouze metod analytické geometrie, tedy nezávisle na 
geometrické pravd
podobnosti. Sv�j d�kaz publikoval v Comptes rendus v roce 1869 [7]. 
Crofton reagoval dopisem, který vyšel v Comptes rendus o n
co pozd
ji v tomtéž roce 
[4]. V n
m také oznámil další výsledek, který byl dosažen metodami geometrické 
pravd
podobnosti, totiž v
tu:  

M�jme hranici libovolné konvexní oblasti, která vymezuje plochu �; jestliže nazveme 
C t�tivu, která spojuje dva body na hranici, p vzdálenost t�tivy od pevn� zvoleného bodu 
O a � úhel, který svírá p�ímka p s pevn� zvolenou osou, máme 

3 2d d 3 ,C p θ = Ω��                                                   (2) 

Integrace platí pro všechny hodnoty p a �, které skute�n� dávají  t�tivu C.  
J. Serret odvodil také tuto formuli pouze metodami analytické geometrie. Oba 

výsledky potom publikoval v [8]. 
Použijeme-li rovnici (1), m�žeme (2) zapsat jako  
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3 3 3 2d d d d ( ) 3
L

C p C p L C
L

θ θ= = = Ω�� �� E  

a tedy  
2 31

( )
3

L CΩ = E , 

kde 3( )CE  je st	ední hodnota t	etí mocniny délky t
tiv. Jejím odhadem, získaným na 

vhodn
 vybraném souboru p	ímek zasahujících plochu Ω, dostaneme p	i znalosti obvodu 
L odhad Ω2.  

Užití geometrické pravd
podobnosti v d�kazu p	itáhlo pozornost francouzského 
matematika Josepha Bertranda (1822–1900). V roce 1870 publikoval dvoudílný Traité de 
calcul différentiel et de calcul intégral, který obsahuje celou kapitolu nazvanou Théorème 
de Crofton a vysv
tluje Crofton�v výsledek v širším kontextu geometrické 
pravd
podobnosti. Bertrand�v zájem o geometrickou pravd
podobnost, konkrétn
 jeho 
paradoxy z roku 1889, obrátily pozornost k základnímu požadavku na úlohy geometrické 
pravd
podobnosti, tj. k nezbytnosti pohybov
 invariantního zadání. 
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FEYNMAN�V D�KAZ MAXWELLOVÝCH 
ROVNIC  

JAN KOT�LEK 

V 	íjnu 1948 ukázal Richard P. Feynman (1918–1988) Freemanu Dysonovi d�kaz 
(homogenních) Maxwellových rovnic pro jednu nerelativistickou �ástici pouze 
z Newtonova zákona  

(1) ),,(m txxFx jj ��� =   

a komuta�ních relací 

(2) ,0],[ =kj xx  

(3) .],[ m jkkj ixx δ�� =  

Feynman tento d�kaz nikdy nepublikoval. 
Podle Dysona se Feynman pokoušel nalézt novou teorii dynamiky elementárních 

�ástic. Snažil se objevit minimální p	edpoklady, ze kterých by se daly objevit nové 
fyzikální modely, které nelze popsat Lagrangiánem a Hamiltoniánem.  

Jeho d�kaz ale ukazuje, že jediná p	ípustná pole, která mohou konzistentn
 p�sobit na 
elementární �ástici jsou skalární nebo elektromagnetická. Tím Dyson vysv
tluje, pro� jej 
Feynman necht
l publikovat, byl to pro n
j totiž jen výsledek neúsp
šného programu 
hledání nové fyziky.  

1 Feynman�v nebo Dyson�v d�kaz? 
Až po Feynmanov
 smrti se Dyson, v p	ednášce na Feynman Memorial Session, poprvé 
o d�kazu zmínil (text p	ednášky vyšel ve Physics Today v únoru 1989, viz [1]). V dubnu 
1989 pak poslal �lánek s úplným d�kazem do American Journal of Physics, kde také 
v b	eznu 1990 vyšel, [2]. 

Z Dysonových komentá	� se dozvídáme, že si neuchoval originální Feynman�v 
rukopis d�kazu a skartoval také své originální poznámky. P	edložená verze d�kazu je 
tedy pouze pozd
jší rekonstrukcí d�kazu, navíc není známa ani dobu jejího vzniku. Již 
C.R. Lee ve svém �lánku [4] poprvé vyzdvihl Dysonovy zásluhy: d�kaz máme zachován 
jen díky Dysonovi, a to navíc ve verzi kterou sepsal sám Dyson. Proto jej pojmenoval 
Feynman�v-Dyson�v d�kaz. 

2 Feynman�v d�kaz podle Dysona 

Tvrzení. Uvažujme �ástici o sou	adnicích xj (j = 1, 2, 3) a rychlosti jx�  spl�ující 

Newton�v zákon (1) a komuta�ní relace (2) a (3). 
Pak existují pole ),( txE  a ),( txH  spl�ující rovnici Lorentzovy síly  

(4) ��
� HxEF kjkjj ε+=  

a homogenní Maxwellovy rovnice 

(5) 0=⋅∇ H ,   0=×∇+
∂

∂
E

t

H
. 
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Nehomogenní Maxwellovy rovnice pouze definují hustotu náboje ρ  a proudu j, 

(6) ρπ  4=⋅∇ E ,  jH
t

E
 4π=×∇−

∂

∂
 

 

3 Matematika ve Feynmanov� d�kazu 
Celý d�kaz závisí na vlastnostech komutátoru 

(7) BAABBA −=:],[ , 

zejména na Jacobiho identit
  

(8) 0]],[,[]],[,[]],[,[ =++ ACBBACCBA  

a Leibnitzov
 pravidlu (pro sou	adnicovou a �asovou derivaci) 

(9) ],,[],[],[ CABCBABCA +=   ��
�

��
	

+��
�

��
	

=
t

B
AB

t

A
BA

t d
d

,,
d
d

],[
d
d

.  

Aparát algeber funkcí na varietách a jejich reprezentací na Hilbertov
 prostoru je ve 
Feynmanov
 p�vodním d�kazu skryt, v moderní geometrické formulaci kvantové teorie 
založené na Feynmanových myšlenkách však hraje klí�ovou roli, srov. Paschke [6].  

 

4 Nový život Feynmanova d�kazu 
Podle Dysona bylo d�ležité d�kaz publikovat, protože to není jen poz�statek 
neúsp
šného projektu, ale inspirativní práce vzbuzující nové otázky týkající se zejména 
symetrií: p	edpoklady d�kazu jsou nerelativistické (jsou invariantní v��i Galileovským 
transformacím), kdežto výsledné rovnice jsou relativisticky invariantní (tedy invariantní 
v��i Lorentzovým transformacím). T
chto otázek se také týkala 	ada bezprost	edních 
komentá	� na Dyson�v �lánek, srov. [3].   

 
Po delším zvážení ale inspiruje Feynman�v d�kaz k úpln
 jiným úvahám. Snaha 

o formulaci dynamiky �ástic z minimálních p	edpoklad� se ukázala být podn
tná 
i v jiných kontextech. A tak byl Feynman�v d�kaz zobecn
n na nekomutativní 
elektrodynamiku (Yang-Millsova teorie, [4]), o relativistickou formulaci se pokusil 
S. Tanimura, [7], do moderní geometrické terminologie klasické (nerelativistické 
a nekvantové) mechaniky d�kaz p	evedli Cariñena et al. [5], na libovolné konfigura�ní 
prostory jej zobecnil Paschke, [6]. Tento p	ehled samoz	ejm
 není úplný ani kone�ný, 
navíc relativistická nebo nekomutativní zobecn
ní ješt
 zdaleka nejsou  uspokojiv
 
dokon�ena. 
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PROBLÉM JEDNOZNA�NOSTI 
TRIGONOMETRICKÝCH 
AD V HISTORICKÉM KONTEXTU  

(OD  G. CANTORA K  Y. MEYEROVI) 

LIBOR KOUDELA, KAREL F. ŽITNÝ 

Georg Cantor v roce 1870 dokázal následující tvrzení: 
1) jestliže 0)sincos(lim =+

∞→
nxbnxa nn

n
 pro všechna x ∈ [−�, �], potom také 

0limlim ==
∞→∞→

n
n

n
n

ba ; 

2) jestliže trigonometrická 	ada �
∞

=

++
1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxa
a

 konverguje k nule 

pro všechna x ∈ [−�, �], potom všechny koeficienty 0== nn ba . 
 
Prvé tvrzení je dnes známo jako Cantorovo-Lebesgueovo lemma. Druhé tvrzení je 

nyní ozna�ováno jako Heineho-Cantorova v
ta o jednozna�nosti, nebo� z n
ho vyplývá, 
že 2�-periodická funkce reálné prom
nné je bodovou limitou �áste�ných sou�t� nejvýše 
jedné trigonometrické 	ady. Tuto v
tu je relativn
 snadné dokázat, jestliže využijeme, jak 
to u�inil Cantor, tzv. Riemannovu metodu sumace trigonometrických 	ad. 

 

Ob
 tvrzení, jejichž význam byl rozpoznám již Cantorovými sou�asníky, 
nap	. Kroneckerem, Harnachem a Hölderem, p	ipoušt
jí 	adu velmi podstatných 
a dalekosáhlých zobecn
ní. Ve stru�ném historicky orientovaném p	ehledu je možné 
analyzovat pouze nejvýznamn
jší výsledky. 

Nahradíme-li p	edpoklad, že 0)sincos(
2 1

0 =++�
∞

=n
nn nxbnxa

a
 pro všechna 

x ∈ [−�, �], hypotézou, že 0)sincos(
2 1

0 =++�
∞

=n
nn nxbnxa

a
 pro x, která nepat	í do 

„dostate�n
 štíhlé“ podmnožiny ],[ ππ−⊂E , je stále možné dokázat, že 0== nn ba  pro 

všechna n. Takové „dostate�n
 štíhlé“ množiny E jsou nazývány množiny unicity. 
W. H. Young v roce 1909 ukázal, že každá spo�etná podmnožina intervalu [−�, �] je 
unicitní. (Cantor�v výsledek z roku 1872 ukazující, že uzav	ené spo�etné množiny jsou 
unicitní, se stal východiskem k vytvá	ení teorie množin.) 

 

V roce 1912 ukázal Ch. J. de la Vallée Poussin, že trigonometrická 	ada, která pro 
každé x konverguje ke kone�né lebesgueovsky integrovatelné funkci f, je Fourierovou 
	adou funkce f. 

 

Existence množiny míry nula, která není množinou unicity, byla dokázána 1916 
D. E. Menšovem. Tím vyvstala p	irozená otázka, existují-li nespo�etné množiny unicity 
s nulovou mírou. Tuto otázku zodpov
d
l v roce 1922 A. Rajchman, který nap	. dokázal, 
že Cantorova triadická množina je množinou unicity. 

 

P	i dodnes neukon�eném hledání nutných a posta�ujících podmínek pro to, aby 
nespo�etné množiny míry nula byly unicitní, zapo�atém A. Rajchmanem a N. K. Bari, 
došlo k pozoruhodnému sblížení teorie funkcí s teorií �ísel. Pravd
podobn
 nejkrásn
jším 
výsledkem je slavná Salemova-Zygmundova v
ta z roku 1955, která umož�uje 
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zkonstruovat s použitím tzv. Pisotových �ísel dv
 t	ídy nespo�etných množin Cantorova 
typu, které jsou resp. nejsou unicitní. 

 

Spolehlivou orientaci ve výsledcích dosažených p	ed rokem 1926 umož�uje 
Hobsonova monografie [2]. Ob
 st
žejní klasická kompendia [1], [5] shrnují v obsáhlých 
kapitolách problematiku spojenou s unicitou trigonometrických 	ad. Kniha [4] a zejména 
monografie [2] poskytují detailní p	edstavu o výrazné reformulaci problematiky 
v 60. letech minulého století. 

 

P	ednáškou budou také p	ipomenuty životní osudy n
kterých zmín
ných matematik� 
a matemati�ek. 
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CARPE DIEM – O ŽIVOT	 A DÍLE 
RAYMONDA E. A. C. PALEYE (1907–1933) 

JAN KOZÁNEK, KAREL F. ŽITNÝ  

Raymond Edward Alan Christopher Paley se narodil 7. 1. 1907 v Bournemouthu v Anglii. 
Studoval v Etonu a na Trinity College v Cambridgi (UK). Tam byli jeho u�iteli G. H. Hardy 
a J. E. Littlewood, který ho inspiroval ke studiu Fourierových 	ad. V roce 1930 obdržel 
Smithovu cenu. Získání Rockefellerova stipendia na Massachusetts Institute of Technology 
(1932–1933) mu umožnilo soustavn
jší spolupráci s N. Wienerem. Avšak p	i lyža	ském 
výletu do Kanady (Canadian Rockies) tragicky zahynul ve v
ku 26 let, dne 7. 4. 1933 
v lavin
, když lyžoval sám v nadmo	ské výšce 2926 m v blízkosti Deception Pass, Fossil 
Mountain (Kanadské Skalnaté hory). Pochován je na h	bitov
 m
ste�ka Banff (Alberta). I za 
krátkou dobu v
deckého p�sobení se tento mimo	ádn
 talentovaný matematik svými pracemi 
z harmonické analýzy zapsal nesmazateln
 do historie matematiky 20. století. Mezi 
matematiky své generace vynikal dynamickým p	ístupem k 	ešení problém�, který sám 
charakterizoval jako „ragbyovou taktiku“ a pozoruhodným technickým nadáním. Ve svém 
okolí si snadno vytvá	el p	átelství a m
l mimo	ádnou ochotu k navazování v
deckých 
spoluprací a v
	il, že spole�n
 lze vykonat mnohem více, než by byl schopen každý sám; jeho 
spoluautory se stali J. E. Littlewood, A. Zygmund, N. Wiener a G. Pólya. 

G. H. Hardy v “A Mathematician‘s Apology“ – [3] napsal: „ Matematik by nikdy nem
l 
zapomínat na to, že matematika více než kterékoliv um
ní nebo v
da je záležitostí mladých 
lidí“. Svoje tvrzení doložil p	íklady: „Galois zem	el v jedenadvaceti, Abel ve dvacetisedmi, 
Ramanujan ve t	iat	iceti, Rieman ve �ty	iceti“. Lze se jen dohadovat, pro� v tomto vý�tu 
chybí Paley. Snad je to tím, že Paley pat	il mezi jeho žáky a že, když psal citovanou pasáž, 
d
lilo jej od Paleyova skonu mén
 než deset rok�. Dnes, s odstupem více než sedmdesáti let, 
lze konstatovat, že Paleyovo, po�tem stránek nep	íliš rozsáhlé, dílo se stalo stále inspirující 
sou�ástí moderní harmonické analýzy. V historicky zam
	ené p	ednášce lze pouze ve 
stru�ných obrysech nazna�it nejelementárn
jší ideje; zde jenom p	ipomeneme, že Paleyovy–
Wienerovy nebo Littlewoodova-Paleyova teorie pat	í mezi fundamentální poznatky. 
Littlewoodov
-Paleyov
 teorii byly v
novány samostatné monografie, nap	. [4], [5], [18] a lze 
v ní právem spat	ovat jeden z významných podn
t�, který vedl, mimo jiné, k teorii wavelets. 
Byli to zejména Littlewood a Zygmund, kte	í dlouhodob
 rozvíjeli teorie, které iniciovali 
spolu Paleyem. Rychlost, s níž Paley vytvo	il svoje dílo, je obdivuhodná. Jakoby si byl 
instinktivn
 v
dom obou �ástí Horatiova ponau�ení: „Carpe diem, quam minimum credula 
postero“. (Užij dne, a co nejmén
 v
	 budoucnosti.) 
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FINAN�NÍ MATEMATIKA NA M	Š
ANSKÝCH 
ŠKOLÁCH V MEZIVÁLE�NÉM OBDOBÍ 

MARTIN MELCER 

1 Vyu�ování matematice v období 1915 až 1939 

1.1 Obecné školy 

Obsahem matematiky v 1. až 5. ro�níku byla aritmetika p	irozených �ísel (d�raz byl kladen na 
zb
hlost v provád
ní po�etních výkon�), 	ešení slovních úloh a základy geometrie. V 6. až 
8. ro�níku pokra�ovala výuka aritmetiky (desetinná �ísla, zlomky, procenta, typové slovní 
úlohy a aplikace v 	emeslech a v obchod
) a geometrie (rýsování), algebra se nevyu�ovala. 

1.2 M�š�anské školy 

Úkolem u�itel� matematiky (museli být aprobováni) bylo vyp
stovat u žák� logické a po�tá	-
ské myšlení. U�itelé vedli žáky k samostatnému, pohotovému a jistému 	ešení praktických 
po�etních úkol�, tj. zam
	ovali se jen na poznatky a dovednosti bezprost	edn
 použitelné 
v každodenním život
 a výrobní praxi. 

1.3 St�ední školy (gymnázia, reálná gymnázia, reálky) 

St	ední školy byly výb
rové a nepovinné, obvykle byly dob	e vybavené pom�ckami 
a knihovnami. Požadavky u�itel� byly podstatn
 vyšší než na výše uvedených školách. 
Základním cílem výuky matematiky bylo osvojit si matematické myšlení. Výklad za�ínal 
konkrétními p	íklady, poznatky se zobec�ovaly, obecná tvrzení se dokazovala a uvád
ly se 
aplikace – snaha byla budovat ucelené matematické teorie. 
 

2 Po�tá�ovo dílo 
V roce 1928 vyšel ve Státním nakladatelství v Praze první díl �ty	dílné u�ebnice matematiky 
Po�tá�ovo dílo autora Jana Zlámala (nar. 1886), která byla ur�ena pro vyu�ování po�t� na 
trojt	ídních m
š�anských školách. Výklad v u�ebnici byl veden praktickým sm
rem, nebo� 
p	etrvával zájem na dokonalém osvojení po�ítání zpam
ti a kupeckých po�t�. 

 Obsah u�ebnice: 

1. díl: p	irozená �ísla, míry, váhy, peníze, po�etní operace, zlomky, procenta, troj�lenka ... 

2. díl: pom
ry, mapy, mocniny, odmocniny, složené zlomky, hospodá	ské hlavolamy, ro-
dinný rozpo�et, kalkulace, úspory, dluhy, chov dobytka, smíšeniny, obchodní po�ty ... 

3. a 4. díl: aritmetika a algebra (mnoho�leny, mocniny, rovnice), rodina a domov (rodinné 
finance), sociální politika (pojiš�ovnictví), národní hospodá	 (žn
, senose�), podnikání a úv
r 
(dluhopisy, spol�ování), vým
na statk� (peníze, valuty), práce a kapitál (úrokový po�et), 
po�et z vlada	ství (ú�etnictví), základy ob�anské samosprávy (obecní hospodá	ství a rozpo-
�et), technika a civilizace (technologie, industrializace). 
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3 Finan�ní matematika v Po�tá�ov� díle 
Finan�ní matematika je obsažena zejména ve t	etím dílu této u�ebnice, i když žák si n
které 
základní pojmy (nap	. úrok, úspora, dluh) osvojil již ve druhém dílu. 

S problematikou financí se žák podrobn
ji seznamuje až v kapitolách t	etího dílu 
(zajímavé p	íklady nalezneme nap	íklad v kapitolách Rodina a domov, Sociální politika, 
Národní hospodá�). 

Klasická finan�ní matematika je vyložena zejména ve dvou kapitolách nazvaných 
Podnikání a úv�r a Práce a kapitál, jejichž cílem bylo nau�it budoucí živnostníky poznat 
a vyhodnotit rizika p	i práci s financemi. 

 

4 Ukázky úloh 

Úloha 1 

Obchodník diskontoval 15. kv�tna u diskontního družstva p�i �eské pr�myslové bance 
v Praze sm�nku na 2.280 K�, splatnou 5. �ervna. Kolik za ni dostal p�i 42/3% diskontu? 
([2], str. 114) 
 

Úloha 2 

Rodi�e t�íletého chlapce cht�jí, aby si jako dosp�lý 33letý ob�an mohl postavit rodinný 
domek asi za 74.800 K�. Kolik musí uložit pro synka do spo�itelny, která úrokuje vklady 
celoro�n� 4,5%? ([2], str. 144) 
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INTERNETOVÁ PODPORA VÝUKY 
DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE NA MFF UK 

JANA OLEJNÍ�KOVÁ 

1 Nápl� p�ednášky 
Obsahem mé p	ednášky je stru�né p	edstavení projektu vznikajícího v rámci grantu 
FRVŠ, jehož cílem je vytvo	it nové pomocné studijní materiály pro výuku deskriptivní 
geometrie na MFF UK.  

 

2 P�edstavení �ešeného projektu 

2.1 Cíle projektu 

Projekt 	eší inovaci studijních p	edm
t� Deskriptivní geometrie Ia, Ib a Deskriptivní 
geometrie IIa, IIb, které se vyu�ují na MFF UK v prvních dvou letech studia 
bakalá	ského studijního programu Matematika.  

V sou�asné dob
 se na MFF u�í deskriptivní geometrie pouze pomocí u�ebnic, které 
jsou mnohdy starší více než 50 let. Jsou sice v
tšinou kvalitn
jší a mnohem rozsáhlejší, 
než nov
jší u�ebnice, ale �asto jsou nedostupné.  

Vytvá	ené studijní materiály budou zp	ístupn
ny na internetových stránkách Katedry 
didaktiky matematiky. Tyto materiály budou prezentovat srozumitelnou a názornou 
formou vzorové geometrické úlohy a budou d�ležitým dopl�kem látky probírané na 
p	ednáškách a cvi�eních. Významným aspektem projektu je d�raz na rozvoj tv�r�ího 
p	ístupu student� k 	ešení p	edložených problém�.  

2.2 P�ínos projektu 

Projekt p	isp
je k výraznému zkvalitn
ní a dopln
ní výuky, což umožní student�m 
hloub
ji pochopit problematiku a získat znalosti a dovednosti, které budou moci využít 
nejen p	i zkoušce z deskriptivní geometrie. Interaktivní a ve	ejn
 p	ístupná forma 
presentace projektu na internetové síti povede k podstatnému zlepšení podmínek 
dostupnosti pot	ebných informací a informovanosti student�. 
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JAN CARAMUEL Z LOBKOVIC 

MIROSLAVA  OTAVOVÁ 

1 Úvod 
Jedna z nejsiln
jších tendencí baroka hledajícího zvládnutí chaosu ve sv
t
 a v lidských 
záležitostech je touha po 	ádu. Konec st	edov
ku totiž znamenal zpochybn
ní 
universality kulturních a spole�enských institucí, ve v
d
 pak speciáln
 krizi p	esv
d�ení 
o možnosti jednoho všeobecn
 platného uchopení skute�nosti. Reakcí na tento stav je  
revize výchozích princip� a snaha postavit v
decké zkoumání ve všech oborech na nové 
neot	esitelné základy, které m
ly poskytnout formální disciplíny, zvlášt
 logika 
a matematika. P	edevším pro 17. století je charakteristická sázka na racionalitu a víra 
v neomezené možnosti lidského rozumu. 

V �eském prost	edí v té dob
 došlo k pozoruhodnému jevu. Mezi lety 1630 a 1680 se 
zde vytvo	ilo svérázné filosofické prost	edí, které umožnilo zrod originálních myšlenek, 
zna�n
 nezávislých na podn
tech p	icházejících sem ze západní Evropy. Tato myslitelská 
vitalita, v našich pom
rech spíše ojedin
lá, navíc spadá do období (t	icetiletá válka 
a t
žká desetiletí povále�ná), kdy podmínky pro kulturní snahy nebyly p	íliš p	íznivé. 
Jednou z postav pražského filosofického života byl emauzský opat Jan Caramuel 
z Lobkovic, všestranná osobnost, jehož dílem výrazn
 prostupuje zaujetí možnostmi 
logické analýzy jazyka, které anticipuje  snahy logického pozitivismu 19. a 20. století. 

2 Caramuel – jeden z posledních evropských polyhistor� 
Jan Caramuel se narodil roku 1606 v Madridu, ale jeho rodinná tradice a zna�ná �ást jeho 
vrcholné tv�r�í aktivity je svázána s �echami. Jeho otec Vav	inec Caramuel byl léta 
matematikem a astronomem na pražském dvo	e Rudolfa II., kde se oženil s Janovou 
matkou, sp	ízn
nou s rodinou Lobkovic�. Malý Jan byl zázra�ným dít
tem, v deseti 
letech za�al studovat na vysoké škole v Alcale, ve dvanácti vydal svou první knihu, ve 
�trnácti vstoupil do 	ádu cisterciák�. Ti ho vyslali ke studiu theologie na universitu do 
Salamanky. Po skon�ení studií Caramuel p�sobil na klášterních školách, sledoval vývoj 
ve všech v
dních oborech, byl zasv
ceným komentátorem a �asto originálním zp�sobem 
reagoval na aktuální problémy doby. 

V roce 1635 p	išel Caramuel na tehdy nejvýznamn
jší evropskou theologickou 
fakultu v Lovani v Nizozemí, které v té dob
 bylo pod vládou špan
lské koruny. Zde se 
stal uznávanou v
deckou osobností. Své okolí fascinoval výjime�ným nadáním 
a p	edevším elegantní a výstižnou logickou argumentací, zárove� však p�sobil pon
kud 
exaltovan
. V roce 1641 vyvolala velký rozruch universitní disputace mezi p	íznivci 
jansenismu, kte	í extrémním zp�sobem vykládali problém milosti a svobody, a theology 
jezuitské koleje v Lovani. Situace se nevyvíjela pro jezuity, akcentující význam svobody, 
p	ízniv
. V kritické chvíli vystoupil Caramuel a hlubokou znalostí problematiky 
a p	esv
d�ivostí logické argumentace zvrátil výsledek. Téma bylo i politicky choulostivé 
– šlo o jeden ze sporných bod� katolické a protestantské nauky a Caramuelovo 
vystoupení ocenil papežský nuncius v Kolín
 nad Rýnem Fabio Chigi. Díky jeho 
p	ímluv
 byl roku 1644 Caramuel jmenován opatem kláštera v porýnském 
Disibodenbergu. Korespondence s nunciem Caramuela vedla k rozpracování 
probabilismu, theologické teorie dávající �lov
ku svobodu rozhodovat o morální 
dovolenosti ur�itého jednání na základ
 pravd
podobnosti. Caramuel udržoval písemný 
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styk i s dalšími evropskými mysliteli a politiky, nap	. Descartesem a Gassendim. 
Z �eských zemí to byli Ignác Bernard Martinic (jemu dedikoval 1643 sv�j fyzikální spis 
o pohybu kyvadel) a Marek Marci z Kronlandu. Po Martinicov
 intervenci u císa	e 
Ferdinanda III. byl Caramuel roku 1644 povolán do Prahy a ustanoven opatem 
benediktinského kláštera v Emauzích. 

V té dob
 byla ve Vestfálsku vedena mírová jednání. Na katolické stran
 se 
profilovaly dva proudy. Umírn
ní v �ele s císa	em se snažili uzav	ít mír i za cenu 
zna�ných ústupk� protestant�m, radikálové vedení zástupcem Svaté stolice Cara-
muelovým p	ítelem Chigim bránili uzav	ení kompromisního míru poukazem na mravní 
nep	ípustnost takového kroku. Na výzvu císa	ské strany vydal Caramuel theologické 
pojednání v duchu probabilismu, kde logicky p	esv
d�iv
 dokazuje, že uzav	ít v 	íši mír 
je mravn
 dovoleno. Spis m
l mezi ú�astníky kongresu velký ohlas a p	isp
l k tomu, že 
p	es nunci�v odpor byl roku 1648 uzav	en pro církev nep	íznivý vestfálský mír. 
V �echách se ovšem Caramuel po válce setkal s uznáním. Pražský arcibiskup kardinál 
Harrach ho jmenoval svým generálním viká	em a císa	 ho designoval jako prvního 
biskupa zakládané diecéze královéhradecké. Caramuelovo p�sobení bylo velkým obo-
hacením pražské intelektuální obce, vytvo	il zde svá zásadní v
decká díla, ale p	i 	ízení 
arcidiecéze nedokázal vhodn
 užívat své moci a n
kterým jeho odp�rc�m vadil jeho 
špan
lský p�vod. 

V roce 1655 byl zvolen papežem bývalý Caramuel�v p	ítel Chigi (Alexandr VII.). 
Kosmopolita Caramuel se na n
j obrátil.  Papež  p	es nedobrou zkušenost z roku 1648 si 
nadále vážil jeho kvalit a rozlišoval politickou neobratnost a výjime�né nadání. Roku 
1657 mu ud
lil malé biskupství v Neapolsku. Posledním místem Caramuelova p�sobení 
pak bylo Vigevano v severní Itálii, kde byl biskupem od roku 1673 až do své smrti roku 
1682. Ani zde, stranou kulturních center, nerezignoval, stále publikoval a udržoval 
i kontakty se svými p	áteli v �echách. 

  

3   Steganografie a konstrukce universálního jazyka 
Ješt
 za svého pobytu v Lovani vydal roku1635 Caramuel tiskem spis Steganographiae 
nec non claviculae Salomonis Germani, Ioannis Trithemii Abbatis Spanheimensis Ordinis 
S. Benedicti genuina, facilis dilucidatio, declaratio…. Byl to krok velmi odvážný, protože 
šlo o komentovanou edici posmrtn
 (1606) vydaného díla benediktinského opata Jana 
Trithemia, které se pro podez	ení z  �arod
jnictví dostalo roku 1609 na seznam 
zakázaných knih. Caramuel díky svému matematickému založení byst	e rozpoznal, že jde 
o dílo theologicky nezávadné, které p	ináší myšlenku šifrovacího klí�e. Nejprve 
s využitím probabilistické metody zd�vod�uje, pro� nedbá zákazu církevního magisteria 
a poté p	ináší sv�j pohled na steganografii (steganos – 	ecky neproniknutelný). Na 
základ
 kombinatoriky podává výklad o tvorb
 šifrovacích klí��, upozor�uje na 
symetrický p	ístup k problematice, anoigografii (anoigó – 	ecky odhaluji), tj. možnost 
pomocí matematických metod interpretovat neznámý text, resp. jazyk, jehož šifrovací 
klí�, resp. slovník není k dispozici. V tomto ohledu n
které Caramuelovy myšlenky 
anticipují metody matematické lingvistiky 20. století, nap	. programové prost	edky 
strojového p	ekladu. Ve své dob
 spis zrušil tabu a vyšel vst	íc aktuálnímu zájmu 
o praktické aplikace steganografie v diplomacii a vojenství. 

Zájem o logickou strukturu jazyka provázel Caramuela po celý život a projevil se 
i v nejcenn
jším jeho díle Theologia rationalis sive in auream angelici doctoris summam 
meditationes, notae et observationes etc. vydaném v dob
 jeho pražského pobytu   
frankfurtským vydavatelem roku 1654. V první �ásti více než p
tisetstránkového foliantu, 
zvané Grammatica audax (Odvážná mluvnice), podává Caramuel výklad spekulativní 
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gramatiky. Na rozdíl od steganografie, která pracuje mechanickou cestou kódování, je 
jejím programem nalezení struktury ideálního jazyka, schopného rozlišit všechny logické 
nuance a odstranit nejednozna�nosti a konfuse, jimiž jsou poznamenány p	irozené 
hovorové jazyky a které mohou vést k nedorozum
ním a chybným úsudk�m. (Zajímavý 
je v tomto sm
ru Caramuel�v p	ísp
vek k negování kvantifikovaných formulí.) 

Snaha vytvo	it universální jazyk byla pro Caramuelovu dobu charakteristická. Mnozí 
jeho sou�asníci, jmenujme za všechny Komenského a o generaci mladšího Leibnize, si od 
takového jazyka slibovali nalezení ztracené jednoty lidstva. O�ekávali, že automaticky 
p	inese vy	ešení pal�ivých problém� nábožensky a politicky rozd
lené Evropy. 
Analogicky jako lze v matematice  na základ
 znalosti 	ádu pomocí n
kolika �íslic popsat 
všechna �ísla,  úkolem nové filosofie je vymezit základní jednoduché ideje a z nich p	i 
respektování logických pravidel, p	ípadn
 aplikací matematických metod vybudovat 
veškeré poznání (srv. Descartes�v požadavek clare et distincte). P	edpoklad platnosti 
principu kompozicionality pak vládl ve filosofii v
dy až do za�átku 20. století. Na rozdíl 
od svých soub
žc� Caramuel p	es silnou tendenci k matematizaci myšlení nepodléhá 
dobové iluzi a je tak paradoxn
 daleko blíže dnešnímu pohledu. Jeho um
lý jazyk, 
dialectus metaphysicus, nemá ambice být prost	edkem obecné komunikace, ale je 
formáln
 dokonalým nástrojem. Caramuel v n
m precizoval význam slovesa esse 
(latinsky být), u kterého rozlišuje r�zné mody jako existenci, bezespornost, identitu 
a zavádí pro n
 vhodné symboly. Jazyk nepodsouvá uživateli žádné apriorní metafyzické 
stanovisko, ale umož�uje p	esnou formulaci problém� a p	ehlednost a kontrolovatelnost 
jejich 	ešení.  
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JOSEPHUS FLAVIUS A JEDEN MATEMATICKÝ 
PROBLÉM 

 

 PAVLA PAVLÍKOVÁ 

1 Rozcvi�ka – Hra na ko�ku a myš 
Úvodní motiva�ní úloha:   Ko�ka stojí uprost	ed kruhu a kolem ní 12 �erných a 1 bílá 
myš. Ko�ka se to�í ve sm
ru hodinových ru�i�ek a každou t	ináctou myš sní. Od které 
myši musí za�ít po�ítat, aby bílá myš z�stala poslední živá? 

 

2 Josephus Flavius (37/8 – cca 100 n.l.) 

 

• vlastním jménem Jóséf  ben Mattatjáh 
• pocházel z Jeruzaléma, narozen ve významné 

kn
žské rodin
 (matka z rodu Hasmoneovc�) 
• velmi vážený mladý muž, v roce 64 byl �lenem 

poselstva do �íma 
• po návratu z �íma b
hem povstání Žid�  

                       v Galileji jmenován jedním z velitel� 
• po porážce se p	idal na stranu císa	e Vespasiána, 

jméno Flavius p	ijal podle dynastie 	ímských 
císa	� Flaviovc� (Vespasianus, Titus, 
Domitianus) 

• v
noval se cíli sepsat historii židovského národa 
• z díla: Válka židovská 

                                                           Židovské starožitnosti 
                                                          O starobylosti Žid� 

 
"Josephus Problem": V roce 67 n.l. byl Josephus spolu se 40 bojovníky v jedné jeskyni  
obklí�en 	ímskou armádou; rozhodli se vyhnout zajetí tím, že si vezmou život: postavili 
se do kruhu a každého t	etího zabili. Na kterých místech stáli Josephus a jeho p	ítel, kte	í 
z�stali poslední naživu a nakonec se vzdali �íman�m?   

 

3 Variace na dané téma 
� Abraham ibn Ezra (1092–1167) 
� st	edov
ká verze: 15 Turk� a 15 k	es�an� na lodi v bou	i, polovina musí p	es 

palubu; 	ešení p	i eliminaci každého devátého:        
KKKKTTTTTKKTKKKTKTTKKTTTKTTKKT 

      (mnemotechnická pom�cka: From numbers´aid and art, never will fame depart.) 
      (p	i eliminaci  každého desátého: Rex paphi cum gente bona dat signa serena.) 

� japonská verze: Yoshida Shichibei Koyu (1598–1672) 
d
lení majetku mezi 30 d
tí ze dvou manželství, eliminace každého desátého 
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 4      Matematická zobecn�ní 

    – hledání rekurentních formulí pro  J(n,k)  …  n lidí stojí v kruhu a my vybíráme každého 
k-tého tak, aby �lov
k na míst
 J(n,k) z�stal jako poslední 

 
P	íklady: tabulka pro J(n,2) 

 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

J(n,2) 1 1 3 1 3 5 7 1 3 5 7 9 11 13 15 1 3 5 7 9 
 
               tabulka pro J(n,3) 

 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

J(n,3) 1 2 2 1 4 1 4 7 1 4 7 10 13 2 5 8 11 14 17 20 
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KONSTRUKCE TROJÚHELNÍK� 
ANALYTICKÝMI VÝPO�TY 

JI�Í PECL 

1 Historie analytické geometrie 
Apollonios z Pergy je z	ejm
 první �lov
k, který p	i výpo�tech geometrického místa 
bodu využívá pomocných sou	adnic. Základy analytické geometrie však nezávisle na 
sob
 vyložili až Pierre de Fermat a René Descartes. A�koliv Fermat�v spis Ad locos 
planos et solidos isagoge, v n
mž popisuje principy analytické geometrie, pochází z roku 
1636, vydán byl až v roce 1679, 14 let po Fermatov
 smrti. I to je d�vod, pro� je za  
zakladatele analytické geometrie považován práv
 René Descartes. V díle Discours de la 
Méthode, resp. v jeho t	etím dodatku Géometrie vysv
tluje analytickou metodu. Poprvé 
spis vyšel (francouzsky) v roce 1637. 

O rozvoj analytické geometrie se zasloužilo mnoho matematik�, mezi nimi nap	. F. de 
Baune, F. van Schooten, J. de Witt, I. Barrow, I. Newton, G. de Roberval a další. 

2 Analytická geometrie na st�edních školách 

2.1 Historie vyu�ování analytické geometrie na st�edních školách v �echách 

Po zavedení výuky v �eštin
 na n
kolika gymnáziích v 60. letech 19. století bylo vydáno 
také n
kolik u�ebnic analytické geometrie v �eském jazyce (V. Jande�ka, F. Šanda 
a další). Po zm
nách osnov na st	edních školách na po�átku 20. století pov
	ila Jednota 
�eských matematik� J. Vojt
cha sepsáním nových u�ebnic geometrie pro vyšší gymnázia 
a reálky. Jeho u�ebnice se používaly až do poloviny  20. století. Po reformách v roce 
1953 se analytická geometrie až do roku 1958 nevyu�ovala. Až dosud byla na st	edních 
školách vyu�ována analytická geometrie pouze v rovin
. Teprve koncem 60. let minulého 
století se do st	edoškolské analytické geometrie dostává trojrozm
rný prostor. 

2.2 Sou�asný stav 

V sou�asné dob
 se analytická geometrie na gymnáziích obvykle vyu�uje ve 3. ro�níku, 
v p	ípad
 víceletých gymnázií v septimách. P	i dotaci 3 až 4 hodiny týdn
 je analytická 
geometrie zpravidla vyu�ována jedno pololetí a to v rozsahu u�ebnice autor� 
M. Ko�andrleho a L. Bo�ka. 

2.3 Dotazník 

Z dotazníku rozeslaného u�itel�m matematiky na sto sedmdesáti st	edních školách 
(v
tšinou gymnáziích) po celé republice vyplývá, že student�m �iní nejv
tší potíže 
kapitoly o kuželose�kách. Na stupnici od jedné (velmi snadná látka) do deseti (velmi 
náro�ná látka) hodnotili u�itelé celkovou náro�nost u�iva analytické geometrie pro 
studenty nej�ast
ji stupn
m 5 resp. 6 (vážený pr�m
r 5,39). 

3 Zam��ení disertace 
Pro v
tší názornost a lepší pochopení analytické geometrie student�m slouží po�ítání 
p	íklad� s t
sn
jší vazbou na pojmy a poznatky, které si odnášejí z hodin syntetické 
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geometrie nap	. o trojúhelnících. Bylo by proto p	ínosné vypracovat kolekci takových 
úloh, které se v tradi�ních sbírkách (viz [8] až [13]) tém
	 nevyskytují. 

Chystaná disertace nebude pouhou sbírkou 	ešených p	íklad�, ale systematickou 
prací, která ve vymezené mí	e úplným zp�sobem popisuje a 	eší úlohy na výpo�et 
sou	adnic vrchol� trojúhelníku, jsou-li analyticky zadány n
které jeho význa�né body, 
vektory �i p	ímky. P�jde tedy o jistou analogii prací, které systematicky probírají 
euklidovské konstrukce trojúhelníku ze t	í jeho prvk� (délek úse�ek �i velikosti úhl�). 
V sou�asné dob
 mám dokon�en úplný rozbor tzv. „t	íbodových úloh“, v jejichž 
formulacích jsou vždy zadány ob
 sou	adnice t	í z význa�ných bod�: vrchol�, st	ed� 
stran, pat výšek, ortocentra, t
žišt
, st	edu kružnice opsané. S t
mito úlohami, jejich 
�len
ním a s 	ešením n
kterých z nich se blíže seznámíme p	i p	ednášce. 
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POHLKEHO VETA A JEJ VÝZNAM  
VO VYU�OVANÍ MATEMATIKY 

MARTA PÉMOVÁ, ZITA SKLENÁRIKOVÁ 

Abstrakt 
Predložený �lánok okrem historických poznámok k dôkazu Pohlkeho základnej vety 
šikmej axonometrie chce poukáza� na tesný súvis tejto zobrazovacej metódy s metódou 
vo�ného rovnobežného premietania používaného v školskej praxi vo výu�be stereometrie 
a na problém úplnosti obrazu geometrického útvaru vzh�adom na riešenie polohových, 
�i metrických úloh. 

 
K�ú�ové slová: veta Pohlkeho-Schwarzova, historické poznámky, vo�né 

rovnobežné premietanie, úplnos� obrazu útvaru vzh�adom na riešenie polohových 
a metrických úloh, vyu�ovanie matematiky.  
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K HISTORII V	TY O LOKÁLNÍ EXISTENCI  
A JEDNOZNA�NOSTI  
EŠENÍ  

CAUCHYOVY ÚLOHY  

PAVEL PRAŽÁK 

1 Problémy s �ešením diferenciálních rovnic 
Diferenciální rovnice vznikly ve stejné dob
 jako diferenciální po�et. Newton se 
diferenciálními rovnicemi zabýval již ve svém Methodus Fluxionum et Serierum 
Infinitarum v roce 1671. Pozd
ji se Leibnizovi a Johannovi a Jacobovi Bernoulliovým 
poda	ilo analyticky nalézt 	ešení n
kterých difereniálních rovnic, nicmén
 jak rostly 
zkušenosti, bylo brzy z	ejmé, že není snadné pomocí analytických metod stanovit 	ešení 
libovolné diferenciální rovnice. Johann Bernoulli napsal v listopadu roku 1694 v Acta 
Eruditorium, že se zabýval rovnicí  

22' yxy +=  
a že ani po zna�ném úsilí nedokázal nalézt 	ešení, srv. [5]. Nicmén
 téhož roku si ve 
svém Modus generalis construendi aequationes differentiales primi gradus také všiml, že 
pro diferenciální rovnici lze v každém bod
 (x, y) ur�it hodnotu )(' xy , kterou lze chápat 
jako sm
rnici te�ny sestrojenou ke grafu 	ešení )(xy  dané rovnice v bod
 (x, y), viz [3]. 
Takto si lze p	edstavit množství malých úse�ek, pro které dnes používáme pojmy lineární 
element a sm
rové pole. Sm
rové pole pak dává p	ibližnou p	edstavu o tom, jak 	ešení 
diferenciální rovnice vypadá.  

2 V�ta o existenci a jednozna�nosti 

2.1 Eulerova metoda 

V roce 1768 formuloval Leonhard EULER ve své Institututionum Calculi Integralis, 
Caput VII, srv. [1], PROBLÉM 85: Je-li dána libovolná diferenciální rovnice, je t	eba 
nalézt nejbližší aproximaci jejího integrálu. Ihned za touto úlohou následuje Euler�v 
popis numerické metody pro 	ešení oby�ejných diferenciálních rovnic. Tato metoda stojí 
v pozadí sou�asných numerických postup� pro 	ešení dané úlohy.  

2.2 Cauchyova úloha 

Euler�v postup sice nabídl ú�innou metodu pro hledání p	ibližného 	ešení diferenciálních 
rovnic, nicmén
 v  roce 1824 otev	el Augustin-Louis CAUCHY novou a zásadní otázku, 
která se týkala samotné existence 	ešení oby�ejné diferenciální rovnice, ke kterému by 
m
lo smysl hledat n
jakou aproximaci. Bylo také t	eba ur�it, zda 	ešení existuje 
jednozna�n
, protože jinak by nebylo úpln
 z	ejmé, ke kterému 	ešení se zkonstruované 
p	ibližné 	ešení blíží. Úlohu nalézt 	ešení rovnice  

),(' yxfy = , 
které vyhovuje po�áte�ní podmínce  

00 )( yxy =  

tedy právem nazýváme Cauchyovou úlohou. 
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2.3 Cauchy-Lipschitzova v�ta 

V letech 1824 a 1825 se Cauchy zamýšlel nad podmínkami, kdy Eulerova metoda 
konverguje ke skute�nému 	ešení. Zjistil, že je-li funkce f(x, y) spojit
 diferecovatelná 
podle prom
nné y na ur�ité množin
 obsahující bod (x0, y0), lze nalézt okolí bodu x0.,  na 
kterém existuje práv
 jedno 	ešení po�áte�ní úlohy. Jeho myšlenky v roce 1876 v �lánku 
Sur la possibilité d’intégrer complètement un système donné d’équations differentielles 
rozvinul Rudolf LIPSCHITZ, který oslabil podmínku pro existenci jednozna�ného 	ešení – 
použil podmínku, pomocí které dnes charakterizujeme Lipschitzovsky spojité funkce. 

2.4 Peanova v�ta 

Otázkou existence 	ešení Cauchyovy úlohy se v devadesátých letech 19. století zabývat 
také Giuseppe PEANO. V roce 1886 a dále v �lánku Démonstration de l’intégrabilité des 
équations différentielles ordinaires z  roku 1890 formuloval své tvrzení, podle kterého 
pro spojitou omezenou funkci na ur�ité množin
, která obsahuje bod (x0, y0), existuje 
	ešení Cauchyovy úlohy. Všiml si také, že jeho tvrzení nezaru�uje jednozna�nost 	ešení, 
což demonstroval na problému 

.0)0(,3' 3/2 == yyy  
D�kaz Peanovy v
ty byl pozd
ji, v roce 1918 Perronem a v roce 1921 Hahnem, dopln
n 
pomocí Arzelà-Ascoliho v
ty.  

2.5 Picard-Lindelöfova v�ta 

Doposud zmín
né v
ty vycházely z aproximace 	ešení pomocí Eulerovy metody. 
Pon
kud jiný p	ístup použil Émile PICARD v letech 1890 až 1896, viz [2], a v roce 1894 
Ernst LINDELÖf, kte	í pomocí jistých stále se zp	es�ujících iterací získali jiný d�kaz v
ty 
o existenci a jednozna�nosti pro Cauchyovu úlohu. 
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PROJEKTIVNÍ ROVINA NAD OKTÁVAMI 

MARIE PROVAZNÍKOVÁ 

1 Projektivní prostor a projektivní rovina 
 

Projektivní prostor dimenze n nad polem � obvykle definujeme jako množinu všech 
jednorozm
rných podprostor� (n+1)-rozm
rného prostoru nad polem �. Projektivní 
prostor nad polem ��obvykle zna�íme �Pn. 

Projektivní prostor však m�žeme chápat i jinak – jako množinu bod� spl�ující tzv. 
inciden�ní axiomy. Tento p	ístup se neopírá o konstrukci nad vektorovým polem �Pn a je 
oblíben v oblasti kone�ných geometrií a v kombinatorice.  

Zajímavá je otázka, zda každý projektivní prostor m�žeme vyjád	it ve tvaru �Pn  pro 
n
jaké pole �. Je známo, že ano, ale pouze pro n>2. U projektivních rovin je situace 
složit
jší. Totiž projektivní rovina se dá popsat pomocí vektorového prostoru �3�pouze 
tehdy, spl�uje-li Desargues�v axiom. Projektivní rovina, která tento axiom spl�uje, se 
nazývá Desarguesovská. Existují však i nedesarguesovské projektivní roviny, jedna 
z nich je projektivní rovina nad oktávami, zna�í se obvykle �P2.  

Tuto rovinu objevila  roce 1933 n
mecká matemati�ka Ruth Moufang a navázala tak 
na práci Davida Hilberta v projektivní geometrii. 

 

2 Projektivní rovina nad oktávami 

2.1 Projektivní rovina nad t�lesem komplexních �ísel pomocí projektor� 
 

Prvkem �P2 je jednorozm
rný podprostor L vektorového prostoru �3. S tímto 
jednorozm
rným podprostorem m�žeme svázat projektory P: �3� �3 takové, že obraz 
Im P je práv
 L. Pro každý projektor P platí P2=P. Projektor� s touto vlastností je mnoho, 
využijeme však hermitovský skalární sou�in na prostoru �3. K jednorozm
rnému 
podprostoru L pak vezmeme jeho ortogonální dopln
k L� a použijeme jediný projektor P, 
který promítá �3 na L podél L�. 

Platí, že P je ortogonální projektor práv
 tehdy, když platí P*=P, kde P* je p	íslušný 
konjugovaný operátor. 

Všechny tyto úvahy se dají p	evést do maticového tvaru. Projektor P pak má maticové 
vyjád	ení  

 

P=







�

�








�

�

ξ

ξ

ξ

312

123

231

xx

xx

xx

,                                                       (*) 

 
kde x1, x2, x3 jsou komplexní �ísla a  1,  2,  3  jsou �ísla reálná. 

Projektor P pak je ortogonální projektor dimenze 1 práv
 tehdy, když platí  
 

P*=P,  P2=P,   1+ 2+ 3=1. 
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2.2 Projektivní rovina nad algebrou oktáv 
 

Naprosto stejn
 lze vytvo	it projektivní rovinu nad algebrou oktáv. Rovinu �P2  tvo	í 
všechny matice tvaru (*), kde x1, x2, x3 jsou oktávy a   1,  2,  3  jsou reálná �ísla a takové, 
že jsou spln
ny vlastnosti P2=P,  1+ 2+ 3=1. Na množin
 všech hermitovsky 
symetrických matic nad ��m�žeme definovat sou�in   

 
X!Y=½ (XY+YX). 

 
Pro pevné X∈�P2 je pak p	ímka v projektivní rovin
 množina  p={Y∈ ��P2; X!Y =0}. 
 
 

Literatura 

[1] Baez J. C.: The Octonions. Bull. of Am. Math. Soc., 2005. 

[2] Conway J. H.: On quaternions and octonions: their geometry, arithmetic and symmetry. 
A. K. Peters, Natick, Massachusetts, (Canada), 2003. 

 

Adresa 

Mgr. Marie Provazníková 
MZLU  Brno 
Zem
d
lská 1 
613 00 Brno 
e-mail: provazni@mendelu.cz 

82



 1 
 

MATEMATIKA NA P
ELOMU XVII. A XVIII. 
STOLETÍ V KORESPONDENCI  

JOHANNA BERNOULLI A PIERRA VARIGNONA  

IVAN SAXL 

1 Rodina Bernoulli1 
Protestantská rodina Bernoulli (v XV. století Bernouilla) pocházela z Antverp a teprve 
náboženské pronásledování za vlády špan
lského Filipa II. ji p	inutilo roku 1582 zemi 
opustit. Nejprve odešli do Frankfurtu nad Mohanem, ale ani tam nebyl navzdory 
augšpurskému míru klid, a vypuknutí t	icetileté války v roce 1618 je p	im
lo hledat 
úto�išt
 ve švýcarské Basileji. Jakob Bernoulli (1598–1634) se tam odst
hoval v roce 
1622 a s�atkem získal basilejské ob�anství. Jeho syn Nikolaus (1623–1708) byl již ve 
m
st
 váženou osobou, �lenem m
stské rady a soudu. M
l jedenáct d
tí (	ada z nich však 
zem	ela v d
tském v
ku), z nichž nejstarší Jakob (1654–1705) a desátý Johann (1662–
1748) se v
novali matematice. Prost	ední ze syn� Nikolaus (1662–1716) byl malí	em 
a teprve nejmladší Hieronymus (1669–1770) p	evzal rodinný obchod. Bernoulliové totiž 
byli kupeckou rodinou, v
nující se prodeji lékárnických surovin a ko	ení (prodejny 
lékárnických komponent tak obcházely omezení po�tu lékáren basilejskou m
stskou 
radou). Jejich rodina m
la v dalších stoletích silnou intelektuální v
tev: Bernoulliové byli 
profesory na basilejské universit
 nep	etržit
 až do roku 1863, st	ídajíce r�zné obory; od 
matematiky p	es práva, mechaniku, technologii až ke kraso	e�nictví [2, 3, 4].  

1.1 Jakob Bernoulli a Johann Bernoulli  

Životní osudy obou bratr� jsou �astým nám
tem prací z historie matematiky (p	isp
li 
k nim i August Comte a Ernst Mach). Ve v
deckém p	ínosu jsou p	es t
žké vzájemné 
spory prezentováni jako neodd
litelné �ásti jednoho celku, neodmyslitelného od 
obecného kontinentálního p	ijetí leibnizovské formulace infinitesimálního po�tu.  

Jakob (1654–1705) vystudoval teologii, Johann (1667–1748) medicínu, což 
odpovídalo rodinné snaze dát svým d
tem dobré vzd
lání p	edur�ující je k výnosným 
povoláním, avšak touha po akademické dráze byla u obou siln
jší. Po dostudování v roce 
1676 a letech strávených v Evrop
 „na zkušenou“ (v Ženev
 jako vychovatel slepé 
šlechti�ny Elisabeth von Waldkirch, pak ve Francii, Nizozemí a Anglii) se Jakob v roce 
1682 vrací do Basileje s cílem u�it matematiku. Tu za�al jako samouk studovat již v roce 
1677, o �emž sv
d�í jeho léta psaný deník Mediationes, annotationes, animadversiones 
theologicae et philosophicae. Zpo�átku vychází z Descarta a Jeana Presteta (1648–1690), 
z Arnauldovy (1612–1684) Logiky a d
l Malebranche (1638–1715). V letech 1684 a 1685 
se marn
 uchází o katedry logiky a rétoriky v Basileji. Katedru matematiky po svém 
zem	elém p	edch�dci získá až v roce 1686. Toto místo zastává do smrti v roce 1705.  

Johann ukon�il základní studium na basilejské universit
 v roce 1690, ale již od 
poloviny osmdesátých let se pod bratrovým vedením za�íná u�it matematice, kterou si 
také on vybral jako své životní povolání. Rozhodující okamžik v jejich studiu nastává 
v roce 1687, kdy se jim dostává do rukou Leibnizova práce Nova Methodus pro Maximis 
et Minimis, itemque Tangentibus, quae nec Fractas nec Irrationales ... publikovaná v roce 

                                                           
 
1 Práce byla vypracována v rámci výzkumných zám
r� MSM 0021620839 a AV0Z10190503. 
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1684 v Acta Eruditorum 3, 467–4732. Práce je velmi zkratkovitá, obsahuje pouze 
algoritmy bez odvození a d�kaz�. Brat	i Bernoulliové ji však pochopili a novou metodu 
za�ali používat k 	ešení úloh z mechaniky (pohyby hmotného bodu v poli centrální síly, 
tvar lodní plachty ve v
tru aj.). Tím p	isp
li k rozvinutí metodiky a též objevili 	adu 
dotud neznámých závislostí. Fyzikální interpretace známých i nových k	ivek je dovedly 
k sestavení a 	ešení prvních diferenciálních rovnic i k po�átk�m varia�ního po�tu. 
Nejznám
jší jsou patrn
 úlohy o brachystochron
 (objekt v tíhovém poli po ní projde 
z bodu A do bodu B v nejkratším �ase: k	ivka je cykloida), isochron
 (objekt se mezi 
body A, B pohybuje konstantní rychlostí) a o 	et
zovce, a Jakobovy práce o isoperimetrii.  

Johann Bernoulli dokon�il studia medicíny v roce 1694, ješt
 p	edtím však pobýval 
delší dobu v Ženev
 a Pa	íži; tam se seznámil s markýzem l’Hopitalem a také s Pierrem 
Varignonem. V roce 1695 získává místo profesora matematiky v Groningen. Po letech 
plných spor� s �ástí místní komunity se v dob
 t
sn
 po smrti Jakoba vrací do Basileje 
a získává místo na universit
. Na n
m setrvává až do své smrti v roce 1748. V
nuje se 
matematice, mechanice i hydrodynamice, v níž jej však výrazn
 p	ed�í jeho syn Daniel. 

Podíl bratr� na rozpracování a popularizaci „Leibnizova po�tu“ je zna�ný, možná 
v
tší, než jeho tv�rce samotného, který nem
l ani rodinu, ani žáky. Bernoulliové s ním 
písemn
 spolupracovali od roku 1690 a Johann se stává hlavním representantem tábora 
Newtonových odp�rc� po Leibnizov
 smrti. Špatný vztah mezi bratry se datuje zhruba od 
po�átku devadesátých let. Johann se chce osamostatnit a Jakob chce z�stat jeho 
respektovaným u�itelem. Oboje se neda	í. P	ispívá povahová rozdílnost; výbušný Johann 
a rozvážný i rezervovaný Jakob. R�zný je i jejich p	ístup k 	ešení matematických 
problém�; Jakob se postupn
 krok za krokem pokouší vypracovat novou a obecn
 
použitelnou metodu a dospívá k obecným záv
r�m, Johann intuitivn
 objevuje 
jednoduchá po�etní 	ešení na jedno použití. Z hlediska d
jin matematiky s velkou 
p	evahou vít
zí Jakob, avšak na jiném poli. Jeho dvacet let (podle posledních výzkum� 
až do smrti) komponovaná a p	esto nedokon�ená kniha Ars conjectandi [Um
ní dohadu] 
(vydaná posmrtn
 1713) se stává stále aktuálním základem teorie pravd
podobnosti. 

1.2 Pierre Varignon  

Pierre Varignon se narodil v roce 1654 v Caen a patrn
 tamtéž studoval v jezuitské koleji, 
kn
žské sv
cení získal snad v roce 1683 a byla mu sv
	ena farnost Saint-Quen v Caen. 
Z	ejm
 také vystudoval universitu v Caen a za�al se zabývat matematikou a mechanikou. 
Tehdy se sp	átelil s Ch.-I. C. de Saint Pierre3, který mu v
noval (snad doživotn
) �ást své 
osobní renty (jednu její šestinu, tj. 300 livr� z 1800). To Varignonovi umožnilo opustit 
jeho farnost a odejít roku 1686 do Pa	íže; d�vodem mohlo být i zhoršení pom
r� po roce 
1685, kdy byl odvolán nantský edikt z roku 1598, zajiš�ující ve Francii náboženskou 
toleranci. Roku 1687 publikoval Projet d’une nouvelle méchanique [Návrh nové 
mechaniky] v
novaný Akademii v
d: v následujícím roce byl jmenován jejím �lenem. 
Zárove� získal profesorské místo na kated	e 	ecké a latinské filosofie (matematiky podle 

                                                           
 
2 �asopis založil v Lipsku v roce 1682 n
mecký filosof Otto Mencke (1644–1707); byl to první v
decký �asopis 
v N
mecku a oba Bernoulliové v n
m publikovali mnoho svých prací i spor�. Za zmínku stojí, že v po�áte�ních 
25ti letech bylo jen 7% jeho rozsahu v
nováno v
deckým pracím, zatím co posudky knih zabraly 89%. 
Nejstarším evropským �asopisem byl Journal des Sçavans založený noviná	em Denisem de Sallo v lednu 1655; 
v kv
tnu téhož roku vycházejí také první Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 
3 Charles-Irénée Castel de Saint Pierre (1658–1743), francouzský filosof, zastánce p	irozeného náboženství 
a tolerance. Kombinuje utilitární a filantropické ideje; stát má vybírat tolik daní, kolik je t	eba k zajišt
ní 
bezplatného vzd
lání pro muže i ženy. Projet de paix perpetuelle [Projekt trvalého míru] (1713) popisuje plán 
mezinárodního soudního dvora a ligy stát�. Za propagaci konstitu�ní monarchie s vládou založenou na systému 
rad a akademii odborník� v Discours sur la polysynodie (1718) byl vylou�en z francouzské Akademie.  
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jiných pramen�) na Collége Mazarin a roku 1704 na Collége Royal. Sou�asníky byl 
vážen p	edevším jako znalec geometrie a statiky, p	edevším však ve Francii propagoval 
a rozvíjel myšlenky infinitesimálního po�tu, jemuž francouzští matematici nebyli 
naklon
ni. Intenzívn
 se v
noval výuce a psaní krátkých p	ísp
vk� z r�zných obor� 
aplikace matematiky. Ší	e jeho zájm� je patrná z témat jeho prací. V letech. 1712 až 1713 
to byl odpor t
les vzhledem k pohybu, v následujícím dvouletí sv
tlo a barvy, obecné 
zákony mechaniky (1718 až 1719) následované problematikou meteor� a pohyby živých 
bytostí (1721 až 1722). V roce 1722 Varignon umírá. N
které jeho práce byly 
publikovány ješt
 posmrtn
 jeho žáky: jsou to p	edevším Eclarcissemens [Objasn
ní] 
z roku 1725 zpracovávající l’Hopitalovy výsledky formou vhodnou pro studenty a dále 
Elémens de mathematiques [Základy matematiky] z roku 1731. V nich se objevuje dosud 
hojn
 citované, využívané a zobec�ované tvrzení nazvané Varignon�v rovnob�žník 

V pr�b
hu svých pa	ížských let se Varignon seznámil z 	adou p	edních evropských 
v
dc�, jako byli Leibniz, Newton, De Moivre, l’Hopital a Johann Bernoulli. Mezi jeho 
p	átele pat	il i sekretá	 Akademie B. le B. de Fontenelle4. Varignon byl rovn
ž �lenem 
Pruské akademie v
d (od roku 1713) a britské Royal Society (od roku 1718). Jeho 
v
decké výsledky nemají mimo	ádn
 vysokou úrove�, jeho pedagogická �innost a jeho 
postavení v evropské v
decké spole�nosti zmítané prioritními spory je však unikátní. 

2 Bernoulliovská edice  
Historie vydávání d
l rodiny Bernoulli v�etn
 neoby�ejn
 rozsáhlé korespondence Johanna 
Bernoulli je dosti pohnutá. Bernoulliovský archiv se n
jaký �as v rodin
 d
dil, až posléze byl 
v d�sledku rodinné pen
žní tísn
 v roce 1797 z valné �ásti prodán Švédské akademii v
d; poté 
se na �as ztratil, �i p	esn
ji byl zatajován. Byl pak objeven až v roce 1877 ve stockholmské 
observato	i. Celoživotním úsilím basilejského profesora matematiky Otty Spiesse (1878–
1966) bylo shromážd
ní Bernoulliovské korespondence a její uložení v Basileji. Na jeho 
žádost byl kone�n
 v roce 1935 archiv dán k dispozici bernoulliovským editor�m v Basileji 
a dnes je uložen v tamní universitní knihovn
. Poté byla ustavena Bernoulliovská komise, 
vypracován plán edice archivu a podstatné �ásti v
deckých prací Bernoulli� pod vedením    
O. Spiesse jako editora.  

Originál� dopis� Johanna Bernoulli archiv mnoho neobsahuje (Varignonova písemná 
poz�stalost se po jeho smrti ztratila), je tam však velký po�et jejich autorských opis� 
a dále opis� po	ízených Johannovými syny. Varignonovy dopisy jsou v archivu vesm
s 
dochovány; celá korespondence je vedena ve francouzštin
. Její vydávání sv
	il O. Spiess 
v roce 1938 mladému Francouzi Pierre Costabelovi (1912–1989). Válka ovšem plány na 
dlouhá léta odsunula. P. Costabel hned na jejím za�átku upadl do zajetí, celou válku 
strávil ve v
zení a bezprost	edn
 po jejím konci se k vydávání bernoulliovského archivu 
nevrátil. Práci na n
m se ješt
 ve válce i po ní v
noval J. O. Fleckenstein (1914–1980). 
První svazek Johannovy korespondence vychází až v roce 19555 pod redakcí O. Spiesse 
a jeho obsahem jsou jednak nepo�etné dopisy vym
n
né mezi bratry a prezentující jejich 
spory, a dále korespondence Johanna s markýzem l’Hopitalem. Ta potvrdila, že první 
u�ebnice infinitesimálního po�tu, roku 1696 vydaná l’Hopitalova Analyse des infiniment 
petits, pour intelligence des lignes courbes [Analýza nekone�n
 malých veli�in, pro 
porozum
ní k	ivkám], je p	edevším prací Johannovou a objas�uje, jak k tomu došlo. 

J. O. Fleckenstein se po smrti O. Spiesse stává hlavním editorem a vydává 1. svazek 
v
deckého díla Jakoba Bernoulli Astronomie, Philosophia naturalis (1969). Po 
                                                           
 
4 Bernard le Buyer de Fontenelle (1657–1757): Eloge proslovená u p	íležitosti Varignonovy smrti a poté 
publikovaná je hlavním zdrojem dat. 
5 O n
m a o celé edici referuje C. Truesdell: The New Bernoulli Edition. ISIS 49(1958), 54–62. 
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Fleckensteinov
 smrti se do práce op
t zapojuje P. Costabel a získává jako další 
spolupracovnici mladou Jeanne Peifferovou (*1946). V roce 1982 se edice p	ejmenovává 
na Die gesammelte Werke der Mathematiker und Physiker der Familie Bernoulli. Podle 
posledních plán� má edice mít 39 svazk� a m
la by vedle vybrané korespondence 
obsahovat kompletní dílo Jakoba (dnes je již vydáno tém
	 celé), Johanna a jeho syna 
Daniela a výb
ry z d
l ostatních Bernoulli�. 

3 Korespondence Johanna Bernoulli a Pierra Varignona 
První díl korespondence mezi Johannem Bernoulli a P. Varignonem vychází v roce 1988. 
Vedle dopis� z let 1692 až 1702 obsahuje n
kolik úvodních statí a dodatky s chronologickým 
p	ehledem všech vzájemných dopis� z let 1692 až 1722, seznamy publikací obou v
dc� 
a zvláštní dodatek s nikdy nepublikovanou prací l’Hopitalovou o brachystochron
 objevenou 
J. Peifferovou (op
t se bezpochyby jedná o Johannovo dílo). Další dodatek je rozsáhlou 
zprávou o sporu P. Varignona s Michellem Rollem (1652–1719), který ve svých vystoupeních 
v Akademii v
d popíral správnost infinitesimálního po�tu p	i výpo�tu limity typu 0/0. 
Obsahem jsou aplikace infinitesimálního po�tu v geometrii a mechanice (1692 až 1696), 
úloha o brachystochron
, spor obou bratr� a již zmín
ný spor s M. Rollem (1696 až 1702). 

O �ty	i roky pozd
ji, roku 1992, se objevil druhý svazek dopis� zahrnující léta 1702 
až 1714. Je dílem Pierra Costabela a Jeanne Peifferové. Uvádí jej rozsáhlá Costabelova 
sta� v
novaná zejména pokra�ování sporu Varignona s Michellem Rollem, do n
jž se 
posléze zapojil i Johann Bernoulli. Dále jsou komentovány otázky použití infini-
tesimálního po�tu v mechanice, kde Varignon má nad Johannem jistou p	evahu a �asto 
jej upozor�uje na nedostatky jeho p	ístupu. Úvodní partie obsahuje také podrobnou 
synopsi celého dílu od J. Peifferové (otázky luminiscence rtuti, aplikace infinitesimálního 
po�tu v mechanice, centrální síly a princip virtuálních rychlostí). Costabel se však vydání 
druhého dílu korespondence nedožil (umírá roku 1989)6, dokon�ila jej J. Peifferová 
s pomocí editora obou díl� Davida Speisera a dalších spolupracovník�. Posledních 15 let 
pracuje na posledním t	etím díle Johannovy korespondence s P. Varignonem. Lze 
o�ekávat, že prioritní spor mezi Newtonem a Leibnizem, jehož p	edním exponentem se 
na Leibnizov
 stran
 po jeho smrti stal práv
 Johann Bernoulli, je jeho hlavním tématem.  
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V	TA O IMPLICITNÍ FUNKCI 
(HISTORIE A SOUVISLOSTI) 

ANTONÍN SLAVÍK 

1 Úvod 
S implicitn
 zadanými funkcemi pracují matematikové p	ibližn
 od poloviny 17. století, 
kdy došlo k objevu analytické geometrie. I dnešní studenti st	edních škol se seznamují 
s tím, že n
které rovinné k	ivky (nap	. kuželose�ky) lze popsat jako množinu všech bod�, 
jejichž sou	adnice vyhovují jisté rovnici tvaru 0),( =yxF . Ze zkušenosti víme, že pro 
dané x  lze z této rovnice (alespo� teoreticky) dopo�ítat hodnotu y . Toto pozorování je 
obsahem nejjednodušší verze v
ty o implicitní funkci, která zaru�uje, že p	i spln
ní 
jistých podmínek lze 	ešení rovnice 0),( =yxF  lokáln
 vyjád	it jako graf funkce 

)(xfy = , tj. platí 0))(,( =xfxF . Derivováním této rovnice dostaneme 
 

0'=
∂

∂
+

∂

∂
f

y

F

x

F
  a po úprav
 

y

F
x

F

f

∂

∂
∂

∂

−=' . 

Tento vzorec lze použít nap	. k ur�ení te�ny k implicitn
 zadané k	ivce (oblíbená úloha 
v základním kurzu matematické analýzy). V
ta o implicitní funkci v této situaci navíc 
zaru�uje, že f  je diferencovatelná funkce, tj. výše uvedený výpo�et je korektní.  

 

2 Prehistorie 
Výpo�ty podobného typu (tj. derivace implicitní funkce) se objevují již u Leibnize. 
Trochu jinak postupoval Newton, který studoval p	edevším algebraické k	ivky, 
tj. rovnice tvaru 0),( =yxF , kde F  je polynom ve dvou prom
nných. P	edpokládal, že 
funkci )(xfy =  lze vyjád	it jako sou�et Taylorovy 	ady, a našel postup pro výpo�et 
jejích koeficient� (objevuje se zde pojem tzv. Newtonova polygonu) . 

 

3 První d�kazy v�ty 
Až do 19. století nebyla v
ta o implicitní funkci explicitn
 zformulována ani dokázána. 
Poda	ilo se to až Cauchymu, který však pracoval v komplexním oboru. Ukázal, že je-li 
F  holomorfní funkce dvou komplexních prom
nných yx,  a jsou-li spln
ny podmínky 

0),( 00 =yxF  a 0),( 00 ≠
∂

∂
yx

y

F
, pak ke každému x  z jistého okolí 0x  existuje práv
 

jedno y  z jistého okolí 0y  tak, že platí 0),( =yxF . Definujeme-li yxf =)( , je tato 
funkce holomorfní. Cauchy znal dva d�kazy tohoto tvrzení - první je založen na použití 
Rouchého v
ty o po�tu ko	en�, druhý na práci s mocninnými 	adami a metod
 majorant. 

D�kaz reálné verze v
ty o implicitní funkci podal Ulisse Dini kolem roku 1870. 
Nejprve dokázal následující tvrzení: Nech� F  je spojit
 diferencovatelná funkce 1+n  
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prom
nných yxx n ,,,1 �  a platí 0),,,( 000
1 =yxxF n� , 0),,,( 000
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∂
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n� . Pak ke 

každému ),,( 1 nxx �  z jistého okolí ),,( 00
1 nxx �  existuje práv
 jedno y  z jistého okolí 0y  

takové, že 0),,,( 1 =yxxF n� . Definujeme-li yxxf n =),,( 1 � , je tato funkce spojit
 

diferencovatelná. Dini si dále uv
domil, že tvrzení lze zobecnit také pro více rovnic 
 

 0),,,,,( 111 =mn yyxxF �� , …, 0),,,,,( 11 =mnm yyxxF �� .  (1) 
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Potom lze 	ešení soustavy rovnic (1) v okolí bodu ),,( 00
1 nxx �  popsat jako graf funkce 

),,(),,( 11 nm xxfyy �� = , která je navíc spojit
 diferencovatelná. D�kaz této obecné 

verze v
ty o implicitní funkci provedl Dini indukcí vzhledem k po�tu rovnic m . 
 

4 Jiné metody d�kazu 
Dnes jsou známy mnohé další metody d�kazu v
ty o implicitní funkci; pom
rn
 elegantní 
d�kaz využívá Banachovy v
ty o pevném bod
. Jinou možnost p	edstavuje použití v
ty 
o inverzní funkci (je známa také pod názvem v
ta o lokálním difeomorfismu), která je 
s v
tou o implicitní funkci v jistém smyslu ekvivalentní (jedno tvrzení lze dokázat 
pomocí druhého). Tyto v
ty hrají d�ležitou roli nap	. v diferenciální geometrii, 
v numerické matematice a v teorii diferenciálních rovnic.  

V moderní matematice existuje mnoho variant a zobecn
ní v
ty o implicitní 
(resp. inverzní) funkci, nap	. formulace pro analytické funkce, pro funkce v Banachových 
prostorech apod. 
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EULEROVY ZÁSLUHY O REFORMU 
GONIOMETRIE 

RADKA SMÝKALOVÁ 

1 Úvod 
Píše se rok 2007. P	ed t	emi sty léty se v Basileji narodil Leonhard Euler. �lov
k, který 
rozší	il a doplnil všechny oblasti matematického myšlení, mnohé tak dob	e, jako by byly 
nov
 vytvo	eny. 

My se v následujícím budeme zabývat pouze jednou v
deckou disciplínou. Tou 
disciplínou je goniometrie, oblast matematiky, která se zabývá goniometrickými 
funkcemi. Její sou�ástí je také trigonometrie, která se v
nuje praktickému užití t
chto 
funkcí p	i 	ešení r�zných úloh o trojúhelnících. 

2 Leonhard Euler  
Leonhard Euler se narodil 15. dubna roku 1707 v Basileji (Švýcarsko). Brzy 
se odebral na univerzitu v Basileji, kde již v 16 letech nabyl hodnosti 
magistra. Jeho u�itelem matematiky byl Johann Bernoulli, jeho spolužáci 
Bernoulliho synové – Mikuláš II a Daniel. Když Kate	ina I. roku 1724 založila akademii 
v Petrohradu podle návrhu Petra Velikého, Mikuláš a Daniel tam byli povoláni. A když 
první brzy zem	el, odcestoval do Petrohradu také Euler ve svých 20 letech p�vodn
 na 
místo u�itele fyziologie. Avšak když již roku 1730 Švýcar Jakub Herman, potom 
Bilfinger a Daniel jeden po druhém opustili Petrohrad, stal se Euler profesorem fyziky 
(pozd
ji i matematiky) a �lenem akademie. Vzhledem k neustálé palácové revoluci 
a vým
n
 tr�nu a také pro neradostné vztahy v akademii se mu jeho pobyt tak zprotivil, 
že byl roku 1741 Bed	ichem Velikým povolán do Berlína, kde se stal roku 1744 
	editelem v nov
 vytvo	ené matematické t	íd
 akademie Berlí�an�. Když však za vlády 
Kate	iny II. za�ala nová doba rozkv
tu v
dy v Petrohradu, vrátil se roku 1766 zase zp
t. 

3 Hlavní rysy Eulerovy reformy 
V dnešní dob
 je pojem funkce v matematice název pro zobrazení z n
jaké množiny M  
do množiny �ísel nebo do množiny vektor�. Je to tedy jakýkoliv p	edpis, který každému 
prvku z M  jednozna�n
 p	i	azuje n
jaké �íslo nebo vektor (hodnotu funkce). 

Pro Eulera, od n
hož pochází ozna�ení )(xfy =  z roku 1748, však pojetí funkce 
znamenalo existenci analytického výrazu obsahujícího x , podle kterého se dá y  
vypo�ítat. Na funkci tedy musela být dána ur�itá formule, do které mohlo být za 
prom
nnou x  dosazeno jakékoliv �íslo – reálné �i komplexní. Euler pak rozd
loval 
funkce na dv
 skupiny, a to na funkce algebraické a transcendentní. 

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedo	ešených problém�. Nap	íklad 
nebyla ješt
 vyjasn
na otázka znamének goniometrických funkcí úhl� v r�zných 
kvadrantech. Neexistovala jednotná symbolika, každý vzorec se odvozoval geometricky 
pomocí zvláštního ná�rtku atd. 

Hodnoty goniometrických funkcí Euler d�sledn
 spojoval s pravoúhlým 
trojúhelníkem o jednotkové p	epon
. Práv
 Eulerovou zásluhou je myšlenka považovat 
goniometrické hodnoty za �ísla. Euler tedy chápal hodnoty sinu a kosinu jako �ísla, nikoli 
jako délky úse�ek, jak tomu bylo ve starov
ku a ve st	edov
ku. Tato �ísla vyjad	ovala 

89



 2  
 

pom
r p	íslušných goniometrických délek k polom
ru kružnice. P	itom polom
r kružnice 
jakožto plný sinus kladl Euler rovný �íslu 1. 

Euler nemá ani v díle Introductio, ani nikde jinde definované trigonometrické funkce 
explicitn
 jako podíly délek stran pravoúhlého trojúhelníka, to znamená jako �ísla. Avšak 
podle autora [1] pro ty, kte	í jeho spisy p	esn
 znají, neexistuje žádná pochybnost, že 
Euler goniometrické funkce jako takové chápal, nebo� na r�zných místech jeho prací se 
vyskytují p	ímo napsané pom
ry. Je d�ležité ješt
 jednou poukázat na fakt, že pro Eulera 
to nebyly pouhé podíly délek stran v trojúhelníku, ale byly to skute�né (analytické) 
funkce úhl�. 

Euler se díval na hodnoty goniometrických funkcí jako na �ísla bez geometrického 
rozm
ru. To mu umožnilo je za�ít používat ve vzorcích, aniž by narušil jejich 
homogenitu. 

Ozna�ování stran trojúhelníka malými písmeny latinské abecedy cba ,, , prot
jších 
úhl� pak velkými písmeny téže abecedy CBA ,,  umožnilo Eulerovi zna�n
 zjednodušit 
trigonometrické vzorce, které tak nabyly známé symetrie. Témuž ú�elu sloužilo Eulerem 
zavedené zkrácené ozna�ení goniometrických funkcí úhlu z  znaky 

zzzzzz .cosec,.sec,.cot,.tang,.cos,.sin  nebo zAzA ..cos,..sin  atd. Písmeno A  u posledních 
zápis� je po�áte�ním písmenem latinského slova „arcus“ – oblouk. Tu a tam se také 
v jeho spisech vyskytuje zv..sin  namísto sinvers. 

Euler stanovil neoby�ejn
 jednoduchý a ne�ekaný vztah mezi goniometrickými 
a exponenciálními funkcemi (v komplexní rovin
), který lze vyjád	it vzorcem 

xixix sincose += . 

4 Introductio in Analysin infinitorum (1748) 
Ve svém díle Úvod do analýzy z roku 1748 Euler vytvo	il z trigonometrie v
du 
o goniometrických funkcích, podal její analytický výklad a odvodil 	adu goniometrických 
vztah� z n
kolika základních vzorc�. Tato kniha byla psána poprvé novým zp�sobem 
zápisu, který zcela odpovídá tomu našemu dnešnímu. 

5 Euler�v p�ínos pro výpo�et �ísla � 
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METODA NEJMENŠÍCH �TVERC� 

HANA ST�ÍTESKÁ 

1 Podstata metody nejmenších �tverc� 
Metoda nejmenších �tverc� je jednou ze základních statistických technik, které se 
využívají i v sou�asnosti. M�žeme si ji p	edstavit na p	íkladu závislosti dvou reálných 
veli�in x a y = f(x). Budeme mít k dispozici soubor nam
	ených dat ve tvaru dvojic       
(xi, yi). Analytické vyjád	ení funkce f však neznáme, pop	. známe typ závislosti (lineární, 
kvadratická, exponenciální apod.). Naším úkolem je ur�it neznámé koeficienty funkce f. 
Metoda nejmenších �tverc� je aproxima�ní metoda, která spo�ívá v nalezení takových 
parametr� funkce f, pro které je sou�et kvadratických odchylek vypo�tených hodnot od 
t
ch nam
	ených minimální.  

2 P�edch�dci metody nejmenších �tverc� 

2.1 V�decké problémy osmnáctého století 

Jedním z hlavních v
deckých problém� osmnáctého století byl problém modelu Zem
. 
První narážka na to, že Zem
 není perfektní koule se objevuje již v roce 1672 u Jeana 
Richera. Zjistil, že kyvadlo blízko rovníku je mén
 ovlivn
no gravita�ní p	itažlivostí jak 
stejné kyvadlo v Pa	íži. Newton v Principech (1678) ukázal, jak rotace Zem
 m�že 
zp�sobovat zploš�ování Zem
 na pólech. Newton navíc odhadl zplošt
ní a elipti�nost, 
tj. podíl, kterým polom
r na rovníku p	ekra�uje polom
r na pólu, jako 1/230.  

Oproti Newtonovu záv
ru se postavil 	editel Royal Observatory v Pa	íži Domenico 
Cassini. Cassini si myslel, že Zem
 je zplošt
lá na rovníku, ne na pólech a má tak tvar 
protáhlého sféroidu. Vyvrátit Cassiniho hypotézu se poda	ilo v
dc�m francouzské 
akademie. Ti ur�ovali tvar Zem
 pomocí m
	ení délky oblouku stejného úhlu na témže 
poledníku na r�zných vzdálených místech. Pokud by délka stupn
 blízkého rovníku byla 
kratší než délka stupn
 u pólu, tvar Zem
 by byl zplošt
lý. Zbývalo tedy ur�it elipti�nost 
nebo velikost zplošt
ní z rozdílu mezi t
mito dv
ma m
	eními.  

2.2 Kombinování nekonzistentních rovnic 

Ur�it elipti�nost ovšem nebylo tak jednoduché. V
dci zde naráželi na problém, že r�zné 
dvojice oblouk� dávaly rozdílné hodnoty elipti�nosti. V
dci tak dostávají systém 
nekonzistentních rovnic, kdy mají k dispozice více rovnic jak neznámých. Nejúsp
šn
jší 
z raných metod kombinování nekonzistentních rovnic byla metoda nejmenších �tverc�. 
Nicmén
 ješt
 p	ed touto metodou se objevují jiné techniky, jak se s problémem 
vypo	ádat. Asi nejznám
jším p	edch�dcem metody nejmenších �tverc� byla tzv. 
„Boscovichova metoda“. Po uvedení metody nejmenších �tverc� však upadla 
v zapomn
ní.  
 V roce 1755 Roger Joseph Boscovich spolu s Christopherem Mairem publikoval 
výsledky m
	ení poledníkového úhlu pod názvem názvem De Litteraria Expeditione per 
Pontificiam ditionem ad dimetiendas duas Meridiani gradus. V následných 
Boscovichových analýzách t
chto dat nacházíme první úsp
šné 	ešení nekonzistence 
r�zných obloukových m
	ení. Jeho metoda byla založena na minimalizování váženého 
sou�tu absolutních hodnot odchylek m
	ení od hledané hodnoty. Vážení používá kv�li 
tomu, že jednotlivá m
	ení se lišila svou p	esností.  
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V�bec první, kdo kombinoval nekonzistentní rovnice, byl Thobias Mayer. Mayer 
pracoval jako kartograf v Norimberku. V letech 1748–1749 provedl mnoho pozorování 
M
síce a popsal jeho pohyby 27 nekonzistentními rovnicemi, které m
ly pouze t	i 
neznámé. Rozhodl se p	esnost výsledku zvýšit vhodnou kombinací jednotlivých 
pozorování a navrhl tak statistické 	ešení problému, jak rovnice (pozorování) 
kombinovat. Nakonec se mu povedlo celý systém reprezentovat t	emi rovnicemi o t	ech 
neznámých.  

3 Spor o prvenství objevu 
V otázce objevu metody nejmenších �tverc� existují jisté spory. V roce 1805 Adrien 
Marie Legendre publikoval metodu nejmenších �tverc� ve své práci Nouvelles méthodes 
pour la détermination des orbites des cométes. O �ty	i roky pozd
ji publikuje stejnou 
metodu Carl Friedrich Gauss. Ovšem Gauss se hlásí k prvenství objevu s tím, že tuto 
metodu již znal a používal od roku 1795. Na obhajobu svého tvrzení uvádí n
kolik 
nep	ímých d�kaz�. Mj. i to, že o své metod
 	ekl jiným astronom�m.  

Z�stává otázkou, pro� Gauss svoji metodu nepublikoval a jakou d�ležitost objevené 
metod
 p	ikládal. Je sice možné, že Gauss se o svojí metod
 zmínil astronom�m p	ed 
rokem 1805, ale nejasný Gauss�v výklad nebo nedostatek možností aplikace této metody, 
mohly být p	í�inou nepochopení nejmenších �tverc�. O to v
tší obdiv si tak zaslouží 
Legendre, který uve	ejn
ním metody nejmenších �tverc� dosáhl okamžitého 
a všeobecného úsp
chu. Gauss byl tak z	ejm
 tím, kdo metodu objevil, nicmén
 
Legendre byl první, kdo metodu uve	ejnil a zp	ístupnil ji široké ve	ejnosti.  
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�ÍSLA VE STARÉ INDII 

IRENA SÝKOROVÁ 

1 Stru�ná historie 
První náznaky desítkového základu �íselné soustavy m�žeme nalézt už v harappské 
kultu	e (2500 až 1500 p	.n.l.). Archeologické výzkumy odhalily, že v celé oblasti 
existoval jednotný systém m
r a vah. Nalezená závaží m
la podobný tvar; ozna�íme-li 
jako jednotku závaží o hmotnosti 27,584 gram�, existovaly ješt
 tyto násobky: 0,05; 0,1; 
0,2; 0,5; 1; 2; 5; 10; 20; 50; 100; 200; 500. 

Už v nejstarších védských sbírkách (1500 až 500 p	.n.l.) je možné objevit zajímavé 
informace o �íslech. V džinistických a buddhistických dílech (500 až 100 p	.n.l.) jsou 
názvy velkých �ísel a poprvé se vyskytuje nula. Ašókovy kamenné nápisy (3. stol. p	.n.l.) 
obsahují staré �íselné symboly. Osobitá matematická práce, rukopis Bakšálí (asi 2. stol. 
n.l.), užívá jako symbol pro nulu te�ku nebo malý kroužek. Jedná se o nejstarší 
matematické dílo, které obsahuje �ísla vyjád	ená v desítkové pozi�ní soustav
. Indický 
u�enec Árjabhata I. (476–550) zavedl zna�ení �ísel pomocí písmen a slabik abecedy. 
Podobný zp�sob pozd
ji používal Bháskara I. (asi 600–680), malou modifikaci popsal 
i Árjabhata II. (asi 920–1000). 

2 Jazyk a písmo 
Vývojovým pokra�ovatelem védského jazyka byl sanskrt. Gramatická pravidla sanskrtu 
kodifikoval v 5. stol. p	.n.l. Panini. Sanskrt byl považován za jazyk posvátný, byl 
jazykem duchovní literatury, jazykem vyšších spole�enských vrstev. V b
žném život
 se 
ale používaly hovorové jazyky r�zných oblastí Indie, které se nazývají prákrty. 

N
které nápisy na severozápad
 Indie byly napsány písmem kharóšthí, v
tšina je 
v písmu bráhmí. Písmo bráhmí se �etlo zleva doprava a je základem písma dévanágarí, 
které dodnes používá sanskrt. P�vod písma bráhmí je neznámý, písmo kharóšthí bylo do 
Indie p	ineseno ze západu. 

3 �ísla 

3.1 Terminologie 

Od dávných dob Indové používali velká �ísla. Už védská sbírka Jadžurvéda obsahuje 
názvy �ísel až do parárdha ( 1210 ). V buddhistické práci Lalitavistara (1. stol. p	.n.l.) jsou 
popsána �ísla do tallakšana ( 5310 ). Gramatika Pali vyjad	uje násobky deseti postupn
 až 
do asankhjeja ( 14010 ). Džinistická práce Anujogadvara Sútra (asi 100 p	.n.l.) udává 
celkový po�et lidských bytostí na sv
t
 jako �íslo, které má 29 míst. 

Pozd
ji, když už byla rozvinuta myšlenka pozi�ního zápisu �ísel, se hodnota �ísla 
užívala pro ozna�ení pozice, na které stála jedni�ka v desítkovém zápisu �ísla. Árjabhata 
popisuje pozice takto: eka (1),  daša (10),  sata (100),  sahasra (1000),  ajuta ( 410 ), 
nijuta ( 510 ),  prajuta ( 610 ),  koti ( 710 ),  arbuda ( 810 ), vrnda  ( 910 ). Podobné seznamy se 
objevují i u dalších autor�. 

Indové m
li název pro každé �íslo od 1 do 9, nap	.  eka (1), dvi (2), tri (3), �atur (4), 
pan�a (5), i pro v
tší �ísla, nap	. vimšat (20), trimšat (30), dvišata (200), trišata (300), 
atd. 
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Jestliže �íslo obsahovalo pouze jednotky a desítky, uvád
l se nejprve nižší 	ád, 
tj. jednotky. Pokud bylo �íslo v
tší, další 	ády už následovaly  od nejvyššího sestupn
 
(nap	. tisíce, stovky, jednotky, desítky). 

N
kdy se �ísla kon�ící devítkou 19, 29, 39, atd. vyjad	ovala podle od�ítacího 
principu, nap	. 29 bylo vyjád	eno jako ekana-trimšat (o jednu mén
 než t	icet). 

Protože sanskrtská literatura je psaná ve verších, bylo mnohdy t	eba �ísla vyjád	it tak, 
aby vyhovovala metrice verše. Z toho d�vodu se hledaly r�zné zp�soby, jak zapsat dané 
�íslo. �asto se používala aditivní metoda, n
kdy i multiplikativní.  

3.2 Symbolika 

Zpo�átku se �ísla popisovala slovn
. Samostatné symboly pro �ísla se prokazateln
 
objevují v Ašókových nápisech, i když pravd
podobn
 existovaly i d	íve. V
tšina 
Ašókových nápis� je zapsaná písmem bráhmí, n
které písmem kharóští.  

�ísla kharóští se zapisovala zprava doleva, samostatné symboly existovaly pro 1, 4, 
10, 20, 100. Pro ostatní �ísla do sta se užíval aditivní zp�sob zápisu, pro stovky multipli-
kativní.  

�ísla bráhmí se zapisovala zleva doprava a pravd
podobn
 byla indického p�vodu. 
V systému bráhmí se vyskytovaly samostatné znaky pro každé �íslo 1, 4 až 9 a 10, 20, 
30, …, 100, 200,  ... , 1000, 2000, atd. Je možné, že tvary n
kterých �ísel byly odvozené 
od znak� abecedy. 

3.3 Nula a desítková pozi�ní soustava 

Nejstarší dílo, ve kterém se objevuje nula, je �anda sútra (asi 200 p	.n.l.). Popisuje 	ešení 
úlohy, jak nalézt celkový po�et možností pro umíst
ní dlouhých a krátkých slabik 
v n slabi�ném verši.  

Není jasné, jaká byla p	esná podoba nuly. V bakšálském rukopise se zavádí pro nulu 
te�ka •, n
kdy se užíval i malý kroužek !. Stejný symbol také mohl p	edstavovat nezná-
mou (nep	ítomné množství), nula nad  �íslem znamenala záporné �íslo (nep	ítomnost 
znaménka plus). 

Dobrým p	edpokladem pro vznik desítkového pozi�ního zápisu �ísel byla existence 
samostatných symbol� pro �íslice 1 až 9 nazývaných anka (zna�ka) a znak pro nulu – 
šunja (prázdný). Desítková pozi�ní soustava vznikla p	ibližn
 ve 3. stol.n.l., b
žn
 se 
v Indii používala v 8. stol.n.l.  

3.4 �ísla vyjád�ená pomocí speciálních slov 

Indové používali i další zp�soby vyjád	ení �ísel, které byly lépe použitelné ve verších. 
Každému �íslu p	i	adili n
kolik slov, která svým významem dané �íslo p	ipomínala. Do 
verš� pak místo �ísla, resp. �íslice, za	adili vhodná slova. Po	adí slov bylo ale opa�né než 
po	adí �íslic: 

1 230 – kha (0), guna (3), kara  (2), ádi (1), 
1 230 – kha (0), loka (3), karna (2), �andra (1), 
1 230 – akáša (0), kála (3), netra (2), dhará  (1). 

Výhodou tohoto zp�sobu byla pestrost, nevýhodou délka. Mnohdy celý verš musel být 
v
nován vyjád	ení �íselného údaje.  

3.5 �ísla vyjád�ená pomocí písmen 

Indi�tí astronomové považovali za hlavní stru�nost a výstižnost. Proto místo celých slov 
používali k vyjád	ení �ísel písmena nebo slabiky abecedy. 
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Árjabhata I. zavedl abecední systém k popsání numerických hodnot v deskriptivní 
astronomii. Každá samohláska ur�ovala dva 	ády (nap	. a – jednotky a desítky, i – stovky 
a tisíce, atd.). Souhlásky byly rozd
lené na “sudé” a “liché”, každé bylo p	i	azené ur�ité 
�íslo. Liché souhlásky mohly být použité jen pro liché 	ády (jednotky, stovky, atd.), sudé 
souhlásky pro sudé 	ády (desítky, tisíce, atd.). Názvy takto zapsaných �ísel se ale n
kdy 
velmi obtížn
 vyslovovaly. 

Podobný zp�sob se vyskytuje v díle Bháskary I. �íslicím 0 až 9 jsou p	i	azena 
písmena (každé �íslici n
kolik). �ísla jsou vyjád	ena v pozi�ní desítkové soustav
 a op
t 
zprava se nahrazují písmeny. V zapsané slabice má numerický význam jen poslední 
souhláska t
sn
 p	ed samohláskou. Samostatné samohlásky znamenají nulu. Tento 
systém se nazýval katapajadi. 

Jinou variantu popsal Árjabhata II. V jeho systému mají souhlásky tentýž význam 
jako v první variant
. Ale samohlásky, samostatné i ve spojení se souhláskou, nemají 
žádnou numerickou hodnotu. Také, na rozdíl od první varianty, každá souhláska má 
numerickou hodnotu. Písmena jsou 	azena zleva doprava jako �ísla.  

Další varianta byla užívána v jižní Indii a je známá jako systém kerala. �tvrtá varianta 
byla objevena na pálijských rukopisech v Barm
. 

Na �íslování stránek starých rukopis� se n
kdy používaly zvláštní symboly známé 
pod názvem akšarapali. �ísl�m jsou op
t p	i	azena písmena nebo slabiky, ale trochu 
zm
n
né, aby se odlišily symboly s numerickou hodnotou od písmen. V džinistických 
rukopisech se tento zp�sob používal až do 16. století. Byly nalezeny ješt
 další systémy 
na rukopisech z jižní Indie, Srí Lanky a Barmy. 

Patrn
 kv�li velkému množství r�zných variant se abecední zp�sob vyjad	ování �ísel 
nestal b
žn
 užívaným. 
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JAN ŠINDEL A MATEMATIKA  
UKRYTÁ V PRAŽSKÉM ORLOJI 

ALENA ŠOLCOVÁ 

1 Orloj jako astroláb 
Ve druhé polovin� 20. století se ukázalo [1], [2], že matematický model pražského orloje 
navrhl Jan Ond�ej�v zvaný Šindel, mistr pražské univerzity a její rektor v roce 1410. 
Sestrojil jej hodiná� Mikuláš z Kadan�. B�hem staletí byl orloj vícekrát opravován. Na 
konci 15. století jej zdokonalil hodiná� Jan z R�že. V 16. století pe�oval o orloj Jan 
Táborský z Klokotské Hory. Ten je také autorem nejstaršího známého popisu orloje 
z roku 1570. Koncem 18. století zachránil orloj p�ed zni�ením profesor astronomie 
a �editel pražské hv�zdárny Antonín Strnad. V 19. století studoval funkci orloje Romuald 
Božek, a pak byla z�ízena komise pro jeho opravu, kterou vedl profesor astronomie 
Joseph Böhm. Po této rekonstrukci v roce 1866 p�isp�l ke správnému chodu orloje 
František Josef Studni�ka. Na konci II. sv�tové války v roce 1945 byl orloj zna�n� 
poškozen. P�es všechny tyto obtíže z�stala podstatná �ást stroje p�vodní. 

Horní ciferník orloje je astroláb ovládaný hodinovým strojem. Použité zobrazení 
je stereografická projekce se st�edem v severním pólu na te�nou rovinu procházející 
jižním pólem. St�ed ciferníku tedy odpovídá jižnímu pólu nebeské sféry. Kružnice 
s nejmenším pr�m�rem zobrazuje obratník Kozoroha a vn�jší kružnice znázor
uje 
obratník Raka. Soust�edná kružnice mezi nimi odpovídá rovníku nebeské sféry. D�ležitá 
vlastnost  stereografické projekce (známá již Ptolemaiovi) je: Libovolná kružnice na 
kouli, která neprochází severním pólem, se zobrazí op�t na kružnici. Proto se ekliptika 
z nebeské sféry zobrazuje op�t na kružnici.  

Hodinový stroj se skládá z n�kolika �ástí. Jednou z nich je bicí stroj, který pomocí 
drát�ných táhel p�edává informaci o po�tu úder� zvonu na vrchol tém�� šedesátimetrové 
v�že starom�stské radnice. Ve �tvrtém odstavci tohoto p�ísp�vku se budeme v�novat 
matematickým vlastnostem bicího stroje. 

 

2 Jan Ond�ej�v zvaný Šindel – základní životní data  
Ioannes Andreae  dictus  Schindel se narodil podle [6] kolem r. 1375 v Hradci Králové. 
Studoval na pražské univerzit� a r. 1395 se zde stal bakalá�em. Roku 1397 se stal 
subdiakonem a roku 1398 kn�zem pod jménem Joannes Andreae de Praga (Liber 
ordinationum, Kapitulní knihovna, str. 21, 28). V únoru 1399 je již mistrem pražské 
univerzity. V témže roce „�etl na vysokém u�ení co licenciát” – tj. m�l p�ednášku. Roku 
1406 byl správcem (rektorem) farní školy u sv. Mikuláše na Malé Stran�, pak vyu�oval 
matematiku a astronomii na „gymnáziu” ve Vídni a studoval na tam�jší univerzit� 
medicínu. Po návratu do Prahy se stal profesorem astronomie  na pražské  univerzit�. 
Podporoval Jana Husa, i když nep�ijímal „pod obojí”. Roku 1410 se stal dokonce jeho 
nástupcem na míst� rektora univerzity. Byl také soukromým léka�em krále Václava IV. 
Obchodoval s vinicemi na Pet�ín�. V m�stských knihách  u zemských desek se nalézá 
n�kolik zpráv z let 1412–1415, které týkají majetku Jana Šindela. Roku 1418 se stal  
kanovníkem Svatovítské kapituly. V dob� husitského hnutí odešel do exilu v Olomouci. 
Pozd�ji p�sobil jako léka� m�sta Norimberku (1423–1436). Od roku 1432 byl 
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soukromým léka�em císa�e Zikmunda. Roku 1436 se vrátil do Prahy. Od roku 1441 byl 
d�kanem Vyšehradské kapituly. Zem�el mezi léty 1455 a 1458. Svoji soukromou 
knihovnu (cca 200 svazk�!) v�noval Karlov� koleji pražské univerzity. 
  
Poznámky k životopisu: Místo narození Jana Šindela v Hradci Králové není ni�ím 
doloženo. �astý p�ívlastek "de Praga" m�že znamenat, že se narodil v Praze. Josef 
Smolík (viz [5]) soudí, že mohl pocházet z rodu vladyky Všeslava Šindela z Nudvojenic, 
který se ve starých dvorských deskách království �eského uvádí v kraji boleslavském. 
Hv�zdárna a planetárium  v Hradci Králové pojmenovala v roce 2002 po Šindelovi sv�j 
dalekohled. 

Šindelovy práce byly n�kdy zam�
ovány s pracemi Iohanna Nihilia (Jana Nicky) 
a Iohanna de Gamundia (Jana z Gmündenu).  

V historických pramenech je Šindel zapisován nejr�zn�jšími zp�soby: Schindel, 
Ssindel, Ssyndelis, Schyndel, Schinttel, Syndelius, Seindelius, Scindel, Šindle, Joannes 
Andreae de Praga, Iohannes Bohemus, Iohannes Andreae dictus Dux sive Sindel. 
   

3   Šindelovo dílo 
Znalost Šindelova díla byla donedávna zcela nedostate�ná, ani jednotlivé traktáty dosud 
dostate�n� prozkoumány. Josef Smolík v roce 1864 (viz [5]) tvrdil, že žádné 
z Šindelových astronomických d�l se nedochovalo. Jeho mín�ní p�evzali n�kte�í další 
auto�i. P�itom již na konci 19. století  upozor
uje gymnazijní profesor Karel Teige (viz 
[7]) na spis Tractatus de quantitate trium solidorum magistri Schindel, compilatus anno 
1420 (uvedený níže). Teige našel p�ed rokem 1893 dva opisy, které se od sebe nepatrn� 
liší. Jeden z nich je sou�ástí latinského kodexu velkého kvartu �. 56 (str. 197–207). 
Kodex byl psán v Salzburgu kolem roku 1440. Druhý opis je v osmerkovém kvartu 
�. 14.783 (str. 495–504). Pochází z bývalé Emeranské knihovny v Regensburgu. Text 
pojednává ve �ty�ech kapitolách o vzdálenostech Slunce, Zem� a M�síce. Ve výkladu se 
p�idržuje Ptolemaiova Almagestu. Zden�k Horský píše: „ …m�nila se i p�edstava 
o Šindelov� díle. Dnes se mu autorsky p�ipisuje na dvanáct traktát�. Dev�t z toho je 
astronomických a z t�ch �ty�i pojednávají o astronomických p�ístrojích,” [1, str. 20].  
Bohužel neuvádí jediný pramen ani kde lze Šindelovy práce nalézt. 
 
P�ehled o Šindelových pracích 
 
Matematika 
Traktáty matematického charakteru se zachovaly nejmén� t�i.  
1. Lectio Almagesti iuxta expositionem Thebitis. Jedná se o výklad Ptolemaiova 
Almagestu podle komentá�� Thabita ben Korraha. Spis vznikl v letech 1412–1418. Kopie 
jsou uloženy v Jagelonské knihovn� v Krakov� a v knihovn� Pražské kapituly. 
2. Lectura super Librium de numeris. P�ednáška byla p�ednesena mezi 8. a 22. dubnem 
1437. její zápis je ve XIII. odd. Národní knihovny. I když je Šindelovi autorství 
p�ipisováno, pochybuje se o n�m. 
3. De notitia triangulorum cum notis Iohannis Schindel. Spis se nalézá v Jagelonské 
knihovn� v Krakov�. 
 
Astronomie 
Mezi astronomické práce �adíme p�edevším tabulky a popisy používaných p�ístroj�. 
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1. Tabulae (Alphonsianae) de mediis et veris motibus planetarum super meridianum 
Pragensem reductae. Tyto Alfonsinské tabulky pohyb� planet p�izp�sobené pražskému 
poledníku vznikly p�ed rokem 1428. Jsou dostupné v Praze v Národní knihovn�. Jiný 
exemplá� je v Bodleyiov� knihovn� v Oxfordu. Šindel jako autor není doložen. 
2. Canones pro eclipsibus Solis et Lune per instrumentum adhoc factum inveniendis 
M. Iohanniss Schindel. Dva opisy jsou uloženy ve Vídni v Rakouské národní knihovn� 
a jeden v Norimberku ve Státní knihovn�. 
3. Compositio chilindri. T�i kopie jsou uloženy v knihovnách v Yale University, 
Salzburku a ve Vídni.  
4.  De quantitate trium solidorum. Spis je ve t�ech knihovnách: Víde
, Vatikán, Mnichov.  
5.  Super tabulas Alphonsianas expositio. Na t�chto tabulkách pracoval ve Vídni.   
6. Ephemerides. Zmi
uje se o nich Tadeáš Hájek z Hájku ve svém pojednání Oratione in 
laudibus geometriae  (O chvále geometrie), J. Melantrich,  Praha, 1557. Hájk�v spis je 
uložen v pražské Národní knihovn� ve XIV. odd., ale Ephemeridy zatím nalezeny nejsou. 
7. Opera astronomica. Autorem m�že být též Ioannes de Gamundia. Historik astronomie 
Zinner jej však p�ipisuje Šindelovi. Dílo je uloženo v p�ti r�zných knihovnách. 
 

Mezi další díla �adíme komentovaný herbá� podle Macera Florida. Spis je nalezen ve 
�ty�ech kopiích v pražské Národní knihovn� a ve Znojm�. Pražská kopie z odd. X 
Národní knihovny potvrzuje Šindelovo autorství: Explicit commentum Mgri Syndel 
compilatum super solempnem phisicum Mgrum Macrum et cum hoc aliis multis phisicis. 
Finitum a. D. 1424 IIa feria post Gregorii (tj. 13. 3. 1424). Dva jiné nalezené spisy též 
náleží do oblasti p�írodních v�d, speciáln� medicíny (viz [6]). 

Poslední pojednání je teologické: Opus de decem praeceptis flagellum nuncupatum je 
uloženo v knihovn� v Bambergu. Autorství Šindela dokládá v�ta:  "Ista materia collecta 
est et compacta a magistro Schyndel ac doctore". 

Zprávy o Šindelovi najdeme také mezi univerzitními dokumenty a v korespondenci, 
nap�. obrana  Johna Wykleffa (5. 4. 1410, Archiv Univerzity Karlovy) nebo dopis rektora 
pražské univerzity papeži Janu XXIII. z 12. 12. 1410 nalezený ve Vídni nebo vým�na 
korespondence mezi Šindelem a Aenášem Sylviem z roku 1445. Šindelovo dílo tedy 
zahrnuje práce teologické, matematické, astronomické, botanické a léka�ské. Krom� 
literárních prací jeho um�ní dokládá i mimo�ádné technické dílo – starom�stský orloj. 
 

4     Trojúhelníková �ísla a šindelovské posloupnosti 
Hlavní �ástí bicího stroje je ozubené záv�rkové kolo s 24 zá�ezy po obvodu s rostoucí 
vzdáleností mezi nimi. Jejich uspo�ádání dovoluje každodenní periodické opakování bití 
zvonu v souladu s po�tem hodin staro�eského �asu (1–24 od západu Slunce). K 
záv�rkovému kolu je p�ipojeno menší ozubené kole�ko, jehož obvod je rozd�len zá�ezy 
na segmenty o délkách oblouk� 1, 2, 3, 4, 3, 2. Tato �ísla se periodicky opakují p�i 
každém oto�ení kole�ka. Jejich sou�et je s = 15. Na po�átku každé hodiny se zvedne 
západka, ob� ozubená kola se uvedou do pohybu. Zvon odbíjí p�íslušný po�et hodin. 
Ozubená kola se zastaví, když se západka zasune do zá�ez� na obou kolech. Zvon tedy 
bije  1 + 2 + … + 24 = 300 krát každý den. Protože je toto �íslo d�litelné  s = 15, malé 
ozubené kole�ko je na po�átku každého dne vždy ve stejné poloze. V�tší záv�rkové kolo 
má 120 vnit�ních zub�. Oto�í se jedenkrát denn�, a proto se malé kole�ko oto�í 
dvacetkrát za den se 4x v�tší obvodovou rychlostí. Západka na malém kole padne do 
zá�ezu, který uzavírá �áste�ný sou�et periodické �ady délek segment� na malém kole�ku 
1, 2, 3, 4, 3, 2,  rovnající se po�tu hodin.  

Dále se krátce zmíníme, jak souvisí trojúhelníková �ísla   

98



 4  
 

 
Tk = 1 + 2 + … + k,    k = 1, 2, …, 

 
s orlojem. Budeme hledat všechny periodické posloupnosti, které mají podobnou vlastnost 
jako posloupnost 1, 2, 3, 4, 3, 2, která byla použita pro malé ozubené kole�ko. 

Na po�est tv�rce modelu orloje Jana Šindela nazveme periodickou posloupnost {ai}   
šindelovskou posloupností, jestliže pro libovolné p�irozené k existuje p�irozené n takové, 
že  

     Tk = a1 + … + an,                                                                   (1) 

kde trojúhelníkové �íslo Tk na levé stran� je rovno sou�tu 1 + … + k hodin na velkém 
ozubeném kole a kde sou�et na pravé stran� vyjad�uje odpovídající rotaci malého kole�ka.  
Podrobn�ji se vlastnostem šindelovských posloupností a algoritmu pro jejich konstrukce 
v�nují �lánky [3] a [4]. 

 
Literatura 
[1] Horský Z.: Pražský orloj. Panorama, Praha, 1988.  
[2] Horský Z., Procházka E.: Pražský orloj. Sborník pro d�jiny p�írodních v�d a techniky 
9(1964), 83–146. 
[3]  K�ížek M., Šolcová A., Somer L.: Construction of Šindel sequences.  Comment. Math. 
Univ. Carolin. 48(2007).  
[4]  K�ížek M., Somer L., Šolcová A.: Jaká matematika se ukrývá v pražském orloji? 
Matematika-fyzika-informatika 16(2006/2007), 129–137.  
[5] Smolík J.: Mathematikové v �echách od založení university Pražské až do po�átku tohoto 
století. Praha, 1864. 
[6] Spunar P.: Repertorium auctorum Bohemorum provectum idearum post Universitatem 
Pragensem conditam illustrans, I, Institutum Ossolinianum, Officina Editoria Academiae 
Scientiarum Polonae, Wratislaviae-Varsaviae-Cracoviae-Gedani-Lodziae, 1985, 133–141. 
[7] Teige K.: Dopl�ky a nové zprávy k d�jinám v�d mathematických v �echách. �asopis pro 
p�stování mathematiky a fysiky 22(1893), 244–246.  

Adresa 

RNDr. Alena Šolcová, Ph.D. 
katedra matematiky, Fakulta stavební �VUT 
Thákurova 7 
166 29 Praha 6 
e-mail: solcova@mat.fsv.cvut.cz 

99



 1 
 

P
ÍTOMNÁ HISTORIE VÝUKY PRAVD	PODOBNOSTI 
A STATISTIKY 

 

MILENA ŠPINKOVÁ  

1 Úvod 
�lov
k je statistikou a pravd
podobností obklopen po celý sv�j život, a navíc svojí 
�inností pravd
podobnost ur�itých jev� m
ní a ovliv�uje. Ješt
 p	ed sto lety byla 
pravd
podobnost, že náhodn
 vybraný �lov
k zem	e následkem dopravní nehody �i pádu 
letadla, velice malá. Naopak pravd
podobnost, že zem	e v d�sledku zán
tu �i infek�ní 
choroby, byla vyšší než je tomu dnes. 

Je t	eba rozlišovat mezi tím, zda chceme žáky a studenty nau�it zákonitosti 
matematické pravd
podobnosti – k tomu slouží r�zné hry s kostkou �i s mincí – nebo je 
chceme p	ipravit na každodenní rozhodování v b
žném život
. P	i výuce 
pravd
podobnosti a statistiky bychom m
li p	edevším vést studenty k tomu, aby si 
uv
domili, že celou 	adu pojm� z tohoto oboru již sami intuitivn
 používají. Je pouze 
nutné zp	esnit a rozvinout jejich význam a dát student�m nástroje k hodnocení 
i zpracovávání dat, jejich interpretaci a vyvozování záv
r�, které jim pomohou p	i 
každodenním rozhodování. V sou�asné dob
 je této problematice v
nována zna�ná 
pozornost a jsou uskute��ovány podrobné studie na skupinách jedinc� r�zného v
ku; viz 
[1, 7, 9]. Ve své práci jsem se zam
	ila na výzkumy, které se provád
jí v zahrani�í 
a podobné úlohy jsem, pro srovnání, zadávala také svým student�m. 

2 Za�len�ní pojm� z b�žného života do pravd�podobnostního                      
a statistického jazyka 
V posledních desetiletích se objevuje zajímavý trend ve výzkumu matematického 
vzd
lávání, který je zam
	en na jazyk a znaky z hlediska konstrukce matematických 
znalostí. Na jedné stran
 se výzkum zabývá tím, jak se studenti mohou p	iblížit 
k „matematickým skute�nostem“ vyjád	eným specifickým znakovým systémem (zlomky, 
algebraické výrazy), na druhé stran
 tím, jak jsou „matematické skute�nosti“ vytvá	eny 
b
hem slovních aktivit ve t	íd
. Didaktické situace byly navrženy tak, aby rozvíjely 
pravd
podobnostní uvažování žák� [5]. 

A: P�ístup k pojmu „pravd�podobnost jevu“ jako pom
ru mezi po�tem p	íznivých 
a po�tem všech možných, stejn
 pravd
podobných jev�. 
V ranných d�jinách pravd�podobnosti tato konstrukce p�edstavovala ústup od magického 
nebo fatalistického pohledu na náhodné jevy a pokus o vyjád�ení pravd�podobnosti 
prost�ednictvím n�jaké objektivní (�íselné) míry. 

P	íklad: Žáci vybírají mezi dv
ma hrami: s mincí (hlava nebo orel) a s kostkou (1 až 6 
bod�). 
Text jedné z žáky�: „V p	ípad
 mince je o hodn
 v
tší pravd
podobnost. P	edstavme si 
bludišt
, které má 2 chodby a druhé, které má 6 chodeb. Z	ejm
 2 chodby skýtají v
tší 
pravd
podobnost dostat se ven, pokud je v každém labyrintu pouze jeden východ.“  

B: Rozlišení mezi elementárními stejn� pravd�podobnými jevy a složeným jevem, 
který se z nich skládá (nap	. výsledek sou�tu bod� p	i hodu dv
ma kostkami: kdy sou�et 
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4 dostaneme n
kolika zp�soby – 1+3 nebo 2+2 nebo 3+1 – zatím co sou�et 2 pouze 
jedním). 
Toto byl rozhodující pokrok v ranné historii pravd�podobnosti: Richard de Fournival 
(po�átek 13. stol.) a poté i Galileo Galilei se s tímto problémem st�etli, když �ešili otázku, 
jaké jsou pravd�podobnosti jednotlivých sou�t� hodu t�emi kostkami (v Galileov� �ešení 
se konkrétn� jednalo o to, zda je sou�et 9 pravd�podobn�jší než 10, resp. 12 než 11). 

P	íklad: Žáci házejí dv
ma kostkami, sázejí na lichý nebo sudý výsledek sou�tu bod� 
a rozvažují, zda „Je lepší sázet na sudou nebo lichou?“. Studenti uvažují liché výsledky 
3, 5, 7, 9, 11 a sudé výsledky 2, 4, 6, 8, 10, 12. Sudé se zdají být pravd
podobn
jší, 
protože sudých �ísel je víc. Ale je tato úvaha správná? 

3 Výuka prost�ednictvím her 
Výuka pravd
podobnosti je pro studenty nep	itažlivá a obtížná díky špatnému výkladu 
a chápání základních pojm�. Praktické zkušenosti (jen s malými soubory jev�) jim to 
nijak neusnad�ují. Proto výuka založená na hrách zvyšuje pravd
podobnostní 
porozum
ní, rozhodování v kontextu pravidel her, užití sofistikovaných metod k obhájení 
a vysv
tlení názoru [2, 3]. Hlavní myšlenka zákona velkých �ísel – v�tší velikost 
výb�rového souboru � experimentální relativní �etnost je bližší teoretické 
pravd�podobnosti není žáky bez demonstrace zpravidla pochopena a p	i pokusech o její 
aplikaci na složit
jší p	ípady náhodných jev� se dopoušt
jí zásadních chyb.  

P	íklad 1 (Hra s mincí): Žáci zkoumají �ty	i sady výsledk� opakovaného hodu hrací 
známkou s bílou a �ervenou stranou: a) 3 ze 4 bílé, b) 6 z 8 bílé, c) 12 ze 16 bílé, d) 24 ze 
32 bílé. 
1. Která z t
chto �ty	 sad se bude objevovat nej�ast
ji? Nebo jsou stejn
 možné? 
2. Která z t
chto �ty	 sad se bude objevovat nejmén
 �asto? Nebo jsou stejn
 možné? 
3. Bylo by tomu jinak p	i pom
rech 2 ze 4 bílé, 4 z 8 bílé, 8 ze 16 bílé, 16 ze 32 bílé?  

P	íklad 2 (Hra s �ty	bokými kostkami): Žáci posuzují dv
 situace:  
1. Klobouk obsahuje 3 �ty	boké kostky, jedna je bílá, jedna �erná a jedna zelená. 

Vyhrajete 900$, když hodíte na bílé 1, na �erné 2 a na zelené 3. 
2. Klobouk obsahuje 3 �ty	boké kostky stejné barvy. Vyhrajete 900$, když hodíte 1, 2 a 3.  
Je n
jaký rozdíl v šancích na vít
zství v t
chto dvou situacích? Pro� ano nebo pro� ne? 

Složitost podobných úloh m�žeme ilustrovat na korespondenci I. Newtona a S. Pepyse 
z roku 1693 [8]. Newton v t�chto dopisech odpovídá na otázku Pepyse: Která 
z následujících t�í situací je nejpravd�podobn�jší? a) hod šesti spravedlivými kostkami, 
padne alespo� jednou 6, b) hod dvanácti kostkami, padne alespo� dvakrát 6, a c) hod 
osmnácti kostkami, padne alespo� t�ikrát 6. 
Newton správn� vypo�ítal, že a) (p=0,665) je pravd�podobn�jší než b) (p=0,619) 
a v p�ípad� c) uvedl, že se hodnota pravd�podobnosti bude stále snižovat. P�estože 
vypo�ítané hodnoty jsou správné, jeho argumentace správná není. Ve svém t�etím dopise 
personifikoval situaci a) hrá�em Petrem a situaci b) hrá�em Jakubem. P�ípad b) si však 
rozložil na dva následné p�ípady a) a požadoval, aby v obou z nich padla šestka. Uvádí, 
že Petr musí vyhrát tak �asto, jak �asto hodí n�jakou 6, ale Jakub m�že hodit 6 (v jednom 
hodu) a p�esto nevyhrát nic. Jinými slovy, Jakub vyhrává pouze ve dvojicích hod�, ve 
kterých v obou padne 6. Tato úvaha je však nesprávná. Newton ztratil ze z�etele hody ve 
kterých šestka padne víckrát, nap�. když Jakub hodí v první šestici 6 dvakrát, vyhrává 
i když ve druhé šestici už žádná 6 není.  
Není škoda �asu na podrobné vysv
tlení a praktické p	edvedení rozdíl� mezi opakováním 
jednoduchého d
je a složeným jevem tvo	eným jejich spole�ným hodnocením. 
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4 P�íprava budoucích u�itel� pravd�podobnosti a statistiky 
Sou�asné problémy ve vyu�ování pravd
podobnosti a statistiky jsou do zna�né míry 
d
dictvím dosti dávné minulosti. Zpo�átku bylo úkolem škol vyu�ujících statistiku 
p	ipravit své absolventy do státní služby, v níž statistika jako nástroj výb
ru daní 
a hodnocení síly státu hrála d�ležitou roli. P	ísn
 nenumerická universitní statistika 
tvo	ící sou�ást v
d státoprávních a rozvíjející se koncem 17. století v N
mecku byla proto 
postupn
 vytla�ována ú	ední státní statistikou tabulkovou. Posléze statistika nachází 
uplatn
ní i ve spole�enských v
dách p	edevším zásluhou belgického astronoma L. A. J. 
Queteleta. Ten za�al aplikovat numerické postupy i na jednotlivé ob�any a jeho QI 
(Quetelet�v index) pod zkratkou BMI je práv
 v sou�asné dob
 op
t aktuální.  

Charakteristické znaky náhodných jev�, p	edevším jejich variabilita, byly však 
zanedbávány a pozornost byla v
nována hledání analogií náhodných jev� k fyzikálním 
zákon�m, v nichž by st	ední hodnoty, odvozené z dat a relativního zastoupení jejich 
r�zných složek, hrály roli fyzikálních konstant. To je ostatn
 dodnes p	etrvávající laická 
p	edstava o statistice a je výstižn
 popsána v knize The Taming of the Chance [Krocení 
náhody] od Iana Hackinga [6], popisující p	ísn
 deterministické snahy v
dy 19. století. 
Teprve na jeho sklonku p	icházejí s novými v
dními i výukovými koncepcemi F. Galton 
a K. Pearson v souvislosti s aplikacemi statistiky v biologii. Ke slovu p	ichází p	irozená 
variabilita jev�, jevy regrese (ke st	ední hodnot
!) a pozornost je v
nována i jiným než 
normálním pravd
podobnostním rozd
lením. Statistika s perspektivou využití v 	ízení 
stát�, ve v
d
 a v léka	ství se pak stala pevnou sou�ástí vysokoškolského vzd
lání 
(p	írodov
decké fakulty, sociální, ekonomické a technické školy).  

Dnešní situace je však pon
kud jiná. Komplikovanost našeho denního života, jeho 
neodd
litelná závislost na komplexu technických vymožeností a v d�sledku tohoto jeho 
nestabilita a ohrozitelnost nejr�zn
jšími vn
jšími jevy vyžaduje pravd
podobnostní 
i statistické uvažování – odpovídající gramotnost, jak se tento požadavek dnes nazývá – 
ode všech ob�an� a ne jen od v
dc� a státních ú	edník�. Proto také dosavadní u�ební 
metody jsou zcela nevhodné. P	edstava, že dít
 musí um
t d	ív po�ítat než v
d
t, co je 
m�že ne vždy, ale p	esto n
kdy, ohrozit a p	ipravit o život, že je d�ležit
jší znalost 
algebry a geometrie než pravd
podobnostní uvažování o záležitostech denního života 
(v�etn
 ukládání úspor a chování na silnicích!), je naprosto zcestná a nezodpov
dná. 
Odtud vyplývá i nezbytnost v
novat pozornost jak budoucím tak i stávajícím u�itel�m 
[4]. Velmi pou�ný je následující test z p	ípravného kurzu student� u�itelství, ukazující, že 
výrazné zlepšení zdaleka není nedosažitelné. Všechny odpov
di jsou sice možné, ale až 
po absolvování p	ípravy jsou odhady dosti pravd
podobné (viz dva reálné výsledky).  

P	íklad: Jaký o�ekáváte výsledek u šesti sad 50 hod� spravedlivou mincí?  
Odpov
di student� p�ed absolvováním kurzu:  
{25, 25, 25, 25, 25, 25} – Nevím jak se pravd
podobnost obdržení orla bude m
nit, když 
ud
láme více sad 50-ti hod�.  
{7, 21, 23, 25, 29, 31} – Vybrala jsem �ísla blízko 25, protože uvažuji s 50% 
pravd
podobností. 7 jsem zvolila pro legraci, protože je zde vždy prvek náhody.  
{5, 15, 30, 40, 45, 50} – Je to náhoda.  
Odpov
di student� po absolvování kurzu:  
{23, 24, 25, 25, 25, 26} – M
la by to být variace okolo st	ední hodnoty.  
{22, 23, 24, 26, 27,28} – P	estože 25 hod� má pravd
podobnost být orel, ve skute�nosti 
je pravd
podobná ur�itá variace.  
{21, 24, 25, 26, 28, 29} – Všechna �ísla jsou 25 nebo blízko 25. Všechna nejsou 25, 
po�ítáme-li s variací. 
Nakonec dva moje vlastní reálné výsledky: {23,23,24,25,27,28}, {21,24,24,28,29,30}. 
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V rámci kurzu studenti provád
li také r�zné aktivity, jako je m
	ení rozm
r� t
la, 
statistiku kapesného a odpovídali na otázky typu: kolik let žiješ v tomto m
st
?, kolik lidí 
žije ve tvé domácnosti? P	esn
 tento druh aktivit by totiž m
l být nedílnou sou�ástí 
vyu�ování na základních školách. 

5 Záv�r  
Popsané zp�soby výuky pravd
podobnosti jsou zajímavé a pro studenty p	ínosné. Jejich 
�innost by m
la p	edevším být zam
	ena na zkoumání soubor� jev�, které se student� 
p	ímo dotýkají, jako je výška, váha, srde�ní tep, po�et �len� rodiny, oblíbené aktivity atd. 

A�koliv život nejsou hody mincí ani kostkami, spoustu životních situací lze 
modelovat jako alternativní hry (p	ijde – nep	ijde, ud
lám – neud
lám, vyjde – nevyjde). 
Spole�né hry a p	edevším praktické testování odpov
dí na r�zné úlohy ke hrám se 
vztahující nutí studenty kolektivn
 p	emýšlet, u�í je vzájemn
 si pomáhat i mezi sebou 
sout
žit a zárove� je pou�uje o praktické hodnot
 teoretických výsledk� p	i nižších 
po�tech realizací náhodného jevu. Když už se rozhodneme vyu�ovat pravd
podobnost 
prost	ednictvím her, m
li bychom student�m také d�kladn
 vysv
tlit princip hracích 
automat� a jiných sázkových her, abychom je varovali p	ed jejich nadm
rným 
využíváním a nemožností „vyhrát“ nad hracím automatem p	i velkém po�tu her. 
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HYPERBOLICKÁ GEOMETRIE  
A  

GYROVEKTOROVÉ PROSTORY 

MIROSLAVA TIHLA�ÍKOVÁ 

1 Historické souvislosti 
Roku 1905 byla p	edstavena Albertem Einsteinem (1879–1955) speciální teorie 
relativity, která byla založená na p	edchozí práci Lorentze a Poincarého. Když za�al 
Herman Minkowski (1864–1909) v roce 1907 uvažovat strukturu Lorentzovy grupy, 
všiml si, že vztahy mezi vektory rychlostí nejsou Euklidovské, ale hyperbolické. 
�asoprostorový formalismus relativistické fyziky, který za�al rozvíjet, ale budoval 
zp�sobem, který roli hyperbolické geometrie spíše zakrývá. 

 
Matematici jako V. Vari�ak (1865–1942) a E. Borel (1871–1956) se snažili  upozornit 

na roli hyperbolické geometrie v rámci teorie relativity, jejich snažení se ale nesetkalo 
s p	íliš velkým úsp
chem. Po dlouhou dobu nejr�zn
jší práce na toto téma nep	inesly nic 
noveho. Výrazným p	ísp
vkem  k této snaze jsou až nedávné práce Abrahama A. Ungara. 

 

2 Gyrovektorové prostory 

2.1 „Gyro“ pojmy 

Einsteinovo s�ítání není na množin
 relativisticky p	ípustných rychlostí obecn
 ani 
komutativní, ani asociativní. Tento problém napravuje takzvaná Thomasova precese. 
Zobecn
ní této precese nazývá Ungar Thomasovou gyrací a pomocí ní buduje teorii ve 
které používá p	edponu „gyro“ i pro další pojmy, aby zd�raznil analogii s klasickými 
pojmy. Díky této gyraci se tedy Eisteinovo s�ítání stává gyrokomutativním 
a gyroasociativním. Dále Ungar zavádí nap	íklad gyrogrupu a  gyrovektorový prostor.  

 

2.2 Einstein�v gyrovektorový prostor 

N
které gyrokomutativní a gyroasociativní operace dávají spole�n
 se skalárním 
násobením vznik gyrovektorovým prostor�m a ty pak r�zným model�m hyperbolické 
geometrie. Jedním ze speciálních p	ípad� je Einstein�v vektorový prostor, který je ve 
dvoudimenzionálním p	ípad
 koincidentní s Beltrami-Kleinovým kruhovým modelem 
hyperbolické geometrie.  

 

2.3 Hyperbolická trigonometrie 

Gyrop	ímka v Beltrami-Kleinov
 modelu je úse�ka s koncovými body na hranicích 
disku. I zde nacházíme analogie s Euklidovskou geometrií. Einsteinovo s�ítání totiž 
zachovává kosinovou v
tu, sinovou v
tu a Pythagorovu v
tu v podobném tvaru jako 
známe z Euklidovské trigonometrie. 
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GEOMETRICKÉ VÝSLEDKY A REFORMNÍ 
AKTIVITY FELIXE KLEINA 

DANA TRKOVSKÁ 

1 Osobní a profesní život Felixe Kleina (1849–1925) 
Felix Klein se narodil 25. dubna 1849 v Düsseldorfu  
(Prusko). Absolvoval zde gymnázium a poté odešel 
studovat matematiku a fyziku na univerzitu v Bonnu. Již 
b�hem studií, v roce 1866, zde získal místo laboratorního 
asistenta u Julia Plückera (1801–1868), který se zabýval 
teoretickou matematikou a experimentální fyzikou. Pod 
jeho vedením také sepsal diserta�ní práci, za kterou 
získal roku 1868 na univerzit� v Bonnu doktorát. B�hem 
následujících dvou let postupn� navštívil Berlín, Pa�íž  
a Göttingen. V roce 1870 za�al Felix Klein v Pa�íži 
spolupracovat s norským matematikem Sophusem Lie 
(1842–1899), který ho p�ivedl k myšlence propojení 
geometrie a teorie grup. Spole�n� za�ínali chápat zásadní 
význam teorie grup a pokusili se p�enést pojem grupy 
také do geometrie. 
 

V �ervenci 1870 proslovil pruský kanclé� Otto von Bismarck (1815–1898) úto�nou 
�e� proti francouzské vlád�, Francie vyhlásila Prusku válku a Felix Klein se rozhodl Pa�íž 
opustit. Krátce sloužil v armád� jako zdravotník, po�átkem roku 1871 se však habilitoval 
a za�al p�ednášet na univerzit� v Göttingen. V roce 1872, ve v�ku pouhých 23 let, byl 
jmenován �ádným profesorem filozofické fakulty univerzity v Erlangen (Bavorsko). 
P�ednášel zde však pouze do roku 1875, kdy mu bylo nabídnuto výhodn�jší místo na 
Technische Hochschule v Mnichov�. V srpnu roku 1875 se Felix Klein oženil s Annou 
Hegelovou (1851–1927), vnu�kou významného n�meckého filozofa Georga Wilhelma 
Friedricha Hegela (1770–1831). Po p�tiletém p�sobení na Technische Hochschule 
p�esídlil Felix Klein do Lipska, kde pracoval až do roku 1886. Na podzim roku 1882 se 
však psychicky zhroutil a za�al propadat t�žkým depresím. Jeho kariéra špi�kového 
matematika tím skon�ila. Roku 1886 se vrátil na univerzitu v Göttingen, kde p�sobil až 
do roku 1913, kdy ze zdravotních d�vod� univerzitu opustil. B�hem první sv�tové války 
se v�noval soukromé výuce matematiky. Felix Klein zem�el 22. �ervna 1925 v Göttingen. 
 

Kleinovy zásluhy v matematice, nejen v geometrii, jsou všestranné. Na univerzit�  
v Göttingen vybudoval matematické st�edisko sv�tové úrovn�, z�ídil zde matematickou 
knihovnu a �ítárnu. Krom� geometrie a teorie grup se hloub�ji v�noval také algebraickým 
rovnicím a teorii funkcí; z t�chto oblastí publikoval na sedmdesát prací. V roce 1876 
p�evzal vedení �asopisu Mathematische Annalen, který se specializoval p�edevším na 
problémy komplexní analýzy, otázky algebraické geometrie a teorie invariant�. Práv� 
pod Kleinovým vedením za�aly Mathematische Annalen konkurovat významnému 
Crelleovu �asopisu Journal für die reine und angewandte Mathematik a na více než 
šedesát let se pak staly jedním z nejvýznamn�jších matematických �asopis�. V roce 1885 
byl Felix Klein p�ijat do londýnské Královské spole�nosti, roku 1913 se stal �lenem 
Berlínské akademie v�d. 
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2 Geometrické výsledky Felixe Kleina 

2.1 Základní myšlenka klasifikace geometrií 

Elementární eukleidovská geometrie studuje ty vlastnosti geometrických útvar�, které se 
nem�ní p�i jejich pohybech. Ekvivalentní útvary jsou definovány jako ty útvary, které lze 
pomocí pohybu p�evést vzájemn� na sebe. Místo pohyb� však m�žeme uvažovat 
libovolnou množinu geometrických transformací a prohlásit za ekvivalentní ty útvary, 
které lze vzájemn� jeden z druhého získat pomocí transformací této množiny. P�irozeným 
požadavkem p�itom je, aby uvažovaná relace mezi dv�ma útvary byla opravdu 
ekvivalencí, tj. aby byla reflexivní, symetrická a tranzitivní. Odtud plyne, že uvažovaná 
množina transformací musí být grupou. Volbou r�zných grup transformací pak získáváme 
jednotlivé geometrie. 

2.2 Erlangenský program 

Tento název získala slavná Kleinova p�ednáška Vergleichende Betrachtungen über 
neuere geometrische Forschungen [Srovnávací úvahy o nov�jších geometrických bádáních], 
kterou Felix Klein p�ednesl v �íjnu roku 1872 na univerzit� v Erlangen u p�íležitosti 
svého jmenování �ádným profesorem. Sestává z deseti kapitol. Základní myšlenky 
Kleinova p�ístupu ke klasifikaci geometrií jsou obsaženy v první kapitole, kde lze najít 
následující definici geometrie: 
 

Je dán geometrický prostor a n�jaká grupa transformací. Úkolem geometrie je 
zkoumat práv� ty vlastnosti prostoru, které se nem�ní p�i transformacích dané grupy. 

Jinými slovy �e�eno, každá geometrie je teorií invariant� dané grupy transformací. 
 

Ve druhé kapitole Felix Klein zavádí uspo�ádání geometrií, a to tak, že relaci inkluze, 
kterou lze uspo�ádat jednotlivé grupy transformací, p�enáší na odpovídající geometrie. 
Pokud n�jakou grupu nahradíme jinou grupou, která danou grupu obsahuje, z�stane 
zachována pouze �ást p�vodních geometrických vlastností. P�echodem k rozší�ené grup� 
nebo k vlastní podgrup� tak lze p�ejít od jednoho typu geometrie k jinému. 
 

Erlangenský program tedy p�inesl jednoduchý, ale d�ležitý princip uspo�ádání jednotlivých 
geometrií. Následující schéma ukazuje takové uspo�ádání pro klasické geometrie: 
 

    eukleidovská     
⊃

     podobnostní     ⊃        afinní         ⊃     projektivní 

       geometrie                 geometrie               geometrie              geometrie 

2.3 Elementární matematika 

V letech 1908 až 1911 postupn� vyšly t�i díly Kleinovy u�ebnice Elementarmathematik 
vom höheren Standpunkte aus [Elementární matematika z vyššího hlediska], které byly 
ur�eny st�edoškolským u�itel�m a student�m. První díl je v�nován aritmetice, algeb�e  
a analýze, obsahuje p�ednášky konané Felixem Kleinem na univerzit� v Göttingen v zimním 
semestru 1907/08. Druhý díl se týká geometrie, obsahuje Kleinovy p�ednášky z letního 
semestru 1908. Ve t�etím díle jsou mimo jiné studovány funkce reálné prom�nné 
(zejména jejich znázorn�ní v pravoúhlé soustav� sou�adnic) a rovinné k�ivky. 
 

Ve druhém díle (viz [2]) jsou také obsaženy základní myšlenky Erlangenského programu. 
Felix Klein zde nejprve zkoumá geometrické prostory a jejich základní vlastnosti a dále 
se podrobn� v�nuje jednotlivým typ�m geometrických transformací. Poslední �ást 
p�edstavuje systematické pojednání o geometrii a jejích základech a zahrnuje základní 
myšlenky Kleinovy klasifikace geometrií pomocí geometrických transformací. 
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3 Reformní aktivity Felixe Kleina 
Felix Klein se pom�rn� brzy ve své karié�e za�al zajímat také o výuku matematiky na 
n�meckých školách, usiloval o její modernizaci. V roce 1886 byla za Kleinovy podpory na 
univerzit� v Göttingen vytvo�ena první katedra didaktiky matematiky. Zrodila se zde také 
myšlenka dalšího vzd�lávání st�edoškolských profesor� matematiky formou p�ednášek  
a prázdninových kurz�. 
 

Roku 1897 se v Zürichu konal 1. mezinárodní kongres matematik�, na kterém Felix 
Klein vystoupil s p�ednáškou Zur Frage des höheren mathematischen Unterrichts  
[K otázce výuky vyšší matematiky]. Na 2. mezinárodním kongresu matematik� v Pa�íži 
roku 1900 se již ustanovila mezinárodní sekce pro vyu�ování matematice. Otázka výuky 
st�edoškolské matematiky byla jedním z úst�edních témat také 3. mezinárodního kongresu 
matematik� v Heidelbergu v roce 1904. Téhož roku se ve Vratislavi sešlo shromážd�ní 
n�meckých p�írodov�dc� a léka��, na kterém byla ustanovena n�mecká komise pro 
vyu�ování matematice a p�írodov�dným p�edm�t�m. Jejím p�edsedou byl zvolen 
n�mecký matematik August Gutzmer (1860–1924). Felix Klein této komisi p�edložil sv�j 
návrh na reformu matematicko-fyzikálního vzd�lávání. �innost komise vyústila v reformní 
návrh na úpravu st�edoškolského matematicko-p�írodov�dného vzd�lání, který byl zve�ejn�n 
a p�ijat na dalším shromážd�ní n�meckých p�írodov�dc� a léka�� konaném roku 1905  
v Meranu. Tento návrh bývá ozna�ován jako tzv. Meranský program. 

3.1 Meranský program 

Tento program p�ipisuje matematice ve st�edoškolském vzd�lání jedno z klí�ových 
postavení, její hlavní úkoly vidí zejména v rozvíjení rozumových schopností a logického 
myšlení. Konkrétn� kladl Meranský program na výuku matematiky na st�edních školách 
následující požadavky: 
 

• podporovat rozvoj prostorové p�edstavivosti 
• prostoupit u�ivo pojmem funkce, rozvíjet funk�ní myšlení 
• zavést diferenciální a integrální po�et 
• omezit formalismus a abstraktní u�ivo 
• �ešit úlohy z praktického života 
• rozvíjet mezip�edm�tové vztahy 

 

Hlavní myšlenky Meranského programu se staly východiskem �ady dalších reforem.  
V Rakousku-Uhersku na Meranský program reagovala Marchetova reforma z roku 1909, 
jejímž hlavním výsledkem bylo za�azení u�iva elementárních funkcí a n�kterých prvk� 
infinitesimálního po�tu do výuky matematiky na reálkách a �áste�n� i na gymnáziích. 
Krom� obsahových zm�n p�ineslo p�ijetí Meranského programu také n�které zm�ny  
v metodickém zpracování u�iva. Schválená reforma školních osnov si vyžádala tvorbu 
nových u�ebnic matematiky, které by zamýšlené obsahové i metodické zm�ny reflektovaly. 
Vydáním nových u�ebnic byla pov��ena Jednota �eských matematik� a fyzik�. 

3.2 Další reformní snahy 

V roce 1906 se konalo shromážd�ní n�meckých p�írodov�dc� a léka�� ve Stuttgartu.  
Na n�m byly navrženy obsahové zm�ny, které souvisely zejména se snahou obohatit 
st�edoškolskou matematiku o základy matematické analýzy. Také tento návrh byl vypracován 
pod Kleinovým vedením. Požadoval zavedení a rozvíjení pojmu funkce na p�íkladech 
elementárních funkcí a za�len�ní n�kterých prvk� diferenciálního a integrálního po�tu. 
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Další shromážd�ní n�meckých p�írodov�dc� a léka�� se uskute�nilo roku 1907  
v Dráž�anech. Bylo na n�m p�ijato doporu�ení posilovat v p�íprav� budoucích u�itel� 
matematiky i ve výuce matematiky na st�edních školách aplikace na úkor izolovaných 
speciálních problém�, které nejsou podstatné pro utvá�ení uceleného, vnit�n� logicky 
propojeného systému st�edoškolského matematického vzd�lání. Felix Klein p�itom prosadil 
vyzkoušení tohoto návrhu v N�mecku v roce 1908. 

 

Roku 1908 se v �ím� konal 4. mezinárodní kongres matematik�, na kterém bylo 
p�edneseno osm referát� o reformním d�ní ve vyu�ování matematice v r�zných zemích. 
Na tomto kongresu byla ustanovena Mezinárodní komise pro vyu�ování matematice, 
která se zabývala vyu�ovacími metodami a u�ebními plány veškeré výuky matematiky od 
elementární až po vysokoškolskou. Na místo p�edsedy byl navržen již zmín�ný n�mecký 
matematik August Gutzmer, který se však této funkce z�ekl a navrhl Felixe Kleina, jenž 
byl zvolen a jmenován do funkce i p�es svou nep�ítomnost. Krom� již p�ijatých požadavk� 
na obsahové zm�ny ve výuce st�edoškolské matematiky komise dále doporu�ila obohatit 
výuku geometrie na st�edních školách o n�které prvky projektivní geometrie a vedle 
matematické analýzy za�adit do osnov také základy dalších speciálních disciplín, teorie 
množin a teorie grup. Pod Kleinovým vedením vydala Mezinárodní komise pro vyu�ování 
matematice n�kolik publikací o výuce matematiky na všech stupních a typech škol. 

 

V návaznosti na Mezinárodní komisi pro vyu�ování matematice byly postupn�  
v jednotlivých zemích ustanoveny také národní komise, které m�ly za úkol vypracovat 
podrobnou zprávu o organizaci a metodách výuky matematiky v dané zemi. Výsledky 
zpráv byly zve�ejn�ny na 5. mezinárodním kongresu matematik� (Cambridge, 1912). 
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HISTORICKÝ VÝVOJ A SOU�ASNOST VÝUKY 
MATEMATIKY NA VŠE PRAHA 

EVA ULRYCHOVÁ 

1 Úvod 
Vyu�ování matematiky na vysokých školách má dlouholetou tradici. Na školách, kde 
matematika není hlavním p	edm
tem, se však projevuje tendence výuku matematiky 
zredukovat, a to jak snížením po�tu vyu�ovacích hodin, tak s tím spojeným omezením 
rozsahu probíraného u�iva. 

   Také na VŠE v Praze byla postupn
 snižována hodinová dotace výuky matematiky, 
nejvýrazn
ji pak v souvislosti s p	echodem na kreditní systém ECTS (European Credit 
Transfer and Accumulation System) v letech 2005 až 2006. 

   Je proto zajímavé podívat se, jakým vývojem vyu�ování matematiky na VŠE prošlo. 

2 Historie 
VŠE Praha byla založena v roce 1953; do sou�asnosti prošla n
kolika reorganizacemi, 
týkajícími se po�tu fakult, organizace a nápln
 studia atd. 

P	esné údaje o hodinové dotaci matematiky ani osnovy u�iva z po�áte�ního období  se 
nepoda	ilo zjistit, nebo� v archivu VŠE nebyly nalezeny žádné dokumenty, které by tyto 
údaje poskytovaly. 

Podle informa�ní brožury o VŠE z roku 1968 byla matematika (pro studenty povinná) 
vyu�ována na jedné ze t	í fakult po dobu t	í semestr� (v 1. a 2. ro�níku) v rozsahu 
4 vyu�ovacích hodin p	ednášek a 2 hodin cvi�ení týdn
 (dále jen 4+2), na ostatních fakultách 
po dobu dvou semestr� v rozsahu 4+2. Každý semestr byl zakon�en zápo�tem a zkouškou. 

Na po�átku 70. let prošla VŠE reorganizací – ke stávajícím t	em fakultám p	ibyla další 
fakulta a studium bylo z dosavadního p
tiletého zkráceno na �ty	leté. Výuka matematiky ve 
3. semestru byla zrušena, ale na  fakult
, které se to týkalo, byl zvýšen po�et hodin cvi�ení – 
na  4+4. Stejný rozsah (4+4) byl i na nov
 vzniklé fakult
; na ostatních  fakultách z�stal 
rozsah nezm
n
ný (tj. 4+2). 

Ve školním roce 1981/1982 byl na dvou fakultách ve 2. semestru rozší	en po�et hodin 
matematiky na 6+4; sou�asn
 byla na t
chto fakultách rozší	ena i obsahová nápl� – ta se na 
jednotlivých oborech lišila (na oborech s v
tším po�tem hodin byly nap	. vykládány n
které 
numerické metody atd.). 

Ve školním roce 1984/1985 byl pro jeden z obor� zaveden p	edm
t Matematika 3; byl 
vyu�ován ve 4. semestru v rozsahu 2+2, zakon�en zápo�tem a zkouškou. Obsah rozši	oval 
základy matematiky o základy logiky, teorii algoritm� atd. 

Sou�ástí výuky matematiky (zajiš�ované katedrou matematiky) byly v 80. letech i základy 
teorie pravd
podobnosti, roku 1990 p	evzala výuku této discipliny katedra statistiky. 

 Od po�átku 90. let byla hodinová dotace na všech fakultách snížena: nejprve snížením 
po�tu hodin p	ednášek ve 2. semestru na 2+2, od roku 1993/1994 na 2+2 po oba semestry. 
Každý semestr byl zakon�en zápo�tem a zkouškou. V roce 1995/1996 došlo ke zm
n
 
v organizaci zkoušek – každý semestr byl zakon�en zápo�tem, celý p	edm
t pak bakalá	skou 
zkouškou za oba jednosemestrální p	edm
ty (akreditované pod zkratkou MAT101 
a MAT102) dohromady. 
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Katedra matematiky zajiš�ovala výuku základ� matematické analýzy a lineární algebry ve 
dvou povinných jednosemestrálních kursech (MAT101 a MAT102). V náplni t
chto kurz� 
docházelo k postupné menší redukci u�iva a k ústupu od p	ednášení d�kaz� matematických 
v
t. Výklad byl ovšem po celou dobu strukturován klasicky – „definice, v
ta“. 

Po�átkem 90. let byly navíc akreditovány r�zné výb
rové p	ednášky (zakon�ené 
zkouškou), navazující na MAT101 a MAT102; nejv
tšímu zájmu se t
šila numerická 
matematika a pozd
ji akreditovaná historie matematiky. 

V roce 2002 byly akreditovány p	edm
ty Calculus A  a Calculus B (2 hodiny týdn
), které 
m
ly sloužit jako p	íprava k bakalá	ské zkoušce z matematiky; Calculus A náplní u�iva 
odpovídal p	edm
tu MAT101, Calculus B p	edm
tu MAT102; oba p	edm
ty byly zakon�eny 
zápo�tem. P	edm
ty si studenti zapisovali bu� paraleln
 s povinným p	edm
tem MAT101, 
resp. MAT102 – jako zintenzivn
ní výuky, nebo až po absolvování t
chto povinných 
p	edm
t� jako opakování p	ed zkouškou. O oba  kursy – Calculus 105 i Calculus 106 – byl  
ze strany student� vždy velký zájem. 

Výuka p	edm
t� MAT101, MAT102, Calculus A a Calculus B v sou�asnosti už jen 
dobíhá v omezené mí	e. 

3 Sou�asnost 
       V souvislosti s p	echodem školy na systém ECTS došlo ve školním roce 2005/2006 
rozhodnutím vedení školy na dvou fakultách ke snížení hodinové dotace na polovinu: místo 
dvou semestr� (2+2) byla výuka matematiky zkrácena na jeden semestr (2+2). Od 
r. 2006/2007 bylo k této úprav
 p	istoupeno na všech fakultách; semestrální  kurs matematiky 
byl akreditován pod ozna�ením 4MM101. P	edm
t je zakon�en zkouškou, zápo�ty za cvi�ení 
se neud
lují. Sou�asn
 byl akreditován p	edm
t Calculus 121, zam
	ením odpovídající 
p	edm
tu Calculus 105, resp. 106 (�ili jako p	íprava ke zkoušce), obsahem odpovídající 
p	edm
tu 4MM101. 

Toto znatelné snížení po�tu vyu�ovacích hodin s sebou nutn
 neslo i redukci rozsahu 
vyu�ované látky. I p	es tuto pom
rn
 rozsáhlou redukci byl ponechaný objem u�iva oproti 
p�vodnímu víc než polovi�ní – v polovi�ním �asovém rozp
tí t
žko zvládnutelný. Bylo proto 
nutno p	istoupit k celkové zm
n
 koncepce výuky – nejen po obsahové stránce, ale i po 
stránce metodologické. Po zkušenostech s výukou p	edm
tu 4MM101 v roce 2005/2006 došlo 
k dalším zm
nám – nejen v náplni u�iva, ale i ve form
 výkladu. Bylo nutno respektovat 
požadavky odborných kateder na VŠE –  nezat
žovat studenty zbyte�nými pojmy, u�init 
výklad co nejsrozumiteln
jším „populárn
jší formou“ – s d�razem p	edevším na po�etní 
postupy. Za vzor byly dávány zahrani�ní vysoké školy podobného zam
	ení a jejich zp�sob 
výkladu matematických základ�. Bylo proto ustoupeno od formy výkladu „definice, v
ta“, 
symbolická vyjád	ení jsou �asto nahrazena slovními. Matematické pojmy jsou vykládány co 
nejjednodušším zp�sobem p	i maximálním možném zachování p	esnosti. V tomto duchu byly 
vypracovány p	íslušné u�ební texty. 

P	i zkoušce nejsou od  student� vždy požadovány p	esné formulace pojm�, ale je kladen 
d�raz na pochopení a schopnost aplikace (nap	. místo vyslovení definice pojmu limita 
posloupnosti sta�í grafické znázorn
ní posloupnosti s p	edepsanou limitou apod.). 

Podle zkušeností s výukou a zkouškami v r. 2006/2007 a podle výsledk� studentské 
ankety, po	ádané každoro�n
 vedením školy, se výsledky takto koncipované výuky jeví 
vcelku p	ízniv
. To, že se i studenti, kte	í ješt
 mají složit bakalá	skou zkoušku z matematiky 
(tj. z nezredukované látky MAT101 a MAT102), �asto p	ipravují z u�ebních text� ur�ených 
pro p	edm
t 4MM101, sv
d�í o tom, že student�m zjednodušená forma výkladu vyhovuje. 
I po redukci obsahu a zm
n
 formy však pom
rn
 velký objem u�iva probíraného v krátkém 
�asovém intervalu, bez možnosti d�kladného procvi�ení (zde by mohl pomoci Calculus121) 
a „vst	ebání“ nových pojm�, �iní p	edm
t 4MM101 pro studenty dost náro�ným. Ve výhod
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jsou v tomto sm
ru absolventi gymnázií, kte	í n
které p	ednášené pojmy znají už ze st	ední 
školy. Na VŠE se ovšem �asto hlásí i studenti s horšími základy, pro ty je pak tempo výuky 
t
žko akceptovatelné. Nicmén
 se zdá, že zp�sob výkladu se p	iblížil p	edstavám odborných 
kateder na VŠE a že studenti v dostate�né mí	e zvládnou aspo� základní matematický aparát 
pot	ebný p	i výuce odborných p	edm
t�. 
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PRACE EULERA Z ALGEBRY I TEORII LICZB  

WITOLD WI3SŁAW  

Wst�p. W tym roku mija trzechsetna rocznica urodzin Lenharda Eulera (1707–1783). 
W zwi4zku z tym chciałbym przedstawi5 jego najwa6niejsze wyniki z algebry i teorii 
liczb.  
 
1. Prace Eulera z algebry.  Euler jest autorem 24 prac, które dzi7 zaliczamy do algebry. 
Obejmuj4 one: zasadnicze twierdzenie algebry i zagadnienia pokrewne, rozwi4zalno75 
równa8 algebraicznych przez pierwiastniki,  w tym przykłady takich równa8 stopnia 5, 
opis macierzy ortogonalnych stopnia 3, 4 i 5, teoria eliminacji, rozkład funkcji 
wymiernych na ułamki proste. W jednej z  prac Euler dowiódł, 6e dwie krzywe 
algebraiczne stopnia m i n, które nie maj4 wspólnej cz97ci (komponenty), przecinaj4 si9 
w co najwy6ej mn punktach. Twierdzenie to zwyczajowo przypisywane jest Étienne 
Bezoutowi. W korespondencji Eulera pojawiaj4 si9 ró6ne to6samo7ci algebraiczne, np. 
to6samo7ci dla iloczynów sum kwadratów.  
 
2. Prace Eulera z teorii liczb.  Euler napisał około 100 prac z teorii liczb, tzn. ok. 12% 
wszystkich jego prac. Obejmuj4 one: arytmetyk9 liczb całkowitych (twierdzenie Eulera, 
małe twierdzenie Fermata, twierdzenie Wilsona, które on nazywa twierdzeniem 
Waringa), równania diofantyczne, ułamki ła8cuchowe, formy kwadratowe. W pracach 
Eulera pojawia si9 po raz pierwszy funkcja rzeczywista, nazwana pó:niej funkcj4 dzeta 
Riemanna. Euler odkrył prawo wzajemno7ci reszt kwadratowych w ró6nych 
szczególnych przypadkach. Nie podał jednak dowodu. W korespondencji Eulera cz9sto 
pojawiaj4 si9 problemy z teorii liczb. Niekóre z nich s4 do dzi7 otwarte. Ksi46ka Eulera 
[3] zawiera wiele zagadnie8 diofantycznych. Euler był bliski dowodu twierdzenia 
o sumie czterech kwadratów, którego kompletny dowód podał Joseph-Louis Lagrange.  
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NEDOKON�ENÁ  SYMFONIE 
 (O TRAGICKY P
ERUŠENÉ SPOLUPRÁCI N. WIENERA  

A  R.E.A.C. PALEYE  V ROCE 1933) 

IGOR ZOLOTAREV, KAREL F. ŽITNÝ 

 
Mimo	ádn
 nadaný, mladý anglický matematik Raymond Paley v roce 1932 získal 
Rockefellerovo stipendium a m
l po Wienerov
 boku strávit akademický rok na 
Massachusetts Institute of Technology (MIT). Jejich vysoce produktivní sou�innost byla záhy 
a znenadání p	ervána. 7. dubna 1933 šestadvacetiletý milovník zimních sport� Paley p	i 
krátkém výletu do kanadských Rocky Mountains zahynul v lavin
. 
 

V nekrologu [4] jímž Wiener uctil jeho památku je zachováno sv
dectví o charakteru 
jejich plodné spolupráce. Našt
stí spole�n
 dosažené výsledky byly zav�as publikovány 
v Transactions of American Mathematical Society [2] a pokrývají širokou škálu témat jejichž 
jednotící ideou jsou vlastnosti Fourierovy transformace v komplexním oboru. Wienerovi 
p	ipadl úkol scelit bohatý a r�znorodý materiál a dotáhnout nedokon�ený rukopis do 
publikovatelné podoby. Wiener, jak vyplývá z recensí na jeho vlastní tvorby, nebyl zdatným 
stylistou. Avšak dílo [3] jehož byl spoluautorem a poté editorem pat	í ke skvost�m 
matematické literatury 20. století, a� je alespo� z �ásti torsem. Oba auto	i hý	ili nápady. 

 
Dynamický Paley nebyl jen mimo	ádn
 technicky zdatný. K 	ešení matematických 

problém� podle vlastního vyjád	ení p	istupoval s ragbyovou taktikou a lze se domnívat, že 
tyto jeho kvality by se byly projevily i p	i záv
re�né redakci díla. S dostate�ným �asovým 
odstupem, lze spolehliv
 posoudit význam této monografie pro rozvoj oboru. Stru�n
 	e�eno, 
dob
 vzniku p	inesla množství nových výsledk� a byla žhav
 aktuální; dnes je výjime�ná 
svým dlouhodobým p�sobením. Preprinty v Transactions umož�ují odlišit spole�ný vklad 
obou autor� od individuálních p	ínos�, resp. od t
ch jichž dosáhli s dalšími spolupracovníky. 

 
Obdivuhodné obeznámenost se soudobými trendy v oboru, jim umožnila vt
lit jejich 

výsledky do širšího kontextu. Stojí za zmínku, že dílo nap	. obsahuje první knižní publikaci 
Hardyova principu neur�itosti [1] dokázaného v roce 1933. Rozsah p	ísp
vku neumož�uje 
detailní rozbor matematického obsahu díla. Omezíme se proto na prezentaci pouze n
kolika 
málo principiálních výsledk�; a to t
ch, jenž pat	í do základního arzenálu matematické 
analýzy a jimž se dostalo dalekosáhlých zobecn
ní. Samoz	ejm
 v p	ípad
 N. Wienera bylo 
pot	ebné v�lenit studovanou monografii do kontextu jeho p	edchozích prací a ocenit také jeho 
významný podíl na zvýšení prestiže MIT, jenž se za�átkem 30-tých let minulého století rychle 
prom
nil z tuctové inženýrské školy na �elnou výzkumnou univerzitu.  
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GAUSS A DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE 

PETRA ŽÁ�KOVÁ 

1 Úvod 
Johann Carl Friedrich Gauss se zabýval diferenciální geometrií velmi dlouho. Jeho 
nejd�ležit
jším dílem v této oblasti je kniha Disquisitiones generales circa superficies 
curva, psaná v latin
.  

Další oblastí, kterou se zabýval a která pat	ila do geometrie diferenciální, byla 
neeuklidovská geometrie. Gauss se této otázce v
noval velmi dlouho, ale nikdy nic 
nepublikoval. Bál se o svou pov
st výborného matematika. Všechny jeho poznatky jsou 
známy pouze z jeho deník� a dopis�. 

 

2 Disquisitiones generales circa superficies curva  
První �ást obsahuje t	i možnosti definování ploch: 

 

1. explicitn
:                 0),,( =zyxw  , 

2. parametrickými rovnicemi:   

),(

),(

),(

qpzz

qpyy

qpxx

=

=

=

,  

3. z jako funkce dvou prom
nných x a y:  ),( yxzz =  
 

Nejd	íve Gauss použil druhý zp�sob vyjád	ení plochy. O jednom z parametr� (p) 
prohlásil, že je dán a má proto konstantní hodnotu. Tím dosp
l k parametrickému 
vyjád	ení q-k	ivky. Zm
nou hodnoty p získal celou množinu q-k	ivek. Podobn
 získáme 
množinu p-k	ivek. Tyto dv
 množiny tvo	í k	ivkovou parametrickou sí�, která je 
sou	adnicovou sítí plochy. Každá k	ivka z obou množin prochází každým bodem a dv
 
k	ivky z r�zných množin se protínají práv
 v jednom bod
. Tento sou	adnicový systém je 
nyní znám jako Gaussovy k	ivkové sou	adnice. 

Dále Gauss definuje derivace 
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dp
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nyní známé jako parciální derivace sou	adnic polom
ru, a funkce   
 

A = bc´ – cb’,  B = ca’ – ac’,   C = ab’ – ba’, 
 

dnes sou	adnice pr�se�íku t
chto vektor� a vektoru normály plochy. Nakonec ur�il druhé 
derivace:  
 

222222
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dq

ddz

dpdq

ddz

dp

ddz

dq

ddy

dpdq

ddy

dp

ddy

dq

ddx

dpdq

ddx

dp

ddx
========= γγγβββααα . 

 

Potom pomocí t
chto funkcí sestrojil dv
 formy:  
 

222 2 GdqFdpdqEdpds ++=     a     22 '''2 dqDdpdqDDdp ++ , 
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kde  
                E = aa + bb + cc,      F = aa´+ bb´+ cc´,       G = a´a´+ b´b´+ c´c´, 

 

D = A� + Bβ + Cγ,    D ´= A�´+ Bβ´+ Cγ´,   D´´= A�´´+ Bβ´´+ Cγ´´. 
 
První z nich je dnes ozna�ována jako první fundamentální forma a vyjad	uje �tverec 
lineárního elementu ds2 vzdálenosti mezi dv
ma velmi blízkými body plochy. Druhá 
forma je tém
	 shodná s nyní používanou druhou fundamentální formou. 
 

Další objev, který Gauss použil, je sférické zobrazení. Toto zobrazení umožnilo 
Gaussovi ur�it k	ivost K (Gaussova k	ivost). Pro vyjád	ení plochy z = z(x,y) má k	ivost 
vzorec  

( )222

2

1 yx

xyyyxx

zz

zzz
K

++

−
= . 

 

Poté vypo�ítal k	ivost pro parametrické vyjád	ení plochy, ve kterém se objevily 
koeficienty druhé fundamentální formy:  
 

FFEG

DDDD
K

−

−
=

''''
. 

 

Po dalších výpo�tech dosp
l pro k	ivost K k formuli, která uvádí Gauss�v další velice 
podstatný objev, v
tu Theorema egregium:  

 

Jestliže zak�ivenou plochu rozvineme v plochu jinou, pak k�ivosti v každém bod� 
z�stávají invariantní. 

 

Všechny vlastnosti plochy, které jsou zachovány p	i deformaci, tvo	í tzv. vnit�ní 
geometrii plochy. Proto pokud máme k	ivo�aré sou	adnice plochy, koeficienty první 
fundamentální formy musí být stejné. Tím zde Gauss p	estal tomuto v
novat pozornost. 

 
Dále se zabývá geodetickými k	ivkami. Nahrazením sou	adnic bodu za polom
r, 

jehož pravoúhlé sou	adnice jsou rovny práv
 danému bodu, a nahrazením sm
rového 

kosinu za normálu jednotkového normálového vektoru n , jehož pravoúhlé sou	adnice 
jsou rovny sm
rovému kosinu, vyjád	íme první a druhé derivace sou	adnic jako vektory 
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Další významná rovnice, odvozená Gaussem pro sou�et úhl� v geodetickém 
trojúhelníku, ukazuje, že po�et nad 180°, pokud má plocha pozitivní k	ivost, a pod 180°, 
jestliže má plocha negativní k	ivost, je roven ploše sférického obrazu tohoto trojúhelníka. 
Gaussem je nazýván curvatura integra (totální k	ivost) trojúhelníka:  

 

�=−++ σπ KdCBA . 
 

Také tento vzorec vedl Gausse k úvahám a výpo�t�m v neeuklidovské geometrii. 
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3 Neeuklidovská geometrie 
V roce 1799 napsal svému spolužákovi z univerzity F. Bólyaiovi o svých výsledcích 
v teorii rovnob
žných p	ímek. M
l však pochybnosti, že jsou zcela správné.  

P	esto po n
jaké dob
 za�al p	ipoušt
t logickou možnost neeuklidovské geometrie. 
V roce 1816 sepsal systém v
t nové geometrie, kterou nazval anti-euklidovská, ale stále 
si nebyl úpln
 jistý, zda je logicky možná. V dopise matematiku Taurinusovi roku 1824 
použil již výraz neeuklidovská geometrie a napsal, že a�koliv se snažil najít v ní n
jaké 
spory, neobjevil je. Nakonec v roce 1831 definitivn
 prohlásil, že neeuklidovská 
geometrie nemá v sob
 nic rozporuplného. 

V této oblasti ud
lal mnoho objev�. Nap	. uvedl, že pro m
	ení �ástí existuje 
absolutní jednotka, která se objeví ve vzorcích jako konstanta k. Tím dosp
l k názoru, že 
obvykle lze získat euklidovskou geometrii jako limitní p	ípad geometrie neeuklidovské, 
necháme-li konstantu k blížit k nekone�nu. 
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Pecl Jiřı́: Konstrukce trojúhelnı́ků analytickými výpočty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .75
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