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Eukleidovy Zaklady

Eukleidés, Zaklady, def. I, 15
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Kruh je rovinny Gtvar
ohraniceny jednou ktivkou,
jez se nazyva obvod,

k némuz z jednoho bodu
leziciho uvnitf Gtvaru
vsechny usecky vedené

k obvodu kruhu

jsou navzajem shodné.

Stfedem kruhu
se nazyva tento bod.

Prameér kruhu je néjaka Gsecka
veden stfedem

a na obou stranach ohranic¢ena
obvodem kruhu

a ktera jej déli na poloviny.
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Eukleidovy Zaklady

Definice kruznice

2. Cervence 2025

Necht S € Eo, r > 0. Potom kruznici se stfedem S a polomérem r

nazyvame mnozinu

|K={XcEy [x8|=r}.|

2/38

Kruznice je tedy definovana jako mnozina vSech bodi X v roviné, které maji
od daného bodu S (nazyva se stfed kruznice) vzdalenost rovnou dané kladné
konstanté r (nazyva se polomér kruznice). Dostavame tak zakladni

charakterizaci kruznice:

|XS| =r.

BUNO: v odvozenich uvazujme kruznici se sttedem v pocatku
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Pythagorova véta

Pythagorova véta
Rovnice kruznice — z definice (Pythagorova véta) BUNO: stfed v pocatku
Dvé rizna odvozeni
K={X€Ey [XS|=r} $=10,0]
___________ X = [z,y] = [rcosg,rsin¢] IXS|=r <«— X2+y?=r < X2—|—y2:r2
: S =[m,n]
r/
rsing IXS|=r <<= J(x—-m?2+(y—n2=r
¢ | )2 N2 2
LEn] (= mP 4 (y—n)? =r
Transformace grafu, rovnice, ..
X'=x-m, y =y-—n
Hodi se u transformace graft funkci.
IXS|=r <— X24+y2=r <= |[xX4+y?=r?

‘x:rcosgo, y=rsingp, @E <0,27T>‘
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X =m-+r cosp,
5/38 Zdenék Halas (KDM MFF UK)

y=n+rsing, ¢e€(0,2nr)
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Pythagorova véta

Pythagorova véta
Parametrizace kruznice o poloméru r Parametrizace kruznice o poloméru r
X = rcosp, y = rsing, v € (0,2m). X =rcosp, y =rsing, € (0,2m).
Tyto rovnice jsou disledkem definice goniometrickych funkci sinus a Souvislost s rovnici kruznice (prosté dosazeni):
kosinus.
) x2 4+ y? = rcos? o+ r’sin? p = r? - (cos® p + sin® ) = r%.
___________ X = [z,y] = [rcosp,rsiny]
LV Analogicky pro elipsu: bod
;rsin g
© X = [acos @, bsin y]
T COS (p
je bodem elipsy pro kazdé ¢ € R, nebot jeho soutfadnice vyhovuji rovnici
elipsy:
2 2 2 02 2 i2
X y a‘cos®yp  b*sin‘p 9 .9
§+ﬁ: = + b2 = 08 @ +sin“p=1.
Zdenék Halas (KDM MFF UK)
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Eukleidova véta o vysce

Rovnice kruznice (EOV) y = ..

» z Thalétovy véty plyne, ze A nad priimérem kruznice je pravouhly

» Eukleidovy véty o vysce vyjadieme vzdalenost v bodu X od osy x:

VV=ci = yP=(r+x)-(r—x)

—

Co=|r+x O|]=r—=2

Ve starovékém Recku: Eukleidova véta o vysce - ,véta o kruznici®
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Eukleidova véta o vysce pro elipsu

Eukleidova véta o vysce pro elipsu
Vyjadfeme postupné y? z rovnice elipsy

L
2 p2 )
dostaneme:
y? _1 x2 B a® — x
b2 a? a?
neboli
s b, 2
y' =2 (a — X )
Vydélime-li tuto rovnici a> — x%:
y2 b2
2 _x2 a2’
neboli
y2 b2
(a—x)-(a+x) a*°
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y = r — X
2. Cervence 2025 9/38
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Eukleidova véta o vysce pro elipsu

Eukleidova véta o vysce pro kruznici
Eukleidova véta o vysce (v2 = ¢, - ¢p):

yi=(r+x) (r—x), neboli
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Eukleidova véta o vysce pro elipsu

Eukleidova véta o vysce pro elipsu
Pozorujeme, Ze pomér
[y (x))*
(a—x)-(a+x)
je pro véechna x € (—a, a) konstantni (konst = 2—;)
Touto vlastnosti Ize elipsu charakterizovat, coz odvodil jiz ve svych Kénikach
Apollénios z Pergé (200 pf. Kr.).
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Mocnost bodu ke kruznici

Mocnost bodu ke kruznici

Pozorovani:

IMA| - IMB| = konst.

Mocnost bodu M ke kruznici
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Mocnost bodu ke kruznici

Mocnost bodu ke kruznici

m(M, k) = |MA|, - IMB|, = (IMS| — r) - (IMS| + r) = [MS|® — 2.

Jelikoz je [MS|? = x% + y? (Pythagorova véta), dostavame interpretaci
vyrazu znamého z rovnice kruznice

m(M, k) = [MS]? — r* = x* + y* — .

m(M, k) = x> + y? — r?

Charakterizace bodt roviny pomoci mocnosti:
> Mck(S,r) <= mMk =0 <= x2+y2-r2=0
» M lezi ve vnéjsi oblasti kruznice:  m(M, k) >0
» M lezi ve vnitini oblasti kruznice:  m(M, k) <0
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Mocnost bodu ke kruznici

Mocnost bodu ke kruznici

volba se¢ny prochazejici sttedem S kruznice k(S, r):

|MA| = \|M5| — r|, IMB| = [MS| +r

m(M, k) = |MA|, - IMB|, = (IMS| — r) - (IMS| + r) = [MS|® — 2.
S =10,0]

m(M, k) = x>+ y* — r?
M=I[x,ylek <<= |m(Mk)=0
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Uloha o zebfiku
Uloha o zebriku
Predstavme si nasledujici situaci: pfi malovani pokoje stojime na zebfiku
(napf. v jeho ¢tvrting), ten ndm na kluzké podlaze nahle ,ujede®, sklouzne

tedy po podlaze, pficemz bude stale opten o sténu.

Po jaké kfivce se budou p¥i sklouznuti zebfiku pohybovat nase chodidla
stale stojici na zebfiku?
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Uloha o zebiiku

Uloha o zebfiku

zjistéme soufadnice bodu X = [x, y] (nase chodidla):
» z malého pravouthlého trojuhelniku s pfeponou XB:

. y
smey = —
b
» 7 velkého pravouhlého trojahelniku s pfeponou XA:
X
COS Y = —
a
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Uloha o zebiiku

Uloha o zebfiku  a = b (stojime uprostied Zebiiku)

RIS

Cos p =

S|

, sing =

Hledané souradnice bodu X: x = r cos, y = r sin ¢, neboli

T
pe(0.3)

parametrické vyjadreni kruznicového oblouku

X = [r cosp,r siny]|,
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Uloha o zebiiku

Uloha o zebfiku

cosp =—, sinp=

Q| X

4
b

Hledané souradnice bodu X: x = a cosp, y = b sin¢, neboli

. m
X = [a cosp, b siny], pE 0,5
parametrické vyjadreni oblouku elipsy
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Uloha o dvou mravenistich

Uloha o dvou mravenistich

Mnozina viech bodl X v rovinég;

(XAl _

=k k>0, k#1.
IXB| , >0, k#

zvolme: A=[-1,0, B=10,0], X=[x,y]
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Uloha o dvou mravenistich
Uloha o dvou mravenistich

| XAl
X8|

zvolme: A= [—1,0], B=1[0,0], X = [x, y|
(X—|—1)2—|—y2:k2' (X2+y2)

doplnénim na ¢tverec zjistime, ze se skute¢né jedna o kruznici...

1
=[——00 - -
[k?—l’]’ TR

k neboli |XA| = k - | XB|
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Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem

Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem
» kruznice prochazejici pevné zvolenym bodem (napf. pocatkem)

> S, = |aa,abl, a— +o0
Rovnice:
(x —aa)’ + (y — ab)? = r?
neboli

x% 4+ y? — 2aax — 2aby = 0

s [aa, ab)
4
3

ar + by = 2

+oy=0 [a, 0]
1
7 = (a,b)
4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
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Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem

Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem

» kruznice prochazejici pevné zvolenym bodem (napf. pocatkem)
> S =a,b]
» polomér je tedy r = Va2 + b2

r— +oo

ve sméru (a, b)

Jak to zafidime?

Sa = [aa, ab], o — 400
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Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem

Rovnice kruznice s nekone¢nym polomérem

» kruznice prochazejici pevné zvolenym bodem (napf. pocatkem)
> S, = |[aa, abl,

Rovnice:

o — 400

x% 4+ y? — 2aax — 2aby = 0

stfed posouvame ve sméru vektoru (a,b), S = [aa,ab]
x? + y? — 2aax — 2aby =0 He!
2 2
X—+y——2ax—2by:0 o — 400
a

0+0—2ax —2by =0
ax + by =0
piimka prochazejici pocatkem, normalovy vektor i = (a, b)
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Komplexni ¢isla

Komplexni ¢isla

rovnice kruznice v Gaussové roviné:

z=x+1iy
|lz—z0| =r

a dalsi...
elipsa: |z —fi[ + [z — fo| = 2a
hyperbola: HZ —fil=lz _fZH =2a
parabola: .
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Rovnice kruznice pomoci determinantt

Rovnice primky pomoci determinantii
piimka prochazejici 2 body: X1 = [x1, y1], X2 = [x2, y2]

ax+by+c=0
X1 =[x, 1], Xe = [xo, yo]

x y 1
X1 N 11=0
X2 yg 1

ax1+by1+C:O
aX2+by2+C:O

() () =-()
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Komplexni ¢isla

Komplexni ¢isla
obecna transformace rovnice do Gaussovy roviny:

parabola:
y2 = 2px

-\ 2 _
z—Z z+z
—9p.
( 2i> Py

(z—2)=—-4p-(z+2)
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Rovnice kruznice pomoci determinant

Rovnice kruznice pomoci determinant

kruznice prochéazejici 3 body

Xt +yi +Dx1+ Ey1 + F =0
x22—|—y22—i—DxQ+Ey2+F:0
x§+y§+DX3+Ey3+F:0

X1 1 D X12 + y12

x2 y2 1 El=—|x+y

x3 y3 1 F x§ + yg
x2 + y2 X y

1
xX+yl o« oy 1
X3+ys x2 oy 1
X5+y; x3 oyz 1

=0
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Rovnice kruznice pomoci determinantt

Rovnice kuzelosecky pomoci determinantt

obecna kuzelosecka prochazejici 5 body

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0

x2 xy y2 x y 1

X oxayr yioxaoyn 1

X3 xoy2 ys X2 y2 1 _ 0
X3 x3ys yi ox3 yz 1]
X; xays yi oxa oya 1

X2 xsys yi x5 ys 1
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Kruznice a chybgjici 2 body

Kruznice a chybéjici 2 body

geometricky nahled

kuzelosecka je zadana 5 body, kterymi prochazi

kruznice je zadana 3 body, kterymi prochazi

Kde jsou ty chybéjici 2 body?
» mobhly by to byt body spole¢né véem kruznicim
» kuzelosecka jimi prochazejici by uz byla kruznice

P oznacme si tyto zahadné body I, J
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Kruznice a chybgjici 2 body

Rovnice kruznice obecné
algebraicky pfistup: 3 koeficienty D, E, F (4F < D* + E?)

AX*> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0

Kruznice:
A=C=1, B=0, AF < D* + E?
A=C,lze normovat: A=C =1
2 2 _ 2 2
x“+y“+Dx+Ey+ F=0, 4F < D*+ E
stied:
_ D E
1272
D? E 2 D? E?
2 2
2x— + — y— 4+ — F————=0
x+x2+4 +y+y2+4 + 1 1
2 2
D E 1
— - = _ . (D*+ E?> —4F
(x+2> +(y+2> 1 (D> + )
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Kruznice a chybgjici 2 body

Rovnice kruznice obecné
algebraicky pfistup: 3 koeficienty D, E, F (4F < D* + E?)

x>+y? 4+ Dx+Ey +F=0, 4F <D?+ E?
Takto rovnice neni jednotna...
» snadna pomoc:
x>+y? +Dxz+Eyz +FP2=0

» snadny navrat: z =1
» snadna interpretace:

23
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Kruznice a chybgjici 2 body

Definice kruznice bez stredu a poloméru
2 2 2 _
x“+y* +Dxz+Eyz +Fz2=0

Reseni je vidét:

1>+ (£)* +D-1-0+E-(£i)-0 +F-0°=0

Body lezici na kazdé kruznici:

[1=(1,i,0), J=(1,-i0).]

Definice: Kazdou kuzelosecku prochazejici body /, J nazyvame kruznici.

Nikde tu neni uveden ani stred, ani polomer...
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Co je to stied kruznice?

Asymptoty hyperboly
Co by mohl byt stfed kruznice?
Inspirujme se hyperbolou:  prisecik asymptot.

Uloha: prusecik asymptot hyperboly
Com? (yen?

a? b?
8 (x=mz)? _(y—nz)’
) X —mz y —nz)” 2
h . a2 - b2 - 1 "z
. (x — mz)(xo — mzy) _ (y — nz)(yo — nz) — 1.2z

a’ b?
(X07 Yo, ZO) = (a’ +b, 0)
 (x—mz)a (y — nz)(£b)
a2 : a2 — b2 =0

X —mz — hnz
wae DEm )
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Co je to stied kruznice?
Rovnice te¢ny kruznice v jejim bodé
k: x?+y*=r>
t: xx0—|—yy0:r2

N

Xo= [JU(]’ yo]

ki Ge=m)?+(y—n)? =1
( 2

t: (x—m)(x—m)+(y — )y —n) =r
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Co je to stied kruznice?
Prasecik asymptot hyperboly

X — mz —nz
by mm) =)
a b

Prusecik asymptot ma soufadnice [m, n] (pfi z = 1), nebot

(m—m) __(n—n)

=0.
a b

Stred kruznice: prisecik asymptot kruznice = prisecik tecen v bodech I a J

te¢na kruznice - SS (tj. z = 1):
(x = m)(xo = m) + (y — n)(yo — n) = r*
te¢na kruznice, z lib.:
(x — mz)(xo — mz0) + (y — nz)(yo — nzo) = r’zz
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Co je to stied kruznice? Co je to stied kruznice?

Stred kruznice jako prusecik jejich asymptot
te¢na kruznice, z lib.:

asi2: (x —mz) £i(y —nz) =0 determinanty

Ktery bod (z = 1) je prusecikem? cirkularni (izotropické) body

(x — mz)(xo — mzy) + (y — nz)(yo — nzo) = r’zz > co je to kruznice
. bodech I Lio ) 0 » rovnice kruznice, parametrizace
tecny kruznice v bodech | = i,0)a)=(1,—i tj. asymptot
Vy. enieey (1,7,0)a) = (1, =i, 0) (tj. asymptoty > alternativni odvozeni: véty Eukleidova, ...
kruznice):
) » rtzné Ulohy vedouci na kruznici (Zebfik, mraveniste, ...)
(x = mz)(1 =m-0) + (y — nz)(£i —n-0) =r°z-0 » ptimka s nekone¢nym polomérem

neboli » komplexni ¢isla
>
>
>

Zvolme tedy z = 1: stied kruznice jako priisecik jejich asymptot

asio: (x —m)xi(y—n)=0
X = m, y=n

Prusecikem asymptot kruznice je skutecné jeji stied: bod S = [m, n].
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