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ve spolupráci s Jǐrinou Bagalovou

MFF UK
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Úvodńı úloha

Letadlo let́ı 100 kilometr̊u směrem na sever a 100 km na východ.

Jaká je vzdálenost startu a ćıle?
Můžeme použ́ıt k řešeńı Pythagorovu větu?
V jakém p̌ŕıpadě je to dobré (=uspokojivě p̌resné) řešeńı?

Letadlo ulet́ı stejně kilometr̊u na sever, na západ a na jih. Po
takovém letu letadlo p̌ristálo opět na stejném ḿıstě.

Vymyslete co nejv́ıce r̊uzných trajektoríı, které odpov́ıdaj́ı popisu.
Co z toho plyne pro součet vniťrńıch úhl̊u sférických trojúhelńık̊u?
Co to je sférický trojúhelńık?
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6 / 39
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Eukleidovy postuláty

1 Dva body zadávaj́ı úsečku.

2 Úsečku lze prodloužit.

3 Sťredem a bodem na obvodu je daná kružnice.

4 Všechny pravé úhly jsou si rovny.

5 Ekvivalentńı formulace: Pro p̌ŕımku a bod A, který na ni nelež́ı,
existuje právě jedna rovnoběžka, procházej́ıćı t́ımto bodem.

11 / 39



Eukleidovy postuláty
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5 Jestliže úsečka prot́ıná dvě úsečky tak, že na jedné straně je součet

vniťrńıch p̌rilehlých úhl̊u menš́ı než dva pravé úhly, pak lze na této
straně úsečky prodloužit tak, aby se tato jejich prodloužeńı proťala.
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3 Sťredem a bodem na obvodu je daná kružnice.
4 Všechny pravé úhly jsou si rovny.
5 Ekvivalentńı formulace: Existuj́ı podobné trojúhelńıky, které nejsou

shodné.

6 Ekvivalentńı formulace: Pro p̌ŕımku a bod A, který na ni nelež́ı,
existuje právě jedna rovnoběžka, procházej́ıćı t́ımto bodem.
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Sférická geometrie

Co je to p̌ŕımka na sfé̌re?

Jaká máme očekáváńı od p̌ŕımky?

Reakce student̊u: ”kružnice neńı p̌ŕımka”
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Př́ımka

Př́ımka

Ve sférické geometrii budeme za p̌ŕımky považovat hlavńı kružnice kulové
plochy (tj. kružnice vznikaj́ıćı jako pr̊unik roviny procházej́ıćı sťredem
kulové plochy s jej́ım povrchem).
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Vzdálenost a úhly

Sférická vzdálenost: d(A,B) = 2πr · |∢ASB|
2π = r · |∢ASB|

Sférický úhel je roven úhlu, který spolu sv́ıraj́ı tečny k daným
sférickým p̌ŕımkám.
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Sférické trojúhelńıky

Definice: trojúhelńık

Pr̊unik ťŕı polorovin, které maj́ı r̊uznoběžné hraničńı p̌ŕımky.

Definice: sférický trojúhelńık

Pr̊unik ťŕı polosfér, které maj́ı r̊uznoběžné hraničńı p̌ŕımky.

Jaký je součet úhl̊u ve sférickém trojúhelńıku?

180◦ < α+ β + γ < 540◦ (nebo 900◦?)
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180◦ < α+ β + γ < 540◦ (nebo 900◦?)

19 / 39



Obsah sférického dvojúhelńıku

S – Obsah kulové plochy o poloměru r

S = 4πr2

Pα – Obsah dvojúhelńıku na kulové ploše o poloměru r vymezeného
hlavńımi polokružnicemi, které sv́ıraj́ı úhel α

Pα : S = α : 2π

Pα =
α

2π
· 4πr2

Pα = 2αr2
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Návodná úloha

Do ťŕıdy chod́ı 25 žák̊u, z toho 12 žák̊u mluv́ı anglicky, 8 žák̊u mluv́ı
německy. 10 žák̊u nemluv́ı ani jedńım z těchto jazyk̊u. Kolik žák̊u
mluv́ı oběma jazyky?

Výsledek: Oběma jazyky mluv́ı 5 žák̊u.
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Obsah sférického trojúhelńıku

25 / 39



Obsah sférického trojúhelńıku
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Obsah sférického trojúhelńıku

T – Obsah sférického trojúhelńıku o úhlech α, β, γ na povrchu kulové
plochy o poloměru r

2Pα + 2Pβ + 2Pγ = 4πr2 + 4T

2(Pα + Pβ + Pγ) = 4πr2 + 4T

2(2αr2 + 2βr2 + 2γr2) = 4πr2 + 4T

4r2(α+ β + γ) = 4(πr2 + T )

r2(α+ β + γ)− πr2 = T

T = r2(α+ β + γ − π)
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Obsah sférického čty̌rúhelńıku

Q – Obsah sférického čty̌rúhelńıku o úhlech α, β, γ, δ na povrchu
kulové plochy o poloměru r

Rozděĺıme čty̌rúhelńık na dva trojúhelńıky (β = β1 + β2, δ = δ1 + δ2)

T1 = r2(α+ β1 + δ1 − π)

T2 = r2(β2 + γ + δ2 − π)

T1 + T2 = r2(α+ β1 + δ1 − π) + r2(β2 + γ + δ2 − π)

Q = r2(α+ β1 + β2 + γ + δ1 + δ2 − 2π)

Q = r2(α+ β + γ + δ − 2π)
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Obsah sférického čty̌rúhelńıku
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kulové plochy o poloměru r
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Obsah obecného sférického n-úhelńıku

A – Obsah sférického n-úhelńıku (pro n ≥ 2) o úhlech α1, α2, ..αn

na povrchu kulové plochy o poloměru r

Polygon můžeme stejně jako sférický čty̌rúhelńık rozdělit na
trojúhelńıky, obsah tedy můžeme vyjáďrit jako:

A = r2(α1 + α2 + · · ·+ αn − (n − 2)π)

Pro pravidelný n-úhelńıku s vniťrńımi úhly α plat́ı:

A = r2(nα− (n − 2)π)
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Věty o podobnosti sférických trojúhelńık̊u

Mohu ḿıt dva sférické trojúhelńıky na téže sfé̌re, které jsou podobné,
ale nejsou shodné?

Věta o shodnosti trojúhelńık̊u na základě shodnosti ťŕı úhl̊u: UUU
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Pythagorova věta na sfé̌re

Jak nyńı můžeme spoč́ıtat úhel mezi vektory?
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Pythagorova věta na sfé̌re

cos γ =
u · v
|u||v |

=
cosα cosβ√

(sin2 α+ cos2 α)(sin2 β + cos2 β)
= cosα cosβ

cos γ = cosα cosβ

Je to opravdu ”Pythagorova věta”?

Můžeme z tohoto vzorce p̌rej́ıt k rovinné verzi Pythagorovy věty?

Taylor: cos(x) ≈ 1− x2

2
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Upozorněńı

Prezentace je pouze doprovodná a obsahuje formálńı chyby, které jsou
d̊usledkem stručnosti prezentace.
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Závěr

Děkuji za pozornost.
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