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Uvod

Tento material obsahuje zakladni teoretickou vybavu pro vyuku predmétu
Projektivni geometrie I na ucitelské kombinaci matematika, deskriptivni ge-
ometrie pro tieti ro¢nik bakalarského studia. Latka je pro zminéné studenty
pomérné obtiznd, pattila by spiSe na magisterské studium. Nicméné je dobrou
prilezitosti pro péstovani logického uvazovani, coz povazuji za diilezité zvlasté
u této ucitelské kombinace, kde se klade velky diraz na prostorovou predsta-
vivost.

Pti tvorbé tohoto materidlu jsem se opiral o vynikajici ucebni text Mi-
roslava Lavicky, (3), ktery se v8ak pro znac¢nou rozséhlost pro tento predmét
nehodi. Cast tykajici se polarity jsem pfevzal, protoZe lepsi zptisob vykladu
této latky neznam. Podstatny rozdil je vSak v tom, 7e v zde predlozeném
textu se pracuje témeér vyhradné v oboru realnych ¢isel, coz povazuji za vy-
hodné 7 didaktického hlediska, i kdyz to zpiisobuje drobné komplikace.

1 Opakovani z linearni algebry

1.1 Vektory a matice

Uvazujme vektorovy prostor V,, nad télesem redlnych cisel . Je-li
S = {uy, ..., us} skupina s vektort z tohoto prostoru a
M = ((I,Z'j),i = 1, ceey S,j = 1, ,TL
matice majici s fadkl a t sloupci, definujeme skupinu ¢ vektori
T =8M = {vy,...,v}
jako formalni soucin fadkové matice S a matice M.



Vysledkem je fadkova matice sestavajici z ¢ vektori, v = Z;Zluja,ji. Vy-
slednd matice je vlastné skupina vektort vzniklych jako linedrni kombinace
puvodnich vektori a matice M je matice koeficientii této kombinace. Z toho

se snadno vyvodi vlastnosti této formalni operace.

Priklad. {u,v} <}1 ; 2) = {u + 4v,2u + 5v, 3u + 6v}

Po nés je nejdilezitéjsi, ze regularni matice prevadi nezavislou skupinu
vektorii na nezavislou a obracené jsou-li obé skupiny nezavislé a maji stejny
pocet vektori, je prevadéjici matice regulérni.

Uvazujme nyni bazi B = {uy,...,u,} ve V,, a x bud libovolny vektor. Pak
muzeme jednoznac¢né napsat

=" uw; = {ug, o, ug w1, oy 2,)T = Bag,
kde x5 = (1, ...,7,)" je sloupec soufadnic vektoru x v bazi B.

Zcela formalné nyni odvodime:

Bud C = {vy, ..., v,} jiné baze ve V,,, pak C = BP, kde P je regularni matice
(tzv. matice pfechodu). Pak méme

r=B(z1,...,2,)" = Bz = Cxe = BPxg,

coZ znamena, ze vg = Pz, neboli zo = P 'ze, B=CP .

Je-li déle V,,, vektorovy prostor nad R dimenze m, a ¢ linedrni zobrazeni
7V, do V,,,, definujeme pro skupinu s vektortt & = {uy, ..., us} z V,

O(S) = {6(un), -, H(us)}

Jestlize jsou B = {uq,...,u,} a C = {vy,...,v} baze ve V,, a V,,, mame
¢(B) = CA a matici A nazyvame matici zobrazeni ¢ v bazich B a C.

Jsou-li By a C; jiné baze, B = BP a C; = C(), mame

C=CQ '¢(B)=¢d(B)P=CAP =C,Q 'AP.

Vzhledem k bazim B; a C; je tedy matice B zobrazeni ¢ déna vztahem
B=Q 'AP.

1.2 Kanonicky tvar matice linearniho zobrazeni

Bud ¢ : V,, — V,, linearni zobrazeni. Najdeme takové baze ve V,, a ve V,,,
7e matice tohoto zobrazeni bude mit nejjednodussi mozny tvar. Oznacme Vp
obraz prostoru V,,, pfi zobrazeni ¢, jeho dimenze necht je p. Je-li W,,_, jadro
zobrazeni ¢, je jeho dimenze skutecné n — p, jak vime z linearni algebry. Pak
pro libovolny podprostor Wp ve V,, takovy, ze V;, = W,,_, @ Wp plati, ze ¢ je
isomorfismus Wp na V,,, @ znaci direktni soucet. K tomu staci ukazat, ze ¢
je prosté.



Budte tedy z,z, € W,. Necht o(z1) = ¢(xy). Miizeme napsat r, =
x1 + x3, kde ¢(x3) = 0. Je tedy x3 z jadra a tudiz je z3 = 0, protoze rozklad
do slozek je v ptripadé direktniho souctu jednoznacny.

Zvolime nyni bazi {ey, ..., e,} ve W,, libovolné a doplnime jakoukoliv bazi
v prostoru W, _,, na bazi ve V,. Ve V,, zvolime do baze nejdiive vektory
o(e1), ..., 0(e;) a doplnime je libovolné do béaze celého prostoru V,,. Matice
zobrazeni ¢ se vzhledem k takto zvolenym bazim sklada ze ¢tyt bloki, horni
levy blok je jednotkova matice stupné p a ostatni bloky jsou nulové. Vidime
tedy, 7e jedina vlastnost linearniho zobrazeni dvou prostort je jeho hodnost,

neboli dimenze obrazu,
E 0
=(10)

To ndm ukazuje, ze linedrni zobrazeni rtiznych vektorovych prostorii nejsou
zajimava, jedind vlastnost takového zobrazeni je jeho hodnost. Podobné
vlastnost plati i pro projektivni zobrazeni, ktera budeme zkoumat pozdéji.

1.3 Realny Jordaniiv tvar matice

Uvazujme komplexni rozsireni Vnc prostoru V,, jako prostor vektorti tvaru
x=y+ Iz kde y,z € V,, a I je imaginarni jednotka. Uvazujme matici A
linedrniho zobrazeni tohoto prostoru do sebe jako prostoru nad komplexnimi
C¢isly (matice A miZe mit imaginarni prvky).

Poznamka V¢ je vektorovy prostor na komplexnimi &sly, ale ma jestd
néco navic, a sice to, ze stale jesté vime, které vektory jsou realné. Z linearni
algebry vime, ze existuje podobna matice k matici A, kterd ma tzv. Jordanuv
kanonicky tvar. Matice v komplexnim Jordanové kanonickém tvaru se sklada
z tzv. Jordanovych bloki kolem hlavni diagondly a ostatni bloky jsou nulové.
Oznacme J jeden takovy blok. Potom je

A1 0 ... 0

o x 1 ... 0
J =

0 ... ... ... A

matice, kterd ma na hlavni diagonale vlastni ¢islo A a na vedlejsi diagonéale
nad ni samé jednicky.



Uvazujme nyni ptipad, kdy je matice A redlna. Pak s kazdym imaginér-
nim vlastnim ¢islem mé téz vlastni ¢islo imaginarné sdruzené a také k nému
odpovidajici Jordanuv blok. Uvazujme nyni linearni zobrazeni majici Jor-
dantiv blok stupné p odpovidajici vlastnimu ¢islu A = a + Ib v Casti baze
B = {ei,...,ep}. Pak B' = BJ, B' = {¢|,..., e}, obrazy vektorii oznacime
c¢arkou. Dostaneme

!

e; = (a + Ib)e; + e; 1, kde ey = 0. Podobné pro komplexné sdruzené

vektory B = {éy, ..., €,} bude
e, = (a— Ib)e; + &; 1, kde g = 0. Z toho plyne

(e; +e;)/2=alei+e)/2—ble; — &)/ (2]) + (ei1 +€1)/2,
(e; —€)/(21) = alei — &)/(2]) + b(ei + &) /2 + (e; 1 +€i1)/(2]).

Po oznadeni

(6; +é;)/2 - fi’ (6; o é;)/(21) = glal - ]-a--'apa fU = go = 01

dostavame

fi=afi+bgi+ fi1,9i = —bfi +agi + gi 1.

Pro redlné vektory f;, g;,i = 1,...,p usporadané stiidavé tj. v poradi
fi, 01, f2. 92, ..y fp, gp, dostdvadme Jordantiv blok v redlném tvaru, ktery
pro vétsi nazornost uvadime pro p = 3.

a b 1 0 0 O
~b a 0 1 0 O
J— 0 0 a b6 1 0
0 0 =b a 0 1
0 0 0 0 a b
0 0 0 0 —b a

Tomuto tvaru matice fikdme realny Jordantv tvar matice a ma podobné
vlastnosti jako v ptipadé komplexnim. Specielné je urcen jednoznacné az
na poradi bloki. Matice podobnosti je rovnéz redlna, protoze obé baze jsou
realné.



1.4 Kvadratické formy

Nakonec se budeme vénovat kvadratickym formam.

Bud F'(z,y) symetrickd bilinedrni forma na V,,, F(x,y) = F(y,x).

Uvazujme béazi B = {uy,...,u,} ve V,, a z, y budte libovolné vektory,
r=Bug =ux; + ... +upr,, y = Bug = w1y + ... + U, Yn.

Pak F(z,y) = X7, , iy F(ui,v;) = 25Fyp, kde F je symetrickd matice

F = (F;j) = (F(uj,v;),i,7 = 1,...,n. F se nazyva matice bilineadrni formy

F(z,y) vzhledem k bazi B.

Je-li C jind baze, mame xg = Pxc, yg = Pyc.

Je tedy F(z,y) = 25 Fys = 2t Gyec = x5 PTF Py,
kde G je matice F' v bazi C a plati G = PTFP.

Pro podprostory V- a W ve V,, definujeme
VW W = {mnozina vSech v+w, kde veV,weW.}

Je to nejmensi podprostor v celém prostoru, ktery obsahuje dané dva
podprostory, nazyva se soucet nebo spojeni podprostori V a W.

Pro jejich dimenze plati:

dim(V) + dim(W) = dim(V N W) 4+ dim(V & W).

Vime, 7e ke kazdé kvadratické formé existuje baze, ve které je matice
této kvadratické formy diagondlni, pficemz prvky na diagondle jsou rovny
plus nebo minus jedné, nebo nuly.

Definujme signaturu o(F') kvadratické formy F(x,z) ve V, jako trojici
o(F) = (p,q,r), kde p je pocet plus jednicek, ¢ je pocet minus jednicek a r
je pocet nul. Samoziejmé je p+ q +1r = n.

Mizeme také predpokladat, ze p > ¢, protoze vynasobime-li formu minus

jednickou, plus jednicky a minus jednic¢ky se zaméni. To budeme téz v dalsim
predpokladat.
Sylvestrova véta riké, ze signatura kvadratické formy je vlastnost této formy,
to znamenad, 7Ze signatura nezavisi na bazi, ve které byla forma diagonali-
zovana. Tato véta se téz nazyva zakon setrvacnosti kvadratickych forem.
Jelikoz tuto vétu budeme hodné pouzivat, uvedeme jeji ditkaz, ktery je velice
jednoduchy.

Predpokladejme, Ze kvadratickd forma F'(z,z) ma v bazi B = (uq, ..., u,)
a soutadnicich y;,7 = 1,...,n tvar

2 2 2 2
Flo,2) =yl + o Yy = Ypi1 = Ypig



a v bazi C = {vy,...,v,} a soufadnicich z;,i =1, ...,n tvar

F(z,o) =2{ 4+ ..+ 2} — 22 .. — 20,
Ptredpokladejme nyni, ze p > r.
Oznac¢me V' podprostor generovany vektory us, ..., u,, W podprostor genero-
vany vektory v,yq, ..., vp.

Plati F(v,v) > 0 pro v8echny nenulové vektory z V, F(w,w) < 0 pro
vSechny vektory z W. Ukazeme, 7e prostor V N W je netrividlni, tj. ze ma
kladnou dimenzi.

Plati dim(v) = p, dim(W) =n — s, dim(V & W) < n,
dim(V W) = dim(V) +dim(W) —dim(VeW) > p+n—r—n=p—r > 0.

Pro nenulovy vektor uw z V NW tedy je F(u,u) > 0, F(u,u) <0, a to je
spor.

Jesté nékolik pozndmek o vztahu symetrické bilinearni formy F'(z,y) a
piislusné kvadratické formy F(z,z). Vzorcem

F(z,y)=(F(z+y,z+y) — Flz,z) = F(y,y))/2

je jednoznac¢né definovana symetricka bilinearni forma piislusna k dané kva-
dratické formé. V piipadé euklidovské geometrie je to tak zvané kosinové
véta, davajici vztah mezi stranami a thly v trojihelniku. V projektivni geo-
metrii tato véta 1ika, ze polarita vzhledem ke kvadrice je jednoznac¢né urcena
kvadrikou (tj. jejimi body, je-li tato kvadrika redlnd a regularni).

2 Projektivni prostor

Nejdrive uvedeme obecnou definici projektivniho prostoru a jeho zakladnich
vlastnosti a pak teprve se budeme vénovat prikladim.

Definice. Bud V,,; vektorovy prostor dimenze n + 1 nad . Mnozinu jed-
norozmérnych podprostort {Az|x € V11,2 # 0, € R, A # 0} z V.11 nazy-
vame projektivnim prostorem P,, dimenze n (nad i) a jeho prvky nazyvame
body tohoto prostoru.

Definice. Zobrazeni 7 : (V41 — {0}) — P, : x — {Ax} nazyvame pfi-
rozenou projekci a pro kazdy bod x z P, nazyvame kazdy vektor z 7 'x
aritmetickym zastupcem tohoto bodu.

Je-li pro m > 0 V41 (m + 1)-dimenziondlnim podprostorem prostoru V,, 1,



nazyvame m(V,,.1) m-dimenzionalnim podprostorem P, prostoru P,,.
Poznamka. Jednodimenzionalni podprostor se nazyva primka, dvoudimen-
zionalni podprostor se nazyva rovina, k-dimenzionalni podprostor je k-dimenzionalni
rovina, n — 1 dimenzionalni podprostor je nadrovina.

2.1 Operace s podprostory

Zatimco prunik podprostortt ma prirozeny smysl i pro projektivni podpro-
story, operaci spojeni je tfeba vénovat urcitou pozornost. Spojeni podpro-
stortt budeme definovat tak, aby byla v souladu s prirozenou projekei.
Definice. Budte P, a P, podprostory v P, pak definujeme

P,uwP,. ={AB|A € P,,,, B € P,}, kde AB znac¢i pfimku spojujici body
A a B.

Poznamka. Definice je v souladu s prirozenou projekci, protoze projekce
spojeni vektorovych prostort je spojenim jejich projekci.

Plati
T(Vint1 N Vig1) = 7(Vip) N (Vi)

(Vi1 W Vig1) = 7(Vingr) W (Vog).

2.1.1. Véta o dimenzich.

Budte P, Q podprostory v P,. Pak plati

dim(P) + dim(Q) = dim(P N Q) + dim(P ¥ Q).

Driikaz.

Mame

dim7'(P) +dim7 ' (Q) =dim7 '(PNQ) +dim7 (P ¥ Q)

z véty o dimenzich podprostori vektorového prostoru s vyjimkou ptipadu,
kdy priinik podprostortt 7~ *(P) a 7 1(P) je trividlni. Pak priinikem P a Q
je prazdna mnozina a ta zatim nema dimenzi.

Pro zachovani obecnosti dokazované formule definujeme dimenzi prazdné
mnoziny jako —1 a véta pak plati i v tomto specidlnim ptipadé, protoze je-li
dim(P) = r,dim(Q) = s, je dim7 ' (P) =r + 1, dim7 '(Q) = s + 1.

dim(7 '(P)w7r Q) =dim(r ' (PWQ)) =7+ s+ 2,

dim(Py Q) =r+ s+ 1. Je tedy

dim(P) +dim(Q) = -1 + dim(P W Q) + 1.

Definice. Podprostory P, Q v P,. se nazyvaji doplhkové maji-li prazdny
prinik a jejich spojeni je cely prostor (tj. V41 je direktnim souc¢tem jejich
aritmetickych zakladi). Znamena to, ze jejich pficky vyplni cely prostor.



Piiklady. V P; jsou doplikovymi podprostory dvé mimobézky nebo ro-
vina a bod mimo ni. V Py je to napiiklad pfimka a s ni mimobézna rovina,
v P5 to mohou byt dvé roviny.

2.2 Souradnice

Zvolime-li v prostoru V1 bazi U = {uy, ..., u, }, pak jsou kazdému bodu A z
P, piitazeny soufadnice (ay, ..., u,) jeho libovolného aritmetického zastupce
a, a = agto+...+a,u,. Tyto souradnice jsou urceny az na libovolny nenulovy
nasobek. Proto jim budeme fikat homogenni souradnice bodu a.

Mnozina bodi Ag, ..., A, se nazyva linedrné nezavisla, jestlize existuji
jejich aritmeticti zastupci, kteri tvori linedrné nezavislou mnozinu. VS§imnéme
si, ze linedrni zavislost a nezavislost bodi nezavisi na volbé aritmetickych
zastupci. Je-li Ag, ..., A, linedrné nezavisla, urcuje podprostor P, dimenze
r v P, jako podprostor nejmensi dimenze tyto body obsahujici.

Homogenni soutadnice X libovolného bodu X tohoto podprostoru se daji
vyjadrit pomoci parametrické rovnice X = zyvg+ ...+ 2,v,, kde vg, ..., v, jsou
libovolni aritmetic¢ti zastupci bodtt Ay, ..., A,.

Vyloucenim parametri dostavame linearni rovnice podprostoru a obra-
cené Gaussova eliminac¢ni metoda pouzita na systém rovnic podprostoru dava
parametrické vyjadieni podprostoru. Specidlné nadrovina se da vyjadrit jed-
nou rovnici.

Umluva. Pro zjednoduseni oznac¢eni budeme bod a jeho aritmetického
zastupce oznacovat stejnym pismenem, nebude-li nebezpeci z nedorozumeéni.

2.3 Priklady projektivnich prostort

1. Zakladnim ptrikladem projektivniho prostoru je projektivni prostor vy-
tvofeny 7 aritmetického prostoru R"*' (n + 1)— tic redlnych ¢éisel. Tento
projektivni prostor je v jistém smyslu jediny n-dimenzionalni projektivni
prostor; pokud si v libovolném vektorovém prostoru zvolime bazi, mizeme
jej ztotoznit s prostorem (n + 1)— tic, podrobnostmi se nebudeme zabyvat.

2. Projektivni rozsiteni euklidovské roviny.

Uvazujme pro jednoduchost euklidovskou rovinu E? jako mnoZinu dvojic
realnych ¢isel A = [z, y], ve které je obvyklym zpisobem zavedena vzdalenost
d(Aq, As) podle Pythagorovy véty,

d(Ar, As) = \[(w1 — 22)2 + (g1 — 12)? pro Ay = [y, 1], Ap = [22,5].




vz

Tuto mnozinu rozsitime o dalsi t.zv. nevlastni prvky (prvky v nekoneénu)
a tak ziskdme rozgifeni euklidovské roviny, které oznacime E, nésledujicim
zpusobem:

Nevlastnim bodem (bodem v nekonefnu) A, nazveme mnozinu vSech
primek rovnobéznych s néjakou ptrimkou, representantem nevlastniho bodu
je libovolny vektor u = (uq,uy) v roviné, ktery tento systém piimek urcuje.
Tento vektor je tedy z definice nenulovy. Ukazeme, ze takto vznikla mnozina
je projektivni rovina (projektivni prostor dimenze 2) podle hotejsi definice.

Uvazujme vektorovy prostor R*. Bodu A = [z,y], z E? pfitadime aritme-
tického zastupce (1,z,y) (a vSechny nenulové nasobky), nevlastnimu bodu
A uréenému vektorem u = (uq,us) pritadime trojici (0, uy, us). Aby byla
definice formalné v poradku, musime jesté fict, Ze mnozina vSech nevlastnich
bodi tvori primku tzv. nevlastni primku.

Definujeme-li incidenci pro nevlastni prvky prirozenym zpiisobem, tj.
mnozinové, snadno nahlédneme, 7e vznikla mnozina ma vlastnosti projek-
tivni roviny, kazdé dvé rizné primky se protinaji pravé v jednom bodé a
kazdé dva rtizné body urcuji pravé jednu primku.

3. Analogicky se zavede projektivni rozsiteni euklidovského prostoru.

Poznamenejme pouze, ze nevlastni rovina projektivniho rozsifeni eukli-
dovského postoru je jina rovina, nez jsou roviny euklidovského prostoru, ne-
bot je to projektivni rovina. To znamena naptiklad to, ze dvé rtizné nevlastni
primky maji spolec¢ny pravé jeden bod, neboli kazdé dvé riiznobézné roviny
v euklidovském prostoru maji spolec¢ny smér.

2.4 Geometricka baze

Zvolime-li mnozinu n + 1 nezavislych bodi Ag, ..., A, v P,, pak lze sourad-
nice libovolného bodu A vyjadrit pomoci linearni kombinace aritmetickych
zastupci téchto bodi. Bylo by ptijemné, kdybychom koeficienty této linearni
kombinace mohli povazovat za homogenni soufadnice bodu A. Bohuzel tomu
tak ale neni.

Skutecné, budte wuyg, ..., u, aritmeti¢ti zastupci bodi Ay, ..., A,. Pak je
u = AgUg + ... + Au,, pro aritmetického zastupce u bodu A.
Zvolime-li jiné aritmetické zastupce bodi A, Ay, ..., A,, oznacme je

UV, U0y ey Uny U= foUp + -.. + fpUy,, dostavame

u; = v, 1t =0,...,n,u = av, a tedy

U= AgUg + ... + Apu, = av = A\gagvg + ... + A0,



Nakonec
Ho = )\0(10/04 ooy U = )\nan/aa
pritom «, o, 7 = 0, ..., n jsou volitelna cisla.

Vidime tedy, 7ze koeficienty linedrni kombinace nejsou urceny az na naso-
bek, jak bychom potiebovali. Problém vyftesime tak, ze vybereme jeden bod
a jeho soutadnice pevné zvolime (aZ na nasobek). Obvykle se voli bod, jehoz
soutadnice jsou vSechny stejné, coz udélame i my.

Zvolme tedy libovolny bod A, takovy, aby zadnd mnozina n + 1 bodi z
mnoziny Ay, ..., Ap, A nebyla linedrné zavisla (tj. A nelezi v zadné souradni-
cové nadroviné), \; # 0,0 =0, ...,n. Pak y; = pj, 0,7 = 0,...,n a podle pred-
choziho jsou ¢isla a; urcena az na nasobek a A\; = A\, u; = pj,4,7 = 0,...,n
dava o; = Q.

Takto zvoleny bod se nazyva jednotkovy a budeme jej znacit J.

Definice. Bud P, podprostor dimenze r v P,. Skupina bodt Ay, ..., A,,.J
se nazyva geometrickd baze podprostoru P, jestlize kazda podskupina n + 1
bodi z této skupiny je linedrné nezavisla a J = A(Ag + ... + A,). Soutadnice
bodl tohoto podprotoru jsou pak urc¢eny az na nasobek.

2.5 Dvojpomeér

Pro t¥i rizné body A, B, C' na euklidovské primce definujeme jejich délici po-
mér jako (A, B,C) = d(A,C)/d(B,C), kde d(A, B) je vzdalenost bodi A a
B. Pro ¢tyti body A,B,C.D definujeme jejich dvojpomér jako pomér délicich
poméri (A, B,C)/(A, B, D) (predpokladame, ze jsou definovany). UkdZeme
nyni, ze takto definovany dvojpomér je pojmem projektivni geometrie, tj. ze
se neméni pri projektivnich transformacich. Zavedeme-li homogenni sourad-
nice (zo,z1) pro bod z, dostavame

(A,B,C,D) =
(c—a)/(c—=b) (c—a)(d—=>b) (crap— aico)(diby — bidy)

(d — a)/(d — b) (C — b) (d — CL) (Clbo — blcg)(dlag — aldo) ’
Uvedeny vyraz je pomér soucinii determinanti homogennich souradnic
bodli. Vime, ze tento determinant se pii zméné baze nasobi determinantem
transformace a to dokazuje invariantnost vzhledem k volbé soustavy sourad-
nic na primce. Zvolime-li body A, B, C' jako geometrickou soustavu soutradnic
na primce, bude a; = 0,6y = 0,¢; = ¢y a dvojpomér bodi je pak roven po-
méru homogennich souradnic bodu D vzhledem k této soustavé soutradnic,

(A, B, C, D) - dl/dg.
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Je-li dvojpomeér ¢tyr bodi roven —1 | fikdme, ze body tvori harmonickou
¢tvefici, nebo Ze se harmonicky oddéluji (v euklidovské geometrii je to na
piiklad stied tsecky a nevlastni bod).

3 Geometrie vzniklé zmensenim projektivni
grupy

Podle Erlangenského programu Felixe Kleina 7z roku 1872 se geometrie za-
byva studiem vlastnosti, které zachovava néjaka grupa transformaci prostoru.
Obréacené, mame-li uz néjakou geometrickou teorii, 1ze k ni najit grupu trans-
formaci, které jeji vlastnosti zachovavaji.

V projektivnim prostoru jsou to transformace vzniklé promitnutim line-
arnich transformaci prostoru V,,.; do P, pomoci 7. Podrobnéji feceno to
znamend, 7e ke kazdému linedrnimu zobrazeni ¢ : V11 — Vi1 1 u — ¢(u) je
jednoznacné definovano indukované zobrazeni, které oznacime stejnym pis-
menem, podle pravidla

¢:Pn—Ph:o(n(u)) = w(d(u)).

Ihned vidime, 7e definice nezalezi na volbé aritmetického zastupce, a 7e
prevadi podprostory do podprostori. Neni ovSem na prvni pohled zifejmé,
ze takto ziskdme vSechna zobrazeni, které zachovavaji projektivni geometrii.
Kdybychom pfijali stanovisko Kleinovo a zacali grupou, problém zmizi.

Snadno nahlédneme, ze nenulové nasobky identického zobrazeni ve vek-
torovém prostoru davaji identitu v projektivnim prostoru.

Zvolime-li bazi ve V1, jsou vsechna regularni zobrazeni v tomto pro-
storu popsana regularnimi maticemi stupné n + 1, tedy maticemi grupy
GL(n + 1,R). Tuto grupu je tfeba faktorizovat nésobky jednotkové ma-
tice a mizeme tedy predpokladat, ze determinant této matice je v absolutni
hodnoté roven jedné. S malou nepresnosti tedy lze za grupu transformaci pro-
jektivniho prostoru povazovat grupu SL(n + 1, R), je to grupa matic stupné
n + 1 s determinantem rovnym jedné, nazyva se specialni linearni grupa.

(Mal4 nepfesnost je v tom, Ze determinat matice — E mtize byt plus nebo
minus jedna podle parity dimenze)

3.1 Afinni geometrie

Vybereme-li néjakou podgrupu grupy GL(n+1, R), ziskdme geometrii, ktera
ma vSechny vlastnosti projektivni geometrie, ale mtize ziskat dalsi, které se
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sice projektivnimi transformacemi nezachovavaji, ale nase vybrana podgrupa
je zachovava. My se budeme zabyvat pouze nékterymi podgrupami. Nejjed-
nodussi je z tohoto hlediska geometrie afinni, ktera se zabyva projektivnimi
transformacemi, které zachovavaji jednu pevnou nadrovinu.(Cim mensi je
grupa, tim vice ma geometrie vlastnosti, proto je nejjednodussi.)
Predpokladejme, Ze jsme si zvolili bazi B = {ey, ..., e,} ve V11 a uvazu-
jeme nadrovinu danou rovnici zy = 0. Podivejme se, jak vypadaji projektivni

b) matice pro-
d p

jektivni transformace, kde a € R, b je fadek délky n, ¢ je sloupec délky n a d
je matice stupné n. Je-li dale @ vektor representujici bod nadroviny zy = 0,
je i = (0,u)! kde u je faddek délky n. Pro matici transformace zachovévajici

nadrovinu xry = 0 mame mu = <a, b) <0> = <bu> . Vidime, ze b = 0 je
c d U du

nutnd a postacujici podminka, pro to, aby matice m zachovavala vybranou
nadrovinu zy = 0. V takovém ptipadé je a # 0 a mizeme tedy vynasobit
matici vhodnym koeficientem, aby bylo a = 1.

Definice. Obecnou afinni grupou stupné n GA(n,R) nazyvame grupu
1

t
nulovy radek, ¢ je sloupec n ¢isel a r je regularni matice stupné n .

Tato grupa ptisobi v ¢asti P, bez nadroviny xy = 0 jako grupa transfor-
maci, tuto ¢ast nazyvame afinnim prostorem dimenze n. Mizeme predpokla-
dat 7ze prvni soutadnice bodu je rovna jedné a tim se zbavime homogennich
soutradnic.

Ptidame-li k afinnimu prostoru vybranou nadrovinu zy; = 0 (a nazveme ji
nevlastni nadrovinou), dostavame projektivni rozsiteni afinniho prostoru, coz

------

, . e a
transformace, které tuto rovinu zachovavaji. Bud m = (
¢

. " 0 s o
matic stupné n + 1 tvaru = {m = ( 7") , kde v prvnim fadku je ¢islo 1 a

rozliSovat.

Ptirozenou realizaci afinni geometrie je na priklad prostor R", kde grupa
afinnich transformaci pusobi podle pravidla 2’ = ra + t, kde x je bod a 2’
je jeho obraz. Toto je hodné pouzivany zpusob, jak se afinni geometrie defi-
nuje, zde se ovSem ztraci prirozené piisobeni maticové grupy ve vektorovém
prostoru, které zname z linearni algebry.

7 tohoto hlediska je prirozenéjsi realizovat afinni prostor jako podmnozinu
v 1,11 danou rovnici xg = 1. Pisobeni grupy transformaci je pak ptirozené.

Specializaci matice r dostavame pak dalsi geometrie, je-li determinant
matice r roven jedné, dostavame tzv. specidlni afinni grupu SA (n, R), a ekvi-
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afinni geometrii. V této geometrii je mozné definovat objem télesa. Podobné
dostaneme geometrii euklidovskou, jestlize r je ortogonalni matice, r.r! = E,
nebo geometrii ekviformni, jestlize plati r.r” = k?E, k # 0. V této geometrii
neumime rozlisit podobné utvary. Podobnym zptisobem lze definovat i Min-
kovského geometrii a nékteré dalsi. Lobacevského geometrie neni odvozena 7
afinni geometrie, bylo by tfeba ji definovat jinak.

4 Projektivni transformace

Projektivni transformace (projektivita), je vzajemné jednozna¢né zobrazeni
projektivniho prostoru na sebe, které vznikne projekci isomorfismu prislus-
ného vektorového prostoru. Jak jsme ukazali v prvni kapitole, zméni se matice
isomorfizmu pri zméné baze v matici podobnou. Je-li M matice daného iso-
morfizmu v néjaké bazi, je jeho matice v jiné bazi rovna matici M’ = Q" 'MQ,
kde Q je matice prechodu. Kanonické tvary matic vzhledem k podobnosti jsou
Jordanovy kanonické tvary téchto matic. Takze klasifikace projektivit je dana
klasifikaci matic podle Jordanovych tvart, nesmime ovSem zapomenout, ze
hledame realné Jordanovy tvary urcené az na nasobek a nemajici nulu jako
vlastni ¢islo. Jako priklad uvedeme projektivnosti na pifimce a v roviné.

To znamenad, 7e matice kazdé projektivni transformace se da prevést na
realny Jordaniiv kanonicky tvar. Ne vSechny Jordanovy kanonické tvary ur-
¢uji projektivni transformace, museji to byt regularni matice.

4.1 Projektivity na primce

Jordanovy kanonické tvary reguldrnich matic stupné dva jsou tyto:

A O

(0 A2),mﬁé0,
A1

(0 )\)7)\%07

Pro projektivity na primce tedy dostavame nésledujici pripady:
1
a) A1, Ay redlna. (0 2) A0,
Pro A # 1 méa projektivita dva riizné samodruzné body, pro A = 1, je to
identita.
b) A1, A2 imaginarni. A\; = cos ¢ + I sin ¢, Ay = cos ¢ — I sin ¢.
cos¢  sin ¢, .
(—sin¢ ),smqﬁ;«é(].

cos ¢
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Projektivita nema samodruzné body.

1 1 e , . o
c) (0 1) , projektivita ma jeden samodruzny bod.

Posledni zména je podle néasledujiciho vypoctu:
1 0 Al 10\ _ /A A

(o ) (o 2)- (o 2) =05 2)

Zajimavé jsou involuce tj. projektivity, které nejsou identity, ale jejich
ctverec je identita. Podivejme se, které to jsou podle jednotlivych ptipadii:

a) Zde musi byt A2 = 1, tj. A = —1, m4 dva samodruzné body. Samod-
ruzné body, bod a jeho obraz tvori harmonickou ¢tverici. Involuce se nazyva
hyperbolicka.

b) Ctverec matice projektivity je

(—CZiSnQ;éqﬁ S&lé@) , musi tedy byt sin 2¢p = 2 cos ¢sin ¢ = 0, a tedy

cos ¢ = 0, takze sin ¢ = £1, a tedy

-1 0
cich bodti se harmonicky oddéluji. involuce se nazyvéa elipticka.
¢) Neexistuje.

1 [ . , . . I
( 0 > Vysledna involuce nema samodruzné body, pary odpovidaji-

4.2 Projektivity v roviné

Pro matice tietiho stupné mame nasledujici Jordanovy kanonické tvary

A0 00 Ao 10 A1 0
J1 - 0 )\2 0 ,JQ - 0 )\1 0 ,J3 — 0 )\ 1 y
0 0 XAs 0 0 X 0 0 A

Ne vSechny tyto matice mohou byt maticemi projektivit. Jelikoz se jedna
o regularni matice, nesmi zadné vlastni ¢islo byt rovné nule. Déale vime, ze
alespon jedno vlastni ¢islo musi byt realné, dvé mohou byt imaginarni. To
muze nastat pouze v pripadé .J;, nebot v pripadé .J, musi byt A\, redlné a )\,
také, protoze pro imaginarni bychom neméli komplexné sdruzeny blok.

Celkem tedy dostavame nésledujici p¥ipady (nad redlnymi ¢isly):

Poznamka. Piimka se nazyva silné samodruznd, jestlize kazdy jeji bod je
samodruzny a slabé samodruzna v opa¢ném ptipadé. Podobné bod se nazyva
silné samodruzny, jestlize pfimky timto bodem prochézejici jsou samodruzné
a nazyva se slabé samodruzny v opa¢ném piipadé.
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Nyni rozebereme jednotlivé pripady.

A 000
Jla: 0 )\2 0 ,)\1%)\2#1,)\1)\27&0
0 0 1

To je obecnéa projektivnost, ma tii slabé samodruzné body a tii slabé samod-
ruzné primky.

a b 0

Jlb = -b a 0

0 01

Tato projektivita ma jeden slabé samodruzny bod a jednu slabé samodruznou
primku.

bA0

0 0
A0 | AAL AL,
00 1

To je tzv. perspektivni kolineace, jeji vlastnosti popiSeme pozdéji. M4 jednu
silné samodruznou primku a jeden silné samodruzny bod.

1 00
Jld - 010
0 01
To je identita.
1 1 0
Jog =10 1 0 [AN#£0,N#1
0 0 A

Tato projektivita ma dvé slabé samodruzné primky a dva slabé samodruzné
body.

110
Jyp=10 1 0
0 01
Tato projektivita ma podobné vlastnosti jako perspektivni kolineace, ale jeji
stied lezi na jeji ose. M4 silné samodruzny bod a silné samodruznou piimku a
pak jesté nekonecné mnoho slabé samodruznych bodu a slabé samodruznych
primek.

110
J3: 011
001
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Tato projektivita ma jednu slabé samodruznou primku a jeden slabé samod-
ruzny bod.

Je jasné, 7e kazda afinita nebo shodnost patti k nékterému typu téchto
transformaci, doplnime-li totiz afinni rovinu do projektivné rozsirené projek-
tivni roviny, musime dostat projektivitu, ktera patii k nékterému z uvedenych
typli. To nechdme na ¢tendri, aby si to zkusil.

Pro lepsi nazornost se podivame, jestli se uvedené typy projektivit daji
realizovat v nékteré ze specialnich geometrii. Vidime, 7e kazda projektivita v
roviné zachovava alespon jednu ptimku. Vezmeme-li ji jako primku nevlastni,
miizeme kazdou projektivnost realizovat jako afinni zobrazeni ve vhodném
projektivnim rozsifeni afinni roviny.

Poznamka. Zde se opirame o nékteré specidlni vlastnosti roviny. Pro
libovolnou dimenzi uvedené tivahy neplati. V liché dimenzi nemusi mit matice
projektivity zadné realné vlastni ¢islo, takze nemusi mit zadny samodruzny
bod, ani samodruznou rovinu. Zde vyuzivame toho, ze algebraickd rovnice
tretiho stupné ma alespon jeden realny kofen.

Predpokladejme, ze ve V3 patiicimu projektivni roviné mame bazi odpovi-
dajici Jordanové kanonickému tvaru, kterad v projektivni roviné urcuje body
{Ao, A1, Ay} Bod A je polétek soustavy soufadnic, Ay, Ay jsou nevlastni
body na souradnicovych osach = a y, pfimka A; A, je nevlastni.

Zacneme pripadem .Jyp, protoze ten je jednodussi, nez Jy,. Matici projek-
tivity prepiSeme ve vhodnéjsim tvaru, dosadime a = k cos(u),b = ksin(u) a

dostaneme
1 0 0

Jy=1| 0 kcos(u), ksin(u)
0 —ksin(u) kcos(u),

kde k£ > 0,sin(u) # 0. Tato transformace je tedy sloZeni otoceni kolem po-
catku se stejnolehlosti se stfedem v pocatku, specielné pak otoceni kolem
pocatku pro k = 1.

Podobné pro J;, dostavame matici

) 10 0
Jia=1 0 kcosh(u), ksinh(u)
0 ksinh(u) kcosh(u),

ktera ma podobny Jordaniv tvar a tedy mame podobnou transformaci jako v
predchozim piipadé, ale pro Minkovského geometrii, kterd ma misto kruznic
hyperboly. Touto geometrii se nebudeme zabyvat.
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Matici pro Jy. prepiseme do tvaru

N 100
Je=10 X0 |, Ax£1,)£0
00 A

Vidime hned, 7e je to stejnolehlost se stfedem v pocatku. To znamena, 7e
nevlastni primka je silné samodruzna a ptrimky prochazejici poc¢atkem jsou
slabé samodruzné. To znamend, ze je také mozné za nevlastni primku vzit
slabé samodruznou primku, na priklad primku AyA;. Matici se pak zméni
na nasledujici tvar.

N 10
J.=101 A £ N£D.
0 0

> O O

(Zaménili jsme tfeti fadek a sloupec s prvnim a délili matici ¢islem A.) Do-
staneme osovou afinitu s osou v ose = ktera zachovava primky rovnobézné s
osou y, smér afinity je rovnobézny s osou y.

V pripadé 2a mame opét dvé moznosti, mame dvé slabé samodruzné
primky, nejsou vsak rovnocenné. Vezmeme-li za nevlastni pfimku primku
Aj Ay jako na zacatku, dostaneme

. 1 00

Jou =1 0 X XA |, AFELAZ£0.
0 0 A

Osova afinita se smérem rovnobéznym s jeji osou se nazyva elace. Dostavame

tedy stejnolehlost se stfedem v pocatku slozenou s elaci s osou v ose .
Vezmeme-li za nevlastni pfimku primku A; Ay, prepiSe se matice do tvaru

~ 100
Jrea=]1 1 0 |, A#£1,A#£0.
00 A

Dostavame osovou afinitu z ptripadu 1¢, sloZzenou s translaci podél osy afinity,
na poradi nezalezi.

Nyni dostavame specialni pripad pripadu 2a, postupujeme obdobné. Vezmeme-
li za nevlastni pfimku pfimku A; A,, (jako u ju;) bude

) 100
J2b: )

011
0 01
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Dostavame zvlastni pripad elace, primky rovnobézné s osou elace jsou sa-
modruzné.
Vezmeme-li za nevlastni pfimku primku A; Ay, prepiSe se matice do tvaru

i 100
Jbe: 1 1 0 s
0 0 1.

To je translace ve sméru osy .

Ptipad 3 je specidlni, vezmeme za nevlastni pfimku samodruznou primku
Ay Ap. (Jako nahofe zaménime prvni a tieti fadek a sloupec.) Matice se zméni
na

. 1 0 0
J3 — 0 1 1 ;

1 0 1.
Vysledek je slozeni elace s translaci ve sméru odpovidajicich si bodi. Tim
jsme vycerpali vSechny pripady.

4.3 Jednoparametrické podgrupy

Pro znazornéni a procviceni zakladnich projektivnich transformaci se bu-
deme zabyvat jednoparametrickymi podgrupami transformaci projektivni ro-
viny. Jednoparametrickd podgrupa je netrividlni diferencovatelna kiivka g(t)
na grupé projektivnich transformaci roviny, ktera dava isomorfismus jedno-
parametrické grupy na aditivni grupu redlnych cisel. To znamend, ze pro
vSechna redlna r, s plati g(r)g(s) = g(r + s). Z toho speciélné plyne, 7e
g(0) = E,g(—t) = g(t)~'. Trajektorie takové podgrupy se reprodukuji tj.
g(t)(g(r)X) = g(t+r)X pro trajektorii libovolného bodu X. Jednoparamet-
rické grupy jsou komutativni, protoze g(r+s) = g(r)g(s) = g(s)g(r). Vyznam
téchto podgrup si uvédomime, ze v euklidovské geometrii v roviné jsou pouze
dvé jednoparametrické podgrupy a to otaceni kolem pevného bodu a posu-
nuti v daném sméru. Nalézt vSechny jednoparametrické projektivni podgrupy
neni obtizné. Staci si uvédomit, ze trajektorie takové podgrupy jsou feSenimi
linearni soustavy diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a tato fe-
Seni lze najit na pocitaci. Je totiz pro trajektorii X (r) = g(r)X, libovolného
bodu X,

X'(r) = Jim 3 g + h) — g(r)]Xo = lim +{g(R)g(r) — 9(r)]X; =

—0 h—0 h

18



lim = [g(h) — Elg(r) Xo = ¢'(0)X(r).

Oznacime-li ¢'(0) = T bude X = T'X ve vSech bodech. T budeme nazyvat
operatorem rychlosti v analogii s rovinnym ptipadem. Mizeme predpokladat,
ze operator 7' mé nulovou stopu, protoZe g(¢) mizeme vynasobit vhodnou
funkci, aby determinant g(¢) byl roven jedné a derivace pro t = 0 pak dava
nulovou stopu. Uvedeme si dva priklady.

1. Priklad. Uvedeme nejjednodussi pripad tii nenulovych riznych real-
nych vlastnich ¢isel.

Bud T = diag(1,2,—-3). Pak ¢(t) = diag(exp(t), exp(2t),exp(—3t)) a
trajektorie libovolného bodu X = (zg,yp, 20) mé parametrické vyjadieni
X(t) = (exp(t)xo, exp(2t)yo, exp(—3t)zp). Po zméné parametru exp(t) = s
to bude X (s) = (szq, s*40, s >20).

Na nésledujicim obrazku je znazornéno nékolik trajektorii bodi uvedené
jednoparametrické podgrupy. Samodruzné body jsou oznaceny krouzkem.
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2. Priklad. Pripad s imaginarnim vlastnim cislem.
T = diag(—4,2+ 31,2 — 3I). Pak

exp(—6t) 0 0
g(t) = exp(2t) 0 cos(3t)  sin(3t)
0 —sin(3t) cos(3t)

Na nésledujicim obrazku je nékolik trajektorii této podgrupy. Imaginarni
samodruzné body jsou na nevlastni primce, ktera je samodruzna, zobrazeni je
tedy v afinni roviné a proto je mnohem jednodus$si, nez v predeslém pripadé.

400 - 200 400

4.4 Perspektivni kolineace v P,

V praxi se Casto pouziva perspektivni kolineace, coz je kolineace s jednou silné
samodruznou rovinou a jednim silné samodruznym bodem. Uziva se napfi-
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klad pri tvorbé perspektivniho reliefu. Vlastnosti této kolineace se snadno
roz8ifi na vicedimensionalni pripad.
Uvazujme tedy perspektivitu v P, ktera ma ve vhodné bazi matici

A0
(0 k)
kde F je jednotkovd matice stupné n a A € R, A # 1, A # 0, zbytek jsou nuly.

Vidime témér ihned, 7e bod Ay = (1,0, ...,0) je samodruzny a nadrovina
xo = 0 je také samodruzna.

Je-li dile X = (xg,1,...,2,) libovolny bod, je jeho obrazem v dané
projektivité bod X' = (Axg, 21, ...,x,). To znamend, Ze jestlize bod lezici
v nadroviné prochazejici bodem A, spliuje rovnici tvaru X ,a;x;, spliuje ji
i jeho obraz v této projektivité. Podobné kazdy bod v samodruzné roviné je
samodruzny.

Ukazme jesté jaky je geometricky vyznam vlastniho ¢isla A. Uvazujme
bod Y, ktery je priise¢ikem piimky AyX se samodruznou nadrovinou xy = 0.
Na této primce lezi také bod X'. Jelikoz dva body piimky Ay X jsou samod-
ruzné, je i celd pfimka samodruzna. Spoc¢téme dvojpomér bodu Ag, Y, X, X',
Bud i—ta soufadnice bodu X nenulova, i > 0, takova jisté existuje. Pak
soufadnice bodi Ay, Y, X, X' na spojnici prochéazejici i-tym soutradnicovym
bodem budou po tadé (1,0), (0,1), (xg, z;), (Azg, ;). Jako jejich dvojpomér
vychéazi ¢islo .

Takovou kolineaci nazyvame perspektivni kolineaci. I ve vicedimensio-
nalnim prostoru je urcena samodruznymi elementy (stfed nelezi v samod-
ruzné nadroving) a parem odpovidajicich si bodd. Znéme-li jeden takovy
par (ozna¢me jej X, X'), pak pro kazdy bod Z najdeme jeho obraz v roviné
urcené body X, X', Z obvyklym zptisobem.

5 Kvadriky

5.1 Definice kvadriky a jeji kanonicky tvar

Je-li F(x,y) bilinearni forma, B = {ey,...,e,} baze a A jeji matice, je jeji
matice v jiné bazi s matici pfechodu P rovna matici B = PT AP. UkaZeme,
jak lze pomoci vhodné matice prechodu prevést matici kvadratické formy na
diagonalni tvar. Pfevedeni provedeme postupné podle poctu proménnych.
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NapiSme matici A ve tvaru

kde ptredpoklddame, ze a;; # 0, a tudiz je mozné ho vytknout, coz jsme

ucinili. Pak pro
1 —a
=0 f)

B:<ég>

Zde a = (a9, ..., a1,), a a, § jsou symetrické matice.
Je-li v matici A stupné 2 a;; = 0, asn = 0, vyuzijeme toho, ze pro

0 a
A_<a 0),&63?

11
=)

B:PTAP:(_2a 0 )

mame B = PT AP, kde

mame pro

0 2a

a problém zmizi.

Definice. Bud V,,;; aritmeticky zaklad projektivniho prostoru P,. Je-li
F(z,z) kvadratickd forma na V,, 1, pak mnozina bodt v P,, jejichZ aritme-
ti¢ti zastupci spliuji rovnici F'(z, ) = 0 se nazyva kvadrika uréena kvadra-
tickou formou F', ozna¢me ji Q). V roviné se kvadrika nazyva kuzelosecka. Ma-
tice kvadratické formy se nazyva matici kvadriky, jeji determinant se nazyva
diskriminant kvadriky, jeji hodnost je hodnost kvadriky (pfedpokladame, 7e
je to alespon jedna).

Tyto pojmy nezaviseji na volbé matice kvadriky ani na volbé baze, pro-
toze matice kvadriky je urcena az na nenulovou konstantu a matice prechodu
je regularni matici, takze pfi nasobeni touto matici se hodnost zachova.

Je-li matice kvadriky regularni, nazyva se kvadrika regularni, v opac¢ném
pripadé se nazyva singularni.
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Pozndmka. Vs§imnéme-si, ze body kvadriky nemuseji vzdy urcovat pii-
slugnou kvadratickou formu, napiiklad je li to kuzelosecka z2 + z% + 22 = (
resp. 22 + 22 = 0. Vidime ihned, 7e naptiklad x2 + 22? + 322 = 0 resp.
23 + Tz = 0 urcuji stejnou kuzelosecku, tj. prazdnou mnoZinu resp. bod
(1,0,0). Touto otazkou se nebudeme déle zabyvat, budeme vzdy predpokla-
dat, ze s kvadrikou je déna i jeji kvadratickd forma (urcend az na nasobek).

Piiklad.

Kuzelosecky jsou:

a) 22 + 27 + 23 = 0, imaginarni kuZelosecka (regularni), té7 formalné
realna.

b) 3 + 23 — 22 = 0, realna regularni kuzelosecka (kruznice).

c) T0+T1—0 bod (1,0,0)

d) 23 — 2% = (29 — xl)(:ro + 1) = 0, dvé riznobézky

e) xo = 0, pfimka zq = 0.

5.2 Polarni vlastnosti kvadrik

Definice Body X,Y € P, se nazyvaji polarné sdruzené vzhledem ke kvad-
rice Q urfené kvadratickou formou F, jestlize plati F/(x,y) = 2" Fy = 0, kde
m(x) = X,7(y) = Y a matici kvadriky oznacime stejnym pismenem. Toto
oznaceni budeme uzivat i nadale, arimeticky zastupce bodu oznaceného vel-
kym pismenem bude oznacen stejnym malym pismenem.

Je ziejmé, ze je-li bod X polarné sdruzen s body Xi,..., X,, je sdru-
zen i se vSemi jejich linedrnimi kombinacemi, to znamend, ze se vSemi body
podprostoru, ktery tyto body vytvareji. Je totiz F(z, \jzq + ... + Asfxs) =
ME(z,20) + .o + A F(z,25) = 0, A; € R. Jesté si vSimnéme, ze vlastnost
polarni sdruzenosti je symetricka.

Definice Bod Y nazveme singularnim bodem kvadriky @, jestlize je po-
larné sdruzen se vsemi body prostoru. Ostatni body se nazyvaji regularni.

Jelikoz singularni bod kvadriky je polarné sdruzen se vSemi body pro-
storu, je polarné sdruzen i sam se sebou, plati y" Fy = 0, coz znamen3, 7e
Y € Q. Z podminky 27 Fy = 0, kterd ma platit pro vSechna x, dostavame
soustavu rovnic pro singularni body ve tvaru Fy = 0.

To znamenad, ze mnozina vsech singularnich bodi kvadriky je podprostor
dimenze n — h, kde h je hodnost kvadriky, tj. hodnost matice F'. Je-li totiz h
hodnost matice kvadriky, je feseni rovnice F'y = 0 podprostor ve V,,, 1, ktery
ma dimenzi n+ 1 — h a ten se promita do P, jako podprostor dimenze n — h.
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Podprostor vsech singularnich bodii kvadriky se nazyva vrchol kvadriky a
oznacime jej V(Q).

Je-li kvadrika regularni, je hodnost F' rovna n + 1, jeji vrchol je prazdna
mnozina (a ma dimenzi —1).

5.2.1.Véta Bud Y bod kvadriky (). Pak podprostor generovany V(@) a
bodem Y patii ke kvadrice.

Dukaz Bud X singuldrni bod kvadriky. kazdy bod Z piimky spojujici
body X a Y ma parametrické vyjadieni z = ax + [y a plati

2TFz = (ax + By)"Flax + By) = o®2" Fa + 2aB2" Fy + B2y"Fy = 0,
protoze vSechny tii s¢itance jsou nulové.

Poznamka. Bud () kvadrika a S, libovolny podprostor v B,. Pak QN S,
budto patii ke kvadrice, nebo je to opét kvadrika, jejiz vyjadieni ziskame do-
sazenim rovnic podprostoru do vyjadieni kvadriky. Muzeme ptedpokladat,
ze S, je dano rovnicemi .,y = 0, ..., z, = 0. Dosazenim téchto rovnic do rov-
nice kvadriky dostavame kvadriku v S, nebo trividlni rovnici, coz znamena,
ze podprostor patii ke kvadrice.

Ukazeme, 7Ze kazda singularni kvadrika se da chapat jako zobecnénd kuze-
lova plocha tj. ze se sklada z podprostori, které spojuji jeden bod kvadriky s
jejim vrcholem. To ale neznamena, 7e na kvadrice nemohou lezet podprostory
vyssi dimenze, jak jesté uvidime.

Definice Priinik podprostoru dopliikového k vrcholu kvadriky se nazyva
podstava kvadriky.

5.2.2.Lemma Podstava kvadriky je regularni kvadrika (ve svém podpro-
storu tj. podprostoru doplitkovém k vrcholu).

Dikaz Necht kvadrika ma signaturu p,q,7, p+q+1r = n+ 1. Zvolme,
bazi B = {eq, ..., e, } tak, aby vektory e, ., ..., e, tvofily bazi vrcholu. Matice
kvadriky ma potom tvar

0 0
r=(57)

kde f je reguldrni matice stupné p + ¢ + 1. To je matice kvadriky v prostoru
dimenze p 4 ¢, tj. kvadrika je v tomto prostoru regularni.

5.2.3.Véta (Strukturdlni véta pro kvadriky.) Kazda kvadrika sestava z
podprostort, které spojuji bod podstavy s vrcholem.

Dikaz Véta je primym disledkem véty 5.2.1 a Lemmatu 5.2.2.

Poznamka. Predchozi véta rika, ze kazda kvadrika v n— rozmérném pro-
storu je zobecnénou kuzelovou plochou, misto povrsek, na které jsme zvykli
u kuzelové plochy v t¥irozmérném prostoru mame obecné podprostory vyssi
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dimenze. Véta ovSem v sobé zahrnuje téz trivialni pripady. Ty nastavaji, kdyz
vrchol kvadriky nebo podstava kvadriky je prazdnid mnozina. Pak nemame
co spojovat.

Je-li vrchol prazdna mnozina, je kvadrika regularni. Je-li podstava kvad-
riky prazdnd, je to proto, 7e je to kvadrika F'(z,z) = x§+ ...+, = 0. Takova
kvadrika je v prostoru dimenze p + 1 formalné realnd, protoze ma realnou
rovnici a zadné realné body. V takovém priipadé celd kvadrika sestava pouze
7z vrcholu.

Celkem muzeme Tict, ze v obecném piipadeé jsou zajimavé kromé regular-
nich kvadrik kvadriky hodnosti o jednu mensi nez maximalni. Takova kvad-
rika nejlépe vyhovuje predstavé kuzelové plochy, ma jako vrchol jeden bod a
kazdy bod podstavy je spojen s timto vrcholem jednou povrskou. VSimnémé
jako vrchol kvadriky, jejiz podstava je formalné realna.

Definice Bud () regularni kvadrika. Linedrné nezavisla skupina n + 1
bodt {Ayg, ..., A, } se nazyva polarni simplex kvadriky @, jestlize kazdy bod
této skupiny je polarné sdruzen se zbyvajicimi.

7 definice ihned plyne, ze zadny z bodt polarniho simplexu nelezi na
kvadrice Q.

5.2.4.Véta Polarni simplexy existuji.

Dikaz Zvolme libovolny bod mimo kvadriku, ozna¢me jej Ag, a libo-
volného jeho aritmetického zastupce zvolme za prvni vektor baze. Bazi pak
doplnime pomoci dal$ich libovolnych vektort polarné sdruzenych s bodem
Ag. V této bazi pro kvadriku () dostavame

T

F(X,Y>:<1,0)(“;° j’w>(%:aooyo+ﬂy:o,

kde agg, yo jsou cisla, a,y sloupce n ¢isel a M matice stupné n. Jelikoz bod
Ag neni bodem kvadriky, je nutné agy # 0. Vzhledem k tomu, 7ze kazdy bod
Y; = (0,0,...,9;,0...,0),y; = 1,4 = 1,...,n je polarné sdruzen s bodem Ay, je
a; = 0,7 =1,...,n. Matice kvadriky je tedy tvaru

= (),

M je regularni a pokracujeme indukci.
Poznamka Vsimnéme si, ze pro sestrojeni polarniho simplexu méame
pomérné dost velikou liboviili pro volbu bodi baze. Zvolime-li aritmetické
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zastupce bodi polarniho simplexu jako vektory béaze, bude mit kvadraticka
forma kvadriky diagonalni tvar.

5.3 TecCny a te¢né nadroviny

Definice Bud P = (py, ..., p,) libovolny bod, ktery neni singularnim bodem
kvadriky F. Mnozina vSech bodi polarné sdruzenych s bodem P vzhledem
ke kvadrice F' je nadrovina, kterou nazyvame polarni nadrovinou bodu P
vzhledem k F. Bod P je pdlem této nadroviny vzhledem k F'.

Vyjadreni polarni nadroviny je dano rovnici

foo for - fon Zo

f01 f11 fln 4o
pl Fao= (Poy s D) : o ] _

f[]n fln fnno Tp
cOZ po upravé znamena

Vidime, ze aspon jedna zavorka je nenulova pravé tehdy, neni-li P singularni
bod.

Koeficienty polarni nadroviny bodu P jsou tedy dany fadkem p”.F, slou-
pec x jsou proménné v této rovnici.

Pozndmka Vsimnéme si, ze polarni nadrovina vzdycky obsahuje vrchol
kvadriky.

5.3.1. Véta Budte X, Y polarné sdruzené vzhledem ke kvadrice F' a necht
na ni nelezi. Necht dale pfimka spojujici tyto dva body protina kvadriku ve
dvou riiznych bodech M, N. Pak se dvojice X, Y a M, N harmonicky oddéluji.

Dukaz. Bud Z = aX + BY piimka spojujici body X a Y. Pak pro
jeji priseciky s kvadrikou mame F(Z,7) = F(aX + Y, aX + YY) =
o’F(X,X)+ B?F(Y,Y) = 0. Pak a = iﬁ\ﬂ ~ F(Y)Y)/F(X,X)). Ztejmé
F(X,X)a F(Y,Y) musi mit riznd znameni.

Disledek. Z véty plyne téz, ze involutorni perspektivni kolineace se stie-
dem v bodé X a samodruznou nadrovinou v polarni nadroviné tohoto bodu
zachovava kvadriku F'.

Definice Necht pfimka p nelezi ve vrcholu kvadriky F. Pak p se nazyva
te¢nou kvadriky F', jestlize budto lezi na kvadrice, nebo mé s kvadrikou
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spolecny pravé jeden bod, ktery je regularni. Tento bod se nazyvad bodem
dotyku.

Poznamka. Tecna kvadriky mize obsahovat singularni bod kvadriky,
ale jenom jeden. Kdyby totiz obsahovala dva, byla by to ptimka singularnich
bodi a pattila by do vrcholu. Te¢na v singularnim bodé kvadriky musi le-
zet na kvadrice, nebot kdyby to tak nebylo, musela by protinat kvadriku v
jednom singularnim a v jednom regularnim bodé a to nejde.

Poznamka. Polarni nadrovina bodu na kvadrice timto bodem prochazi,
protoze bod kvadriky je sdruzen sam se sebou.

5.3.2.Véta Bud T regularni bod kvadriky F. Pak vSechny tec¢ny kvadriky
s bodem dotyku 7' lezi v polarni nadroviné tohoto bodu a vSechny primky
této nadroviny prochézejici bodem dotyku jsou te¢nami kvadriky.

Dukaz. Bud X = o7 + Y tecna kvadriky F. Pak pro prisec¢iky piimky
X s kvadrikou plati F(X,X) = F(aT + 8Y,aT + fY) = o*F(T,T) +
BEF(Y,Y)+2aBF(T,Y) = 0. Vzhledem k tomu, ze T lezi na kvadrice, mame
F(T,T) = 0. To znamena, ze je 8(fF(Y,Y)+ 2aF(T,Y)) = 0. Pro § =0
mame jeden prisecik. Musi byt F(Y,Y) # 0, protoZze v opa¢ném piipadé by
tecna méla dva priiseciky s kvadrikou a lezela by tedy na kvadrice podle de-
finice tecny. Je tedy = oF(T,Y)/F(Y,Y). Je-li a = 0, je i B = 0, coz neni
mozné, alespon jeden z koeficienti linearni kombinace musi byt nenulovy.
Druhy prisecik je tedy totozny s bodem T pravé tehdy, kdyz F(T,Y) = 0.

Obrécené, jestlize je F(T,Y) =0, je F(X,X) = F(aT+pY,aT+5Y) =
B2F(Y,Y) =0, je budto 8 = 0, nebo je celd piimka na kvadrice.

Definice Polarni nadrovina v (reguldrnim) bodé kvadriky se nazyva
te¢nd rovina.

Podle ptedchoziho vime, Ze tec¢nd nadrovina vzdycky obsahuje vrchol
kvadriky,

5.3.3.Véta Bud F regularni kvadrika, X necht je bod, ktery na ni nelezi.
Oznac¢ime-li Fy prinik polarni nadroviny p(X) bodu X vzhledem k F s
kvadrikou F, pak Fx je regularni kvadrika v p(X) tj. ma hodnost n. Spojnice
bodu X s body kvadriky F'y je te¢na kvadriky F. Mnozina vSech téchto tecen
vytvori singularni kvadriku s vrcholem v bodé X a podstavou F'x hodnosti
n.

Kvadrika z predchozi véty se nazyva tec¢na kuzelova nadplocha kvadriky
F v bodé X.

Dukaz. F(X,Y) = 0 je rovnice polarni nadroviny bodu X, v proménnych
Y. Je-li Y bod kvadriky F, mame navic F'(Y,Y) = 0. Pro kazdy bod Z pfimky
Z = aX+BY pakmame F(Z,7) = F(aX+8Y,aX+pY) = ?F(X,X) =0
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je mozné pouze pro a = 0, nebot F(X, X) neni rovno nule. To znamena, zZe
spojnice bodu X s bodem kvadriky F'x je tecnou kvadriky F'.

Obréceng, rovnice F(Z,7) = F(aX + Y, aX + fY) = o*F(X, X) +
200F(X,Y)+B%F(Y,Y) = 0 ma uréovat tenu v bodé Y. Je tedy F(Y,Y) =
0, a @ mé byt dvojnasobnym kofenem této rovnice. Jelikoz F(X, X) # 0,
je F(X,Y) = 0 a pfimka lezi na dotykové kuzelové plose. Zbyva ukazat, ze
kvadrika F'y ma hodnost n. Zvolme soustavu soufadnic tak, ze zastupce bodu
X je prvni vektor baze a zbyvajici vytvareji polarni nadrovinu tohoto bodu.
Matice kvadratické formy je tvaru

i apo 0
(% )

kde agy je ¢islo a M je matice stupné n. Pak mame XTFX = agy. Bod X
podle predpokladu neni bodem kvadriky, coz znamend, zZe agy se nerovna
nule. Z toho plyne, 7ze M je regularni. Tim je tvrzeni dokazano.

Poznamka. Vsimnéme si, 7e je-li podstava dotykové kuzelové plochy
prazdna, dotykova kuzelova plocha sestava pouze z vrcholu.

5.3.4.Véta Tecna nadrovina protina regularni kvadriku v singularni kvad-
rice (vzhledem k te¢né nadroviné) hodnosti n — 1, bod dotyku je jeji vrchol.

Dukaz Bud X bod na kvadrice. Zvolme bazi z polarniho simplexu tak,
aby bod X lezel na pfimce spojujici body Ay a A;. To lze, zvolime-li Ay libo-
volné mimo kvadriku, pak primka spojujici body X a Ay musi protnout po-
larni nadrovinu bodu Ay. Kvadrika pak mé matici F' = Diag(aq, ..., a,), s ne-
nulovymi prvky na hlavni diagonale. Necht bod X mé soutadnice (r, s,0, ..., 0).
Pak mame agr? + a;s> = 0.

Polarni nadrovina bodu X ma rovnici

Qg 0 O
F(Xﬂ Y) = ('I", S, 0) 0 a1 0 (y[Ja Y, y)T = TraopYo + St Y1 = 07
0 0 «a

kde y = (y2, ..., yn). Je tedy yo = —sary1/(ray).
Kvadrika v polarni nadroviné tedy ma rovnici

FY,Y) = apys + ary? + ... + any; = aryi(aor® + ar15%)/(r’aq) + agys +
oty = asys + ... + a,y?. Tim je dikaz dokoncen.

5.4 Maximalni podprostory na kvadrice

5.4.1.Véta. Bud F kvadrika signatury (p,q,7), kde p > ¢, p+q+r =n+1.
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Pak
1)nejvétsi dimenze podprostoru neprotinajiciho kvadriku je rovna p — 1,
2) nejvétsi dimenze podprostoru leziciho na kvadrice je rovna ¢ +r —1 =

n—p.

Diikaz. Bud F' v kanonickém tvaru F = :rg + ... +x;2;71 —x; — ... —:1:12)4_(]71.
Pak

a) dokazeme existenci:

Podprostor R dany rovnicemi z, = 0, ....,z, = 0, nema spole¢ny zadny

bod s kvadrikou F' a méa dimenzi dim(R) = p — 1, protoze je uréen n —p + 1
rovnicemi, takze jeho aritmeticky zédklad ma dimenzin+1—(n—p+1) = p.

Rovnici kvadriky pfepiseme ve tvaru

F=(xg—a)+ @} —al) 4+ + @, i, )+ @, a2, )+
:1:3 + ...+ :1:72z =

(@0 — ) (w0 + ) + (21 — Tpi1) (@1 + Tp1) + -+ (Tg1 — Tpig—1) (Tg-1 +
Tpirg-1) +a, + ... +a; =0.

Podprostor S o rovnicich

Ty =1Tp, .., Tg1 = Tpyg-1.Tg=0,...,0p 1 =0

lezi na kvadrice. Madme pro néj ¢ + (p — ¢) = p rovnic, coz znamena, 7e
jeho vektorovy zaklad ma dimenzin+1—-p=p+q+r—p=q—+r.

S ma tedy dimenzin —p=q+r — 1.

() dokdzeme maximalnost:

a) Bud R takovy podprostor, ze dim >p a nema zadny spoleény bod
s kvadrikou. Pak dim(R N S) + dim(R & S) = dim(R) + dim(S). Protoze
dim(R) 4 dim(S) > n, je i dim(RNS) +dim(Rw S) > n. Jelikoz dim(Ry S)
je nejvyse n, je dim(RNS) > 0 a to je spor, jeliko7 jeden z téchto podprostort
nema spole¢né body s kvadrikou a druhy lezi na kvadrice.

b) Bud S podprostor lezici na kvadrice a nechf dim(S) > n — p. Pak
dim(SNR)+dim(Sw R) = dim(S) +dim(R). Protoze dim(S)+dim(R) > n,
jeidim(SNR)+dim(SWR) > n Jelikoz dim(SWR) je nejvyse n, je dim(SNR)
alespoti rovna nule, tj. prinik S a R je neprazdny, a to je spor.

Poznamka. 7 konstrukce podprostoru S ihned vidime, 7Ze na kvadrice
lezi dvé soustavy linearnich podprostorii.

Priklad. Abychom méli kvadriku se dvéma soustavami linearnich pod-
prostorii, musi mit kanonicky tvar matice kvadriky alespon dvé znaménka
minus. TakZe nejjednodussi je p¥ipad F = 22 + 27 — 25 — 23, znamy piipad
jednodilného hyperboloidu (v afinni verzi). Kvadrika se stejnou rovnici v P,
ma na sobé dva systémy rovin, které vSechny prochéazeji vrcholem kvadriky,
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zatimco kvadrika F = 22 + 2?2 + 23 — 23 — 22 v témZe prostoru ma pouze

jednodimensionalni podprostory.

5.5 Projektivni klasifikace kvadrik

Projektivni klasifikace kvadrik je popsana klasifikaci kvadratickych forem,
miizeme tedy predpokladat, ze matice kvadriky je v kanonickém tvaru. Podle
zakladni strukturalni véty pro kvadriky vime, 7ze kazda kvadrika je urcena
jednoznacné svym vrcholem a podstavou. Vrchol je podprostor projektivniho
prostoru a ma tedy jedinou charakteristiku, a to je dimenze. Podstava je
regularni kvadrika. Je tedy kazda kvadrika plné charakterizovana dimenzi
vrcholu a poc¢tem plusovych znamének v kanonickém tvaru (podstavy nebo
kvadriky, to je stejné). Podivejme se tedy, jak vypadaji typy regularnich
kvadrik v P,.

a) F = 23 + ...+ 22 = 0. Tato kvadrika nema zadné body, ¥ika se ji
formalné realna.

b) F=x2+ .. +22 , — 22 = 0. Toto je kvadrika typu elipsoid v afinni
verzi, budeme ji fikat ovalna kvadrika.

¢) F=ux3+..+22 ,—a22 | — 22 =0. To je kvadrika nejvice se podoba-
jici jednodilnému hyperboloidu v afinni verzi, je tvorena kvadrikou ovalného
typu, z jejihoz kazdého bodu vychazeji dvé primky.

d) Obecny pfipad je stejny jako v predchozim pfipadé, z kazdého bodu
ovalné kvadriky vychazeji dva podprostory.

V kazdé dimenzi n tedy mame reg(n) = [(n + 1)/2] + 1 typt kvadrik,
hranaté zavorky oznacuji celou ¢ast ¢isla. VSech typi kvadrik tedy je K(n) =
Si_oreg(d)-

Poznamka V kazdé dimenzi mame také n kvadrik zcela trividlnich, jsou
to podprostory vSech dimenzi, véetné kvadriky formalné redlné. V roviné je
to napriklad kromé prazdné mnoziny jesté kuzelosecka sestavajici z jednoho
bodu a kurzelosecka sestavajici z primky. V prostoru pribude navic jesté ro-
vina.

5.6 Afinni klasifikace kvadrik

V této casti popiseme algoritmus jak se najde kanonicky tvar kvadriky v afin-
nim prostoru vzhledem k afinni grupé transformaci. Nejdrive zopakujeme, jak
se popisSe grupa afinnich transformaci v afinnim prostoru. Jak jsme jiz fekli
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v predchozim textu, afinni prostor chapeme jako projektivni prostor, ve kte-
rém jsme si vybrali jednu nadrovinu, kterd bude invariantni a to nadrovinu
xo = 0, jako jsme to udélali v ¢asti 3.1. Grupa afinnich transformaci je pak

grupa vSech matic tvaru
10
K =

kde t je sloupec n c¢isel a m je regularni matice stupné n. Predpokladame,
ze jsme zvolili afinni soustavu soutradnic, kterd sestava z pocatku (tj. vlast-
niho bodu Ay a baze vektorového prostoru, ktery je aritmetickym zdkladem
nevlastni roviny (tj. zaméfeni) afinniho prostoru.

Bodu X = (1,z)" pak matice K piitadi bod X’ = (1,2")?, kde 2’ =
t + mx, kde t znamend posunuti a m charakterizuje ptisobeni afinni grupy
na vektory.

Uvazujeme-li nevlastni rovinu afinniho prostoru jako projektivni prostor
dimenze n — 1, ptisobi matice K v tomto prostoru jako matice projektivni
transformace. To znamenad, ze afinni grupa ptisobi v nevlastni roviné jako
grupa projektivnich transformaci v P, ;. Toho vyuzijeme pfi afinni klasifikaci
kvadrik.

Bud F(X,Y) kvadrika, jejiz matici zapiSeme v piihodném tvaru

ag a’
FZ((J,O f)’

kde ay je ¢islo, a je sloupec n ¢isel a f = (fi;), 4,7 = 1, ..., n je matice kvadriky,
ktera vznikne jako priinik F' s nevlastni rovinou. Podivejme se, jak se zméni
matice F' na F' ptisobenim afinni transformace:

0 mt 0 m

F,_<1 tT> <a,0 a,T) (1 O>_<a0+2tTa+tTft (a¥ + T f)m

a f m!(a + ft) m? fm

Mame tedy
ap = ag + 2t"a + 1" ft,

d =m'(a+ ft),m =m" fm,

kde obrazy znac¢ime s ¢arkou. Muzeme tedy matici m zvolit tak, aby kvad-
rika f byla v kanonickém tvaru, f = Diag{ey, ..., €, }, se signaturou (p, q,r),
piitom p+q+r=mn,p > q.
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Zbyvaji jesté ag a a. Je-li r = 0, je kvadrika v nevlastni roviné regularni
a mizeme zvolit posunuti ¢ tak, aby @' = 0. Volba t je jednoznaéna protoze
t = f'a. MiiZeme je$té zvolit m = AE. Pak pro ag # 0 zvolime \ = \ﬂ\ag\).
Bude €, = €;]ag|. Mame tedy nasledujici vétu:

5.6.1.Véta Je-li prinik kvadriky s nevlastni nadrovinou regularni kvad-
rika v nevlastni roviné, lze rovnici kvadriky uvést na kanonicky tvar

F=uaxi+. . +a—a,, —..—x =¢ kde € je 1 nebo nula. Takové
kvadrika se nazyva stredova a pocatek soustavy souradnic je jeji stied.

Zbyvé pripad, kdy kvadrika v nevlastni roviné je singularni, tj. pro jeji
signaturu (p, g, r) plati, Ze 7 > 0. Necht téZ p > 1. (To znamen4, ze kvadrika
neni nevlastni nadrovina.) Predpokladejme, Ze kvadrika v nevlastni nadro-
viné je v kanonickém tvaru a zapiSme jeji matici ve tvaru prihodném pro
dalsi postup. Pisme

ag al ay
F=| a Diag(p,q) 0 |,
a9 0 0

kde a; je sloupec p + ¢ Cisel, ay je sloupec r ¢isel, Diag(p, q) je diagonélni
matice stupné p 4+ ¢ majici na diagondle p plus jednicek a ¢ minus jednicek.
Matici transformace zvolime ve tvaru

1 0 0
tw E 0 ,
tQ 0 my

kde podobné jako nahote t; je sloupec p + ¢ Cisel, t5 je sloupec r ¢isel, F je
jednotkova matice stupné p + q.
Pro zménénou kvadriku dostavame

ay = ay + Diag(r).ti, a = my ay, Diag(r)' = Diag(r),
aly = ag +t] ay + 2t5 ay + (a1 + Diag(r).t:) 1.
Vidime, ze mtizeme vzdy zvolit ¢, tak, aby a; = 0. Nyni musime rozlisit dva
pripady:

@) as # 0. Pak mizeme zvolit m; tak aby as = (—1,0, ...,0). Pfedpokla-
dejme, 7e jsme to uz udélali. Pak bude ¢, = 0 a af = ag + 2t ay. Lze tedy
zvolit ty tak, aby aj = 0.

f) ay = 0. Pak aj = ag a podobné jako u regularniho p¥ipadu zménime
ap na =1 nebo je to nula. Tim jsme hotovi.
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5.6.2 Véta Je-li priinik kvadriky s nevlastni nadrovinou singularni kvad-
rika v nevlastni roviné, lze rovnici kvadriky uvést na jeden z nasledujicich
kanonickych tvara

F=ai+. .42, —a,, —.. -2, =ckdeeje £l nebo nula,nebo

F=al+.. + xi — :1:12)4_1 — .= :1:12,4_(] = Tptqti-

Poznamka Je-li p = ¢, dostavame zdménou znaménka u e tytéz kvad-
riky. Tim je klasifikace skoncena.

Poznamka Nyni by uz nebylo obtizné provést euklidovskou klasifikaci
kvadrik, vysledek je podobny, pouze na diagonale mame misto plus minus
jednicek libovolna nenulova ¢isla. K tomu vSak potiebujeme vétu o predve-
deni symetrické matice na diagonalni tvar pomoci ortogonalni matice a tato
véta je jiz dosti vzdalend od elementarni linearni algebry a téz od projektivni
geometrie. Proto se touto otazkou nebudeme zabyvat.

Priklad Podivejme se jesté, jak to vypada v afinni roviné a ve tiiroz-
mérném afinnim prostoru.

V roviné tedy mame

a) > + y> = €. Pro € = 1 je to kruZnice, pro ¢ = —1 je to prazdna
mnozina, pro € = 0 je to jeden bod.

B) x?—y* = €. Pro e = 1 je to hyperbola, pro € = 0 jsou to dvé riiznobézky.

v) 2? = €. Pro € = 1 jsou to dvé rovnobézky, pro e = —1 je to prazdnd
mnozina (jeden nevlastni bod), pro € = 0 je to pfimka.

§) 22 = y. Dostavame parabolu.

a) 2?2 +y*+ 22 = €. Pro e = 1 je to sféra, pro e = —1 je to prazdnd
mnozina, pro € = 0 je to jeden bod.

B) 2? + y* — 22 = €. Pro € = 1 je to jednodilny (pi{mkovy) hyperboloid,
pro € = —1 je to dvoudilny hyperboloid, pro ¢ = 0 je to kuzel s kruhovou
podstavou.

7) 22 +y* = €. Pro e = 1 je to kruhovy vélec, pro e = —1 je to prazdnd
mnozina (bod v nevlastni roviné), pro ¢ = 0 p¥imka.

§) x? —y* = €. Pro € = 1 je to valec s hyperbolickou podstavou, pro € = 0
jsou to dvé riiznobézné roviny,

$)x* = €. Pro € = 1 jsou to dvé rovnobé&zné roviny, pro ¢ = —1 je to
prazdnd mnozina (p¥imka v nevlastni roviné), pro € = 0 je to rovina.

¥) 22 4y? = z je elipticky paraboloid. 2° —y? = z hyperbolicky paraboloid
a 22 = z parabolicky vélec.

Vsimnéme si jesté, ze prazdnd mnozina se zde vyskytuje v nékolika po-
dobach, praznd mnozina v nevlastni roviné, bod v nevlastni roviné, pfimka
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v nevlastni roviné a celd nevlastni rovina.

6 Naméty na cviCeni a reference

1)Dokazte algebraicky nékterou vétu z projektivni geometrie v roviné, kterou
jste dokazovali synteticky (napf. Pascalovu vétu).

2) Vyfteste pocetné nékteré euklidovské tlohy pro kuzelosecky véetné eu-
lidovské klasifikace.

3) Urcete kuzelosecku danou riznymi prvky napf. polarnim trojuhelnikem
a dvéma body, ¢tyfmi body a tec¢nou, najdéte sdruzené primeéry kuzelosecky
dané péti body atd.

V kazdé tloze zvolte vhodnou soustavu soutfadnic podle charakteru tlohy
(projektivni, afinni, nebo kartézska).

Pomitcka pro feSeni nékterych slozitéjsich tloh na pocitaci: Nejdiive na-
jdeme matici kolineace, kterd ptrevadi danou geometrickou bazi do kano-
nické geometrické baze (urcené kanonickou bazi vektorového zékladu). Za-
dané prvky problému pak vhodné prevedeme do prvkii kanoniké baze. Tim
se tiloha miZe pocetné velice zjednodugit. Reseni tilohy pak pomoci inverzni
matice prevedeme do ptvodniho zadani.

4) Urcete afinni typ dané kvadriky.

5) Reste podobné tilohy pro kvadriky (napi. najdéte rovnici kuzelové
plochy, je-li dan vrchol, t¥i body plasté a dvé te¢né roviny). Zde je volba
vhodné soustavy souradnic velice dilezita.

6) Je mozné hledat rizné pticky podprostort v prostoru vyssi dimenze.

Ve vétsiné pripadt uvedenych tloh je feSeni schidné pouze s pouzitim ma-
tematického sofware, nejlépe Mathematica nebo Maple. Vysledek zobrazte,
je-li to mozné.

Demonstraéni priklad 1

Sestroje pricku dvou mimobéznych rovin v Ps, kterd prochazi danym
bodem X ktery nelezi v 7adné z nich. Reeni: Necht rovina r, je dana body
Ag, Ay, Ag, rovina ry je dana body As, A4, As. Roviny r; a ry generuji cely
prostor, nebot dimenze jejich priiniku je -1. Je-li nyni X dany bod, miizeme
jednoznac¢né napsat X = myAg + ... + msAs pro jejich aritmetické zastupce.
Oznac¢ime-li Y = mgAg+mi A1 +moAs a Z = m3Az +myAs+msAs, vidime,
ze piimka T = aY + 7 je hledana pricka, nebot plati X =Y + 7 a YV
lezi v ry a Z lezi v ry. Numericky vypocet svérime pocitaci, vysledek je v
nasledujici ukazce:
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Zvolime 6 vektori Ay, ..., As, a libovolny vektor X. Nejdrive se presvéd-

¢ime, 7ze roviny jsou mimobézné a pak vektor X vyjadiime jako linearni
kombinaci vektori Ay, ..., As, jako feSeni prislusné soustavy Sesti rovnic o
Sesti neznamych.

with(linalg):

V V V V V V

AO:=vector(6,[1,2,3,4,5,6]);
Al:=vector(6,[-1,2,3,4,5,6]1);
A2:=vector(6,[1,-2,3,4,5,6]);
A3:=vector(6,[1,2,-3,4,5,6]);
A4 :=vector(6,[1,2,3,-4,5,6]);
A5:=vector(6,[1,2,3,4,-5,61);

X:=vector(6,[-1,6,-3,-9,8,6]);

Z:=evalm(mO*AQO+m1*A1+m2*xA2+m3*A3+m4*xAd+m5*A5) :

> solve({Z[1],Z[2]1,Z[3]1,Z[4],Z[5]1,Z2[6]1},{m0,m1,m2,m3,m4,m5}) ;

{m0 = 0, m1 =0, m2 =0, m3 =0, mb =0, md = 0}

Z:=evalm(mO*AO+m1*xA1+m2*xA2+m3*A3+md*Ad+mb*A5-X) :
solve({Z[1],Z[2],Z[3]1,Z[4]1,Z[5]1,Z[6]1},{m0,m1,m2,m3,m4,m5}) ;

-53 -3
{m2 = -1, m0 = -——, mb = ——, m4 = 13/8, m3 =1, ml = 1}
40 10
assign (%) ;
Y :=mO*AO+m1*A1+m2*A2;
53
Y := - —— A0 + A1l - A2
40

Z:=m3*xA3+m4*xA4+m5*A5;
Z := A3 + 13/8 A4 - 3/10 A5

evalm(Y+Z-X);
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(o, o, o, 0, 0, 0]

Demonstrac¢ni priklad 2

Pro demonstraci postupu na pocitaci pro ulohy o kuzeloseckach uvedeme
feSeni nasledujici alohy: Sestrojte kuzelosecku danou dvéma tecnami a tremi
body. Uvedena tiloha ma obecné ¢tyfi feSeni. Je mozné ji fesit priblizné na
pocitaci tak, ze napiSeme rovnici obecné kuzelosecky a do ni dosadime za-
dané podminky. Dostaneme pét rovnic pro Sest homogennich neznamych.
Pro jejich feseni v zadném piipadé nepouzijeme piikaz ,solve“, ktery nam
software nabizi.

Nejtive vyreSime linearni rovnice pro body, pak z kvadratickych rovnic
odstranime jeden c¢tverec, prislusnou neznamou vyjadiime a dosadime. Po-
sledni rovnici ¢tvrtého stupné resime numericky.

Zadané tecny jsou t; = 0,t5 = 0, body jsou A, B, C.

> k:=axx"2+bkx*y+cky  2+d*x+exy+f;

2 2
k:=ax +bxy+cy +dx+ey+f
> tl:=y—x+1;
> t2:=2xx+bxy-1;
> A:= [3,4];
> B:= [4,8];
> C:= [6,6];

Do rovnice kuzelosecky dosadime dané body, dostaneme rovnice ry, ro, r3.

rl:=subs(x=3,y=4,k);

rl :(=9a+12b+ 16 c +3d+ 4e+ f
> r2:=subs(x=4,y=8,k);

r2 ;=16 a+32b+64c+4d+ 8e+ £
> r3:=subs(x=6,y=6,k) ;

r3 ;=36 a+36b+36c+6d+6¢e+ £

Vyjadiime tecny explicitné, dosadime do rovnice kuzelosecky a pouzijeme
toho, ze tecna ma pouze jeden spolecny bod s kuzeloseckou. Dostaneme rov-
nice rq, 5.

> solve(tl, y);
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> rrd: = subs(y=%,k);

2 2
rrd :=ax +bx (x-1)+cxx-1) +dx+e (x-1) +f
> solve(t2, y);
- 2/3 x + 1/3

> rrb subs (y=%, k);
2 2
ax +bx (-2/3x+1/3) +c¢c (-2/3x+1/3) +dzx
+e (-2/3x+1/3) + f
expand (coeff (rr4,x) "2-4*coeff (rrd,x,2)*coeff (rr4,x,0));

rr5

%

=

N
1l

2 2 2
b - 2bd+2be-4cd+d +2de+e -4ac+4dace
-4 af-4bf-4cf
> r5:=expand(coeff (rr5,x) "2-4*coeff (rr5,x,2)*coeff(rr5,x,0));

rd

2 2 2
r5 :=1/9b +2/3bd+4/9be-89cd+d -4/3de+ 4/9 e
-4/9ac-4/3ae-4af+83bf-16/9 c f

Vytesime linearni rovnice ry, 19, r3 naptiklad pro neznamé a, b, ¢ a vysledek
se automaticky dosadi do ry4, 5.

> solve({r1,r2,r3},{a,b,c});

31 289 a7 31
{c=5/8d+3/4e+-—f,b=--——f--—-d- - e,
96 288 24 12
47
a=5/3e+-—-f+7/6d}
72
> assign(%);
> r4:=numer (r4) ;
2 2
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r4 := 276624 4 + 611136 d e + 346176 e + 194448 e f + 180264 f d

2
+ 22801 £
> r5:=numer (r5) ;
2 2
r5 := -566640 d - 4386240 d e - 2045376 e - 12008112 e f

2
- 88569480 f d - 4361711 £

Dostali jsme dvé kvadratické rovnice pro t¥i homogenni neznamé d, e, f. Od-
stranime jeden kvadraticky ¢len pomoci linearni kombinace, napf. d, vyjad-
fime neznamou d a dostavame jednu rovnici pro e, f. Vidime, 7e f neni nula,
polozime f rovno jedné, zbude jedna rovnice ¢tvrtého stupné pro e

> r6:=coeff(r4,d,2)*r5-coeff(r5,d,2)*r4d;

2
r6 := -867045150720 d e - 369642921984 e - 3211549959168 e f

2
- 2348600002560 f d - 1193633985024 f
> d:=solve(r6,d);

2 2
86345051 £ + 26739216 e + 232316982 e f

404507 £ + 149334 e
> r4:=numer (r4) ;

2 2 3
r4 := -3079895480699825664 ¢ f + 973222584217501824 e f

4 3
+ 3712848576499270656 e - 2807210441450290176 e £
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4
+ 528563761084576656 f
> f:=1;
f =1

Obdrzenou rovnici fesime numericky, v tomto pripadé dostaneme ¢tyfti realna
feSeni, oznacime je ey, eg, €3, €4 a postupné dosadime. Vysledek zobrazime.

X:=solve(r4d,e);
X := -.6387641980, -.3410498004, .5519521271, 1.183941842
> k:=numer (k) ;

2 2 2 2
k := 106121652 x e + 146676096 x e + 20332886 x - 2780909 x y

2 2
- 93748128 x y e — 219326184 x y e + 1791210 y

2 2 2
+ 60656400 y e + 4950030 y e - 172690102 x

2
- b3478432 x e — 464633964 x e + 339785880 e y

2
+ 125440560 e y + 339785880 + 125440560 e
> k1l:=subs(e=X[1],k);

8 2 9 8
k1 := .1239291085 10 x + .2596589413 10 - .3238736513 10 x ¥y

8 2 9 9

+ .2337831423 10 y + .1022811856 10 x - .1658608354 10 y
k2:=subs(e=X[2] ,k):
k3:=subs (e=X[3],k);
k4:=subs (e=X[4],k);
with(plots):
implicitplot ({k1,k2,k3,k4,t1,t2},x=-15..15,y=-15..15,
numpoints=100000,thickness=3,scaling=constrained) ;

V V V V V V
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Na nasledujicim obrazku vidime feseni tohoto problému.

Predpokladejme nyni, ze vime, ze zminénda tloha je eukleidovsky ftesi-
telnd. Treba od nékoho, kdo studoval v dobé, kdy se geometrie jesté vy-
ucovala. To znamend, ze zminénou tlohu je mozné tesit s pouzitim pouze
pravitka a kruzitka, jinymi slovy, analytické teseni se da vyjadrit pomoci
druhych odmocnin. Zkusime, jestli se nam to podari. K tomu ucelu pouzi-
jeme vhodnou soustavu soutadnic. Zde vyhodné vyuzijeme naSich znalosti
projektivni geometrie. Vzhledem k tomu, ze dana tloha je projektivni, mi-
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zeme pouzit kanonickou geometrickou soustavu soutednic v projektivni ro-
ving, A; = (1,0,0), 4, = (0,1,0), A3 = (0,0,1),J = (1,1,1). Zvolime ji
nasledujicim zpisobem: Jako teény pouzijeme ptimky spojujici body A;, A2
a Ay, Az, body A, B necht jsou na piimce spojujici A,, Az, a bod C bude
jednotkovy bod. Pro pohodlnost pouzijeme opét kartézskou soustavu sou-
fadnic, coz znamena, ze tecny jsou primky x = 0,y = 0, a mame sestrojit
hyperbolu, jsou-li ddny sméry asymptot pomoci vektori napt. (1, m), (1, p)
a posledni bod ma soufadnice (s, s). Tim se rovnice drasticky zjednodusi a

vysledek uvadime.

k:=axx"2+b*xxy+cky 2+dxx+exy+f ;

k := a

> f:=1;

Zvolili jsme obecnou kuzelosecku, f nemiize byt nula.

2
+bxy+cy

pro tecny, vyresime a dosadime.

> k1:=subs(x=0,k);

> rl:=e"2-4%c;

> k2:=subs(y=0,k);

> r2:=d"2-4%*a;

> solve({r1,r2},{a,c});

k2 :=ax +1+dzx
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2 2
{c=1/4e , a=1/44d}

> assign(%);

Prinik s nevlastni pfimkou dostaneme pomoci stupné homogennosti jednot-
livych koeficient. Dosadime dané nevlastni body (pro pohodli v nehomo-
gennim tvaru) a dany bod do rovnice kuzelosecky.

> subs(x=j*x,y=j*y,k);

2 2 2 2 2 2 2
1/4d j x +bj xy+1/4e j y +djx+ejy+1
> k3:=4xcoeff(%,j"2);

2 2 2 2
k3 :=d x +4bxy+e y
> r3:=subs(x=1,y=m,k3);

2 2 2
r3 :=d +4bm+e m
> r4:=subs(x=1,y=p,k3);
2 2 2
r4d :=d +4bp+e p
>r5:=subs (x=s,y=s,k) ;
2 2 2 2 2

r5 :=1/4d s +bs +1/4e s +ds+es +1

7 r3 a ry odstranime d?, rozlozime, fe§ime, zavedeme znaménko j abychom
vyjadrili obé feseni.

> r6:=factor (r3-r4d);

2 2
r6 := (m-p) (6 m+4b+e p)

> b:=solve(op(2,%),b);
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2 2
b:=-1/4e m-1/4e p
> solve(r3,d);
sqrt(m p) e, -sqrt(m p) e
> d:=j*%[1];
d := j sqrt(m p) e
> rb5:=factor(subs(j~2=1,4*r5));

2 2 2 2 2 2 2 2
r5:=mpe s - s e m-s e p+e s +4 jsqrt(mp) e s

+ 4 es + 4

Tim je uloha vyresena, dostavame dvakrat kvadratickou rovnici, Pro ilustraci
vysledek zobrazime. Ziskané feseni je pak tfeba pomoci projektivni transfor-
mace zobrazit podle piivodné zadanych dat.

> m:=1/2;p:=8;s:=16;
> r5;

2
-896 e + 64 j sqrt(4) e + 64 e + 4
X:=solve(rb,e);

A\

2
X :=1/14 j + 1/28 + 1/56 sqrt(16 j + 16 j + 18),

2
1/14 j + 1/28 - 1/56 sqrt(16 j + 16 j + 18)
el:=subs(j~2=1,X[1]);
el := 1/14 j + 1/28 + 1/56 sqrt(34 + 16 j)
> e2:=subs(j~2=1,X[2]);
e2 := 1/14 j + 1/28 - 1/56 sqrt(34 + 16 j)
> kll:=factor(subs(e=el,j=1,k));

A\

2 2
k1l := 1/12544 (43 + 30 sqrt(2)) (8 x - 17y x + 2y - 384 x
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V V V V V V

+ 320 x sqrt(2) - 192 y + 160 y sqrt(2) + 11008

- 7680 sqrt(2))
k12:=factor(subs(e=el, j=-1,k));

2 2
k12 := 1/12544 (-11 + 6 sqrt(2)) (-8 x + 17 yx - 2y + 128 x

+ 192 x sqrt(2) - 64 y - 96 y sqrt(2) - 2816 - 1536 sqrt(2))
k21:=factor(subs(e=e2, j=1,k));

2 2
k21 := 1/125644 (-43 + 30 sqrt(2)) (-8 x + 17y x -2y + 384 x

+ 320 x sqrt(2) + 192 y + 160 y sqrt(2) - 11008

- 7680 sqrt(2))
k22:=factor(subs(e=e2, j=-1,k));

2 2
k22 := 1/125644 (11 + 6 sqrt(2)) (8 x - 17y x + 2y - 128 x

+ 192 x sqrt(2) + 64 y - 96 y sqrt(2) + 2816 - 1536 sqrt(2))

with(plots):
h11:=implicitplot(k11l,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000) :
h12:=implicitplot(k12,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000) :
h21:=implicitplot(k21,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000) :
h22:=implicitplot(k22,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000) :
display([h11,h12,h21,h22]);
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