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ÚvodTento materiál obsahuje základní teoreti
kou výbavu pro výuku pøedmìtuProjektivní geometrie II na uèitelské kombina
i matematika, deskriptivní ge-ometrie pro tøetí roèník bakaláøského studia. Látka je pro zmínìné studentypomìrnì obtí¾ná, patøila by spí¹e na magisterské studium. Ni
ménì je dobroupøíle¾itostí pro pìstování logi
kého uva¾ování, 
o¾ pova¾uji za dùle¾ité zvlá¹tìu této uèitelské kombina
e, kde se klade velký dùraz na prostorovou pøedsta-vivost.Pøi tvorbì tohoto materiálu jsem se opíral o vynikají
í uèební text Mi-roslava Lávièky, (3), který se v¹ak pro znaènou rozsáhlost pro tento pøedmìtnehodí. Èást týkají
í se polarity jsem pøevzal, proto¾e lep¹í zpùsob výkladutéto látky neznám. Podstatný rozdíl je v¹ak v tom, ¾e v zde pøedlo¾enémtextu se pra
uje témìø výhradnì v oboru reálný
h èísel, 
o¾ pova¾uji za vý-hodné z didakti
kého hlediska, i kdy¾ to zpùsobuje drobné komplika
e.1 Opakování z lineární algebry1.1 Vektory a mati
eUva¾ujme vektorový prostor Vn nad tìlesem reálný
h èísel <. Je-liS = fu1; :::; usg skupina s vektorù z tohoto prostoru aM = (aij); i = 1; :::; s; j = 1; :::; tmati
e mají
í s øádkù a t sloup
ù, de�nujeme skupinu t vektorùT = SM = fv1; :::; vtgjako formální souèin øádkové mati
e S a mati
e M.1



Výsledkem je øádková mati
e sestávají
í z t vektorù, v = �tj=1ujaji. Vý-sledná mati
e je vlastnì skupina vektorù vzniklý
h jako lineární kombina
epùvodní
h vektorù a mati
e M je mati
e koe�
ientù této kombina
e. Z tohose snadno vyvodí vlastnosti této formální opera
e.Pøíklad. fu; vg� 1 2 34 5 6� = fu+ 4v; 2u+ 5v; 3u+ 6vgPo nás je nejdùle¾itìj¹í, ¾e regulární mati
e pøevádí nezávislou skupinuvektorù na nezávislou a obrá
enì jsou-li obì skupiny nezávislé a mají stejnýpoèet vektorù, je pøevádìjí
í mati
e regulární.Uva¾ujme nyní bázi B = fu1; :::; ung ve Vn a x buï libovolný vektor. Pakmù¾eme jednoznaènì napsatx = �ni=1uixi = fu1; :::; ung(x1; :::; xn)T = BxB,kde xB = (x1; :::; xn)T je sloupe
 souøadni
 vektoru x v bázi B:Z
ela formálnì nyní odvodíme:Buï C = fv1; :::; vng jiná báze ve Vn; pak C = BP; kde P je regulární mati
e(tzv. mati
e pøe
hodu). Pak mámex = B(x1; :::; xn)T = BxB = CxC = BPxC ;
o¾ znamená, ¾e xB = PxC; neboli xC = P�1xC , B = CP�1:Je-li dále Vm vektorový prostor nad < dimenze m; a � lineární zobrazeníz Vn do Vm; de�nujeme pro skupinu s vektorù S = fu1; :::; usg z Vn�(S) = f�(u1); :::; �(us)g:Jestli¾e jsou B = fu1; :::; ung a C = fv1; :::; vmg báze ve Vn a Vm, máme�(B) = CA a mati
i A nazýváme mati
í zobrazení � v bazí
h B a C.Jsou-li B1 a C1 jiné báze, B1 = BP a C1 = CQ, mámeC = C1Q�1,�(B1) = �(B)P = CAP = C1Q�1AP:Vzhledem k bazím B1 a C1 je tedy mati
e B zobrazení � dána vztahemB = Q�1AP:1.2 Kanoni
ký tvar mati
e lineárního zobrazeníBuï � : Vn ! Vm lineární zobrazení. Najdeme takové báze ve Vn a ve Vm,¾e mati
e tohoto zobrazení bude mít nejjednodu¹¹í mo¾ný tvar. Oznaème ~Vpobraz prostoru Vm; pøi zobrazení �; jeho dimenze ne
h» je p. Je-liWn�p jádrozobrazení �; je jeho dimenze skuteènì n� p; jak víme z lineární algebry. Pakpro libovolný podprostor ~Wp ve Vn takový, ¾e Vn = Wn�p� ~Wp platí, ¾e � jeisomor�smus ~Wp na ~Vp; � znaèí direktní souèet. K tomu staèí ukázat, ¾e �je prosté. 2



Buïte tedy x1; x2 2 ~Wn: Ne
h» �(x1) = �(x2): Mù¾eme napsat x2 =x1 + x3; kde �(x3) = 0: Je tedy x3 z jádra a tudí¾ je x3 = 0; proto¾e rozkladdo slo¾ek je v pøípadì direktního souètu jednoznaèný.Zvolíme nyní bázi fe1; :::; epg ve ~Wp libovolnì a doplníme jakoukoliv bázív prostoru Wn�p; na bázi ve Vn: Ve Vm zvolíme do báze nejdøíve vektory�(e1); :::; �(ep) a doplníme je libovolnì do báze 
elého prostoru Vm: Mati
ezobrazení � se vzhledem k takto zvoleným bázím skládá ze ètyø blokù, hornílevý blok je jednotková mati
e stupnì p a ostatní bloky jsou nulové. Vidímetedy, ¾e jediná vlastnost lineárního zobrazení dvou prostorù je jeho hodnost,neboli dimenze obrazu, � =  E 00 0 ! :To nám ukazuje, ¾e lineární zobrazení rùzný
h vektorový
h prostorù nejsouzajímavá, jediná vlastnost takového zobrazení je jeho hodnost. Podobnávlastnost platí i pro projektivní zobrazení, která budeme zkoumat pozdìji.1.3 Reálný Jordanùv tvar mati
eUva¾ujme komplexní roz¹íøení V Cn prostoru Vn jako prostor vektorù tvarux = y + Iz; kde y; z 2 Vn; a I je imaginární jednotka. Uva¾ujme mati
i Alineárního zobrazení tohoto prostoru do sebe jako prostoru nad komplexnímièísly (mati
e A mù¾e mít imaginární prvky).Poznámka V Cn je vektorový prostor na komplexními èísly, ale má je¹tìnì
o naví
, a si
e to, ¾e stále je¹tì víme, které vektory jsou reálné. Z lineárníalgebry víme, ¾e existuje podobná mati
e k mati
i A, která má tzv. Jordanùvkanoni
ký tvar. Mati
e v komplexním Jordanovì kanoni
kém tvaru se skládáz tzv. Jordanový
h blokù kolem hlavní diagonály a ostatní bloky jsou nulové.Oznaème J jeden takový blok. Potom jeJ = 0BBBB� � 1 0 : : : 00 � 1 : : : 0... ... ... . . . ...0 : : : : : : : : : � 1CCCCAmati
e, která má na hlavní diagonále vlastní èíslo � a na vedlej¹í diagonálenad ní samé jednièky. 3



Uva¾ujme nyní pøípad, kdy je mati
e A reálná. Pak s ka¾dým imaginár-ním vlastním èíslem má té¾ vlastní èíslo imaginárnì sdru¾ené a také k nìmuodpovídají
í Jordanùv blok. Uva¾ujme nyní lineární zobrazení mají
í Jor-danùv blok stupnì p odpovídají
í vlastnímu èíslu � = a + Ib v èásti bázeB = fe1; :::; epg: Pak B0 = BJ , B0 = fe01; :::; e0pg; obrazy vektorù oznaèímeèárkou. Dostanemee0i = (a + Ib)ei + ei�1; kde e0 = 0: Podobnì pro komplexnì sdru¾enévektory �B = f�e1; :::; �epg bude�e0i = (a� Ib)�ei + �ei�1; kde �e0 = 0: Z toho plyne(e0i + �e0i)=2 = a(ei + �ei)=2� b(ei � �ei)=(2I) + (ei�1 + �ei�1)=2;(e0i � �e0i)=(2I) = a(ei � �ei)=(2I) + b(ei + �ei)=2 + (ei�1 + �ei�1)=(2I):Po oznaèení(e0i + �e0i)=2 = fi; (e0i � �e0i)=(2I) = gi; i = 1; :::; p; f0 = g0 = 0;dostáváme f 0i = afi + bgi + fi�1; g0i = �bfi + agi + gi�1:Pro reálné vektory fi; gi; i = 1; :::; p uspoøádané støídavì tj. v poøadíf1; g1; f2; g2; :::; fp; gp; dostáváme Jordanùv blok v reálném tvaru, kterýpro vìt¹í názornost uvádíme pro p = 3:
J = 0BBBBBBBB� a b 1 0 0 0�b a 0 1 0 00 0 a b 1 00 0 �b a 0 10 0 0 0 a b0 0 0 0 �b a

1CCCCCCCCA :Tomuto tvaru mati
e øíkáme reálný Jordanùv tvar mati
e a má podobnévlastnosti jako v pøípadì komplexním. Spe
ielnì je urèen jednoznaènì a¾na poøadí blokù. Mati
e podobnosti je rovnì¾ reálná, proto¾e obì báze jsoureálné.
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1.4 Kvadrati
ké formyNakone
 se budeme vìnovat kvadrati
kým formám.Buï F (x; y) symetri
ká bilineární forma na Vn, F (x; y) = F (y; x):Uva¾ujme bázi B = fu1; :::; ung ve Vn a x; y buïte libovolné vektory,x = BuB = u1x1 + ::: + unxn; y = BuB = u1y1 + :::+ unyn:Pak F (x; y) = �ni;j=1;:::;nxiyjF (ui; vj) = xTBFyB; kde F je symetri
ká mati
eF = (Fij) = (F (ui; vj); i; j = 1; :::; n: F se nazývá mati
e bilineární formyF (x; y) vzhledem k bázi B.Je-li C jiná báze, máme xB = PxC; yB = PyC:Je tedy F (x; y) = xTBFyB = xTCGyC = xTBP TFPyC;kde G je mati
e F v bázi C a platí G = P TFP:Pro podprostory V a W ve Vn de�nujemeV ℄W = fmno¾ina v¹e
h v + w; kde v 2 V;w 2W:gJe to nejmen¹í podprostor v 
elém prostoru, který obsahuje dané dvapodprostory, nazývá se souèet nebo spojení podprostorù V a W .Pro jeji
h dimenze platí:dim(V ) + dim(W ) = dim(V \W ) + dim(V ℄W ):Víme, ¾e ke ka¾dé kvadrati
ké formì existuje báze, ve které je mati
etéto kvadrati
ké formy diagonální, pøièem¾ prvky na diagonále jsou rovnyplus nebo minus jedné, nebo nuly.De�nujme signaturu �(F ) kvadrati
ké formy F (x; x) ve Vn jako troji
i�(F ) = (p; q; r); kde p je poèet plus jednièek, q je poèet minus jednièek a rje poèet nul. Samozøejmì je p+ q + r = n:Mù¾eme také pøedpokládát, ¾e p � q; proto¾e vynásobíme-li formu minusjednièkou, plus jednièky a minus jednièky se zamìní. To budeme té¾ v dal¹ímpøedpokládat.Sylvestrova vìta øíká, ¾e signatura kvadrati
ké formy je vlastnost této formy,to znamená, ¾e signatura nezávisí na bázi, ve které byla forma diagonali-zována. Tato vìta se té¾ nazývá zákon setrvaènosti kvadrati
ký
h forem.Jeliko¾ tuto vìtu budeme hodnì pou¾ívat, uvedeme její dùkaz, který je veli
ejednodu
hý.Pøedpokládejme, ¾e kvadrati
ká forma F (x; x) má v bázi B = (u1; :::; un)a souøadni
í
h yi; i = 1; :::; n tvarF (x; x) = y21 + ::: + y2p � y2p+1:::� y2p+q
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a v bázi C = fv1; :::; vng a souøadni
í
h zi; i = 1; :::; n tvarF (x; x) = z21 + ::: + z2r � z2r+1:::� z2r+s:Pøedpokládejme nyní, ¾e p > r:Oznaème V podprostor generovaný vektory u1; :::; up; W podprostor genero-vaný vektory vr+1; :::; vn:Platí F (v; v) > 0 pro v¹e
hny nenulové vektory z V , F (w;w) � 0 prov¹e
hny vektory z W: Uká¾eme, ¾e prostor V \W je netriviální, tj. ¾e mákladnou dimenzi.Platí dim(v) = p; dim(W ) = n� s; dim(V ℄W ) � n;dim(V \W ) = dim(V )+dim(W )�dim(V ℄W ) � p+n� r�n = p� r > 0:Pro nenulový vektor u z V \W tedy je F (u; u) > 0; F (u; u) � 0, a to jespor.Je¹tì nìkolik poznámek o vztahu symetri
ké bilineární formy F (x; y) apøíslu¹né kvadrati
ké formy F (x; x): Vzor
emF (x; y) = (F (x+ y; x+ y)� F (x; x)� F (y; y))=2je jednoznaènì de�nována symetri
ká bilineární forma pøíslu¹ná k dané kva-drati
ké formì. V pøípadì euklidovské geometrie je to tak zvaná kosinovávìta, dávají
í vztah mezi stranami a úhly v trojúhelníku. V projektivní geo-metrii tato vìta øíká, ¾e polarita vzhledem ke kvadri
e je jednoznaènì urèenakvadrikou (tj. jejími body, je-li tato kvadrika reálná a regulární).2 Projektivní prostorNejdøíve uvedeme obe
nou de�ni
i projektivního prostoru a jeho základní
hvlastností a pak teprve se budeme vìnovat pøíkladùm.De�ni
e. Buï Vn+1 vektorový prostor dimenze n + 1 nad <: Mno¾inu jed-norozmìrný
h podprostorù f�xjx 2 Vn+1; x 6= 0; � 2 <; � 6= 0g z Vn+1 nazý-váme projektivním prostorem Pn dimenze n (nad <) a jeho prvky nazývámebody tohoto prostoru.De�ni
e. Zobrazení � : (Vn+1 � f0g) ! Pn : x ! f�xg nazýváme pøi-rozenou projek
í a pro ka¾dý bod x z Pn nazýváme ka¾dý vektor z ��1xaritmeti
kým zástup
em tohoto bodu.Je-li pro m � 0 Vm+1 (m+ 1)-dimenzionálním podprostorem prostoru Vn+1;6



nazýváme �(Vm+1) m-dimenzionálním podprostorem Pm prostoru Pn:Poznámka. Jednodimenzionální podprostor se nazývá pøímka, dvoudimen-zionální podprostor se nazývá rovina, k-dimenzionální podprostor je k-dimenzionálnírovina, n� 1 dimenzionální podprostor je nadrovina.2.1 Opera
e s podprostoryZatím
o prùnik podprostorù má pøirozený smysl i pro projektivní podpro-story, opera
i spojení je tøeba vìnovat urèitou pozornost. Spojení podpro-storù budeme de�novat tak, aby byla v souladu s pøirozenou projek
í.De�ni
e. Buïte Pm a Pr podprostory v Pn; pak de�nujemePm℄Pr = fABjA 2 Pm;B 2 Prg; kde AB znaèí pøímku spojují
í bodyA a B:Poznámka. De�ni
e je v souladu s pøirozenou projek
í, proto¾e projek
espojení vektorový
h prostorù je spojením jeji
h projek
í.Platí�(Vm+1 \ Vr+1) = �(Vm+1) \ �(Vr+1);�(Vm+1 ℄ Vr+1) = �(Vm+1) ℄ �(Vr+1):2.1.1. Vìta o dimenzí
h.Buïte P;Q podprostory v Pn: Pak platídim(P) + dim(Q) = dim(P \Q) + dim(P ℄Q):Dùkaz.Mámedim��1(P) + dim��1(Q) = dim��1(P \Q) + dim��1(P ℄Q)z vìty o dimenzí
h podprostorù vektorového prostoru s výjimkou pøípadu,kdy prùnik podprostorù ��1(P) a ��1(P) je triviální. Pak prùnikem P a Qje prázdná mno¾ina a ta zatím nemá dimenzi.Pro za
hování obe
nosti dokazované formule de�nujeme dimenzi prázdnémno¾iny jako �1 a vìta pak platí i v tomto spe
iálním pøípadì, proto¾e je-lidim(P) = r; dim(Q) = s; je dim��1(P) = r + 1; dim��1(Q) = s+ 1:dim(��1(P) ℄ ��1(Q)) = dim(��1(P ℄Q)) = r + s+ 2,dim(P ℄Q) = r + s+ 1: Je tedydim(P) + dim(Q) = �1 + dim(P ℄Q) + 1:De�ni
e. Podprostory P;Q v Pn: se nazývají doplòkové mají-li prázdnýprùnik a jeji
h spojení je 
elý prostor (tj. Vn+1 je direktním souètem jeji
haritmeti
ký
h základù). Znamená to, ¾e jeji
h pøíèky vyplní 
elý prostor.7



Pøíklady. V P3 jsou doplòkovými podprostory dvì mimobì¾ky nebo ro-vina a bod mimo ni. V P4 je to napøíklad pøímka a s ní mimobì¾ná rovina,v P5 to mohou být dvì roviny.2.2 Souøadni
eZvolíme-li v prostoru Vn+1 bázi U = fu0; :::; ung; pak jsou ka¾dému bodu A zPn pøiøazeny souøadni
e (a0; :::; un) jeho libovolného aritmeti
kého zástup
ea, a = a0u0+:::+anun: Tyto souøadni
e jsou urèeny a¾ na libovolný nenulovýnásobek. Proto jim budeme øíkat homogenní souøadni
e bodu a:Mno¾ina bodù A0; :::;Ar se nazývá lineárnì nezávislá, jestli¾e existujíjeji
h aritmetiètí zástup
i, kteøí tvoøí lineárnì nezávislou mno¾inu. V¹imnìmesi, ¾e lineární závislost a nezávislost bodù nezávisí na volbì aritmeti
ký
hzástup
ù. Je-li A0; :::;Ar lineárnì nezávislá, urèuje podprostor Pr dimenzer v Pn jako podprostor nejmen¹í dimenze tyto body obsahují
í.Homogenní souøadni
e X libovolného bodu X tohoto podprostoru se dajívyjádøit pomo
í parametri
ké rovni
e X = x0v0+ :::+xrvr; kde v0; :::; vr jsoulibovolní aritmetiètí zástup
i bodù A0; :::;Ar:Vylouèením parametrù dostáváme lineární rovni
e podprostoru a obrá-
enì Gaussova eliminaèní metoda pou¾itá na systém rovni
 podprostoru dáváparametri
ké vyjádøení podprostoru. Spe
iálnì nadrovina se dá vyjádøit jed-nou rovni
í.Úmluva. Pro zjednodu¹ení oznaèení budeme bod a jeho aritmeti
kéhozástup
e oznaèovat stejným písmenem, nebude-li nebezpeèí z nedorozumìní.2.3 Pøíklady projektivní
h prostorù1. Základním pøíkladem projektivního prostoru je projektivní prostor vy-tvoøený z aritmeti
kého prostoru Rn+1 (n + 1)� ti
 reálný
h èísel. Tentoprojektivní prostor je v jistém smyslu jediný n-dimenzionální projektivníprostor; pokud si v libovolném vektorovém prostoru zvolíme bázi, mù¾emejej ztoto¾nit s prostorem (n + 1)� ti
, podrobnostmi se nebudeme zabývat.2. Projektivní roz¹íøení euklidovské roviny.Uva¾ujme pro jednodu
host euklidovskou rovinu E2 jako mno¾inu dvoji
reálný
h èísel A = [x; y℄; ve které je obvyklým zpùsobem zavedena vzdálenostd(A1; A2) podle Pythagorovy vìty,d(A1; A2) = q(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 pro A1 = [x1; y1℄; A2 = [x2; y2℄:8



Tuto mno¾inu roz¹íøíme o dal¹í t.zv. nevlastní prvky (prvky v nekoneènu)a tak získáme roz¹íøení euklidovské roviny, které oznaèíme ~E2 následují
ímzpùsobem:Nevlastním bodem (bodem v nekoneènu) A1 nazveme mno¾inu v¹e
hpøímek rovnobì¾ný
h s nìjakou pøímkou, representantem nevlastního boduje libovolný vektor u = (u1; u2) v rovinì, který tento systém pøímek urèuje.Tento vektor je tedy z de�ni
e nenulový. Uká¾eme, ¾e takto vzniklá mno¾inaje projektivní rovina (projektivní prostor dimenze 2) podle hoøej¹í de�ni
e.Uva¾ujme vektorový prostor R3: Bodu A = [x; y℄; z E2 pøiøadíme aritme-ti
kého zástup
e (1; x; y) (a v¹e
hny nenulové násobky), nevlastnímu boduA1 urèenému vektorem u = (u1; u2) pøiøadíme troji
i (0; u1; u2): Aby bylade�ni
e formálnì v poøádku, musíme je¹tì øí
t, ¾e mno¾ina v¹e
h nevlastní
hbodù tvoøí pøímku tzv. nevlastní pøímku.De�nujeme-li in
iden
i pro nevlastní prvky pøirozeným zpùsobem, tj.mno¾inovì, snadno nahlédneme, ¾e vzniklá mno¾ina má vlastnosti projek-tivní roviny, ka¾dé dvì rùzné pøímky se protínají právì v jednom bodì aka¾dé dva rùzné body urèují právì jednu pøímku.3. Analogi
ky se zavede projektivní roz¹íøení euklidovského prostoru.Poznamenejme pouze, ¾e nevlastní rovina projektivního roz¹íøení eukli-dovského postoru je jiná rovina, ne¾ jsou roviny euklidovského prostoru, ne-bo» je to projektivní rovina. To znamená napøíklad to, ¾e dvì rùzné nevlastnípøímky mají spoleèný právì jeden bod, neboli ka¾dé dvì rùznobì¾né rovinyv euklidovském prostoru mají spoleèný smìr.2.4 Geometri
ká bázeZvolíme-li mno¾inu n+ 1 nezávislý
h bodù A0; :::;An v Pn; pak lze souøad-ni
e libovolného bodu A vyjádøit pomo
í lineární kombina
e aritmeti
ký
hzástup
ù tì
hto bodù. Bylo by pøíjemné, kdyby
hom koe�
ienty této lineárníkombina
e mohli pova¾ovat za homogenní souøadni
e bodu A: Bohu¾el tomutak ale není.Skuteènì, buïte u0; :::; un aritmetiètí zástup
i bodù A0; :::;An: Pak jeu = �0u0 + :::+ �nun pro aritmeti
kého zástup
e u bodu A:Zvolíme-li jiné aritmeti
ké zástup
e bodù A;A0; :::;An; oznaème jev; v0; :::; vn, v = �0u0 + :::+ �nun; dostávámeui = �ivi; i = 0; :::; n; u = �v, a tedyu = �0u0 + ::: + �nun = �v = �0�0v0 + :::+ �n�nvn:9



Nakone
 �0 = �0�0=�; :::; �n = �n�n=�;pøitom �; �i; i = 0; :::; n jsou volitelná èísla.Vidíme tedy, ¾e koe�
ienty lineární kombina
e nejsou urèeny a¾ na náso-bek, jak by
hom potøebovali. Problém vyøe¹íme tak, ¾e vybereme jeden boda jeho souøadni
e pevnì zvolíme (a¾ na násobek). Obvykle se volí bod, jeho¾souøadni
e jsou v¹e
hny stejné, 
o¾ udìláme i my.Zvolme tedy libovolný bod A, takový, aby ¾ádná mno¾ina n + 1 bodù zmno¾iny A0; :::;An;A nebyla lineárnì závislá (tj. A nele¾í v ¾ádné souøadni-
ové nadrovinì), �i 6= 0; i = 0; :::; n: Pak �i = �j; i; j = 0; :::; n a podle pøed-
hozího jsou èísla �i urèena a¾ na násobek a �i = �j; �i = �j; i; j = 0; :::; ndává �i = �j:Takto zvolený bod se nazývá jednotkový a budeme jej znaèit J:De�ni
e. Buï Pr podprostor dimenze r v Pn: Skupina bodù A0; :::; Ar; Jse nazývá geometri
ká báze podprostoru Pr; jestli¾e ka¾dá podskupina n+1bodù z této skupiny je lineárnì nezávislá a J = �(A0 + :::+Ar): Souøadni
ebodù tohoto podprotoru jsou pak urèeny a¾ na násobek.2.5 DvojpomìrPro tøi rùzné body A;B;C na euklidovské pøím
e de�nujeme jeji
h dìli
í po-mìr jako (A;B;C) = d(A;C)=d(B;C), kde d(A;B) je vzdálenost bodù A aB: Pro ètyøi body A,B,C,D de�nujeme jeji
h dvojpomìr jako pomìr dìli
í
hpomìrù (A;B;C)=(A;B;D) (pøedpokládáme, ¾e jsou de�novány). Uká¾emenyní, ¾e takto de�novaný dvojpomìr je pojmem projektivní geometrie, tj. ¾ese nemìní pøi projektivní
h transforma
í
h. Zavedeme-li homogenní souøad-ni
e (x0; x1) pro bod x; dostáváme(A;B;C;D) =(
� a)=(
� b)(d� a)=(d� b) = (
� a)(d� b)(
� b)(d� a) = (
1a0 � a1
0)(d1b0 � b1d0)(
1b0 � b1
0)(d1a0 � a1d0) :Uvedený výraz je pomìr souèinù determinantù homogenní
h souøadni
bodù. Víme, ¾e tento determinant se pøi zmìnì báze násobí determinantemtransforma
e a to dokazuje invariantnost vzhledem k volbì soustavy souøad-ni
 na pøím
e. Zvolíme-li body A;B;C jako geometri
kou soustavu souøadni
na pøím
e, bude a1 = 0; b0 = 0; 
1 = 
0 a dvojpomìr bodù je pak roven po-mìru homogenní
h souøadni
 bodu D vzhledem k této soustavì souøadni
,(A;B;C;D) = d1=d0: 10



Je-li dvojpomìr ètyø bodù roven �1 , øíkáme, ¾e body tvoøí harmoni
kouètveøi
i, nebo ¾e se harmoni
ky oddìlují (v euklidovské geometrii je to napøíklad støed úseèky a nevlastní bod).3 Geometrie vzniklé zmen¹ením projektivnígrupyPodle Erlangenského programu Felixe Kleina z roku 1872 se geometrie za-bývá studiem vlastností, které za
hovává nìjaká grupa transforma
í prostoru.Obrá
enì, máme-li u¾ nìjakou geometri
kou teorii, lze k ní najít grupu trans-forma
í, které její vlastnosti za
hovávají.V projektivním prostoru jsou to transforma
e vzniklé promítnutím line-ární
h transforma
í prostoru Vn+1 do Pn pomo
í �: Podrobnìji øeèeno toznamená, ¾e ke ka¾dému lineárnímu zobrazení � : Vn+1 ! Vn+1 : u! �(u) jejednoznaènì de�nováno indukované zobrazení, které oznaèíme stejným pís-menem, podle pravidla� : Pn ! Pn : �(�(u))! �(�(u)):Ihned vidíme, ¾e de�ni
e nezále¾í na volbì aritmeti
kého zástup
e, a ¾epøevádí podprostory do podprostorù. Není ov¹em na první pohled zøejmé,¾e takto získáme v¹e
hna zobrazení, které za
hovávají projektivní geometrii.Kdyby
hom pøijali stanovisko Kleinovo a zaèali grupou, problém zmizí.Snadno nahlédneme, ¾e nenulové násobky identi
kého zobrazení ve vek-torovém prostoru dávají identitu v projektivním prostoru.Zvolíme-li bázi ve Vn+1; jsou v¹e
hna regulární zobrazení v tomto pro-storu popsána regulárními mati
emi stupnì n + 1, tedy mati
emi grupyGL(n + 1;<). Tuto grupu je tøeba faktorizovat násobky jednotkové ma-ti
e a mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e determinant této mati
e je v absolutníhodnotì roven jedné. S malou nepøesností tedy lze za grupu transforma
í pro-jektivního prostoru pova¾ovat grupu SL(n + 1;R); je to grupa mati
 stupnìn+ 1 s determinantem rovným jedné, nazývá se spe
iální lineární grupa.(Malá nepøesnost je v tom, ¾e determinat mati
e �E mù¾e být plus nebominus jedna podle parity dimenze)3.1 A�nní geometrieVybereme-li nìjakou podgrupu grupyGL(n+1;<), získáme geometrii, kterámá v¹e
hny vlastnosti projektivní geometrie, ale mù¾e získat dal¹í, které se11



si
e projektivními transforma
emi neza
hovávají, ale na¹e vybraná podgrupaje za
hovává. My se budeme zabývat pouze nìkterými podgrupami. Nejjed-nodu¹¹í je z tohoto hlediska geometrie a�nní, která se zabývá projektivnímitransforma
emi, které za
hovávají jednu pevnou nadrovinu.(Èím men¹í jegrupa, tím ví
e má geometrie vlastností, proto je nejjednodu¹¹í.)Pøedpokládejme, ¾e jsme si zvolili bázi B = fe0; :::; eng ve Vn+1 a uva¾u-jeme nadrovinu danou rovni
í x0 = 0: Podívejme se, jak vypadají projektivnítransforma
e, které tuto rovinu za
hovávají. Buï m = � a b
 d� mati
e pro-jektivní transforma
e, kde a 2 <; b je øádek délky n, 
 je sloupe
 délky n a dje mati
e stupnì n. Je-li dále û vektor representují
í bod nadroviny x0 = 0;je û = (0; u)T kde u je øádek délky n: Pro mati
i transforma
e za
hovávají
ínadrovinu x0 = 0 máme mû = � a b
 d�� 0u� = � budu� : Vidíme, ¾e b = 0 jenutná a postaèují
í podmínka, pro to, aby mati
e m za
hovávala vybranounadrovinu x0 = 0. V takovém pøípadì je a 6= 0 a mù¾eme tedy vynásobitmati
i vhodným koe�
ientem, aby bylo a = 1:De�ni
e: Obe
nou a�nní grupou stupnì n GA(n;<) nazýváme grupumati
 stupnì n+ 1 tvaru = fm = � 1 0t r � ; kde v prvním øádku je èíslo 1 anulový øádek, t je sloupe
 n èísel a r je regulární mati
e stupnì n .Tato grupa pùsobí v èásti Pn bez nadroviny x0 = 0 jako grupa transfor-ma
í, tuto èást nazýváme a�nním prostorem dimenze n: Mù¾eme pøedpoklá-dat ¾e první souøadni
e bodu je rovna jedné a tím se zbavíme homogenní
hsouøadni
.Pøidáme-li k a�nnímu prostoru vybranou nadrovinu x0 = 0 (a nazveme jinevlastní nadrovinou), dostáváme projektivní roz¹íøení a�nního prostoru, 
o¾je projektivní prostor mají
í je¹tì dal¹í vlastnosti. Nebudeme tyto prostoryrozli¹ovat.Pøirozenou realiza
í a�nní geometrie je na pøíklad prostor <n; kde grupaa�nní
h transforma
í pùsobí podle pravidla x0 = rx + t; kde x je bod a x0je jeho obraz. Toto je hodnì pou¾ívaný zpùsob, jak se a�nní geometrie de�-nuje, zde se ov¹em ztrá
í pøirozené pùsobení mati
ové grupy ve vektorovémprostoru, které známe z lineární algebry.Z tohoto hlediska je pøirozenìj¹í realizovat a�nní prostor jako podmno¾inuv <n+1 danou rovni
í x0 = 1: Pùsobení grupy transforma
í je pak pøirozené.Spe
ializa
í mati
e r dostáváme pak dal¹í geometrie, je-li determinantmati
e r roven jedné, dostáváme tzv. spe
iální a�nní grupu SA(n;<); a ekvi-12



a�nní geometrii. V této geometrii je mo¾né de�novat objem tìlesa. Podobnìdostaneme geometrii euklidovskou, jestli¾e r je ortogonální mati
e, r:rT = E;nebo geometrii ekviformní, jestli¾e platí r:rT = k2E; k 6= 0: V této geometriineumíme rozli¹it podobné útvary. Podobným zpùsobem lze de�novat i Min-kovského geometrii a nìkteré dal¹í. Lobaèevského geometrie není odvozena za�nní geometrie, bylo by tøeba ji de�novat jinak.4 Projektivní transforma
eProjektivní transforma
e (projektivita), je vzájemnì jednoznaèné zobrazeníprojektivního prostoru na sebe, které vznikne projek
í isomor�smu pøíslu¹-ného vektorového prostoru. Jak jsme ukázali v první kapitole, zmìní se mati
eisomor�zmu pøi zmìnì báze v mati
i podobnou. Je-li M mati
e daného iso-mor�zmu v nìjaké bázi, je jeho mati
e v jiné bázi rovna mati
iM 0 = Q�1MQ;kde Q je mati
e pøe
hodu. Kanoni
ké tvary mati
 vzhledem k podobnosti jsouJordanovy kanoni
ké tvary tì
hto mati
. Tak¾e klasi�ka
e projektivit je dánaklasi�ka
í mati
 podle Jordanový
h tvarù, nesmíme ov¹em zapomenout, ¾ehledáme reálné Jordanovy tvary urèené a¾ na násobek a nemají
í nulu jakovlastní èíslo. Jako pøíklad uvedeme projektivnosti na pøím
e a v rovinì.To znamená, ¾e mati
e ka¾dé projektivní transforma
e se dá pøevést nareálný Jordanùv kanoni
ký tvar. Ne v¹e
hny Jordanovy kanoni
ké tvary ur-èují projektivní transforma
e, musejí to být regulární mati
e.4.1 Projektivity na pøím
eJordanovy kanoni
ké tvary regulární
h mati
 stupnì dva jsou tyto:��1 00 �2 � ; �1�2 6= 0;�� 10 �� ; � 6= 0;Pro projektivity na pøím
e tedy dostáváme následují
í pøípady:a) �1; �2 reálná. � 1 00 �� ; � 6= 0;Pro � 6= 1 má projektivita dva rùzné samodru¾né body, pro � = 1; je toidentita.b) �1; �2 imaginární. �1 = 
os�+ I sin�; �2 = 
os�� I sin�:� 
os� sin�;� sin� 
os� � ; sin� 6= 0: 13



Projektivita nemá samodru¾né body.
) � 1 10 1� ; projektivita má jeden samodru¾ný bod.Poslední zmìna je podle následují
ího výpoètu:� 1 00 1=�� :�� 10 �� : � 1 00 �� = �� �0 �� ;Zajímavé jsou involu
e tj. projektivity, které nejsou identity, ale jeji
hètvere
 je identita. Podívejme se, které to jsou podle jednotlivý
h pøípadù:a) Zde musí být �2 = 1; tj. � = �1; má dva samodru¾né body. Samod-ru¾né body, bod a jeho obraz tvoøí harmoni
kou ètveøi
i. Involu
e se nazýváhyperboli
ká.b) Ètvere
 mati
e projektivity je� 
os 2� sin 2�;� sin 2� 
os 2� � ; musí tedy být sin 2� = 2 
os� sin� = 0; a tedy
os� = 0; tak¾e sin� = �1; a tedy� 0 1�1 0�. Výsledná involu
e nemá samodru¾né body, páry odpovídají-
í
h bodù se harmoni
ky oddìlují. involu
e se nazývá elipti
ká.
) Neexistuje.4.2 Projektivity v rovinìPro mati
e tøetího stupnì máme následují
í Jordanovy kanoni
ké tvaryJ1 = 0B� �1 0 00 �2 00 0 �3 1CA ; J2 = 0B� �1 1 00 �1 00 0 �2 1CA ; J3 = 0B� � 1 00 � 10 0 � 1CA ;Ne v¹e
hny tyto mati
e mohou být mati
emi projektivit. Jeliko¾ se jednáo regulární mati
e, nesmí ¾ádné vlastní èíslo být rovné nule. Dále víme, ¾ealespoò jedno vlastní èíslo musí být reálné, dvì mohou být imaginární. Tomù¾e nastat pouze v pøípadì J1; nebo» v pøípadì J2 musí být �2 reálné a �1také, proto¾e pro imaginární by
hom nemìli komplexnì sdru¾ený blok.Celkem tedy dostáváme následují
í pøípady (nad reálnými èísly):Poznámka: Pøímka se nazývá silnì samodru¾ná, jestli¾e ka¾dý její bod jesamodru¾ný a slabì samodru¾ná v opaèném pøípadì. Podobnì bod se nazývásilnì samodru¾ný, jestli¾e pøímky tímto bodem pro
házejí
í jsou samodru¾néa nazývá se slabì samodru¾ný v opaèném pøípadì.14



Nyní rozebereme jednotlivé pøípady.J1a = 0B� �1 0 00 �2 00 0 1 1CA ; �1 6= �2 6= 1; �1�2 6= 0To je obe
ná projektivnost, má tøi slabì samodru¾né body a tøi slabì samod-ru¾né pøímky. J1b = 0B� a b 0�b a 00 0 1 1CA ; b 6= 0Tato projektivita má jeden slabì samodru¾ný bod a jednu slabì samodru¾noupøímku. J1
 = 0B� � 0 00 � 00 0 1 1CA ; � 6= 1; � 6= 0;To je tzv. perspektivní kolinea
e, její vlastnosti popí¹eme pozdìji. Má jednusilnì samodru¾nou pøímku a jeden silnì samodru¾ný bod.J1d = 0B� 1 0 00 1 00 0 1 1CATo je identita. J2a = 0B� 1 1 00 1 00 0 � 1CA� 6= 0; � 6= 1Tato projektivita má dvì slabì samodru¾né pøímky a dva slabì samodru¾nébody. J2b = 0B� 1 1 00 1 00 0 1 1CATato projektivita má podobné vlastnosti jako perspektivní kolinea
e, ale jejístøed le¾í na její ose. Má silnì samodru¾ný bod a silnì samodru¾nou pøímku apak je¹tì nekoneènì mnoho slabì samodru¾ný
h bodù a slabì samodru¾ný
hpøímek. J3 = 0B� 1 1 00 1 10 0 1 1CA15



Tato projektivita má jednu slabì samodru¾nou pøímku a jeden slabì samod-ru¾ný bod.Je jasné, ¾e ka¾dá a�nita nebo shodnost patøí k nìkterému typu tì
htotransforma
í, doplníme-li toti¾ a�nní rovinu do projektivnì roz¹íøené projek-tivní roviny, musíme dostat projektivitu, která patøí k nìkterému z uvedený
htypù. To ne
háme na ètenáøi, aby si to zkusil.Pro lep¹í názornost se podíváme, jestli se uvedené typy projektivit dajírealizovat v nìkteré ze spe
iální
h geometrií. Vidíme, ¾e ka¾dá projektivita vrovinì za
hovává alespoò jednu pøímku. Vezmeme-li ji jako pøímku nevlastní,mù¾eme ka¾dou projektivnost realizovat jako a�nní zobrazení ve vhodnémprojektivním roz¹íøení a�nní roviny.Poznámka. Zde se opíráme o nìkteré spe
iální vlastnosti roviny. Prolibovolnou dimenzi uvedené úvahy neplatí. V li
hé dimenzi nemusí mít mati
eprojektivity ¾ádné reálné vlastní èíslo, tak¾e nemusí mít ¾ádný samodru¾nýbod, ani samodru¾nou rovinu. Zde vyu¾íváme toho, ¾e algebrai
ká rovni
etøetího stupnì má alespoò jeden reálný koøen.Pøedpokládejme, ¾e ve V3 patøí
ímu projektivní rovinì máme bázi odpoví-dají
í Jordanovì kanoni
kému tvaru, která v projektivní rovinì urèuje bodyfA0; A1; A2g. Bod A0 je poèátek soustavy souøadni
, A1; A2 jsou nevlastníbody na souøadni
ový
h osá
h x a y, pøímka A1A2 je nevlastní.Zaèneme pøípadem J1b; proto¾e ten je jednodu¹¹í, ne¾ J1a: Mati
i projek-tivity pøepí¹eme ve vhodnìj¹ím tvaru, dosadíme a = k 
os(u); b = k sin(u) adostaneme ~J1b = 0B� 1 0 00 k 
os(u); k sin(u)0 �k sin(u) k 
os(u); 1CAkde k > 0; sin(u) 6= 0: Tato transforma
e je tedy slo¾ení otoèení kolem po-èátku se stejnolehlostí se støedem v poèátku, spe
ielnì pak otoèení kolempoèátku pro k = 1:Podobnì pro J1a dostáváme mati
i~J1a = 0B� 1 0 00 k 
osh(u); k sinh(u)0 k sinh(u) k 
osh(u); 1CAkterá má podobný Jordanùv tvar a tedy máme podobnou transforma
i jako vpøed
hozím pøípadì, ale pro Minkovského geometrii, která má místo kru¾ni
hyperboly. Touto geometrií se nebudeme zabývat.16



Mati
i pro J1
 pøepí¹eme do tvaru~J1
 = 0B� 1 0 00 � 00 0 � 1CA ; � 6= 1; � 6= 0:Vidíme hned, ¾e je to stejnolehlost se støedem v poèátku. To znamená, ¾enevlastní pøímka je silnì samodru¾ná a pøímky pro
házejí
í poèátkem jsouslabì samodru¾né. To znamená, ¾e je také mo¾né za nevlastní pøímku vzítslabì samodru¾nou pøímku, na pøíklad pøímku A0A1: Mati
i se pak zmìnína následují
í tvar. ~J1
 = 0B� 1 0 00 1 00 0 � 1CA ; � 6= 1; � 6= 0:(Zamìnili jsme tøetí øádek a sloupe
 s prvním a dìlili mati
i èíslem �.) Do-staneme osovou a�nitu s osou v ose x která za
hovává pøímky rovnobì¾né sosou y; smìr a�nity je rovnobì¾ný s osou y:V pøípadì 2a máme opìt dvì mo¾nosti, máme dvì slabì samodru¾népøímky, nejsou v¹ak rovno
enné. Vezmeme-li za nevlastní pøímku pøímkuA1A2 jako na zaèátku, dostaneme~J2a = 0B� 1 0 00 � �0 0 � 1CA ; � 6= 1; � 6= 0:Osová a�nita se smìrem rovnobì¾ným s její osou se nazývá ela
e. Dostávámetedy stejnolehlost se støedem v poèátku slo¾enou s ela
í s osou v ose x:Vezmeme-li za nevlastní pøímku pøímku A1A0; pøepí¹e se mati
e do tvaru~J2aa = 0B� 1 0 01 1 00 0 � 1CA ; � 6= 1; � 6= 0:Dostáváme osovou a�nitu z pøípadu 1
, slo¾enou s transla
í podél osy a�nity,na poøadí nezále¾í.Nyní dostáváme spe
iální pøípad pøípadu 2a; postupujeme obdobnì. Vezmeme-li za nevlastní pøímku pøímku A1A2; (jako u ~J1
) bude~J2b = 0B� 1 0 00 1 10 0 1 1CA ;17



Dostáváme zvlá¹tní pøípad ela
e, pøímky rovnobì¾né s osou ela
e jsou sa-modru¾né.Vezmeme-li za nevlastní pøímku pøímku A1A0; pøepí¹e se mati
e do tvaru~J2bb = 0B� 1 0 01 1 00 0 1: 1CA ;To je transla
e ve smìru osy x:Pøípad 3 je spe
iální, vezmeme za nevlastní pøímku samodru¾nou pøímkuA1A0: (Jako nahoøe zamìníme první a tøetí øádek a sloupe
.) Mati
e se zmìnína ~J3 = 0B� 1 0 00 1 11 0 1: 1CA ;Výsledek je slo¾ení ela
e s transla
í ve smìru odpovídají
í
h si bodù. Tímjsme vyèerpali v¹e
hny pøípady.4.3 Jednoparametri
ké podgrupyPro znázornìní a pro
vièení základní
h projektivní
h transforma
í se bu-deme zabývat jednoparametri
kými podgrupami transforma
í projektivní ro-viny. Jednoparametri
ká podgrupa je netriviální diferen
ovatelná køivka g(t)na grupì projektivní
h transforma
í roviny, která dává isomor�smus jedno-parametri
ké grupy na aditivní grupu reálný
h èísel. To znamená, ¾e prov¹e
hna reálná r; s platí g(r)g(s) = g(r + s): Z toho spe
iálnì plyne, ¾eg(0) = E; g(�t) = g(t)�1: Trajektorie takové podgrupy se reprodukují tj.g(t)(g(r)X) = g(t+ r)X pro trajektorii libovolného bodu X: Jednoparamet-ri
ké grupy jsou komutativní, proto¾e g(r+s) = g(r)g(s) = g(s)g(r):Významtì
hto podgrup si uvìdomíme, ¾e v euklidovské geometrii v rovinì jsou pouzedvì jednoparametri
ké podgrupy a to otáèení kolem pevného bodu a posu-nutí v daném smìru. Nalézt v¹e
hny jednoparametri
ké projektivní podgrupynení obtí¾né. Staèí si uvìdomit, ¾e trajektorie takové podgrupy jsou øe¹enímilineární soustavy diferen
iální
h rovni
 s konstantními koe�
ienty a tato øe-¹ení lze najít na poèítaèi. Je toti¾ pro trajektorii X(r) = g(r)X0 libovolnéhobodu X0X 0(r) = limh!0 1h [g(r + h)� g(r)℄X0 = limh!0 1h [g(h)g(r)� g(r)℄X0 =18



limh!0 1h [g(h)� E℄g(r)X0 = g0(0)X(r):Oznaèíme-li g0(0) = T bude X = TX ve v¹e
h bode
h. T budeme nazývatoperátorem ry
hlostí v analogii s rovinným pøípadem. Mù¾eme pøedpokládat,¾e operátor T má nulovou stopu, proto¾e g(t) mù¾eme vynásobit vhodnoufunk
í, aby determinant g(t) byl roven jedné a deriva
e pro t = 0 pak dávánulovou stopu. Uvedeme si dva pøíklady.1. Pøíklad. Uvedeme nejjednodu¹¹í pøípad tøí nenulový
h rùzný
h reál-ný
h vlastní
h èísel.Buï T = diag(1; 2;�3): Pak g(t) = diag(exp(t); exp(2t); exp(�3t)) atrajektorie libovolného bodu X = (x0; y0; z0) má parametri
ké vyjádøeníX(t) = (exp(t)x0; exp(2t)y0; exp(�3t)z0): Po zmìnì parametru exp(t) = sto bude X(s) = (sx0; s2y0; s�3z0):Na následují
ím obrázku je znázornìno nìkolik trajektorií bodù uvedenéjednoparametri
ké podgrupy. Samodru¾né body jsou oznaèeny krou¾kem.
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2. Pøíklad. Pøípad s imaginárním vlastním èíslem.T = diag(�4; 2 + 3I; 2� 3I): Pakg(t) = exp(2t)0B� exp(�6t) 0 00 
os(3t) sin(3t)0 � sin(3t) 
os(3t) 1CA :Na následují
ím obrázku je nìkolik trajektorií této podgrupy. Imaginárnísamodru¾né body jsou na nevlastní pøím
e, která je samodru¾ná, zobrazení jetedy v a�nní rovinì a proto je mnohem jednodu¹¹í, ne¾ v pøede¹lém pøípadì.
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4.4 Perspektivní kolinea
e v PnV praxi se èasto pou¾ívá perspektivní kolinea
e, 
o¾ je kolinea
e s jednou silnìsamodru¾nou rovinou a jedním silnì samodru¾ným bodem. U¾ívá se napøí-20



klad pøi tvorbì perspektivního reliefu. Vlastnosti této kolinea
e se snadnoroz¹íøí na ví
edimensionální pøípad.Uva¾ujme tedy perspektivitu v Pn; která má ve vhodné bázi mati
iK =  � 00 E ! ;kde E je jednotková mati
e stupnì n a � 2 <; � 6= 1; � 6= 0; zbytek jsou nuly.Vidíme témìø ihned, ¾e bod A0 = (1; 0; :::; 0) je samodru¾ný a nadrovinax0 = 0 je také samodru¾ná.Je-li dále X = (x0; x1; :::; xn) libovolný bod, je jeho obrazem v danéprojektivitì bod X 0 = (�x0; x1; :::; xn): To znamená, ¾e jestli¾e bod le¾í
ív nadrovinì pro
házejí
í bodem A0 splòuje rovni
i tvaru �ni=1aixi; splòuje jii jeho obraz v této projektivitì. Podobnì ka¾dý bod v samodru¾né rovinì jesamodru¾ný.Uka¾me je¹tì jaký je geometri
ký význam vlastního èísla �: Uva¾ujmebod Y; který je prùseèíkem pøímky A0X se samodru¾nou nadrovinou x0 = 0:Na této pøím
e le¾í také bod X 0: Jeliko¾ dva body pøímky A0X jsou samod-ru¾né, je i 
elá pøímka samodru¾ná. Spoètìme dvojpomìr bodù A0; Y;X;X 0:Buï i�tá souøadni
e bodu X nenulová, i > 0; taková jistì existuje. Paksouøadni
e bodù A0; Y;X;X 0 na spojni
i pro
házejí
í i-tým souøadni
ovýmbodem budou po øadì (1; 0); (0; 1); (x0; xi); (�x0; xi): Jako jeji
h dvojpomìrvy
hází èíslo �:Takovou kolinea
i nazýváme perspektivní kolinea
í. I ve ví
edimensio-nálním prostoru je urèena samodru¾nými elementy (støed nele¾í v samod-ru¾né nadrovinì) a párem odpovídají
í
h si bodù. Známe-li jeden takovýpár (oznaème jej X;X 0), pak pro ka¾dý bod Z najdeme jeho obraz v rovinìurèené body X;X 0; Z obvyklým zpùsobem.5 Kvadriky5.1 De�ni
e kvadriky a její kanoni
ký tvarJe-li F (x; y) bilineární forma, B = fe0; :::; eng báze a A její mati
e, je jejímati
e v jiné bázi s mati
í pøe
hodu P rovna mati
i B = P TAP: Uká¾eme,jak lze pomo
í vhodné mati
e pøe
hodu pøevést mati
i kvadrati
ké formy nadiagonální tvar. Pøevedení provedeme postupnì podle poètu promìnný
h.21



Napi¹me mati
i A ve tvaru A =  1 aaT � ! ;kde pøedpokládáme, ¾e a11 6= 0; a tudí¾ je mo¾né ho vytknout, 
o¾ jsmeuèinili. Pak pro P =  1 �a0 E ! ;máme B = P TAP; kde B =  1 00 � ! :Zde a = (a12; :::; a1n); a �; � jsou symetri
ké mati
e.Je-li v mati
i A stupnì 2 a11 = 0; a22 = 0; vyu¾ijeme toho, ¾e proA =  0 aa 0 ! ; a 2 <máme pro P =  1 1�1 1 ! ;B = P TAP =  �2a 00 2a ! ;a problém zmizí.De�ni
e. Buï Vn+1 aritmeti
ký základ projektivního prostoru Pn. Je-liF (x; x) kvadrati
ká forma na Vn+1; pak mno¾ina bodù v Pn, jeji
h¾ aritme-tiètí zástup
i splòují rovni
i F (x; x) = 0 se nazývá kvadrika urèená kvadra-ti
kou formou F , oznaème jiQ: V rovinì se kvadrika nazývá ku¾eloseèka. Ma-ti
e kvadrati
ké formy se nazývá mati
í kvadriky, její determinant se nazývádiskriminant kvadriky, její hodnost je hodnost kvadriky (pøedpokládáme, ¾eje to alespoò jedna).Tyto pojmy nezávisejí na volbì mati
e kvadriky ani na volbì báze, pro-to¾e mati
e kvadriky je urèena a¾ na nenulovou konstantu a mati
e pøe
hoduje regulární mati
í, tak¾e pøi násobení touto mati
í se hodnost za
hová.Je-li mati
e kvadriky regulární, nazývá se kvadrika regulární, v opaènémpøípadì se nazývá singulární. 22



Poznámka. V¹imnìme-si, ¾e body kvadriky nemusejí v¾dy urèovat pøí-slu¹nou kvadrati
kou formu, napøíklad je li to ku¾eloseèka x20 + x21 + x22 = 0resp. x20 + x21 = 0: Vidíme ihned, ¾e napøíklad x20 + 2x21 + 3x22 = 0 resp.x20 + 7x21 = 0 urèují stejnou ku¾eloseèku, tj. prázdnou mno¾inu resp. bod(1; 0; 0): Touto otázkou se nebudeme dále zabývat, budeme v¾dy pøedpoklá-dat, ¾e s kvadrikou je dána i její kvadrati
ká forma (urèená a¾ na násobek).Pøíklad.Ku¾eloseèky jsou:a) x20 + x21 + x22 = 0; imaginární ku¾eloseèka (regulární), té¾ formálnìreálná.b) x20 + x21 � x22 = 0; reálná regulární ku¾eloseèka (kru¾ni
e).
) x20 + x21 = 0; bod (1; 0; 0)d) x20 � x21 = (x0 � x1)(x0 + x1) = 0; dvì rùznobì¾kye) x20 = 0; pøímka x0 = 0:5.2 Polární vlastnosti kvadrikDe�ni
e Body X; Y 2 Pn se nazývají polárnì sdru¾ené vzhledem ke kvad-ri
e Q urèené kvadrati
kou formou F; jestli¾e platí F (x; y) = xTFy = 0; kde�(x) = X; �(y) = Y a mati
i kvadriky oznaèíme stejným písmenem. Totooznaèení budeme u¾ívat i nadále, arimeti
ký zástup
e bodu oznaèeného vel-kým písmenem bude oznaèen stejným malým písmenem.Je zøejmé, ¾e je-li bod X polárnì sdru¾en s body X1; :::; Xs; je sdru-¾en i se v¹emi jeji
h lineárními kombina
emi, to znamená, ¾e se v¹emi bodypodprostoru, který tyto body vytváøejí. Je toti¾ F (x; �1x1 + ::: + �sfxs) =�1F (x; x1) + ::: + �sF (x; xs) = 0; �i 2 <: Je¹tì si v¹imnìme, ¾e vlastnostpolární sdru¾enosti je symetri
ká.De�ni
e Bod Y nazveme singulárním bodem kvadriky Q; jestli¾e je po-lárnì sdru¾en se v¹emi body prostoru. Ostatní body se nazývají regulární.Jeliko¾ singulární bod kvadriky je polárnì sdru¾en se v¹emi body pro-storu, je polárnì sdru¾en i sám se sebou, platí yTFy = 0; 
o¾ znamená, ¾eY 2 Q: Z podmínky xTFy = 0; která má platit pro v¹e
hna x; dostávámesoustavu rovni
 pro singulární body ve tvaru Fy = 0:To znamená, ¾e mno¾ina v¹e
h singulární
h bodù kvadriky je podprostordimenze n�h; kde h je hodnost kvadriky, tj. hodnost mati
e F . Je-li toti¾ hhodnost mati
e kvadriky, je øe¹ení rovni
e Fy = 0 podprostor ve Vn+1; kterýmá dimenzi n+1�h a ten se promítá do Pn jako podprostor dimenze n�h:23



Podprostor v¹e
h singulární
h bodù kvadriky se nazývá vr
hol kvadriky aoznaèíme jej V (Q):Je-li kvadrika regulární, je hodnost F rovna n+ 1; její vr
hol je prázdnámno¾ina (a má dimenzi �1).5.2.1.Vìta Buï Y bod kvadriky Q: Pak podprostor generovaný V (Q) abodem Y patøí ke kvadri
e.Dùkaz Buï X singulární bod kvadriky. ka¾dý bod Z pøímky spojují
íbody X a Y má parametri
ké vyjádøení z = �x+ �y a platízTFz = (�x + �y)TF (�x + �y) = �2xTFx + 2��xTFy + �2yTFy = 0;proto¾e v¹e
hny tøi sèítan
e jsou nulové.Poznámka. Buï Q kvadrika a Sr libovolný podprostor v Pn: Pak Q\Srbuïto patøí ke kvadri
e, nebo je to opìt kvadrika, její¾ vyjádøení získáme do-sazením rovni
 podprostoru do vyjádøení kvadriky. Mù¾eme pøedpokládat,¾e Sr je dáno rovni
emi xr+1 = 0; :::; xn = 0: Dosazením tì
hto rovni
 do rov-ni
e kvadriky dostáváme kvadriku v Sr nebo triviální rovni
i, 
o¾ znamená,¾e podprostor patøí ke kvadri
e.Uká¾eme, ¾e ka¾dá singulární kvadrika se dá 
hápat jako zobe
nìná ku¾e-lová plo
ha tj. ¾e se skládá z podprostorù, které spojují jeden bod kvadriky sjejím vr
holem. To ale neznamená, ¾e na kvadri
e nemohou le¾et podprostoryvy¹¹í dimenze, jak je¹tì uvidíme.De�ni
e Prùnik podprostoru doplòkového k vr
holu kvadriky se nazývápodstava kvadriky.5.2.2.Lemma Podstava kvadriky je regulární kvadrika (ve svém podpro-storu tj. podprostoru doplòkovém k vr
holu).Dùkaz Ne
h» kvadrika má signaturu p; q; r; p + q + r = n + 1: Zvolme,bázi B = fe0; :::; eng tak, aby vektory en�r; :::; en tvoøily bázi vr
holu. Mati
ekvadriky má potom tvar F =  0 00 f ! ;kde f je regulární mati
e stupnì p+ q+1: To je mati
e kvadriky v prostorudimenze p+ q; tj. kvadrika je v tomto prostoru regulární.5.2.3.Vìta (Strukturální vìta pro kvadriky.) Ka¾dá kvadrika sestává zpodprostorù, které spojují bod podstavy s vr
holem.Dùkaz Vìta je pøímým dùsledkem vìty 5.2.1 a Lemmatu 5.2.2.Poznámka. Pøed
hozí vìta øíká, ¾e ka¾dá kvadrika v n� rozmìrném pro-storu je zobe
nìnou ku¾elovou plo
hou, místo povr¹ek, na které jsme zvyklíu ku¾elové plo
hy v tøírozmìrném prostoru máme obe
nì podprostory vy¹¹í24



dimenze. Vìta ov¹em v sobì zahrnuje té¾ triviální pøípady. Ty nastávají, kdy¾vr
hol kvadriky nebo podstava kvadriky je prázdná mno¾ina. Pak nemáme
o spojovat.Je-li vr
hol prázdná mno¾ina, je kvadrika regulární. Je-li podstava kvad-riky prázdná, je to proto, ¾e je to kvadrika F (x; x) = x20+ :::+x2p = 0: Takovákvadrika je v prostoru dimenze p + 1 formálnì reálná, proto¾e má reálnourovni
i a ¾ádné reálné body. V takovém pøípadì 
elá kvadrika sestává pouzez vr
holu.Celkem mù¾eme øí
t, ¾e v obe
ném pøípadì jsou zajímavé kromì regulár-ní
h kvadrik kvadriky hodnosti o jednu men¹í ne¾ maximální. Taková kvad-rika nejlépe vyhovuje pøedstavì ku¾elové plo
hy, má jako vr
hol jeden bod aka¾dý bod podstavy je spojen s tímto vr
holem jednou povr¹kou. V¹imnìmìsi je¹tì, ¾e kvadrikou mù¾e být jakýkoliv podprostor projektivního prostorujako vr
hol kvadriky, její¾ podstava je formálnì reálná.De�ni
e Buï Q regulární kvadrika. Lineárnì nezávislá skupina n + 1bodù fA0; :::; Ang se nazývá polární simplex kvadriky Q; jestli¾e ka¾dý bodtéto skupiny je polárnì sdru¾en se zbývají
ími.Z de�ni
e ihned plyne, ¾e ¾ádný z bodù polárního simplexu nele¾í nakvadri
e Q:5.2.4.Vìta Polární simplexy existují.Dùkaz Zvolme libovolný bod mimo kvadriku, oznaème jej A0; a libo-volného jeho aritmeti
kého zástup
e zvolme za první vektor báze. Bázi pakdoplníme pomo
í dal¹í
h libovolný
h vektorù polárnì sdru¾ený
h s bodemA0: V této bázi pro kvadriku Q dostávámeF (X; Y ) = (1; 0) a00 aTa M ! y0y ! = a00y0 + aTy = 0;kde a00; y0 jsou èísla, a; y sloup
e n èísel a M mati
e stupnì n. Jeliko¾ bodA0 není bodem kvadriky, je nutnì a00 6= 0: Vzhledem k tomu, ¾e ka¾dý bodYi = (0; 0; :::; yi; 0:::; 0); yi = 1; i = 1; :::; n je polárnì sdru¾en s bodem A0; jeai = 0; i = 1; :::; n: Mati
e kvadriky je tedy tvaruF (X; Y ) =  a00 00 M ! ;M je regulární a pokraèujeme induk
í.Poznámka V¹imnìme si, ¾e pro sestrojení polárního simplexu mámepomìrnì dost velikou libovùli pro volbu bodù báze. Zvolíme-li aritmeti
ké25



zástup
e bodù polárního simplexu jako vektory báze, bude mít kvadrati
káforma kvadriky diagonální tvar.5.3 Teèny a teèné nadrovinyDe�ni
e Buï P = (p0; :::; pn) libovolný bod, který není singulárním bodemkvadriky F: Mno¾ina v¹e
h bodù polárnì sdru¾ený
h s bodem P vzhledemke kvadri
e F je nadrovina, kterou nazýváme polární nadrovinou bodu Pvzhledem k F: Bod P je pólem této nadroviny vzhledem k F .Vyjádøení polární nadroviny je dáno rovni
ípT :F:x = (p0; :::; pn)0BBBB� f00 f01 : : : f0nf01 f11 : : : f1n... ... . . . ...f0n f1n : : : fnn0 1CCCCA0BBBB� x0x1...xn 1CCCCA ;
o¾ po úpravì znamená(f00p0 + ::: + f0npn)x0 + :::+ (f0nx0 + :::+ fnnpn)xn = 0:Vidíme, ¾e aspoò jedna závorka je nenulová právì tehdy, není-li P singulárníbod.Koe�
ienty polární nadroviny bodu P jsou tedy dány øádkem pT :F , slou-pe
 x jsou promìnné v této rovni
i.Poznámka V¹imnìme si, ¾e polární nadrovina v¾dy
ky obsahuje vr
holkvadriky.5.3.1. Vìta BuïteX; Y polárnì sdru¾ené vzhledem ke kvadri
e F a ne
h»na ní nele¾í. Ne
h» dále pøímka spojují
í tyto dva body protíná kvadriku vedvou rùzný
h bode
hM;N: Pak se dvoji
eX; Y aM;N harmoni
ky oddìlují.Dùkaz. Buï Z = �X + �Y pøímka spojují
í body X a Y . Pak projejí prùseèíky s kvadrikou máme F (Z;Z) = F (�X + �Y; �X + �Y ) =�2F (X;X) + �2F (Y; Y ) = 0: Pak � = ��q( � F (Y; Y )=F (X;X)). ZøejmìF (X;X) a F (Y; Y ) musí mít rùzná znamení.Dùsledek. Z vìty plyne té¾, ¾e involutorní perspektivní kolinea
e se støe-dem v bodì X a samodru¾nou nadrovinou v polární nadrovinì tohoto boduza
hovává kvadriku F .De�ni
e Ne
h» pøímka p nele¾í ve vr
holu kvadriky F: Pak p se nazýváteènou kvadriky F , jestli¾e buïto le¾í na kvadri
e, nebo má s kvadrikou26



spoleèný právì jeden bod, který je regulární. Tento bod se nazývá bodemdotyku.Poznámka. Teèna kvadriky mù¾e obsahovat singulární bod kvadriky,ale jenom jeden. Kdyby toti¾ obsahovala dva, byla by to pøímka singulární
hbodù a patøila by do vr
holu. Teèna v singulárním bodì kvadriky musí le-¾et na kvadri
e, nebo» kdyby to tak nebylo, musela by protínat kvadriku vjednom singulárním a v jednom regulárním bodì a to nejde.Poznámka. Polární nadrovina bodu na kvadri
e tímto bodem pro
hází,proto¾e bod kvadriky je sdru¾en sám se sebou.5.3.2.Vìta Buï T regulární bod kvadriky F: Pak v¹e
hny teèny kvadrikys bodem dotyku T le¾í v polární nadrovinì tohoto bodu a v¹e
hny pøímkytéto nadroviny pro
házejí
í bodem dotyku jsou teènami kvadriky.Dùkaz. Buï X = �T +�Y teèna kvadriky F . Pak pro prùseèíky pøímkyX s kvadrikou platí F (X;X) = F (�T + �Y; �T + �Y ) = �2F (T; T ) +�2F (Y; Y )+2��F (T; Y ) = 0: Vzhledem k tomu, ¾e T le¾í na kvadri
e, mámeF (T; T ) = 0: To znamená, ¾e je �(�F (Y; Y ) + 2�F (T; Y )) = 0: Pro � = 0máme jeden prùseèík. Musí být F (Y; Y ) 6= 0; proto¾e v opaèném pøípadì byteèna mìla dva prùseèíky s kvadrikou a le¾ela by tedy na kvadri
e podle de-�ni
e teèny. Je tedy � = �F (T; Y )=F (Y; Y ): Je-li � = 0; je i � = 0; 
o¾ nenímo¾né, alespoò jeden z koe�
ientù lineární kombina
e musí být nenulový.Druhý prùseèík je tedy toto¾ný s bodem T právì tehdy, kdy¾ F (T; Y ) = 0:Obrá
enì, jestli¾e je F (T; Y ) = 0; je F (X;X) = F (�T +�Y; �T +�Y ) =�2F (Y; Y ) = 0; je buïto � = 0; nebo je 
elá pøímka na kvadri
e.De�ni
e Polární nadrovina v (regulárním) bodì kvadriky se nazýváteèná rovina.Podle pøed
hozího víme, ¾e teèná nadrovina v¾dy
ky obsahuje vr
holkvadriky,5.3.3.Vìta Buï F regulární kvadrika, X ne
h» je bod, který na ní nele¾í.Oznaèíme-li FX prùnik polární nadroviny p(X) bodu X vzhledem k F skvadrikou F; pak FX je regulární kvadrika v p(X) tj. má hodnost n: Spojni
ebodu X s body kvadriky FX je teèna kvadriky F:Mno¾ina v¹e
h tì
hto teèenvytvoøí singulární kvadriku s vr
holem v bodì X a podstavou FX hodnostin: Kvadrika z pøed
hozí vìty se nazývá teèná ku¾elová nadplo
ha kvadrikyF v bodì X:Dùkaz. F (X; Y ) = 0 je rovni
e polární nadroviny boduX; v promìnný
hY . Je-li Y bod kvadriky F;máme naví
 F (Y; Y ) = 0: Pro ka¾dý bod Z pøímkyZ = �X+�Y pak máme F (Z;Z) = F (�X+�Y; �X+�Y ) = �2F (X;X) = 027



je mo¾né pouze pro � = 0; nebo» F (X;X) není rovno nule. To znamená, ¾espojni
e bodu X s bodem kvadriky FX je teènou kvadriky F .Obrá
enì, rovni
e F (Z;Z) = F (�X + �Y; �X + �Y ) = �2F (X;X) +2��F (X; Y )+�2F (Y; Y ) = 0 má urèovat teènu v bodì Y: Je tedy F (Y; Y ) =0; a � má být dvojnásobným koøenem této rovni
e. Jeliko¾ F (X;X) 6= 0;je F (X; Y ) = 0 a pøímka le¾í na dotykové ku¾elové plo¹e. Zbývá ukázat, ¾ekvadrika FX má hodnost n: Zvolme soustavu souøadni
 tak, ¾e zástup
e boduX je první vektor báze a zbývají
í vytváøejí polární nadrovinu tohoto bodu.Mati
e kvadrati
ké formy je tvaruF =  a00 00 M ! ;kde a00 je èíslo a M je mati
e stupnì n: Pak máme XTFX = a00: Bod Xpodle pøedpokladu není bodem kvadriky, 
o¾ znamená, ¾e a00 se nerovnánule. Z toho plyne, ¾e M je regulární. Tím je tvrzení dokázáno.Poznámka. V¹imnìme si, ¾e je-li podstava dotykové ku¾elové plo
hyprázdná, dotyková ku¾elová plo
ha sestává pouze z vr
holu.5.3.4.Vìta Teèná nadrovina protíná regulární kvadriku v singulární kvad-ri
e (vzhledem k teèné nadrovinì) hodnosti n� 1, bod dotyku je její vr
hol.Dùkaz Buï X bod na kvadri
e. Zvolme bázi z polárního simplexu tak,aby bod X le¾el na pøím
e spojují
í body A0 a A1. To lze, zvolíme-li A0 libo-volnì mimo kvadriku, pak pøímka spojují
í body X a A0 musí protnout po-lární nadrovinu bodu A0: Kvadrika pak má mati
i F = Diag(a0; :::; an); s ne-nulovými prvky na hlavní diagonále. Ne
h» bodX má souøadni
e (r; s; 0; :::; 0):Pak máme a0r2 + a1s2 = 0:Polární nadrovina bodu X má rovni
iF (X; Y ) = (r; s; 0)0B� a0 0 00 a1 00 0 a 1CA (y0; y1; y)T = ra0y0 + sa1y1 = 0;kde y = (y2; :::; yn): Je tedy y0 = �sa1y1=(ra0):Kvadrika v polární nadrovinì tedy má rovni
iF (Y; Y ) = a0y20 + a1y21 + ::: + any2n = a1y21(a0r2 + a1s2)=(r2a0) + a2y22 +:::+ any2n = a2y22 + :::+ any2n: Tím je dùkaz dokonèen.5.4 Maximální podprostory na kvadri
e5.4.1.Vìta. Buï F kvadrika signatury (p; q; r); kde p � q; p+ q+ r = n+1:28



Pak1)nejvìt¹í dimenze podprostoru neprotínají
ího kvadriku je rovna p� 1;2) nejvìt¹í dimenze podprostoru le¾í
ího na kvadri
e je rovna q+ r� 1 =n� p:Dùkaz. Buï F v kanoni
kém tvaru F = x20+ :::+x2p�1�x2p� :::�x2p+q�1:Pak�) doká¾eme existen
i:Podprostor R daný rovni
emi xp = 0; ::::; xn = 0; nemá spoleèný ¾ádnýbod s kvadrikou F a má dimenzi dim(R) = p� 1; proto¾e je urèen n� p+ 1rovni
emi, tak¾e jeho aritmeti
ký základ má dimenzi n+1� (n� p+1) = p:Rovni
i kvadriky pøepí¹eme ve tvaruF = (x20 � x2p) + (x21 � x2p+1) + ::: + (x2p�1 � x2p+q�1) + (x2q�1 � x2p+q�1) +x2q + :::+ x2n =(x0 � xp)(x0 + xp) + (x1 � xp+1)(x1 + xp+1) + :::+ (xq�1� xp+q�1)(xq�1 +xp+q�1) + x2q + :::+ x2n = 0:Podprostor S o rovni
í
hx0 = xp; :::; xq�1 = xp+q�1; xq = 0; :::; xp�1 = 0le¾í na kvadri
e. Máme pro nìj q + (p � q) = p rovni
, 
o¾ znamená, ¾ejeho vektorový základ má dimenzi n+ 1� p = p+ q + r � p = q + r:S má tedy dimenzi n� p = q + r � 1:�) doká¾eme maximálnost:a) Buï ~R takový podprostor, ¾e dim ~�p a nemá ¾ádný spoleèný bods kvadrikou. Pak dim( ~R \ S) + dim( ~R ℄ S) = dim( ~R) + dim(S): Proto¾edim( ~R)+dim(S) � n; je i dim( ~R\S)+dim( ~R℄S) � n: Jeliko¾ dim( ~R℄S)je nejvý¹e n; je dim( ~R\S) � 0 a to je spor, jeliko¾ jeden z tì
hto podprostorùnemá spoleèné body s kvadrikou a druhý le¾í na kvadri
e.b) Buï ~S podprostor le¾í
í na kvadri
e a ne
h» dim( ~S) > n � p: Pakdim( ~S\R)+dim( ~S℄R) = dim( ~S)+dim(R): Proto¾e dim( ~S)+dim(R) � n;je i dim( ~S\R)+dim( ~S℄R) � n Jeliko¾ dim( ~S℄R) je nejvý¹e n; je dim( ~S\R)alespoò rovna nule, tj. prùnik ~S a R je neprázdný, a to je spor.Poznámka. Z konstruk
e podprostoru S ihned vidíme, ¾e na kvadri
ele¾í dvì soustavy lineární
h podprostorù.Pøíklad. Aby
hom mìli kvadriku se dvìma soustavami lineární
h pod-prostorù, musí mít kanoni
ký tvar mati
e kvadriky alespoò dvì znaménkaminus. Tak¾e nejjednodu¹¹í je pøípad F = x20 + x21 � x22 � x23; známý pøípadjednodílného hyperboloidu (v a�nní verzi). Kvadrika se stejnou rovni
í v P4má na sobì dva systémy rovin, které v¹e
hny pro
házejí vr
holem kvadriky,29



zatím
o kvadrika F = x20 + x21 + x22 � x23 � x24 v tém¾e prostoru má pouzejednodimensionální podprostory.5.5 Projektivní klasi�ka
e kvadrikProjektivní klasi�ka
e kvadrik je popsána klasi�ka
í kvadrati
ký
h forem,mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e mati
e kvadriky je v kanoni
kém tvaru. Podlezákladní strukturální vìty pro kvadriky víme, ¾e ka¾dá kvadrika je urèenajednoznaènì svým vr
holem a podstavou. Vr
hol je podprostor projektivníhoprostoru a má tedy jedinou 
harakteristiku, a to je dimenze. Podstava jeregulární kvadrika. Je tedy ka¾dá kvadrika plnì 
harakterizována dimenzívr
holu a poètem plusový
h znamének v kanoni
kém tvaru (podstavy nebokvadriky, to je stejné). Podívejme se tedy, jak vypadají typy regulární
hkvadrik v Pn:a) F = x20 + ::: + x2n = 0: Tato kvadrika nemá ¾ádné body, øíká se jíformálnì reálná.b) F = x20 + ::: + x2n�1 � x2n = 0: Toto je kvadrika typu elipsoid v a�nníverzi, budeme jí øíkat oválná kvadrika.
) F = x20+ :::+ x2n�2� x2n�1� x2n = 0: To je kvadrika nejví
e se podoba-jí
í jednodílnému hyperboloidu v a�nní verzi, je tvoøena kvadrikou oválnéhotypu, z jejího¾ ka¾dého bodu vy
házejí dvì pøímky.d) Obe
ný pøípad je stejný jako v pøed
hozím pøípadì, z ka¾dého boduoválné kvadriky vy
házejí dva podprostory.V ka¾dé dimenzi n tedy máme reg(n) = [(n + 1)=2℄ + 1 typù kvadrik,hranaté závorky oznaèují 
elou èást èísla. V¹e
h typù kvadrik tedy je K(n) =�nj=0reg(j):Poznámka V ka¾dé dimenzi máme také n kvadrik z
ela triviální
h, jsouto podprostory v¹e
h dimenzí, vèetnì kvadriky formálnì reálné. V rovinì jeto napøíklad kromì prázdné mno¾iny je¹tì ku¾eloseèka sestávájí
í z jednohobodu a ku¾eloseèka sestávají
í z pøímky. V prostoru pøibude naví
 je¹tì ro-vina.5.6 A�nní klasi�ka
e kvadrikV této èásti popí¹eme algoritmus jak se najde kanoni
ký tvar kvadriky v a�n-ním prostoru vzhledem k a�nní grupì transforma
í. Nejdøíve zopakujeme, jakse popí¹e grupa a�nní
h transforma
í v a�nním prostoru. Jak jsme ji¾ øekli30



v pøed
hozím textu, a�nní prostor 
hápeme jako projektivní prostor, ve kte-rém jsme si vybrali jednu nadrovinu, která bude invariantní a to nadrovinux0 = 0; jako jsme to udìlali v èásti 3.1. Grupa a�nní
h transforma
í je pakgrupa v¹e
h mati
 tvaru K =  1 0t m ! ;kde t je sloupe
 n èísel a m je regulární mati
e stupnì n: Pøedpokládáme,¾e jsme zvolili a�nní soustavu souøadni
, která sestává z poèátku (tj. vlast-ního bodu A0 a báze vektorového prostoru, který je aritmeti
kým základemnevlastní roviny (tj. zamìøení) a�nního prostoru.Bodu X = (1; x)T pak mati
e K pøiøadí bod X 0 = (1; x0)T ; kde x0 =t + mx; kde t znamená posunutí a m 
harakterizuje pùsobení a�nní grupyna vektory.Uva¾ujeme-li nevlastní rovinu a�nního prostoru jako projektivní prostordimenze n � 1; pùsobí mati
e K v tomto prostoru jako mati
e projektivnítransforma
e. To znamená, ¾e a�nní grupa pùsobí v nevlastní rovinì jakogrupa projektivní
h transforma
í v Pn�1: Toho vyu¾ijeme pøi a�nní klasi�ka
ikvadrik.Buï F (X; Y ) kvadrika, její¾ mati
i zapí¹eme v pøíhodném tvaruF =  a0 aTa f ! ;kde a0 je èíslo, a je sloupe
 n èísel a f = (fij); i; j = 1; :::; n je mati
e kvadriky,která vznikne jako prùnik F s nevlastní rovinou. Podívejme se, jak se zmìnímati
e F na F 0 pùsobením a�nní transforma
e:F 0 =  1 tT0 mt ! : a0 aTa f ! : 1 00 m ! =  a0 + 2tTa+ tT ft (aT + tTf)mmT (a+ ft) mTfm ! :Máme tedy a00 = a0 + 2tTa + tTft;a0 = mT (a+ ft); m0 = mT fm;kde obrazy znaèíme s èárkou. Mù¾eme tedy mati
i m zvolit tak, aby kvad-rika f byla v kanoni
kém tvaru, f = Diagf�1; :::; �ng; se signaturou (p; q; r);pøitom p+ q + r = n; p � q: 31



Zbývají je¹tì a0 a a: Je-li r = 0; je kvadrika v nevlastní rovinì regulárnía mù¾eme zvolit posunutí t tak, aby a0 = 0: Volba t je jednoznaèná proto¾et = f�1a: Mù¾eme je¹tì zvolit m = �E: Pak pro a0 6= 0 zvolíme � = q(ja0j):Bude �0i = �ija0j: Máme tedy následují
í vìtu:5.6.1.Vìta Je-li prùnik kvadriky s nevlastní nadrovinou regulární kvad-rika v nevlastní rovinì, lze rovni
i kvadriky uvést na kanoni
ký tvarF = x21 + ::: + x2p � x2p+1 � ::: � x2n = �; kde � je �1 nebo nula. Takovákvadrika se nazývá støedová a poèátek soustavy souøadni
 je její støed.Zbývá pøípad, kdy kvadrika v nevlastní rovinì je singulární, tj. pro jejísignaturu (p; q; r) platí, ¾e r > 0: Ne
h» té¾ p � 1: (To znamená, ¾e kvadrikanení nevlastní nadrovina.) Pøedpokládejme, ¾e kvadrika v nevlastní nadro-vinì je v kanoni
kém tvaru a zapi¹me její mati
i ve tvaru pøíhodném prodal¹í postup. Pi¹me F = 0B� a0 aT1 aT2a1 Diag(p; q) 0a2 0 0 1CA ;kde a1 je sloupe
 p + q èísel, a2 je sloupe
 r èísel, Diag(p; q) je diagonálnímati
e stupnì p+ q mají
í na diagonále p plus jednièek a q minus jednièek.Mati
i transforma
e zvolíme ve tvaru0B� 1 0 0t1 E 0t2 0 m1 1CA ;kde podobnì jako nahoøe t1 je sloupe
 p + q èísel, t2 je sloupe
 r èísel, E jejednotková mati
e stupnì p+ q:Pro zmìnìnou kvadriku dostávámea01 = a1 +Diag(r):t1; a02 = mT1 a2; Diag(r)0 = Diag(r);a00 = a0 + tT1 a1 + 2tT2 a2 + (a1 +Diag(r):t1)T t1:Vidíme, ¾e mù¾eme v¾dy zvolit t1 tak, aby a1 = 0: Nyní musíme rozli¹it dvapøípady:�) a2 6= 0: Pak mù¾eme zvolit m1 tak aby a2 = (�1; 0; :::; 0): Pøedpoklá-dejme, ¾e jsme to u¾ udìlali. Pak bude t1 = 0 a a00 = a0 + 2tT2 a2: Lze tedyzvolit t2 tak, aby a00 = 0:�) a2 = 0: Pak a00 = a0 a podobnì jako u regulárního pøípadu zmìnímea0 na �1 nebo je to nula. Tím jsme hotovi.32



5.6.2 Vìta Je-li prùnik kvadriky s nevlastní nadrovinou singulární kvad-rika v nevlastní rovinì, lze rovni
i kvadriky uvést na jeden z následují
í
hkanoni
ký
h tvarùF � x21 + :::+ x2p � x2p+1 � :::� x2p+q = � kde � je �1 nebo nula,neboF � x21 + :::+ x2p � x2p+1 � :::� x2p+q = xp+q+1:Poznámka Je-li p = q; dostáváme zámìnou znaménka u � tyté¾ kvad-riky. Tím je klasi�ka
e skonèena.Poznámka Nyní by u¾ nebylo obtí¾né provést euklidovskou klasi�ka
ikvadrik, výsledek je podobný, pouze na diagonále máme místo plus minusjednièek libovolná nenulová èísla. K tomu v¹ak potøebujeme vìtu o pøedve-dení symetri
ké mati
e na diagonální tvar pomo
í ortogonální mati
e a tatovìta je ji¾ dosti vzdálená od elementární lineární algebry a té¾ od projektivnígeometrie. Proto se touto otázkou nebudeme zabývat.Pøíklad Podívejme se je¹tì, jak to vypadá v a�nní rovinì a ve tøíroz-mìrném a�nním prostoru.V rovinì tedy máme�) x2 + y2 = �: Pro � = 1 je to kru¾ni
e, pro � = �1 je to prázdnámno¾ina, pro � = 0 je to jeden bod.�) x2�y2 = �: Pro � = 1 je to hyperbola, pro � = 0 jsou to dvì rùznobì¾ky.
) x2 = �: Pro � = 1 jsou to dvì rovnobì¾ky, pro � = �1 je to prázdnámno¾ina (jeden nevlastní bod), pro � = 0 je to pøímka.Æ) x2 = y: Dostáváme parabolu.V prostoru je situa
e mnohem slo¾itìj¹í.�) x2 + y2 + z2 = �: Pro � = 1 je to sféra, pro � = �1 je to prázdnámno¾ina, pro � = 0 je to jeden bod.�) x2 + y2 � z2 = �: Pro � = 1 je to jednodílný (pøímkový) hyperboloid,pro � = �1 je to dvoudílný hyperboloid, pro � = 0 je to ku¾el s kruhovoupodstavou.
) x2 + y2 = �: Pro � = 1 je to kruhový vále
, pro � = �1 je to prázdnámno¾ina (bod v nevlastní rovinì), pro � = 0 pøímka.Æ) x2�y2 = �: Pro � = 1 je to vále
 s hyperboli
kou podstavou, pro � = 0jsou to dvì rùznobì¾né roviny,�)x2 = �: Pro � = 1 jsou to dvì rovnobì¾né roviny, pro � = �1 je toprázdná mno¾ina (pøímka v nevlastní rovinì), pro � = 0 je to rovina. ) x2+y2 = z je elipti
ký paraboloid. x2�y2 = z hyperboli
ký paraboloida x2 = z paraboli
ký vále
.V¹imnìme si je¹tì, ¾e prázdná mno¾ina se zde vyskytuje v nìkolika po-dobá
h, prázná mno¾ina v nevlastní rovinì, bod v nevlastní rovinì, pøímka33



v nevlastní rovinì a 
elá nevlastní rovina.6 Námìty na 
vièení a referen
e1)Doka¾te algebrai
ky nìkterou vìtu z projektivní geometrie v rovinì, kteroujste dokazovali synteti
ky (napø. Pas
alovu vìtu).2) Vyøe¹te poèetnì nìkteré euklidovské úlohy pro ku¾eloseèky vèetnì eu-lidovské klasi�ka
e.3) Urèete ku¾eloseèku danou rùznými prvky napø. polárním trojuhelníkema dvìma body, ètyømi body a teènou, najdìte sdru¾ené prùmìry ku¾eloseèkydané pìti body atd.V ka¾dé úloze zvolte vhodnou soustavu souøadni
 podle 
harakteru úlohy(projektivní, a�nní, nebo kartézská).Pomù
ka pro øe¹ení nìkterý
h slo¾itìj¹í
h úloh na poèítaèi: Nejdøíve na-jdeme mati
i kolinea
e, která pøevádí danou geometri
kou bázi do kano-ni
ké geometri
ké báze (urèené kanoni
kou bází vektorového základu). Za-dané prvky problému pak vhodnì pøevedeme do prvkù kanoniké báze. Tímse úloha mù¾e poèetnì veli
e zjednodu¹it. Øe¹ení úlohy pak pomo
í inverznímati
e pøevedeme do pùvodního zadání.4) Urèete a�nní typ dané kvadriky.5) Øe¹te podobné úlohy pro kvadriky (napø. najdìte rovni
i ku¾elovéplo
hy, je-li dán vr
hol, tøi body plá¹tì a dvì teèné roviny). Zde je volbavhodné soustavy souøadni
 veli
e dùle¾itá.6) Je mo¾né hledat rùzné pøíèky podprostorù v prostoru vy¹¹í dimenze.Ve vìt¹inì pøípadù uvedený
h úloh je øe¹ení s
hùdné pouze s pou¾itímma-temati
kého sofware, nejlépe Mathemati
a nebo Maple. Výsledek zobrazte,je-li to mo¾né.Demonstraèní pøíklad 1Sestroje pøíèku dvou mimobì¾ný
h rovin v P5; která pro
hází danýmbodem X který nele¾í v ¾ádné z ni
h. Øe¹ení: Ne
h» rovina r1 je dána bodyA0; A1; A2; rovina r2 je dána body A3; A4; A5: Roviny r1 a r2 generují 
elýprostor, nebo» dimenze jeji
h prùniku je -1. Je-li nyní X daný bod, mù¾emejednoznaènì napsat X = m0A0 + :::+m5A5 pro jeji
h aritmeti
ké zástup
e.Oznaèíme-li Y = m0A0+m1A1+m2A2 a Z = m3A3+m4A4+m5A5; vidíme,¾e pøímka T = �Y + �Z je hledaná pøíèka, nebo» platí X = Y + Z a Yle¾í v r1 a Z le¾í v r2: Numeri
ký výpoèet svìøíme poèítaèi, výsledek je vnásledují
í ukáz
e: 34



Zvolíme 6 vektorù A0; : : : ; A5; a libovolný vektor X. Nejdøíve se pøesvìd-èíme, ¾e roviny jsou mimobì¾né a pak vektor X vyjádøíme jako lineárníkombina
i vektorù A0; : : : ; A5; jako øe¹ení pøíslu¹né soustavy ¹esti rovni
 o¹esti neznámý
h.with(linalg):> A0:=ve
tor(6,[1,2,3,4,5,6℄);> A1:=ve
tor(6,[-1,2,3,4,5,6℄);> A2:=ve
tor(6,[1,-2,3,4,5,6℄);> A3:=ve
tor(6,[1,2,-3,4,5,6℄);> A4:=ve
tor(6,[1,2,3,-4,5,6℄);> A5:=ve
tor(6,[1,2,3,4,-5,6℄);> X:=ve
tor(6,[-1,6,-3,-9,8,6℄);> Z:=evalm(m0*A0+m1*A1+m2*A2+m3*A3+m4*A4+m5*A5):> solve({Z[1℄,Z[2℄,Z[3℄,Z[4℄,Z[5℄,Z[6℄},{m0,m1,m2,m3,m4,m5});{m0 = 0, m1 = 0, m2 = 0, m3 = 0, m5 = 0, m4 = 0}> Z:=evalm(m0*A0+m1*A1+m2*A2+m3*A3+m4*A4+m5*A5-X):> solve({Z[1℄,Z[2℄,Z[3℄,Z[4℄,Z[5℄,Z[6℄},{m0,m1,m2,m3,m4,m5});-53 -3{m2 = -1, m0 = ---, m5 = --, m4 = 13/8, m3 = 1, m1 = 1}40 10> assign(%);> Y:=m0*A0+m1*A1+m2*A2; 53Y := - -- A0 + A1 - A240> Z:=m3*A3+m4*A4+m5*A5;Z := A3 + 13/8 A4 - 3/10 A5> evalm(Y+Z-X); 35



[0, 0, 0, 0, 0, 0℄Demonstraèní pøíklad 2Pro demonstra
i postupu na poèítaèi pro úlohy o ku¾eloseèká
h uvedemeøe¹ení následují
í úlohy: Sestrojte ku¾eloseèku danou dvìma teènami a tøemibody. Uvedená úloha má obe
nì ètyøi øe¹ení. Je mo¾né ji øe¹it pøibli¾nì napoèítaèi tak, ¾e napí¹eme rovni
i obe
né ku¾eloseèky a do ní dosadíme za-dané podmínky. Dostaneme pìt rovni
 pro ¹est homogenní
h neznámý
h.Pro jeji
h øe¹ení v ¾ádném pøípadì nepou¾ijeme pøíkaz þsolveÿ, který námsoftware nabízí.Nejøíve vyøe¹íme lineární rovni
e pro body, pak z kvadrati
ký
h rovni
odstraníme jeden ètvere
, pøíslu¹nou neznámou vyjádøíme a dosadíme. Po-slední rovni
i ètvrtého stupnì øe¹íme numeri
ky.Zadané teèny jsou t1 = 0; t2 = 0; body jsou A;B;C:> k:=a*x^2+b*x*y+
*y^2+d*x+e*y+f;2 2k := a x + b x y + 
 y + d x + e y + f> t1:=y-x+1;> t2:=2*x+5*y-1;> A:= [3,4℄;> B:= [4,8℄;> C:= [6,6℄;Do rovni
e ku¾eloseèky dosadíme dané body, dostaneme rovni
e r1; r2; r3:r1:=subs(x=3,y=4,k);r1 := 9 a + 12 b + 16 
 + 3 d + 4 e + f> r2:=subs(x=4,y=8,k);r2 := 16 a + 32 b + 64 
 + 4 d + 8 e + f> r3:=subs(x=6,y=6,k);r3 := 36 a + 36 b + 36 
 + 6 d + 6 e + fVyjádøíme teèny expli
itnì, dosadíme do rovni
e ku¾eloseèky a pou¾ijemetoho, ¾e teèna má pouze jeden spoleèný bod s ku¾eloseèkou. Dostaneme rov-ni
e r4; r5:> solve(t1, y); x - 136



> rr4: = subs(y=%,k);2 2rr4 := a x + b x (x - 1) + 
 (x - 1) + d x + e (x - 1) + f> solve(t2, y); - 2/3 x + 1/3> rr5 := subs(y=%, k);2 2rr5 := a x + b x (- 2/3 x + 1/3) + 
 (- 2/3 x + 1/3) + d x+ e (- 2/3 x + 1/3) + f> r4 := expand(
oeff(rr4,x)^2-4*
oeff(rr4,x,2)*
oeff(rr4,x,0));2 2 2r4 := b - 2 b d + 2 b e - 4 
 d + d + 2 d e + e - 4 a 
 + 4 a e- 4 a f - 4 b f - 4 
 f> r5:=expand(
oeff(rr5,x)^2-4*
oeff(rr5,x,2)*
oeff(rr5,x,0));2 2 2r5 := 1/9 b + 2/3 b d + 4/9 b e - 8/9 
 d + d - 4/3 d e + 4/9 e- 4/9 a 
 - 4/3 a e - 4 a f + 8/3 b f - 16/9 
 fVyøe¹íme lineární rovni
e r1; r2; r3 napøíklad pro neznámé a; b; 
 a výsledekse automati
ky dosadí do r4; r5:> solve({r1,r2,r3},{a,b,
});31 289 47 31{
 = 5/8 d + 3/4 e + -- f, b = - --- f - -- d - -- e,96 288 24 1247a = 5/3 e + -- f + 7/6 d}72> assign(%);> r4:=numer(r4);2 237



r4 := 276624 d + 611136 d e + 346176 e + 194448 e f + 180264 f d2+ 22801 f> r5:=numer(r5); 2 2r5 := -566640 d - 4386240 d e - 2045376 e - 12008112 e f2- 8859480 f d - 4361711 fDostali jsme dvì kvadrati
ké rovni
e pro tøi homogenní neznámé d; e; f: Od-straníme jeden kvadrati
ký èlen pomo
í lineární kombina
e, napø. d, vyjád-øíme neznámou d a dostáváme jednu rovni
i pro e; f: Vidíme, ¾e f není nula,polo¾íme f rovno jedné, zbude jedna rovni
e ètvrtého stupnì pro e.> r6:=
oeff(r4,d,2)*r5-
oeff(r5,d,2)*r4; 2r6 := -867045150720 d e - 369642921984 e - 3211549959168 e f2- 2348600002560 f d - 1193633985024 f> d:=solve(r6,d); 2 286345051 f + 26739216 e + 232316982 e fd := - 1/420 -----------------------------------------404507 f + 149334 e> r4:=numer(r4); 2 2 3r4 := -3079895480699825664 e f + 973222584217501824 e f4 3+ 3712848576499270656 e - 2807210441450290176 e f38



4+ 528563761084576656 f> f:=1; f := 1Obdr¾enou rovni
i øe¹íme numeri
ky, v tomto pøípadì dostaneme ètyøi reálnáøe¹ení, oznaèíme je e1; e2; e3; e4 a postupnì dosadíme. Výsledek zobrazíme.X:=solve(r4,e);X := -.6387641980, -.3410498004, .5519521271, 1.183941842> k:=numer(k); 2 2 2 2k := 106121652 x e + 146676096 x e + 20332886 x - 2780909 x y2 2- 93748128 x y e - 219326184 x y e + 1791210 y2 2 2+ 60656400 y e + 4950030 y e - 172690102 x2- 53478432 x e - 464633964 x e + 339785880 e y2+ 125440560 e y + 339785880 + 125440560 e> k1:=subs(e=X[1℄,k); 8 2 9 8k1 := .1239291085 10 x + .2596589413 10 - .3238736513 10 x y8 2 9 9+ .2337831423 10 y + .1022811856 10 x - .1658608354 10 y> k2:=subs(e=X[2℄,k):> k3:=subs(e=X[3℄,k);> k4:=subs(e=X[4℄,k);> with(plots):> impli
itplot({k1,k2,k3,k4,t1,t2},x=-15..15,y=-15..15,> numpoints=100000,thi
kness=3,s
aling=
onstrained);39



Na následují
ím obrázku vidíme øe¹ení tohoto problému.
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Pøedpokládejme nyní, ¾e víme, ¾e zmínìná úloha je eukleidovsky øe¹i-telná. Tøeba od nìkoho, kdo studoval v dobì, kdy se geometrie je¹tì vy-uèovala. To znamená, ¾e zmínìnou úlohu je mo¾né øe¹it s pou¾itím pouzepravítka a kru¾ítka, jinými slovy, analyti
ké øe¹ení se dá vyjádøit pomo
ídruhý
h odmo
nin. Zkusíme, jestli se nám to podaøí. K tomu úèelu pou¾i-jeme vhodnou soustavu souøadni
. Zde výhodnì vyu¾ijeme na¹i
h znalostíprojektivní geometrie. Vzhledem k tomu, ¾e daná úloha je projektivní, mù-40



¾eme pou¾ít kanoni
kou geometri
kou soustavu souøedni
 v projektivní ro-vinì, A1 = (1; 0; 0); A2 = (0; 1; 0); A3 = (0; 0; 1); J = (1; 1; 1): Zvolíme jinásledují
ím zpùsobem: Jako teèny pou¾ijeme pøímky spojují
í body A1; A2a A1; A3; body A;B ne
h» jsou na pøím
e spojují
í A2; A3; a bod C budejednotkový bod. Pro pohodlnost pou¾ijeme opìt kartézskou soustavu sou-øadni
, 
o¾ znamená, ¾e teèny jsou pøímky x = 0; y = 0; a máme sestrojithyperbolu, jsou-li dány smìry asymptot pomo
í vektorù napø. (1; m); (1; p)a poslední bod má souøadni
e (s; s): Tím se rovni
e drasti
ky zjednodu¹í avýsledek uvádíme.k:=a*x^2+b*x*y+
*y^2+d*x+e*y+f;2 2k := a x + b x y + 
 y + d x + e y + f> f:=1;Zvolili jsme obe
nou ku¾eloseèku, f nemù¾e být nula. napí¹eme podmínkypro teèny, vyøe¹íme a dosadíme.> k1:=subs(x=0,k); 2k1 := 1 + 
 y + e y> r1:=e^2-4*
; 2r1 := e - 4 
> k2:=subs(y=0,k); 2k2 := a x + 1 + d x> r2:=d^2-4*a; 2r2 := d - 4 a> solve({r1,r2},{a,
}); 41



2 2{
 = 1/4 e , a = 1/4 d }> assign(%);Prùnik s nevlastní pøímkou dostaneme pomo
í stupnì homogennosti jednot-livý
h koe�
ientù. Dosadíme dané nevlastní body (pro pohodlí v nehomo-genním tvaru) a daný bod do rovni
e ku¾eloseèky.> subs(x=j*x,y=j*y,k);2 2 2 2 2 2 21/4 d j x + b j x y + 1/4 e j y + d j x + e j y + 1> k3:=4*
oeff(%,j^2); 2 2 2 2k3 := d x + 4 b x y + e y> r3:=subs(x=1,y=m,k3); 2 2 2r3 := d + 4 b m + e m> r4:=subs(x=1,y=p,k3); 2 2 2r4 := d + 4 b p + e p>r5:=subs(x=s,y=s,k);2 2 2 2 2r5 := 1/4 d s + b s + 1/4 e s + d s + e s + 1Z r3 a r4 odstraníme d2, rozlo¾íme, øe¹íme, zavedeme znaménko j aby
homvyjádøili obì øe¹ení.> r6:=fa
tor(r3-r4); 2 2r6 := (m - p) (e m + 4 b + e p)> b:=solve(op(2,%),b); 42



2 2b := - 1/4 e m - 1/4 e p> solve(r3,d); sqrt(m p) e, -sqrt(m p) e> d:=j*%[1℄; d := j sqrt(m p) e> r5:=fa
tor(subs(j^2=1,4*r5));2 2 2 2 2 2 2 2r5 := m p e s - s e m - s e p + e s + 4 j sqrt(m p) e s+ 4 e s + 4Tím je úloha vyøe¹ena, dostáváme dvakrát kvadrati
kou rovni
i, Pro ilustra
ivýsledek zobrazíme. Získané øe¹ení je pak tøeba pomo
í projektivní transfor-ma
e zobrazit podle pùvodnì zadaný
h dat.> m:=1/2;p:=8;s:=16;> r5; 2-896 e + 64 j sqrt(4) e + 64 e + 4> X:=solve(r5,e); 2X := 1/14 j + 1/28 + 1/56 sqrt(16 j + 16 j + 18),21/14 j + 1/28 - 1/56 sqrt(16 j + 16 j + 18)> e1:=subs(j^2=1,X[1℄);e1 := 1/14 j + 1/28 + 1/56 sqrt(34 + 16 j)> e2:=subs(j^2=1,X[2℄);e2 := 1/14 j + 1/28 - 1/56 sqrt(34 + 16 j)> k11:=fa
tor(subs(e=e1,j=1,k)); 2 2k11 := 1/12544 (43 + 30 sqrt(2)) (8 x - 17 y x + 2 y - 384 x43



+ 320 x sqrt(2) - 192 y + 160 y sqrt(2) + 11008- 7680 sqrt(2))> k12:=fa
tor(subs(e=e1,j=-1,k)); 2 2k12 := 1/12544 (-11 + 6 sqrt(2)) (-8 x + 17 y x - 2 y + 128 x+ 192 x sqrt(2) - 64 y - 96 y sqrt(2) - 2816 - 1536 sqrt(2))> k21:=fa
tor(subs(e=e2,j=1,k)); 2 2k21 := 1/12544 (-43 + 30 sqrt(2)) (-8 x + 17 y x - 2 y + 384 x+ 320 x sqrt(2) + 192 y + 160 y sqrt(2) - 11008- 7680 sqrt(2))> k22:=fa
tor(subs(e=e2,j=-1,k)); 2 2k22 := 1/12544 (11 + 6 sqrt(2)) (8 x - 17 y x + 2 y - 128 x+ 192 x sqrt(2) + 64 y - 96 y sqrt(2) + 2816 - 1536 sqrt(2))> with(plots):> h11:=impli
itplot(k11,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000):> h12:=impli
itplot(k12,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000):> h21:=impli
itplot(k21,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000):> h22:=impli
itplot(k22,x=-150..150,y=-250..150,numpoints=30000):> display([h11,h12,h21,h22℄);
44
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