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m V dnesni Skole je aritmetika zna¢né opomijena,
stejné jako geometrie, zejména stereometrie,
stejné jako trigonometrie, algebra,
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Ptirozena cisla

Prirozena disla

m Prirozend cisla mizeme vnimat jako

— nikde nekondici proces,

nekonecny privod,

nekonec¢né stromoradi,

posloupnost atd.

m Tato predstava je do znacné miry ve sporu s nasi konecnosti,
presahuje nas ... [Dité: Cisla zacinaji, ale nekoncil|

*e — e — e — e — e — e —

1 2 3 4 5 6

m Prirozena Cisla jsou Gplné usporadanou mnozinou.
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Ptirozena cisla

*e — e — e — o — e — e —

1 2 3 4 5 6
MnoZinu pfirozenych Cisel N dobre popisuji Peanovy axiomy:

m Cislo 1 je pfirozené, tj. 1 € N.
m Kazdé prirozené islo n ma naslednika s(n) € N.
m Neexistuje prirozené Cislo, jehoZ naslednikem je 1,
tj. Vn e N s(n) # 1.
m R{zna pfirozena Cisla maji riizné nasledniky,
tj. n # m = s(n) # s(m).
m Princip matematické indukce:
jestlize pro X C N plati
1eX,
ne X = s(n) e X,
potom je X = N.
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Ptirozena cisla

Dva ekvivalentni principy:

m Princip matematické indukce.

m Princip dobrého usporadani: Kazda neprazdna podmnoZina

mnoziny N obsahuje nejmensi prvek.

Dalsi dilezitd skute¢nost (disledek):

m KaZda omezenda mnoZina prirozenych Cisel ma nejvétsi prvek.
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Ptirozena cisla

m Giuseppe Peano (1858-1932):

Arithmetices principia, nova methodo exposita,
Torino, 1889, xvi+20

m Richard Julius Wilhelm Dedekind (1831-1916):
Was sind und was sollen die Zahlen?,

Braunschweig, 1888, xix+58 stran

Die Zahlen sind freie Schépfungen des menschlichen Geistes,
sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge
leichter und scharfer aufzufassen.

m Leopold Kronecker (1823-1891)
Roku 1886 na schilzi berlinskych prirodovédca:
Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist

Menschenwerk.
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Ptirozena cisla

m Délitelnost v oboru prFirozenych cisel

m Definice. Jestlize je a = bc,
fikdme, ze b déli a a ze a je nasobkem b.

Piseme b|a.

Uvazujme mnozinu vSech spolecnych délitell
Cisel a1, az,..., ak.
Ta je omezend, existuje tedy

tzv. nejvétsi spolecny délitel Cisel a1, az, ..., ak.

Uvazujme mnozinu vSech spolecnych nasobk

Cisel a1, an, ..., ak.

Ta je neprdzdna, ma tedy nejmensi prvek,

tzv. nejmensi spoleCny ndsobek Cisel a1, as, ..., ak.
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Ptirozena cisla

m Definice. Prvocislem rozumime pfirozené &islo p,

které ma pravé dva délitele, cislo 1 a Cislo p.

Cisla, ktera maji vice déliteld, se nazyvaji sloZena.

m Prvodisla mensi nez 100:
2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

m Slozen3 disla jsou:

4,6, 8,09, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20 atd.

m Stranou stoji Cislo 1.
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Ptirozena cisla

Véta. Kazdé prirozené Cislo vétsi nez 1 ma prvociselného délitele.

Diikaz. Sporem. Necht M je mnozina v3ech pfirozenych Cisel, pro
kterd to neplati, a m jeji nejmensi prvek. Protoze m neni prvodislo,
jem=mi-mp, kde my < mamy<m. CislomlgéMmé
prvociselného délitele, ktery je rovnéz délitelem cisla m. Spor.

Véta. Kazdé prirozené Cislo je soucinem prvodisel (nebo je
prvocislem).

Dukaz. Sporem. Necht M je mnozina vSech pfirozenych cisel, pro
ktera to neplati, a m jeji nejmensi prvek. Protoze m neni prvocislo,
jem=my -my, kde m; <mamy<m. Cislam ¢ M my¢ M
jsou soudiny prvocisel, tedy m je rovnéz soucinem prvocisel. Spor.

Cislo 1 je sou¢inem nulového poétu prvocisel (prazdny soucin).
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Ptirozena cisla

Véta. Prvodisel je nekonec¢né mnoho.

Duakaz. Sporem. Necht py, ..., px jsou véechna prvodisla.
Prirozené Cislo
n=p1---pg -+ 1

ma podle predchoziho prvociselného délitele, ale neni délitelné
zadnym z prvocisel p1, ..., pkx. To je spor.

Modifikovany dilkaz. Ukazeme, Ze ke kazdému prvodislu p
existuje prvocislo, které je vétsi.
Uvazujme cislo
p!+ 1.
Podle predchoziho ma prvociselného délitele, ktery musi byt vétsi

nez prvocislo p.
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Ptirozena cisla

Jiny dikaz. Uvazujme Fermatova disla
Fo=2"+1, n=0,1,2,...

Zrejmé jeprot >0
n n 2t
Froe—1=(F,— 12, jetotiz 22" = (22 ) :

Tedy Fpyt = a- F, + 2. Prvodislo p # 2, které déli F,,, nemize
délit zadné dalsi Fp;.

Poznamka. fp =3, FL =5, F, =17, F3 = 257, F, = 65537.
Fermat predpokladal, ze jsou Fo, F1, F», ... prvocisla. Euler ukazal,
ze F5 je délitelné Cislem 641:

232 = 22(210)3 — 4(1024)3 = 4(641 + 383)> = 4(641a + 383%) =

— 4(641a+56181887) = 4(641a+641-87 647+160) = 6415+ 640.

Jindfich Bedvar

Néco malo z aritmetiky



Ptirozena cisla

Uvazujme na mnoziné N usporadani a < b definované
vztahem alb.

Ke kazdym dvéma pfirozenym Cislim a, b existuje jejich
nejvétsi spoleény délitel a A b= d(a, b)

a nejmensi spole¢ny nasobek aV b= n(a,b).

Vzhledem k témto operacim, které jsou asociativni a komutativni,
tvori prirozena Cisla svaz, nebot navic plati zakon absorbce:

an(avb)=aVv(aAb)=a
Kazdé prirozené Cislo definuje jeho podsvaz.

Pro &isla 360 = 23 -32 .5 (resp. 6174 = 73 - 32 . 2) tento podsvaz
vypada takto:
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Ptirozena cisla

. 360(6 174)
/o

/
/

72(3087) »- 120(2058) __® 180(882)
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Cel3 ¢&isla

Cela ¢isla

Rada poznatk( se prenese z oboru pfirozenych cisel do oboru
integrity celych Cisel. Snadno se rozsi¥i délitelnost.

Véta (déleni se zbytkem). Necht b € N. Pro kazdé celé ¢islo
a € 7 existuji jednoznacné urcend celd Cisla g a r, pro kterd

a=bg+r, kde 0<r<hb.
Dukaz. Mnozina Z se rozpadne na disjunktni mnoziny
oy {=by..., -1}, {0,...,b—1}, {b,...,2b— 1},

(2b,....3b—1}, ..., {gb,....(g+1)b—1}, ...

Cislo a lezi pravé v jedné z nich.
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Eukleidav algoritmus. Necht a > b jsou prirozena Cisla.
Nasledujici posloupnost celociselnych déleni je konecna:

a = bqo + ro, kde 0<n<b,
b =rq1 + n, kde 0<rn <r (jeli0<nr),
n =nqg+ n, kde 0<rm<n (jeli0o<n),

fk—o = M—1Qk + rk, kde 0<ri<re1 (jeli0<r1),
rk—1 = "kQi+1-

Pfitom je r, = d(a, b) a existuji cela Cisla u, v takova, ze
d(a,b)=u-a+v-b.

Dukaz. Posloupnost pfirozenych Cisel rp > 1 > --- > 0 je klesajici,
a tedy konecna. Ostatni je zjevné.
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Duasledek. Jsou-li Cisla a, b nesoudélna, existuji cela Cisla u, v
takova, ze
1 =au+ bv.

Eukleidovo lemma. Jestlize prvocislo p déli soucin ab, pak déli
bud ¢islo a nebo Eislo b.

Dukaz. Jestlize p nedéli a, jsou tato Cisla nesoudélna. Existuji cela
¢isla u, v, pro néz
1=au+ pv

Odtud
b = abu + pbv,

p déli pravou stranu, a tedy déli i levou stranu.
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Zakladni véta aritmetiky. Kazdé prirozené Cislo n Ize jedinym
zplsobem vyjadfFit ve tvaru

_ sk ke ks k
n_pl .p2 .p3 .....pss’

kde p1 < pp < p3 < --- < ps jsou prvoCisla a ki, ko, ks, ..., ks
prirozend Cisla.

Dukaz. Existence rozkladu jiz byla dokdzana, jednoznacnost plyne
z Eukleidova lemmatu.

Poznamka. Pro cela Cisla pfibude pfipadné znaménko.
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Gaussova cel3 &isla

Gaussova celd ¢isla

Z|i] ={a+ bi|a,b € Z} — mfizové body v Gaussové roviné
(Stvercova sit)

Norma: N(a+ bi) = a®+ b?

Plati: N(0) =0, N(a)eN pro a#0

Zakon normy: N(a-3) = N(«a) - N(5) (homomorfismus)

Dikaz: Pro o= a+ bi, B=c+di je

(ac — bd)? 4 (ad + bc)? = (a° + b?) - (® + d?).

Invertibilni prvky: «-a~! =1, tedy N(a)- N(a™t) = N(1) =1,

tedy N(a) =1, tedy a = £1, +i
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Gaussova cel3 &isla

Ktera Cisla x mohou byt normou néjakého Gaussova celého ¢isla?

a®> + b?> = x (symetrické vzhledem k a a b)

2?2=0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

= x=0 14 9 16 25 36 49 64 81 100
= 2 5 10 17 26 37 50 65 82 101
= 8 13 20 29 40 53 68 85 104

18 25 34 45 58 73 90 109

32 41 52 65 80 97 116

50 61 74 89 106 125

72 85 100 117 136

98 113 130 149

128 145 164

162 181

0 200

T OO T T T T O
I
HOWO~NOUAWNRO
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Gaussova cel3 &isla

Normy Gaussovych Cisel tvofi mnozinu

B=1{0,1,2,4,5,8,9,10,13, 16,17, 18, 20, 25, 26, 29, 32
34,36,37,40,41,45,49,50,52,53,58, 61, 64, 65,
68,72,73,74,80,81,82,85,89,90,97,98,100,. .. }

Nerozlozitelnd Gaussova &isla: 3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 59, 67,

71,79, 83, ...
N(3) = 9, Cislo 9= 32 nelze rozlozit v mnoziné B
N(7) = 49, ¢&islo 49 = 72 nelze rozlozit v mnoziné B
N(11) = 121, ¢&islo 121 =112 nelze rozlozit v mnoziné B

)

)= 361, ¢&islo 361 =192 nelze rozlozit v mnoziné B
N(23) = 529, ¢&islo 529 =232 nelze rozloZit v mnoZin& B
N(31) = 961, ¢&islo 961 = 312 nelze rozlozit v mnozin& B
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Gaussova cel3 &isla

Dalsi nerozlozitelna Cisla: 1+ i,2+ i,3+£2i,4+ i,56+2i,5+4i,
6+i,6+5i,74+2i,8+3i,8+5i,9+4i,...

1+ i)= 2, Cislo 2 nelze rozlozit v mnoziné B
2+ i)= islo 5 nelze rozlozit v mnoziné B
(3+2i) = 13 Cislo 13 nelze rozlozit v mnoziné B
(4+ i)=17, dislo 17 nelze rozlozit v mnoziné B
(5+£2i) =29, dislo 29 nelze rozlozit v mnoziné B
(6+ i) =237, Cislo 37 nelze rozlozit v mnoziné B
(5+4i) =41, d&islo 41 nelze rozlozit v mnoziné B
(7+£2i) =53, Cdislo 53 nelze rozlozit v mnoziné B
(6 £5i) =61, d&islo 61 nelze rozlozit v mnoziné B
(8+£3i) =73, Cdislo 73 nelze rozlozit v mnoziné B
(8+£5i) =89, Cdislo 89 nelze rozlozit v mnoziné B
(9+4i) =97, dislo 97 nelze rozlozit v mnoziné B

222222222222
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Gaussova cel3 &isla

Rozlozitelnd Gaussova ¢isla: 2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73,

89, 97, ...
=(1+i)(1—-1), tomu odpovidd rozklad N(2) = 4= 22
5 =(2+i)(2—i), tomu odpovid4 rozklad N(5) = 25= 52
13 = (3+2i)(3 —2i), tomu odpovid4 rozklad N(13) = 169 = 132
17=(4+i)(4— i), tomu odpovidd rozklad N(17) = 289 = 172
29 = (5+2i)(5 — 2i), tomu odpovid4 rozklad N(29) = 841 = 292

Dalsi rozlozitelnd &isla: 3+ i, 4 +3i, 5+ i, 5+ 3i, 7L i, 7 £ 3],
7TE4i, 751, 7£6i,8L1, ...

=(1+i)(2—1i), ...prozklad N(3£ i)=10=2-5
2 —i)(1+2i), ... rozklad N(4+£3i)=25=52
i)(3—2i), ... rozklad N(5+ i)=26=2-13
1+ i)(4—1i), ... rozklad N(5:|:3|)—34:2 17
1—-i)(2+1)? ... rozklad N(7+ i)=50=2-52

Jindfich Bedvar

Néco malo z aritmetiky



Gaussova cel3 &isla

Rekapitulace:

Pavodni prvodisla p € P tvaru p = 4k + 1 jsou v Z][i]
rozlozitelna. Je jich nekone¢né mnoho. [Fermat: Kazdé prvodislo
tvaru 4k + 1 je sou¢tem dvou Ctverctl.

Pavodni prvodisla p € P tvaru p = 4k + 3 jsou v Z[i] nerozlozi-
telnd. Je jich rovnéz nekonec¢né mnoho.

Navic jsou v Z[i] dal3i nerozloZzitelnd &isla (prvocisla).

Jednoznaénost rozkladu (az na asociovanost):
5=(24i)(2—i) = (1-2i)(14+2i) [jakovZ: 6 =23 =(—-2)-(—3)]
@+)-[(—=)-i]-2—-i)=(1-20)(1+2i)

Nerozlozitelna ¢isla maji vlastnost prvocisla: p|ab = p|a nebo p|b
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Podivny obor integrity

Podivny obor integrity

Z[iV5] = {a+ biv/5|a, b € Z} — miizové body
(obdélnikova sit, jind méFitka na osach!)
Norma: N(a+ biv/5) = a + 5b?
Plati: N(0) =0, N(a)eN pro a#0
Zakon normy: N(a - ) = N(«a) - N(5)
Dukaz: Pro oz:a—i-bi\/g, ﬁ:c+di\/§ je
(ac — 5bd)? + 5(ad + bc)? = (a° + 5b%) - (¢ + 5d°).
Invertibilni prvky: «-a~! =1, tedy N(a)- N(a™t) = N(1) =1,
pro o = a+ biy/5 ma byt N(a) = a® +5b%> = 1, tedy a = +1
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Podivny obor integrity

Kterd &isla x mohou byt normou néjakého &isla a + biv/5?

a’ 4+ 5b% = x (nesymetrické vzhledem k a a b)

a2=0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

x=0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
5 6 9 14 21 30 41 54 69 86 105

20 21 24 29 36 45 56 69 84 101 120

54 61 70 81 94 109 126 145
80 81 84 89 96 105 116 129 144 161 180
125 126 129 134 141 150 161 174 189 206 225

SSCcT o oo o T
I
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Podivny obor integrity

Normy disel tvaru a + biv/5 tvoFi mnoZinu
B={0,1,4,5,6,9,14,16,20,21,24,25,29, 30, 36,41, 45, 46, 49, 54
56,61, 64,69, 70, 80,81, 84,86, 89,94,96,100,101, 105, ... }
Nerozlozitelna cisla: 2, 3, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, 37, 43, 47, 53,
59, 67, 71, 73, 79, 83, 97, 103, ...

N(2) = 4, (islo 4 = 22 nelze rozloZit v mnoZiné B
N@3) = 9, islo 9= 32 nelze rozlozit v mnozin& B
N(7) = 49, ¢&slo 49= 72 nelze rozlozit v mnozin& B
N(11) = 121, ¢&islo 121 =112 nelze rozloZit v mnozin& B
N(13) = 169, ¢&islo 169 =132 nelze rozlozit v mnoziné B
N(17) = 289, ¢&islo 289 =172 nelze rozloZit v mnoZin& B
N(19) = 361, ¢&islo 361 =192 nelze rozlozit v mnoziné B
N(23) = 529, ¢&islo 529 =232 nelze rozlozit v mnoziné B
N(31) = 961, ¢&islo 961 =312 nelze rozloZit v mnoZin& B
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Podivny obor integrity

Dal&i nerozloZiteln4 &sla: 1+ iv5, 2+ iv/56, 3+ iv/5, 1+ 2iV5,
4+ i\/5, 3+2iV5, 6+ iV5,
1+3iV5,. ..

¢islo 6 nelze rozloZit v mnoziné B
¢islo 9 nelze rozloZit v mnoziné B

1+ iv5)=

(2+ iWB) =

3+ iVh) = 14 &islo 14 nelze rozlozit v mnozing B
(1+2iy5) =21, d&slo 21 nelze rozlozit v mnoziné B
(4+ iVB) =21, &slo 21 nelze rozlozit v mnoziné B
(3+2iv5) =29, ¢islo 29 nelze rozlozit v mnoziné B
(6 + |\f) =41, Cdislo 41 nelze rozlozit v mnoziné B
(1+£3 |f) =46, dislo 46 nelze rozlozit v mnoZiné B
(2+3iv5) =49, dislo 49 nelze rozlozit v mnoziné B
(4 +3iV5) =61, ¢&islo 61 nelze rozlozit v mnoziné B
(8+ ivB) =69, d&islo 69 nelze rozlozit v mnoziné B

22222222222
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Podivny obor integrity

Rozlozitelnd ¢&isla: 5, 29, 41, 61, 89, 101, ...

5 = (iv5)(—iv5), rozklad N(5) = 25= 52
20 = (3+2iv5)(3 — 2iv5), rozklad N(29) = 841 = 292
41=(6+ iV5)(6— iV5), rozklad N(41) = 1681 = 412
61 = (4 +3iv5)(4 —3iV5), rozklad N(61) = 3721 = 612
89 = (3+4iv5)(3—4iV/5), rozklad N(89) = 7921 = 892
101 = (9 +2iv/5)(9 — 2iV/5), rozklad N(101) = 10201 = 1012

Nejednoznaénost rozkladi:
6=2-3=(1L+iv5)(1 - iV5)
N(6)=36=4-9=6-6
9=32=(2+iV5)(2— iV5)
N(9)=81=9-9
¢islo 9 je v tabulce 2x: b=0,b=1
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21=3-7=(1+2iV5)(1 —2iv5) = (4 + iV5)(4 — iV5)
N(21) =441 =9-49 =21-21
Cislo 21 je v tabulce 2x: b=1,b=2

36 =22.32=22.(2+ iV5)(2— iv5B) = (1 + iv5)?(1 — iv5)?
N(36) = 1296 =16-81=16-9-9 = 6*

45 =32.5 = (2+ iv5)(2— iv5)(iv5)(—iv5) =32-(iv/5)(—iV5)
N(45) =2025=9-9-5-5

49 =72=(2+3iV5)(2 - 3iV5)
N(49) = 2401 = 49 - 49
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54 =2.3%=32.(14+iV/5)(1—iv5) =2-3-(2+ ivV5)(2— iVb) =
= (1+ iVB)(1 - ivVB)(2+ iv5)(2 — iV5)

69 = 3-23 = (8 + iv5)(8 — iv5) = (7 +2iV5)(7 — 2i/5)
81=3*=32.(2+ iv5)(2— iVB) = (2 + iV5)?(2 — iV5)?

84=122.3.7=22.(1+2iV5)(1-2iV5) =
=22. (44 iV5)(4 — iVB) =
=3+ V5B — ivE)(L+ iv5)(1 - iV5) =
=2-3-(3+ iV5)(3— iVh) =
=2-7-(1+iv5)(1 - iV5)




Podivny obor integrity

Nerozlozitelné prvky nemaji vlastnost prvocisel !!!

Pro nerozlozitelné prvky totiz obecné neplati implikace

plab = p|a nebo p|b.
V teoretické algebre se proto rozliSuji prvocinitelé a nerozlozitelné
neboli ireducibilni prvky.

Véta. Kazdy prvocinitel je nerozlozitelnym prvkem.

Dukaz. Sporem. Kdyby byl prvoclinitel p rozlozitelny, tj. p = ab,
pak p|ab, tedy bud p|a nebo p|b.

Proto je p asociované s prvkem a nebo s prvkem b, jedna se

o trivialni rozklad — spor.

Pozor. Neplati naopak!

Jindfich Bedvar

Néco malo z aritmetiky



Podivny obor integrity

Napt. ¢&islo iv/5 je prvodinitel.

Pokud napt. iv5| a8, pak 5| N(a)N(3),
tedy napt. 5| N(a) = a® + 5b°.

Odtud a = 5k, tj.

a =5k +biv5 = iV5-(b— kiVb).

Poznamky:

Ptivodni prvodisla p € P tvaru p = 4k + 3 jsou v Z[iv/5]
nerozlozitelna. Téch je nekonecné mnoho.

Mnoha pivodni prvocisla p € P tvaru p = 4k + 1 jsou v Z[iv/5]
rovnéz nerozlozitelna.

Prvodisla tvaru p = a® + 5b% jsou rozlozitelna (napt. 29, 41):
p=a®+5b%=(a+ bivs)(a— biVh)

S celou problematikou je mozno si pékné pohrat.
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SKOLA BADATELSKOU HROU!

NE VSAK SLABOMYSLNOU!
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HOWGH!
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HOWGH!
SMYTEC!!

Dékuji za pozornost !
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