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Proč je pravděpodobnost na sťredńı škole věťsinou pouhou aplikaćı
kombinatoriky?

Je to dob̌re?
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Úloha o rozděleńı sázky

Italský rukopis z r. 1380 (později řešil Fra Luca Paccioli [1445-1514] či Niccolo
Tarlaglia [1499-1557], p̌ričemž oba uvedli nesprávné řešeńı; dnes se traduje, že
tuto úlohu do Itálie p̌rinesli Arabové):

Dva hráči (označ́ıme je A a B) spolu hraj́ı sérii partíı. Výhru źıská hráč, který jako
prvńı vyhraje šest partíı. Pravděpodobnost v́ıtězstv́ı v každé partii je pro oba hráče
stejná, tedy 1

2 . Hra byla p̌rerušena za stavu 5:3 ve prospěch hráče A. Jak si maj́ı
hráči rozdělit výhru?

Řeseńı 1.
Budeme uvažovat daľśı ťri partie.
Jelikož v sedmi z osmi možných
výsledk̊u vyhrává hráč A, tak je
pravděpodobnost výhry hráče A
7
8 . Tedy výhru děĺıme v poměru
7 : 1 ve prospěch hráče A.

AAAA # BB

A- A B B # B
A- BA B BAA
BAA A B BIB
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stejná, tedy 1
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Úloha o rozděleńı sázky - řeseńı 2.

Lze využ́ıt také pravděpodobnostńıho stromu. Předpokládejme, že by se série her
dohrála až do rozhodnut́ı.

◦
⇒ ☐⇔

¥±¥±



4/21
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B B f-(B)

¥ :(Ñ÷a¥ :(as
⇒ Plvyhraje huai A) = { + f- + f- =}-
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Háźıme dvěma pravidelnými kostkami najednou, dokud nepadne součet 5 (výhra
hráče A) nebo součet 7 (výhra hráče B). S jakou pravděpodobnost́ı padne ďŕıve
součet 5 než součet 7 (tedy vyhraje hráč A)?

→ 1. Kostka

1 2 3 4 56

1 O O O O O O
↓

2. 2 ° ° O O O O

K
3 O O O O O O

' " " "s 40 O O O O
t

k 5 O O O O O

a

◦ ◦
I

60 0 0
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Řešeńı I.

Pravděpodobnost, že v prvńım kole vyhraje hráč A, je 4
36 .

Pravděpodobnost, že v prvńım kole vyhraje hráč B, je 6
36 .

A # A # A

1.É2.④É3. ¥
. . .

¥ 1%6 ¥✓
B B
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Řešeńı I.
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Řešeńı I.

Pravděpodobnost, že v i-tém kole vyhraje hráč A, je
(
26
36

)i−1 · 4
36 .

Pravděpodobnost, že v i-tém kole vyhraje hráč B, je
(
26
36

)i−1 · 6
36 .

Pravděpodobnost, že vyhraje hráč A, je tedy

4

36
+

26

36
· 4

36
+

(
26

36

)2

· 4

36
+ ... =

4

36

∞∑
i=0

(
26

36

)i

=
4
36

1− 26
36

=
4
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.
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Řešeńı II.

Zamě̌ŕıme se na rozhoduj́ıćı kolo.
Rozhodujici kolo

→ 1. Kostka

1 2 3 4 5 6

0
↓

2. 2it #8 3 O f fs 40
t

k 5 0
a

6 0
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Řešeńı II.

Pravděpodobnost, že v rozhoduj́ıćım kole vyhrál hráč A, je 4
10 .

Jde o koncept podḿıněné pravděpodobnosti. Poč́ıtáme pravděpodobnost, že v
daném kole vyhraje hráč A, za p̌redpokladu, že je toto kolo posledńı. Tedy

P(”v tomto kole vyhraje hráč A”|”toto kolo je posledńı”) =

=
P(”v tomto kole vyhraje hráč A a toto kolo je posledńı”)

P(”toto kolo je posledńı”)
=

4
36

4
36 + 6

36

=
4

10
.
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Herńı systém - Martingale

V prvńım kole vsad́ıme 1$ na barvu.
Pravděpodobnost výhry je 18

37 (resp.
18
38 v p̌ŕıpadě americké rulety).

Pokud nevyhrajeme, pak v daľśım
kole zdojnásob́ıme vsazenou částku.
To opakujeme, dokud nevyhrajeme.

Po prvńı výȟre jsme v celkovém
zisku 1$.

Po výȟre zač́ınáme daľśı cyklus s
počátečńı sázkou 1$.

Uvažujme situaci, kdy v deseti kolech
měli následuj́ıćı posloupnost výher (V) a
proher (P): P,V,P,V,P,P,P,P,V,V.
V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny naše
vklady a pr̊ubežné zisky.

kolo vklad V /P zisk
1 1 P −1
2 2 V 1
3 1 P 0
4 2 V 2
5 1 P 1
6 2 P −1
7 4 P −5
8 8 P −13
9 16 V 3
10 1 V 4
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V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny naše
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37 (resp.
18
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V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny naše
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kolo vklad V /P zisk
1 1 P −1
2 2 V 1
3 1 P 0
4 2 V 2
5 1 P 1
6 2 P −1
7 4 P −5
8 8 P −13
9 16 V 3
10 1 V 4



12/21
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Po prvńı výȟre jsme v celkovém
zisku 1$.
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vklady a pr̊ubežné zisky.

kolo vklad V /P zisk
1 1 P −1
2 2 V 1
3 1 P 0
4 2 V 2
5 1 P 1
6 2 P −1
7 4 P −5
8 8 P −13
9 16 V 3
10 1 V 4
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Martingale

T ...doba čekáńı na daľśı výhru.

P(T = k) = p(1− p)k−1, k = 1, 2, ..., kde p = 18
37 (francouzská ruleta), resp.

p = 18
38 (americká ruleta).

ET =
∞∑
k=1

kp(1− p)k−1 = −p
∞∑
k=1

(
(1− p)k

)′
= −p

( ∞∑
k=1

(1− p)k

)′

= −p

(
1− p

p

)′

=
1

p
.

Tedy ET = 37/18 = 2.05556.
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Pr̊uběh jedné hry (500 kol).
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Martingale

Z ... ztráta p̌red daľśı výhrou.

Pro p ≤ 1
2 je

EZ =
∞∑
k=0

(2k − 1)p(1− p)k = −1 +
∞∑
k=0

2kp(1− p)k

= −1 + p
∞∑
k=0

(2(1− p))k = ∞.
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Pr̊uběh 10 her (1000 kol) p̌ri vstupńım kapitálu 500$.
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Pr̊uběh 5 her (1000 kol) p̌ri limitu pro maximálńı sázku 200$.
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Roztržitý profesor

Profesor z matematicko-fyzikálńı fakulty se cestou z práce domů stav́ı ve čty̌rech
knihkupectv́ıch. Pokud profesor p̌rǐsel do knihkupectv́ı s deštńıkem, pak je
pravděpodobnost, že ho v tomto knihkupectv́ı zapomene, rovna 1

4 . Pokud profesor
vyrazil z práce s deštńıkem a domů p̌rǐsel bez deštńıku, jaká je pravděpodobnost,
že nechal deštńık až v posledńım knihkupectv́ı?

i④-%2¥3¥4#¥d◦
¥4
⑦ ¥⊕ ᵗ⑥ ʰ⊕

1 ¥3¥4# ⇐ 1
"

¥ ¥ ¥ "
I ¥1 ⇔?? ⇔?I

1#→2#→3#→4#

÷÷ ÷¥÷ ¥÷¥ ¥"÷÷
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Roztržitý profesor - řešeńı

Pravděpodobnost, že profesor zapomene deštńık v i-tém obchodě, je(
3
4

)i−1 · 1
4 = 3i−1

4i .

Pravděpodobnost, že profesor donese deštńık domů, je 34

44 .

Pravděpodobnost, že profesor deštńık domů nedonese, je

1− 34

44 = 1
4 + 3

42 +
32

43 +
33

44 = 175
256 .

i④-%2¥3¥4#¥d◦
¥4
⑦ ¥⊕ ᵗ⑥ ʰ⊕

1 ¥3¥4# ⇐ 1
"

¥ ¥ ¥ "
I ¥1 ⇔?? ⇔?I

1#→2#→3#→4#

÷÷ ÷¥÷ ¥÷¥ ¥"÷÷
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Pravděpodobnost, že profesor zapomene deštńık v i-tém obchodě, je(
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Roztržitý profesor - řešeńı

Jak se změńı pravděpodobnostńı strom, v́ıme-li, že profesor deštńık domů
nedonesl?

i④ -44¥
¥ ¥ ¥ "

EEEE.i.EC?i.f-L--1-¥,
1$→2→3④→4$

¥÷
. ÷¥: ¥÷¥ ¥¥÷

i④ -44¥
¥ ¥ ¥ "

EEEE.i.EC?i.f-L--1-¥,
1$→2→3④→4$

¥÷
. ÷¥: ¥÷¥ ¥¥÷
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Děkuji za pozornost.
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