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Héronlv vzorec

Obsah trojuhelniku, jehoz strany maji délky a, b, c, je roven
S=+/s(s—a)(s—b)(s— o),

kde s = (a+ b+ ¢)/2 je polovina obvodu. Ekvivalentné:

3:%¢w+b+qw+c—am+c—mw+b—@

@ Existuje pékny elementarni dikaz?

@ Mozna znal jiz Archimédés, prvni dochovany dikaz
(pomoci kruznice vepsané a vlastnosti tétivovych
Ctyfuhelnikd) od Héréna Alexandrijského — Metrika,
1. stol.; tamtéz: algoritmus pro priblizny vypocet
odmocniny, Xpi1 = (Xn + 4).
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Aplikace: izoperimetricka uloha pro trojuhelniky

Jak vypada trojuhelnik s pfedepsanym obvodem ¢, jehoz
obsah S je maximalni?

Plati S? = s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde s = ¢/2.
AG nerovnost:

s—at+s—-b+s—c_s
3 3

priCemz rovnost nastava jediné pros—a=s—-b=s—c,

t,a=b=rc.

Tudiz

V(s—a)(s-b)(s—c) <

pricemz rovnost nastava jediné pro rovnostranny trojuhelnik.
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Didkaz pomoci kosinové vety

o (1., \°
S = Eab5|n7 =

= %a2b2(1 — cos? )
1

4
= 11—6(23b — 2abcos)(2ab + 2abcosy) =

a?b?(1 — cosv)(1 + cosy) =

= 11—6(2ab+ c®—a —b?)(2ab+ & + b? — ¢?) =
’
= ﬁ(c2 —(a—b)®)((a+b)* - c*) =

= 11—6(c+a—b)(c—a+b)(a+b+c)(a+b—c)

Antonin Slavik Hérénuv vzorec: 2000 let poté



Ddkaz pomoci Pythagorovy véty (1)

Platiad = a/2,b' =b/2,¢’ =c/2,tedys=a + b’ + C.
Dale @? 4+ b? —c? =a?+ x>+ h* — (& — x)? — W? = 2a'x.

2
24 )2(b' + x)(b' — x) = (2a'b' +2a'x)(2d b’ — 2d'x) =
a?+b?—c?+2ab)(c?—a%-b?+2ab) =
(d + D) = c?)(c” — (a — )?) =
a+b+c)d+bv-c)d+a-b)d+b-a)=

8% = (4- 1a’h>2 = (2a'h)® = (24 )?(b”? — x*) =

—_~ o~ ~

:11—6(a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(c+b—a)
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Dikaz pomoci Pythagorovy véty (2)

V predchozim dikazu vyuzivame toho, ze vyska trojuhelniku
prochazejici bodem A protina stranu BC.

V kazdém trojuhelniku existuje aspon jedna vyska s touto
vlastnosti.

Zdivodnéni: Pokud vyska z A neprotina stranu BC, pak Uhel
u jednoho z vrcholl B, C (toho, ktery je blize k paté kolmice) je
vetsi nez 90 stupnd. Takovy vrchol muze byt v trojuhelniku jen
jeden.

A

) > 90°
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Dikaz beze slov (1)

S = rs, kde r je polomér kruznice vepsané

x ¥y

Pozorovani: x=s—a,y=s—-b,z=s—-c¢

Antonin Slavik Hérénuv vzorec: 2000 let poté



Dikaz beze slov (2)

rz rxz
oy 2
VJN Iz
4 " xx-?
xyz ,'TI“
xpz 4
rg(_r +y)
a/sp
v [
x ¥y rz(x +y)

= Xxyz=r?’(x+y+2z)
S? =122 = r?s(x +y +2z) = sxyz = s(s — a)(s — b)(s — ¢)

Poznamka: Vztah xyz = r?(x + y + z) je ekvivalentni s

B xyz  [(s—a)(s—-b)(s—c¢)
r_\/x+y+z_\/ S ’
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Dikaz pomoci kruznice vepsané a pripsané (1)

AG+ AH = (AD + DB + BG) + (AF + FC + CH) =
= (AD+ DB+ BJ) + (AF + FC + CJ) = (AD + DB) + (BJ + CJ)+
+(AF+FC)=c+a+b=2s = AG=AH=s
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Dikaz pomoci kruznice vepsané a pripsané (2)

AADI ~ DAGH = BL=8L = 1 = 2 b
AICF ~ ACIH = FL =G o 1 _ s-b [ (s7a)ls=e) s
r= \/(s—a)(s;b)(s- ‘) = S=rs=/s(s—a)(s—b)(s—c)
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NewtonUv diakaz (1)

Necht AC je nejdelsi strana, M jeji stred, AF = ¢, AE = c.
Kruznice se stfedem A a polomérem c prochazi body B, E, F.

¢ —AD* =& — DC* = ¢® — & = AD* — DC? = (AD + DC)(AD — DC) = b(AD — DC)
2
MD = ((9+MD> - (9—/\//0)) Lap—pcy="C —&

2 \\2 2 2 2b
b F-2&
DE=AE —AM-MD=c— 5 — ~—
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Newtonuv diukaz (2)

> B b F-4& b F-a)\ _
h_DE(2c—DE)_(c—2—72b CHo+ o) =

2bc— B> — P+ & 2bc+ b+ 2 — &
2b ' 2b

@ —(b-c¢) (b+cP-a& (a+b-c)a-b+c)b+c+a)(b+c—a)

- 2b ' 2b - 4p?

S= %bh: %\/(a—s—b—c)(a—b+c)(b+c+a)(b+c—a)
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Shrnuti

Z&kladni strategie:
Q S= %absin ~, Vypocti sin
@ S = }ah,, vypotti h,
© S =rs, vypodti r
Konkrétni dikazy:
@ Kosinova véta
© Pythagorova véta
© Dukaz beze slov
© Dukaz pomoci kruznice vepsané a pfipsané
@ Newtonlv dikaz
© Mocnost bodu ke kruznici (bude v prednasce J. H.)
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Pribuzna tvrzeni

@ Heronuv vzorec je limitnim pfipadem Brahmaguptova
vzorce pro obsah tétivového Ctyfuhelniku:

S=(s-a)(s-b)(s-0c)(s-a),

kde s=(a+b+c+d)/2.

@ Brahmaguptlv vzorec je specialni pfipad Bretschneiderova
vzorce pro obsah obecného Ctyfuhelniku:

- \/(s _ a)(s— b)(s — ¢)(s — d) — abed cos? (“Z”)

kde «, ~ jsou velikosti Ghld u vrcholl A, C
@ Existuje (slozita) varianta vzorce pro objem Ctyfsténu

@ Existuje varianta pro trojuhelniky ve sférické a hyperbolické
geometrii
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