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Nejkratsi spojnice dvou bodu
na kouli reSena sférickou
geometril
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Eukleidovska geometrie v rovine i
prostoru

5 postuldtl — rovinna geometrie a prostorova, popis ,plochého
sveta“

Od kteréhokoli bodu ke kterémukoli Ize vést primku

Primku omezenou Ize neomezené prodlouzit

Z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem lze narysovat kruznici
VSechny pravé uhly jsou si rovny

Kdyz primka protina dvé primky a tvori na téze strané vnitfni uhly mensi,
nez dva praveé (soucet), pak ty dvé primky, sbihajici se do nekonecna
sbihaji se na té strane, kde jsou uhly mensi nez dva pravé
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Neeukleidovske geometrie

spor o 5. postulat — nelze jej odvodit z ostatnich tezi v Zakladech
(Lobacevskij, Bolyai, Riemann, ...)

vznik neeukleidovskych geometrii

sféricka geometrie — zabyva se vztahy mezi body a jistymi
kruznicemi na plose kulové, ozn. k = (O, 1)

hlavni kruznice kulové plochy, k = (O, r), jeji rovina prochazi stfredem
kulové plochy



Stericka geometrie

analogie primek euklidovské roviny —
hlavni kruznice kulové plochy

»primka“ — uzavrena krivka
vsechny ,,primky“ maji stejnou délku, 2mr

nejkratsi spojnice (tzv. ortodroma) 2 bod
kulové plochy je casti hlavni kruznice

protilehlé body hlavni kruznice — poly

sféricky dvojuhelnik — tvoren oblouky
hlavnich kruznic se stejnymi poly




Stericky trojuhelnik

strany sférického trojuhelniku
ABC - oblouky hlavnich kruznic,
a=BC,b=AC,c = AB

vrcholy sférického trojuhelniku

ABC —body A,B, C

sférické délky stran (sférické

vzdalenosti) df. — velikost uhlu
a = |XBOC| (ozn. také a = BC)
b = |XAOC| (ozn. také b = AC)
c = |XAOB]| (ozn. také ¢ = AB)

v jednotkové sfére délka

a oblouku rovna sférickeé délce,
jinaka=r-a




Stericky trojuhelnik

uhly a, 5, y — uhly sevrené
rovinami (také tecnami stran ve
vrcholech), stejné znacime i
jejich velikosti

a ...(AOB), (AOC)
B ...(AOB), (BOC)
y ...(A0C), (BOC)

Euleruv sféricky trojuhelnik —

zakladni prvky (a, b, c,a, B, v)
mensi nez T (vSechny strany a
uhly konvexni, tj. v intervalu

(0; m))
Mobiuv (,nekonvexni®) — da se
rozlozit na Eulerovy




Stericky trojuhelnik polarneé sdruzeny

polarné sdruzeny sféricky
trojuhelnik se sférickym
trojuhelnikem ABC
rovina (OBC) —rovnik

A’ pél vzhledem k tomuto
rovniku, ktery lezi na opacneé
polokouli nez bod A

podobné dalsi vrcholy B', C’

naopak, je-li rovina rovniku
(B'0OC"), je pdlem bod 4 (na
opacné polokouli nez A’




Polarné sdruzené trojuhelniky

A pol pro rovnik B'OC' ——
ozn. E = (AOC) N B'C), Az
D = (AOB) N B'C’

ED =«

B’ je pdl pro (AOC) = B'E = g
C'je pdl pro (AOB) = C'D = g
B'C'<m

a =B'C'=B'E+C'D—ED =

T—a=>a +a=m




Polarné sdruzené trojuhelniky

podobné

b+ =m
c+y=nm
a analogicky
at+a =1
b+ =mn

c+y =m




Stericky trojuhelnik - vlastnosti

te¢na oblouku ABv bodé A protina OB v
bodé D =pravouhly AOAD

tecna oblouku AC v bodé A protina OC v
bodé E =pravouhly AOAE

z Pythagorovy vety pro trojuhelniky
OAD, OAE

|OD|? = |0A|? + |AD|?
|OE|? = |0A|? + |AE|?



Stericky trojuhelnik - vlastnosti
kosinova véta z trojuhelniki AED, OED pro stranu ED
ED|? = |AE|? + |AD|? — |AE||AD| cos «
ED|? = |OE|? + |OD|?* — |OE||OD] cos a
odettenim obou rovnic, dosazenim za |0E|?,|0D|? a Gpravou ™+
0 = 2(|OA|* + |AE||AD| cos @« — |OD||OE| cos a)
odtud

¥

|OA| |0OA] |AE| |OA]|
cosa = + cos « , a tedy
|OE| |OD| |OE| |OD|

cosa = cosb cosc + sin b sinc cos «




Stericky trojuhelnik - vlastnosti

1. sféricka kosinova véta

cosa = cos b cosc + sin b sin ¢ cos a (a cyklické rovnosti)

veta plati i pro polarni sféricky trojuhelnik, muzeme dosadit

a =m—a b =n—-0,c =m—y,a =mwm—a

cosa’ = cosb'cosc’ + sinb’sinc’ cosa’

cos(mr — a) = cos(m — B) cos(m —y ) + sin(m — B) sin(wr —y ) cos(m — a)
odtud

cosa = —cosfcosy +sinfsiny cosa



Stericky trojuhelnik - vlastnosti

1. sféricka kosinova veéta

cosa = cos b cosc + sin b sin ¢ cos a (a cyklické rovnosti)

2. sféricka kosinova veéta

cosa = —cos ff cosy + sin f siny cos a (a cyklické rovnosti)

dale z 1. sférické kosinové véty

COS a—COS b coSs c , .
cosa = . dosadime do vztahu sin? a = 1 — cos? «
sin b sin ¢




Stericky trojuhelnik - vlastnosti

po Upravé (pracujeme v intervalu (0; 7))

sin? b sin? c—cos? a+2 cos a cos b cos c—cos? b cos

2 ¢

sin® a = — dosadime
Sin< b s1ln~< ¢

sin?b = 1 — cos? b asin® ¢ = 1 — cos? ¢ a daldi Upravou mame

sina  1-cos? a—cos? b—cos? c+2 cos a cos b cos ¢

sin? a

vztah symetricky v a, b, ¢

sféricka sinova véta
sina __ sinff __ siny

sin a sin b sin ¢

sin? a sin? b sin? ¢



Stericky trojuhelnik - vlastnosti

1. sféricka kosinova véta
cosa = cosb - cosc + sinb -sinc - cos a (a cyklické vztahy)

2. sféricka kosinova veta
cosa = —cosf3 - cosy +sinf -siny - cos a (a cyklické vztahy)
sféricka sinova véeta

sina __sinff _ siny

sin a sin b sin ¢



Stericky trojuhelnik - vlastnosti

Pri reSeni prikladl vyuzijeme i nasledujici véty
Véta 1: Proti vetsi straneé sférického trojuhelniku lezi vetsi uhel,
proti shodnym stranam lezi shodné uhly.

Odchylka strany (Uhlu) od pravého uhlu (df.) ... E — a‘ (E — a‘)

Véta 2: Ve sférickém trojuhelniku proti strané s vetsi (mensi)
odchylkou lezi uhel s vétsi (mensi) odchylkou, proti stranam se
stejnymi odchylkami lezi uhly se stejnymi odchylkami a obracené.



Stericky trojuhelnik - vlastnosti

Véta 3: a) Jestlize ve sférickém trojuhelniku ABC plati E — a‘ =

o/

E —b ‘, pak strana a a proteéjsi uhel a patri do tehoz kvadrantu,
tj. jsou bud oba ostré, nebo oba tupé.

b) Ve sférickém trojuhelniku se maximalné jeden uhel maze lisit
kvadrantem od protéjsi strany, a to ten, ktery lezi proti strané s
nejmensi odchylkou



Zemepisne souradnice

v . s B T T
zemepisna Sirka @, @ € <_E’E>

rovnobezky v navzajem rovnobéeznych rovinach

koImY(ch k zemské ose, hlavni kruznici je pouze

7

rovni
zemeépisna délka A, A € (—m, )
pqledm’ky, casti hlavnich kruznic, ptlkruznice nad
poly
zemepisné souradnice bodu sfery ruzného od
zemepisnych polu A = (@, 1)
poly prochazi vsechny poledniky, zemska osa —
spojnice polu

kurs — velikost uhlu, pod kterym protina hlavni
kruznice poledniky




Priklad 1

Urcete nejkratsi vzdalenost dvou mist
A, B na zemském povrchu, znate-li
jejich zemépisné souradnice. UrCete v
jakém kursu je treba startovat z mista
A (resp. B), abychom po hlavni kruznici
dospéli do mista B (resp. A)

Napt.

Viden letisté (48°7'12",16°34'12"),
Tokio letisté
(35°33'36"',139°46'12"")




Priklad 1

Sféricky trojuhelnik ABC

A —Viden, souradnice (¢1,1;)
B — Tokio, souradnice (¢4, A,)
C — severni pol

Yy = |4 — Ayl pro |y — A <m
(resp.y =m — |A; — A,]| pro

A, — 25| > m)
s

=5~ ¢2
b=§—€01

pocCitame c¢ nejkratsi vzdalenost, a
kurs z Vidné, (8 kurs z Tokia




Priklad 1

1. sféricka kosinova véta
cosc = cosacosb + sinasinb cosy

c = arccos ¢, pricemz c je sféricka
vzdalenost, tj. velikost Uhlu, pro urceni
vzdalenosti ¢ = ¢ - r, kde r polomér
Zemeé (plus primeérna vyska letu)

v praxi — ortodroma aproximovana
useky loxodrom

loxodroma — krivka, ktera protina
poledniky pod konstantnim Uhlem

(kursem)
kursy — sféricka sinova véta
. siny .
sina = ——-—sina
sin ¢
. sin .
sin f = = Y sinb




A A B C D E F | G | | 1| K | L
1

2 |vrcholy  zemépisna Sitka stupné  minuty  vtefiny polomér Zemé (sféry)

3 A Viden 48 7 12 6371 km
4 B Tokio 35 33 36

5 |C severni pol 90 0 0 let ve vysce

6

7] zemépisna délka stupné  minuty  vtefiny

8 A Viden 16 34 12 polomér ortodromy

9_B Tokio 139 16 12 6381 km
0

11

12 stupngé  minuty  vtefiny  odchylka kvadrant délka oblouku

13 |oblouk  strany

14_ BC a 54 26 24| 0,62064 | 6053,5 km

15_AC b 41 52 48| 0,83985 | 4656,8 km

16 |AB c 82 12 19| 0,13605 | | 9155,1]km, nejkratsi vzdalenost mist A, B
7

18 |uvrcholu dhly

19_A o 43 23 53| 0,81336 |

EEB §] 34 19 11| 0,9718 |

21 [C ¥ 123 12 0| 0,57945 |1 rozdil zemé&pisnych délek

2 |

23

24 | kurs

25 |A o kurs z Vidné

26 B §] kurs z Tokia
7]



Priklad 2

Lod pluje ze Sydney
(—33°54'34'",151°16'48"") do
San Franciska

(37°46'48"", —122°23'24"")
nejkratsi cestou.

a) Jak dlouho potrva plavba,
pluje-li lod prumérnou rychlosti
15 namornich mil za hodinu? V
jakém kursu vyplula a v jakém
priplula?

b) Na kterém misté (zemépisné
souradnice) a jak daleko od
mista vypluti prepluje rovnik?




Priklad 2

priklad a) — vzdalenost mist
vyresSime podle prikladu 1,
r polomér Zemé

namorni mile — definovana

1852 m (drive vzdalenost
odpovidajici 1’ poledniku)

Cas plavby ve dnech a
hodinach (zaokrouhleny)

pro vypocet kursu
prihlédnout k vétam 2, 3




A A B | C | D | E | G | H | J | K | L |
1

2 |vrcholy zemépisna Sirka stupné minuty  vtefiny polomér Zemé (sféry)
3 |A Sydney -33 54 34 6371 km
4 B San Francisko 37 46 48

5 |C severni pol 90 0 0 let ve vyice

6

7

8 zemépisna délka stupné minuty  vtefiny

9 |A Sydney 151 16 48 polomér ortodromy
10 B San Francisko -122 23 24 6371 km
12 |

13 | stupné minuty  vtefiny  kvadrant odchylka délka oblouku

14 oblouk strany

15_ BC a 52 13 121 0,65939 5806,6 km

16 AC b 122 5 26]11 0,56009 13575,9 km

1TAB c 106 24 57|11 0,28651 km -- délka trasy

1? AE km od mista vypluti
19 |

2? u vrcholu thly

21_A o 55 18 44| 0,60541

2? B 6] 61 48 4311 0,49198

EI C v 86 18 48|1 0,06405

24

25 |

2? kurs

I!TA o kurs ze Sydney

2? B 5] kurs ze San Franciska — Gprava kurzu podle véty 3b)

29 |

30 |

31 ¢as plavby hod rychlost v milich plavba dny hodiny

32 15

33 |




Priklad 2
priklad b) — oznacme E misto, kde lod pfepluje rovnik

sféricky trojuhelnik CEA — prepluti rovniku — sféricka
vzdalenost AE = x

1. sféricka kosinova véta

T T - T -
COS — = COS (E — (pl) cos x + sin (5 — <p1) sin x cos «

coS b

tgx = —

sinb cos a
sféricka vzdalenost arctg x — dopocitat vzdalenost x

zemépisné souradnice mista E, E = (0°,A), kde Az =
A1 + € (pozor na datovou hranici)

sféricka sinova véta

: sina .
siné = —%sinx
SlnE




A A B | C | D | E | G | H J | K | |
1
2 |vrcholy zemépisna Sifka stupné minuty  vtefiny polomér Zemeé (sféry)
3 A Sydney -33 54 34 6371 km
4 |B San Francisko 37 46 48
5 C severni pol 90 0 0 let ve vysce
6
7
8 zemépisna délka stupné minuty  vtefiny
9 A Sydney 151 16 48 polomér ortodromy
10 |B San Francisko -122 23 24 6371 |km
11 |E pifechod rovniku _
12|
E stupné minuty  vtefiny  kvadrant odchylka délka oblouku
14 |oblouk strany
15 |BC a 52 13 12]1 0,65939 5806,6 km
1? AC b 122 5 26|11 0,56009 13575,9 km
17 AB c 106 24 57|11 0,28651 km -- délka trasy

AE km od mista vypluti
20 |uvrcholu uhly

A o 55 18 44| 0,60541

B 5] 6l 48 431 0,49198

C v 86 18 48]1 0,06405

kurs
A (v kurs ze Sydney
B 5] kurs ze San Franciska —Uprava kurzu podle véty 3b)

31 |Cas plavby hod rychlost v milich

plavba dny

15

hodiny




Priklad 3

Necht a, a jsou konvexni Uhly. Existuje-li sféricka sinova véta
pravouhly sféricky trojuhelnik ABC s pravym
thlem u vrcholu C, odvésnou a a protéjsim sinb = ——sinf = (3) (pro a # )

uhlem a, urCete jeho dalsi zakladni prvky.

predpokladame, ze existuje, zname hledame fedeni rovnic (1), (2), (3) v

T
4, &y =73, intervalu (0; ), tj.
hledame c, b, B — v intervalu (0; ) 0 < s%na <1
féricks si I e _ sina (1) ST
sféricka sinova vé e 0 < S5a 4
2. sféricka kosinova véta foza

0<-—<1

cosa=—cosﬁcos§+sin[)’sin§cosa=> E
= sinf} = (2) (pro a # )

cos a



Priklad 3

sin a pak pro ¢, b, f dvé feSeni, 1 ostry a jeden

— =1=a =aneboa =m — «a, druhd ral A v
sin g hovui . tupy uhel, pricemz b, f soucCasné oba
moznost nevyhovuje rovnicim (2), (3) ostré, nebo sougasné oba tupé

Proa=a # %jediné reSenic=b =L = -
(napfr. sféricky trojuhelnik tvoreny oblouky
polednikl s rozdilem zemépisnych délek a a
obloukem rovniku)

spolu tvori dvojuhelnik

a=a= %, rovnice (2), (3) nedavaji smysl,

pfimo z kosinovych vét b = (3, pak jako i.,
kde S libovolné

sin @

: <1:>sina<sina:>(a<asz)v
s71T1a 2
(E <a< a) (a obracené)




Priklad 4
Letadlo letici stale po hlavni kruznici protina rovnik pod
Uhlem a = 50°.
Urcete uhel Y < %, ve kterém protina rovnobézku
zemepisné Sirky ¢ = 15°.

podle pf. 3 existuje pravouhly sféricky trojuhelnik ABC

s danymi a, @ a pravym uhlem u vrcholu C.

a = 15° a = 50°

2. sféricka kosinova véta (pfr. 3)

Cos cos 50°

sinff = =
’B cos a cos 15°

p=mn—p




Priklad 5

Umeéla druzice obiha kolem Zemé v kruhovée
draze, ktera je hlavni kruznici, jejiz rovina je
od rovniku odchylend o uhel w = 65°.
Obézna doba druzice je t; = 96 min. Druzice
se pohybuje jihozapadnim smérem a byla
zaznamenana nad Prahou v misté se
zemeépisnou polohou P =
(50°6'36"",14°25'48""). Urcete zemépisnou
polohu mista Q = (¢, Ag), nad kterym byla
za dalsSich t, = 10 min.




Priklad 5
A prisecik drahy letu s rovnikem

draha druzice a polednik Prahy a rovnik —
pravouhly sféricky trojuhelnik ABP, pravy uhel u
vrcholu B

a=w=65%a=q@p =50°"'36"

sférickd vzdalenost x = AP, x < g

zadané w < %, pouzitim vét na sféricky
pravouhly trojuhelnik — je-li prepona ostry uhel a

jeden z prilehlych 4hlt rovnéz ostry, je ostry i
druhy ji pfilehly

T - . T
COS W = —COSlpCOSE-l- smgbsm;cosa




Priklad 5

kdyby se Zemé neotacela, za ¢as t druzice v
misté Q'— sféricky trojuhelnik SQP urci
zemepisnou Sirku

360

QP =C = t_tz
1
1. sféricka kosinova véta
T T
COS (E — goQ) = COS (E — gop) coscC +
sin (g — (pQ) sin ¢ cos(mr — )

siny = Sfm(:_lp) sin ¢
Sln(;“PQ)
za dobu t, se Zemé pootoci vstric druzici o uhel
360
T = 24-60.1O:>/1Q =Ap—Yy—T1



A A B | C | D | E |
1

2 |vrcholy zemeépisna Sirka stupné minuty  vtefiny
5’_F‘ Praha 50 6 36
5 B 0 0 0
6 S severni pol 90 0 0
7

8 |

9 zemépisna délka stupné minuty  vtefiny
1{]_F‘ Praha 14 25 48
1 a [ & s
12_B 14 25 48
13 |

14 stupné minuty  vtefiny
15 |oblouk strany

16_[1F‘ C 37 30 0
17 |

18 |uvrcholu uhly

15'_A ] 65 0 0
ED_B W 41 13 21
21 |5 ¥ 29 4 7
2

=3 cas

24| t1 96 |min

25 | t2 10 |{min

2
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