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Katedra didaktiky matematiky, MFF UK
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Motivace

V rovině je dána kružnice k a bod M. Sečna p kružnice k vedená
bodem M prot́ıná kružnici k v bodech A,B.

Hypotéza: Obsah obdélńıku, jehož strany maj́ı délky |MA|, |MB|
nezáviśı na volbě polohy sečny p.
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Zavedeńı pojmu

Snadno ově̌ŕıme vyslovenou hypotézu:

△MAB ′ ∼ △MA′B
|AM|
|B′M| =

|A′M|
|BM|

|AM| · |BM| = |A′M| · |B ′M|
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Zavedeńı pojmu

Snadno ově̌ŕıme vyslovenou hypotézu:
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Zavedeńı pojmu

sečna vedená sťredem S kružnice k
o poloměru r ; označme |MS | = d

|MA| = |d + r |, |MB| = |d − r |

|MA| · |MB| = |d + r | · |d − r |
|MA| · |MB| = |d2 − r2|

Definice: Je dán bod M a kružnice k(S , r), |MS | = d . Č́ıslo
mM

k = d2 − r2 nazýváme mocnost́ı bodu M ke kružnici k.

tečna kružnice k s bodem dotyku T :
|MT |2 = |MS |2 − |ST |2 = d2 − r2
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mM
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Jana Hromadová (KDM, MFF UK) Cesty k matematice 20. zá̌ŕı 2024 4 / 15



Zavedeńı pojmu
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Eukleidova věta o odvěsně

V pravoúhlém trojúhelńıku rozděĺıme p̌reponu patou výšky na p̌reponu na
dva úseky. Potom je obsah čtverce nad libovolnou z odvěsen roven obsahu
obdélńıku, jehož strany jsou shodné s p̌reponou a úsekem p̌repony
p̌rilehlým k p̌ŕıslušné odvěsně.

a2 = c · ca b2 = c · cb

kružnice k nad pr̊uměrem BC

mocnost A vzhledem ke k :

mA
k = b2 = c · cb
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Jana Hromadová (KDM, MFF UK) Cesty k matematice 20. zá̌ŕı 2024 5 / 15
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Eukleidova věta o odvěsně
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Eukleidova věta o výšce

V pravoúhlém trojúhelńıku je obsah čtverce nad výškou na p̌reponu roven
obsahu obdélńıku, jehož strany jsou shodné s úseky p̌repony, na něž je
p̌repona rozdělena patou výšky.

v2 = ca · cb

kružnice k nad pr̊uměrem AB
pr̊useč́ık C ′ p̌ŕımky CP s k
mocnost P vzhledem ke k :
mP

k = v · v = ca · cb
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v2 = ca · cb
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Pýthagorova věta

V pravoúhlém trojúhelńıku je obsah čtverce nad p̌reponou roven součtu
obsahů čtverc̊u nad odvěsnami.

c2 = a2 + b2

kružnice m(A, b)

D,E - pr̊useč́ıky p̌ŕımky AB
s kružnićı m

|DA| = |AE | = |AC | = b

|DB| = c + b |EB| = c − b

mocnost bodu B vzhledem k m:

mB
m = a2 = (c − b) · (c + b) = c2 − b2
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Jana Hromadová (KDM, MFF UK) Cesty k matematice 20. zá̌ŕı 2024 7 / 15
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Heronův vzorec

Pro obsah S trojúhelńıku ABC plat́ı S =
√
s(s − a)(s − b)(s − c), kde

a, b, c jsou délky jeho stran a s je polovičńı obvod.

Označme I , resp. IA, IB , IC sťredy kružnice vepsané, resp. p̌ripsaných
ke stranám a, b, c .

nejprve odvod́ıme:
|AB| · |AC | = |AI | · |AIA|
čty̌rúhelńık CIBIA je tětivový

O(IAI ) : C → C ′

|AC | = |AC ′|
mocnost bodu A ke kružnici
nad pr̊uměrem IAI
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ke stranám a, b, c .

nejprve odvod́ıme:
|AB| · |AC | = |AI | · |AIA|
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nad pr̊uměrem IAI
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Heronův vzorec

Obdobně pak dokážeme: |AB| · |AC | = |AB ′| · |AC | = |AIB | · |AIC |,
kde B ′ je pr̊useč́ık p̌ŕımky AC s kružnićı sestrojenou nad pr̊uměrem
IB IC .
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Heronův vzorec

|AZ | = |AI | · cos(α/2) = s − a |AZA| = |AIA| · cos(α/2) = s
|AZB | = |AIB | · sin(α/2) = s − c |AYC | = |AIC | · sin(α/2) = s − b
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Heronův vzorec

Heronův vzorec postupně odvod́ıme z jiného vztahu pro výpočet obsahu
trojúhelńıku:

S =
1

2
· |AB| · |AC | · sinα

S = |AB| · |AC | · sin α

2
· cos α

2

S =

√
(|AB| · |AC |)2 · sin2 α

2
· cos2 α

2

S =

√
|AI | · cos α

2
· |AIA| · cos

α

2
|AIB | · sin

α

2
· |AIC | sin

α

2

S =
√
s(s − a)(s − b)(s − c)
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Možnosti rozš́ı̌reńı pojmu

Mocnost bodu ke kulové ploše

Mějme sféru κ(S , r) a bod M, který nelež́ı na sfé̌re κ. T́ımto bodem
veďme dvě p̌ŕımky tak, aby sféru κ protly v bodech A, B respektive A′,
B ′. Pak plat́ı: |MA| · |MB| = |MA′| · |MB ′|.

Darboux̊uv součin

Nechť jsou dány dvě nesousťredné kružnice k1(S1, r1) a k2(S2, r2).
Darbouxovým součinem těchto dvou kružnic, znač́ıme k1 ∗ k2, budeme
rozumět hodnotu výrazu: k1 ∗ k2 = d2 − r21 − r22 , kde d je délka úsečky
S1S2.

Mocnost bodu ke ǩrivce
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Rovinný řez rotačńıho paraboloidu

Rotačńı paraboloid je proťat rovinou, která je r̊uznoběžná s osou rotace v
elipse. Pravoúhlým pr̊umětem této elipsy do roviny kolmé k ose rotace je
kružnice.
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Rovinný řez rotačńıho paraboloidu

ρ - rovina řezu

σ - ř́ıdićı rovina paraboloidu

F - ohnisko paraboloidu

E - bod souměrně sdružený s F dle ρ

M - pr̊useč́ık p̌ŕımky EF s rovinou σ

X - bod pr̊unikové elipsy

X ′ - pr̊umět bodu X do roviny σ

Kulová plocha κ o sťredu X ,
procházej́ıćı ohniskem F procháźı též
bodem E a dotýká se roviny σ
v bodě X ′.

Z mocnosti bodu M ke kulové ploše κ vyplývá:
|ME | · |MF | = |MX ′|2 = konst.
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Drábek, K. Harant, F. Setzer, O. (1979). Deskriptivńı geometrie II,
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