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Wythoffova hra

@ pochazi pravdépodobné z Cl’ny
@ 1907 — Willem Abraham Wythoff zvefejnil kompletni analyzu
hry
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@ Hra¢ na tahu musi odebrat alespon jeden prvek.
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Pravidla hry

Pravidla hry

Dény 2 mnoziny (hromadky zapalek, kamen(, Zeton().
@ Hra¢ na tahu musi odebrat alespon jeden prvek.
o Hradi se stridaji v tazich.
o Hra¢ mize vzit libovolny polet prvkl z jedné, nebo z druhé
mnozZiny.

@ Hra¢ mizZe odebrat stejny pocet prvkii z obou mnoZin
najednou.

PoraZeny je ten hra&, ktery uz nemize tahnout. (MnoZiny jsou
prazdné.)

L Dvotakova Wythoffova hra



Prohravajici a vyhravajici pozice
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e Prohravajici a vyhrdvajici pozice
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:

O (0,0) je prohravajici.
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
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Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:
O (0,0) je prohravajici.
Q (x,y) # (0,0) je vyhravajici, pokud existuje tah do
prohrédvajici pozice.
Q (x,y) # (0,0) je prohravajici, pokud viechny tahy vedou do
vyhravajicich pozic.
MnoZinu prohrédvajicich pozic oznaéime P, vyhravajicich pozic V.

L Dvotakova Wythoffova hra



Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:
O (0,0) je prohravajici.
Q (x,y) # (0,0) je vyhravajici, pokud existuje tah do
prohrédvajici pozice.
Q (x,y) # (0,0) je prohravajici, pokud viechny tahy vedou do
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L Dvotakova Wythoffova hra



Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice

Nasim cilem je udrZet protihrale v takzvanych prohrdvajicich
pozicich, zatimco my chceme vZdy tahnout z pozic vyhravajicich.
Tyto pozice (dvojice nezdpornych celych &isel vyjad¥ujici polet
Zetonl na hromadkach) jsou definovany rekurzivng:
O (0,0) je prohravajici.
Q (x,y) # (0,0) je vyhravajici, pokud existuje tah do
prohrédvajici pozice.
Q (x,y) # (0,0) je prohravajici, pokud viechny tahy vedou do
vyhravajicich pozic.
MnoZinu prohrédvajicich pozic oznaéime P, vyhravajicich pozic V.
Plat: PUV =NoxNoa PNV =0a(x,y) e P& (y,x) € P.
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Prohravajici a vyhravajici pozice

Prohravajici a vyhravajici pozice a zranénd ddma

x|0{1(3|4|6|8|9|11|12|14|16(17|19|21|22|24|25|27
y|0]2]5|7|10|13|15|18/20|23|26|28|31|34|36|39 (41|44
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Rekurentni posloupnost

Rekurentni posloupnost a prohrdvajici pozice

P = {(an, bn), (bn,an) | n € No}, kde
@ apg = bo = 0,
@ a, pro n > 1 je nejmensi jest& nepouZité pkirozené &islo (tj.
nevyskytuje se mezi &isly ak, bk pro k < n),
@ b, = a,+ n pro kazdé n € N.

n(0/1{2(3|/4|5|6|7|8|9|10/11{12|13|14|15/16|17
an 6]8|9|11|12|14/16|17|19|21|22|24|25|27
b,(0]2|5(7]10|13|15|18|20|23|26|28|31|34|36|39 |41|44

Tabulka: Hodnoty a, a b, pro n < 17

o
[a—
w
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Fibonacciho soustava

Zapis ve Fibonacciho soustavé

n|0|1]2[3|4]|5 |6
f]1]2]3]|5]8]13]21

Fibonacciho &isla f, = f,_1 + fhr2o pron>2, fy=1af =
| 7

KaZdé N € N [ze zapsat ve Fibonacciho soustavé pomoci cifer 0,1:
N =anfp+ap_1fp—1+---+arh + aofy,

kde ap, a1, ...,an—1 €{0,1} a a, = 1.

Platnost véty zaru€uje hladovy rozvoj. Napftiklad

66 =55+11=55+8+3=1f+ 1+ h.

Pféeme 667 = (100010100).



Fibonacciho soustava

Hladovy rozvoj a prohravajici pozice

Oznaéme jako s, n-té pfirozené &islo (Fazeno podle velikosti), jehoZ
hladovy rozvoj ve Fibonacciho soustavé konci sudym poctem nul, a
Jjako £, n-té pFirozené &islo, jehoZ hladovy rozvoj ve Fibonacciho
soustavé koné&i lichym po&tem nul. Pro posloupnosti (a,) a (bp)
plati, Ze a, = s, a b, = £,, pro kaZdé n € N.

1 2 3 4
so|1: (1) = 17 |3: (100) = 3¢ |4: (101) = 4¢ |6: (1001) = 6F
2: (10) = 27 |5: (1000) = 5f|7: (1010) = 7r|10: (10010) = 107

Tabulka: Hodnoty s, a ¢, pro n < 4
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Zlaty fez

Zlaty Yez a prohrdvajici pozice

Zlaty Yez 7 = 1+2ﬁ = 1,618 splifuje 72 = 7 + 1.

Pro posloupnosti (a,) a (b,) plati, Ze a, = |nt| a b, = |nT?| pro
kaZdé n € N, kde dolni celd &ast | x| z redlného &isla x je nejvétsi
celé ¢&islo < x.
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Zlaty fez

o Wythoffova hra je zdbavn3, a jisté o to vice, kdyZ zn3 hrac
vyherni strategii.
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Zlaty fez

o Wythoffova hra je zdbavn3, a jisté o to vice, kdyZ zn3 hrac
vyherni strategii.

@ Ale navic je u ni velmi zajimavé, jak lzce souvisi
s Fibonacciho soustavou a se zlatym Yezem.
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Zlaty fez

o Wythoffova hra je zdbavn3, a jisté o to vice, kdyZ zn3 hrac
vyherni strategii.

@ Ale navic je u ni velmi zajimavé, jak lzce souvisi
s Fibonacciho soustavou a se zlatym Yezem.

@ Detailngjsi informace:
L. Dvordkova, M. Svobodova et al., Wythoffova hra a zran&nd
ddma, p¥ipraveno pro Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Zlaty fez

Dékuji za pozornost

rozhledy.jcmf.cz
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