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Wythoffova hra

pocháźı pravděpodobně z Č́ıny

1907 – Willem Abraham Wythoff zvěrejnil kompletńı analýzu
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Pravidla hry

Dány 2 množiny (hromádky zápalek, kamenů, žetonů).

Hráč na tahu muśı odebrat alespoň jeden prvek.

Hráči se sťŕıdaj́ı v taźıch.

Hráč může vźıt libovolný počet prvk̊u z jedné, nebo z druhé
množiny.

Hráč může odebrat stejný počet prvk̊u z obou množin
najednou.

Poražený je ten hráč, který už nemůže táhnout. (Množiny jsou
prázdné.)
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Rekurentńı posloupnost
Fibonacciho soustava

Zlatý řez
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Hráči se sťŕıdaj́ı v taźıch.
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Pravidla hry
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Hráči se sťŕıdaj́ı v taźıch.
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prázdné.)
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Prohrávaj́ıćı a vyhrávaj́ıćı pozice

Naš́ım ćılem je udržet protihráče v takzvaných prohrávaj́ıćıch
pozićıch, zat́ımco my chceme vždy táhnout z pozic vyhrávaj́ıćıch.
Tyto pozice (dvojice nezáporných celých č́ısel vyjaďruj́ıćı počet
žetonů na hromádkách) jsou definovány rekurzivně:

1 (0, 0) je prohrávaj́ıćı.

2 (x , y) 6= (0, 0) je vyhrávaj́ıćı, pokud existuje tah do
prohrávaj́ıćı pozice.

3 (x , y) 6= (0, 0) je prohrávaj́ıćı, pokud všechny tahy vedou do
vyhrávaj́ıćıch pozic.

Množinu prohrávaj́ıćıch pozic označ́ıme P, vyhrávaj́ıćıch pozic V .
Plat́ı: P ∪ V = N0 × N0 a P ∩ V = ∅ a (x , y) ∈ P ⇔ (y , x) ∈ P.
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Rekurentńı posloupnost
Fibonacciho soustava

Zlatý řez
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2 (x , y) 6= (0, 0) je vyhrávaj́ıćı, pokud existuje tah do
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vyhrávaj́ıćıch pozic.
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Prohrávaj́ıćı a vyhrávaj́ıćı pozice a zraněná dáma

x 0 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 22 24 25 27

y 0 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44
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Rekurentńı posloupnost a prohrávaj́ıćı pozice

Věta

P = {(an, bn), (bn, an) | n ∈ N0}, kde

a0 = b0 = 0,

an pro n ≥ 1 je nejmenš́ı ještě nepoužité p̌rirozené č́ıslo (tj.
nevyskytuje se mezi č́ısly ak , bk pro k < n),

bn = an + n pro každé n ∈ N.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

an 0 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 22 24 25 27

bn 0 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44

Tabulka: Hodnoty an a bn pro n ≤ 17
L’. Dvǒráková Wythoffova hra
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Rekurentńı posloupnost
Fibonacciho soustava

Zlatý řez
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Zápis ve Fibonacciho soustavě

Fibonacciho č́ısla fn = fn−1 + fn−2 pro n ≥ 2, f0 = 1 a f1 = 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

fn 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Věta

Každé N ∈ N lze zapsat ve Fibonacciho soustavě pomoćı cifer 0, 1:

N = anfn + an−1fn−1 + · · ·+ a1f1 + a0f0 ,

kde a0, a1, . . . , an−1 ∈ {0, 1} a an = 1.

Platnost věty zaručuje hladový rozvoj. Nap̌ŕıklad

66 = 55 + 11 = 55 + 8 + 3 = f8 + f4 + f2.

Ṕı̌seme 66F = (100010100).
L’. Dvǒráková Wythoffova hra
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Hladový rozvoj a prohrávaj́ıćı pozice

Věta

Označme jako sn n-té p̌rirozené č́ıslo (̌razeno podle velikosti), jehož
hladový rozvoj ve Fibonacciho soustavě konč́ı sudým počtem nul, a
jako `n n-té p̌rirozené č́ıslo, jehož hladový rozvoj ve Fibonacciho
soustavě konč́ı lichým počtem nul. Pro posloupnosti (an) a (bn)
plat́ı, že an = sn a bn = `n pro každé n ∈ N.

n 1 2 3 4

sn 1: (1) = 1F 3: (100) = 3F 4: (101) = 4F 6: (1001) = 6F
`n 2: (10) = 2F 5: (1000) = 5F 7: (1010) = 7F 10: (10010) = 10F

Tabulka: Hodnoty sn a `n pro n ≤ 4
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Pravidla hry
Prohrávaj́ıćı a vyhrávaj́ıćı pozice

Rekurentńı posloupnost
Fibonacciho soustava

Zlatý řez

Zlatý řez a prohrávaj́ıćı pozice

Zlatý řez τ = 1+
√

5
2

.
= 1, 618 splňuje τ2 = τ + 1.

Věta

Pro posloupnosti (an) a (bn) plat́ı, že an = bnτc a bn = bnτ2c pro
každé n ∈ N, kde dolńı celá část bxc z reálného č́ısla x je nejvěťśı
celé č́ıslo ≤ x.

L’. Dvǒráková Wythoffova hra
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Rekurentńı posloupnost
Fibonacciho soustava

Zlatý řez

Závěr

Wythoffova hra je zábavná, a jistě o to v́ıce, když zná hráč
výherńı strategii.

Ale nav́ıc je u ńı velmi zaj́ımavé, jak úzce souviśı
s Fibonacciho soustavou a se zlatým řezem.

Detailněǰśı informace:
L’. Dvǒráková, M. Svobodová et al., Wythoffova hra a zraněná
dáma, p̌ripraveno pro Rozhledy matematicko-fyzikálńı

L’. Dvǒráková Wythoffova hra
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L’. Dvǒráková Wythoffova hra



Pravidla hry
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Děkuji za pozornost

rozhledy.jcmf.cz
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