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Matematika a spolecenské hry

Zajimavé vazby na

>

teorii her a optimalizaci

> pravdépodobnost a statistiku,
> kombinatoriku,
» geometrii.
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Dobble

v (%
)
i % » 55 karet, 57 symbolU, na jedné karté vzdy 8 symbolul
% : > kazdé dvé karty maji spolecny pravé jeden symbol
se/ Q \K *i > il iakékoli . . - . v
% " .\.ﬁg cilem jakékoliv verze je najit prave ten jeden spole¢ny symbol
'V 4

> 1960-1970 - prace na neuplnych blokovych schématech,
» 1976 - Jacques Cottereau - milovnik spolec¢enskych her, vytvoril ,hmyzi hru*

P> 31 Kkaret,
P kazda karta 6 hmyzich druhu,
> kazdéa dvojice karet pravé jeden spoleény hmyz,

» 2008 - Denis Blanchot (jeho zet' a novinar), objevil nékolik ,hmyzich karet”
» 2009 - prvni komeréni dobble, ve Francii



Dobble - 2022

Stale jedna z nejvice prodavanych her na celém svété a nejprodavanéjsi karetni hra

Nejprodavanéjsi
ba 84 Krycijména Skiadem > 10 ks a na 31 prodejnich )
Party o pro 2 - 6 hrdéd, doporueny vk od 10 et :
Dobble Skiadem > 10 ks a na 27 prodejnich
Spolezensks hra pro 2 - 8 hréc, doporuzeny vék od & let &

Rubikova kostka 3x3 Skladem > 10 ks a na 6 prodejnich
Hiavolam 5 x 5 * 5 cm

Mnoho mutaci

Dobble 200
WReni aretihrapro -0 ric, d
154200 e
i}?pl:m # Koupit 299, . # Koupit 289, . # Koupit 279,- # Koupit -
s

em > 10 ks
ilste mitihned na prodend Osrava

... a za Uspéchem se skryva krasnda, moderni a hluboka matematika.

057
399,-



Konecna projektivni rovina

Znaceni

S - mnozina symbold

K - karta se symboly K = {sy,...,5p}

K - mnozina v8ech karet, K = {Ky,...,Km}

Definice
M&jme S koneénou mnozinu a mnoZinu nékterych jejich podmnozin K C 25. Dvojici (S, K) nazyvame

koneénou projektivni rovinou, spliiuje-li nasledujici axiomy

(AO) existuje &tyfprvkova mnozina M C S, takova, ze [M N K| < 2 pro vSechny mnoziny K € K,
(A1) kazdé dvé mnoziny K, L € K maji spoleCny praveé jeden prvek |[K N L| =1

(A2) pro kazdé dva prvky s, t € S existuje pravé jedna mnozina K € K, pro kterou s, t € K.



Konec&na projektivni rovina - axiomy a dobble

(A1) kazdé dvé mnoziny K, L € K maji spole€ny pravé jeden prvek |[K N L| =1
Libovolné dvé karty maiji jediny spoleény symbol. (zékladni princip dobble)
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(A2) pro kazdé dva prvky s, t € S existuje pravé jedna mnozina K € K, pro kterou s, t € K.
Kazdou dvojici symboll najdeme na pravé jedné karté (aby karet nebylo moc)

@@\‘c;',@,e

(A0) existuje étyfprvkova mnozina M C S, takovd, ze [M N K| < 2 pro vSechny mnoziny K € K,
Aby byly symboly vyvazené rozdélené a karty symetrické.



Konecna projektivni rovina a geometrie

A¢ kombinatoricky objekt, myslenka kone€nych projektivnich rovin vychazi z geometrickych axiomd projektivni

roviny
(A1) kazdé dvé mnoziny K, L € K maji spole€ny pravé jeden prvek |[K N L| =1
Kazdé dveé pfimky se protinaji pravé v jednom bodé. (rovnobézné pfimky v jednom bodé v nekonecnu
odpovidajicimu smérnici)
(A2) pro kazdé dva prvky s, t € S existuje pravé jedna mnozina K € K, pro kterou s, t € K.
V8echny body v nekone¢nu lezi na jedné spolecné pfimce v nekone€nu (zlplnéni jako realna ¢isla).
(AO) existuje Ctyfprvkova mnozina M C S, takova, ze |[M N K| < 2 pro vSechny mnoziny K € K,
Existuji Ctyfi body, které nelezi na pfimce.

Zasadni rozdily
> konecny pocet symboll x nekonecny pocet bodl,
> neusporadani ,symboll“ na kartach“ x usporadani bodll na pfimkach (pozor na intuici),

> absence geometrické predstavy.



Konecéna projektivni rovina - nejjednodussi priklad
Fanova rovina (Gino Fano) - 7 symbol(, 7 karet

S={B,Y,T,0,A S, R} akarty Ky, ..., K7 jsou dany:

BYT | |OBR ARY BAS| | TRS




Konecna projektivni rovina - fad projektivni roviny

Jednoduché tvrzeni
V8echny karty maji stejny pocet bodu.
Dulkaz:
» vezméme libovolné dvé karty Ky, Ko,
> z (A0) plyne, ze existuje symbol s, ktery na nich nelezi,

» vezméme nyni kartu K, kde je s a kazdy symbol t € Kj, pak musi vzdy existovat pravé jeden symbol
u € Ko, proktery u € K.

Rad projektivni roviny
Radem konecéné projetkivni roviny je €islo |K| — 1, kde K € K je libovolnd karta.
(podle tvrzeni je jedno, kterou kartu vezmeme v potaz)

» znacime (S, K)n,
> pocet symbold p je tedy o jedno vétsi nez fad projektivni roviny p = n+ 1,

> Fanova rovina je kone¢na projektivni rovina fadu 2. Existuji kone¢né projektivni roviny pro n > 2? Jsou dany
jednoznacéné?



Konec&na projektivni rovina - poCet symbolu a karet

Véta

Pro projektivni rovinu (S, K), plati

(a) kazdy symbol s € S lezi na n+ 1 kartach
©) |S|=IK|=m+n+1=p> —p+1

Dikaz:
(a) podobné jako stejny pocet symboll na kartach,

(b) pro libovolnou kartu K € K
» n+ 1symbolt sy, ..., Spy1 na této karté,

P existuje symbol s, ktery na ni nelezi,
» n+ 1 Karet, kde je s a kazdy z bodl sy, . . ., Sni1

nn+1)+1=n°+n+1



Konecna projektivni rovina - Dualita a inciden¢ni matice
Symboly a karty Ize tedy zaménovat.

Incidenéni matice

BYT OBR OSY ARY BAS TRS TAO
S 1 1 1
R 1 1 1
A 1 1 1
B 1 1 1
O 1 1 1
Y 1 1 1
T 1 1 1
U takto dokonalého dobble mame nové moznosti her:
BYT OBR ARY BAS TRS

Napt.: Najdi kartu, kde je libovolna dvojice pismen?




Konecna projektivni rovina - komerénimu Dobble néco chybi

> Zakladni verze dobblu obsahuje 55 karet.
> ... ale méla by mit 8 symbolu na karté (fad 7)

724+7+1=57,

» symboll je opravdu 57,
> |ze najit 2 chybéjici karty (2 sloupce incidenéni matice),

> nékteré symboly jsou tedy méné zastoupeny a pro nékteré dvojice symboll nenalezneme kartu K, kde oba
chybi - axiom (A2) tedy neplati.

Pro¢ tomu tak je, neni jasné:
» dobble” - z francouzského dvojity (55)?
> souvislost s poCtem karet standardniho karetniho bali¢ku (52 + Zoliky)?
» aby pfi standardni hie (pekelna véz) tii hracu, byl rovnomérny start?

Otazky
> prakticka - jak si zkonstruovat svUj vlastni dobble?
> teoretickd - pro¢ ma (P, K)n symboll na karté n+ 1?



Latinské étverce

Pfedstavme si mnozinu p symbold S. Latinsky ¢tverec Lp : {1,...,p}2 — S je Etvercova matice p x p, pro
kterou je kazdy prvek s € S obsazen pravé v jednom sloupci a jednom fadku.

Zvolime-li napfiklad p = 4 a mnozinu prvku

S=1{% 40,9,
pak
& & O O
L= |® ¢ 9 &
IEAVERE S
O & &6 O

je prikladem Latinského Ctverce fadu 4.



Ortogonalni latinské Ctverce

Dva Latinské &tverce Lp, L tvofené symboly S, T jsou ortogonalni, pokud se kaZda dvojice symbol
(s,t) € S x T vyskytuje prave jednou, tj. pokud pro kazdou dvojici symboll (s, t) € S x T existuje prave jedna

dvojice (i,j) € {1,...,p}? tak, ze
(Lp)j =s asoudasné (Lp)j=t.

Napriklad pro dvojici symboll
S:{*"707©}’ T:{J‘»szb}

jdou nasledujici dva Latinské Etverce ortogonalni
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protoZe se kazda dvojice karetniho a hudebniho symbolu vyskytuje na pravé jedné pozici (i, j).



Ortogonalni latinské Ctverce

> ortogonlita - troSku nestastné oznaceni, s kolmosti nema nic spole¢ného,
> Fecko-latinské Gtverce - stara formulace problému s pismenky

Aa BB C~
By Ca Ag
CB Aa Ba

> Kazdé latinské pismenko praveé v jedné radce a pravé jednom sloupci.
> Kazdé fecké pismenko pravé v jedné radce a pravé jednom sloupci.
P Kazda dvojice pismenek pravé v jedné piihradce.

> Eulerovy Ctverce - znamy problém s 36 dustojniky



Eulertv problém 36 dustojniku

Puvodni formulace

(podle legendy dostal tento Ukol Leonard Euler od Katefiny Veliké, kdyz pobyval v Petrohradu)

Mame 36 dlstojnikll z 6 jednotek, z kazdé jednotky 6 hodnosti (napf. desatnik, Cetaf, rotny, praporcik, porucik,
kapitan).

Je mozné je usporadat do ¢tverce 6x6 tak, aby se v Zzadném sloupci ani fadku neopakovala stejna hodnost ani
stejnd jednotka?

Moderni formulace
Existuji ortogonalni latinské Ctverce fadu 6?
Euler se domnival, Ze nikoliv, a vyrkl dokonce hypotézu, ze neexistuji ortogonalni latinské Ctverce n = 2(mod 4).

Odpovéd
» Ne pro n = 6, Gaston Tarry (1901) - vy¢tem v8ech moznosti.

> Nicméné, Bose, Parker a Shrikhande (1960) ukazali, Ze obecnéjsi Eulerova hypotéza neplatia n = 2,6,
jsou jediné hodnoty pro které neexistuji ortogonalni latinské &tverce.



Pocet ortogonalnich latinskych étvercl

N(n) nejvétsi prirozené &islo k € N, pro které existuje k po dvou ortogonalnich Latinskych Ctverct

> N(2) =1

> N(6) =

> N(3) =2, atd.
Tvrzeni

Pron>2plati1 < N(n)<n-—1.
Dukaz permutace fadkd, nemoznost umisténi n-tého Ctverce

Plati
> N@2)=1,
> N@3)=2,
> N(4)=3,
> N(5) =4,
> N(6) =1,
> N(7) = 6, atd. (napf. N(10) se nezn4, ale N(10) > 2)



Konecné projektivni roviny a ortogonalni latinské Ctverce

Existence kone&né projektivni roviny je Uzce svazana s existenci maximalniho mozného poctu ortogonalnich
latinskych Etvercl.

Véta N(n) = n— 1 pravé tehdy, kdyz existuje kone¢né projektivni rovina (S, K), fadu n. (1j. s kartami
obsahujicimi n + 1 symbol()
Duasledky

> ProtoZe neexistuji ortogondlni latinské Etverce fadu n = 6 nenajdeme dokonaly dobble se n+ 1 =7
symboly

> Naopak ale existuji dokonalé dobbly s 3,4,5,6,8,9,10,... symboly.

Dukaz
Je konstrukéni a dava ndm navod, jak si vytvofit incidenéni matici.



Konstrukce dobblu pomoci ortogonalnich latinskych ¢tvercu
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Konstrukce dobblu
Z latinskych ¢tvercl fadu 5 dostavame dokonaly dobble s 6 symboly na karté (31 symbolt, 31 karet)

Na stejnych principech z latinskych ¢tverctl fadu 9 dostavame dokonaly dobble s 10 symboly na karté (91
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Zobecnéni

Jakékoliv zobecnovani je $patné, s vyjimkou tohoto. Kurt Godel

Co kdybychom misto
> karet, kde libovolna dvojice ma praveé jeden spolecny symbol,
chtéli napfriklad
> karty takové, Ze libovolna trojice méa pravé jeden spole¢ny symbol?
> karty takové, ze libovolna dvojice mé& pravée dva spole¢né symboly?
> atd.
Tyto otazky nds z fascinujiciho svéta latinskych Etverct pfesouvaji do svéta blokovych schémat a moderni



Blokové schéma - zobecnéni kone¢nych projektivnich rovin

t — (v, k, A) (nedplné) blokové schéma nazveme mnozinu symbold a jejich podmnozin (,karet") skladajici se z
> v symbol(,
> kazda karta obsahuje pravé k symbol,
» jakychkoli t symbolll je obsazeno na X kartach.

Pocet karet (bloku) je dan

Koneéné projektivni roviny, existuji-li, tak jsou
2—(P4+n+1,n+1,1)
blokovym schématem s b = v (optimalni schéma). Napf. Fanova rovina (n = 2) je
2—(7,3,1)

optimalnim blokovym schématem.



Blokové schéma - neoptimalni pfipad
Zname Fanovu rovinu 2 — (7, 3, 1) blokové schéma

o e

Existuji ale dal$i blokova schémata se 3 symboly, 2 — (9, 3, 1) blokové schéma



Blokova schémata - motivace ze navrhu experimentu
Typicky problém védecké prace: testovani hypotéz.

Pfi mnoho faktorech velmi rychle roste pocet experiment(, které je nutné provést. Otazka: Jak provadét
experimenty efektivné, maly pocet experimentu, spravedlivé zastoupeni - blokova schémata (R.A.Fisher 1940)

Mam devét primési A,B,C,D,E,F,G,H,| do slitiny a zkoumam, jakym zplisobem ma danéa pfimés vliv na néjakou
sledovanou vlastnost (tvrdost, koroze, atd.) Zajimaji mé i kombinace faktord. Kdybych zkoumal kaZzdou trojici
méam (3) = 84 experiment

Nase neoptimalni schéma nam ale nabizi nasledujici praktickou va-
riantu s 12 experimenty rozdélenymi do 4 dni

Po Ut St Ct
ABC ADG AElI AFH
DEF BEH BFG BDI
GHI CFI  CDH CEG

Néasledné vyhodnoceni vlivu faktoru standardné pomoci analyzy roz-
ptylu (ANOVA).



Dobble a neoptimalni blokova schémata

Neoptimalni blokova schémata ¢asto nesplnuji zakladni pravidlo - mnohé karty nemaji spolec¢ny symbol.
Znamena to, Ze jsou pro nase Ucely nepouzitelné?
Nikoliv, jen to chce komplikovanéjsi konstrukci pfes dualitu. Pfiklad

> 3 —(8,4,1) blokové schéma - jakékoli 3 symboly na pravé jedné karté, 8 symboll, 14 karet
> vyménim-li symboly za karty - jakékoli 3 karty maji pravé jeden spoleény symbol, 14 symbold, 8 karet

A AIS 7
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Zajimavy priklad

Pfi A = 2 mluvime o tzv. birovinach, A = 3 mluvime o tzv. trirovinach, apod.

2 — (37,9, 2) blokové schéma
> na kazdych 2 kartach jsou dva symboly totozné,
> 37 karet i 37 symbolu, optimalni schéma
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Dékuji za pozornost.

> Stehlik, P.: Matematika za karetni hrou dobble. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, 64 (2019), 69-90.
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P ukazkové alternativni karetni systémy.
> Otava, M.: Z&kladni principy navrhovani experiment(. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, 63 (2018),
196—211.



