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Uvodné zhrnutie
Cislo pitdesiat
(sedem ako ¢islo plnosti zndsobené sebou samym plus bozské ¢islo jeden)
znamena neprekonatel’nii plnost’.
Asi aj preto si intenzivnej$ie pripominam 50 rokov stravenych
Vv prostredi nasich vychovnovzdelavacich instittcii.

Na prelome rokov 2008 a 2009 som urobil kratke vyhodnotenie svojej u€itel'skej prace
za predchadzajucich 40 rokov a zavesil som to na moju webstranku http://www.era.topindex.sk/
do casti D.J. - 40 rokov v ucitel'skych sluzbéach »

Po desiatich rokoch dopiiiam a spractivam d’alsie 10 ro¢né obdobie do publikécie
D. J. 50 rokov v ucitel'skych sluzbach Zapisky priatel’a matematickej kultiry.

Od 8kolského roku 2008/2009 som za¢al posobit’ na ZS Tribegska ul., v Topol'¢anoch ako asistent
a ucitel’ poctov a merby pre intelektovo nadanych ziakov. Niektoré didaktické materidly som
pontikal na $kolskej webstranke: http://www.zstribecskato.sk/skolska-m.html. So ziakmi sme
dosiahli aj niektoré ne¢akané tispechy: Artus PETRAS, bol celosStatnym vit'azom Pytagoriada 6
(8kolsky rok 2009/2010) aj PYT7 (2010/ 2011), Martin BABALA bol ako siedmak uspesny riesitel
(12. miesto) celoslovenského kola PYTS v Bratislave (2016/2017) a ako 6smak bol uspesny (6.- 8.)
v krajskom kole MO-Z9 v Nitre (2017/18). Aj na d’alsich talentovanych ziakov (napr. M. Pavlik,
A. Rybansky, S. Varga, R. Kunik, O. Longauer, P. Furék, T. Gabri§) spominam cCastejSie a rad.
V skolskych rokoch 2012 — 2014 som viedol matematické semindre 1 vyucovacie hodiny
matematiky pre gymnazistov Gymnazia sv. Vincenta de Paul v Topol'¢anoch
(http://gymto.edupage.info/text/?text=teachers/73060)
Zda sa, Ze som sa snazil v nasich skolach (zakladnych, strednych
i vysokych) Sirit zmysluplnejsi a plnohodnotnejsi vztah k vyucovaciemu
predmetu matematika (teda skoér a vystiznejSie pocty a merba), moZno som
popularizoval vo svojom najblizSom okoli aj akiisi matematicka kulttru.
Bol som $ibnuty svojim spésobom. Neviem, ¢i budem mat’ eSte cas,
sa za to aj hanbit. Mam zmieSané pocity o tom, aky to méZe mat,
pre miia Ci pre inych, zmysel. MoZno sa niekedy, tu alebo tam,
dozvieme a uvidime...

> Zapisky priatela
@, matematickej kultdry

Zaverec¢na uvaha:

‘ Tato ,hviezda“ je vytvorena
'_._-,k_-’- 2o 73 mensich Sestuholnikov.
I Ciernych je 6 - 6 = 36

& B | esedjchjedr. v

73 je ,hviezdne* Cislo.
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Richard FEYNMAN
(1918 -1988)
Nobelova cena za fyziku (1965)

Ak vads zaujima uplny obraz sveta,
jedind cesta ako ho pochopit,
je pomocou matematického popisu...

Aby sme vedeli chdapat' prirodu, mézZe byt nevyhnutné,
aby sme lepsie chdpali matematické vztahy

Nepoznat’ matematiku
je vyraznym obmedzenim na ceste
k pochopeniu sveta.

Chcel som hlavne, aby ste dokdzali ocenit nadheru tohto sveta a vedeli nan pozerat
aj fyzikalnym sposobom, lebo som presvedceny, Ze to patri k hlavnej casti skutocnej
kultury dnesnych cias...

Nic sice neviem, ale tolko zase viem, Ze vsetko je zaujimave, ak to Studujete
dostatocne hlboko.

Nikdy nemame definitivne pravdu. Mozeme si byt isti iba tym, Ze sa mylime.

Fyzika nie je najdolezitejsou vecou. Tou je laska.




Skolska matematika a jej kultirne hodnoty

Uvod
ANy Kazdy clovek si matematiku ako Skolsky predmet asi vel'mi dobre
; / e pamita. Viaceri ludia skor z tej neprijemnejSej stranky, ked’ im chybala
A 7 presnost’, doslednost, svedomitost’, pracovitost’ ¢i netradiény pohl'ad
' oS / na postup rieSenia — tvorivost’ a vhl'ad do situécie. Vtedy bolo treba
—= spravnejsie premyslat’, odhalit’ stivislosti, zdovodiiovat’ i dokazovat
\ poznané zakonitosti. Zostalo zo $tudia Skolskej matematiky nieco pre
\ praktické vzdelanie a vSeobecnu kultaru? Skisme sa zamysliet’ nad
Y tym, kde, kto, kedy a ako vnima nielen Skolskl matematiku, ale cely
o : logicky spdsob myslenia, matematickt kultaru.

Korene matematiky

Vsetko, ¢o je okolo nas, ¢o nachddzame v prirode, ¢o vytvarame
Pudskymi rukami, sa sklada z ¢asti, ma nejaku Strukturu. Ak prvky maju .
vlastnosti a medzi prvkami existuji vztahy i pravidla pre skladanie, " LE)
mdzeme takyto systém Studovat’ pomocou matematiky. VzruSujlca 25
harmonia prirody prebuidza v nés cit, ktory nazyvame matematikou. “
Matematika je vysledkom myslienkového procesu, pri ktorom st redlne
procesy nahradené myslenymi matematickymi modelmi. Matematiku
mozeme chépat’ ako také myslienkové badanie, ktoré pomocou urcitych s
stanovenych pravidiel odvodzuje zavery z definovanych pojmov y &4 — &
a prijatych principov. Matematika sa snazi odhalit’ nové suvislosti
a logicky ich usporiadat’. Matematika — to je akysi stroj na zmocnovanie sa vyznamnych faktov

a na generovanie vyznamnych dosledkov (1. Stewart, *1945). Z matematiky sa vytvoril systém
organizovaného myslenia, ktory sa neustale rozvija. Matematika sa stala jednou z vel'mi uspesnych
metod poznania sveta, v ktorom zijeme. Matematika vznikla z potrieb 'udi, z merania zeme,
uréovania objemov nadob, z pocitania ¢asu, zo sporov a hadok, ¢o sa v budlcnosti stane.

Prvé matematické vedomosti boli potrebné pri pol'nohospodarskych pracach, pri stavbe obydli,

pri love zvierat, v zapase s prirodnymi podmienkami. Clovek, ktory triedil a pamétal si skiisenosti,
vybadal pri¢innost’, snazil sa vysvetlit podmienky a nasledky javov. Idealizoval predstavy, vytvaral
abstraktné pojmy, pripravil si symboly. Zacal zovSeobeciiovat, pytat’ sa na argumenty, odvodzovat’.
PriSiel na metodu dokazov, zacal skimat’ svoju re¢, spdsob vyjadrovania i usudzovania.

Z matematickych uvah sa stal nastroj 'udského ducha pre spravne a presné Struktirované myslenie.

-
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V priebehu dejin
Uz koncom 5. storoéia pred n. 1. Filolaos z Krotonu vytusil: Cislo je vodcom a panom Fudského
myslenia. Bez jeho sily by vsetko zostalo tajuplnym a nejasnym. Pytagoras zo Samu (asi 570 az 496
pred n. 1.) a jeho obdivovatelia chapali slovo mathema ako pozorovanie, znalost’, vedenie o nieCom.
Pojem techné bol vyhradeny pre umenie, zru¢nost’. Vel'mi nazorné je chapanie slov matema,
matano v zmysle ucim sa premyslanim. Neskor sa slovo matematika pouzivalo pre ucenie, vedenie,
nauku vobec, bolo aj ozna¢enim urc¢itého druhu filozofie, spdsobu uvazovania. Roger Bacon (1214
294) vybadal, Ze matematika je 'udskému duchu vrodena ako forma myslenia pre popis prirody.
Galileo Galilei (1564-1642) zaviedol experimenty riadené matematikou, René Descartes (1596—
1650) zdokonalil symboliku, do geometrie vniesol algebru — po¢itanie. Isaac Newton (1643-1727)
a Gottfried Leibniz (1646-1716) vypracovali matematicky sposob vystihnutia zmeny a pohybu, ktory
otvoril cestu praktickému vyuzitiu diferencialneho a integralneho poctu. Albert Einstein (1879-1955)
fyzikalno—filozofickymi vysledkami potvrdil svoje presvedéenie: Cisté myslenie méze vystihniit
realitu. Z roznych vyrieSenych problémov zostavaju uc¢inné sposoby, metody pre podobné pojmové
Struktury. Ak odhal'ujeme a zhfiiame vSeobecné univerzalne myslienkové postupy a idey,
tak robime matematiku.

VSeobecny prostriedok na vysvetlenie
To, ¢o matematika v sucasnosti skiima, sa neda
jednoznacne vyjadrit’, neexistuje Uplne vedecka
definicia matematiky. Matematika je zarovern umenie
i veda, je to eklekticka zmes uZitku a tvorby,
empirizmu a intuicie (J. Ewing). Predmetom
matematiky sa moze stat’ cokol'vek. Podstatou
matematiky su modelové principy l'udského myslenia
upravené do Struktar logického systému. Matematika
sa ur¢ite dotyka najvSeobecnejSich i prakticky
najnevyhnutnejich javov. Casto uz nemézeme uréit
hranice medzi matematikou a disciplinami, v ktorych
sa pouziva. Matematika sa stala metodou, domyselnym nastrojom l'udského umu, ktory pouziva
Clovek pre spravne a presné myslenie. Matematika sa stala technikou myslenia, pretoze l'udské
myslenie nikde nevystupuje s takou jasnost'ou ako v matematickych pojmoch a tvahach.
Matematika ako impozantna stavba 'udského ducha a pyramida myslienok poskytuje rozumu Siroky
priestor pre rozlet abstraktnych postupov, cesty intuicie az k tajomstvam nekonecna. Matematika
ako najoriginalnejsi vytvor myslienkovych pokusov a zdpasov ukézala, ze najvicsie abstrakcie st
tymi pravymi nastrojmi, ktorymi kontrolujeme svoje uvazovanie o konkrétnych faktoch. Eugene
Paul Wigner (1902-1995), americky teoreticky fyzik, nositel’ Nobelovej ceny (1963), konstatoval:
Zazracna vhodnost matematického jazyka pre formulaciu fyzikalnych zdakonov je skvely dar, ktory
ani nechapeme, ani si ho nezaslizime. V dejinach matematiky sa predstavuju vytrvalé sily rozvoja
T'udskych myslienok. Tisice matematikov sti¢asnosti predklada rocne desat’tisice matematickych
viet aj s dokazmi. Zmociiuju sa matematického sveta svojim tvorivym duchom. Zv1ast’ v obdobi
samocinnych pocitacov vzrastla spolocenska potreba vysledkov z matematickych vyskumov.
Zvyraznila sa nevyhnutnost’ poznat pravidla, algoritmy. Celé tisicro¢ia ukladala matematika svoje
vypoctové postupy pre uzitok celého l'udstva. Je len vecou odbornych schopnosti kazdého
jednotlivca, aby ich vhodne pouZival nielen vo sfére matematickej informatiky, ale aj na
zuSl'acht'ovanie vzdelanostnych i vedecko—technickych procesov. Matematika ako veda o Cislach,
priestore a funkciach sa prerodila na univerzalny jazyk vhodny pre jednoduché i vel'mi vS§eobecné
vyjadrovanie. Matematika vyrastla do vnutornej kréasy i1 praktického uzitku. Doslo k matematizacii
celého vedeckého poznania. Ukézalo sa, Ze matematika je nevyhnutné vo vede i v technike, pomaha
aj v hudbe, architekture, ekondmii, sociologii i v §porte. Tazko sa hl'ada odbor I'udskej ¢innosti, kde
by nemohla zasiahnut'. Neustale sa presviedCame, Ze matematika je az neuveritel'ne prakticka.
Legendarny fyzik Niels Bohr (1885-1962) naznacil: Matematika sa podobad urcitému druhu




spolocného jazyka, usposobenému na vyjadrovanie vztahov, ktoré bud’ nie je mozné alebo je zlozité
objasnovat slovami. Matematika sa stala najviac formalizovand a prisne kontrolovana sféra
P'udského poznania.

UzitoCnost matematického vzdelania

Uvediem aspon stru¢ny prehl’ad argumentov, ktoré mézu presviedcat’ o plnohodnotnej efektivnosti

vzdeldvania v matematickych oblastiach. Systematicky rozvijana a pouzivana matematicka kultura

umoziuje:

1. rozvoj abstraktného myslenia a praktickych idealizacii, moZnost odhalenia vSeobecnych
zakonov a hlbSej podstaty sveta;

2. navyk na presné formulovanie problémov, definovanie pojmov a spresfiovanie vyznamu
slov i pre tvorivé vyuzivanie I'udského intelektu vSeobecne;

3. hospodarnost uvah, logické zdovodiniovanie a argumentovanie (overovanie hypotéz,
spravnost usudkov, protipriklady);

4. odovzdavanie matematickych postupov (jazyk, symbolika, Struktury, deduktivna vystavba,
algebraizacia, dokazové metddy);

5. uplatnenie vhodnych vypoctovych algoritmov a pocitacovej techniky, praktické aplikacie
v technickej a technologickej praxi;

6. vyuzitie kombina¢nych schopnosti a pravdepodobnostnychi Statistickych odhadov
(zdruZovanie a organizovanie udajov, predpovede, kontroly);

7. podnety pre analyzu i syntézu roznorodych problémov a postupov ich rieSenia,
(matematizacia redlnych situdcii, stratégia odhadov);

8. geometricku predstavivost, schopnost znazornovat a vyuzivat
zhodnost a podobnost’;

9. mozZnost predvidania pomocou formalnych kalkulov s dobrou
mierou spol'ahlivosti;

10. vyhl'adavanie sposobov myslenia, ktoré vysvetl'uju, organizuju,
zjednodusuju a umozZnuju pochopitel'nost prirody i ¢cloveka v ne;j.

Pomoc aj pre vychovu charakteru
Uz aj Skolska matematika ako odraz vzrusujucej harmonie prirody v 'udskom mysleni sa
nevyhnutne a organicky podiel’a na formovani nielen $pecifickej vedomostnej urovne, ale moze
svojim obsahom i1 vyu€ovacimi formami aj mnohostranne vychovne pdsobit’, utvarat’ nielen
intelekt, ale aj vhodné morélne 1 vol'ové vlastnosti. Pri matematickom $tadiu moZno vytvarat,
rozvijat’ a upeviovat’ aj tieto kladné charakterové, volové a moralne vlastnosti: svedomitost’,
presnost’, sustavnost’, dokladnost’, sebakritickost’, zodpovednost’, iniciativnost’, vytrvalost’,
huzevnatost’. Matematické myslenie sa pravidelne neznasa s povrchnost'ou a nesystematickostou.
Krasa logickej vystavby, hlboka nadviznost’ a prehl'adnost’ postupov zanechava po stadiu
matematiky aj estetické zazitky. Kvalitné vyu€ovanie a $tidium matematickych myslienkovych
postupov mdze vyrazne prispievat’ k l'udskej dostojnosti. Cela nasa dostojnost spociva v mysleni.
V fiom sa musime vzopnut, nielen v priestore a case, ktoré nedokdzeme naplnit. Usilujme sa teda,
aby sme mysleli spravne. V tom je princip mravnosti (francuzsky myslitel’ Blaise Pascal, 1623 —
1662). Trvalym a prehlbujucim sa vyuzivanim neformélnej spoluprace a nezistnej vzajomne;j
pomoci mozno podporit’ pocit vzajomnej spolupatri¢nosti aj v roz§irovani matematickej kultary.

Neustala otvorenost
Kurt Goédel (1906-1978), matematik s najslavnej$imi vysledkami 20. storo€ia,
otriasol perspektivy matematiky odhalenim, Ze v kazdom dostatocne rozvinutom
formalnom systéme existujii obsahovo zrozumitel'né vety, ktoré su v rdmci
danej sustavy formalne nedokéazatel'né. Aj tak vSak matematika Zije ako zlozity
a rozvetveny organizmus, ktory sa neustale rozrasta a premyslenejsie prebuduva
a skvalitnieva. William P. Thurston (*1946), tspe$ny sucasny matematik,




pontkol: Zaoberat' sa matematikou je skutocné potesenie spocivajiice v nachadzani sposobov
myslenia, ktoré vysvetluju, organizuju a zjednodusuju. Tuto radost mozete pocitit, ked objavujete
novu matematiku, znovuobjavujete staru, ucite sa od niekoho alebo z textov novy sposob myslenia,
alebo ked’ najdete novii moznost vysvetlenia ¢i chdpania znamej matematickej Struktury... Mozeme
si mysliet, Ze vieme o danom predmete uz vsetko, a predsa nové vyznamy cihaju za najblizsim
rohom. Uz aj Skolska matematika je oblastou, v ktorej mozete prezivat’ objavy bez toho, aby ste
cestovali do inych krajin alebo az k inym planétam. Bez vel’kych nakladov na technické
prostriedky, ¢asto len s ceruzkou a papierom, si mozete preverit’ svoje sily a schopnosti logicky
uvazovat a tvorivo mysliet. Matematika vam umozni uspokojit’ 'udsku tizbu odhal'ovat’ nezname.

NadsSeny zaujem
LCudstvo ako celok uz asi nikto nezastavi na ceste vyskiimat’ skryté
VELKE prirodné tajomstva, odhalit’ duchovny zavoj na tvari poznania. Vesmir
OTAZKY poskytuje pohlad na nekonecny proces vznikania, vyvoja a zanikania
foriem. Cielom kazdej vedy je tento vyvoj foriem predvidat’ a pokial’ mozno

I[\/Ialelhla( ika vysvetlovat' (franclizsky matematik René Thom, 1923-2002). Vystizny je
Tony Crilly

postreh, ktory pontikol nemecky matematik H. Weyl (1885-1955): Zaujatie
matematikou sa da porovnat’ so zaujmom o mytologiu, literaturu alebo
hudbu. Je to jedna z najvlastnejsich oblasti cloveka, v nej sa prejavuje
ludska podstata, tuzba po intelektualnej sfére zZivota, ktord je jednym

z prejavov harmonie sveta. Americky vedec a historik M. Kline (1908-1992)
uznal: Vo svete existuje zakon a systém — a matematika je klvicom k tomuto
poriadku. Kdesi som si odpisal: Milujem matematiku, pretoze milujem
vSeobecnost (S.Shelah, izraelsky matematik). Uznavam Gprimné vyznanie, ktoré pontikla
mad’arskd matematicka R. Péterova (1905-1977): Matematika je schopna tej najvyssej hry

a umoznuje nam zmocnovat sa nekonecna. Ma co povedat’ o nekonecne a o ideach. Ma nikdy
neuzavretu povahu ludského tvorenia... Do matematiky sa moze clovek zamilovat a nemusi sa
pritom bat, Ze robi nieco neuzitocné. Ukazuje sa, ze tvoriva matematickd kultura je najlepsi sposob,
aky sme nasli pre vyjadrenie pochopitel'nosti prirody, v ktorej Zijeme.

Zaver

PIlnohodnotnym vyucovanim elementarnej matematiky

uz na zékladnej Skole rozsirujeme a prehlbujeme vSeobecnt l'udsku
kultaru, prispievame k rozvoju praktickej technickej civilizacie

a ponukame i zéklady uZitocného spdsobu premyslania o svete,

v ktorom vytvarame pre jeho lepsie pochopenie aj matematické
modely. Tie st Casto uZitocnym prejavom sucinnosti abstraktnych
idealov a praktickych harmoénii. Aj Skolskd matematika sa tak
pripaja k uZasnému medzisvetu porozumenia vo vzt'ahu ¢loveka a prirody.
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Matematika je Siroka nadherna krajina,
otvorena pre vSetkych,

ktorym myslenie prinasa skuto¢nu radost.
(W. Fuchs)

Abstraktny svet myslienkovych Struktdr sa nendsilne zmatematizoval, je zaplaveny matematickou
logikou a pocitacovou informatikou. V zakladoch zostavaja skolské poéty a merba. Odborna
prakticka matematika formuje a ddva moc programovatel'nym pocitacom, ktoré uplatituja silu
matematicko-logickych postupov. Informacna éra 'udstva sklonuje zasady optimalizacie, rychlosti
a vykonnosti pamiti modernych pocitacovych systémov. Spracuvanie obrovského mnozstva tidajov
umoziuje simulovat’ realitu. Algoritmy a $truktary udajov stt novodobou hudbou informatiky.
HIlbsie poznanie myslienkovych postupov, ktoré pontika jedno z najstarSich duchovnych umeni —
matematika, nemoze byt pre ziadneho Cloveka tplne zbytocné. Dynamicky, vizuadlne atraktivny,
priatelsky a podnecujiici sposob cinnosti pocitaca, ktory je kombinovany s jeho univerzalitou, robi
z neho idealny nastroj na formovanie prebudeného zaujmu o matematiku, o jej krasu, prekvapivost,
schopnost predpovedat’ a o magické spojenie so vSetkym okolo nas (A.P. JerSov). Vo svete
abstraktnych idei a spracovania informacii je izasne vel'a matematiky, ale svet nie je iba
matematikou. Skimame, usudzujeme... Skoro v kazdom vednom odbore moze byt clovek o trochu
lepsi, ak pouzije matematiku (P. Stépanek, MFF UK Praha).

To, ¢im sa odliSujeme od ostatnych zivocichov, nazyvame myslenim. Clovek — bytost’ rozumna,
vcas vytusil, ze svet nemoze byt Uplny chaos, lebo v tom by asi nikto neprezil. Za bezprostrednymi
dojmami a javmi sa skryva systém, poriadok, sulad. Nase skimanie je porovnavanim, vyc¢isl'ujeme
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pozorované pomery a podobnosti. Cisla sa stali zdkladom odhalenia, ktoré chapeme rozmysl'anim.
Narébanie s Cislami sa stalo symbolickou moznost'ou spracuvat’ dojmy na pojmy pristupné rozumu.
Matematika popisovala suvislosti medzi meranymi javmi, abstrahovala a zovSeobeciiovala.

Stala sa tym, ¢o sa o veciach mo6zZeme naucit’. Zistili sme, ze prirodu mozno sledovat’ matematicky,
meranim, pocitanim a logickym uvazovanim. Matematika je urcity systematicky sposob
objavovania pravidiel a Struktur, ktoré sa skryvaju za nejakym pozorovanym vzorom

alebo pravidelnostou (. Stewart).

Dlhoro¢na historia vyvoja matematickej kultary ponukala matematiku
ako filozofiu (Euklid), ako skutocnost’ (Archimedes), ako umenie
(Apollonios), ako pismo (Diofantos), ako myslienkovy stroj

(al Chovarizmi), ako metédu (Descartes), ako kozmos (Leibniz),

ako zovseobecnenie (Galois). Matematicka kultura sa ukazala ako
vSeobecnd kategoria myslenia, vhodny popis foriem cez algoritmy, u¢inny
nastroj abstrakcie a zovSeobecnovania. Matematika pomaha usporaduvat’,
utried’ovat’ a systemizovat’ poznatky, so snahou o uceleny, logicky

a metodologicky zdovodneny systém. Vel'mi vznesene povedané:
matematika moZze byt kompasom rozumu, uzdou fantézie, najpravdivejSou vedou, skuto¢nou
harmoéniou. Este vzneSenejsie: matematika ako povolanie a osvietenie na ceste k vecnej pravde,
k bozskému nekone¢nu. Skromnejsie: Predmet matematiky je dany myslenim, formalizovanou
sférou l'udského poznania. Matematika je jazyk, do ktorého je vstavana logika prekvapujico
zladena s logikou reality (J.D. Barrow).

Matematika skiima aj samu seba, zapasi s tym, aby sa oslobodila od rozporov. Matematicka kulttira
sa dotyka najvSeobecnejsich i prakticky najnevyhnutnejSich javov. Matematika sa stala metodou,
domyselnym nastrojom l'udského umu, ktory pouziva pre spravne myslenie. Zaujatie matematikou
sa da porovnat' so zaujmom o mytologiu, literaturu alebo hudbu. Je to jedna z najvlastnejsich
oblasti ¢loveka, v nej sa prejavuje ludska podstata, tuzba po intelektualnej sfére zZivota, ktord

Jje jednym z prejavov harmonie sveta (H. Weyl).

Steven Weinberg, nositel’ Nobelovej ceny za fyziku (1979), vnima matematiku ako prostriedok,
ktory nam umoznuje vysvetlit’ jednu skupinu faktov pomocou inej skupiny. Zda sa, ze vesmir
nemozno popisat’ inak nez matematickym jazykom... Matematika je veda poriadku.

Zda sa, ze matematika objavila svet idedlnych foriem spojenych prostrednictvom vecnych

a nevyhnutnych vztahov, ktoré moze sledovat’ iba inteligentny rozum.

Asi tazko budeme hl'adat’ vedny odbor, kde by sa nedali uplatnit’ matematické poznatky.
Matematika ma do ¢inenia so vSetkymi ostatnymi vedeckymi disciplinami. Matematika sa ponika
ako umenie zachytit’ a prenasat’ 'udské myslienky o abstraktnych stuvislostiach, ako medzisvet
rozumu medzi ¢lovekom a prirodou. Zakonitosti nasho sveta sa objavuji z matematického popisu
prirody. Matematika sa javi ako Gispe$ny univerzalny jazyk pre G¢inné premyslanie a odvodzovanie
d’alsich suvislosti. Albert Einstein pripustil, Ze ¢isté myslenie moze vystihnut realitu. Matematicka
kultura je nezaslizenym, ale efektnym i efektivnym putom medzi mysliacim ¢lovekom

a materialnym svetom, v ktorom zije. Matematika sprevadza ludstvo v celej jeho kulturnej historii.
Prindsa zdavazné objavy, bez ktorych sa nemoze kulturna civilizacia vobec zaobist (P. Vopénka).

Znamy anglicky matematik, filozof a logik A. N. Whitehead (1861—-1947) uz vo svojej dobe
predpovedal: Vzhladom k nesmiernosti svojej latky je matematika (i moderna matematika) vedou
v plienkach. Ak sa civilizacia bude dalej rozvijat, potom v buducich dvoch tisicrociach bude
najvdcsou novinkou v ludskom mysleni nadviada matematického rozumu. Naznacil aj smerovanie
k automatizacii prenosu a spracovania informacii: Civilizacia postupuje tym, Ze rozsiruje pocet
dolezitych operdcii, ktoré mozeme vykonat bez toho, aby sme na ne museli mysliet. K tomu nam
mohutne pomaha aj matematika, jej algoritmy pre vypoctové postupy, sposob myslenia

1 argumentacie. Nevyhnutnost’ hlbSieho a SirSiecho matematického vzdelania nekonc¢i, ale zacina.
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Matematika modze byt svetom porozumenia
(z myslienok vyznamnych osobnosti)

Schopnostl rozumu

g Odvtedy, o sme si zacali uvedomovat’, Ze svet okolo nas nie je iba chaos,
spoznavame stale vzruSujucejsiu harmonlcku sthru prirody s I'udskym myslenim.
Medzi prvkami sveta a ich vlastnostami existuju Strukturované vztahy, ktoré sme
sa naucili odhalovat’ triedenim, meranim, poc¢itanim. Cudské myslenie je schopné
zdruzovat, idealizovat’, odhal’ovat’ suvislosti a kvantifikovat’ ich, abstrahovat’

i zovSeobecnovat, Studovat’ vzory a vytvarat modely. Cudia odhalili moznosti
svojho jazyka, sposob vyjadrovania i usudzovania. Spolupracou sa dohodli na
postupnosti argumentov, odvodeni, ktoré prijimaju ako metdédu dokazov. Medzi
prirodou a ¢lovekom vybudovali ludia medzisvet rozumu vo forme matematiky
(P. Heintel).

V staroveku

V siestom storo¢i pred nasim letopoétom Pytagoras zo Samu (asi 570—496 pred n.
1.) na hudobnych harméniach spoznal, Ze sulad mozno aritmeticky vyjadrit’. Cislo je
podstatou vsetkych veci a celého kozmu. Koncom 5. storocia pred n. 1. Filolaos

z Krotonu vytusil: Vsetko, co sa da poznat, ma cislo, lebo bez neho nie je mozné
nieco si mysliet alebo poznat... Cislo je vodcom a panom ludského myslenia. Bez
Jjeho sily by vietko zostalo tajuplné a nejasné. Grécky filozof Platén (427-347 pred
n. L) vedel, ze najuslachtilejsia sila nasej duse je schopnost, ktora sa spolieha na
meranie a vypocet. Vnimal a popisoval nemenny svet duchovnych podstat a idei, ako podnet pre
rozumové¢ usudzovanie. Uznal, Ze pocty a merba vedu k rozumovému poznavaniu, k pravde

a lepsiemu pochopeniu vsetkych nduk. Ukazal cestu k dokonalym abstrakcidm a idealizovanym
pojmom. Matematika poniika skvely prostriedok pre objavenie pravd, ktoré su bez ucasti rozumu
nedostupné. Nad vchodom Platonovej akadémie v Aténach bol vraj umiestneny népis: Nevstupuj,
kto neovlddas geometriu. To uz vtedy v podstate znamenalo, ze filozofovat' mozu ti, ktori v
hladani pravdy st schopni uplatiiovat’ rozum a idealy. Aj aténsky re¢nik Isokrates (436—-338 pred
n. l.) ponukal matematiku ako gymnastiku rozumu a pripravu pre filozofiu. Najuniverzalne;jsi
anticky myslitel’ Aristoteles (384—327 pred n. 1.) ocenoval, Ze na c¢loveku je najpozoruhodnejsia
jeho schopnost mysliet.

\Y prlebehu dejin

- Kultira myslenia sa vytvarala v spoloCenskom zivote, v prostredi dialogu

| arieSenia problémov, vo vzt'ahu medzi skutoénostou a jej opisom. Matematika
sa ,,vkradala* do naSich predstav ako univerzalny prostriedok zdovodneného
usudzovania o pric¢innosti faktov v abstraktnom hodnotiacom uvaZovani.
Matematické poznévanie sa v priebehu dejin stdvalo umenim vnimat’ a prenésat’
I'udské myslienky o abstraktnych stuvislostiach. Aj krest'ansky teolog Aurelius
Augustinus (354-439) vybadal: Cisla sii formou Bozej midrosti pritomné

vo svete... Vietko ma tvary, pretoze vsetko ma cisla. Odober im cisla a budu
nicim... Boethius (asi 480—524), rimsky Statnik a filozof, zistil: Vsetka nduka o pravde je zahrnuta
Vv mnohostl a velkosti... Nemoze dosiahnut poznanie bozZskych veci ten, kto nie je vobec zbehly

v matematike. Isidorus zo Sevilly (7. stor.) vo svojich dielach, ktoré ovplyvnili stredoveku
vzdelanost’, piSe: Od zvierata sa nelisi, kto nevie, ako sa pocita... Odober z veci cislo a vSetko sa
zruti do nicoty. Ak ulupis vekom cislo, do temnoty uvrhnes vsetko. Snahou 0 zjednotenie sudobe;j
prirodovedy, filozofie a mystiky vynikol Robert Grosseteste (asi 1175-1253). Svetlo chapal ako
formu i princip pohybu. Zdévodnil, Ze svet ma matematicki povahu, lebo svetlo v ilom stanovilo
geometriu. Matematika je prva z vied, bez ktorej nemozno popisat ostatné vedy. Anglicky
stredoveky myslitel Roger Bacon (1214—1292) zdoraznil prisnost’ matematickych postupov:
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Kto nedocenuje vysledky matematiky, Skodi celej vede, lebo ten, kto neovidada matematiku, nemoze
poznat ostatné exaktné vedy a neméze pochopit svet. Mikulas Kuzansky (1401-1464), diplomat

a cirkevny hodnostar, pochopil tajuplnost’ ako orientaény bod pre usmernenie poznavacej aktivity.
Ponukal filozofiu prirody ako spojenie protikladov. Vsetko skumanie je porovnavanim, lebo vyuziva
pomer ako prostriedok... K poznaniu bozZskych vect je nam otvorena iba cesta prostrednictvom
symbolov... Matematika nam najviac pomaha pri pochopeni rozlicnych bozskych veci. Aj uznavany
Leonardo da Vinci (1452—1519), maliar, sochar, architekt a vynalezca, uznal: Ziadne ludské
badanie si nemoze robit naroky na to, ze je skutocnou vedou, ak nepouziva matematické dokazy,
nie je Ziadna istota tam, kde nemozno aplikovat aspon jednu z matematickych disciplin... Najvdcsiu
radost telu dava svetlo sinka, najvdcsiu radost duchu - jas matematickej pravdy. Mozno preto
odporucal: Matematika je najvicsou potechou rozumu. Jej je treba dat prednost pred ostatnymi
ludskymi badaniami a vedami. Znamy prirodovedec Galileo Galilei (1564—-1642) spojil vysledky
experimentov s matematikou: Filozofia sveta je obsiahnutd v grandidznej knihe, otvorenegj pre
vSetkych —myslim tym knihu prirody. Porozumiet jej moze iba ten, kto sa nauci jej jazyk a pismo.
Napisana je jazykom matematiky a jej pismom su matematické vzorce. Priatel’ vesmirnej harmonie
Johannes Kepler (1571-1630) uznal: Ludsky duch najlepsSie vnima kvantitativne vztahy, je viastne
stvoreny na ich chapanie. Vel'mi posobivo vyjadril poznavaciu silu matematickych tivah René
Descartes (1596-1650): Porovnaval som tajomstva prirody so zakonmi matematiky. Som
presvedceny, ze ten isty kluc otvara dvere pochopeniu jedného i druhého... Vsetky vyskumy, ktoré
smeruju k preskumaniu systému a miery — bez ohl'adu na to, co je ich predmetom a na co sa
vztahuju — patria do matematiky. Franctzsky filozof a prirodovedec Blaise Pascal (1623-1662),
znamy znalec rozporov v l'udskej povahe, ponukal presvedcenie, ze 'udska dostojnost’ spociva

v mysleni. Clovek je zrejme stvoreny na to, aby myslel. V tom je celd jeho déstojnost i prednost;
Jjeho povinnostou je, aby myslel sprdavne. Kombinacia matematiky, predstavivosti a experimentu

sa stala najmocnej$im nastrojom l'udstva pri prenikani do tajomstiev prirody i l'udskej myslienkove;j
aktivity.

Vo vede aj v umeni

Odhal'ovanie stvislosti a objavovanie zakonitosti je moZno jednou z najhlbsich

~ | Tudskych radosti. Spoznanie neznama je aj prejavom velkosti a dostojnosti

W # | cloveka. Aj pomocou matematiky sme sa dostali k tomu, Ze v nami spoznavanom
svete chapeme pri¢inné vzt'ahy a organizované Struktiry s platnymi zékonmi.

Ak uznavame suvislosti, ktoré zjednodusuju a vysvetl'uji, méZeme uplatiiovat’

L N matematiku. KI'aicom k axiomatizovanym systémom s pravidlami st matematické
el uvahy a postupy. Dlhodobym vyvojom sa matematika stala organickou stc¢astou
vedeckého, technlckeho a technologického sveta. Ukazalo sa, Ze matematika je nevyhnutnd nielen
Vo vede a technike, ale poméha aj v umeni a hudbe, archeoldgii, sociologii i v Sporte. Matematika je
az neuveritel'ne praktickd v mnohych odboroch l'udskej ¢innosti. Matematika je ako sila ludského
ducha povolana nahradit nam nedokonalost nasich zmyslov i kratky cas ndasho zivota (J. B.
Fourier, 1768—1830). Univerzalne myslienkové postupy a idey ndm cez matematiku umoznuji
dotykat’ sa aj nekonecna. Matematika je veda o nekonecne. Jej cielom je, aby clovek, ktory je
konecny, vystihol nekonecno pomocou znakov (H. Weyl, 1885-1955). Matematické myslenie nam
umoziuje vnimat’ vztah medzi zmyslovym a nadzmyslovym svetom. Matematika nam pomaha
pochopit’ obrovskl rozmanitost’ jednotlivosti sveta, v ktorom Zijeme.

&rn den s et

Dotyk filozofie

Od cias R. Descarta je matematika v pozornosti filozofov. Anglicky matematik
| & P afilozof A. N. Whitehead (1861-1947) vedel, ze matematika je zvlastny druh
/(/\ poznania: Nasa existencia je posilnovanda pojmovymi idedlmi, ktoré prekondvaju
@ neurcité vnemy... Originalita matematiky spociva v tom, zZe v matematickej vede
' & su vyjadrené vztahy medzi vecami, ktoré sa bez sprostredkovania ludskym
y rozumom nedaju vobec vyjadrit... Matematika je veda o najzlozZitejsich
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abstrakciach, k akym moze ludsky um dospiet. Nemecky filozof Ernst Cassirer (1874—1945),
ktory zobral do ivahy vyvoj matematiky, vznik spoloCenskych vied i teorie relativity, pochopil
matematicky rozum ako puto medzi ¢lovekom a vesmirom: Cislo je ndstrojom ndsho prenikania

do prirody a skutocnosti... Matematika je univerzalny symbolicky jazyk, ktory sa nezaobera opisom
vect, ale vseobecnym vyjadrovanim vztahov. Gaston Bachelard (1884—1962), franctzsky filozof
a epistemolég, vymedzil povahu nového ducha vedy ako ideal komplexity realizmu a racionalizmu,
obohacovanim rozumu v dotyku so skiisenost’'ou: V samej matematike sa realita prejavuje

vo svojej podstatnej funkcii: podnecovat’ myslenie. Ruski metodologovia matematiky Belajev

a Perminov ponukali matematiku ako ¢innost’ zamerant na kon$truovanie symbolickych systémov,
ktoré su vhodné na odhalenie skrytej informacie a transformaciu stidov v rozlicnych oblastiach
obsahového poznania s nevyhnutnym predpokladom logickej neprotireCivosti. Americki matematici
Kac a Ulam vyjadrili svoju filozoficka rovinu slovami: Matematika je najuplnejsie vyjadrenie
rozumoveho obrazu sveta a zaroven stvarnenie ludskej tuzby vyskusat moznosti vlastnych
myslienkovych postupov. Pol'sky filozof L. Kolakowski (1927-2009) konstatoval: Matematika je
najmocnejsi intelektualny nastroj, ktory bol kedy vytvoreny a prostrednictvom ktorého unikame
¢asu. Vyznam filozofie matematiky vyjadril nositel’ Fieldsovej medaily R. Thom (1923-2002):
Akd je filozofia matematiky, také je aj vyucovanie matematiky.

Nazory fyzikov

Netreba zabudnut’ na tych, pre ktorych su matematické discipliny
nenahraditelnou pomocou v odhal’ovani a vysvetl'ovani prirodnych
javov. Nech prehovoria znami fyzici:

William Thomson, lord Kelvin: 4k to, o com hovorite, mozete
zmerat a vyjadrit c¢islami, tak o tom nieco viete.

Max Laue: Matematika dava najcistejsi a bezprostredny zazitok

; pravdy, v tom je jej hodnota pre vseobecné vzdelanie ludi.

Albel‘t Einstein: Kazda veda, ktord sa zaobera neobycajne logickymi vztahmi medzi danymi
predmetmi podla danych pravidiel, je matematika... Matematici sa namahaju objavit
najuniverzdlnejfie predstavy pre opera'cie ktoré by dovol’ovali jednoducho logicky a do jedného

vvvvv

a logicku vycibrenost, odkryli formuly potrebné pre hibsie premknutle do zakonov prirody.

Niels Bohr: Matematika sa podoba urcitému druhu spolocného jazyka, uspésobenému na
vyjadrovanie vztahov, ktoré bud’ nie je mozno alebo je zlozZité objasnovat slovami.

Paul Dirac: Matematika je prostriedok Specidlne prispésobeny na osvojenie si réznych
abstraktnych pojmov a co sa toho tyka, jej moc je neohranicend.

Stephen Weinberg: Javy, ktoré Studujeme, su tak zvldstne a zlozité, Ze o nich nemozno premyslat
bez matematiky... Zda sa, Ze vesmir nemozno popisat inak nez matematickym jazykom. John
Barrow: Matematika je jazyk, do ktorého je vstavana logika prekvapujiico zladenda s logikou
reality... Matematika je najviac formalizovana sféra ludského poznania... Svet vyjadritelny
matematikou mozeme povazovat za zahadu zahad.

John Polkinghorne: Matematika je abstrakeny klii¢ na otvaranie
tajomstva skutocného vesmiru.

Roger Penrose: Matematika, ktorou sa riadi nas fyzikalny svet,
je neobycajne plodna a mocna aj ako matematika sama o sebe.
Tento vztah pokladam za hlboké tajomstvo.

Gian-Carlo Rota: Tajomstvo a sldva matematiky nie je ani tak

v tom, Ze sa abstraktné teorie ukazuju ako uzitocné pri rieSeni
problémov, ale v tom, Ze teoria pripravend pre jeden typ
problémov je casto jedinou cestou pre riesenie problémov uplne
iného druhu, problémov, pre ktoré tato teoria nebola vymyslena.
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Naznak definicie

Ako vnimaju svoju vedu vyznamni matematici? Oni maji moznost’ pochopit’ matematiku ako

medzihru ponorent do obrazu reality v 'udskom rozume. Pozrime si ponuku myslienok od l'udi

bytostne spojenych s matematikou:
. !’ — % Vo svete existuje zdkon a systém —a matematika je klucom k tomuto

A poriadku (M. Kline).

¥ Zivd matematika je zaloZend na fluktudcii medzi protikladnymi silami

intuicie a logiky, medzi jedinecnostou pozemskych probléemov

a vSeobecnostou dalekosiahlych abstrakcii (R. Courant).

*  Najvyssie poslanie matematiky spociva v tom, aby nachaddzala

skryty poriadok v chaose, ktory nds obklopuje (N. Wiener).

*  Matematika je studium idedlnych konstrukcii a odhalovanie predtym neznamych vztahov medzi
Castami tychto konStrukcii... Matematika ma do c¢inenia so vsetkymi ostatnymi vedami.
Neexistuje veda, na ktorii by sa nevztahovali aplikdcie matematiky (Ch. S. Peirce).

*  Matematické myslenie je jednou zo schopnosti, ktoré maju vsetky ludské bytosti, rovnako ako
hovorit a pisat, pocuvat alebo skladat hudbu, divat sa a malovat obrazy, verit' v kulturne
a moralne kédexy a podriadovat sa im (J. P. Aubin).

*  Matematika je rovnako neohranicena ako priestor, ktory je pre jej ctiziadost prilis uzky...

Je nemozné ju obmedzit' vo vnutri danych hranic alebo redukovat’ na definicie trvalej platnosti,
rovnako ako je to nemozné pri vedomi Zivota (J. Sylvester).

*  Matematika je veda, ktora dava najlepsiu prileZitost poznavat proces myslenia a ma tu
prednost, ze pri jej pestovani nadobudame cvik v metode rozumového uvazovania,
ktoré moze byt potom pouzivané na studium ktoréhokolvek predmetu (G. Polya).

*  Zaujatie matematikou sa da porovnat so zaujmom o mytologiu, literaturu alebo hudbu.

Je to jedna z najviastnejsich oblasti ¢loveka, v nej sa prejavuje ludska podstata, tuzba
po intelektudlnej sfére zivota, ktord je jednym z prejavov harmonie sveta (H. Weyl).

*  Za tisicrocia svojej existencie matematika vytvorila obdivuhodnu kulturu myslenia
a abstraktny jazyk, ktory umozZnuje jednotne popisat’ aj velmi rozdielne procesy (N. N.
Moisejev).

Medzi zemou a nebom

To, Co matematika v sticasnosti skima, sa neda jednoznacne
vyjadrit’, neexistuje uplna vedecka definicia matematiky.
Matematika je zaroven umenie i veda, je to eklekticka zmes uZitku
a tvorby, empirizmu a intuicie (J. Ewing). Predmetom matematiky
sa moZze stat’ cokol'vek. Podstatou matematiky su principy l'udského
myslenia upravené do logického systému. Matematika sa dotyka
najvieobecnejsich i prakticky najnevyhnutnejsich javov. Casto

uz nemdzeme urcit’ hranice medzi matematikou a disciplinami,

v ktorych sa pouZiva. Matematika sa stala metédou, domyselnym
nastrojom l'udského umu, ktory pouziva ¢lovek pre spravne a presné uvazovanie. Cudské myslenie
nevystupuje nikde s takou jasnost'ou ako v matematike. Matematika ako impozantn4 stavba
Pudského ducha a pyramida myslienok poskytuje rozumu Siroky priestor pre rozlet logickych tvah,
tuSenia intuicie 1 dotyky s tajomnym nekonecnom. Matematika ako najoriginalnejsi vytvor
myslienkovych pokusov a zdpasov ukézala, Ze najvicsie abstrakcie su tymi pravymi nastrojmi,
ktorymi kontrolujeme svoje uvazovanie o konkrétnych faktoch. E. P. Wigner (1902-1995),
americky teoreticky fyzik, nositel’ Nobelovej ceny (1963), konStatoval: Zazracna vhodnost
matematického jazyka pre formulaciu fyzikalnych zakonov je skvely dar, ktory ani nechapeme, ani
si ho nezasluzime. lan Stewart (*1945), uspe$ny popularizator matematického myslenia, vnima
matematiku ako viac—menej systematicky sposob objavovania pravidiel a Struktar, ktoré sa skryvaju
za nejakym pozorovanym vzorom alebo pravidelnost'ou. Uznal, Ze matematika ma izasnt moc
odkryt’ necakanu Strukturu aj tam, kde vladne zdanlivy chaos. Odvtedy, ako sme sa pozreli na svet
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ocami matematiky, objavili sme velké tajomstvo. Prirodné modely ukazuju na podstatné principy,
podla ktorych funguje cely vesmir. Kurt Godel (1906—1978), matematik a logik s najslavnej$imi
vysledkami 20. storocia, otriasol perspektivami matematiky odhalenim, ze v kazdom dostatocne
rozvinutom formalnom systéme existuji obsahovo zrozumitel'né vety, ktoré si v ramci dane;j
sustavy formalne nedokazateI'né. Napriek tomu, matematika ako zlozity a rozvetveny organizmus
neustale rastie i skvalitiiuje. Wiliam P. Thurston (*1946), uspesny svetoznadmy matematik
prizvukuje: Zaoberat' sa matematikou je skutocné potesenie spocivajiuce v nachdadzani sposobov
myslenia, ktoré vysvetluju, organizuju a zjednodusuju. Tuto radost moézete pocitit, ked objavujete
novu matematiku, znovuobjavujete staru, ucite sa od niekoho alebo z textov novy sposob myslenia,
alebo ked’ najdete novii moznost vysvetlenia ¢i chapania znamej matematickej Struktury... Mézeme
si mysliet, Ze vieme o danom predmete uz vsetko, a predsa nové vyznamy cihaju za najblizsim
rohom. P. A. Griffiths (*1938) zhrnul: Matematika ma dudlnu povahu: je nezavislou disciplinou
ocenovanou pre svoju presnost a vautornu krdsu a sucasne je bohatym zdrojom ndstrojov pre svet
aplikacii. Niektori uCitelia po¢tov a merby (Skolskej matematiky) radi opakuju: Matematika

je Siroka nadherna krajina, otvorena pre vsetkych, ktorym myslenie prindsa skutocnu radost

(W. Fuchs). Uz aj $kolska matematika prispieva k tomu, aby sme si lepSie porozumeli nielen

S prirodou, ale aj ako I'udské bytosti vzdjomne medzi sebou.
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Nevstupuj, kto nepoznds matematiku.

Platon
(427-348 pred n. I.)

Boh je matematik.
P. Dirac
(1892-1984)

Ten nezndmy ukryty za kozmom
je prinajmensom hypermatematickou inteligenciou,
ktora kalkuluje a produkuje vztahy,
takZe musi byt typom

abstraktnym a duchovnym.

J. Guitton
(1901-1999)
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Matematicka kultira vo vztahu vedy a viery

K poznaniu bozskych veci je nam otvorend iba cesta prostrednictvom symbolov...
Matematika ndm najviac pomdha pri pochopeni rozlicnych bozskych veci.
Mikula$ Kuzansky (1401-1464)

V procese vytvarania l'udského vztahu medzi ndbozenskou vierou a prirodzenym kritickym
rozumom ma nezanedbatelnt1 ulohu matematicka kultara. Matematika ako schopnost’ odrazat
a modelovat’ procesy myslenia je dlhodobou vedou i modernym umenim zéarovei. TisicroCia nesie
pravdivy civilizacny odkaz od predchddzajucich generacii. V priebehu historického rozvoja 'udske;j
schopnosti poznavat’ bol na popis zakonitosti prirody vybudovany matematicky jazyk. Medzi
prirodou a ¢lovekom vybudovali ludia medzisvet rozumu vo forme matematiky (P. Heintel).

Uz Platon (427-347 pred n. |.) vedel, ze najuslachtilejsia sila nasej duse je schopnost, ktora sa
spolieha na meranie a vypocet. V siCasnej pedagogike matematického vzdeldvania uzndvame,
ze uz pri zékladnom vyucovani skolskej matematiky potrebujeme uplatnit’ tvorivy rozum a idealne
predstavy. Anglicky stredoveky myslitel Roger Bacon (1214-1292) zd6raznil uzito¢nost prisnych
matematickych postupov: Kto nedocenuje vysledky matematiky, skodi celej vede, lebo ten, kto
neovlada matematiku, nemoze poznat ostatné exaktné vedy a neméze pochopit svet. Francizsky
filozof a prirodovedec Blaise Pascal (1623-1662), znamy znalec rozporuplnosti 'udskej povahy,
ponukal presved&enie o tom, ze l'udska vyhoda spoéiva v mysleni: Clovek je zrejme stvoreny na to,
aby myslel. V tom je cela jeho dostojnost i prednost; jeho povinnostou je, aby myslel spravne.
Kombinécia matematickej logiky, duchovnej predstavivosti a prirodného experimentu sa stala
najmocnej$im nastrojom ¢loveka pri prenikani do tajomstiev prirody i I'udskej myslienkove;j
aktivity v tradicnom (a mozno predsa len zdanlivom) zapase medzi nabozenskou vierou a prirodnou
vedou.

Matematické poznanie ako zakladna ludska charakteristika
Spoznavanie neznama je trvalym prejavom vel'kosti a dostojnosti ¢loveka.
Aj pomocou matematickych vied sme sa dostali k tomu, Ze v nami spozndvanom
svete chapeme pri¢inné vztahy a organizovane¢ Struktury s platnymi zadkonmi.
Ak uznavame suvislosti, ktoré zjednodusuju a vysvetl'uji, méZzeme uplatiiovat’
matematické postupy. Matematika ndm pomaha pochopit’ obrovskl rozmanitost’ jednotlivosti sveta,
v ktorom Zijeme. Dlhodobym vyvojom sa matematicka kultira stala organickou stucast’ou
vedeckého, informatického, technického 1 technologického sveta. Za tisicrocia svojej existencie
matematika vytvorila obdivuhodnii kulturu myslenia i abstraktny jazyk, ktory umoznuje jednotne
popisat aj velmi rozdielne procesy (N.N. Moisejev). Ukazalo sa, Ze matematické poznatky su
nevyhnutna nielen vo vede a technike, ale pomahajt aj v umeni 1 hudbe, v archeologii, sociologii
a dokonca v Sporte. Matematicky pristup a postup je az neuveritel'ne prakticky v mnohych odboroch
ludskej ¢innosti. Matematika je ako sila ludského ducha povoland nahradit nam nedokonalost
nasich zmyslov i kratky cas nasho Zivota (J. B. Fourier, 1768-1830). Univerzalne myslienkové
postupy a idey nam cez matematiku umoznuji dotykat’ sa aj nekone¢na. Matematika je veda o
nekonecne. Jej cielom je, aby clovek, ktory je konecny, vystihol nekonecno pomocou znakov (H.
Weyl, 1885-1955). Matematické myslenie ndm umoziuje vztah medzi meratelnym zmyslovym
svetom a tvorivo chapajucim l'udskym intelektom. Matematika je najmocnejsi intelektualny ndastroj,
ktory bol kedy vytvoreny a prostrednictvom ktorého unikame casu (L. Kolakowski,1927—2009).
Matematika ako impozantna stavba 'udského ducha a pyramida myslienok poskytuje rozumu
Siroky priestor pre rozlet logickych tvah, tusenia intuicie pre Struktury s ich vlastnostami i dotyky
s tajomnym nekonecnom. Matematika ako najoriginalnejsi vytvor myslienkovych pokusov
a zépasov ukdzala, Ze najvacsie abstrakcie st tymi pravymi néstrojmi, ktorymi kontrolujeme svoje
uvazovanie o konkrétnych faktoch. Americky teoreticky fyzik E. P. Wigner (1902-1995), nositel’
Nobelovej ceny (1963), konStatoval: Zazracna vhodnost matematického jazyka pre formulaciu
fyzikdlnych zdkonov je skvely dar, ktory ani nechapeme, ani si ho nezasliZime. Profesor lan Stewart
uznava, ze matematické ivahy maji uzasnu moc odkryt’ necakanu Struktaru aj tam, kde vladne
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zdanlivy chaos. Odvtedy, ako sme sa pozreli na svet ocami matematiky, objavili sme velke
tajomstvo. Prirodné modely ukazuju na podstatné principy, podla ktorych funguje cely vesmir.
Kurt Godel (1906—-1978), matematik a logik s najslavnejsimi vysledkami 20. storocia, otriasol
perspektivami matematiky odhalenim, ze v kazdom dostatocne rozvinutom forméalnom systéme
eXistuji obsahovo zrozumitel'né vety, ktoré su v rdmci danej sistavy formélne nedokazatelné.
Napriek tomu, matematika ako zlozity a rozvetveny organizmus neustale mohutnie a produkuje
kvalitné matematické vysledky. Matematika je sucastou vseobecnej kultury (M. Atiyah). Uznavany
teoreticky fyzik Richard Feynman (1918-1988) vedel: Ak vds zaujima uplny obraz sveta, jedind
cesta ako ho pochopit, je pomocou matematického popisu... Nepoznat matematiku je vyraznym
obmedzenim na ceste k pochopeniu sveta. Historia i su¢asnost’ ukazuju, ze matematicka kulttra sa
stala jednou z podstatnych intelektualnych hodnét civilizovaného l'udstva.

Moderna matematicka kultura

Moderny filozof E. Cassirer (1874-1945) tiez uznal: Cislo je ndstrojom ndsho
prenikania do prirody a skutoc¢nosti... Matematika je sprostredkujiicou sférou
medzi zmyslovym a nadzmyslovym svetom... Matematicky rozum je putom medzi
¢lovekom a svetom. Dnes vieme: Matematické objekty su idealnymi formami
roznych stranok realnych objektov, pripadne idealnych objektov nizsich urovni. Ich vztah je, vdaka
procesu idealizdcie a presvitaniu idedlnych foriem z realnych objektov, obojstranny, navyse casto
posiliiovany spdtnou vizbou aplikacii. Popri prebyvani v idedalnom matematickom svete su idealne
matematickeé objekty tiez sucastou nasho kolektivneho vedomia. Pradve tato kolektivnost,
vSeobecnost' a pouzitelnost zaklada napriek (¢i vdaka) ich idealite ich objektivny charakter

(prof. P. Zlato$). Idealny matematicky svet je otvoreny slobode I'udskej duchovnej tvorby, ktoru
obmedzuje iba spor s rozumom. Existencia objektov pre matematiku pochadza zo skuto¢nosti,
uskutocnitel'nosti a bezospornosti (podl'a Tomasa Akvinského je zdkonom sporu obmedzena

i Bozia moc). Cistd matematika sa postupne stala vedou, ktord skiima postupnost a transformdciu
symbolov, jazykom pre vyjadrenie rozumového obrazu redlneho i duchovného sveta. Matematiku
mozno veelku chapat ako cinnost zameranu na konstruovanie symbolickych systémov, ktoré su
vhodné na odhalovanie skrytej informacie a na transformaciu sudov v rozlicnych oblastiach
obsahového poznania. Matematika je teda metodou prechodu od pravdivych sudov k pravdivym,

a prvym nevyhnutnym predpokladom jej efektivnosti je logickad neprotirecivost (Belajev, Perminov).
Stadium matematiky mozno pontikat’ ako dotyk s idealnom a nekone¢nom, ako vnimavost

pre objekty nadcasové, stale a nemenné, ako svet otvoreny pre slobodnt neohranic¢enti duchovnu
tvorbu, ako Zivotodarny pramen pre pravdu skrytu v prirode, ako prejav zusl'acht'ujiicej harmoénie
sveta, v ktorom myslenim vytvarame zmysluplné efektivne modely. Vzdeldvanie matematikou
moze byt prispevkom k rozvijaniu osobnosti kazdého premyslajucim duchom obdareného ¢loveka.
Matematika je veda, ktora dava najlepsiu prilezitost pozorovat proces myslenia a ma tu prednost,
Ze pri jej pestovani nadobudame cvik v metode rozumového uvazovania, ktoru moze byt potom
pouzivana na Studium ktoréhokolvek predmetu (G. Polya, 1887-1985). Radost’ z pochopenia
suvislosti spoznanych matematickym myslenim prebudza v nas nadSenie aj nad’alej uplatiovat’
vsetky osvedcené 'udské duchovno-rozumové schopnosti pri odhalovani zakonov nasho bytia.

Celozivotné vzdelavanie ako subeh viery a pravdy

Vzdelavanie na modernych, zakladnych, strednych i vysokych, Skoldch ma za ciel’ vytvarat’ Studijné
prostredie, v ktorom sa hl'ada pravda o prirode i l'udskom spolocenstve. Ma byt’ skolou hlboke;j

a tvorivej l'udskosti, kde sa pestuji r6znorodé druhy poznania a pripravuje sa konstrukcia
skutoénych 'udskych hodnot. Tu sa m6zu krest'anska viera a 'udsky rozum spajat’ v pravde
(konkrétnej prirodovedne;j, aj abstraktnej filozofickej). Krest'anski ucitelia maja aj zvlastnu Glohu
svedectvom evanjelia nielen zit' v skuto¢nej dovere v Boha a uplatiiovat’ lasku k bliznym, ale aj
tvorivo podporovat’ pochopenie prirodnych javov a ich vyuzitie pre Zivotné potreby vsetkych l'udi.
Svoje usilie nemo6zu redukovat’ len na prakticku funk¢nost’ a uzitocnost’ svojich poznatkov,
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ale maju radostnym prikladom sluzit’ presahovaniu I'udskosti smerom k ve¢nej zmysluplnosti.
Humanizmus spocivajuci na nedeliteInych univerzalnych hodnotach l'udskej dostojnosti, slobody,
rovnosti a solidarity moze vytvaranim vzajomného poznavania a ovplyviiovania odlisnych kultar
pripravovat’ nov¢ kritické interdisciplinarne myslenie smerujice k hlbSiemu spoluzitiu I'udského
konstruktivneho rozumu i kritickej viery. Pravda, ktora pochddza zo Zjavenia, je sucasne pravdou,
ktoru treba pochopit vo svetle rozumu... svetlo rozumu i svetlo viery, pochdadzajii od Boha, a preto
si navzajom nemozu protirecit' (Jan Pavol Il.).

K odvahe na spolocnej ceste a spolupraci vedy a viery nas mozno povzbudia aj nasledujtce
myslienky. Vyznamny nemecky fyzik M. Planck (1858-1947) bol presved¢eny: Nad vstupom
do chrdamu vedy je napisané: Musite mat vieru... Clovek potrebuje prirodné vedy pre poznanie,
ale nabozenstvo pre konanie. Dominikansky kazatel’ H.D. Lacordaire ponukol: Rozum nds privadza
az po samy okraj nekonecna, viera nam dava velkého Boha v celej jeho plnosti. Americky filozof
a logik Ch. S. Peirce (1839-1914), bol presvedéeny, ze funkciou myslenia je dosiahnutie viery.
Jean Guitton (1901-1999, francuzsky filozof a spisovatel') nam odkazal: Vzdelanym ludom treba
ukazat, Ze clovek moze byt veriacim nie proti rozumu, ale vdaka dobrému a spravnemu pouzivaniu
rozumu.

Podiel matematickej kultiry na viere v ludsk madrost
V prirode pozorujeme, Ze krasa a racionalnost’ sa dopiiiajii do symbiozy. Casto
prave akési funk¢énd zavislost’ naznacuje cestu k pravde (napr. priroda vyuZziva
vyhody kruhu — pri danom obvode ma najvacsiu plochu a gule — pri danom
objeme ma najmensi povrch). M je stidium stvoreného BozZieho diela (B. Peirce,
1809-1880). Nasa moderné doba prindsa dostatok argumentov pre uZas nad
harmoéniou prirodovedného systému, ktory spracivame nasim myslienkovym
modelovanim, kde ma nezastupite'ni ulohu prave matematické uvazovanie.
Rusky matematik Igor R. Safarevi& rozpoznal: Boh tvori dejiny ludskymi rukami. Rozvazna
nabozenska viera i zodpovedna rozumova veda privadzaja l'udstvo k hlbokej zmysluplnosti sveta,
V ktorom zapasime o pochopenie diania okolo seba. Uz od dob stredovekych univerzit sleduje
P'udské poznavanie prehlbujuci sa jednotny princip na pozadi pestrosti foriem a javov, ktoré
vnimame zmyslami a spracivame tvorivym duchom. Vesmir sa javi fyzikom ako urcita informacna
siet’ so skrytym inteligentnym systémom, v ktorom vedomie pozorovatel'a zasahuje do existencie
pozorovaného predmetu az tak, Ze sa straca zasadna odlisnost’ medzi hmotou, vedomim i duchom

a splyva do jednotnej tajomnej interakcie. Siluetu tychto abstraktnych podstat moZno zachytit’ len
matematicky. Toto poznanie naznacuje, ze ten nezndmy ukryty za kozmom je prinajmensom
hypermatematickou inteligenciou ktord kalkuluje a produkuje vztahy, takze musi byt typom
abstraktnym a duchovnym (J. Guitton).

Poznamky na zaver

Ak budu $tudijné zasady i1 vychovné postupy v nasich skolach vytvarané
spoloc¢enstvom 0s6b myslienkovo spolupracujticich vo vzéjomnej tcte, =
spravodlivo a s laskou, mozeme ocakavat’, ze aj kriticky realizmus viery v
a vedy nas privedie k novej humanizacii nasho spolocenského zivota, ktory

sa v krestanskom prostredi mozno nazyva svitostou. Tu sa daju v skromnom napodobeni opakovat’
slova Benedikta XVI.: Vel'ké vedecké poznatky mozu viest' k tomu, Ze clovek uz bud’ nevidi za realitu,
¢o mu obmedzuje horizont, a tak hlupne, alebo, Ze sa nas obraz Boha zvdcsuje a potom stojime pred
Nim s eSte vdcsou uctou, pokorou a obdivom. Po dlhoro¢nom pedagogickom pdsobeni cez didaktiku
matematiky, som mierne presvedceny, Ze zusl'achtovanie naSho myslenia matematickou kultirou

(a potom aj vedomého konania) je tZasnou prilezitost'ou pre odhal'ovanie skrytej harmonie nielen
vo vede, ale aj v nabozenskej viere, vymozenost'ou pre hlbsie, spravnejsie a tiplnejsie poznanie
abstraktnych suvislosti odrazajucich sa z prirody a 'udskej spoloc¢enskej ¢innosti do intelektu
kazdého Cloveka, intuitivny dotyk s mohutnostou Toho, ktory je nevyhnutnd podstata, prva pricina
i veény zmysel. Ad maiorem Dei gloriam — Na vdcsiu slavu Boziu.
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Zaklady logiky ako sucast vzdelania

Uvod

Ked’ hovorime logicky, ma to byt’ kazdému prirodzene jasné. Logika sleduje zdovodnené poznanie,
formuluje pravidla pre spravne formalne myslenie, pre proces argumentacie. V dejinnom vyvoji

sa klasicka logika rozvinula na vedu o spravnom usudzovani, kde platné tisudkové schémy
umoznuju prendsat’ pravdivost’ predpokladov na zéver, ale aj nepravdivost’ zdveru na jeden

z predpokladov. Logické postupy sa stali zdkladom vSeobecnej vedeckej metody i tedrie racionalnej
kritiky. Moderné logika sa rozvija v pouziti nielen pre prirodné, humanitné a socidlne vedy, ale aj
pre vypoctovu techniku, informatiku a kybernetiku. Logistika sa rozvinula na te6riu symbolickych
systémov, ktord umoziuje ur€ovanie spravnosti argumentov. Filozoficka logika Studuje vztahy
medzi matematickymi systémami a jazykovym vyjadrenim, medzi svetom a jazykom, vedou

a Struktirami dokazov. Logika je aj o medzil'udskom spdsobe presved¢ovania. Matematicka logika
prispela k filozofickému zdovodnovaniu matematiky. Rad pripominam odkaz vyznamného logika,
filozofa a odvazneho myslitel'a Bernarda Bolzana (1781-1848): Omnoho Viac ako o sirenie
uzitocnych pravd sa musime usilovat o to, aby sa cvicenim u ludi rozvinula schopnost usudku ...
musime ich naucit samostatne rozpoznavat nesprdavne usudky. Po dlhodobej pedagogickej praxi
som presvedceny, ze zaklady logiky, formalnej i neformalnej, by mali byt nielen trvalou stcast'ou
uz stredoskolského vzdelania, ale aj povinnym systematickym kurzom vo vzdelavani
vysokoskolskom. Vzdelanost’ 21. storo¢ia nesmie zanedbat’ tato podstatnt zlozku. UZ dlhSie sa vie,
7e Bez ucenia ani svitec nedokdze vynasat spravne usudky (T. Campanella, 1568—1639). Vel'mi
pdsobivo vystihol Casté chyby naSej sikromnej logiky znamy aforista F. Rochefoucauld (1613—
1680): Kazdy sa stazuje na zlu pamdt, ale nikto sa nestazuje na zIy uisudok. Mozno prave teraz
bude vhodna aj myslienka znameho franctzskeho filozofa a matematika: Celd ludskad dostojnost
spociva v mysleni. Snazme sa preto, aby sme mysleli spravne; v tom je princip mravnosti (B. Pascal,

1623-1662).

Zaklady su davno zname

Klasicka grécka filozofia v antickych dobach (Platon, Aristoteles) prispela k poznaniu, Ze existuji
myslienkové (pojmové) spojenia, ktoré musia byt spravne nezavisle od meniacej sa skuto¢nosti.
Uz Euklides z Alexandrie (asi 340—287 pred n. |.) vypracoval spis Chybné usudky (Pseudaria),
kde uvadzal rozne typy nespravnych usudkov a chybnych myslienkovych postupov. Mozno,

Ze tato jeho praca mala byt logickou pripravou pre Stadium jeho Zakladov. Aj na stredovekych
univerzitach bola stucast’'ou trivia klasicka aristotelovska logika. Zodpovedny student musel
bezpecne poznat’ zasady dvojhodnotovej logiky (princip identity, princip sporu, princip vylucenia
tretieho, princip dostatocného dovodu), zakladné logické pojmy a vztahy medzi nimi (logicky
Stvorec) a vediet riesit’ usudky — sylogizmy. Su si vSetci dnesni absolventi strednych a vysokych
Skol isti v tom, ze rozpoznaju korektné metdody usudzovania od zavadzajucich (nedostatky

Vv definovani pojmov, nespravnost’ argumentacie a isudkov)?

Ozivit korene

Hlavne v priprave buducich ucitel'ov (humanitnych i prirodovednych) by sa nemala zanedbavat’
zodpovednejSia pozornost’ pre vnimanie logickych suvislosti a tsudkovej argumentacie. Prave
buduci pedagdgovia potrebuju dobré znalosti zakladnej formalnej i neformalnej logiky preto,

aby ich pred Studentmi mohli zvyraziovat’ a prakticky vyuzivat’ ako u¢inné nastroje v procese
vedeckého poznavania a pedagogického posobenia. Ulohou kazdej didaktiky poznavacieho procesu
vo vyskume 1 pri §tudiu je naucit’ nielen odhal'ovat’ nové obsahové vztahy a suvislosti, ale aj
vytvarat’ d’alSie myslienkové Struktiry. Pre tento ciel’ sluzia aj poznatky logiky ako jazyka moderne;j
vedy. Sucasné vedecké discipliny vyuzivaju mnoZinovo-logicky jazyk i matematicky formalizmus
na presnejsie a jasnejSie vyjadrovanie svojich obsahovych faktov a ich suvislosti do systémovych
Struktir. Matematicka logika ako filozoficko-metodologické disciplina pripravuje abstraktné
nastroje pre formy myslenia a skiimania vo faktualnych vedach.
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Uplatriovat neformalne

Znamy vsestranny americky filozof a logik Ch. S. Peirce (1839-1914) vedel, ze ak sa nestaneme
pustovnikmi, nevyhnutne si budeme vzajomne ovplyvitovat nazory. Mélokto z nas je taky,

ze nepotrebuje zrete'ne formulovat’ svoje myslienky. Vedecké poznanie je zaloZzené na rozsirovani
poznatkovej Struktury a raciondlnom rozhodovani v stilade s pomerne prisnou logickou vystavbou.
Aj modernd informaticka ¢innost’ s vypoctovou technikou vyzaduje jednoznacnu formulaciu
pojmov a logickych formul. Pravne systémy, spolocenské normy a predpisy, ale aj filozofické
interpretacie vyzaduju kultivaciu myslenia a vyjadrovania, rozvoj logickej argumentacie

i dokazovych postupov. Casto viak spoznavame, Ze nase predstavy su v tychto stvislostiach akési
problematické. Potrebujeme lepSie poznat’ ,,logické pozadie®, aby sme sa vyhli nielen nedostatkom
vo formuléciach a odstraiiovali vyznamové nejednoznacnosti, ale aj predchadzali zrejmym sporom
(sucasnej platnosti tvrdenia a jeho negacie). Skoro vSetci tusime zasadnu spoloc¢ensko-vedeckt
nevyhnutnost’ lepSieho poznania formalnej i neformalnej logiky. Aj ked’ si zaklady vyrokove;j

a predikatovej logiky jednoduchy teoreticky systém, ktory neopiSe celé nase uvazovanie a myslenie,
aj tak je uzitocné, aby sme tieto logické zasady pre zodpovednt argumentaciu bezpodmienecne
dobre poznali. Vaznej$im cielom logiky je systemizacia vSeobecnych metod usudkov a dokazovych
postupov pre usporadivania a zdovodnovanie poznatkovych Struktir. Uplatiovanie logicko-
matematického pristupu umoziuje vidiet’ skimané vztahy v abstraktnejSej zovSeobeciiujucejsej

a idealizovanej forme. To ndim umoziuje nad’alej pestovat’ tradiciu kritickej diskusie, lebo prave
ona nas vedie blizSie k pravde. Uvedomovanie si zdkladnych principov pre formu myslenia,
argumentacie a komunikacie (zaujem o logicku Struktaru jazyka a slovného vyjadrenia) je uzitocné
nielen pre metodologiu deduktivnych vied, ale aj pre kazdodenny spolocensko-pravny zivot

a zmysluplna 'udskt spolupracu.

Pre zaklady logiky a argumentacie

Medzi podstatné zlozky uzitocnosti matematickej kultiry nesporne patri hospodarnost’ tivah,
logické zdovodinovanie a argumentovanie (overovanie hypotéz, spravnost’ usudkov, protipriklady).
Naznacéim preto aspon strué¢nu osnovu kurzu Zdklady argumentdcie a logiky usudzovania:

Uloha jazyka vo vedeckom pozndvani (jazyk, myslenie, komunikacia; syntax, sémantika

a pragmatika; logicky rozbor jazyka; pojem — predstava, viacznacnost’, rovnoznacnost’; kritické
myslenie). O pojmoch a definicidach (pojem, jeho obsah a rozsah, klasifikacia a triedenie pojmov,
zmysel a denotat, semioticky trojuholnik, pojmotvorny proces; definicie — Struktura, druhy a ich
charakteristika, vSeobecné pravidla pri tvorbe definicii, chyby pri definovani). Zaklady vyrokovej
logiky (vyroky, funktory, tabul’ky pravdivostnych hodnot, zakony a pravidla, overovanie spravnosti
tsudkov). Uvod do predikatovej logiky (kvantifikované vyroky a ich negacie, logicky $tvorec,
usudzovanie, klasicka sylogistika). Deduktivna vystavba matematiky (matematicky jazyk, axiémy,
pojmy, vety, nevyhnutna a postacujuca podmienka, metddy dokazovania, zakladné typy dokazov).
O dovodoch a argumentacii (zdovodiiovanie, presved¢ovanie, kladenie otazky, komplexna alebo
prezumptivna otazka, zlozky Struktury argumentacie, kvaziargumentacia, chybné alebo chybajtce
argumenty, etika argumentacie). Fragmenty z dejin logiky a teorie vedy.
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Naznak zakladnych vedomosti

Naznacim, v niekol’kych testovych otazkach, ¢o povazujem za nevyhnutné v spominanej oblasti
najniz$ej urovne zakladnej logiky. Pochopitel'ne je to len netuplny skolsky ndznak, ale niekto I'ahko
vybada, Ze ani s tym si nie je celkom isty.

1. Utastnik zajazdu povedal: Ak je dnes utorok, tak sme v Belgicku. Vediici poznamenal: To nie je
pravda. Co vlastne veduci tvrdil?

2. Co sa stalo, ked’ sa vyrok Ak niektori prvdci isli do kina, tak vietci druhdci odisli do cirkusu,
ukazal nepravdivy?

3. Nech A, C su pravdivé vyroky a B nepravdivy vyrok. Je potom vyrok [(Av C) = B] pravdivy?
4. Ucitel’ka povedala ziakovi: Ak budes pocas vyucovania hnevat, nedostanes odmenu.

Ziak nehneval a teraz pozaduje odmenu. Je tato poziadavka opravnena? Zdovodnite.

5. Predpokladajme, Ze vyrok A je pravdivy, vyrok B je nepravdivy a 0 pravdivostnej hodnote
vyroku C nemame informacie. Rozhodnite 0 pravdivostnej hodnote vyroku [A"= (B"v C")]".
6.V dielni st tri stroje, ktoré pracuju podla tychto podmienok: Ked’ pracuje prvy stroj, pracuje

aj druhy stroj. Pracuje druhy alebo treti stroj. Ked’ nepracuje prvy stroj, nepracuje ani treti stroj.
Aké st moznosti pre pracu tejto trojice strojov?

7. Rozhodnite o spravnosti alebo nespravnosti tsudku:

Vsetky C su A. Niektoré B su C. Preto niektoré C nie su B.

8. Nech st x, y celé &isla. Je platnost’ [x-y > 4] nevyhnutnd alebo postacujica podmienka pre
platnost’ [X>2 A y > 2]?

9. Vo vestiarni sedia vedla seba tri bohyne: Pravda, Loz a Mudrost. Pravda vzdy hovori pravdu,
Loz vzdy klame a Mudrost hovori tak aj onak (niekedy pravdu, niekedy loz). Zistite, v akom poradi
sedia bohyne vedrl'a seba, ak postupne podl'a poradia odpovedali na otazky takto:

Kto sedi vedl'a teba? Pravda. Kto si? Mudrost. Kto sedi vedla teba? Loz. (V§imaj si pravdu!)

Zaver

Racionalne l'udské spravanie v kazdom ohl'ade vyzaduje poznanie zédkladov logickej argumentacie.
Formulacia myslienok do jazykovych vyrazov musi spliiat’ dohodnutii logicka formu. Spravne

a tvorivé myslenie je vo svojej formalnej stranke ukotvené v zékonitostiach logického usudzovania.
Systémova $truktira naSich poznatkov a ich zdovodiiovania je uloZend v zakladoch formalne;j

i neformalnej logiky. Ak chceme pripravovat’ a zvySovat’ kultivaciu I'udského myslenia spolu

so zodpovednou argumentaciou, nemozno obchadzat’ jej vizby s matematickou formalizaciou
celého jednotného logického systému. Spol'ahlivé nardbanie so zakladmi klasickej logiky vyzaduje
hlbsie zvnutornenie schém logickych myslienkovych postupov. To sa da dosiahnut’ véasnym,
primerane zaZitym a pravidelnym pouZivanim systematickych zdkladov logiky nielen v Skolach,
ale aj v kazdodennom spoloc¢enskom zivote. Ak ma byt’ vzdelanie hl'adanim pravdy a uZzito¢nej
praxe, dialdgom medzi zmysluplnymi predstavami a trvalejSou istotou, tak sa podiel zodpovedného
logického myslenia a systémovej argumentacie nemdze vynechat.
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ZENON z Eley - medzi ilGziou a paradoxom protire¢ivého nekoneéna

Nevyhnutnost premyslania

Medzi zakladné postavy zapadnej filozofie nesporne patri Tdles z Milétu (asi 624-547 pred n. |.),
ktorého oznacil Aristoteles (384—322 pred n. 1.) za prvého, kto zacal systematicky mysliet’.
Prelomom v antickom uvazovani bolo dielo o prirode, ktoré napisal Parmenides z Eley

(asi 540470 pred n. I.), kde sa priznava, ze zmyslové poznanie nie je postacujlice a na pochopenie
existencie veci a vysvetlenie javov potrebujeme rozumové uzito¢né pojmy. Pravdu o podstate sveta
spoznavame myslenim.

Symbol protireceni
Umeniu ako obhajit’ alebo popriet’ nejaku tému v polemike sa venoval Parmenidov ziak Zenon
z Eley (asi 490430 pred n. 1.), zakladatel’ dialektiky, preslaveny svojimi aporiami (zdanlivo
neprekonatelnymi logickymi problémami), ktorymi ukazoval sukmenovcom protirecenia v ich

~ predstave nekonec¢ného delenia pohybu. Aj ked’ sa od neho nezachovala ziadna
pisomna pamiatka, zostalo jeho meno trvalym symbolom iluzii a prekvapeni.

Elea bolo mestecko na pobrezi ned’aleko od Neapola. Zenodn si v rodnom meste
ziskal tctu ako ¢lovek rozvazny a madry. Zapasil so svetskou nespravodlivost'ou,
vnimal 'udsky Zivot ako pohfdanie smrt'ou, ku ktorej vSetci dospejeme. Traduje sa
aj tento pribeh: Ku koncu zivota sa Zenon zicastnil sprisahania proti vladnucemu
tyranovi a aby pri muceni neprezradil svojich spolo¢nikov, odhryzol si jazyk
a vyplul ho do tvare krutého vladcu.

Vtedajsi filozof Parmenides popieral mnohotvarnost’, zmenu i pohyb, lebo hl'adal ¢osi stale,
jednotné a nemenné. Mlady Zenodn chceel podporit’ tsilie svojho obdivovaného ucitela.

Ponukal r6zne priklady uvah, ktorymi pripravoval bezvychodiskové situacie svojim oponentom.
Navymyslal ich okolo 40, ale zachovalo sa ich asi devit’. Chcel ukazat’, Ze pohyb je vlastny

iba premenlivému svetu zmyslov, ale cudzi skuto¢nému bytiu. Veril, Ze pri poznavani podstaty
je uloha zmyslov plna iltizii. Premenlivost’ a pohyb, ako si predstavoval Zenon,
nie su vlastné pravej podstate bytia. Vybadal, Ze zmyslové poznanie moze byt’
iné ako rozumové. Polarita medzi zmyslovym vnimanim a intelektualnym
spracovanim v pojmoch zostala od dob Eleatov, tak sa volali sidobi myslitelia
z okolia Parmenida a Zenona, az po sti¢asnost’.

Antindmie, paradoxy
Uved’'me jednoduché charakteristiky troch Zenonovych aporii: o

Dichotomia (zdvojovanie, rozpol'ovanie). Nejestvuje pohyb, pretoze pohybujuce sa musi prlst
najskor do polovice cesty, predtym do jednej Stvrtiny, eSte predtym do jednej osminy celej cesty
atd’. Ak uzndvame, ze sa daju postupne jednotlivé tseky cesty delit’ na polovice az do nekonecna,
tak pohyb nemdze vlastne ani zacat’.

Letiaci Sip. Letiaci $ip pozorovany v ktoromkol'vek jednotlivom momente svojho letu sa
nachadza v ur¢itom mieste priestoru, teda je v tom okamihu a v tom mieste svojho letu v pokoji.
Cize je v pokoji aj po cely &as letu. To znamena, Ze sa letiaci §ip nepohybuje, teda Ziadny pohyb
neexistuje.

‘ Achilles a korytnacka. Rychlonohy bezec Achilles dal primerany naskok
g jednému z najpomalsich tvorov, korytnacke. Lenze: Ak Achilles dobehne

F

- 71 na miesto odkial’ korytnacka vystartovala, korytnacka uz bude o kus d’ale;j.
Ak pride Achilles zase tam, kde bola pred ur¢itym ¢asom, uz tam korytnacka zase nebude,

lebo sa za ten ¢as kusok posunula, atd’. Teda Achilles korytnacku podl'a Zenonovej argumentacie
nikdy nedobehne.

Zalezi na interpretacii?
Zenon ukazkami slepych uli¢iek rozumu ponukal nazor, ze vysvetlenie javov je zlozitejSie ako sa
na prvy pohlad zd4. Vytusil, ze priestor a ¢as mézu byt’ klamom, skuto¢na podstata zmeny moze

23


http://images.google.sk/imgres?imgurl=http://www.danieltubau.com/images/zenon2.jpg&imgrefurl=http://aefucr.blogspot.com/2008/04/resolucin-de-la-paradoja-de-zenn-de.html&usg=__-i3iJs6Ae4YxA1fq1HPcaPKMHY4=&h=516&w=300&sz=27&hl=sk&start=24&sig2=-nbq-756uEgbqjl586hbdg&tbnid=iv9aDrHiv6zfvM:&tbnh=131&tbnw=76&prev=/images?q=Zen%C3%B3n+z+Eley&gbv=2&ndsp=20&hl=sk&sa=N&start=20&ei=2qPjSczpNo-Q_Qb-5dWtDg
http://www.um.es/docencia/pherrero/mathis/zenon/Aqulies_tras_la_tortuga.jpg

24

mat’ inu povahu. Zmyslami vnimatel'ny pohyblivy svet méze byt iba zdanim. Zendn naznacil, ze
zachadzanie s pojmom nekonecno vedie k zasadnym problémom. Ukazal tazkosti spété s pojmovo—
logickym uchopenim dialektiky bytia (vzt'ah pokoja a pohybu, jediného a mnohého, pretrzitého

a nepretrzitého, kone¢ného a nekone¢ného). Zvyraznil konflikt pojmov dotykajucich sa nekone¢ne
malého a nekonecne velkého. Zenonove aporie — paradoxné formy vysvetlenia zostavaji
nesmrtelné.

Zenon z Eley poukazoval na dialekticku protire¢ivost’ nasho formalno-logického myslenia

Vv niektorych pojmoch a vytusil nel'ahku cestu za spravnym pozndvanim

V konfrontacii protikladnych nazorov a ich neustalym postupnym spresiiovanim

a prispdsobovanim. Anglicky matematik a filozof B. Russell (1872-1970)

to hodnotil slovami: Mozno tym charakterizoval myslienkovy zdpas ludstva

0 pochopenie sveta veci a javov vlastnym rozumom. Zda sa, Ze dosahovanie pravdy
nasho poznavania musi ist’ cestou odstranovania protireceni neustalym dialogom
medzi rozumom a zmyslami.

v ’ . , A /F\\ E\\\
Jednoznacnost je ohrozena m P
a bl ~—_¢

Aj pre naSu dobu zostavaju otazky: T OV :
o Coto znamen3, Ze Usecka sa sklada z bodov? | 5
o Je mozné delit ¢as, vzdialenost, pohyb az do nekone¢na? By
e Mozno povazovat po n—tom deleni (dost po&etnom) to, ¢o ziskame,
eSte za Cas, vzdialenost, pohyb?
o Je protireenie v nazornych pojmoch u€innym prostriedkom k poznaniu realnej pravdy?
o Pokial maju naSe otazky eSte zmysel a kde uz tento zmysel stracaju?
e Zodpovedaju nase ludské formy myslenia neustale tajomstvom zahalenej skuto¢nosti?
e ,Budeme hladat tak, akoby sme mohli najst, ale nikdy nenajdeme tak, aby sme mohli prestat
hladat.“ Platia tieto slova Aurelia Augustina (354—430) stale znova?

Zmysly a rozum

Zenon z Eley ako prvy formuloval vo svojich aporiach hlboko filozofické otazky

0 podstate priestoru, Casu a pohybu. Spoznal protirecenie medzi zmyslovou intuiciou
a rozumovo—matematickym vyjadrenim pohybu. Pohyb je prechod moznosti

v skuto¢nost’, predstavuje nepretrzity proces, ktory nemozno poznavat’ pomocou
diskrétnych postupov. Naznacil problémy vzajomného vztahu aktudlnej a potencionalnej
nekonecnosti, viaczna¢nll ulohu zmyslov a rozumu pri pozndvani podstaty. Zenonove aporie st
spojené s problémami nekonecnosti, s moznost'ou neustale delit’ drahu i ¢as. Ukazuju, Ze popis
pohybu v logike pontikanych pojmov je problematicky, ked’ priestor i ¢as mozno zostavit’

z diskrétnych, uz d’alej nedelitel'nych tsekov ,,tu“ a ,teraz*. Zenon presviedcal, ze vysvetlenie
pohybu nie je mozné ani vtedy, ked’ vnimame v dohodnutych pojmoch priestor a ¢as ako spojity,
ani vtedy, ked’ ich pokladame za diskrétny.

Uz Aristoteles (384-322 pred n. 1.) upozornoval, ze Zenon zamiena dva pojmy — nekone¢nti
delitel'nost’ a nekone¢nu velkost,, Ze nerozliSuje myslené a faktické delenie. Neplati, Ze vzdialenost’
je nekonecna, pretoze je nekonecne delitelnd. Chybu videl v predpoklade, Ze Cas sa sklada
Z jednotlivych ,teraz*.

Bolestivé Spekulacie

Zda sa, ze pohybom sa uskutocituje myslené aktualne nekonecno. Uznavame, Ze pohyb je

vo vSetkom, zmena je Zivot prirody i myslenia. Moderna matematika ponuka nové a neCakané
skusenosti s nekone¢nymi mnozinami. Popis pohybu je asi protireciva skuto¢nost’ s pojmami,
ktoré doteraz pouzivame. Nielen historické Zenonove aporie prinasaju trvalé otazky, ale aj d’alSie
protireCenia jazyka, spdsobu myslenia i argumentacie robili, robia a asi eSte buda vo svojich
dosledkoch robit intelektualne starosti nielen generaciam logikov, matematikov i filozofov,

ale aj vSetkym Spekulativne premyslajucim 'ud’'om. Mozno nestaci sa iba divat’ a premyslat’,

ale treba vytvérat’ a overovat’ ponukané modely. Netreba len rozmyslat’, ale sa aj pohnut, skutkom
prejavit’ mysleny nazor, myslienkou vyhodnotit’ ¢in.
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IZIDOR zo0 Sevilly - encyklopedista raného stredoveku

Vyznam nielen pre épanielsko

. e Na Pyrenejskom polostrove poznaju skoro vsetci 'udia osud ¢loveka
s menom Isidoro de Sevilla (asi 560/70 — 4 .4. 636). Tento Spanielsky
ucenec, teolog, filozof, polyhistor a encyklopedista sprostredkoval
zaciatkom stredoveku pre tito zem antické vzdelanie. Zhromazd'oval,
spractval a spisoval nau¢né, nabozenské i historické pojednania.
Vychédzal z pévodného vyznamu slov, zozbieral zdkladné poznatky
ozivej i nezive] prirode, o udalostiach Starého i Nového zékona.
Zasluzil sa o zachranu podstatnych starovekych kultirnych hodnét,
\ prispel k udrzaniu 'udskej mudrosti v toku dejin, vytvaral intelektudlny

e e most od patristiky k stredovekej civilizacii ,,na est’ a slavu BoZiu®,

Zosuladil svoje zitie v rovnovahe medzi aktivnym ob¢ianskym (milovat’ blizneho v skutkoch)
a kontemplativnym (dialog s Bohom v modlitbe) zivotom.

Zivot siroty

Uz v detstve mu zomreli obaja rodicia (vyznamna Spanielsko—rimska rodina)

a tak sa o neho staral o vel'a rokov starsi brat Leander. Izidor ¢asto Studoval
star¢ spisy v klastornej kniznici. Zvolil si duchovné povolanie. Roku 599 bol
zvoleny za biskupa. Svojim krestanskym Zivotom ponukal sebazapieranie

1 ponizenost’. S pokorou vykladal zakladné pravdy katolickej viery. Podporoval
budovanie $kol, pestoval dobro¢innost. Vystupoval aj na synodach miestnej
cirkvi v Seville a v Tolede, vysvetloval liturgické praktiky, mnissku tradiciu i zakladné odpovede
na moralne problémy. Po mnohych rokoch sluzby sa pokorne rozlucil s tymi, ktorym ukazoval cestu
za zmysluplnym krestanskym Zivotom. Po smrti (4. aprila 636) ziskal uctu Spanielskeho 'udu

i oznacenie cirkevného ucitel’a (1722).

Vysvetlovat od zakladu
V historii l'udstva boli, st a moZno aj bud vel'mi obl'ibené stru¢ne
formulované ,,zakladné vety*, sentencie z diel vyzna¢nych osobnosti.
Jednou z prvych uznavanych zbierok duchovného dedicstva otcov
a najvacsim literd&rnym dielom Izidora Sevilského je 20—zvazkova
encyklopédia Etymologiae (Origenes; pociatky). Znalost etymolégie je
casto nevyhnutna pre vyklad slov. Ak poznas, aky je povod slova, pochopis
S skor jeho vyznam. Tato praca obsahuje prehl'ad vtedajSich naboZenskych
s :L;;T-E::"z:&;’ﬁ? I svetskych vedomosti, je mozno prvou svetovou encyklopédiou.
sl | Bola pomockou pre pamit a utechou pre dusu. Poukazovala na spojene slov
EERIESEESEER | g ich zmyslu, doleZitost pomenovania aj s jeho vyznamom, vytvorenie
spravnej predstavy o skutocnej veci alebo jave.

e =

Aj matematicka kultura

Tretia ¢ast’ spominaného diela je venovand matematike: Matematika je teoreticka veda,

ktora ma za svoj predmet abstraktné mnoZstvo. Abstraktné mnozstvo je to, o ktorom pojednavame
iba uvazovanim, oddelujiic ho rozumom od latky... Skrz ¢islo sa ucime nedat’ sa zmiatnut.

Ak odstranis zo vsetkého cislo, visetko zanikne. Odober ludstvu pocitanie a vsetko zachvati slepa
nevedomost' a nebude mozné odlisit’ ¢cloveka od ostatnych zivocichov.

Mozno vés zaujme ako Izidor uviedol definicie priemerov dvoch Cisiel, to znamena ich
aritmeticky, geometricky a harmonicky stred: Rozdiel medzi aritmetikou, geometriou a hudbou
je vV sposobe ako sa v nich hladaju stredy. V aritmetike ich hladas takto: scitas Krajnosti a rozdelis
to na polovice... Podla hudby hladas stred takto: Akym pomerom stred prevysuje prvé, takym istym
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pomerom je stred prevyseny poslednym... Podla geometrie hladas stred takto: vynasobis krajnosti
a vysledok je ako ked’ sa vynasobia stredy...

Dnesny zapis a prislusna definicia harmonického priemeru (podl'a hudby) by sa dala zapisat’

takto: Nech prvé je p, posledné r a prostredné so zmienenou vlastnostou je S. Potom plati
(sleduj obrazok):

Pomer prevysenia prvého (p) stredom (s) {teda s — p} k prvému (p) {teda %} je taky isty
ako pomer prevysenia stredu (S) poslednym (r) {teda r — s} k poslednému (r){teda r-s }
r

Po tprave vztahu 2P — =3 dostaneme:
p r

2pr o o
r-p-r=r-p-p:-s=s-(r+p=2-r-p = S=% a to je nads harmonicky
+
priemer cisel p, r, teda prevratena hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnét,
, 2pr
to znamena = .
1 1 p+r
JE— + —
p r

Z hudby cez harmonicky stred vanimame nas harmonicky priemer.

Hodnoty poznania i moralky

N Svojim zivotom i dielom (napr. Kronika — snazil sa
historicky zachytit’ vSetko od stvorenia sveta
do roku 615, O prirodzenosti veci alebo O sldvnych
muZoch, spracoval aj dejiny Vizigotov) ovplyvnil
Izidor zo Sevilly cely nasledujtce obdobie
stredoveku. Ukazal, Ze zmysluplné §tidium
a pravdivé svetské vedomosti prispievaju -
aj k trvalym krest'anskym hodnotam. Kazdy pokrok pochddza z citania a
rozjimania. Co nepozname, naucime sa citanim, co sme sa vsak uz naucili,
rozjimanim si zachovame... Ponukal dialektiku ako nduku o vyklade pri¢in
veci a javov. Logiku chéapal ako podstatni rozumovu schopnost’ definovat’, skiimat’ a vykladat,
formou rozpravy rozpoznavat’ pravdivé od nepravdivého. Jeho Ustredné literarne dielo,
Vv ktorom zhrnul sudobé filozofické i teologické poznatky, patrilo k pokladom klastornych kniZnic
a zachovalo sa z neho asi tisic exemplarov. Ak chce byt niekto stile s Bohom, musi sa ¢asto modlit,
ale tiez casto citat. Zapisal sa medzi tych, ktori prispeli k rozvoju zapadnej civilizacie.

Porovnania a pripomienky

V dejinach l'udskej civilizacie bol neobyc¢ajne osobne vzdelany lzidor zo Sevilly porovnavany

v myslienkovom vzlete s Platdbnom, v poznani s Aristotelom, v re¢nictve s Cicerom,

vo vyucovani s Augustinom. Nezatracoval ni¢ z toho podnetného, ¢o priniesli dejiny pohanstva,
zidovstva 1 krestanstva. V histdrii bol ¢asto povazovany za najvyznamnejsie uc¢enca svojej doby,
za rozSirovatela antického poznania, za jedného z velkych ucitel'ov stredoveku, za tspesného
myslitel’a ranej patristiky. V sucasnej dobe je povazovany aj za patrona uzivatel'ov internetu

a pocitaCovych programov.
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Z0 stredovekej matematiky

Matematika v Indii

Mozete hadat, kde a kto oznacil matematiku za krasavicu — Lilavati. Bolo to v krajine, ktora ma
zachovany spis Salvasiitra uz z polovice prvého tisicro¢ia pred n. 1., v ktorom st zaznamenané
pravidld pre vymeriavanie a vystavbu chramov a obetnych oltarov. To milé oznacenie pre
matematiku pouzil indicky matematik a astroném Bhaskara Il. (asi 1115-1183), ktory v knihe
Koruna vedy predviedol na obrazku dokaz Pytagorovej vety iba komentarom Pozri.

Vidite a chapete o ¢o sa jedna?

[(c® = 4-(a-b/2) + (a—b)> = 2a-b + a° — 2ab
+b? = a + b%)]. Az do dnesnych dni si
mozno pamadtat’ vyjadrenie Bhaskaru II.:
Hlboko si vazim matematiku, lebo ti, ktori

g b sa s nou oboznamili, v nej vidia
prostriedok pre pochopenie vsetkého
c existujuceho.

Zaujimava postupnost z chaosu k poriadku

Skuste doplnit’ d’al$ie ¢isla do postupnosti 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, ...
Ak ste odhalili, ze po¢inajic tretim ¢lenom st ostatné ¢leny
vytvarané suctom predchadzajucich dvoch, mozno to potesilo aj
vas. Asi budete mat’ problém, ak by ste mali urcit’ hned’
l'ubovolny, t. j. n—ty ¢len (napr. sty ¢len) tejto zname;j
postupnosti, ktort franctizsky matematik E. Lucas (1842-1891)
pomenoval na Fibonacciho postupnost. Leonardo Pisansky (asi
1170-1240), prezyvany Fibonacci (syn dobraka), vo svojom diele
Liber abaci (Kniha o abaku) zaviedol do Eur6py indické cifry a
nulu, vysvetlil desiatkovll pozi¢nu ststavu 1 arabské poznatky z
aritmetiky aj algebry. Ak chcete priamo urovat’ n —ty ¢len
Fibonacciho postupnosti, tu je hladany vzorec (objaveny az v 19.

storoci):
oL |[(1+4B)" (1-45)
Nl 2 2

Pomer dvoch po sebe nasledujucich ¢lenov tejto postupnosti sa s rastiicim n stale viac priblizuje
tzv. pomeru zlatého rezu. Necakanou skutocnost'ou je, Ze aj pri skiimani Struktur prirodnych telies 1
niektorych biologickych javov sa ukazuje Fibonacciho postupnost 1 pomer zlatého rezu. Ako keby
boli symbolom vzniku poriadku z chaosu.

Stredoveka zbierka uloh
Ani v ,temnom‘ stredoveku nebola matematika mftva. Na dvore Karola Velkého v Aachene okolo
roku 775 sa pouzivala jedna z prvych zbierok zaujimavych tiloh z matematiky s podnetnym nazvom
Ulohy na cibrenie umu mladych. Jej autorom bol uéitel’, filozof i basnik Alcuin z Yorku (asi 735
804, povodnym keltskym menom Alh-win, t. j. priatel’ chramu). UZ v tejto uéebnici sa vyskytuje
znama uloha o pltnikovi, vlkovi, koze a kapuste. Skuste zdokonalit’ svoje myslenia vyrieSenim
ulohy: Ako rozdelit 100 minci medzi 100 os6b, aby muZi dostali po troch, Zeny po dvoch
a kazdé dve deti spolu po jednej minci. Uz vo svojej dobe vzdelanec Alcuin vedel:

Rozumne sa pytat, znamend vyucovat.
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To vedel uz Euklides

Uz od ¢ias antickych Grékov sa za dokonalé cisla
povazuju tie prirodzené Cisla, pre ktoré plati, Ze sucet
vSetkych ich delitel'ov sa rovna dvojnasobku daného
Cisla. Alebo takto: Prirodzené ¢islo n je dokonalé, ak sa
rovna suctu vsetkych svojich viastnych (t.j. mensich ako
n) delitel'ov. Napriklad: Cislo 6 (=1 +2 +3) je
dokonalé ¢islo; aj 28 (=1+2+4+ 7 +14)a496
(preverte si to) stt dokonalé ¢isla. Euklides (asi 340 —
| 287 pred n. L) v IX. knihe Zdklady v Casti XXXVI

| dokazal: Ak su postupne od jednotky dané cisla v pomere
1:2, az sa ich sucet stane prvocislom a ak sa tento sucet
vynasobi poslednym z tychto cisel,
tak takto vzniknuté cislo bude dokonalé.

Naznacme si toto tvrdenie na priklade:
(1+2+4+8+16) - 16=496 (=1+2+4+8+16+31+62+124+248) Je dokonalé.

- _J
~—

31 je prvocislo

Dokézeme vetu:

Ak su p aj (2° — 1) prvodisla, tak 2° ' - (2° — 1) je dokonalé &islo.
Nech p je prvodislo. Ak je (2° — 1) tiez prvocislo, tak viastni delitelia ¢isla
Pl (2P-1)stdislal,2,4,8,...,2° L (2P—1),2:2° - 1),4:(2°— 1), 8:(2" - 1), ...,
2P~2.(2P - 1).
Ak ur¢ime sucet vSetkych tychto viastnych delitel'ov dostaneme
(1+2+4+8+..+2° )+ (1+2+4+8+ .. +2°%).(2"-1)=

- - _

YT ~—

(2°-1) (2" 1-1) {je to sucet geometrického radu}

=@ -D+ @7 -1 (-)=[1+ - DR -)=2"""- (2",

teda je splnend definicia dokonalého ¢isla.

Euklides poznal styri dokonalé ¢isla: 6, 28, 496, 8128. Dalgie dokonalé &islo
(33 350 336) objavil asi J. Miiller-Regiomontanus (1436-1476). Leonhard Euler (1707-1783) urcil
d’alSie tri dokonalé ¢isla a dokazal, Ze kazdé parne dokonalé ¢islo ma tvar podla
Euklida 2° ' (27— 1), kde p aj (2° — 1) st prvocisla. Este stale nevieme, ¢i existuje
neparne dokonalé ¢islo, ani ¢i je dokonalych ¢isel kone¢ny alebo nekonecny pocet.
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Ludia, ktori si osvojili principy matematiky,

maju o jeden zmysel viac neZ obycajni smrtelnici.
Charles DARWIN (1809 — 1882)

Matematika je prostriedok specidlne prisp6sobeny na osvojenie si
réznych abstraktnych pojmov, a Co sa toho tyka,
jej moc je neohranicend. Paul Adrien DIRAC (1902- 1984)



http://sk.wikiquote.org/wiki/Matematika
http://sk.wikiquote.org/wiki/Abstrakcia
http://sk.wikiquote.org/wiki/Sila
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Pokroky matematiky, fyziky a astrondmie, ro¢nik 52 (2007), ¢. 4
(Prepis rozhlasového prejavu prof. Stefana Schwarza (1914-1996) z 20. oktobra 1945.)

Zmysel matematiky je v h'adani a odvodzovani platnych
viet a pouciek pomocou dovolenych logickych avah,

a to z danych faktov, ktoré samy o sebe st nedokazatel'né.
Axiémy, z ktorych vychadzame, berieme z kazdodennej
skusenosti, z empirickych poznatkov, alebo Casto tieZ len

z Cisto fiktivnych tvah. Cielom je vytvorit uzavrety systém
navzajom si neodporujucich viet a pouciek.

Vyvoj matematiky, smerujtici do $irky i do hibky,

nie je dnes ani zd’'aleka ukonceny. Sprevadza ho rastuci
Kriticizmus zakladnych pojmov a paralelne s touto
tendenciou rozrastlo sa pouZitie matematiky na celt
skupinu vied na mile vzdialenych od povodného
zememeracstva. Clovek nikdy neustrnul na tych
problémoch, ktoré mu bezprostredna Zivotna prax ponuka.
Kazdy fyzikalny ¢i technicky problém, ktory sa podarilo ¢asom rozriesit, dal priamo

i nepriamo podnet k celkom novym matematickym disciplinam. Tak sa vyvija i ta Cast
matematiky, ktora sa pri svojom zrodeni nestara o bezprostredne praktické pouzitie.
Napriek tomu viedol tento Cisty I'art pour 'artizmus vZdy k novym a novym zdokonaleniam
v technickych a prirodnych vedach. Ba moZno povedat, Ze rozvoj fyziky a technickych vied
bol umoZneny iba rozvojom matematickych pomocok.

Vyznam matematiky je vsak nielen vo viditelnych praktickych pouzitiach.

Je to predovSetkym vyznam formalne vzdelavaci a vychovny. U¢i tvorit presnymi logickymi
uvahami platné zavery. Nuti k presnému a ucelnému mysleniu. Preto je od najstarsich cias
podkladom vyucovania na vSetkych typoch skél. Typicky je pripad v technike. Technik,
ktory je teoreticky, a teda predovsetkym matematicky Skoleny, uziva nevedomky stale
matematického sposobu myslenia, i ked’ neoperuje vzorcami.

A potom je tu vyznam eticky. U¢i zmyslu pre pravdu, dokladnosti a skromnosti. V matematike
neplati a nepomoéze povrchné nafukovanie sa. NepomoZzu plané frazy. Pravda je tu, nastastie,
len jedina. A ten, kto pochopi, aky zlomok toho, ¢o vytvorili jeho predchodcovia, sa mozno
naucit za cely l'udsky Zivot, stane sa nevyhnutne skromnym.

Na druhej strane vychovava matematika k spravnemu sebavedomiu. Lebo ten, kto ovlada
niektoru z jej partii, si uvedomi, kam sa moZno vypracovat pomerne malymi prostriedkami

a z pomerne malého poctu predpokladov pracou I'udského mozgu. Vysledky matematiky
viedli k novym myslienkam filozofickym od cias Descartovych cez pozitivizmus aZ k dneSnym
filozofickym smerom, silne ovplyvnenym teériou relativity a vinovou mechanikou.

Casto sa hovori, Ze matematika ako veda je suchoparna a 'udia, ktori ju pestuju, tie.
Tieto lacné frazy pochadzaju od neinformovanych. Ako mo6Ze byt skostnatenym ten,
kto k svojmu jestvovaniu potrebuje vycibrené schopnosti rozliSovania a vZdy pruzny
a svieZi mozog? Jeden z najslavnejSich matematikov 19. storocia Evarist Galois padol v suboji
z milostnych pohnutok. Bohatym citovym Zivotom Zila sldvna ruska matematicka Sonia
Kowalewska, mnoho slavnych matematikov bolo literarne, poeticky a hudobne ¢innych.
A neboli to diletanti. Slavny nemecky matematik Weierstrass povedal: Matematik, v ktorom
nevdzi kus bdsnika, nebude nikdy dokonalym matematikom. Chcel tym naznacit, Ze bez fantazie
a obrazotvornosti niet vedeckej prace.

,,Matematika bude vidy meradlom hibky ludského myslenia".
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Paul ERDOS - trvale hostujuci profesor matematiky

3

Nezmar spoluprace

Publikoval okolo 1500 odbornych prac asi v sedemnastich
matematickych oblastiach, vi¢sinou s spoluautorstve s l'ud’'mi,

s ktorymi sa stretol na svojich cestach (niekedy aj 11 mesiacov

za rok; navstivil okolo 25 krajin). Pre okruh spoluautorstva

sa zauzivalo oznacenie Erdosovym ¢islom. Ak je to ¢islo 1,

tak autor napisal prispevok v spolupraci s P. Erdosom. Ak je Cislo
vicsie, potom vyjadruje d’alSie vrstvy spoluautorstva

so spoluautormi P. Erddsa. Ak autor napisal prispevok s autorom

s ¢islom n, ma Erdosovo ¢islo n +1. Hovori sa, ze 472
matematikov ma Erdosovo ¢islo 1. Z toho 188 autorov publikovalo
s Erdésom dva a viac ¢lankov. Zo slovenskych matematikov ma =
Erdosovo &islo 1 napr. J. Bosak, P. Horak, J. Siran, z &eskych V. Jarnik, Z. Hedrlin, J. Negetfil,

V. R&dl. Erdésovo ¢islo 2 mé asi 5000 autorov, z nich je 62 svetoznamych matematikov, dokonca
devit’ drzitel'ov Fieldsovej medaily. Asi ziadny matematik doteraz nenapisal tol'ko vedeckych
prispevkov a nemal tol’ko spoluautorov ako Paul Erdds (1913-1996), pttnik neohrani¢enym
svetom matematiky.

Jeho rodicia boli ucitel'mi matematiky. Paul sam priznal, Ze si matematiku obl'ibil vd’aka svojej
matke, ktora ho zabavala poc¢tarskymi tlohami. Trojro¢ny vedel ndsobit’ ,,z hlavy* trojciferné ¢isla.
Zékladné vzdelanie ziskalo doma. Otec ho naucil mnohému v gymnazialnych rokoch. Od detstva
sa mi na matematike paci vel'ké mnozstvo velmi zaujimavych problémov. Ich riesenie mi oddavna
prindsa neopisatelni radost. Dvadsatroény Erdds objavil elegantny dokaz Cebysevovej vety
z tedrie Cisel a ziskal aj akademicky titul PhD. Tridsatro¢ny uz patril medzi najlepSich matematikov
na svete. Roku 1949 podal dokaz vety o prvocislach elementarnou formou. Odvtedy nielen
produkoval necakané napady a G€inné navody ako zdolavat’ matematické problémy, ale aj videl
nové a podnetné matematické otazky a mal schopnost’ inSpirovat’ pre ich riesenie. Urobme spolu
nejaky dokaz. Tym ziskate vilastnu skusenost. Matematika bola pre neho svetom fascinujtcich
problémov, ktorych rieSenie spravuje Boh vo Velkej knihe najelegantnejsich dokazov.

Spoluzitie s matematikou

Paul Erdds (26. 3. 1913 —20. 9. 1996) sa stal nestorom diskrétnej
matematiky vo svete. Vyriesil viac matematickych problémov nez
ktokol'vek pred nim. V ¢ase mimoriadnej aktivity vyprodukoval dve
vedecke prace mesacne. Existuje az 700 recenzii s jeho podpisom.
Rocne sa zucastioval desiatok kolokvii a matematickych konferencii.
Publikoval nové poznatky z oblasti tedrie ¢isel, kombinatoriky, teorie
mnozin, tedrie grafov, tedrie grup, tedrie pravdepodobnosti, tedrie
aproximacii 1 geometrie. Nebol vedecka primadona. Chcel, aby sme sa
dozvedeli pravdu. O matematickych problémoch hovoril s uznavanymi
kapacitami rovnako ako s nadanymi Studentmi. Ziskal cenu Americkej
matematickej spolocnosti (1951) aj Wolfovu cenu (1983). Vzdy videl
dostatok nevyrieSenych problémov, netuzil po vytvoreni elegantnych
teorii: Vyriesenie niektorych otvorenych problémov, moze mat pre
dalsi rozvoj rozhodne aspon taky vyznam ako vypracovanie novej teérie. Zasypal svet matematiky
novymi Ulohami i pdsobivymi rieSeniami. Prendsal na I'udi vasen pre matematiku. Zdalo sa mu, Ze
ani v manzelskej spalni sa ni¢ iné ako matematika neda aj tak robit’. Stal sa u¢itel'om matematicke;j
spolupréce. Je tak vela probléemov a tak malo casu. Aj po jeho smrti budi vychadzat’ ¢lanky s jeho
menom ako spoluautorom.
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Excentricky mnich matematickej kultary

Jeho Zivotny §tyl bol nestandardny. Zil ako matematicky nomad. Prakticky bez
domova, bez majetku, ktory by uzival, bez rodiny. Vlastnictvo chépal ako pritaz.
Schadzaval sa s tvorivymi matematikmi po celom svete, dopisoval si s nimi,
diskutoval. Snazil sa nerobit’ kompromisy vo vzt'ahu k sebe, ani vo vztahu k inym. & pvE
Ziskal nezavislost’ svetoobcana. Som natolko nezavisly, zZe sa nemusim nikomu '_\ 'Q‘.l_ ,‘ '
zodpovedat za to, ¢o kedy urobim. "3

Tak prosim, moja hlava je vam k dispozicii. S kusom papiera a perom ponukal spoznanie
principov i podstatnych zékonitosti matematického sveta. Viem, Ze cisla su krasne. A ak krdasne nie
su, tak nie je krdasne nic. Formuloval také matematické hypotézy, ktorych vyrieSenie bolo primerané
sudobej trovni matematiky. Skumal tajomné vlastnosti prvocisiel, vypisoval aj financné odmeny
za vyriesenie predlozenych problémov. Ukazoval svoj spésob vnimania matematickych suvislosti,
povzbudzoval pre ich odhalenie. Najviac zaujimavych problémov objavil v kombinatorike a teorii
grafov. Hovorieval: Kazdy nevyrieseny matematicky problém starsi nez sto rokov je pravdepodobne

- problémom teorie cisel. Veril, Ze musi existovat’ zdznam vSetkych
jednoduchych a elegantnych dékazov matematickych tvrdeni a my obc¢as
do neho mézeme svojim rozumom duchovne nielen nazriet,, ale aj pravdivo
uvidiet. Snazil sa pomerne presne odhadntt’ nase tvorivé, az mozno
nadl'udské schopnosti.

Erdos sa nezaujimal o svetsku slavu ani o materialne zabezpecenie.
Sukromny majetok je podl'a neho asi aj na obtiaz. Ziskanu finan¢né ocenenia
Casto rozdal do nadacii pre vyskum alebo podporu studentom. Bol ale citlivy
na osobnu slobodu a slobodu nazorov. Hl'adanie elegantnych matematickych
dokazov sa stalo zmyslom jeho zivota. Zalezi na tom, ¢i budu ludia poznat
moje matematické vysledky aj po 500 rokoch.

Rozhodne vztah k vecnosti

Ani pouzivanie elektronickych pocitacov v sti¢asnej dobe neubera

na uzito¢nosti efektivnej matematickej myslienky. Systematicka
matematickd analyza spolu s vyuzitim vypoctovej techniky bude vzdy
vel'mi uzitoénym metodickym postupom. Ocakavam vel'mi vyrazny vplyv
pocitacov a ich vyskumu na matematiku... Pocitacom vd'aci matematika
za mnohé svoje naozaj uzitocné aplikacie... Pocitace vyrazne pomdahaju
matematike zaclenit sa do Sirsie chapaného kulturneho povedomia ludi.
Erdds vycitil, Ze spolocenska prestiz matematiky vedie aj cez uplatnenie
vysledkov matematickych vyskumov v inych oblastiach

aj prostrednictvom vypoctovej techniky.

Vsetko je trocha zloZitejsie... niektoré veci nemoze namiesto casu rozhodnut nik... nic¢ nam
neostava, iba byt trpezlivymi. Paul Erdos, posadnuty vznesenou tizbou po matematickej pravde,
zanechal aj pre buduce generacie usudky svojho rozumu, ktoré vedu k hibsej podstate
idealizovanych javov a bez¢asovych skutocnosti. Ak vysetrime starostlivo vybrané stromy,
najdeme cely les.
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Gyorgy POLYA
(13.12.1887—7.9.1985)

| 2zl

Uz po skonceni strednej Skoly, v ktorej ¢asto obsadzoval
popredné umiestnenia v matematickych sutaziach
nadanych Studentov, sa rozhodol pre profesiu matematika.
Nepokladal som sa za dost dobrého pre fyziku a bol som
prilis dobry pre filozofiu. Matematika bola uprostred. Univerzitné stidia
dokoncil v Budapesti (1912). Pocas vysokoskolského studia i po fiom (1912—
1914) bol urcity ¢as na Studijnych pobytoch na univerzitach v Parizi, Viedni

i v Gottingene. Posobil v Polytechnickej Skole v Ziirichu (1914-1940), stal sa
vysokoskolskym profesorom (1928). Poriadal prednasky a kurzy na r6znych
univerzitach v Eurdpe i v Amerike. V roku 1940 odisiel natrvalo do USA. Tam pdsobil na Stanfordskej
univerzite v Kalifornii az do odchodu na penziu (1953). Este ako 90-ro¢ny aktivne pracoval so Studentmi.
Mal vsestranné zaujmy, vrodenu Culost’ povahy, sympaticku laskavost’ k 'ud’om. Rozvinul kombinatorick
analyzu, dosiahol Gspesné vysledky vo funkcionalnej analyze, matematickej Statistike i v teérii Cisel.
Podstatne ovplyvnil postavenie matematickej fyziky. Teoreticko-pravdepodobnostnymi vysledkami

a pracami z oblasti nerovnosti prispel k novym aplikaciam mnohych matematickych disciplin. Za vysledky
svojich matematickych prac, napisal viac nez 230 pojednani, sa stal clenom americkej akadémie vied

v Bostone i Narodnej akadémie vo Washingtone. Bol zahrani¢nym ¢lenom akadémii

Vv Mad’arsku a vo Francuzsku. Z viacerych vedeckych oceneni spomenime,

7e od Americkej matematickej spolo¢nosti ziskal cenu Za mimoriadne zasluhy v matematike (1963).

Z myslienok

> Matematika je veda, ktora dava najlepsiu prilezZitost pozorovat proces myslenia
a ma tu prednost, zZe pri jej pestovani nadobudame cvik v metode rozumového uvazovania,
ktoru moze byt potom pouzivana na studium ktoréhokolvek predmetu.

> Matematika je vtedy zaujimavd, ak Zivi nasu vynachddzavost’ a zdatnost usudzovania.

> Co to znamend oviddat matematiku? Riesit ulohy a to nielen Standardné, ale aj take,
ktoré vyzZaduju urcitu nezavislost myslenia, tvorivy rozum, originalnost, vynaliezavost.

> Radost' z objavu je najlepsi podnet pre d'alSiu pracu. Najlepsia cesta ako sa nieco naucit je,
objavit to... Krdsa matematiky je v tom, nachdadzat pravdu bez tazkosti.

> UCcenie zacina cinnostou a jednanim, postupuje k slovam a predstavam a malo by koncit
Ziadanymi algoritmami rozumového uvazovania.

> Co je to dobre ucit? Ddvat’ s“tugujzicemu prileZitost, aby objavoval veci sdm,
z vlastnej iniciativy... Stiudium umenia riesit ulohy je vychovou véle.
> Nechajte svojich Studentov kldst otazky alebo sa pytajte tak, ako sa oni mozu pytat.
Nechajte svojich Studentov odpovedat alebo davajte odpovede, ktoré oni mozu davat.
Vyhybajte sa odpovediam na otazky, na ktoré sa nik nepytal, ani vy sami.
> Vyucovanie ma Ziaka pripravit pre objavy alebo vo vicsej miere dat niektoré predstavy
0 objavoch... Vel'ky objav riesi vel’ky problém, ale zrnko objavu je v kazdom probléme.

How to
Solve [t

a new aspect of
mathematical method

Ak sa chcete naucit plavat, smelo vojdite
do vody, ak sa chcete naucit riesit ulohy, rieste
ich. Matematika je riesenie problémov. Ucte
Ziakov rozmyslat. Pre domyselnost a dovtip
musi byt v matematike miesto.
Treba motivovat’ nie vyntitenim, askézou,
ale zaujatim a podanim problému zvniitra.
Vyucovanie nie je veda; to je umenie. Ak by vyucovanie bola
veda, tak bude obsahovat’ najlepsi spésob vyucovania
a kazdy clovek by sa musel ucit tym spésobom. Vyucovanie
nie je veda, je tam vel'a moZnosti pre osobné rozdiely...
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Tlieskajme Bolzanovi

Zivotny osud
V Cechach prezil cely svoj zivot. Narodil sa v Prahe 5. oktobra 1781
ako Stvrté diet'a z dvanastich. Matka bola prazska Nemka, starostliva
a zbozna. Otec pochadzal z Talianska, venoval sa obchodu

so starozitnostami a umeleckymi predmetmi. Nadany Bernard
navstevoval nemecku zakladnt Skolu a piaristické gymnézium,
sukromne Studoval talian¢inu, franctzstinu a gréctinu. Pri Stadiu
filozofie (1796-1799) na prazskej univerzite objavil netradi¢né suvislosti
medzi matematikou, logikou a filozofiou. Filozoficku fakultu absolvoval
S vyznamenanim a rozhodol sa eSte pre stadium teoldgie (1800-1804).
Absolvoval aj prisne skusky z matematiky a fyziky, ziskal doktorat
filozofie, stal sa knnazom (1805). Bol menovany za univerzitného ucitel'a
nabozenstva (1806), napriek tomu, ze mal povest’ talentovaného matematika a uchadzal sa

0 profesuru v tomto odbore. Bolzano aj na poste univerzitného katechétu ucil Studentov kriticky

a nezaujato mysliet. Omnoho viac ako o sirenie uzitocnych pravd sa musime usilovat o to,

aby sa cvicenim u ludi rozvinula schopnost usudku... musime ich naucit' samostatne rozpoznavat
nespravne usudky. Bol ¢lenom matematickej sekcie Kral'ovskej ¢eskej spolo¢nosti nduk (1815),
neskor (1841-1848) aj sekretarom jej matematickej a filozofickej sekcie i dekanom filozoficke;j
fakulty (1818). Odklon od uradne stanovenych osnov pre vyucovanie nabozenstva

ho priviedol k sporu s vrchnost'ou v Prahe i vo Viedni. Za niektoré nazory z jeho kazni, ktoré boli
oznacené za neprisposobené vieroucnym pojmom a potrebam vtedajsej cirkevnej a vladnej moci,
ho zosadili z miesta univerzitného ucitel'a (1819), poslali ho do vysluzby a zakazali mu verejnt
¢innost’. Bol printiteny orientovat’ sa na vedné odbory, V ktorych mozno slobodne argumentovat’

a dokazovat’ — matematiku a logiku. V tichom prostredi Téchobuzi na Pacovsku (1823-1841) zil
skromne v rodine priatel’a J. Hoffmanna, ¢o mu umoznilo venovat’ sa aj ivaham o vSeobecnom
P'udskom poznani, o spravodlivejSom spolo¢enskom poriadku. Pisal po nemecky, jeho prace vydali
ziaci a privrzenci. Chatrné zdravie a tuberkuldzne chrlenie krvi mu stazovalo zivot. Z jeho
jedenastich stirodencov sa dospelého veku dozil iba jeden. V rodine brata Jana, v prazskej Celetne;j
ulici, stravil Bernard Bolzano posledné roky zivota. Trapeny dlhodobou chorobou, zomrel

na tazky zapal pl'ic 18. decembra 1848. Za velkej ticasti prazského 'udu ho pochovali

na OlSanskom cintorine v Prahe.

Prenikava logika pojmov

Profesor prazskej univerzity, ukazal nové moznosti pre zosuladenie pojmovej

usporiadanosti so skutoénymi formami pravdy vo svete. Zapisal sa

do kultirnych dejin ako vyznamny matematik, logik, filozof i socidlny

myslitel’. Stal sa prikladom korektného vedeckého zdujmu i1 usl'achtile;

I'udskosti mravnej autority. Ako nezabudnutel'na ucitel’skd osobnost’ viedol

studentov ku kritickému a nezaujatému mysleniu, k odvahe sa slobodne

vyjadrovat’ a spravne argumentovat. V Paradoxoch nekonecna vystihol

niektoré zasadné myslienky modernej tedrie mnozin. Medzi prvymi pochopil
: vyznam aktudlneho nekonecna v matematike. V oblasti sémantickej logiky

V praci VedOSIOVIe kriticky a originalne zameral svoju pozornost’ na precizne definovanie

zékladnych pojmov réznych vednych odborov. Pozoruhodnym spdsobom predvidal cely rad

zasadnych problémov modernej formélnej logiky a tedrie vedy. Svoje utopické predstavy o riadeni

spolo¢nosti zverejnil v praci O najlepsom State. Vzdy sa snazil zabranit’ zlu a trapeniu, chcel spojit’

rozum a moc. Bolzano zdérazioval ulohu celozivotného §tidia, lebo vzdelanie povazoval

za ucinny nastroj formovania rozumu.

Sulad slov a skutkov
Z odkazu vyznamnych ucitel'ov, ktori dokazali zostladit’ slova so skutkami a osobnym zivotom,
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zostane vzdy nieco pozitivne vo vedomi ich ziakov, aj ked’ sa ich cesty rozidu. Profesor Bernard
Bolzano, si este ako zacinajuci vychovavatel’ predsavzal: Mojou prvou povinnostou musi byt,
aby som si ziskal lasku svojich Ziakov. Jeho prednasky mali cielavedomu nadviznost’ a logickost’
s hlboko l'udskym pristupom k studentom ... aby o, ¢o mozno bolo povedané
nejasne, bolo vysvetlené jasnejsie, to, co je uplne nespravne, bolo odvolané,

ale vsetko spravne a pravdive, aby co najskor bolo vseobecne prijate.

K tomu patri aj skromné, dostojné a laskavé vystupovanie v skole i na verejnosti.
Mudry clovek nie je nikdy pysny a spupny; skor o sebe zmysla skromnejsie

ako ini... nechce panovat nad inymi, ale nechce tiez byt ich sluhom...

Nielen Studentom, z odkazu B.B.
% Zo vsetkych mozZnych spésobov jednania vyber vZdy ten, ktory po uvdZeni vsetkych désledkov
najviac prispeje k blahu celku.
« Musime byt rozhodni. Prilnut' k pravde, k dobrej veci l'udstva, a nie sa chciet' zapdcit nejakej
strane, nejakej l'udskej stolici.
& Priznajme sa pred celym svetom, Ze potrebujeme Ildsku, milovat’a byt milovani.
Nehanbime sa za to, Ze sme ludia!
« Ni¢ neméZe zabrdnit tomu, aby sme neodvodili z najpravdivejsich tvrdeni, ak ich spojime
s nepravdivymi predpokladmi - najzvrdtenejsie a najhanebnejsie zdvery.
& Viera nds nezbavuje povinnosti pouZivat’ vlastny rozum a naopak.
Filozofiu méze s uZitkom sledovat' len ten, kto ma solidne matematické vzdelanie.
« Pravd veselost' neuberd z déstojnosti ludskej, ale je aj podstatnou podmienkou
jej dokonalosti.

3

« Byt stastny a inych obsStastiiovat’ - to je pravé poslanie ¢loveka...
Podstatné je ctit' v kazdom ¢loveku déstojnost’ I'udskej prirodzenosti.
% Bez toho, Ze by sme preceriovali hodnotu, ktort poznanie md, musime vsetci uznat,
Ze nevedomost’ a omyl pésobi celému ludstvu nesmierne zlo... kaZdy clovek, pokial je Zivy,
md pokracovat’ vo svojom vzdeldvani...
& Nic na svete nesmieme mat’ za istejsiu a nepochybnejsiu ako zdsadu, Ze vsetci pozemstania
sa vyznacuju v podstate rovnakou prirodzenostou a maju v podstate rovnaké prdva...
Kazdy bohadc namiesto toho, aby si robil narok na zvldstne prejavy ucty, by mal citit kvoli
svojmu bohatstvu potrebu ospravedInenia a obhajoby.

Zije v nasich predstavéach
Mudry a uslachtily Bernard Bolzano zostane dejinach zapisany
ako uprimny ¢lovek, ktory svoje presvedcenie, vedecké
I humanistické, nielen hlasal, ale aj zil. Podarilo sa mu vytvorit
obdivuhodné dielo zjednocujice moralne idedly s prisnou vedeckou
metddou, praktické postupy badania s teoretickou logikou,
oduSevnenie pre pojmovu usporiadanost’ so skutoénymi formami
pravdy a sveta. MysSlienka Isokratova, pouzita ako motto jeho prve;j
vedeckej prace, je vystiznou charakteristikou i podnetnym impulzom:
Vo vedach i vo vietkych ostatnych oblastiach neprindsaju pokrok ti,
ktori kicovite zotrvavaju na ustalenom stave veci, ale ti, ktori sa usiluju o lepsie, ti, ktori sa odvadzia
stale menit vsetko, ¢o nie je v poriadku. Osobnost’ a ¢innost’ Bernarda Bolzana charakterizoval,
vystizne a strucne, J. Louzil: Vynimocna ludska osobnost a charakter, zboziiovany ucitel’ mladeze,
laskavy k druhym a prisny k sebe, priklad neuplatného myslitela, povzneseného nad oficialne pocty
a pochybnu slavu, neunavny hldsatel vzajomného porozumenia a spoluprace, apostol najvyssieho
mravného zakona vseobecného prospechu. Ako nezabudnutelnd ucitel'ska osobnost’ zostane
Bernard Bolzano zapisany nielen medzi najprenikavejsich myslitelov 19. storo¢ia v Cechach,
ale aj do mnoziny nezabudnutelnych postav eurdpskej kultirnej civilizacie.

Zasluzi si aj nas potlesk.
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K provozovani matematiky potiebujeme nejprve pfirozeny jazyk, pomoci které¢ho zakladni
mantinely matematiky definujeme. V ramci pfirozeného jazyka tedy konstruujeme jazyk
matematiky, tj. vyrokovou a predikatovou logiku, pomoci které technizujeme pojem pravdy

g 2 dikazu. Pii konstrukci formuli a odvozovani jejich zakladnich
vlastnosti se pfitom neobejdeme bez ,,pfirozenych* ptirozenych
¢isel, tj. bez n¢jakého intuitivniho uchopeni ptirozenych cisel
a principu indukce. Stejné tak pii konstrukci matematického jazyka
pouzivame logické principy, které povazujeme za ptirozenc
pravdivé (dliikaz rozborem ptipadi, zakon sporu apod.). Teprve
potom pomoci matematického jazyka postulujeme axiomy teorie
mnozin a konstruujeme ,,matematicka‘ ptirozend a realna cisla.
Ve svété takto vytvorené matematiky pak pracujeme, pricemz se
pokousime vydobyté poznatky 0 zkonstruovaném svété uvést
do vztahu s ptirozenym svétem (tj. aplikovat je).

Z vyse uvedeného popisu matematické praxe je videt, Ze v rdmci prirozeného jazyka zdkladni
pravidla matematiky tvotfime, tj. syntaxi a sémantiku jazyka matematiky volime stejné jako
matematické axiomy. Timto procesem tvoiime umély svét ,,technické matematiky*. Nicméné po
zvoleni zakladnich parametr Ize fici, ze v takto stvofeném svéte jiz matematické pravdy v jistém
smyslu objevujeme: to, Ze spojitd redlna funkce na kompaktu je omezena, je asi spisSe objev, 1 kdyz
objev vyplyvajici z pravidel, kterd jsme postulovali. Ale i zde je rozdil mezi objevem a tvorbou
dosti rozmazany... Jako by stvofeny matematicky svét v sobé obsahoval objekty formalné
neexistujici, jejichz mozné byti vSak zpozorujeme a k existenci posléze konstrukci pfivedeme.
Tento thel pohledu by odpovidal nahledu, Ze formulovanim jazyka, zdkladnich objektl matematiky
a vztahll mezi nimi jsme jednim tvar¢im aktem stvotili svét, v rdmcei kterého jiz nyni vytvorené
entity a vztahy mezi nimi objevujeme.

... typ byti ¢isel zasadnim zplisobem zavisi na pozorovaci mitizce, kterou pii manipulaci
se svétem zvolime. Povazujeme-li svét pouze za odraz svéta ideji, jsou Cisla zédkladni entitou
a my je objevujeme. Pfijmeme-li tezi, ze ideje ze svéta pomoci abstrakce ziskavame, jsou ¢isla
spiSe uzite¢nym nastrojem k popisu svéta a my je tak konstruujeme.

Kdyz se ptiklonime k nazoru, ze matematika je lidsky konstrukt — nastroj stvofeny k zachazeni

se svétem, vynoii se otazka, jak to, Ze je tento nastroj tak Gzasné u€inny. Kodovani ptirody pomoci
matematiky vidime prakticky vSude a pfistroje konstruované na zékladé¢ matematiky funguji

S uc¢innosti az zazra¢nou. Tato fantasticka funk¢nost pfi aplikaci technické, zkonstruované
matematiky v pfirozeném svété ukazuje smérem k jistému druhu existence ptirozenych
matematickych entit, které jsou na ¢lovéku nezavislé. Z tohoto uhlu pohledu tedy lidé za pomoci
zkonstruované technické matematiky pfirozené matematické objekty objevuji, pfi¢emz
konstruovana matematika je miizka, kterou se snazime co nejvice zjemnit a peclivym piikladanim
ke svétu pfirozené matematické objekty zpozorovat.

... pojmy objevu a tvorby jsou pfi uchopovani takika
jakéhokoliv vyseku svéta, a tedy i matematiky,

extrémneé uziteCné,

takze zbavovat se jednoho na ukor druhého by byla chyba.
... zdjemce o odpovéd’ se stejn¢ nakonec neobejde bez aktu

volby, tedy bez toho, aby se sam rozhodl, jak vidi svét,
sebe sama a sviij vztah ke svétu.

doc. RNDr. Jiti SPURNY, Ph.D., Katedra matematické analyzy, MFF, Univerzita Karlova v Praze

http://www.matfyz.cz/clanky/207-mezi-nami-matematici-matematiku-objevuji-anebo-tvori
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Vysledky vlastného premyslania st hodnotnejsie
ako vsetka ziskand cudzia mudrost.
(C.F. Gauss, 1777-1855)

C7 Y

#* 30. Aprdd 1777
+ 23. Felruar 1855

M ﬂLOHS pre G . (Ulohy aj pre gymnazistov)

1.

Nech st a, b, ¢ € R, pre ktoré plati: a+ b +c=0 » a® +b?+c® = 1. Vypocitajte
hodnotu vyrazu a*+b*+c’, (1/2)

2. N3jdite ¢o najmensie X, Y € N, pre ktoré plati 28x% = 75y°. (x =1260;y = 84)
3. Stanovte, kol’ko je parnych prirodzenych Cisel, v ktorych zapise sa vyskytujt iba

9.

cifry 2, 3, 4, 5, a pritom kazda najviac raz. (32)

Vypocitajte vel'kost’ X podl'a idajov na obrazku: ,J\
L\ (36/7)

Vyrieste nerovnicu v R: (X — 3)/(x + 5) < x. (P = (-5;-3) U (-1;0))
Kol’ko percent vody obsahuju susené huby, ak Cerstvé huby obsahuja 90 % vody

a po vysusSeni sme zo 44 kg Cerstvych dostali 5 kg susenych? (12 %)
KoTl’ko roéznych slov moZno ziskat’ zdmenou poradia pismen slova
PROTOPLAZMA, ak ziadne dve samohlasky nesmu byt’ vedla seba?

1 (8 I
z(j 4 —— =1058400

21 \4) 212

Vypodcitajte, z akej vysky nad Zemou (R, = 6370 km) vidi kozmonaut 10 %
zemského povrchu (obsah gul'ového vrchlika = 27-R-v). (priblizne 1592 km)
Vypocitajte hustotu materialu plavajtcej gule ponorenej vo vode do 60 % svojho
priemeru. (priblizne 648 kg-m™)

10. Stanovte vzdialenost’ priese¢nika priamok ur¢enych rovnicami 2x + 3y —18 =0

a 3x — Yy — 5 = 0 od zaciatku stiradnicovej sustavy. (5)

11. Vypogitajte vzdialenost’ priamok DF, BG kocke ABCDEFGH (kde |AB| =1). (16/6)
12. Stanovte, kol’ko litrov vody zostane v polgul'ovitej nddobe Uiplne naplnene;j

vodou, ak po nakloneni o 30° sa z nej vyleje jedenast’ litrov vody. (5 litrov)
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Dokazy z M
(pre gymnazialnych seminaristov)

Jediny spdsob na zachovanie toho,

¢o sme Studentov naozaj naucili, je vvmenovat tlohy,
ktoré po takejto vyucbe musia vediet riesit.

(rusky matematik

V.1. Arnold, 1937-2010)

Dokazte:

YV VY

VVVVVVYVYVYVYYY

VVV VYV

Prvocisiel nie je kone¢ne vela.

Druhé odmocnina z dvoch nie je racionélne cislo.

Aspoit jeden prvotiselny delitel’ d zlozeného &isla ne N vyhovuje vztahu d < n.

Ak je ciferny sucet prirodzeného ¢isla delitelny tromi, tak ¢islo je deliteI'né tromi.
1 1

vV a,beN; O<a<bh = = >=
a b

abeR; 1+1> 2

a b a+b
neN; 3/(n®+2n)
neN; 6/(n®-n)
neN; 5/(n°+ 1) = nnie je delitelné piatimi
neN; 16/ (n*+4n) = 2/n

<

<L

Existuje prave jedno prvoéislo p, pre ktoré je (p? + 1) tieZ prvoéislo.
Neexistuju celé &isla x, y, aby platilo X* + y® = 13-x.y + 2

Neexistujt prirodzené &isla X, y, pre ktoré by platilo x> — 5y + 8 = 0

Pre kazdé neN ¢islo p, = (2" - 5™ + 1) nie je prvo¢islom.

Pre kazdé prvoéislo p > 3 je ¢islo (p® — 1) delitelné &islom 24.

Sucet vnatornych uhlov v kazdom trojuholniku je uhol priamy.

Vsetky obvodové uhly nad priemerom kruznice st pravé (Talesova veta).
Euklidove vety o vyske a odvesne pravouhlého trojuholnika.

Sucet obsahov Stvorcov nad oboma odvesnami... (Pytagorova veta).

Vysky kazdého ostrouhlého trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

TaZnice kazdého trojuholnika sa pretinaju v jednom bode, ktory ich rozdeluje
v pomere 1: 2.

Kazdy trojuholnik je taznicami rozdeleny na Sest’ Casti s rovnakym obsahom.
V Tubovolnom trojuholniku rozdeli os vnitorného uhla protilahlu stranu

V pomere stran pril’ahlych.

Existuje trojuholnik s vy$kami men3imi akolcm a obsahom viésim ako10°® cm?.
Neexistuje trojuholnik s vyskami vel'kosti 1, 2, 3.

V kazdom pravouhlom trojuholniku je sucet dizok odvesien rovny suétu dizok
priemerov kruznic trojuholniku opisanej a vpisane;.

Neuvadzam dokazy svojich tvrdeni,
aby kazdy mohol pocitit radost a uspokojenie
Z ich vlastného objavovania.
(Archimedes, asi 287-212 pred n. |.)
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Predstava, odvodenie, dokaz
Uloha:

Stanovte, na aky pocet Casti rozdeli n vzajomne r6znobeZnych priamok,
z ktorych Ziadne tri neprechadzaju jednym bodom, dant rovinu.

Odovodnite a dokazte to.
RiesSenie:
A,

Predstavme si problematiku postupne {n je pocet priamok, p(n) je pocet Casti roviny}
n=1 / p(1)=2

p(2)=4

p(3)=4+3=7

p(4)=p@RB)+4=11

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

k povodnym siedmim ¢astiam pribudli 4 nové, nova priamka bola pdvodnymi tromi
priamkami rozdelena na 4 Casti a kazda prispela k d’alSiemu ,,rozpoleniu®;

n p(n) =p(n-1) +n,
pretoze pridanim n-tej priamky ku (n—1) povodnych priamok, sa n-ta priamka rozdeli
(n — 1) priese¢nikmi s pdvodnymi priamkami na n Casti a kazda z nich prispeje

39



k ,,rozpoleniu®, teda k pévodnému poctu casti p- (n —1) sa pridava n novych casti.

Ak sCitame
p(l)=2=1+1
p(2) = p(1) +2
p@3) = p(2) +3

p(n) = p(n-1) + n

dostaneme
p(l) + p(2) +...... p(n) =1+ p(1) +.. +p(h-1) + (n+1)-n/2

2
p(n) = UL
2
p(n) = w
2
B.
Dokaz matematickou indukciou:
1.pre n=1je p(1)=2, vztah plati;
2. nech vzt'ah plati pre n = K, t.].
K +k+2
Pl ="

pre p(k+1) = p(k) + (k+1) odvodime

2 2 2 2
p(k+1)=k +k+2+k+1:k +k+2+2k+2:k +3k+4:(k+1) +(k+1)+2
2 2 2
2
p(k+l)=(k+1) +(k+1)+2

2
teda vztah plati aj pre n = k + 1.
Zaver: pre kazdé neN plati

n’+n+2

p(n)=T

Vhodnou tvahou sme odvodili a dokazom sme sa presvedc¢ili, ze n priamok,
Z ktorych Ziadne tri neprechadzaji jednym bodom,
n’+n+2 &

rozdeli dana rovinu na asti.
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ULOHY 0 PODOBNOSTI TROJUHOLNIKOV

Vypocitajte vel’kost x (ddaje su na obrazku): D
RieSenie:
Ozna¢me si |AF| ako p a |AB| ako s. Potom |[FB| =s - p. <
Pretoze A ABC je podobny A AFE, tak plati 9/x = s/p. 12 E
Pretoze A ABD je podobny A FBE, tak plati 12/x = s/(s - p). o
Z toho vyplyva 9p=s-x a 12s—12p =s-X X
ateda2lp =12s atymaj p/s=4/7. 'a .
Potom je zrejmé aj x/9 = p/s =4/7 aztoho x = 36/7. A F B
Pre vzdialenosti na obrazku plati: |AD|=9,6 cm; |DC|=2,4 cm; |CB|=3,2 cm.

Vypocitajte dizky tseciek DS, SB, aj vzdialenost bodu S od priamky DC.

Riesenie: Priamky AD, BC st rovnobezné, uhly SCB, SAD su striedavé
A a preto |ZSCB| = |ZSAD| . Dalej uhly BSC, ASD st vrcholové a tak
|ZBSC| = |ZAS D| . Odtial vyplyva, Ze trojuholniky ASD, CSB st podobné a
|AD|: [BC| =|DS|:|SB|, tj. 96:3.2 = |DS|:[SB].
B Teda |DS| = 3|SB| . Trojuholnik DCB je pravouhly a podla Pytagorovej vety
IDC|® +|cB[* = |DB|* = |DB| = /(3.2 +(2.4) =
4 cm. Aviak|DB| =|DS|+|SB| = 3SB| +|SB| = 4[SB|,
potom |SB| =1cm, |DS| =3 cm. Trojuholniky DPS, DCB sti podobné,
D P C 32
|SP| : |SD| = |BC| : |BD| = |SP| = 3-7 =2,4cm.
) ’ C
Podobnost a odhaleny pomer
Stanovte obsah trojuholnika ABC, ak poznate _ ” £
obsahy trojuholnikov ADF, DEF, DBE, podl'a ; 7
zadania na obrazku (AB // FE).
7
2
RieSenie: 7
C A D B
Oznaéme |FE|=p, |AB| =z, potom p =2/3, lebo ak si ozna¢ime
vzdialenost’ rovnobeziek (AB // FE) ako v, tak podl’a situacie
= E Z-v
P /;/ zadanej na obrazku plati pre dané obsahy T =9 atiez
3
\ M — 3
2 ! 2
// z .
77 Ak to dame do pomeru, tak z toho vyplyva, ze — = 3 tj.
A D z B p
D= z
3

Pretoze trojuholniky ABC a FEC st podobné podl'a vety (u, u) s koeficientom 1/3, tak pre ich obsahy (oznaéme obsah
1
trojuholnika FEC ako x) plati X = 5 -(X+12) . Z toho vyplyva, ze x = 3/2. Obsah trojuholnika FEC je 1,5. Obsah

trojuholnika ABC je 13,5.
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Ulohy rie$ené vhodnym (matematickym) prieskumom

Jednou z metdd riesenia Skolskych matematickych tloh je skiumat’, ako sa pripadné rieSenie vyvija
Vv zavislosti na jednotlivych zmenach premennych ¢i parametrov, ako sa postupne odhal’uje
prislusna zakonitost’. Takyto postup nazyvame experimentovanie, modelovanie skiimanej
situacie, objavny prieskum. Pri takychto simulaciach mézeme vyslovit ur€itii hypotézu
a ti sa potom snazit’ dokazat’ alebo vyvratit’.
Ponukam niektoré tilohy, ktoré naznacuji spominany postup generovania rieSenia.

Prehladné modelovanie problému
e Stanovte, pre ktoré prirodzené Cisla n je ¢islo G = (17 + 2" + 37 + 4n)
delitel'né piatimi.

Riesenie: Vyzna¢me si ako sa G vytvara pre jednotlivé n € N :

1" + 2 + 3 + 4" G
n=1 1 2 3 4 10
n=2 1 4 9 16 30
n=3 1 8 27 64 100
n=4 1 16 81 156 254
n=>5 1 32 243 624 900
n==6 1 64 729 2496 3290

Ak si uvedomime, ze v Cislach tvaru

2" sana poslednych miestach pravidelne striedajt cifry 2, 4, 8, 6;

3" sana poslednych miestach pravidelne striedajt cifry 3,9, 7, 1;

4" sa na poslednych miestach pravidelne striedaju cifry 4, 6, 4, 6;

uzname, Ze na poslednom mieste sa¢tu (1" +2"+3"+4" pre n=1,2,3;5,6,7;9, 10, 11; ...
(vynechavali sme nasobky styroch) je vzdy 0 a to znamena ze ¢islo G je delite'né piatimi.
Pren=4,8, 12,16, ... satak nestane (na konci ¢isla G bude vzdy cifra 4).

To znamen4, ze Cislo G = (1" + 2" + 3" + 4") je delitelné piatimi pre vSetky prirodzené Cisla
n, ktoré nie su delitelné Styrmi.

Uloha, ktord ponukol J.J. Sylvester (1814-1897, anglicky matematik)
e 7 dostatocne vel'kého poctu postovych zndmok s hodnotami 5 a 17 sa daju
skladat r6zne hodnoty. Stanovte najvdcsiu hodnotu, ktord sa nedd vytvorit’
kombindciou tychto dvoch hodnét.

RieSenie: Generujme systematicky tabul’ku hodnot, ktoré dostdvame postupnym s¢itavanim
jednotlivych hodnot:

5 10 15 20 25
17 22 27 32 37 42
34 39 44 49 44 49
51 56 61 66 71 76
68 73 78 83 88 93

Vidime, Ze vieme vytvorit’ ¢iselné hodnoty
na konci s ¢islicou 0 pre ¢isla > 10;

na konci s ¢islicou 5 pre ¢isla > 5;

na konci s ¢islicou 7 pre ¢isla > 17;

na konci s ¢islicou 2 pre Cisla > 22;
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na konci s ¢islicou 4 pre Cisla > 34;
na konci s ¢islicou 9 pre Cisla > 39;
na konci s ¢islicou 1 pre ¢isla > 51,
na konci s ¢islicou 6 pre Cisla > 56;
na konci s ¢islicou 8 pre Cisla > 68;
na konci s ¢islicou 3 pre Cisla > 73;

teda najvac¢sou hodnotou, ktora sa neda z danych hodnét vytvorit je 63.

Pohybliva logika
e Ak v Stvorcovej tabulke prirodzenych Cisiel 1 - 49 (pozri schému)

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49

vyberieme sedem &isiel tak, Ze v kazdom riadku a v kazdom stipci je vybrané
prave jedno cislo, potom sucet vybranych Cisiel je vZdy rovnaky.
Dokazte toto tvrdenie a stanovte ten sucet.

RieSenie: Predstavme si, Ze na kazdé ¢islo v prvom riadku tabul’ky polozime znacky. Stcet
oznacenych ¢isiel by bol 1 +2 +3 +4 +5+ 6 + 7 = 28, ale treba, aby prave jedna znacka bola

v kazdom riadku i v kazdom stipci. To dosiahneme tak, e znacky postivame v smere stipcov,
aby v kazdom riadku bola prave jedna. Pri posune znacky do 2. riadku sa ¢islo zvacsi o 7,

pri presune do 3. riadku o 14 atd’. Preto pri presune znaciek do jednotlivych riadkov (do kazdého
prave jedna) sa sucet prislusnych ¢isiel zvacsio (1 +2+3+4+5+6) - 7= 147. V pozadovanom
rozdeleni, podl'a textu ulohy, je teda celkovy suc€et oznacenych Cisel vzdy 28 + 147 =75.
Logicka predstava o pohybe znaciek bola uzito¢na a presvedciva.

Nielen radost’ z experimentovania
e Stanovte, pre ktoré neNje 1!+ 2!+ 3!+ 4!+ .. +n! =p?
kde p je prirodzené cislo.

RieSenie: Kto skusi postupne dosadzovat, vybada:

1'=1=12

1'+21=3

1'+21+31=9=32
1'+21+31+41 =33

1M +21+ 31+ 41 + 51 = 153
1M+21+31+41 +51 + 61 =873

Zadaniu vyhovuju zatial’ iba n = 1, n = 3. Zd4 sa, Ze od n = 4 je posledna Cislica tych jednotlivych
suctov vzdy 3. Preo? Pre k >5 uz vSetky k! maju poslednu ¢islicu vzdy nula (je tam vzdy sucin 2-5)
a teda prislusné sucty koncia uz vzdy cislicou 3. Ale druha mocnina ziadneho prirodzeného ¢isla
nikdy nekonci ¢islicou 3 (pretoze 12=1,2>=4, 32=9 atd.).
Danej ulohe vyhovuju len €Cisla 1 a 3.

Experimentovanie ¢asto ponukne hypotézu, ktoru ked dokazeme, rieSenie tlohy je zarucené.

43



44

Precvicte si delitelnost’
+ Rozlozte Cislo (218 — 1) na sUCin prvocisiel.
(¥ -1)=(°+1)-(2°-1)=513-511=3-3-3-19.7-73 =3%.7.19.73
% Stanovte pocet kladnych celociselnych delitelov Cisla 9 faktoridl.

91=9.8.7.654.32=3".2%.7.23.5.22.3.2=2".3*.5.7
Pocet kladnych celociselnych delitelov je 8 -5 -2 -2 =160.

» Stanovte najmensie aj najvacsie pdatciferné prirodzené Cislo,
ktoré je delitelné Cislom 36, doplnenim Cislic p, g, v Cisle 67p3q.

Aby spominané patciferné Cislo bolo delitel'né ¢islom 36 musi byt delitel'né
Cislami 4 aj 9. Aby bolo delitel'né ¢islom 4 musi byt’ jeho posledné dvojcislo
delitel'né ¢islom 4. Teda g moZze byt bud’ 3 alebo 6 (len dvojcCisla 32 a 36 st
delite'né Styrmi). Zaroven musi byt ciferny stcet spominan¢ho c¢isla delitelny 9.
Tento ciferny sucet musi byt nasobkom Cisla9,teda6+7+p+3+q=

=16 +p+qg=k-9,tedaiba 18 alebo 27 (sti¢et p + g mdze byt najviac 18;

p, g su cifry od 0 do 9). To znamena, ze p +  mozZe byt iba 2 alebo 11.
Akqg=2,takp=0alebop=9;akq=6,tak p=5.

Do uvahy pripadaju ¢isla 67 032, 67 932, 67 536.

Najmensie ¢islo s pozadovanymi vlastnostami je 67 032 a najvicsie je 67 932.

o Ndjdite vsetky trojciferné prirodzené Cisla, ktoré po vydeleni
Cislom 15 maju zvysok 12 a po vydeleni Cislom 11 zvysok 9.

Hrladané ¢isla X musia vyhovovat’ podmienkam:

(1) X=15-k+12 (2) X=11-t+9 (3) 100 <X <999
Ak by sme zacali vypisovat postupne X pre katod 0, 1, ... uvidime, Ze prvym
Cislom, ktoré vyhovuje prvym dvom podmienkam je Cislo 42. PretoZe najmensi
spolo¢ny nasobok ¢isel 11 a 15 je 165, tak podmienkam ulohy vyhovuju ¢isla

X =42 + 165 - m. Aby bola splnena tretia podmienka treba najst’ prirodzené ¢isla
m, ktoré vyhovuju vzt'ahu 100 <42 + 165 - m < 999. Tejto nerovnici vyhovuji
me{l, 2, 3, 4, 5}, teda hl'adanymi ¢islami st 207, 372, 537, 702 a 867.

v Ndgjdite najvacsie stvorciferné prirodzené Cislo
s cifernym sucinom 420.

Rozlozenim &isla 420 na sG&in prvoéisiel vidime: 420 =2?-3-5 - 7.
Teda najvicsie ¢islo s poZadovanou vlastnostou je 7652.

= Ndgjdite najmensie pdatciferné prirodzené cislo
s cifernym sucinom 1080.

Rozlozenim &isla 1080 na suéin prvodisiel vidime: 1080 =2°- 3%. 5,
Teda najmensSie ¢islo s poZadovanou vlastnostou je 13589.
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Uplatnite poznatky z pravdepodobnosti

Skolska tedria pravdepodobnosti je napojena na zakladné poznatky z kombinatoriky a mé svoje

opodstatnenie uz v elementdrnom vzdelavani, lebo vyuziva a rozvija logické myslenie (indukciu,

dedukciu, schopnost’ hl'adat’ a pouzivat’ jednotlivé organizacné principy, vediet’ kvantifikovat’
hl'adané prvky s pozadovanymi vlastnostami), vzbudzuje zaujem pestrost’ou svojich uloh aj ich

praktickym uplatnenim. Elementarne tlohy na pouzitie zakladnych poznatkov z pravdepodobnosti

st pdsobivou moznost'ou aj na samostatné matematické uvazovanie. 7
Skuste uplatnit’ svoje poznatky zo strednej Skoly a porovnat’ ich _ \
so spravnymi vysledkami (symbol = znamena priblizne sa rovna). : ~

1. Stanovte pravdepodobmost, Ze nahodne vybrané dvojciferné prirodzené cislo
(zo vSetkych dvojcifernych prirodzenych cCisel) je deliteIné siedmimi.

2. Stanovte pravdepodobnost, Ze pri hode Styroch hracich réznofarebnych kociek
(s oznacenim 1 aZ 6) padne prave jedno z ¢isel 1, 6 (bud’' 1 alebo 6).

3. Z 52 zolikovych kariet (4x13; 4 farby, tj. 4 esd) je jedna farba tromfova.
Stanovte pravdepodobnost, Ze ndhodne vytiahnuta karta je eso alebo tromf.

4. Desat l'udi si ndhodne sadne okolo okruhleho stola. Stanovte pravdepodobnost,
Ze urciti dvaja l'udia budu sediet vedl'a seba.

5. Z 32 hracich kariet (4x8; 4 farby) vyberieme pat. Stanovte pravdepodobnost,
Ze prave tri z nich budu zelene.

6. V predajni sa vysypalo z desiatich Skatul desat parov rovnakej obuvi. Predavacka
ich nahadzala naspat len tak napochytre, ndhodne. Stanovte pravdepodonost,
Ze v kazdej skatuli bude prave jedna prava a jedna I'ava topanka.

7. Vtombole je 100 Zrebov a 10 vyhier. Mdme dva Zreby. Stanovte pravdepodobnost,
Ze vyhra pripadne aspon na jeden nas Zreb.

8. Styria pani si odloZia v $atni $tyri rézne klobtiky. Stanovte pravdepodonost,
Ze pri nahodnom vrateni dostane aspon jeden pan naspat svoj klobuk.

9. Chlapec a dievca sa dohodli, Ze sa stretni na obl'ibenom mieste medzi sedemnastou
a osemnastou hodinou vecer. Ten, kto pride prvy, pocka toho druhého prave 20 minut
a potom odide. Stanovte pravdepodobnost, Ze sa stretnu, ak ich prichody st vdanom
Ccasovom intervale ndhodné a navzdjom nezavislé.

10.Pravdepodobnost, Ze Student ziska zapocet je 2/3. Pravdepodobnost, Ze Student ziska
zapocet a zaroven urobi skdsku je 1/2. Stanovte pravdepodobnost, Ze Student urobi
skdsku za podmienky, Ze uZ ma zapocet.

11.Stanovte pravdepodobnost, Ze medzi Styrmi sirodencami su prave dvaja chlapci,
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ak vieme, Ze pravdepodobnost narodenia chlapca je 0,515 a pravdepodobnost narodenia

dievCata je 0,485.

12.Kocku (1 — 6 bodov) hodime 10 krat. Stanovte pravdepodobnost, Ze patka (5 bodov)
padne prave 6 krat.

13.Test ma 10 otazok a ku kaZdej st uvedené tri mozné odpovede, z ktorych prave jedna
je spravna. Stanovte pravdepodobnost, Ze Student odpovie spravne aspon na polovicu
otazok, ak odpovede voli Uplne ndhodne.

14.Stanovte najmenej kol'kokrat treba hodit kockou, aby pravdepodobnost, Ze padne aspon

jedna Sestka, bola vacSia nez 70 percent.

15.Stanovte aspon kol'’ko 0s6b musime ndhodne vybrat, aby pravdepodobost, Ze aspoii dve

z tychto osdb maju v ten isty den roka (365 dni) narodeniny, bola vacsia ako 0,5.

16.V nasej triede je 60 % chlapcov a 40 % dievcat. Vieme, Ze 10 % chlapcov a 25 % dievcat

piSe basne. Stanovte pravdepodobnost, Ze ndhodne vybranda osoba z tejto triedy, ktora
piSe basne je chlapec.

Spravne vysledky a hodnotenie néjdete aj na webstranke
http://www.era.topindex.sk/testy-s-matematickou-tematikou/

45


http://www.era.topindex.sk/testy-s-matematickou-tematikou/

46

Uvidiet harmonicky priemer
Uloha:
Ukazte, Ze vel'kost priecky lichobeZnika, ktora prechadza priese¢nikom jeho uhlopriecok
a je rovnobezna so zakladiiami, je harmonickym priemerom vel'kosti oboch jeho zakladni.
Riesenie:
Oznacme patri¢né body ako na obrazku, kde |AB|=a, |CD|=c.

D C

A B
Trojuholniky ABT a CDT st podobné (podl'a vety uu, rovnobezky pretaté prieckou — striedavé
uhly). Potom plati |AT|: [TC|=a: ¢, tj. [TC|="|AT|.
a
Trojuholniky TFC a ABC su tieZ podobné (podla vety uu) s koeficientom podobnosti

\Tc| \TF| \Tc|
Teda moézeme vyjadrit’ -‘AB| :
aci [aB|’ [ac|
(TR ¢ |AT|-[AB]  c|aT| c|aT| ¢ _ac
a [aTl+re][aT|+[Tc] \Am Jar| 148 8
' N =
Podobne pre trojuholniky TEA a CDA s koeficientom podobnosti —— = —— plati
A" [pc]
| |:c~\AT|: c-|AT| _ c-|AT| _ ¢ _ac
ACl |AT|+fre] ‘AT|+C~\AT| 1+; a+c
a

. 2 :
Potom plati |EF| = |ET|+ |TF| =2: ac. ato je harmonicky priemer a, C.
a

+c 1.1
a c

\ Nech st a, b kladné realne &isla, a > b.

A =(a+b)/2 je aritmeticky priemer a, b.
A H G =V(a-b) je geometricky priemer a, b.
G
2
H="1 1 1 je harmonicky priemer a, b.
\' _ _
. a b
a b
=[(a2+b?)/2] je kvadraticky priemer a, b. Plati H<G<A<Q
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Zaujimava vlastnost pytagorovskych disiel

Uloha:

Dokazte vetu: Pre kazdé a, b, c eN plati: ak a2 + bz = ¢2, tak 5/(a*b-c).
RieSenie:

Predpokladajme, ze plati negéacia dokazovaného tvrdenia:

Ja,b,ceN; a®+b>=c® A 5nedeli (ab-c)

Pre druhé mocniny prirodzenych Cisiel a ich delitel'nost’ piatimi plati, ze zvySky
po deleni piatimi su tieto:

(5k)? = 25k? = 5:(5k?) = zvysok 0

(5k + 1)>=25k* + 10k + 1 = zvysok |

(5k + 2)> = 25k* + 20k + 4 = zvySok 4

(5k + 3)>=25k* + 30k + 9 = zvySok 4

(5k + 4)% = 25Kk? + 40k + 16 = zvysok 1

Je zreymé, Ze kazda druhd mocnina prirodzeného ¢isla dava pri deleni piatimi
zvysokOv1v4,

Ak 5 nedeli (a-b-c) = 5nedeli a A 5nedeli b A 5 nedeli c, teda a, b, ¢ s tvaru
bud’ 5k + 1 alebo 5k +2 alebo 5k +3 alebo 5k + 4 a po umocneni /> maja vzdy
zvySok 1 v 4.

Potom a® + b® moze mat’ zvysky 5v 8 v 2, tj. a® + b? mdze mat po vydeleni
piatimi zvysky 0 v 3v 2; ¢ mdze mat’ zvysok 1 v 4.

Teda vzdy a®+b? =c? ale to je spor s predpokladom. Naga predpokladana negacia
dokazovaného vyroku neplati, tak plati vyrok povodny, ktory sme mali dokazat’.

Zmena na priamy dokaz:

Nech pre a, b, ¢ € N plati a®+ b? = ¢ teda na kazdej strane rovnosti musi byt
rovnaky zvySok voci delitel'nosti 5 (moZzné st len 0, 1, 4), to znamend jednotlivé
zvysky, ktoré vyhovuju su:

bud 1+4 =0 = 5/c

alebo 4+1=0 = 5/c

alebo 0+0=0 = 5/aA5/bAblc
alebo 0+1 =1 = 5/a > = 5/(a‘b-c)
alebo 1+0 =1 = 5/b
alebo 0+4 =4 = 5/a
alebo 4+0 =4 = 5/b

Prirodzené ¢&isla a, b, ¢, ktoré vyhovuju vztahu a + b” = ¢ volame
pytagorovské trojice Cisiel.
V&etky rieSenia rovnice a® + b? = ¢,
su dané vzorcami a = 2-x-y-k, b = (xX* —y?)-k, ¢ = (x* +y?)k,
kde X, y, k su prirodzené Cisla a plati x > y.
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SUmes Giloh z kombinatoriky

a) Stanovte pocet Sestcifernych prirodzenych cisiel neobsahujucich ¢islice 2 ani 7.

b) Kol'ko je mozZnosti vybrat zo sedem muZov a Styroch zZien Sest'Clennu skupinu,
v ktorej st aspoii tri Zeny?

c) Kolko je moZnosti usporiadat vedl'a seba pat dievcat a Styroch chlapcov tak, aby Ziadni dvaja
chlapci neboli bezprostredne vedl'a seba?

d) Kolko je moznosti pre rozdelenie siedmych ruzi a piatich tulipanov trom dievcatam (zaleZzi len na
pocte z jednotlivych druhov pre rozne dievcata)?

e) Kolko moZnosti mame pre vyber stvorcélennej posadky z 10 kozmonautov,
ak urciti dvaja kozmonauti nemozu letiet spolu?

RieSenie:

a) Na prvé miesto je sedem mozZnosti {1,3,4,5,6,8,9} na d’al$ich piatich miestach tol’ko,
kolko je V2 (8). Teda vietkych moznostije 7 - 8° = 229 376

b) ak prave tri zeny: C3(4) - C3(7)
ak prave styri zeny: C; (7)
spolu: C3(4)-C3(7) + C,(7)=161.

c) Rozsad'me diev¢ata (d,,d,, d,,d,, d,) tak, aby boli medzi nimi jednomiestne medzery.

To mdzeme urobit’ 5! = 120 spdsobmi. Do medzier (st Styri) a na dve miesta ,,zvonku* moZeme
rozsadit’ Styroch chlapcov, takych moznosti je V4 (6) = 360. Obe rozsadenia st nezavislé;
moznosti, ktoré spliaju zadanie je 5!-V,4 (6) =120 - 360 = 43 200.

Od [ [Jds[ Jda [ ]d:O

d) Predstavme si to na schéme:

ruze tulipany
a vpisujeme mena troch dievcat (zv1ast’ pre ruze a zvlast pre tulipany). Vytvarame teda kombinacie
S opakovanim (nezalezi na poradi) siedmej alebo piatej triedy z troch prvkov (tri mené dievcat). Ku
kazdému rozdeleniu ruZzi patri iné rozdelenie tulipanov. VSetkych spdsobov rozdelenia podl'a

9 7
zadania tlohy je: C.(3)-CL(3) = ( j( ) =36-21 =756 .
2 2

e) Je zrejmé, Ze sa jedna o vytvorenie posadky bez ohl'adu na ich technické ¢i velitel'ské funkcie,

t.j. vytvarame z nich Stvorclenné kombinécie bez opakovania (bez ohl'adu na poradie v nich).
Uvedieme tri r6zne postupy pre vyrieSenie ulohy:

&. Ak z tych dvoch neznasanlivych, ktori nemozu letiet’ spolu, nevyberame, mame Cy4(8)

moznosti vyberu. Ak vyberame posadku s prave jednym z neznaSanlivych, mame 2-C3(8)

moznosti. Spolu (lebo su dve skupiny priaznivych moznosti) mame Cy(8) +2-C3(8) =70 + 112,

to znamena 182 moznosti.

B. Pri vybere Stvor¢lennej posadky bez ohl'adu na dvoch neznaSanlivych mame C4(10) moZnosti.

Tych moznosti, kde sa vyskytni obaja neznasanlivci spolu, je Cy(8), pretoze st tam dvaja z dsmich,

ktori sa znasaju. Pozadovanych moznosti podl'a textu tlohy je teda C4(10) — C5(8) = 210 — 28 = 182

moznosti.

C. Predstavme si vyberané moznosti z hl'adiska jedného z neznasanlivcov. Ostatnych kozmonautov

je pre neho devét. Z nich sa da vybrat’ pozadovana posadka s C4(9) moznost’ami. Ak ma byt nas

neznaSanlivec tiez v posadke, ten druhy tam byt nesmie, tak je moznosti vyberu C3(8), lebo treba

k naSmu neznasanlivcovi vybrat’ troch z 8 znasanlivych. Pretoze takto mame dve skupiny

priaznivych moznosti (nas neznésanlivec v posadke bud’ je alebo nie je), tak pozadovanych vyberov

posadok je C4(9) + C3(8) =126 + 56 = 182.
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Viac nez 365 Uloh z poctov a merby

stru¢nd informacia o publikacii
Tlusty, P.: Kazdy den s matematikou. Plzen: Fraus, 2018.

Mozno to nie je uplne ,,strelené*, vypocitat’ si denne
aspon jednu tlohu z ,,po¢tov a merby*. Kde hl'adat’
,primerané‘ zadania, vzdy mat ,,po ruke* papier

na prislusny zapis, ba pre svoju kontrolu porovnat’

si vysledky. Takuto prilezitost’ na kazdy den v roku
‘\ ponuka spominand publikdcia. St tam ulohy (logické,

logické ulohy

zajimavé hiicky grafické, vypoctové) z oblasti: Cisla a ich vlastnosti,
grafické hadanky

uprava matematickych vyrazov a zostavovanie rovnic,
jednoduché geometrické zadania, postupnosti Cisel, vyuzitie
vlastnosti kalendéra, urovanie poc¢tu moznosti (zékladna
kombinatorika). Zadania tloh st usporiadané podla
Kazdy den_ kalendarnych dni (tri ulohy na jednu kniznu stranku,
matematikou s moznost'ou vpisovat’ rieSenie priamo za text ulohy).
FRAUS V uvode knizky je vyrieSenych niekol’ko ,,typovych*
uloh.
Obsahova troven zadani patri do 2. stupna zékladnych §kdl s roz$irenym vyucovanim
matematiky. Podobné tlohy najdete v sutaziach Pytagoriada alebo Klokan.

Intelekt I'udskej bytosti sa overuje, hlavne v skolach, aj tlohami od ucitelov poctov
a merby. Ponikam trojicu zadani pripravenu pre rok 2019:

Stanovte zvySok po vydeleni ¢isla (20193 + 32019 +2019) ¢islom 9.

Stanovte posledn &islicu &isla (277 - 37018 . 72019)

v , 20182
Stanovte ¢iselni hodnotu zlomku —————-.
(20192-2017%)
Matematika je Siroka& nadherna krajina, otvorena pre vsetkych,
ktorym myslenie prina$a skuto¢nu radost (W. Fuchs).
Treba vSak zacinat’ od ,,poCtov a merby*.

» Matematik zorganizoval loterii, kde hlavni vyhrou bylo nekone¢né mnozstvi
penéz. Kdyz byl tazen vitézny tiket a St'astny vyherce si pfisel pro vyhru, vysvétlil
matematik zptisob vyplaceni: "1 korunu hned, 1/2 koruny pristi tyden, 1/3 koruny
prespristi tyden...

» Matematik stoji zmaten pred kopirovacim strojem:
"Zmackl jsem Jednostrannd kopie a vylezl mi Mobiny list..."

> Zlaté pravidlo ucitele matematiky: "Budu mluvit pravdu, nic nez pravdu,
ale ne celou pravdu."
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Priatefom z mokrej $tvrte 0 matematickej kultire

Ako emeritny ucitel’ po¢tov a merby mam neodskriepite'nt povinnost’ ukazovat’
M-kulttru ako podstatnu a nenahradite'nu zlozku vSeobecnej civilizacie, ako medzisvet
porozumenia vybudovany medzi prirodou a ¢lovekom. Matematicky sposob myslenia,
usudzovania, dokazovania i argumentacie pontika objav pravd, ktoré su bez ucasti rozumu
nedostupné (Platon; 427-347 pred n. |.). Znamy matematik a $iritel’ matematickej kultary Gyorgy Polya (1887—
1985) charakterizoval matematické rozvazovanie ako najlepsiu prileZitost’ pozorovat’ proces Pudského
myslenia. Spoznal, ze matematikou nadobiidame cvik v metéode rozumového uvazovania, ktoré potom
mozeme pouzit’ na §tidium ktoréhokol'vek predmetu. Chcem upozornit’ predovsetkym tych, ktorym Sirim
svoje ,,bubliny*, na zaujimavt a podnetna kniznt produkciu. Uvadzam orientacny vyber (od r. 2008):

ACZEL, A.D.: Nahoda — prirucka pro hazardni hrdce, ... Praha: Dokoran, 2008.

ASKEV, M. - EBBUTTOVA, S.: Geometrie bez (m)uceni. Praha: Grada Publishing, 2012.

BALL, K.: Podivuhodné kiivky, pocitani kralikii a jina dobrodruzstvi. Praha: Argo/Dokotan, 2011.
BARROW, J. D.: Sto diilezitych véci, které nevite (a ani nevite, zZe je nevite). Praha: Dokotéan, 2017.
BARROW, J. D.: Sto diilezitych véci o uméni a matematice, které nevite. Praha: Dokotén, 2017.
BELLOS, A.: Alexova dobrodruzstvi v zemi cisel. Praha: Dokofan, 2015.

BELLQOS, A.: Alex za zrcadlem (Jak se cisla odrazeji v zivote...). Praha: Dokotan, 2016.

BENTLEY, P. J.: Kniha o cislech (Tajemstvi ¢isel...). Dobiejovice: ReboProductions, 2013.
BOALEROVA, J. Matematické citenie. Bratislava: Tatran, 2016.

CRILLY. T.: Matematika — 50 myslienok, ktoré by ste mali poznat. Bratislava: SLOVART, 2011.
CRILLY. T.: Matematika (Velké otdzky). Praha: Euromedia Group — Knizni klub, 2012.

CIZMAR, I.: Dejiny matematiky: Od najstarsich cias po siicasnost. Bratislava: Perfekt, 2017.
GHYKA, M. C.: Zlaté cislo. Praha: Argo/Dokoran, 2008.

GOLDSMITH, M.: Od nuly do nekonecna (M trochu inak). Bratislava: Fortuna Libri, 2013.
GRACIAN, E.: Prvocisia: dlouhd cesta do nekoneéna. Praha: Dokofan, 2017.

JACKSON, T.: Matematika — 100 objevii... Praha: Slovart, 2013.

KAPLAN, R. - KAPLANOVA, E.: Uméni nekonecna — nds ztraceny jazyk cisel. Praha: Triton, 2010.
KLAN, P.: Cisla (vztahy, vhiedy a vécné inspirace). Praha: Academia, 2014.
KOLMAN, V.: Filosofie cisla. Praha: Filosofia, 2008.

KOLMAN, V.: Idea, cislo, pravidlo. Praha: Filosofia, 2011.

KRIZEK, M. a kol.: Kouzlo ¢isel. Praha; Academia, 2009, 2011.

KURINA, F. a kol.: Matematika a porozuméni svétu. Praha: Academia, 2009.
KURINA, F: Elementdrni matematika a kultura. Hradec Kralové: Gaudeamus, 2012.
LIVIO, M.: Je Bith matematik? Praha: Dokofan, 2010.

LIVIO, M.: Neresitelna rovnice. Praha: Argo/Dokotan, 2008.

LIVIO, M.: Zlaty rez. Praha: Argo/Dokotan, 2008, 2011.

MARTINEAU, J. a kol.: Kvadrivium (¢tyri svobodnd uméni). Praha: Dokotan, 2015.
MAZUR, J.: Kde se vzali symboly (historie matematického zapisu). Praha: Euromedia, 2017.
NAVARRO, J.: Tajemné . Praha: Dokoran, 2018.

OLSEN, S.: Zahadny zlaty rez. Praha: Dokotan, 2009.
O’SHEA, D.: Poincarého domnénka. Praha: Academia, 2009.
PAENZA, A.: Matematiko, jsi to ty? Zlin: Kniha Zlin, 2010. f'
POLSTER, B.: Q.E.D. Krasa matematického ditkazu. Praha: Dokotan, 2014. (2-

PICKOVER, C. A.: Matematicka kniha. Praha: Argo/Dokoian, 2012. g * : /

ROONEY, A.: Pribeh matematiky. Praha: Dobrovsky, 2017. f,,
ROSENTHAL, J.S.: Zasazen bleskem (...svét pravdepodobnosti). Praha: Academia, 2008.
SINGH, S.: Velkd Fermatova véta. Praha: Argo a Dokotan, 2010. »
SMULLYAN, R.: Ddma s tygrikem a dalsi logické hratky. Praha: Argo a Dokoian, 2017. N
SOCHOR, A. Logika pro vSechny ochotné myslet. Praha: Karolinum, 2011. E- \ -
STEWART, |.: Hraje Biih kostky? Praha: Argo/Dokofan, 2009. -
STEWART, L.: Jak rozkrdjet dort a dalsi matematické zahady. Praha: ARGO a Dokotan, 2009.
STEWART, |.: Kabinet matematickych kuriozit... Praha: Dokoran, 2013.

STEWART, l.: Kroceni nekonecna (Pribéh matematiky...). Brno: CPress, 2014.

STEWART, L.: Truhlice matematickych pokladii... Praha: Dokofan, 2013.

STROGATZ, S.: Radost z x. Praha: Dokof4n, 2014.

SUTTON, A.: Pravitko a kruzitko (prakt. geom. konstrukce). Praha: Dokotan, 2017.

TLUSTY, P.: Kazdy den s matematikou. Plzeni: Fraus, 2018.

VORACOVA, S. a kol.: Atlas geometrie (Geometrie krdsna a uzitecnd). Praha: Academia, 2012.
WILLERS, M.: Algebra bez (m)uceni. Praha: Grada Publishing, 2012.

ZIEGLER, G. M.: Matematika vam to spocita. Praha: Euromedia Group — Knizni klub, 2011.
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Preco pisem? Aby sme vsetci boli l'udskejsi. Aby sa pre tych,
¢o pridu po nds, zachovala stopa, Ze sme tuZili po pravde a dobre,
a ... hl'adali spravodlivost, ktorej meno je Ldska.
Aby sme nezabudli, Ze svet je ovel'a krajsi,
neZ ako si ho predstavujeme
i v najkrajSom vypditi fantdzie...
(Karol STRMEN; 1921-1994).

Vzdelanie je pestovanie vsetkych schopnosti cloveka, duchovnych
i mravnych, aj telesnych... Cim taZsie je byt spravodlivym,

tym viac sa musi profesor usilovat, aby nim bol

(Dominik PECKA; 1895-1981).

Zivot je mozné prezivat' len smerom vpred
a chdpat'len smerom vzad (Jack WELCH).

Svojim Ziakom som chcel umoziovat radost z premysiania, podnecovat'ich pre nadSenie i zapas
0 pochopenie zmyslu a pri€in javov, ktoré nas obklopuju. Ponukal som presvedcenie, ze Stastie a pokoj
mozno hfadat v naSich myslienkach, v spolupréci na duchovnych hodnotéch kazdého z nés. Vyznaval som,
Ze najvy$Sim prejavom [udskosti je vzajomné laskavé porozumenie a obetava nezistnost spoluprace. Chcel
som rozsievat idealy, myslienky pravdy, lasky a dobra, pre slobodnych [udi so zodpovednym svedomim,
mravnym zazemim a zmysluplnym pochopenim. Po 50 roénom posobeni v ucitelskych sluzbach neskromne
opakujem: Nemozete nikoho ni¢ naucit. MézZete mu prinajlepsom pomact,
aby to sam v sebe nasiel (G. Galilei, 1564 — 1642).
INSPIROMAT (stibor myslienok nielen pre uditelov matematiky)
je na adrese http://www.era.topindex.sk/files/s208.pdf

Rad a casto citujem:
Tajomstvo Stastného Zivota spociva v tom, s akou eleganciou dokdzZeme prijat’ zmenu (E. A. Pog).
Najkrajsia mladost je mladost’ ducha vo chvili, ked’ uz nie sme mladi (L. N. Tolstaj).
Dobrd pamdt je dobrom, ale schopnost’ zabtdat,
je Casto este lepsim darom od Pdna Boha (G. Ch. Lichtenberg).

Zadavam poslednu ulohu:
V roku 2007 sucet prvého dvojéisla a posledného dvoj€isla roku méjho narodenia
vyjadril mgj vek. Stanovte, v ktorom roku 20. storo€ia som sa narodil.

Zda sa mi, Ze ucitel'sky Zivot je aj konfrontdciou so zdzrakmi...
Spozndvanim rozmanitych strdnok prirody i spolocenského Zivota
odhalujeme az neuveritel'ni harméniu pravdy o duchovnej podstate sveta
i Zivota, v ktorom mézZeme spracuvat informdcie, vytvdrat myslienkové
modely a ocakdvat asponi intuitivny dotyk s mohutnostou Toho,

ktory je nevyhnutnou podstatou, prvou pricinou i veCnym zmyslom.
Dusan JEDINAK
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Dusan JEDINAK, absolvent MFF UK v Prahe (1968), posobil
ako ucitel matematiky a fyziky, neskor aj informatiky, na Gymnaziu
v Topol'¢anoch, tam bol aj riaditel'om (1990-1991), potom sa stal
tradnikom (1991-1992) MSMS i skolskym ingpektorom (1992—1996)
UIC v Bratislave. V rokoch 1997—-2008 sa venoval priprave budicich
ucitelov matematiky na Pedagogickej fakulte Trnavskej univerzity.
V zavere ucitel'ského posobenia viedol (v poctoch a merbe) niektorych
talentovanych ziakov ZS Tribe¢ska ul. v Topol’éanoch. Dlhodobo sa
zaujimal o motivaciu a popularizaciu Skolskej matematiky, snaZil sa
priblizovat’ aj verejnosti matematickt kultaru. Publikoval odborné
prispevky z didaktiky Skolskej matematiky, historie fyziky i dejin
matematického myslenia.

Bol ,,zatazeny* na citaty. Tla¢ou vydal a rozdaval ,,bubliny: Mudre slova namiesto darov, Medzi
matematikou a etikou, Koreniny, Z hlbin storoci, Zrkadlo 20. storocia, Z mora prislovi, Jarmok
myslienok. Zostavil Trilégia spominania (Ozveny osobnosti, Echa charakteru a Potecha putnika).
Publikoval zivotopisné medailony o matematikoch (Etudy, Eseje, Epizody, 0 starovekych,
stredovekych a ruskych matematikoch). Pozri na: http://www.era.topindex.sk/dejiny-matematiky/

http://www.era.topindex.sk/

MMXVIII
© Dusan Jedindk
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