Didaktické poznamky pre Skolski kombinatoriku

Dusan JEDINAK

Uvod

Priprava na vyiovanie je pre &itel'a matematiky nezastupfteou didaktickowinnog’ou,

v ktorej mbze prejavi svoje odborné, pedagogické i vychovné schopnostytaorit’ si

premyslent a zdévodnenu obsahovu Struktlru pripaave) vychovnevzdelavaceginnosti

v Skole. Nezanedbdteou poZiadavkou ditel'ského pdsobenia je aj motléiraa zlozka spolu
s historickymi a popularizaymi impulzmi, vyberom prikladov a uloh pre r6zneupitie,

prel’adom odporéianej kniznej casopiseckej literatdry.

Ponukané didaktické poznamky pre Skolsku kowtioriku su pomerne stmou ukazkou
podnetov v priprave na wyavanie zakladov kombinatoriky v zakladnej i strgdskole.
Nazn&ujem hlavne moznosti pre pestry vyber tloh a i@$eni, historickych spomienok i
didaktickych postrehov. Nenavrhujem réztio®riem ich pouZitia, nezZitiam praktické
skusenosti ani nepokryvam celt Skolsku kombinatargroblematiku.

Skolsk&a kombinatorika je podstatn&afi matematickej kultdry
Sirenej v zakladnom vzdelavani. Kombinatoricky sfdosyslenia je
pripravou pre praktické vyuZzitie Statistickych aatepodobnostnych
metod. R6znorodé vhodné motive podnety podporuju hibsi feh
ku systematickej kombinatorickej hre, ktora je aékim d’alSich
uzitocnych  predstdv. a postupov  kombinatorickej analyzy
v teoretickych vednych odboroch i v technickycheahnologickych
aplikaciach.

Didaktické povzbudenie

Vhodnymi motiv&nymi podnetmi, spravnym didaktickym postupom mozwyraznt’
kombinatorické myslenie a hlbSie ovl&daituacie, v ktorych analyzujeme gty prvkov
podmnozin s danymi vlastn@smi. Kombinatorické ulohy mézu Bywhodnym podnetom pre
rado$ z poznania bez zvlaStnych poziadaviek na rozsaftdcp@dzajucich vedomosti.
Kombinatorika vhodne nadvazuje uz na zakladné EKkolstivo, dophuje a rozvija
mnoZzinové predstavy a poznatky z algebry. Uglaané pojmy su dobre pochopieé, dlohy
maju dasto véka mieru zaujimavosti, aktualnosti i déleZitychilegtii. Skolska vytba tejto
¢asti matematiky mé rozvijaschopnos hl'ada a pouzivé jednotlivé organizéné principy,
vedig’ kvantifikovat postupnog skimanych prvkov. Mézeme rozwuijavorivu ¢innog’ na
vedomostne primeranej Urovni, zvySévaadatéské napatie, r6znoroddspouzivanych
pristupov a spdsobov rieSenia. Nepriame metddsto umoznia aj wekané elegantné
postupy. Praca s kombinatorickymi identitami utige uplatni’ (¢inné obraty a posobivé
suvislosti.

Délezitym uvodom k rieSeniu kombinatoricky@loh je pozorné vnimanie textu zadania
aviad do situacie (niektoré zadania naozaj nemajuopuhiny vyklad). Zakladnym
postupom rieSenia kombinatorickych Uloh MyhPadanie vhodného organizéného
principu. Medzi osvedené techniky jeholtadania patria:

a) znazornenie(schéma, graf, diagram, tdia, Stvorcoveé siete, strom logickych moznosti);

b) vyuZitie kombinatorického pravidla suétu a siéinu (triedenie a rozklad do tried);

c) gradovanie, vyuzivanie rekurentnych vrahov;

d) dopinanie, zjednodusovanie, symetria wahov;

e) transformacia problému, preformulovanie a modifikada ulohy, iny ekvivalentny
pohPad, zamena kombinatorickych modelov;



f) experimentovanie a overovanie vysledkogbkaz matematickou indukciou).

V kombinatorickej analyze vyuZzivame aj vysledkych matematickych disciplin a ich
poznatkov, napr. princip zapojenia a vypojenia,idbletov princip, mocninové rady,
kombinatoricki geometriu.

Motivaine &inné je dosiahnutie primeranej schopnosti sama&tatmieSenia zakladnych
kombinatorickych uloh. Preto treba rozvijegh'ad do kombinatorickych situacii a désledne
ukazovd , ako sme to robili“, wom su ,oporné* body rieSenia, podstatné metédkiazine
priklady.

Kombinatorickad analyza vo v§ovani matematiky prispieva k umeniu presne uvaZava
tvorivo myslig¢’. Otazky Preco? a Ako? nam umo#uju konStatové vztahy a odhBova’
zakony. Prostrednictvom dokazov zaloZzenych na axeébma logickych zd6vodneniach
skuSame pozmaobjektivnu matematickda pravdu.

Kombinatorické Glohy su posobivou moZtms na samostatné matematické uvazovanie.
Tvorivy ucitel matematiky ma davegprimerané podnety na roznigie, pripravovaobjavné
situacie pre rozvoj matematickych schopnosti stojfiakov.Zda sa, Ze podstatnodrtou
produktivneho myslenia je kombinatoricka hi@. Einstein).

Subor uloh pre motivaciu
(pestrog a obsah tematikyrimerana namnog’, ; aplikovaténog)

1. Ucitel konstatovalKazdy z mojich 31 Ziakov si dopisuje s prave 15ugpkmi Ktosi
vykrikol: To je neuveritthé Mal pravdu?

2. Hokejovy zépas skail vysledkom 5 : 3. Kéko réznych priebehov (sled golov pre obe
druzstva) mohol nta ak po prvej tretine bolo 1: 1?

3. Vo vrecku mame 9dslovanych listkov (1-9). Kiko je roznych moznosti pre vyber
Styroch listkov (zapisujeme &isla vytiahnutych listkov), ak
A. ich vyberame postupne a listky vraciame’8pa
B. ich vyberame postupne, ale nevraciame'3pa
C. akich vyberieme naraz spolu?

4. Korlko je rdznych moznosti pridélna kontrolu Styri rézne televizory trom opravar@k,
pozadujeme, aby
A. kazdy televizor prekontroloval prave jeden opravar?

B. kazdy opravar prekontroloval aspgeden televizor?

5. Kolko moznosti mame pre vyber Stéi@nnej posadky z desiatich kozmonautov, aktiur
dvaja kozmonauti nemo6zu letispolu?

6. Styria hré&i si rozdelia 28 (kazdému po sedem) rdéznych diestidomina. Kdko je
r6znych moznosti pre toto rozdelenie?

7. Mame praven bielych rovnakych kociek a prawenych navzajom réznofarebnych (nie
bielych) tieZ rovnakych kociek. Kko je roznych moZznosti pre vybekociek, ak zalezi
len naich farbe. K&o je roznych moznosti pre usporiadanie vSetkZrckociek (zalezi
len na ich farbe)?

8. Korko mame moznosti pre rozdelenie 8ifaioom de’om, ak zalezi len na p jadk pre
jednotlivé deti?

9. Korko dvoijic fa, b, kde prea, b0 N plati 1< a<b < 86, ma stin (ab) delitd’ny
tromi?

10.MnozinaL méan réznych prvkov. Kéko existuje na mnoZzinke réznych relacii:

A. binarnych?
B. reflexivnych?
C. symetrickych?



Naznak rieSenia a vysledky:

I
1. {31-15 nie je delittné dvomi bez zvysku; ano?. {2-C,(6) = 30} 3. {9*; % =9.8.7-6;

I
%} 4. {V',(38)=3"; 15% 5.{2:C4(8) + C,(8) =C,(10)-C,(8) =C,(9) + C,(8) =
182} 6. {C,(28)-C, (21)-C, (14) = 28!/(7")*} 7.{vyberame postupne niekio prvkové

podmnoziny farebnych kociek a dogion dogiame bielymi kockami, teda J(n) + C,(n)

+..+C_(n)+C (n)=2"; %} 8. {P',,(10) = C, (10) = C} (3) = 45} 9. {z ¢isel od 1

do 86 je ich delittnych tromi prave 28, O(86)- C, (86 — 28) = 2002} 10. {2 ; 2"
n{n+1)

2 2 )

Poznamky z historie

Vyberom prvkov aich usporiadanim sa zaoberd&kero v kazdejludskej ¢innosti.
Hazardné hry s kockami su zname uz z obdobia tijci rokov pred nasSim letopimm. Pred
niekd’kymi tisicami rokov \Cine zostavovali magické Stvorce a davno pred nasim
letopaitom poznali permutacie. V starovekom GrécHiadali rozltné kombinacie dihych
a kratkych slabik v basnickych skladbach. Uz pytegié skumanie trojuholnikovych a
daldich figuralnychgisiel mozno povazovaza priklad kombinatorickych Gvah. Ulohy
z kombinatoriky vznikali pri hrach (Sach, dominacky, karty), lGSteni Sifier a hlavolamov.
Boethius (asi 480-525) v komentéari k spisu gréckeho filazBbrfyria (asi 233—-304) slovne
uvadzal aj véah pre poet dvojprvkovych kombinacii vybranychrzprvkov. Neskor sa
postupne kombinatoricka problematika objavovalamci poznatkov z aritmetiky i algebry.
V Indii 12. stor@ia Bhaskara poznal vzorec pre et kombinacii a permutacii bez
opakovania. \inskych «ebniciach zroku 1303 sa objavuje schéma usporiadan
kombinanych ¢isel. V Europe pouzil prvy raz binomicku vetu &4i Stifel (1486-1567).
Nicolo Tartaglia (asi 1500-1557) zostavil prvé tdky moznych vysledkov pre hody
niekd’kych hracich kociek. Termikombinaciav sasnom zmysle pouzil prvy raz (1653)
Blaise Pascal (1623-1662). Spoznal aj vlastnosti usporiadania komiigeh cisel do
schémy tvaru trojuholnika (1654) a publikoval iclpréci Traité du triangle arithmétique
(Pojednanie o aritmetickom trojuholnikiktora vysla az roku 1665. Tam je uvedené p@izit
tychto vedomosti (rozdelenie stavky, binomicka yedée aj prvé zdévodnenie metddy Uplinegj
matematickej indukcie.Ch. Huygens (1629-1695) pripravil pojednani€ vypatoch
v hazardnych hrach{1657), v ktorom zhrnul poznatky predchadzajuczctalcov Pacioli,
Cardano, Herigone, Galilei, Ferma). Vedecky pristup k zadkladom systematickej teorie
pripravil G. W. Leibniz (1646-1716) v praddissertacio de art combinatorig1666), kde je
vybudovana aritmeticka nauka o spéjani a pretiogsini prvkov i umeni premy&’ (rieSenie
logicko-filozofickych problémov). Cely Zivot Iladal Leibniz univerzélne metody, ktoré by
umoziovali ziskavd poznatky a porozumiepodstate sveta. Matematika ako vSeobecna veda
ho priviedla aj kteorii permutacii, kombinacii yargoolickej logike. Vedel, Zeanalyza
principov sluzi na vyjadrenie detailoPojem permutécie prijalakob Bernoulli (1654—
1705), v posmrtne vydanej praci (1713, napisanejokidlo roku 1685), v ktorej je uz
kombinatorika formulovana ako samostatna matemtidisciplina. Cenné nové postupy
v kombinatorike pripravilL. Euler (1707-1783). Formuloval problém mostov mesta

n
Kralovca (1735), jednu z prvych uloh kombinatorickgydlibgie. Zaviedol symbol[kj pre

kombinané cisla. V roku 1750 publikoval vetu o §gte vrcholov, hran a stien pravidelného



mnohostenaC. F. Gauss(1777-1855) rieSil kombinatorické tlohy o Sacheunsymbol n!
bol zavedeny v roku 1808.

Rozvoj mnohych matematickych disciplin v ndsj@com obdobi (napr. diferencialny
a integralny poet, tedria grap) prispel aj k rozSireniu kombinaioych Gvah a aplikovanych
vysledkov finitnej matematiky. DneSny rozmach elekickych pditacov, ekonomickych
optimalizacii a efektivnych vyrobnych technoldgiezadrzattne uplatiuje aj metody
kombinatorickej analyzy.

Ulohy s historickym podtextom

Uz davno vedeli

V 6. stor@i pred nasSim letogtom v Indii v jednom lekarskom spise sa uvadzal®,sp
Siestimi réznymi zakladnymi cliami mozno dosiahnu 63 prichuteni. Viete to dnes
zdovodnt’ ?

Anagramy ako utajenie

Do 17. stordia neboli takmer nijaké vedeck@sopisy, napisanie a vydanie knih trvalo celé
roky. Aby si vedci zabezg#i prioritu svojho objavu, formulovali jeho podstav kratkom
vyroku, v ktorom potom poprehadzovali pismend. iff@ag&ny text rozoslali svojim kolegom
(takéto texty sa nazyvaju anagramy). Po wgd knihy s podrobnym vykladom prislusného
objavu, uviedli v nej aj rozlusStenie anagramu. Wtekied” Christian Huygens (1629-1695)
objavil Saturnov prstenec, zostavil takyto anagram:

aaaaaaa, ccccc, d, eeeee, @, hiii, N, mm, nnnnnnnnn, 0000,

pp, q, rr, s, fttttt, uuuuu.

Ak sa pismena patne usporiadaju, dostaneme tuto spravu:

Annulo cingitur tenui, plano, nusquam cohaerente, d eclipticam inclinato.

(Obklopeny prstencom tenkym, plochym, nikde nezagesaaklonenym k ekliptife.
Vypocitajte, kd’ko r6znych permutacii s opakovanim mozno utvegpismen v anagrame?

Zvedeny matematikou
Slavny astroném, matematik a fyZdalileo Galilei (1564-1642) raz dostal od htfa, vtedy
obl'dbenej hrypasse— diXprekraenie desiatky), otazku: Ako to, Ze pri tejto haetastejSie
vyhrava sdtom 11 ako 12, hoci kazdy &t modZe nastalen Siestimi trojicami moznosti ?
Galilei vedel, Ze v tejto spravodlivej hre sa hadizinracie kocky a hkavyhrava vtedy, ak
si&et bodov na nich je ¥&i ako desa Mozno Galileo Galilei odpovedal hdiemozno sa
zamydal dlhSie. Pravdou zostava, Ze v spise, ktory Vy&tev r. 1718, Galilei tato otazku
spravne zodpovedal, mozno takto:
Plati sicell= 6+4+1=6+3+2=5+5+1=5+4+8*3+3=4+4+3
12=6+5+1=6+4+2=5+5+2=5+4+3834+4=6+3+ 3,
ale napriklad rozklad 6 + 4 +1 mozno realizb@4= 6 spbésobmi, zafiado napr. 5+5+ 1
len tromi spésobmi a &ét 4 + 4 + 4 dokonca len jednym spdsobom. Phedd ma
vlastne 27 =6 + 6 + 3 + 6 + 3 + 3 moznosti na uygiktom 11 (pravdepodobnasvyhry je
27/216 = 0,125), ale len 25 =6 + 6 + 3 + 6 + 1 ¥mBZnosti na vyhru gfom 12
(pravdepodobna’s vyhry je 25/216 = 0,116). Galilei spoznal, Ze maéika ponuka
prostriedok poznavania a presného popisu prirodjaxav. Uz vtedy vedel, Zdve pravdy si
nemdoZu nikdy odporova

Naznak vyznamu a pouZzitia

Kombinatorika je veda o rozmiestneni, vybere, poradi at@opodmnozin nejakej
mnoziny. Zalfia najrozmanitejSie objekty a vlastnogtombinatoricka analyzaj so svojimi
zakladmi v klasickej Skolskej kombinatorike ma ddtié ulohu pri rozvoji logického



myslenia a tym je délezitou &ig’ou matematického vzdelania, ktoré ma vytvatuktaru
vedomosti, zaujatie pkEalSie poznavanie a nové osobné objavy.

Ukazkou pouzitia kombinatorickych Gvah su napéria pravdepodobnosti a Statistika,
tedria grup, topoldgia, kombinatoricka geometriegdtia hier, tedria grafov (napr.
orientovanym grafom mézZeme znazorpiiebeh hry, vyrobny proces, vyjovy postup,
dopravné siete, sociologické rahy), optimalizané systémy Vysledky kombinatorickej
analyzy sa uplauju v chémii (Struktarne vzorce organickej chémig),genetike, v
ekonomike. Mnohé praktické otazky optimalneho spi@jev telekomunikénej sieti aj v
preprave tovarov su ulohami kombinatorického chiarak Ich rieSenia stasto zaloZzené na
algoritmickych metddach, dnes uZ patriacich do rimfatiky. Rozvoj matematickej
informatiky je spojeny so zakladmi kombinatorickapalyzy, ktora sa stala ruSnym
staveniskom matematiky.

Standardny vyber Uloh z kombinatoriky

Jednou z mozZnosti ako prispi& ol’ube klasickej kombinatoriky je presvetl sa o
pochopeni jej zakladnych pojmov a presired vedig’ rieSt s patrénym nadifiadom
zakladné typy kombinatorickych udloh. Na tentéeliponukam zdbévodneny vyber zadani,
ktory umozni vyskugasi vyberanie a usporaduvanie objektov pozZzadovamnabktnosti a
postup pre wenie ich potu.

Vypisovanie moznosti, systém
1. VypiSte vSetky trojcifern&isla, ktorych ciferny stet je Styri.
2. VypiSte moznosti, ktoré maju dve diata, vybrd si do tanca z piatich chlapcov.

Pravidla su €tu a su €inu
1. Na obr. st vyzngené cesty medzi mestami K, L, M.

a by
K a, L bs M

Kad’kymi réznymi cestami sa mozno dasial bud’ do K alebo do M? Kikymi roznymi
cestami sa mozno dostaK do M?

2. Korkymi rdoznymi sposobmi sa da zafatliiocka dvomi roznymi farbami, aké by
kazda stena jednofarebna?

3. Korko rozlicnych dvojic poliadnica — znamka mozno zostaxipiatich druhov pdiadnic
a Styroch druhov znamok?

4. Kolkymi sp6sobmi sa da rozdeéb deti na tri dvojice (nezéalezi na poradi)?

Variacie bez opakovania prvkov

1. Korko réznych umiestneni mézetbya prvych troch miestach vt&zi, ktorej sa
zasthuje osem druzstiev?

2. V triede jem miest. Kd&ko r6znych moznosti mame pre ich obsaderi@kmi (p < m)?

Variacie s opakovanim prvkov

1. Korko trojcifernychéisel sa da napisgpomocou neparnyatislic?

2. Korlko zna&iek z Morseovej abecedyl(- ) mozno utvoti, ked zostavujeme bodky a
ciarky do skupin s jednym az Styrmi prvkami?

Permutacie bez opakovania prvkov
1. Korlko je réznych moZznosti, pre zoradenie osntiioti veda seba?



2. Medzi 6smimi rdznymi knihami su tri rozne romanylKo je moznosti pre ich
usporiadanie vd@ seba, ak poZzadujeme, aby historické romany lediiavseba?

Permutacie s opakovanim prvkov

1. Krotitel' ma pripravené vystupenie so Styrmi levmi, dvoguiaimi a tromi leopardami.
Korkymi réznymi zastupmi (zaleZi len na druhu zvierelt)mdZe priviets do arény?

2. Korko r6znych degapismenovych slov mozno zostéyri pouziti vSetkych pismen slova
MATEMATIKA?

Kombinéacie bez opakovania prvkov

1. Korlko réznych odti#gov mozete ziskaz deviatich r6znych farieb, ak zmieSate v tom
istom pomere hdi dve alebo tri farby?

2. Korko je moznosti pre rozdelenie patnastich pacientowperacie do troch rdznych
nemocnic, ak v kazdej nemocnici m&’ Iy operaciu rovnaky pet pacientov?

Kombinacie s opakovanim prvkov

1. Kol'ko mozZnosti mame pre vyber dvanastichljpolmic z deviatich druhov (z kazdého
druhu je dostatok pdhadnic)?

2. Korko je moznosti rozdelil3 bananov Styrom chlapcom (zélezi im len nagbananov)
tak, aby kazdy z nich dostal agjpdva banany?

So Stipkou vtipu

1. Korlko je réznych moZnosti pre postavenie piatich rébrfigarok na Sachovnicu (8 x 8),
aby dve boli na bielych a tri riéernych polékach?

2. Kolko moznosti je pre osvetlenie miestnosti, v ktfgejedem roztinych lamp so
samostatnymi vypiréani?

3. Korko je moznosti pre rozdelenie 8 chlapcov a 4&iedo dvoch druZstiev po 6, ak
v kazdom druzstve ma byspa jedno dieva?

4. Kolko mame r6znych moZznosti pridehia kontrolu Styri rézne televizory trom
opravarom, ak chceme, aby kazdy televizor prektovab aspa jeden z nich?

5. Korlko je réznych moZznosti rozsédikolo okruhleho stola sttslovanymi miestami pa
muzov a péi zien tak, aby Ziadne dve osoby rovnakého pohlawsedeli veth seba?

6. Korko je réznych moznosti ako rozl6Zi0 r6znotitulovych knih vd@d seba na pgolic

(na kazdu policu sa zmestia aj vSetky knihy)?

Korko réznych rieSeni ma rovnica +y+z =4 v %' ?

Kol'ko je moznosti usporiadaed’a seban ciarok am bodiek tak, aby Ziadne dve bodky

neboli bezprostredne vEalseba?

9. Na poste sa triedia listy ptal mesta urenia do 6smich priehradiek. R je r6znych
moznosti roztriedenia pre 12 listov (zalezi lerpo&e listov do réznych priehradiek)?

© N

Z didaktického Fadiska rieSenie uloh z kombinatorikgisto spsiva v umeni organizova
prvky do preliadnych tabuliek, grafov, schém azoznamov, v odialehodného
organiz&ného principu, systematickom digleni pd@tu jednotlivych moznosti s vyuzitim
pravidla siétu a sdinu. S kombinatorikou sa n&ime robt’ si vo svojich veciach poriadok.
Pre povzbudenie dé&inorodej prace so Skolskou kombinatorikou pripominaské prislovie:
Boh nam dava orechy, ale ich nerat

Kombinatorika — moznost’ viacerych spravnych postupov
Ponukam Seaszaujimavych uloh aj s rieSeniami, ktoré maju pbislako podnet pre pestré
i tvorivé kombinatorické uvazovanie v Skolskom predi.

Jablka pre deti



Uloha: Kor’ko je réznych moznosti pre rozdelenie Saioom de’om, ak zaleZi len na pte

jablk pre jednotlivé deti?

RieSenie

A. rozpiSme systematicky jednotlivé moznosti pre elive deti A, B, C :

A B C
pocet O - ¢o zostane 9 moznosti )
1 — ¢0o zostane 8 moznosti
2 - ¢o zostane 7 moznosti
8 0 1 mozrtbs

stitanim vSetkych moZznosti dostavamecqials. o

B. Ak si ozn&ime kazdé jablko menom d&a, ktoréemu ho chceme Jdak dostaneme napr.
A AB B C C C C, teda jednotlivé kombinacie 6smi&gdy z troch prvkov s opakovanim. Ich

pocetje (@) = (] - @ - 45,

8

C. Osemajavfk m§2emq ovdd?etlvidvomi zn&kami na tri skupiny (pre A, B, C),
napr.OOAOOAOOO O, takych moznosti je f&o, ako rozmiestti
dve zneky na 10 poli, tj. C, @0) = 45.

D. Predch&dzajuci get moznosti méZzeme dit aj ako pdet moznosti rozdeli
dva druhy prvkov s gtom 8 a 2 do 10 palok, t.j. ako pdet permutacii 10

prvkov s opakovanim z dvoch druhov stpm 8 a 2 prvky:|I)8’2 @0) = 45.

E. Rozpis s pochopenim:

A B C

8 0 0 3 moznosti
7 1 0 6 moznosti
6 2 0 6 moznosti
5 3 0 6 moznosti
4 4 0 3 moznosti
6 1 1 3 moznosti
5 2 1 6 moznosti
4 3 1 6 moznosti
4 2 2 3 moznosti
3 3 2 3 moznosti

spolu 45 moznosti.
RieSenie ulohy nam umoznilo patigdzpis, poznatky o kombinaciach bez opakovania
i s opakovanim prvkov, aj permutacie s opakovanivikqy.

Usporiadajte si svoje kruhy

Uloha 1: Za kruhovy stél rozsmep I'udi. Ka’ko réznych rozsadeni mézeme vykom:

a) zalezi aj na mieste vadom k stolu;

b) nezalezi na mieste vkddom k stolu, ale len na bezprostrednych sused@staa sprava;



c) nezalezi na mieste viddom k stolu, ale ani nerozliSujeme zvl&8isedov tava a sprava
(len ich bezprostrednu susedskos

RieSenie:
Vytvorme si najprvjednoducha predstavu (na obpré)tri prvky A, B, C: je 3! = 6 moznosti

ONONO
ONONG

v strede stola sme icRislovali, ,vrch stola“ sme ozitdi A
a) ak zélezi na polohe véadom k ,vrchu stolu” je 3! = 6 rozsadeni ¢.1(— 6)

|
b) ak zalezi len na susedoch (fathomci zl'ava alebo sprava) % =2 moznosti, lebo
obr. 1-2-3 aj 4—5-6 sulen ,pasioé”.
|
c) ak nezalezi na tondj je ten isty susedlava alebo sprava, tak rozsademzii@ 1,

(polovicu z takyclkio b.), lebo obr. 1 -2 -3 -4 -5 -6 maju vSgich istych susedov.
ZovSeobecneniea) p!  b) P' =(p-1) ©) (pgl)!

Uloha 2:

Sedem die¥at tancuje v ,kole“. Kéko je rozlénych moznosti pre ich rozmiestnenie?
RieSenie:

Ak tancuju v ,kole*, nezélezi na polohe VYadom ku ,kolu®, t.j. pédet moznosti je 6!.

Uloha 3:

Korko rozlicnych naramkov sa dé vyrahio siedmych réznofarebnych guliek?
RieSenie:

Pri ndramku nerozliSujeme suseddava — sprava (naramok sa da ,ohttiteda p@et

. .. o
moznosti JeE.

Uloha 4:

Sedem chlapcov a sedem diatvtancuje v kole tak, Ze su usporiadani stried@mo— d).
Kol’ko je rdznych moznosti usporiadiakéto kolo?

RieSenie:

Patet usporiadani chlapcov je 6! (nezalezi na poraifadom ku kolu). Medzi nich
umiestnt’ 7 diewat, to sa da 7! spésobmi (zalezi na poradladbm k chlapcom).

Teda je 6! - 7! moznosti pre takéto kolo.



Studenti a u éitelia

Uloha: Korl'ko je moznosti pridelistyroch Studentov na preskisanie trafiteliom, ak
poZadujeme:

a) aby kazdy Student bol preskuSaspai jednym ucitel'om;

b) aby kazdy Student bol preskuSamgive jednym ucitel'om;

c) aby kazdy ¢&itel’ preskuSahspai jednéhoStudenta;

d) aby kazdy titel’ preskuSaprave jednéhostudenta.

RieSenie:

Ozname si Studentov A, B, C, D &itelov P, Q, R. Potom

a) Studenta A mdze preskiidd Q, R, PQ, PR, QR, PQR, to je 7 moznosti;
pre Studenta B je to tiez tychto 7 moznosifighne aj pre C i D. Tieto javy su pre
kaZdého z nich nezavislé, tak vetkych moZrepstiu je 7 = 2401.

b) nazname jednotlivé moZznosti pre kazdého Studenta dd’'kgbu
B C D

P
R
R

T U0

R
R
P

T OXTE

v jednotlivych riadkoch su variacie Stvrtégtty (Styria Studenti) z troch prvkov
(traja witelia) s opakovanim. Ich pet je V4(3) = 3' = 81.

c) witel' P mdze preskusa, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD, CD, ABC, ABD,
ACD, BCD, ABCD, teda 15 moznosti. PodobneridZnosti je pre Q aj pre R.
Tieto javy su pre kazdého z nich nezavidtgkaspolu je moznosti 5 3375.

d) rozpiSme jednotlivé moZznosti pre kazdébitelia do tabiiky:

Uww>> U
o000 mw >0
OWwWoO>wW>D

to su variacie tretej triedy (trajaitelia) zo Styroch prvkov (Styria Studenti) s opaltnim
aich poet je V5(4) = £ =64.

Manzelské pary — vyberajte vhodnym postupom

Uloha: Z desiatich manzelskych péarov (nt) vyberame pzosob.

Kolko je vSetkych takych pétic, Ze v nich nie je adign manzelsky par (postup zddvodnite).
RieSenie:

Budeme si predstavotiaakym postupom pozadované podmienky splnime:

A. Vyberieme pé parov z desiatich manzelskych parov, to sa daiti@§10) = 252
spbsobmi. Potom vyberieme z kaZzdej manzelskej deggidného, pre tento vyber jes{2) =
2° =32 moznosti. Uplatnenim principu nasobenia (spané vybery st nezavislé ku kazdému



prechadzajlicemu vyberu) dostavame, Ze pozadova@jahtak, aby v nich nebol ani jeden
manzelsky par, je 4(10) - V5(2) = 252 - 32 = 8064.

B. Ur¢ime pa@et patic v moznych zloZeniach gadpohlavia:
Sami muzi (5 m). To je4{10) = 252 moZnosti.

Pre vyber patic samych Zien (5 Z) je tiez 252 mstino
Dalej ugime paet patic v zloZeni :

im+ 42 .. €10) - G(9) = 10 - 126 = 1260
1% +4m . €10) - G(9) = 10 - 126 = 1260
om + 3% .. £10) - G(8) = 45 - 56 = 2520
27 +3m . £10) - G(8) = 45 - 56 = 2520

To znamena spoludanim) 252 + 252 + 1260 + 1260 + 2520 + 2520 648 0znosti.

C. Budeme postupne vybeardo patic tak, aby boli splnené poziadavky:
Prvy méze by hocikto z dvadsiatich, teda 20 moZnosti.
Druhy méze by kazdy z tych¢o zostali, okrem vybraného manzelského druha, 18da
moznosti.
Treti méze by kazdy z tych¢o zostali, okrem vybranych manzelskych druhov, tBgla
moznosti.
Stvrty mdZze by kazdy z tychgo zostali, okrem vybranych manzelskych druhov, tetla
moznosti.
Piaty moze by kazdy z tych¢o zostali, okrem vybranych manzelskych druhov, tE2la
moznosti.
Spolu (princip nasobenia) je to 20-18-16-14-127686 moznosti, ale medzi nimi sa niektoré
patice opakuju, z kazdych 5! = 120 zostane ibagethda vSetkych pozadovanych patic je
20[(18[16[(14[12 _ 967680 _
= = 8064.
5 12C

D. Vyberieme péludi z dvadsiatich, na to mame(20) = 15504 moznosti. Tam v3ak budu
aj patice, v ktorych bude jedna alebo aj dve makéetivojice (tieto moznosti musime
z daného pitu octitat)). Ur¢ime, kd’ko zo spominanych patic obsahuje
a) prave jednu manzelska dvojicu: takych moznesti
G(10) - [G(9) + G(9)+9 - G(B) +9 - G(8)] =10-672 = 6720
{manz. dvoj. 3m 3z ma 2z 7 a?2m}
b) prave dve manzelské dvojice.
G(10)-16, pretoze ku kazdej z dvoch vybranych mak¥eh dvojic mozno eSte priradi
jednéhaloveka zo (20 — 4) = 16. Patic s dvomi manzelskywaijicami je 720.
Teda po oditani nevhodnych moZznosti (6720 + 720) dostanerB@45 (6720 + 720) =
8064 pozadovanych dvojiciggpjicich poZiadavky Glohy.

Poznat definiciu a vedie t' kombinova t
Uloha: MnozinaL méan réznych prvkov.

a) Korlko existuje nd. binarnych relacii?

b) Korko existuje nd. reflexivnych relacii?
c) Korlko existuje nd. symetrickych rel&cii?

RieSenie:

a) Binarna relacia je kazda podmnozina kartezianskalimu L x L. Ak ma mnozinaL
pocet prvkovn, tak paet prvkovL x L jen?. Z n® prvkov mdZeme vytvoti 2" réznych
podmnozin. Na mnozZinle, ak man prvkov existuje2nz binarnych rel&cii.



b) Relacigp je nalL reflexivna, ak pre kazdy prvokO L platix p x.
Nazna&me si to (napriklad pre = 3) na obrazkd.2

a b c
obr. 2

V reflexivnej relacii musia iy, prvky z uhloprie€ky*.

A [x X, [V, V]..., tychto je pren— prvkovl mnozinu prave.

K nim mbézeme pridéniektoré zo zostavajucich prvkowz L; tychjen-n—-n=n- (n-1).
Teda z nich vytvarameubovolné podmnoziny. Na mnoZihe(n — prvkovej) existuje 2"~ %
reflexivnych relacii.

c) Relacig je naL symetricka, ak plati pre kazdéyOL:xpy = yp X
Predstavme si to na obrazk@ pren = 3.
Je to ,symetria pd@ uhloprie€ky*.

c
b
a b c
obr. 3

n*-n+2n_n*+n_nin+1)
2 2 2

Takych prvkov (dvojic) jenDhT_n +n=

nifin+1)

Z nich patet podmnozin j& 2

nifin+1)
Paet vSetkych moznych symetrickych relacii pre mnoZinktora man prvkov, je2 2

Spravna predstava, uspech zaru ¢eny
Uloha: Stanovte peet rieSeni rovnicex; + X + X3+ ... +X«=n, prex O No an N.

RieSenie:
Predstavme si napriklad konkrétne rovnicu+» + % =5, tj.k=3,n=5.

MbéZeme si rozpisarieSenia do tadky



X1 X X

5 0 0 3 rieSenia (MbzZeme iraan)

4 1 0 6 rieSeni

3 2 0 6 rieSeni

3 1 1 3 rieSenia

2 2 1 3 rieSenia, tedalgpe 21 rieSeni.

Mbzeme uvazouaa) takto:
Treba rozmiesttiip&’ jednotiek a dve z&y, napr. 1 In1 10 1
(to predstavuje rieSenie 2 + 2 + 1 =5). To mézemodi’ C,(7) = P52(7) = 21 spésobmi.
Ak nasu Gvahu zovSeobecnime ggen O N, pacet rieSeni danej rovnice
X1+ X+ X3+ ...+ X =n, prex; ONo a nON

bude G.;(n+k —1), teda ako pet rozdeleniK —1) zn&iek na 6 + k — 1) poli.

Jednoduchy test z kombinatoriky

Skolskéa kombinatorika méa svoje opodstatnenie uementarnom vzdelavani, lebo vyuZiva a
rozvija logické myslenie (indukciu, dedukciu, schog’ hlada a pouZzivd jednotlivé
organiz&né principy, vedig¢ kvantifikova® hfadané prvky s pozZadovanymi viasttensi),
vzbudzuje zaujem pestiiss svojich Uloh aj ich praktickym uplatnenim. Komdiorickée
tlohy su pésobivou mozntsu na samostatné matematické uvazovanie. Skustnitipl
nielen poznatky zo zakladnej a strednej Skoly,aglevorivé badatéské usilie a vytrvalas
r6znorodos pouzivanych pristupov a sposobov rieSenia.

1. Korlko je r6znych moZnosti pre rozmenenie desarovky pomocou jedno—euroviek,
dvoj—euroviek a p&-euroviek?
A) 5 B) 8 ap D) 14

2. Korko je rdznych moznosti pre zafarbenie vSetkycdtacky dvomi roznymi farbami,
ak méa by kazda stena jednofarebna?
A) 6 B) 10 C) 12 D) 16

3. Kaorko trojcifernychc¢isel sa da napisgpomocou neparnyatislic?
A) 999 B) 225 C) 125 D) 25

4. Na turnaji stfiazilo p& druzstiev A, B, C, D, E. V Kikych pripadoch zo vSetkych
moznych réznych poradi sa druzstvo A mohlo umiéstredzi druzstvami B a C?
A) 12 B) 24 C) 40 D) 60

5. Korko je rdznych moznosti pre rozsadenielzeskeba piatich digat, ak prave dve z nich
su sestry, ktorym vyhovieme, aby sedeliReedeba?
A) 120 B) 60 C) 24 D) 48

6. Korko je Sesmiestnych prirodzenyctisel neobsahujucich cifru 2 ani 4?
A) 262144 B) 888888 C) 32768 D) 229376

7. Medzi 6smimi réznymi knihami su tri rozne romanyolKo je réznych moznosti pre
usporiadanie tychto 8 knih viaseba, ak poZzadujeme, aby tie 3 romany boliavedba?
A) 5040 B) 4320 ) €440 D) 720



8. Na tanénom veierku je dvanasdiewat a patnaschlapcov. Kéko je moznosti pre
vyber Styroch parov (chlapec — déy na tanec?
A) 180 B) 720 ) 675675 D) 16216200

9. Korlko prirodzenyckisel menSich ako 100000 mozno napisa pomocou cifier 7
alebo 9?
A) 62 B) 32 C) 77777 D) 99999

10.Korlko je moznosti pre vyber troch réznych poli na Bfdachovnici (8x8) tak, aby
nemali vSetky tri naraz rovnaku farbu?
A) 496 B) 15872 Gl744 D) 63488

11.Kolko je moznosti, aby pri hode Siestich r6znofarehrty@cich kociek (8islami 1 az 6)
padli prave Styri rovnaké&sla?
A) 2250 B) 2500 3y5 D) 1500

12.Korlko réznych odti#gov mozete ziskdz deviatich r6znych farieb, ak zmieSate v tom
istom pomere hdi dve alebo tri r6zne farby?
A) 36 B) 84 C) 120 D) 3024

13.Korko je Sescifernych prirodzenycHiisel, ktorych ciferny stet je 4?
A) 4 B) 12 CB2 D) 56

14.Korlko je réznych moZznosti ako rozdesiedem ruzi a paulipdnov trom dievatdm, ke’
im zalezi len na pite jednotlivych druhov?
A) 35 B) 126 Cp6 D) 1155

15. Kol’ko mame moznosti pre rozdelenie 8Sifatoom de’om, ak zalezi len na p jadk pre
jednotlivé deti?
A) 12 B) 45 GB6 D) 40320

16.Korko réznych desapismenovych slov mozno zostapiri pouZiti vSetkych pismen
slova MATEMATIKA?
A) 75600 B) 151200 C) 302400 D) 3628800

Prezradime aj spravne odpovedel. C; 2. B; 3.C; 4.C; 5. D; 6.D; 7.B; 8.D;
9.A; 10.C;11.A; 12.C;13.D; 14.C; 15.B; 16.B;
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Zaver

Didakticky vhodne usmerneny vyber uloh a ppstuich rieSenia, hlbSie suvislosti
kombinatorického myslenia a argumentacie, tvorivejSpravidelnejSi spbsob organizéacie
vyucéovacej i Studijnejcinnosti mozu prispie k déraznejSiemu formovaniu poznavacej
myslienkovej aktivity rozvijajucich sa osobnost&ith Ziakov. Takto pochopené a motina
podchytené i realizované v§ovanie Skolskej kombinatoriky je smerovanim k effaigjSim
postupom v pedagogickej praxi aj ha v¥guacich hodinach matematiky.




