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UVODNI SLOVO

Ve dnech 18. az 20. kvétna 2021 se kona 4. ro¢nik celostatni konference Cesty
k matematice, s ohledem na epidemickou situaci tentokrat netradi¢né v online
podobé. Konferenci organizuje Katedra didaktiky matematiky Matematicko-
fyzikalni fakulty UK!, spolupofadatelem je Stf¥edocdeska pobocka JCMF. Akce
navazuje na konference Jak pripravit ucitele matematiky?, Matematika a reding
svet® a Cesty k matematice I*, II° a III% potadané v letech 2010, 2012, 2014,
2016 a 2018.

Konference je urcena pracovniktim fakult pfipravujicich ucitele matematiky,
stredoskolskym uciteliim matematiky, doktorandim a studentim vyssich roc-
nikd, ktefi se pripravuji na ucitelskou profesi s aprobaci matematika pro treti
stuperi, pracovnikiim rtznych vyzkumnych instituci a dalsim zajemctm o pro-
blematiku vzdélavani.

Konference je zameéfena na nasledujici okruhy:
e kombinatorika, pravdépodobnost a statistika ve stfedoskolské mate-
matice,

e vyuka kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky na vysokych sko-
lach, pfiprava budoucich uditeld,

e souvislost a propojeni kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky
s dal$imi oblastmi matematiky,

e zajimavé tlohy a motivace z tématu kombinatorika, pravdépodobnost
a statistika.

Tento sbornik obsahuje texty nékterych konferencnich prispévku. Seznam
ucCastnikt a dalsi materidly jsou k dispozici na webové strance konference
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2020/.

Dékujeme programovému a organizacnimu vyboru za piipravu konference,
fecniktim za pfedneseni prispévki a dodani jejich pisemné verze a recenzenttim
za peclivou kontrolu vSech textti a fadu podnétnych pripominek.

! Programovy vybor: Jarmila Robova (ptfedsedkyné), Leo Bocek, Jana Hromadova, Vlasta
Moravcova, Oldfich Odvarko, Antonin Slavik. Organizacni vybor: Zdenék Halas (piedseda),
Alena Blazkova, Martin Rmoutil, Jakub Stanék, Petra Surynkové, Martina Skorpilova, Jin-
drich Michalik, Jifi Vanéura, Tomas Zadrazil.

2 Texty p¥ispévki z této konference byly publikovany ve sborniku J. Be¢vak, M. Beévatova,
A. Slavik (ed.): Jak pripravit ucitele matematiky. Matfyzpress, Praha, 2010. Jsou téz k dis-
pozici v elektronické verzi na webové strance http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konf-cd2/.

3Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Matematika a reding svét. Matfyzpress,
Praha, 2012, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2012/sbornik.pdf.

4 Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Cesty k matematice. Matfyzpress, Praha, 2014,
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2014/sbornik.pdf.

5Viz elektronicky sbornik J. Hromadova, A. Slavik (ed.): Cesty k matematice II. Matfyz-
Press, Praha, 2016, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2016/sbornik.pdf.

6 Viz elektronicky sbornik J. Hromadova, A. Slavik (ed.): Cesty k matematice ITT. Matfyz-
Press, Praha, 2018, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2018/sbornik.pdf.
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DVOJI POJETI PERMUTACI

FiLip BERAN

V prispévku predstavime rozdil mezi stfedoskolskym a vysokoskolskym poje-
tim permutaci. Permutacemi se ve stfedoskolské matematice obvykle rozuméji
usporadané n-tice z danych prvkl; mizeme je vSak také chapat jako zobra-
zeni na mnoziné téchto prvku, a tak je vzajemné skladat nebo urcovat jejich
samodruzné neboli pevné body. Na praktickych tlohach — tzv. problému Sat-
narky a popisu symetrii — ukazeme, Ze i toto pokrocilejsi pojeti mize uz na

vvvvvv

matice.

1 Co je to permutace?

Ve stiedoskolskych ucebnicich obvykle narazime definici permutace coby uspo-
radané n-tice prvku: ,Permutace z n prvkl je usporadind n-tice se-
stavend z téchto prvkid tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou.”
(napt. [5, str. 17]). Tato definice pfitom navazuje na predchozi vyklad variaci:
,2Permutace z n prvku je kazda n-Clenna variace z téchto prvku.“ Napriklad
v8emi permutacemi ze t¥{ prvki a, b, ¢ jsou uspotrddané trojice (a, b, ¢), (a, ¢, b),
(b,a,0), (b,¢,a), (c,a,b), (¢,b, ).

Oproti tomu ve vysokoskolskych ucebnicich, typicky algebry nebo diskrétni
matematiky, se spiSe setkame s pojetim permutace coby zobrazeni: ,,Permutaci
na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacné zobrazeni) X — X .“
(Napt. [10, str. 95], [7, str. 72] ¢i [3, str. 341].)*

Na prvni pohled neni tézké mezi sebou tyto dvé definice propojit. Po-
kud zvolime za X konefnou mnozinu o n prvcich, jeji prvky ozna¢ime napi.
a1, az aZz a, a prislusné bijektivni zobrazeni f, pak usporadanou n-tici
z prvni definice dostaneme coby uspofadanou n-tici obraz téchto prvki,
tj- (f(a1), f(a2),..., f(a,)). Kazdému zobrazeni f pfitom odpovidd pravé jedna
usporadand n-tice, a naopak, pro kazdou uspofddanou n-tici nalezneme praveé
jedno takové zobrazeni.

Ve stfedoskolskych tlohach vSak obvykle nevypisujeme vSechny mozné per-
mutace néjaké n-prvkové mnoziny, nybrz predevsim urcujeme jejich pocet. Ten
je n!; to bychom si ale jesté moc nezapocitali, takze Casto pridavame omezu-
jici podminky, kterymi nékteré n-tice vyloucime. Typickd je napf. tato tloha
[5, str. 20]:

1 Historickou zajimavosti mize byt, Ze zatimco Otakar Bortivka v Uvodu do teorie grup
definuje permutace jiz timto ,vysokoskolskym® zptsobem [4, str. 15-23], Vaclav Vodicka
v prakticky zaméfené ,pfirucce pro inZenyry a fysiky“ Determinanty a matice v theorii
a prazi zavadi permutaci jako uspofadanou fadu éisel, potazmo prvku [12, str. 6-8].



Nastup. Uréete, kolika zptisoby mtize n tdbornik pfi nastupu na ranni
rozcvicku nastoupit

(a) do fady;

(b) do fady v niZ je tdbornik A na kraji;

(¢) do fady, v niz tadbornici A, B nestoji vedle sebe;
)

(d) do kruhu, v némz zaleZi jen na vzéjemném rozmisténi, nikoli na umisténi
vzhledem k okolnim predméttim.

Vysledky jsou po fadé n!, 2(n—1)!, (n —1)!(n —2) a (n — 1)!. K poslednimu
bodu poznamenejme, Ze vysledek muze byt také polovicni, tj. ("%1)!, pokud za
stejnd budeme povazovat nejen umisténi lisici se pouze otocenim kruhu, nybrz
pocet feSeni az na néjaké predem dané symetrie, vedou pozdéji az k pouziti
tzv. Burnsideovy véty, kterd byva soucasti vysokoskolskych kurzt algebry — viz
napf. [10, str. 102-107] ¢&i [3, str. 382-385].

Zda se, ze pro podobné tlohy plné dostacuje prvni uvedené pojeti permu-
tace coby uspotfadané n-tice; mohli bychom se sice nap¥. ptat, kolika zptisoby
miZzeme premistit n tabornikt, ale to by na feSeni nic moc nezménilo, pouze
bychom mohli odecist vychozi postaveni coby tzv. identickou permutaci. V na-
sledujicich odstavcich vSak rozebereme stfedoskolsky resitelné tlohy, kde se na-
opak pojeti permutaci coby zobrazeni ukazuje jako elegantni nastroj pro jejich
uchopeni. Predstavime pfi tom dva dutlezité koncepty: pevné body a skldddni
permutact.

2 Pevné body: Problém Satnarky

Problém Satnaiky (hat-check problem, derangement problem) je snadno pied-
stavitelna tloha, ktera pfirozené vede k pojeti permutace coby zobrazeni, pfi-
¢emz vykazuje dalsi nedekané matematické souvislosti. Uvedme jej ve znéni
z [7, str. 105]:

Problém satnarky. Ctihodni panové v pocétu n prijdou na shromézdéni,
vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do Satny. Pfi odchodu Satnarka,
mozna ten den velmi roztrzitd, mozna dokonce z mizerného osvétleni oslepla,
vyda kazdému z pant ndhodné jeden z kloboukt. Jaka je pravdépodobnost, ze
zaédny pan nedostane od Satnaiky zpét svij klobouk?

Pro Gcely vyuky jsem toto zadani mirné upravil a doplnil o navodné a souvi-
sejici otazky. (Reformulace ilohy mé napadla na vdnoénim veéirku gymnézia,
kde skute¢né takto popsana tombola probéhla. Uéastniktt bylo kolem 70 a ne-
vim o nikom, kdo by si vlastni véc odnesl.) Ulohu tak sou¢asné popiseme po-
feSeni, ovSem s nutnosti vyuziti tzv. principu inkluze a exkluze mohou ¢tenéri
najit v [7, str. 105-106], popf. véetné souvisejicich tloh v pékné a on-line do-
stupné diplomové praci [16].



Tombola. Kazdy pfispéje do tomboly néjakou véci a kazdy si zakoupi vy-
herni listek. Jaka je pravdépodobnost, ze:

(a) vy si odnesete véc, kterou jste pfispéli?
(b) kazdy si odnese vlastni véc?
(c¢) nikdo si neodnese vlastni véc?

Odpovédi pro 3, 4, 5 a obecné n u¢astnik nejprve odhadnéte a nasledné presné
vypoditejte! Vysledky shriite do prehledné tabulky.

Na prvni dvé otazky neni tézké odpovédét rovnou pro obecné n. Vlastni véc
si odnesu s pravdépodobnosti %L, nebot jsem pravé jednim z n Géastnikl a je
mi dale lhostejné, komu pfipadnou ostatni véci.2 Déle, oéislujeme-li tcastniky
pofadé 1, 2, ..., n a stejné tak i jimi pfinesené véci, losovani tomboly si mi-
zeme predstavit pravé jako permutaci téchto ¢isel. Kazdy si tedy odnese svoji
véc jediné v tom pfipadé, kdy poradi zlistane nezménéno, tedy s pravdépodob-
nosti %; k témuz vysledku mtizeme dospét postupnym soucinem pravdépodob-

1 1

;1 . “ . o« 1 es
nosti -, —, —=5 atd., jak se véci postupné rozdéluji.

Co ale posledni otdzka? Nakonec, pravé pfi tombole, na rozdil od Satnar-
¢ina zmateni kloboukd, je takovy vysledek vitany — nepfispivame do tomboly
darkem proto, abychom si ho pak odnesli zpét domii, ale téSime se na néjaké
prekvapeni.

Prvni nadpad muZe byt, ze feSenim bude doplnék vysledku (b) do 1, tedy
pravdépodobnost 1 — %; vzdyt vyrazy kaZdy a nikdo chipeme v bézné feci jako
slova opa¢ného vyznamu, tak jednoduse dopocitame pravdépodobnost opac-
ného jevu. Nemusime ale ani zabihat do vyrokové logiky, abychom studenty
presvédéili o tom, Ze takhle snadné to nebude. Mezi vysledky (b) a (c) se roz-
prostira jesté Siroka ,Seda zéna“: mize se stat, ze nékdo si vlastni véc odnese
a nékdo jiny zase ne.> (Za tivahu stoji, Ze jediné, co se jisté stat nemtize, je
situace, kdy by si vlastni véc neodnesl pravé jeden tcastnik.)

K otézce tak musime pfistoupit trochu dimyslnéji. Nezbyva nam nez roz-
délit vsechny uvazované permutace do dvou skupin: v jedné budou ty, kde si
nikdo vlastni véc neodnese, a v druhé ty, kde se alespon jeden takovy pripad
vyskytne; matematicky zapsano takové permutace f, ze Vi f(i) # i, od per-
mutaci, kdy 3i f(:) = i. Takovému 4, pro néz f(i) = i, se ¥ikd samodruzny ¢i
pevny bod permutace f: rozlisime tedy permutace bez pevného bodu od permu-
taci s alespori jednim pevngm bodem. Po vzoru [7, str. 105] ozna¢me 3(n) pocet
permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoziné. Nami hledana pravdépo-

by k bodu (c), ovSem pro n — 1 uéastniki.

3 1 na zékladé této ukazky jiného pojeti ,opaku® v bézné fedi a v jazyce matematiky
stoji za zvazeni, zda by spiSe nez o opacném jevu nebylo vhodnéjsi mluvit o doplrikovém
jevu; takové oznaceni by odpovidalo i mnozinové terminologii, kde mluvime pravé o doplrnku
dané mnoziny. Chapéani rozdilu mezi doplikem a opakem se ostatné uplatni i v bézném
mysleni, kde nejsou na vybér jen dvé moznosti, ale spise celé jejich (spojité) spektrum: tak si
muzeme predstavit, Ze napt. opakem bilé barvy je ¢erna, nicméné jejim dopliikem je ,nebila“,
zahrnujici i vSechny ostatni barvy, které ,nejsou bilé“, napf. zlutou, modrou, oranzovou ...



dobnost p(n) pak je podil tohoto &isla k po¢tu vSech moznych permutaci, tedy

p(n) = .

P1i vyuce ovSsem miZzeme vSechny tyto pomocné pojmy predstavit az poz-
dé&ji a nejprve nechat studenty, at sami zkusi tlohu vyfesit pro konkrétni nizké
pocty ucastnika — tak Casto nejlépe pronikneme do podstaty néjakého pro-
blému, kdyz jej nejprve vyfeSime pro mald predstavitelnd mnozstvi. Pro dvé
véci v tombole je situace az trividlni: bud si kazdy odneseme vlastni dérek,
nebo si je prohodime; takze p(2) = 3.

U tfech ucastnikd uz je tfeba zamyslet se vice. Permutaci s pevnym bo-
dem zfejmé bude pripad, kdy si kazdy odnese vlastni darek, a také celkem t¥i
ptipady, kdy jeden si sviij darek nechd a dva si je prohodi, dohromady tedy
celkem CtyTfi permutace s pevnym bodem. Oproti tomu bez pevného bodu jsou
celkem dva pfipady, a to kdyz si darky vyménime ,cyklicky“ v jednom ¢i dru-
hém sméru. Vysledkem je tedy p(3) = 2 = i. Doporucuji v tomto piipadé
nechat studenttim cas v klidu odvodit a rozmyslet si, jak vyménovani probiha
a ze jsme takto popsali skutecné vSech 3! = 6 pfipada.

Nez se pustime do rozboru piipadu n = 4, kratce predstavme rizné zapisy
permutaci chipanych coby zobrazeni. Obvykly a asi nejpfimocaiejsi zptisob
je zapsat permutaci f vodorovnou tabulkou dvojic hodnot vzor — obraz; tedy
napf. pokud prvni dva tcastnici si darky prohodi a tfeti si sviij darek odnese,

zapiSeme tuto permutaci
1 2 3
f= (2 1 3) '

Permutaci ve smyslu uspofadané n-tice by pak byl druhy radek této tabulky.

Brzy si ale vSimneme, Ze tento zapis je ponékud zdlouhavy, protoze prvni
tadek je vzdy stejny. Mizeme tak zkusit v zapisu vice vystihnout samo ,,pro-
hazovani“, které permutace realizuje, a to zdpisem pomoci tzv. cykli. To zna-
mena, ze vzor a obraz postupné zapisujeme za sebou, kde obraz jednoho prvku

1234 .
2413> tak zapi-

Seme cyklem (1243). Vyhodou tohoto zapisu je stru¢nost a ndzornost. Nevyho-
dou se muze zdat jeho nejednoznacnost: zapis cyklu lze zacit od kteréhokoliv
jeho prvku, takze n-prvkovy cyklus mutzeme zapsat celkem n zptsoby; napft.
(1243) = (2431) = (4312) = (3124). Tuto nejednoznacnost lze ale odstranit
pozadavkem, aby zapis kazdého cyklu zacinal jeho nejmensim prvkem a jednot-
livé cykly byly usporadany vzestupné podle pocatecnich prvki; této konvence
se budeme drzet v dalsim textu.

je soucasné vzorem dalsiho; napft. ¢tyfprvkovou permutaci (

Permutace také mize byt tvofena z vice na sobé nezavislych cyklt, napf.
kdyz si darky prohodi prvni a druhy tcastnik a také tfeti a ¢tvrty tcastnik, tj.

2143
taci zapiSeme jako (1 2)(3 4). Zvlastnim pfipadem jsou pravé pevné body, tedy
vlastné jednoprvkové cykly; ty opét miizeme zapsat samostatné do zavorky, ale

( 123 4) ; pak kazdy z téchto cyklt uzavieme do samostatné zavorky a permu-

i vynechat, vime-li, o kolikaprvkovou permutaci se jedné; tedy napft. (; i 2 ;1)
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zapiSeme jako (124)(3), popf. jen (124). Pravé pomoci cyklického zdpisu na
prvni pohled pozname permutace bez pevnych bodi.*

Zajimavé je, ze néktefi studenti si na obdobu cyklického zapisu pfisli sami:
kdyz chtéli vyjadrit, ze prvni dva tcastnici si darky prohodi a tfeti si odnese
svij, zapisovali to pomoci Sipek napft. jako 1 « 2 3. Obdobné piipad bez
pevného bodu zapisovali napt. 1 — 2 — 3, popf. pomoci raznych dalsich
schémat. Zde se dale budeme drzet klasického cyklického zapisu; povazuji ale
za vhodné ponechavat studentim jejich zapis s Sipkami i jiné invence, zvlasté
pokud jim umoznuji 1épe pochopit situaci.

Prozkoumejme nyni pfipad n = 4. Predchozi vysledky mohou vést k do-
mnénce, ze p(n) = %; tu ovSem zanedlouho vyvratime. Roztfidme tedy nyni
vSech 4! ¢tyfprvkovych permutaci; zde uz je tfeba postupovat systematicky. Za-
¢néme permutacemi s jedingm cyklem; to je zfejmé celkem 6 permutaci: (1234),
(1432), (1324), (1423), (1243) a (1342). Jsou to vSechny bez pevného bodu?
Nikoliv! Jesté se muze stat, ze si darky nevymeéni vSichni ¢tyrfi tcastnici takto
,dokolecka“, nybrz vzdy dvé dvojice navzajem. Takové dvé dvojice muzeme
utvorit celkem tfemi zpiisoby, tedy ziskdavame déle tyto permutace: (12)(34),
(13)(24) a (14)(23). Dohromady jsme tak nasli 9 ¢tyFprvkovych permutaci bez
pevného bodu.

Pro kontrolu si jesté predstavme zbyvajicich 15 permutaci, které alespon
jeden pevny bod maji: je to jisté 1 identickd permutace, tedy pfipad, kdy si
kazdy odnese svij darek; dale (‘i) -2 = 8 permutaci s pravé jednim pevnym
bodem, tj. téch, co maji jeden tiiprvkovy cyklus; a konecné (;1) = 6 téch, které
maji pravé dva pevné body. Mizeme tak potvrdit, ze pravdépodobnost, Ze si
nikdo neodnese vlastni dérek, je p(4) = 25 = 3 = 37,5 %. Pii feSen{ jsme
ovSem ziskali i dalsi informace, a to o celkovém rozlozeni pravdépodobnosti:
to, ze si sviij darek odnese pravé jeden ucastnik, se stane s pravdépodobnosti
2 =% =333 %, a pro pravé dva tcastniky to je oy = 3 = 25 %; lze tedy ¥ici,
7e vSechny tyto tii varianty jsou pomérné podobné pravdépodobné. Naopak
pravdépodobnost, Ze si kazdy odnese sviij darek, je jen =, a to, Ze by si ho

24>
odnesli praveé t¥i Gcastnici, je logicky nemozné.

Nékteii studenti vytesi i tento piipad bez nutnosti ndpovédy. Jak ale vidime,
pocet permutaci rychle roste a uz pro n = 5 zfejmé nebude praktické vypisovat
vsech 120 permutaci. Muzeme tedy v tom, kolik je m-prvkovych permutaci
bez pevného bodu, najit néjaky obecny systém? Intuice nam napovida, ze by
néjak mohly souviset n-prvkové a (n+ 1)-prvkové permutace. Zkusme tedy pro
¢islo §(n) odvodit rekurentni vzorec, ktery je umozni spoéitat z predchozich
vysledki.

Odvozeni rekurentniho vzorce. Zamysleme se tedy vice nad tim, jak
mohou vzniknout (n+ 1)-prvkové permutace bez pevného bodu z permutaci na
méné prvcich a ilustrujme to na n = 3. Predstavme si, ze ke skupince n tcast-

4 Blize k zapisu permutaci viz napft. [1, str. 51 a 56], popt. [7, str. 73] & [3, str. 342];
p&kné vysvétleni i s piiklady je téz na anglické Wikipedii [15].
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niku prijde novy ucastnik, ktery se chce zapojit do vymény darku. Pokud je
tato n-prvkova permutace bez pevného bodu, mize se nové prichozi zapojit na
kterékoliv misto kteréhokoliv cyklu — takovych moznosti ma tedy pro kazdou
permutaci celkem n. Takto tedy napf. ze t¥iprvkové permutace (132) vzniknou
pfichodem c¢tvrtého ucastnika tii rtizné ctyfprvkové permutace bez pevného
bodu: (4132), (1432) a (1342); nenechme se zmést, (1324) by uz byla stejna
permutace jako (4132). Dostéavame tak n - §(n) téchto (n + 1)-prvkovych per-
mutaci bez pevného bodu.

Mtze ovSem takovd permutace vzniknout i z n-prvkové permutace, ktera
pevny bod ma? Ano, ale pouze tehdy, mé-li jen jeden pevny bod, na ktery se
yhavaze“ nové prichozi ucastnik; kdyby jich méla dva nebo vice, i po prichodu
nového ucastnika by néjaky pevny bod zbjyval. Takto tedy napf. z permu-
tace (13)(2) s jednim pevnym bodem vytvoii nové pfichozi, ¢tvrty ucastnik
permutaci (13)(24); pokud chceme ziskat permutaci bez pevného bodu, nemé
jinou volbu, nez si vyménit darek s dosud osamocenou 2. Kolik je ovSem ta-
kovych n-prvkovych permutaci s pravé jednim pevnym bodem, z nichz muze
nové prichozi timto jedinym zpisobem vytvorit permutace bez pevného bodu?
Odpovéd je snazsi, nez si myslime: Pro kazdy vybér jednoho z téch n prvk,
ktery bude tim jedinym pevnym, ,o0samocenym®, jich je pravé tolik, kolik je
(n—1)-prvkovych permutaci bez pevného bodu, tedy n-3(n—1) ; napf. (1)(23),
(2)(13), (3)(12), kde 3(2) = 1.

Vzato dohromady, takto ziskdvame rekurentni predpis
Sn+1l)=n-3n)+n-3(n—-1)=n-[3(n)+ 3(n—-1)],

pfiéemz 3(1) = 0 a 3(2) = 1. Aby naSe pfedchozi ivahy byly zcela korektni,
jeSté je tfeba oveérit, ze uvedenym zpusobem ziskavame permutace skuteéné
navzajem rtzné a jinak je ziskat nemutzeme; to je vSak vcelku zfejmé. Snadno
nyni ovéfime nase predchozi vysledky, ze 3(3) = 2 a §(4) = 9. Hlavné vSak
nyni mtizeme dopocitat, aniz bychom vSechny permutace vypisovali, ze §(5) =
=4-9+4-2=4-11 = 44. (Doporucuji ovSem zkusit si je vypsat vetné toho,
jak vznikly z predchozich ¢tyiprvkovych permutaci s zddnym, resp. s jednim

pevnym bodem.) Je tedy p(5) = SS) = =1 =366 %.

Na prvni pohled nas upoutd, Zze pravdépodobnost p(5) je pomérné dost blizka
pravdépodobnosti p(4). Se studenty dédle mizeme spocitat nékolik dalsich hod-
not, tFfeba pomoci tabulky v Excelu, ve kterém se snadno pracuje s rekurentné
danymi posloupnostmi. Zjistime, Ze uz se pravdépodobnost se zvySujicim n
téméF neméni a blizi se (zaokrouhlené) k hodnoté 36,788 %, jak ukazuje tab. 1.

Se zvySujicim se poctem ucastniki tomboly tedy nami sledovany jev, ze si
nikdo neodnese vlastni véc, neni ani skoro jisty, ani skoro nemozny, nybrz blizi
se ke konstanté ,nékde mezi“; to se zda byt ponékud prekvapivé. Ptiblizné
neformalni vysvétleni muze byt toto: Na jedné strané ¢im vice Gcastniki, tim
snadnéji se véci promichaji; na druhé strané se ovSem zvysSuje i pocet lidi, kteri
si vlastni véc mohou odnést, a ndm pritom staci jeden z mnoha.
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1 0 1 0,0000 %
2 1 2 50,0000 %
3 2 6 33,3333 %
4 9 24 37,5000 %
5 44 120 | 36,6667 %
6 265 720 36,8056 %
7 1854 5040 36,7857 %
8 14833 40320 36,7882 %
9 133 496 362 880 36,7879 %
10 1334961 3628800 36,7879 %

Tab. 1: Prvnich 10 hodnot funkei §(n) a p(n)

Vypocéet limity p(n). Dosud jsme si viceméné vystacili s béZnou stfedogkol-
skou matematikou a nékolika ndzornymi tvahami. Abychom nyni ukéazali, Ze
se p(n) skuteéné limitné blizi k néjaké konstanté a uréili jeji pfesnou hodnotu,
budeme potfebovat pokrocilejsi techniky a vice pocitani. I tak to ale mize byt
zajimavy namét napi. do seminafe, popf. moznost pro ucitele, jak i v bézné

vvvvvv

V prvé fadé€ by se ndm hodilo odvodit z rekurentniho predpisu pfimy vzorec
pro 3(n). Jak na to? Ucebnice [7, str. 109] napovid4, at zavedeme a prozkou-
méme pomocnou posloupnost a, = 3(n) —n - §(n — 1). Je-li totiz, jak uz jsme
odvodili,

$(n)=Mm-1)-s(n—1)+35n—-2)]=n-3(n—1)—3(n—-1)+(n—1)-3(n—2),

pak
an=38Mn)—n-§(n—-1)=-3n-1)4+n-1)-8(n—-2) =

S
=—[5(n=1)—(n—=1)-38(n—2)] = —an_1.
Pfitom ag =1 —2-0 =1, tedy a,, = (—1)". Ziskédvame tak dileZitou rovnost

3(n)—n-3n-1)=(-1)".

Tu nyni napiSeme pro vSechna i sestupné od n az po 2, pficemz ji vzdy jesté
vydélime i!. Dostaneme celkem n — 2 rovnic:

i(n) mn-3n-1) (="

n! n! n!
n—1) (-1)-3n-1) (= '
(n—1)! (n—1)! (n—1)!
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Kdyz nyni za¢neme scitat vSechny ¢leny na levé strané rovnosti, vSimneme
si, ze druhy ¢len jedné rovnice se vzdy zrusi s prvnim ¢lenem nasledujici jako pri
s¢itani tzv. teleskopickych tad; ze souctu levych stran nam tak zistane pouze
prvni ¢len prvni rovnice a druhy ¢len rovnice posledni. Ziskdvame rovnost

_171—1 _12
! 2l ((n)1)!+"'+(2!)'

Protoze 3(1) = 0, mZeme vysledek upravit do tvaru

o (0 (-1 <—1>2> |

P e Y

3(n) =

Prerovname-li ¢leny na pravé strané a doplnime-li ,pro formu“ jesté prvni
dva ¢leny, dostavame hledany vzorec jako elegantni soucin faktorialu a n + 1
s¢itanct:

[e’e) "

Ze zndmého Taylorova rozvoje exponencidly e* v mocninnou fadu )~ 2+
n=0 n!
pak dostavame presnou konstantu, k niz nase pravdépodobnost konverguje:

. R N G ) P B
Jim_p(n) Eﬁo; % Taomng T %

Pritom je tato konvergence pomérné rychla, jak jsme uz vidéli vyse rekurent-
nim vypoctem hodnot po n = 10. Potvrdili jsme tedy pomérné pozoruhodny
vysledek: at uz se na tombole sejde 10, 70 nebo tieba 200 lidi, pravdépodob-
nost, Ze si nikdo neodnese véc, kterou do tomboly vénoval, je ve vSech pripadech
témé¥ stejnd: priblizné 37 %. Kdo by byl navic na zac¢atku fekl, Ze tu na nés
zni¢ehonic vyskoci Eulerovo ¢islo ...

Myslim, zZe tato tloha je krasnou ukazkou propojeni nékolika oblasti mate-
matiky, z nichz vétsina je pfitom srozumitelné uz na st¥edoskolské trovni. Spise
nez rovnou pii vykladu permutaci ji vsak doporucuji zaradit pozdéji, napt. jako
opakovani poté, co uz byly vylozeny zakladni principy pocitani pravdépodob-
nosti; zaroven se hodi, kdyz studenti znaji uz i posloupnosti, popi. Eulerovo
¢islo. Téz se mi osvédcilo neuvést tuto tlohu hned vyrazem permutace, nybrz
nechat studenty, zda si jeji zadani s timto konceptem sami spoji. I pro ucitele
je pak inspirativni sledovat, jak se studenti s timto vlastné velmi jednoduchym
a srozumitelnym problémem vyporadaji.
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3 Skladani permutaci: Struktura symetrii

V predchozi ¢asti jsme predstavili, jak ndm pojeti permutaci coby zobrazeni
a hledani jejich pevnych bodid miZe pomoci uchopit jednoduse formulovanou
tlohu o pravdépodobnosti v tombole. V této ¢asti se zaméifime na dalsi aspekt
takto pojatych permutaci, a to jejich skladani, pomoci néhoz zase mtuzeme lépe
porozumét strukture symetrii raznych geometrickych i abstraktnich objektu.
Zacénéme ovSem zdanlivé nesouvisejici ilohou (pfevzatou od doc. Antonina Jan-
Catika z PedF UK):

Oslava. Doplite ¢isla 5, 6, 10 a 12 tak, aby pfibéh daval smysl:

(a) Terezka koupila ... bali¢k bonbont na oslavu,
(b) které se celkem ... zGcastnilo d&ti.

(¢) Kazdy bali¢ek obsahoval ... bonbont a

(d) kazdé dité tak dostalo ... bonboni.

Najit néjaké feseni neni tézké: napi. (a) 5 balicku, (b) 6 déti, (c) kazdy
bali¢ek po 12 bonbonech a (d) kazdy dostal 10 bonboni. Takovou tlohu hravé
vyfFesi uz déti na prvnim stupni zékladni koly. Spravnou v8ak je t¥eba i odpoved
(a) 6, (b) 12, (c) 10 a (d) 5. Nabizi se tak otdzka: Kolik riznych feSeni mizeme
najit? Oznacime-li jednotlivé hodnoty a, b, ¢, d, mame celkem 4! = 24 mozZnosti,
jak jim pfifadit zadand cisla.

Ziejmeé ale ne kazda permutace je FeSenim; nutnou a postacujici podminkou
je, aby a-c = b-d. Otéazka tedy nyni zni: Kolika zptisoby mizeme umistit ¢isla
do této rovnosti? Mame-li jedno feseni, snadno z néj vyrobime dalsi: mizeme
prohodit bud ¢&isla na mistech a a ¢, nebo na mistech b a d, nebo oboje provést
soucasné. Také vSak mutzeme prohodit ¢isla obou stran rovnosti, tedy napf. a
s b a soucasné c s d, a pak opakovat prohazovani ¢lend jako vyse. Celkem
tak mizeme prohodit ¢leny v souinu na levé strané, nezavisle na nich ¢leny
v soudinu na pravé strané a nezavisle na nich téz strany rovnosti: dostavame
tak celkem 2 -2 -2 = 8 moznosti.

Mizeme si ale néjak lépe predstavit strukturu téchto feSeni? Vezmeme-li
napft. FeSeni (5,6,12,10) a (6,12,10,5), dostaneme druhé z prvniho pomoci
cyklické permutace (a b ¢ d). Zaroveni tuto permutaci miizeme zopakovat, ¢imz
ziskdme dalsi feseni (12,10,5,6). To také mlizeme ziskat z ptivodniho FeSeni
rovnou, a to prohozenim a a ¢ a souasné b a d, tedy permutaci (a c)(b d).
7 jednoho puvodniho feseni tak dostaneme vsech sedm dalSich pomoci téchto
permutaci: (a b ¢ d), (a ¢)(b d), (a d cb), (a c), (bd), (ad)(bc)a(ab)cd).

Nyni ale pfijde geometrické prekvapeni: Tyto permutace zaroven popisuji
v8echny symetrie ¢tverce, ozna¢ime-li jeho vrcholy postupné a, b, ¢, d (obr. 1).
Permutace (a d)(b ¢) a (a b)(c d) odpovidaji osové soumérnosti podle vodorovné
a svislé osy; dvojcykly (a ¢) a (b d) popisuji zrcadleni podle thlopficek, danych
jejich pevnymi body; (a ¢)(b d) odpovid4 stfedové soumérnosti ¢ili otoceni
0 180°; a kone¢né, ¢tyfcykly (a b ¢ d) a (a d ¢ b) reprezentuji otoceni o 90 °
v kladném (,,proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek®), resp. zaporném (,,po
sméru chodu hodinovych ruc¢ic¢ek*) smyslu.
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Obr. 1: Ctverec a, b, ¢, d a jeho osy symetrie

Dostavame tak i prehledny model mnoziny feSeni nasi pavodni lohy. Jak fe-
Seni nasi tlohy, tak symetrie ¢tverce jsou pfitom popsatelné pomoci permutaci
chapanych jako zobrazeni. Navic vSak nejde o ,,pouhou® mnozinu, jejiz prvky
by mezi sebou nemély zadny dalsi vztah; jak uz jsme nacrtli vyse, permutace
muZzeme skladat, tedy prvky po jednom ,prohdzeni“ prohdzet znovu a sle-
dovat, jaky je vysledek vzhledem k vychozimu stavu. Slozenim dvou takovych
permutaci je tedy opét permutace.

Pri tom ovSem zalezi na potradi, v jakém permutace provedeme. Ilustrujme
to na prikladu skladani symetrii naseho ¢tverce. Ozna¢me f otoceni o 90°
v kladném smyslu popsané permutaci (a b ¢ d) a g zrcadleni podle svislé osy,
tj. permutaci (a b)(c d). Pokud nejprve ¢tverec otoc¢ime a nasledné zrcadlime,
vrcholy a, b, ¢, d prejdou v umisténi a, d, ¢, b; matematicky zapsano®

a b ¢ d
fog:(a d c b):(bd)'

Tato vyslednd permutace tedy odpovida zrcadleni podle thlopficky AC. Na-
opak, pokud étverec nejprve zrcadlime a pak otoc¢ime, je vysledkem g o f =
=(ab)(cd)o(abcd) = (ac), tedy zrcadleni podle Ghlopticky BD. Vidime
tedy, ze sklddani permutaci obecné neni komutativni.

Soucasné, ke kazdé permutaci najdeme permutaci opacnou neboli inverzni,
kterd nam vrcholy vrati na ptivodni misto: napf. k otoceni (a b ¢ d) je to oto-
¢eni v opatném sméru: (a d ¢ b). Vysledkem slozeni t&chto dvou permutaci pak
je permutace identickd, kterd nechava vSechny prvky na misté, ¢i slovy z pred-
chozi ¢asti, ma vSechny body pevné. Takto vybavend mnozina permutaci tedy
ma strukturu grupy; muzeme tak mluvit nejen o mnoziné permutaci, nybrz
o grupé permutaci. (Pfesné definice grupy mtize ¢tenaf nalézt napt. v [1, str. 52
a nésl.].)

5 Drzime se zde konvence skladani zobrazeni ,zleva doprava“: zapis f o g znamené nejprve
provést zobrazeni f a nésledné zobrazeni g. V pripadé obvyklejsiho skladani funkci bychom
to vyjadiili tak, ze (f o g)(z) = g(f(z)).
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Pouzit grupu permutaci je tak jedna z nazornych moznosti, jak efektivné
popsat symetrie néjakého objektu — a to nejen jejich pocet ¢i druh, ale navic
strukturu, tedy to, jak se spolu skladaji a tedy jako spolu souviseji. Takové
zkoumani struktury symetrii se muze hodit nejen pro hlubsi porozuméni, ale
pfiklad uvedeme pravidelny ctyistén (dale jen Gty¥stén) a krychli. Pfi Gteni
doporucujeme zkouset si uvedené postupy na realném modelu nebo si alespon
kreslit obrazky. Pékné zpracovani tohoto tématu véetné doprovodnych cviceni
také ¢tendf nalezne napi. ve volné dostupnych skriptech Open University [9].

Obr. 2: Pravidelny ¢tyistén a, b, ¢, d

Symetrie ¢tyisténu. Symetrie ¢tyfsténu nejlépe vyjadiime pomoci permu-
taci jeho vrchold, které opét oznacime a, b, ¢, d (obr. 2). Zaméfme se nejprve na
primé shodnosti: kolem jakyjch os muzeme Ctyistén otacet? Kazdym ze ¢tyt vr-
cholt a stfedem protilehlé stény vede jedna osa otaceni, kolem niz mtzeme Ctyt-
stén otocit 0 120° v kladném i zdporném sméru. Témto symetriim odpovidaji
vSechny permutace s jednim trojcyklem. Co se ovSem stane, kdyz dvé takova
otoceni kolem riiznych os slozime dohromady? Napf. (a b ¢)o(abd) = (a d)(b c).

Tato permutace dvou dvojcykld pfitom odpovida otoceni ¢tyfsténu o 180 °
okolo osy prochéazejici stiedy protilehlych hran; obdobnym zptisobem miizeme
dostat dalsi dvé takova otoceni odpovidajici permutacim (a b)(c d) a (a ¢)(b d).
Zajimavé pritom je, ze slozenim dvou téchto permutaci (v libovolném poradi)
dostaneme tfeti, takze spolu s identickou permutaci tvofi podgrupu grupy sy-
metrii pravidelného ¢tyrsténu; to geometricky odpovida tomu, ze kdyz v pro-
storu slozime dvé otoceni o 180° okolo na sebe kolmych os, ziskdme otoceni
0 180 ° okolo osy k obéma ptivodnim osdm kolmé.

Celkem jsme tak nasli 11 rotaci pravidelného ¢tyfsténu, které spolu s iden-
tickou permutaci tvoii dvanactiprvkovou grupu. A jak je to s nepfimymi shod-
nostmi? Snadno odhalime Sest zrcadleni (rovinnych soumérnosti) podle roviny
prochazejici vzdy jednou hranou a stfedem hrany protilehlé; tém tak odpovida
Sest permutaci s jednim dvojcyklem: (a b), (¢ d), (a ¢), (bd), (a d) a (b ¢). Pokud
libovolné dvé z nich slozime, dostaneme jednu z jiz odhalenych pfimych shod-
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nosti — otoceni okolo jejich spole¢né priisec¢nice o dvojnasobek tihlu, ktery spolu
roviny zrcadleni sviraji, tedy o 120 ° nebo o 180°; napf. (a b) o (a ¢) = (a b ¢).

Co se ale stane, kdyz slozime jedno z téchto zrcadleni s néjakym otocenim?
Pokud osa otoceni lezi v roviné zrcadleni, dostaneme opét zrcadleni, ovSem
podle jiné roviny: napt. (a b) o (a b ¢) = (a ¢) nebo (a b) o (a b)(c d) =
= (¢ d). Pokud tomu ale tak neni, dostaneme ve vysledku nepifimou shodnost,
kterd prohazuje vSechny &tyfi vrcholy: napt. (a b) o (b ¢ d) = (a ¢ d b) nebo
(ab)o(ac)(bd) = (adbc); obdobné zfejmé dostaneme vsech Sest cétyfcykli.
Jejich geometricka intepretace se poné€kud vzpira nasi predstavivosti: je to sice
nepfimé shodnost, ale nikoliv pouhé zrcadleni podle néjaké roviny — jak se
muzete presvédcit na modelu, zadnou takovou rovinu nenajdete —, nybrz slozeni
zrcadleni podle roviny a otoceni, které se nékdy nazyva rotoreflexe [14].

Celkem jsme tak nasli 12 nepfimych shodnosti pravidelného Ctyt¥sténu: Sest
obvyklych zrcadleni a Sest podivuhodnych rotoreflexi. Samy o sobé vsak netvori
grupu, nebot sloZeny spolu ddvaji shodnost pfimou. KdyZ je vSak sesypeme do-
hromady i s vyse zkoumanymi pfimymi shodnostmi, dostaneme celkem 24 shod-
nosti — symetrii pravidelného ¢tyrsténu. Soucasné to je ale vSech 24 moznych
permutaci jeho vrcholti — naSe hledani tak je u konce, vice symetrii ¢tyfstén
mit nemuze, nebof kazd4 takovd shodnost musi prevadét vrcholy mezi sebou
a timto zobrazenim jiz je jednozna¢né urcena.

Tak jsme se alespon pokusili nacrtnout, Ze skladani permutaci muze byt
i Sikovnym nastrojem, jak objevovat a popisovat symetrie néjakého geometric-
kého objektu; navic zachycuje i jejich strukturu, tedy jak se skladaji. Z tohoto
hlediska také muzeme fTici, Zze pravidelny ctyrstén je symetrictéjsi nez ctverec:
zatimco ¢tverec umoziuje jen nékteré permutace svych vrcholi (celkem 8),
u Ctyfsténu jsou mozné vsechny.

Vyse uvedené priklady jsou zaroven zastupci vyznamnych t¥id permutacnich
grup, tzv. dihedralnich, alternujicich a symetrickych. (K permuta¢nim grupam
blize viz napf. ucebnice algebry [3] ¢ [10].) Za¢néme od konce: Symetrickd
grupa na n prvcich, znaci se S,,, oznacuje grupu vSech permutaci na n prvcich;
celkové tedy obsahuje n! permutaci. V nasem piipadé popisovala S, vSechny
symetrie pravidelného ¢tyfsténu. Alternujici grupa na n prvcich, A,, oznacuje
grupu tzv. sudych permutaci na n prvcich, kterych je %’ Nebudeme zde za-
bihat do podrobnosti, jen prozradime, Ze sudost ¢i lichost permutace mtzeme
urcit napf. podle sudosti a lichosti poctu cyklid sudé délky a skladani sudych
a lichych permutaci se chova obdobné jako néasobeni sudjch a lichych cisel.
V nasem pfipadé popisovala A4 vSechny pfimé symetrie (tj. rotace a identitu)
pravidelného C¢tyisténu. Konecéné, dihedrdlni grupa D, je grupa vSech symet-
rii pravidelného n-thelniku a obsahuje tedy vybrané permutace na n prvcich
odpovidajici jeho otofenim a osovym soumeérnostem; celkem jich je 2n. V na-
Sem pripadé popisovala D4 vSechny symetrie ¢tverce a také feseni ivodni tlohy
o bonbonech.

Symetrie krychle. Zavérem této Casti se jesté zminme o krychli. Prizkum
jejich symetrii uz mtze ¢tenaf podle predchoziho ndvodu provést sdm (¢i se
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svymi studenty). Dotknéme se nejprve jen téch pfimych, tedy rotaci. Kolik
jich bude? Zifejmé mame 3 - 3 = 9 rotaci okolo kazdé ze t¥i os prochazejici
stfedy protilehlych stén o 90°, 180° a 270 °; dale 6 rotaci o 180 ° okolo kazdé
z os prochézejici stfedy protilehlych hran; a konecné 4 - 2 = 8 rotaci o 120°
v kladném ¢i zdporném smeéru okolo kazdé z télesovych tthlopricek; jednotlivé
osy znazornuje obr. 3. Kdyz k tomu pridame identitu, dostavame tak celkem
24 ptimych shodnosti. (Pov§imnéme si, ze je jich stejné jako vSech shodnosti
u pravidelného ¢tyfsténu ... )

Obr. 3: Osy ptimych symetrii krychle®

Jejich skladani opét muzeme prozkoumat pomoci permutaci. OvSem, co bu-
deme permutovat? Jako prvni se nabizeji, obdobné k predchozim ptikladtm,
permutace vrcholi: tedy néjaka podgrupa symetrické grupy Sg. Jenze, to je jako
jit s kanénem na vrabce: Sg obsahuje celkem 8! = 40320 permutaci, kdezto nam
jich stac¢i pouze 24. Nenajdeme néco vhodnéjsiho? Ano — milZeme permutovat
stény! Zde uz pujde o podgrupu grupy Sg, ovSem stale mnoho permutaci ne-
vyuzijeme ... Nebudeme ¢tenare dale napinat: Nejvhodnéjsi popis se nabizi
pfes permutace ¢tyf télesovych thlopficek — vyjde piesné na onéch 4! = 24
permutaci, které jednoznacné odpovidaji vyse popsanym rotacim.

Nechavame uz na Ctenéfi, aby si je zkusil rozt¥idit. A souvislost se symetri-
emi pravidelného Ctyfsténu? Zkuste jej vytvorit z vybranych vrchola krychle.
Jesté dodejme, ze i nepfimych shodnosti krychle lze nalézt pravé 24, pricemz
opét jednoznacné odpovidaji permutacim télesovych thlopticek; z kazdé primé
shodnosti je dostaneme jejim sloZzenim se stfedovou soumérnosti (inverzi) podle
stfedu krychle, kteréd, na rozdil od dvourozmérného piipadu, je v trojrozmér-
ném prostoru shodnosti nepfimou (viz téz [14]).

6 Zdroj: Wikimedia Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EB1911
_Crystallography_-_Fig._5.%E2%80%94Axes_of_Symmetry_of_a_Cube. jpg



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EB1911_Crystallography_-_Fig._5.%E2%80%94Axes_of_Symmetry_of_a_Cube.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EB1911_Crystallography_-_Fig._5.%E2%80%94Axes_of_Symmetry_of_a_Cube.jpg
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4 Shrnuti a zaveér

V pfispévku jsme nacrtli dva typy tloh, které se sice vyskytuji az ve vyso-
koskolské matematice, ale mizeme je zafadit do vyuky uz na stfedni skole.
Spoleénym jmenovatelem hleddni pevniych bodu i zkoumdnt struktury symetrii
je pritom pojeti permutace jako bijektivniho zobrazeni na konecné mnoZiné, ni-
koliv pouze jako usporadani jejich prvki, jak jsou dosud permutace pojimany
ve stiedoskolskych ucebnicich kombinatoriky.

Soucasné, pojeti permutaci coby zobrazeni nejen ukazuje zajimavé souvis-
losti a pfedstavuje uziteéné nastroje pro uchopeni nékterych otazek, ale otevira
i cestu k dalsi, pokrocilejsi matematice. S permutacemi se setka snad kazdy stu-
dent linearni algebry pfi obecné definici determinantu matice.” Studium grup
permutaci se pak zrodilo pfi reSeni zdanlivé nesouvisejici otazky feSitelnosti po-
lynomiélnich rovnic patého a vyssiho stupné, kterd zaméstnavala matematiky
po nékolik staleti a dnes ji shrnuje tzv. Galoisova teorie. (Tu p&kné predsta-
vuje napf. populariza¢ni prace [6].) Dalsi oblasti pak jsou nékteré hry a tlohy
tzv. rekreac¢ni matematiky: napt. feSeni tzv. Lloydovy Patndctky nebo i popis
zndméjsi Rubikovy kostky — viz [8], [13] a velmi podrobné [11].

Samoziejmé, témto pokrocilejsim oblastem matematiky se v navazujicim
studiu bude vénovat spiSe mensina stiedoskolskych studenti. Presto povazuji
za uzitecné, pokud se i s timto druhym pojetim permutaci na predstavenych
ulohach setkaji vSichni studenti. Pro¢? Zejména proto, ze propojenim mnoha
oblasti matematiky — kombinatoriky, pravdépodobnosti, posloupnosti a funkci,
stereometrie — mizeme prakticky ilustrovat, Ze matematika neni jen pouziva-
nim pfedem pfipravenych postupi na k tomu urcené ulohy, ale také uménim
hledat souvislosti a vytvaret nastroje, pomoci nichZz vnasime do zprvu nejas-
nych problémt prehlednost.
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VYUZITI GEOGEBRY K ROZVOJI
KOMBINATORICKEHO MYSLENI

DANIELA BiMoVA, Jikf BREHOVSKY

Piispévek je zaméfen na uvedeni moznosti vyuziti GeoGebry k rozvoji kombi-
natorického mysleni zakt na zdkladni a stfedni skole. Zabyva se fesenim kom-
binatorickych tloh s geometrickym kontextem a popisuje tak moznosti vzajem-
ného propojeni geometrie a kombinatoriky. Souc¢asti pfednasky jsou predevsim
ukézky konkrétnich reseni vybranych kombinatorickych tloh s geometrickym
kontextem za pomoci vyuziti dynamickych appleti vytvofenych v programu
GeoGebra.

1 Uvod

Kombinatorika je jednou z nejstarsich odvétvi diskrétni matematiky, ktera
sahéd az do 16. stoleti, kdy hazardni hry hraly klicovou roli ve spolecenském
7ivoté [1]. Tento zdjem podnécoval matematiky k hlubsimu zkouméni jejich
principu a k vybudovani uceleného matematického aparatu. V soucasné dobé
je kombinatorika vyznamnou soucasti matematickych osnov. Jako celek ob-
sahuje bohatou strukturu dtlezitych principt, které zasahuji i do dalSich ob-
last{ matematiky [3]. Ve své podstaté je feSeni kombinatorickych tiloh vhodné
k uplatnovani heuristickych pristuptl a napoméha tak u zakt rozvijet schop-
nosti vyuzivat heuristické strategie pri feseni problému. Uplatnénim takovych
zpusobl feSeni problémt pfi vyuce matematiky dochéazi také ke zkvalitnéni
komunikace mezi zaky [5].

Kombinatorika je tak jednim z vhodnjch nastroji ke zvySovani matema-
tické gramotnosti a dalSich klicovych kompetenci zakt. Proto skolskou kom-
binatoriku chapeme jako podstatnou soucast matematické kultury vzdélavani.
Dulezitost rozvijet u zakiu kombinatorické mysleni byla prokazana celou fadou
odbornych studii (napt. [2, 6, 8, 9]). Vysledky téchto studil ukazuji na obtize
zakl s Fesenim uloh, které vyzaduji od zaku kombinatorické uvazovani. Ob-
dobné zavéry ukazuji i mezinarodni studie vysledku ve vzdélavani.

O diilezitosti geometrie ve vyuce matematiky pise jiz profesor Cech [4], ktery
ve své metodice vénované vyuce geometrie v primé napsal: Fuklidovskd geomet-
rie je nejstarsi a dosud nepredstiZeny vzor exaktniho baddni, takZe jeji studium
muze prispét ke vzdélani také ve vyssim smyslu nez pouhym ziskanim konkrét-
nich védomosti. O témér padesat let pozdéji upozornuje také profesor Kolar na
velmi slabé védomosti zakt z geometrie, které dava mimo jiné do souvislosti se
zménami jejich osnov [7].

V soucasné dobé dochazi k pravam a diskuzim nad obsahem matematic-
kého vzdélavani v ramci RVP a ke korekcim mnozstvi uciva, které bude zaktm
a studentim ve vyuce matematiky predkladano. Nékteré oblasti matematiky



22

budou velmi pravdépodobné redukovany. Proto se domnivame, Ze je vice nez
v jiné dobé nutné hledat rtizné moznosti efektivniho propojovani téch oblasti
matematického vzdélavani, které jsou jiz nyni pro zaky obtizné, casové malo
dotované, ale v ziskdvani matematickych kompetenci nemalo dulezité. Jsme
presvédceni o tom, ze kombinatorika a geometrie jsou pravé ty oblasti uciva,
které si vyssi pozornost zasluhuji.

2 Kombinatorické ulohy s geometrickym kontextem

Uloh, které svim kontextem propojuji kombinatoriku a geometrii, je celd fada.
Nékteré vyuzivaji pouze rizné geometrické pojmy nebo prostfedi, jako napfi-
klad: Kolik vlajek skladajicich se ze tii obdélnik mizeme vytvorit pomoci péti
ruznych barev tak, aby se zadna z barev neopakovala? Jiné vyzaduji od fesi-
tele hlubsi geometrické znalosti a dovednosti, témi se budeme zabyvat v dalsi
casti textu. Uvedeme nékolik uloh, které jsou z naseho pohledu vhodné praveé
k propojeni kombinatoriky a geometrie a pfispivaji tak k rozvoji kompetenci
zakl v obou zminénych oblastech matematiky. Pujde vzdy o takové priklady,
k jejichz tispésnému vyreseni budou zaci vyuzivat znalosti z obou oblasti.

Radi bychom také v ramci feSeni téchto tloh u zaka rozvijeli kompetence
tykajici se informacni gramotnosti, a proto k prezentaci jednotlivych feseni
budeme s vyhodou vyuzivat program GeoGebra a internetové rozhrani Geo-
Gebra knihy. GeoGebra kniha s ndzvem Kombinatorické dlohy s geometrickym
kontextem je vytvorena ve dvou verzich. Verze pro studenty, kterou lze oteviit
pomoci odkazu www.geogebra.org/m/ukyd4kqd, obsahuje dynamické applety
s texty zadani uloh, pripadné s grafickymi zadanimi dloh a také s volnymi
misty pro feSeni pfislusnych dloh. V soucasné dobé existuje moznost zobrazeni
menu, nastroji, formatovaciho panelu, vstupniho fadku, ikony pro resetovani
konstrukce aj. programu GeoGebra u jednotlivych appletd v internetovém roz-
hrani GeoGebra knihy. Diky moznostem jejich aktivniho uziti mohou uziva-
telé Tesit tlohy pfimo ve vytvorenych dynamickych GeoGebra appletech. Ve
verzi GeoGebra knihy urcené pro ucitele, ktera je dostupna na webovém linku
www . geogebra.org/m/crbt7v6y, jsou prezentovana nejen zadani tuloh, ale i je-
jich TeSeni. GeoGebra kniha s ndzvem Kombinatorické ulohy s geometrickym
kontextem bude postupné obsahovat nejen piiklady zminované v tomto pfi-
spévku, ale i fadu dalsich podobnych uloh.

2.1 Tulipany

Zahradnik dostal za kol zasadit cibule 6 tulipand do tii riznych fad po tfech
tulipanech. Cibule jsou pfedstavovany oranzovymi body na obrazku 1. Rozmis-
téte v ndkresné cibule tulipant takovym zptisobem, resp. zptisoby, jak je mohl
zahradnik zasadit na zahon. Pomoci pfipravenych tsecek zobrazte 3 rady, ve
kterych jsou cibule tulipana zasazeny.

(Lze zatadit pro Ziky od 5. roc¢niku ZS)


https://www.geogebra.org/m/ukyd4kqd
https://www.geogebra.org/m/crbt7v6y
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° ® e ® e ®
Obr. 1: Grafické zadani ilohy pojmenované ,Tulipany*

Resent. Uvodni tlohu tulipany zafazujeme jako ukézku takového typu tloh,
které lze k rozvoji kombinatorického mysleni vyuzit i u mladsich zakt. Tato
tloha ma také propedeuticky potencidl k pozdéjsimu zarazovani kombinatoric-
kych tloh s geometrickym podtextem a jejich feseni v programu GeoGebra. Re-
Seni se opird o axiomy usporadani a vyuziva se pfi ném manipulativni ¢innost.
Dalsi skutecnost, kterou pokladame u takovych tloh za dilezitou, je reprezen-
tace realnych situaci pomoci geometrickych objekti. Jako v tomto piipadé, kdy
zobrazujeme cibule tulipAni pomoci bodi. Obé fesSeni tlohy jsou uvedena na
obrazku 2.

Obr. 2: Reseni tlohy pojmenované ,, Tulipany*

2.2 Pifimky

Je déano Sest bodi, z nichz zadné tii nelezi v pfimce.

a) Kolik pfimek uréuje téchto Sest bodu?

b) Kolik pfimek prochézi kazdym z téchto bodu?
Reseni demonstrujte na vhodné zvoleném obrazku v rovnobé&zném promitani,
pfipadné ve volném rovnobézném promitani.

(Uréeno pro studenty stiednich $kol)

Resend. V tomto piipadé musi fesitel ovladat nejen axiomy incidence, ale také
zvolit vhodnou grafickou reprezentaci zadané situace. Vhodnym obrazkem lze
zadanou situaci zprehlednit a lépe se v celé situaci zorientovat. Sest bodii,
z nichz zadné t¥i nelezi v primce, mohou byt naptiklad vhodné zvolené vrcholy
krychle. Napfiklad vrcholy A, B, C, E, F', H pii obvyklém znaceni krychle na
obrazku 3. Hledané pfimky pak mutzeme zobrazovat v sepéti s hranami krychle.
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B

Obr. 3: Zvolené body na krychli

a) Na zékladé platnosti axiomu incidence vime, Ze kazdymi dvéma réiznymi
body prochézi jedina pfimka. Pfitom popis pfimky nezavisi na poradi bod,
které danou primku urcuji. Protoze nezavisi na potradi bodil, pak pocet pti-
mek urcenych Sesti body, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce, uréime jako
kombinace druhé t¥idy z Sesti prvki. Pouzijme tedy vzorce

6 6!
- (%) = gty -5

7 pohledu kombinatoriky je feseni tilohy snadné. V nasem piipadé€ se jedna
optimky AB, AC, AE, AF, AH, BC, BE, BFF, BH,CE,CF,CH, FF, EH,
FH. Bez vhodné grafické reprezentace a patfi¢nych geometrickych znalosti by
feseni bylo znac¢né obtizné. Na misté jsou samoziejmé dalsi tvahy, které je
vhodné s zédky promyslet. Lze ke grafické reprezentaci vyuzit i jiné geometrické
objekty? Zavisi pocet pfimek na prvotni volbé boda?

b) K zakresleni feSeni v rovnobé&zném promitini vyuZzijeme opét krychli.
7 obrazku 4 i z vyc¢tu pfimek je zfejmé, ze kazdym ze Sesti zvolenych bodu
prochazi praveé pét primek. Pocetné 1ze tuto tlohu fesit vicero zpisoby. Situaci
nam vzdy uleh¢i vhodny obrazek.

Obr. 4: Grafické feseni ulohy
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2.3 Vnitfni thly konvexniho étyfuahelniku

Z mnoziny velikost{ thla U = {29°,95°,132°,44°,155°} sestavte vechny ta-

kové trojice tihlu, které mohou byt velikostmi vnitfnich thlt konvexniho ¢tyf-

thelniku. Pritom neuvazujte situace, v nichz se uhly ve ¢tyftahelniku opakuji.

Kolik takovych trojic thli mtzeme z mnoziny U vytvorit? Kolik takovych ¢tyt-
thelnikt existuje?

(Bez pouZiti vzorce pro vypocet kombinaci lze zaradit od 8. roéniku ZS.

S pouzitim vzorce pro vypocet kombinaci uréeno pro studenty stiednich §kol.)

Resend. Pii feSeni této tlohy je nutné, aby si fesitel uvédomil viechny podstatné
vlastnosti konvexniho ¢tyfihelniku, které v kone¢ném disledku ovlivni sprav-
nost feseni. Pocet trojic velikosti vnitinich Ghld z mnoziny U uréime snadno.
Vzhledem k tomu, Ze pfi jejich vybéru nezavisi na poradi, vyuzijeme opét vzo-
rec pro kombinace tfeti tFidy z péti prvka

5 5!
69~ (%) = gty -0

Vidime, ze takovych trojic existuje celkem deset. Dale vime, Ze soucet velikosti
vnitFnich thli v konvexnim ¢tyfuhelniku je roven 360 °. Také plati, Ze pokud ma
byt vznikly ¢tyrahelnik konvexni, pak velikost kazdého jeho vnitiniho thlu musi
byt mensi nez 180 °. Nyni je nutné na zakladé téchto znalosti urcit, které z trojic
mohou byt vnitinimi tthly konvexniho ¢étyrihelniku. Do tabulky 1 vypiseme
vSechny trojice velikosti a vypoctem ovéfime vysSe zminéné vlastnosti.

Zvolena trojice velikosti Soucet velikosti 360° — sy,
Up ={29°,95°,132°} sy, =29°+95°+132° = 256° 104°
U; ={29°,95°,44°} sy, =29°4+95° +44° =168° 192°
Us ={29°,95°,155°} Sy; =29°+95°+155° =279° 81°
Us ={29°,132°,44°} sy, =29° 4 132° 4 44° = 205° 155°
Us = {29°,132°,155°} | sy, =29° +132° + 155° = 316° 44°
Us = {29°,44°,155°} Sy, = 29° 4 44° 4 155° = 228° 132°
U; ={95°,132°,44°} sy, =95° +132° 4 44° = 271° 89°
Us ={95°,132°,155°} | sy, =95° + 132° + 155° = 382° —22°
Ug = {95°,44°,155°} Sy, = 95° 4+44° 4+ 155° = 294° 66 °
Uio = {132°,44°,155°} | sy,, = 132° 4+ 44° +155° = 331° 29°

Tab. 1: Ovéfeni vlastnosti pro dané trojice tthlu

Z tabulky 1 je patrné, ze dvé trojice thld Us a Ug nesplnuji podminky pro
vytvoreni konvexniho ¢tyfuhelniku. Pro trojici Us je velikost zbyvajicitho tthlu
rovna 192°, coz je nekonvexni thel. Soucet velikosti trojice thla Uy je roven
382°, coz je vice nez 360 °. Zbyvajicich osm trojic velikosti thla spliiuje pod-
minky pro sestrojeni konvexniho ctyiuhelniku, pficemz pro trojice thld Uy,
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Us, Ug a Uy vychazi konvexni ¢tyftahelniky se shodnymi vnitinimi thly. Z na-
Seho pohledu je velmi zajimava i otazka: Kolik takovych ¢tyfuhelnikt existuje?
Ta mé potencidl k podniceni diskuze nad moznostmi shodnosti a podobnosti
vytvarenych ¢tyruhelnikad.

2.4 Obkladacky s trojuhelnikovymi vzory

V obchodé prodavaji obkladacky obdélnikového tvaru, které vypadaji shodné
jako obkladacka na obrazku 5. Tyto obkladacky jsou zajimavé tim, ze kazda
z nich je tvofena Ctyfmi trojuhelniky, které maji stejny obsah. Navrhnéte dalsi
vzory dvoubarevnych obkladacek, jejichz vzor je tvoren Ctyimi trojihelniky
o stejném obsahu. Pfitom trojihelniky se spole¢nou stranou nesmi mit stej-
nou barvu. UvaZzujte pouze riizné obkladacky. (Dvé obkladacky povazujeme za
shodné, pokud jednu z nich obdrzime z druhé oto¢enim o 180°.)

(Prevzato z 1. kola 45. roéniku matematické olympiddy kategorie Z6, sk. rok
1995/1996. S ohledem na vyuZiti algebry pro ovéient velikosti obsahi rizngjch
obklddacek je uloha urcena pro Zdky 8. roéniku zdkladni Skoly a starsti.)

Obr. 5: Prodavand obkladacka

Resent. Pro lep#i nahled na vlastnosti prodavané obkladacky poslouzi ovéfeni
shodnosti obsaht vykreslenych trojihelnik. Na obrazku 6 zvolime obvyklé
znaceni obdélniku a jeho pfislusnych stran a = |AB|, b = |BC|. Z vlastnosti
obdélniku je zFejmé, ze trojuhelniky ABS a C'DS jsou shodné podle véty sss,
analogicky jsou shodné i trojahelniky BC'S a ADS. Staci tedy urcit obsah dvou
trojuhelnikt, naptriklad ABS a BC'S.

D C
b
s ]
Vp = al2
K Vo = b/2
A a B

Obr. 6: Oznaceni obdélnikové obkladacky

Obsah trojuhelniku ABS vypocitame pomoci vztahu

a-v, a b _ab

2 2 2 4

SaaBs =
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Obsah trojuhelniku BC'S spocitame ze vzorce

ba

b- Up
SaBcs = =

b a
2 2 2 4

7 uvedenych vypoctl je ziejmé, ze velikosti obsahtt vSech ¢tyT trojihelnikt
jsou stejné. K rozdéleni obdélniku na ¢tyti trojihelniky o stejném obsahu podle
vzorové obkladacky je nutné si uvédomit, ze v kazdém novém vzoru musi platit
tato pravidla. Je nezbytné, aby jedna strana (respektive vyska) kazdého ze ¢tyf
trojuhelnikt na prislusné obkladacce byla rovna délce jedné ze stran obdélniku,
nésledné pak délka k ni pfislusné vysky trojihelniku (respektive ji p¥islusné
strany trojuhelniku) byla rovna poloving druhé strany obdélniku. Muze vSak
nastat i situace, kdy se uvedené délky na vzoru jedné obkladacky kombinuji,
viz napriklad vzory obklddacek vpravo nahote a vlevo dole na obrazku 7. Nebo
tak, jako je tomu u zadané obkladacky. Tedy, ze kazdy ze ¢tyf rovnoramennych
trojuhelniktt mé velikost zakladny rovnu velikosti jedné strany obdélniku a veli-
kost k ni prislusné vysky rovnu poloviné druhé strany obdélniku. Na obrazku 7
jsou ve zmenSeném méritku zakresleny vybrané vzory obkladacek. Celkem je
mozné vytvorit 18 vzort obkladacek véetné té vzorové.

Obr. 7: Piiklady moznych vzora obkladacek

Ovéteni, ze velikosti obsaht ¢tyf trojuhelnikti na pfislusném vzoru obkla-
dacky jsou stejné, je mozné provést analogickym zpusobem, jako je ucinéno
pro vzorovou obkladacku. Pro jeden vybrany vzor je toto ovéfeni naznaceno na
obrazku 8.

D Vb =a C
T4 b/2
v,=b T3 - Spe
T1 T2 b/2

A a2 Sy a2 B

Obr. 8: Oznaceni zvolené obkladacky pro ovéreni shodnosti
obsaht trojihelniki
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2.5 Vysky staveb ze ti¥i cihel

Tti shodné cihly stavime riznymi zptsoby na sebe. Rozméry jedné cihly jsou
nasledujici: délka d = 29 cm, Sitka s = 14 cm a vyska v = 6,5 cm. Urcete, jaké
rizné vysky mohou mit stavby vytvofené ze tif dangch shodnych cihel. Reseni
demonstrujte na vhodné zvoleném obrazku v rovnobézném promitani, resp. ve
volném rovnobézném promitani.

(Upraveno dle udlohy z 1. kola 45. rocniku matematické olympiddy kategorie
Z4, k. rok 1995/1996. Bez pouZiti vzorce pro vgpocet kombinaci lze zatadit od
5. roéniku ZS. S pouZitim vzorce pro vijpocet kombinaci uréeno pro studenty
stiednich §kol.)

Reseni. Kazdou takovou cihlu mfizeme na podlozku postavit tiemi zpiisoby.
Protoze pfi sestavovani staveb ze tii cihel nezavisi na poradi jejich jednotlivych
poloh a polohy jednotlivych cihel se mohou opakovat, pocet vSech staveb zis-
kame jako pocet kombinaci s opakovanim tfeti tfidy ze tii prvkd. Vyuzijeme
tedy vzorec

C'(k,n) = (”“L:_l),

C'(3,3) = (Z) =10.

Celkem je mozné vytvorit deset staveb, jejichz jednotlivé vysky udava tabulka 2.

Oznaceni polohy cihel | Soudet vysek [cm] | Celkové vyska stavby [cm)]
d—d—d 29 +29 4 29 87
d—d—s 29+29+ 14 72
d—d—wv 29+ 29 16,5 645
d—s—s 29+ 14+ 14 57
d—s—v 29+ 14165 495
d—v—w 29+6,54+6,5 42
s—8s—s 14414+ 14 42
§—8—wv 14+14+6,5 34,5
s—v—v 144+ 6,5+ 6,5 27
vV—v—0 6,5+ 6,5+6,5 19,5

Tab. 2: Vysky jednotlivych staveb

Pro zakreslovani feSeni v rovnobézném promitani budeme kazdou ze tii shod-
nych cihel reprezentovat pomoci kvadru o stejnych rozmérech. Na obrazku 9
uvadime dvé moznosti umisténi pomoci zobrazeni kvadri namisto cihel.
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v=65cm

s=14cm

Obr. 9: Ptiklady dvou raznych cihlovych staveb

3 Zavér

Cilem prispévku bylo ukazat vhodné moznosti propojeni kombinatoriky a geo-
metrie pomoci tloh, které maji potencial rozvijet jak kombinatorické, tak geo-
metrické mysleni zakt. Nasim zamérem rovnéz bylo zobrazovat feseni v pro-
stiedi dynamické geometrie, konkrétné GeoGebry. Za timto Gcelem jsme vytvo-
ili GeoGebra knihu ve dvou verzich, pfi¢emz studentskou verzi GeoGebra knihy
Ize oteviit pomoci odkazu www.geogebra.org/m/ukyddkqd a ucitelska verze
GeoGebra knihy je dostupnd na weblinku www.geogebra.org/m/crbt7v6y.
V té budou postupné prezentovana feseni nejen zminénych piikladi, ale i dal-
Sich, které se do prispévku nevesly. Pokladame za pfinosné ucelné pii vyuce ma-
tematiky vyuzivat informacnich technologii a pfirozené tak napomahat k roz-
vijeni informac¢ni gramotnosti zakd.

7 pohledu kombinatoriky jsme volili zdmérné jednodussi pfiklady, protoze
nasim cilem nebylo vyucovat nebo opakovat kombinatorické pojmy, ale pouze
rozvijet kombinatorické mysleni fesitelt. K tomuto tcelu jsme si vybrali pro-
stfedi geometrie, protoze jsme presvédceni, ze je dobré vyuzit kazdou prilezitost
k prolindni matematickych disciplin. Obé tyto oblasti vnimame jako velmi du-
lezité a vhodné k celkovému pfispéni zvySovani matematické gramotnosti zaki.

Ve vyuziti GeoGebry pfi FeSeni podobnych prikladt spatiujeme hned nékolik
vyhod. S ohledem na geometricky kontext tiloh jde o prostiedi, které zaci znaji.
Mohou ho proto vyuzit jako néstroj bud pfimo k feseni tlohy, nebo k modelo-
vani situace, kterou tloha obsahuje. Tim lze eliminovat pfipadné nepiesnosti ¢i
zkresleni pfi vytvareni nacrtu. Kromé prehlednosti u slozitéjsich obrazku zis-
kavame diky dynamickym néastrojim programu také moznost s objekty v na-
kresnich & ve 3D okné programu manipulovat. Zaci, studenti tak okamzité
obdrzi zpétnou vazbu, zda jejich reseni spliiuje podminky zadani tlohy. Dale
je také mozné nejen urcité casti kopirovat a presouvat, ale také ménit tvary
a barvy, popiipadé pozice jednotlivych ¢asti, diky ¢emuz lze v nékterych pii-
padech snadnéji nalézt vSechna feSeni tlohy. V neposledni fadé jde o kontrolni
nastroj pro ucitele, ktery mtze mit vSechna feseni okamzité k dispozici, nebo
vyuzije moznost zobrazit pouze Cast feSeni jako navod pro své zaky. Cilem


https://www.geogebra.org/m/ukyd4kqd
https://www.geogebra.org/m/crbt7v6y
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prispévku bylo také ukazat i dalsi vhodné vyuziti GeoGebry pfi vyuce mate-
matiky.
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PRAVDEPODOBNOST V UCEBNICICH Z 19. STOLETI
Z POHLEDU TRETIHO TISICILETI

MAGDALENA HYKSOVA

Prispévek predstavuje rtizné pristupy k vykladu zékladnich pojmil a principi
teorie pravdépodobnosti obsazené v ucebnicich pouzivanych v rakouské monar-
chii v 19. a na pocatku 20. stoleti. Zptisob vykladu a zajimavé motivacni tlohy,
zahrnujici mj. nejriznéjsi sazky, loterie ¢i problémy spojené s pojistovnictvim,
predstavuji pfinosnou inspiraci i z pohledu dnesni vyuky matematiky.

1 Sazky a loterie

Jednim z hlavnich néstroj pro motivaci vyuky pravdépodobnosti byly v uceb-
nicich z 19. a pocéatku 20. stoleti rtizné sazky a loterie. Ulohy tohoto typu
neztratily na vyznamu ani o vice nez sto let pozdéji, kdy hazard zaziva neby-
valy rozmach a kazda prilezitost k objasnéni jeho nebezpeci je vitana. Kromé
toho tyto tlohy mohou pomoci pfi vykladu zakladnich pojmu a myslenek teorie
pravdépodobnosti.

1.1 Loterie a stfedni hodnota
Loterie jsou z didaktického hlediska dobrou prilezitosti k objasnéni pojmu

stfedni hodnoty, dfive oznacované jako mathematickd nadéje. llustrujme to na

vvvvv

7 roku 1883:

Ve spolecnosti rozproddano 100 losuv a vyhry stanoveny takto: jedna vyhra
2 zlaté [200 krejcartl], jedna vghra 1 zlaty, 10 viyher po 10 krejcarech, dvacet po
5 krejcarech; kterou hodnotu mda mathematicka nadéje majetnika jednoho losu?

Reseni je jednoduché a pochopitelné i pro zaka zakladni $koly. Proda-li se
vsech 100 losti, pak musi byt vyplaceno

(200-14+100-1+410-10+ 5-20) krejcartt = 500 krejcart.

Na jeden los proto v priméru pfipada vyhra
500/100 krejcard = 5 krejcart.

Vydélime-li stem hned prvni soucet, mizeme psat:

1 1 10 20
(200 " 100 + 100 - 100 +10- 100 +5- 100) krejcari = 5 krejcarti.
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Stredni hodnota vghry nebo téz ocekdvand vyhra Ci ve starSi terminologii
uplnd mathematickd nadéje pripadajici na jeden los je tedy 5 krejcara. Slovy
E. Taftla: bez uZitku a skody md tedy los hodnotu 5 kr. Z posledniho vztahu je
zaroven vidét, ze tuto stfedni hodnotu lze nalézt jako soucet mathematickych
nadeéji jednotlivych typt vyher, tedy souéinit hodnoty vyhry a pravdépodob-
nosti, ze dané vyhry dosahneme.

1.2 Sazky — spravedliva hra

Vdéénym tématem byla ve starych ucebnicich zejména tzv. janovskd neboli
mald loterie, v niz se losovalo 5 Cisel z 90 a hraci mohli uzavirat rozmanité
typy sazek, napiiklad na to, Ze zvolené ¢islo bude mezi vylosovanymi na kon-
krétni pozici (nominato) nebo na libovolném misté (extrato), déle mohli sazet
na shodu dvou (ambo) nebo t#i ¢&isel (terno), popt. kombinaci téchto p¥ipadu.
Vysi vsazené castky si hrac¢i urcovali sami v ramci stanovenych mezi, vyhra
pak byla vyplacena v kurzu, ktery byl pro kazdy typ sazky pevné dany. Pti-
pomenme, ze loterie tohoto typu mé kofeny v italském Janové na pocatku
17. stoleti,! v rakouské monarchii fungovala od roku 1752. V &irsich vrstvach
byla tato loterie velmi oblibend, zaroven vsSak byla pro negativni socialni di-
sledky predmétem ostré kritiky. I presto, ze zisk zpravidla plynul do statniho
rozpoctu, pristoupila fada zemi k jejimu zruSeni — v Prusku byla loterie ukon-
¢ena v roce 1810, v Anglii v roce 1826, ve Francii v roce 1838 a v Bavorsku
v roce 1862. V cCeskych zemich vydrzela mala loterie az do roku 1919, kdy ji
nahradila tzv. tridni loterie.

Skutecnosti, ze pojmy pouzivané v janovské loterii byly v té dobé vSeobecné
velmi dobfe znamé, vyuzivali ptfi vykladu kombinatoriky a pravdépodobnosti
mnozi autofi uéebnic matematiky. Kombinace prvni az paté t¥idy bez opakovani
byly nazyvany extrata, amba, terna, kvaterna a kvinterna a obvyklou otazkou
bylo, kolik amb, ... , kvinteren lze sestavit z 90 ¢isel malé loterie.

Na prikladech spojenych se sdzenim autoti ukazovali, Ze ve spravedlivé hie se
sazka musi rovnat mathematické nadeji, coz znamena, Ze vypsany kurz je roven
pfevracené hodnoté pravdépodobnosti piislusného vysledku. Ctenéfi pak byli
upozornovani na to, ze ve skutecnosti jsou kurzy nizsi, a tedy vsazené castky
vy$si, coz vede k zisklim provozovateld loterii, pocitdt se na chut obecenstva ve
vyhru bez vlastni prdace [15].

1 Od roku 1576 zde byli kazdé dva roky losovani dva muzi ze 120, kteii se pak stali
novymi senatory. Postupem casu lidé zacali sdzet na jména vylosovanych a podle toho, zda
uhodli jednoho nebo oba vybrané (ambo), ziskali ur¢itou vyhru. Pozdé&ji byl pocet losovanych
rozsifen na pét; nahrazenim jmen cisly pak vznikla ¢iselna loterie, kde bylo losovano 5 ¢isel
ze 120; prvni prokazatelné povolena loterie ,5 ze 120“ zacala byt provozovana v roce 1643
a v pritbéhu druhé poloviny 17. stoleti se rozsitila do dalsich italskych mést: Milana, Rima,
Turina a Neapole. V Neapoli se pak misto 120 poprvé objevilo ¢islo 90, a to v souvislosti
s hrou, v niz bylo losovano 5 divek z 90, které pak dostaly svatebni vybavu. V 18. stoleti
se Ciselné loterie jako vyhodny zdroj pfijmu do statni pokladny rozsifily i do dalsich zemi.
Podrobnéji viz [8].
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Ve sbirce tloh z aritmetiky a algebry [6] Eduarda Heisse z roku 1837 na-
piiklad nalezneme tlohu tykajici se ¢iselné loterie ve Francii, kde se losovalo
5 cisel z 90 a vyplacel se 15nasobek vsazené castky za extrato, 270nasobek za
ambo, 5500nasobek za terno a 60 000nasobek za kvaterno. Studenti méli za
kol vypocitat, kolik procent vsazenych penéz si loterie v jednotlivych pfipa-
dech ponecha.

Reseni je shrnuto v nasledujici tabulce, k jejimuz sestaveni staéi nalézt prav-
dépodobnosti jednotlivych vysledki. Vsadime-li naptiklad 1 tolar na extrato,
tedy na jedno konkrétni ¢islo, pak je pravdépodobnost vyhry ziejmé 5/90, tedy
1/18. Vsadime-li 1 tolar na ambo, tedy na dvé konkrétni ¢isla, pak pravdé-
podobnost vyhry ziskdme jako podil poc¢tu dvojic vytvorenych z vylosovanych
5 &isel (poctu ptiznivych pfipadi) a poc¢tu dvojic vytvofenych ze vSech 90 &isel
(poétu vSech moznych piipadi):

P(ambo) = ) (02t
\2/ 7\ 2/ 801  400,5

V pripadé terna a kvaterna pak jen misto dvojic uvazujeme trojice a ctvefice:

) 90 1 ) 90 1
P(terno) = (3) : <3) =171’ P(kvaterno) = (4) : <4) = 511038

Vsadime-li napiiklad 1 tolar na extrato, pak s pravdépodobnosti 1/18 vyhra-
jeme 15 tolart a s pravdépodobnosti 17/18 o vsazeny tolar pfijdeme; stfedni
hodnota vyhry je proto 15/18 = 0,833 tolaru (souéin pravdépodobnosti vyhry
a vypsaného kurzu). St¥edni hodnota zisku provozovatele loterie je pak 0,167
tolaru neboli 16,7 % . Celkem tak dostaneme nasledujici hodnoty:

Vysledek | Pravdépo- | Vypsany | Stfedni hodnota |Stfedni hodnota
dobnost kurz vyhry za 1 tolar | zisku loterie
extrato 1/18 15 0,833 16,7 %
ambo 1/400,5 270 0,674 32,6 %
terno 1/11748 5500 0,468 53,2%
kvaterno | 1/511038 60000 0,117 88,3 %

Pokud by byl naptiklad v prvnim fadku vypsany kurz 18 misto 15, pak by
byla stfedni hodnota vyhry rovna jednomu tolaru a zisk provozovatele by byl
nulovy — v takovém ptipadé bychom mohli hovotit o spravedlivé sdzce, protoze
ani jedna strana by nebyla zvyhodnéna. Podobné ve zbyvajicich piipadech:
spravedlivy kurz by byl roven pfevracené hodnoté prislusné pravdépodobnosti.
Ve skutecnosti byvaji kurzy nizsi, aby provozovatelim zarucily dlouhodoby
zisk.
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V ucebnici algebry pro stfedni skoly [17] Josefa Smolika z roku 1870 na-
lezneme mimo jiné srovnani spravedlivych kurzt a kurz v Rakousku a Italii
(opét se losuje 5 ¢isel z 90). Prehled zdroverni ilustruje, pro¢ byly v rakouské

monarchii zakdzany sdzky v zahrani¢nich loteriich:

Vysledek | Pravdépodob- | Spravedlivy Kurz Kurz
nost p kurz 1/p |v Rakousku | v Itélii

extrato 1/18 18 14 15
nominato | 1/90 90 67 70
ambo 1/400,5 400,5 240 270
terno 1/11748 11748 4800 5500
kvaterno 1/511038 511038 19210 75000
kvinterno | 1/43949 268 43949 268 48000 |1100000

K tomu lze samoziejmé doplnit i pfiklady z dnesni doby, tykajici se hazard-
nich her a kurzovych sazek. Nékteré z nich, snadno pouzitelné ve vyuce, lze
nalézt v autoréiné piispévku [9] a podrobnéji pak v pravdépodobnostni kapi-
tole sbirky aplika¢nich tloh [16]. Jednoduché, ale zajimavé ptiklady, tykajici se
vypoctu pravdépodobnosti riznych vyher, stfedni hodnoty a navratnosti sazky,
poskytuji naptiklad klasické vyherni hraci pfistroje s otacejicimi se valci opat-
fenymi danym poctem symbold, které se mohou opakovat, ale poCty ruznych
symbolu se lisi. Sazky na rozlicné sportovni a spolecenské udalosti jsou potom
zajimavym zdrojem tuloh tykajicich se odhadt pravdépodobnosti.

2 Geometricka pravdépodobnost

Geometrickd pravdépodobnost byla zavedena jako rozsifeni klasické definice
pravdépodobnosti na situace, kdy mnoziny elementarnich jevi jsou nespocetné
a pocCty priznivych a vSech moznych pfipadt je tfeba nahradit vhodnymi mi-
rami — podle situace délkami, obsahy ¢i objemy, obecnéji Lebesgueovou, popf.
Hausdorffovou mirou. Po¢atecni rozvoj byl — podobné jako tomu bylo u pravde-
podobnosti , klasické* — motivovan snahami o pochopeni ndhodnych her a nale-
zeni pravidel, ktera by zarucovala jejich spravedlnost. Pozdéji se vsak ukazalo,
ze se jednd o neobycejné dulezity nastroj umoziujici velmi efektivné a snadno
odhadnout naptiklad objem, plosny obsah ¢i délku slozitych utvart v roviné
nebo prostoru, at uz se jedna o mineraly v horniné, buiiky v tkanich, lidské nebo
zivocisné organy a jejich patologické zmény, cévni systémy nebo napiiklad feky
¢i riizné oblasti na mapach. Odhad je pritom zalozen na sondach nizsi dimenze
(rovina Fezu, linearni ¢i bodova sonda).

Pripomenme, Ze pokud prejdeme od zkouméni vlastnosti kone¢nych populaci
ke geometrickym charakteristikdm (napf. objem, plo$ny obsah, délka) trojroz-
meérnych struktur, ndhodny vybér z populace nahradime sondou nizsi dimenze
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a jako nastroj budeme misto ,klasické* teorie pravdépodobnosti vyuzivat prav-
dépodobnost geometrickou, u¢inime prechod od statistiky ke stereologii. A pro-
toze zminénymi strukturami jsme nejen obklopeni, ale jsme jimi dokonce i tvo-
feni, ma stereologie, a tedy i geometricka pravdépodobnost, pro nas zivot zcela
zasadni vyznam. Postupné se stala neoddélitelnou soucasti geologie, metalo-
grafie, biologie, mediciny, kartografie a fady dalsich obor.

Obr. 1: ,,Sonda nizsi dimenze*

Reseni tloh tykajicich se geometrické pravdépodobnosti bjva pomérné slo-
zité, zalozené na vypoctu vicenasobnych integralt. Zakladni myslenky se vSak
daji ve zjednodusené podobé zprostiedkovat i stfedoskolskym studenttim — ale-
spon do té miry, aby si uvédomili, k ¢emu je tato teorie dobra.

2.1 Odhad obsahu oblasti v roviné

Intuitivné je napfiklad snadno pochopitelné, ze pravdépodobnost, ze ndhodné
zvoleny bod X lezici v rovinné oblasti B o obsahu S(B) lezi i v oblasti C' C B
o obsahu S(C), je rovna podilu obsahii uvedenych oblasti:2
S(C)
P(X1C|X1B)=—== 1

(X1CIX1B)= 55 (1)
Naptiklad pravdépodobnost, ze nedopalek hozeny bez mireni na poklop kanalu
propadne otvorem dovnitf, je tim vétsi, ¢im vétsi ¢ast obsahu vrchni strany
poklopu tvofi otvory (nejsou-li rozméry jednotlivych otvort pfili§ malé).

Obr. 2: Tlustrace ke vztahu (1)

2 Pro geometrické objekty X, Y se symbol X 1 Y pouziva k vyjadieni skutednosti, ze
jejich prinik je nepréazdny (X zasahuje Y). Specidlné pro bod X to znamena X €Y.
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Na druhé strané bychom mohli pravdépodobnost (1) odhadnout tak, ze
bychom néhodné ,vrhali body“ na oblast B (v celkovém poctu Neex) & po-
¢itali, kolik jich zasdhne také oblast C' (pocet téchto bodl oznacme N, ):

P(XTC|XTB)§E§§]]\\£Z:1 (2)

Je-li obsah S(B) zndm, lze vztah (2) pouzit k odhadu [S(C)] obsahu oblasti C:

Nzas
Ncelk

[S(C)] = 5(B) - 3)

Jednoduseji mizeme na fez nadhodné klast bodovou testovaci mrizku zné-
zornénou na obr. 3 vlevo. Budeme-li jako oblast B uvazovat obdélnik o obsahu
S(B) =78 - Neel, ziskdme odhad

[S(C)] =78 Nyas, (4)

kde N,,s znac¢i stfedni hodnotu poc¢tu bod mtizky, které pri opakovaném né-
hodném kladeni miizky zasahly oblast C.

B

Obr. 3: Bodova miizka (vlevo); Zemé Franze Josefa (vpravo, zdroj: [20])

Uvédomme si, Ze tato metoda se lisi od pocitani ¢tverct milimetrového pa-
piru pokryvajicich zkoumanou oblast. Nesnazime se zde o odhad velikosti ¢asti
¢tvercd na hranici; jedna se o statistickou metodu, jejiz pfesnost roste s rostou-
cim pocétem opakovani. Ve skole lze bodovou metodu pouzit napriklad k od-
hadu obsahu uréité oblasti na mapé (vodni plocha, souostrovi, zalesnéné plocha
apod.) ¢i ke zkoumdni riznych biologickych objektii. Studenti ji mohou porov-
nat s jinymi metodami, které je napadnou, a uvédomit si tak jeji vyhody —
zejména pro slozité tvary.

2.2 Odhad objemu oblasti v prostoru

Podobné 1ze postupovat i v prostoru. Pravdépodobnost, ze bod X, ktery lezi
v mnoziné B, lezi také v podmnoziné C C B, je rovna podilu odpovidajicich
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objemi:
[ 4(9)
PX1C|X1TB)=—— 5
(X1OIX1B)= 5 )
Zname-li objem V(B), mizeme vzorec (5) vyuzit k odhadu objemu V(C).
K tomu staci jako oblast B uvazovat hranol o objemu V(B) = rst - Nee tvo-
feny prostorovou bodovou mfizkou znazornénou na obr. 4 vlevo. Pak ziskame
odhad objemu V(C):

N,
V(C)] = 1 V(B) = rst - Noug (6)
celk
| i
‘1 ro
//y//' v B
| 1 f/} /Jl | /T
£ L }
L y | I
£iA A | 1 C
AN L :
AN
— ¢ | /f e
)r— dy /)T/ )/l
s|red4 s| e’

Obr. 4: Bodova miizka v prostoru (vlevo) a v rovinném fezu (vpravo)

Tuto metodu lze jednoduse demonstrovat na prikladu odhadu objemu va-
jicka na zakladé zkoumani jeho fezli vytvofenych krajecem: roviny fezu tvofi
tzv. ,systematicky ndhodny“ soubor rovin; rovinné bodové mtizky v jednotli-
vych rovinach tvofi dohromady prostorovou bodovou miizku. Objem vajicka
pak mize byt odhadnut pomoci rovnice (6), kde hodnota N, je sou¢tem poétu
zasahujicich bodu v jednotlivych rovinach. Vysledek muze byt porovnan s hod-
notou ziskanou jinym zptsobem, naptiklad ponofenim nerozkrajeného vajicka
do vody v odmeérném valci. Podobné lze také odhadnout, jakou cast objemu
vajicka tvori zloutek.

Obr. 5: Odhad objemu
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V geologii, metalografii ¢i biomediciné je Casto tfeba odhadnout objemovy
podil Vi néjaké faze ve vzorku (napiiklad podil uréitého mineralu v horning).
Je-li rozloZeni sledované faze homogenni, pak by se stfedni hodnota podilu
Nyas/Neelk neméla zménit pii omezeni bodd jen na nékterou z rovnobéznych
rovin. Podil A 4 obsahii v fezu je tedy (v priuméru) roven objemovému podilu Vi,
vySetfované faze ve vzorku a zaroven byl uréen jako podil Pp poctu bodu
zasahujicich danou fazi a vSech bod mrizky v dané roviné, coz vyjadfuje jedna
ze zakladnich stereologickych formuli:

Pp=Vy = Ay (7)

V pripadé homogenniho rozlozeni tedy k odhadu staci jen jeden nebo nékolik
malo Fezll. Bodovéd metoda je obzvlast efektivni pfi zkouméni materidli s jem-
nou strukturou, jako naptiklad hornin ¢i kovt tvofenych malymi ¢asticemi, or-
ganickych tkani apod. Diive byla mfizka superponovana primo se vzorkem stu-
dovanym pod mikroskopem, popf. s jeho zvétSenou fotografii; v dobé pocitact
stejnou préci zastane software pro zpracovani obrazu. Na webové strance [10]
Ize mj. nalézt pracovni listy pouzitelné ve vyuce, pomoci nichz mohou studenti
vyzkousSet aplikaci bodové metody v rtiznych situacich.

2.3 Odhad délky kiivky

Systematicky rozvoj geometrické pravdépodobnosti zacal az v druhé poloviné
19. stoleti, kdy své prace publikovali M. W. Crofton [4], E. Czuber, autor prvni
monografie [5] vénované geometrické pravdépodobnosti, ¢i napfiklad dale zmi-
nény J.-E. Barbier [2]. Nékteré ojedinélé ulohy vSak byly publikovény jiz mno-
hem difve. Asi nejznaméjsi z téchto piikladi (a Gasto také jediny, s nimz se
student béhem studia setkd) je Buffonova tloha o jehle, publikovand v roce
1777 [3]. Pfipometime, Ze tento problém spo¢ivd v hledani pravdépodobnosti,
Ze jehla (tycka) délky [ ndhodné vrzend na systém ekvidistantnich rovnobézek,
kde vzdalenost dvou sousednich rovnobézek je rovna d > [, zasdhne nékterou
rovnobé&zku. Z didaktického hlediska je velice zajimavé prace [2] J.-E. Bar-
biera, ktery bez pouziti integralniho poc¢tu odvodil, Ze pro libovolny omezeny
konvexni geometricky ttvar, jehoz hranici tvori kiivka délky L a ktery v zadné
poloze nemiiZe protnout vice rovnobézek, je pravdépodobnost zasazeni nékteré
z piimek dana vztahem:

L
- = ®)

Pii dtikazu Barbier pracoval s pojmem ,o¢ekavani“, tedy v duchu tehdy obvyk-
lého pristupu ke zkoumani hazardnich her. Uvazujme konvexni mnohothelnik,
ktery ma m shodnych stran o délce ¢ a jeho primér (tj. nejvétsi vzdélenost dvou
jeho bodil) je mensi, neZ je vzdalenost rovnobézek d; kazd4 ze stran ma ziejmé
stejnou Sanci na to, aby profala nékterou rovnobézku. Nyni si pfedstavme né-
sledujici hru m hrac¢a: kazdému patii jedna strana a poté, co mnohotihelnik
dopadne na systém rovnobézek, dostane majitel strany, kterd zasahla nékterou
pfimku, uréitou vyhru. Ocekavana vyhra je pfed kazdym hodem pro vsechny
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hrace stejna, oznacme ji naptiklad symbolem FE. Jestlize si hrac¢ koupi n stran,
bude jeho ocekavana vyhra rovna nE, a tedy bude pfimo imérnéa poctu jim
vlastnénych stran, coz se nezmeéni ani pfi jakékoli deformaci zachovavajici délky
stran a konvexnost mnohothelniku (protne-li tedy nékterou rovnobézku, bu-
dou priiseciky vzdy dva), pfi¢emz primér je stale mensi nez d. Poctu stran
je pak pfimo tmeérnéa i pravdépodobnost zasazeni nékteré rovnobézky. Aproxi-
mace pomoci m-thelnik konecné vede k zavéru, ze pravdépodobnost zasaZzeni
je stejna pro vSechny konvexni rovinné atvary o stejném obvodu a o prameéru
mensSim nez d. K uréeni konstanty imérnosti potom staci uvazovat nejjedno-
dussi pfipad, jimz je kruh o poloméru r, kde L = 27r, r < d/2. Tento kruh
protne nékterou rovnobézku, je-li od ni jeho stfed vzdalen o méné nez r. Prav-
dépodobnost zasazeni je proto rovna

_2’/‘_27T7‘ L

P d wd wd’ )
Jak Barbier rovnéz poznamenava, tenkou tycku délky [ lze povazovat za limitni
pripad elipsy s nulovou vedlejsi poloosou a s obvodem L = 2[, odkud ihned
plyne feseni pro jehlu:
nd (

Kromé toho Barbier také hledal pocet prusecika libovolné kiivky se systé-
mem rovnobézek. Kiivku nahradil lomenou ¢arou o délce L, sestavajici z n tise-
¢ek téze délky | < d. Ze vztahu (10) plyne, Ze stfedni hodnota poétu priseciki,
N = nP, je rovna

— 2L
N==. 11
— (11)

Ve skolské matematice byva jedinou ,aplikaci“ Buffonovy tlohy o jehle od-
had hodnoty 7. K tomu vsSak existuji vyrazné efektivnéjsi a presnéjsi metody,
proto je mnohem zajimavéjsi jind aplikace: tak jako jsme odhadovali obsah
¢i objem ur¢ité oblasti, mizeme na zdkladé vztahu (11) odhadnout délku né-
jaké slozité k¥ivky nebo systému k¥ivek (pfedstavme si napiiklad cévni systém,
vodni toky ¢i hranice bunék v rovinném fezu). Na dany vzorek mtizeme ,vrh-
nout* systém rovnobézek, zjistit polet priise¢iki N a vyuzit vzorec (11) pro
odhad neznamé délky:>

=" (12)
Dnes bychom fekli, ze systém rovnobézek predstavuje testovaci systém pii-
mek s délkovou intenzitou (délkou pfipadajici na jednotku obsahu) L4 = 1/d.
V tomto znadeni lze vztah (12) pfepsat ve tvaru:

L] = N (13)

1
Ly

o3

3 Mezi pracovnimi listy, které jsou k dispozici na strance [10], 1ze nalézt i testovaci systémy
piimek ¢i jinych kiivek, jez staci vytisknout na slidy.
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Po vydéleni obou stran rovnosti obsahem oblasti obsahujici uvazovany testovaci
systém obdrzime jeden ze zakladnich stereologickych vzorci:

[La) =5 - Ni, (14)
kde N udéava pocet prisecikti pripadajici na jednotku délky testovaciho sys-
tému. Vztah (14) pfitom plati i v pfipads, Ze testovaci systém neni tvofen rov-
nobézkami, ale libovolnym systémem kiivek nebo jedinou kiivkou konstantni
délkové intenzity, coz je dalsi z originalnich vysledki, k nimz dospél J.-E. Bar-
bier, ktery potom podobné zkoumal i interakce ploch a kfivek v prostoru a do-
spél k dalsim formulim pro odhad délek a ploSnych obsahti — podrobnéji viz
¢lanky [11], [12] a [13].

2.4 Ulohy ze starych uéebnic

Struény vyklad a tii tlohy tykajici se geometrické pravdépodobnosti lze nalézt

vvvvv

chovce z roku 1883. Podivejme se na dvé z nich. Prvni vyzaduje, aby si student
uvédomil, Ze vhodnou miru mnoziny bodi na p¥imkach a kiivkach pfedstavuje
délka, a tedy pravdépodobnost bude vyjadfena pomérem délek odpovidajicich
kfivek (v tomto pripadé tisecek). Uloha je nasledujici:

V trojuhelniku sestrojena jest se zdkladnou rovnobezka. Jakd jest pravdepo-
dobnost, Ze trojuhelnik, ktery pii vrcholu vznikl, jest mensi [ma mensi obsah]
nez polovina daného trojuhelniku?

Situace je znazornéna na obr. 6. Hledame takovou pozici bodu X na tsecéce
AC, aby platilo: S(AXYC) = 1. S(AABC).

Cc

LN
A V\ \B

Obr. 6: Ilustrace k tloze o trojahelniku

Vzhledem k tomu, ze
S(AXYC): S(AABC) = (|XC|: |AC|)?,

musi byt
(1XC|:|AC))® = 1/2.
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Piiznivé piipady (polohu priise¢iku X rovnobézky a strany AC) piredstavuje
usecka X C, vSsechny mozné ptipady celd tisecka AC. Hledana pravdépodobnost
je proto rovna pomeéru délek téchto tsecek:
_xcl 1 V2
lACl V2 2

Druh4 tloha se tyka oblasti v roving, pro které — jak jsme vidéli — je vhodnou
mirou obsah. Jeji znéni je nasledujici:

Stredy stran ctvercové desky jsou vrcholy nového ctverce, z méhoZ odvozen
jest ctverec tymz zpusobem a t.d. do nekonecna. Jakd jest pravdépodobnost, Ze
bod na této desce vytcéeny jest uvniti n-tého ctverce, okraj desky za 1. ctverec
pocitajic?

a;
Obr. 7: Ilustrace k tloze o ¢tvercich

Jak je patrné z obr. 7, pro obsahy jednotlivych ¢tverct plati:

n—1
1 1
Sy = aj, 52:a§:a§-§7 sn:ai:af'(2>

Hledana pravdépodobnost je pak rovna poméru obsahti n-tého a prvniho
Ctverce: .
b Se_ (1)
S1 2

Sest tiloh na geometrickou pravdépodobnost mizeme nalézt ve Sbirce tloh
z algebry pro vyssi tiidy strednich skol [7) F. Hromédka a A. Strnada z roku
1902. Prvni z téchto tloh je nésledujici:

Kterd jest pravdepodobnost, Ze protind kruznici libovolnd primka jdouct bo-
dem, jehoZz vzddlenost od stiedu rovna jest pruméru kruinice?
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Zde si Tesitel musi uvédomit, ze adekvatni mirou mnoziny pfimek, které
prochazeji danym bodem a lezi mezi dvojici danych primek, je velikost thlu
v radidnech mezi hraniénimi pfimkami (tento vysledek odvodil M. Crofton
v praci [4], podrobnéji viz napt. [8] a [11]).

Obr. 8: Mira mnoziny pfimek v roving, prochazejicich danym bodem

V uvedené tloze tedy hledame velikost thlu, ktery za danych podminek svira
dvojice tecen kruznice:

Obr. 9: Tlustrace k tloze o kruznici a piimce

Ziejmé je

iny = _! ted _
sinp = o =3, atedy o= 2.
Hledana pravdépodobnost je proto
20 1
P=-—"=—.
T 3

Dalsi tloha je podobné jako Machovcova tloha o trojihelniku. Vysledek je
stejny, jen se v FeSeni nepracuje s mnozinami bodu na strané AC, ale pfimo
s pfimkami rovnobéznymi se stranou A B. Pfitom je tieba si uvédomit, ze vhod-
nou mirou mnoziny rovnobézek lezicich mezi danou dvojici rovnobéznych pii-
mek je vzdalenost hrani¢nich pfimek.
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O

Obr. 10: Mira mnoziny rovnobézek v roviné

Pomérné netrivialni tlohy lze nalézt ve sbirce nefesenych maturitnich otazek
z matematiky [18] J. Sommera a V. Hiibnera z roku 1905. Pét z celkovych Sest-
nécti tloh na pravdépodobnost se tyka pravdépodobnosti geometrické. Uvedme
zde aspon malou ukézku ilustrujici ndroky na maturanty pied vice nez stoletim.

Stredem kfivky
1

= i VEos

veden jest paprsek; kterd jest pravdépodobnost, Ze paprsek protind stranu a
opsaného obdélnika, jehoZ strany jsou rovnobéiné s osami krivky; kterd jest
pravdépodobnost, Ze bude protata strana druhd b?

r

Studenti tedy museli byt zvykli pracovat s polarnimi soufadnicemi a museli
byt schopni prijit na to, o jakou kfivku se jedna. Zbytek vypoctu uz je snadny.

1 b=\3
=

Obr. 11: Hustrace k tloze o elipse

Z obr. 11 je patrné, Ze tgp = 1/v/3, a tedy ¢ = 7/6. Hledané pravdépodob-
nosti jsou proto

1 2
Pp=1--=2.
373

Posledni tloha z uvedené sbirky, kterou zde zminime, se tyka polopfimek
Vv prostoru:



44

Kterd jest pravdépodobnost, Ze polopaprsek z bodu P vychdzejici dopadne
na kouli, jejiz stred jest od svitictho bodu vzddlen o v = 17 ¢m a md-li koule
polomér r =8 c¢cm?

Pri feseni této tlohy je tfeba védét, jakd mira se ma v podobném ptipadé
uvazovat. Kdyby se jednalo o poloprimky v roviné, pak by byla mirou opét
velikost tthlu v radidnech mezi krajnimi polopfimkami. Tato hodnota zaroven
vyjadiuje délku ¢asti jednotkové kruznice, kterou prochazeji dané polopfimky
a jejimz stfedem je jejich spoleény pocateéni bod.

Obr. 12: Mira mnoziny polopiimek se spoleénym pocateénim bodem

Prejdeme-li do prostoru, pak misto jednotkové kruznice uvazujeme jednot-
kovou sféru se stfedem v bodé, ktery je spoleénym pocatecnim bodem danych
polopfimek, a jako miru uvaZujeme obsah ¢asti této sféry, jiz dany trs po-
lopfimek prochazi. Pravdépodobnost je pomérem ptislusnych mér, pfi jejim
vypoctu proto muzeme pracovat se sférou libovolného poloméru. V dané tuloze
je vyhodné uvazovat sféru S se stfedem v bodé P a polomérem, ktery je na
obr. 13 oznacen symbolem R (zfejmé je R = /172 — 82 = 15).

Obr. 13: Ilustrace k tloze o polopfimkéach v prostoru

Plosny obsah celé sféry S je S = 4w R?; plosny obsah odpovidajiciho kulo-
vého vrchliku, tj. obsah ¢asti sféry S, do niz zasahuji polopfimky dopadajici na
zadanou kouli K, je roven

15\ 47 R?
17 ’

Sy = 27 Rh = 2rR(R— R cos ) = 2 R*(1—cos ) = 27 R? (1 - = 7
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Hledana pravdépodobnost je proto

Sy 1
P=—=—.
Sk 17

3 Zavér

V predchéazejicich ¢astech snad bylo vidét, ze i dnes najdeme ve starych ucebni-
cich z 19. a poc¢atku 20. stoleti zajimavou inspiraci pro souc¢asnou vjuku. Ulohy
tykajici se loterii lze snadno pfenést do soucasnych reélii a vyuzit je jednak jako
motivaci pravdépodobnostnich vypocti, jednak jako varovani pred hazardnimi
hrami — studenti si sami mohou spocitat, jaky primeérny zisk z rtiznych her
plyne jejich provozovateliim. Také myslenka, ze geometrickd pravdépodobnost
si zaslouzi zafazeni do vyuky, jist€ stoji za zvazeni i dnes. Jen by misto slozitych
piikladt jako z citované sbirky [18] byly vhodnéjsi jednodussi tlohy tykajici se
odhadt obsahti, objemu ¢i délek, diskutované na zac¢atku druhé ¢asti tohoto pri-
spévku. Studenttim se tak da ukazat, ze geometricka pravdépodobnost — a tim
i matematika jako takova — ma velké mnozstvi zajimavych aplikaci, mj. v ana-
tomii, histologii, neurofyziologii, dermatologii, nefrologii, onkologii, kardiologii,
biologii, metalurgii, geologii ¢i petrologii.
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KOMBINATORIKA V PRIPRAVE BUDOUCICH UCITELU

ANTONIN JANCARIK

Kombinatorika patii mezi jedno z kritickych mist ve vyuce matematiky na za-
kladnich i strednich skoldch. Mnoho ucditelti oznacuje kombinatoriku za oblast,
kterou nemaji prili§ oblibenou a se kterou maji pfi vyuce problémy. Nelze se
tedy divit ani tomu, ze podobny postoj zastavaji ke kombinatorice i zaci. Pova-
zuji ji za obtiZznou, neoblibenou a ¢asto maji z kombinatorickych tloh i obavy.
To se nasledné projevuje tim, Ze jsou velmi limitovani pfi feSeni jednotlivych
uloh, netroufaji si experimentovat a objevovat a radéji spoléhaji na forméalné
naucené vzorce, které vsak selhdvaji u komplexnéjsich aloh.

Vzhledem k témto skutecnostem patfi kombinatorika mezi oblasti, kterym
je nutné vénovat zvySenou pozornost v pripravé budoucich ucitelt matema-
tiky. Cilem tohoto pfispévku je sdilet zkuSenost s vyukou kombinatoriky na
Pedagogické fakulté UK.

1 Vyuka kombinatoriky

Kombinatorika je takika idealni oblasti pro zavadéni konstruktivisticky orien-
tovaného uceni a badatelskych ptistupi k uceni. Naprosta vétSina tloh nabizi
velky prostor pro experimentovani a objevovani. Presto zkusenosti ze skol na-
znacuji, ze tento potencidl v mnoha prfipadech zlstavd nevyuzit a vyuka se
omezuje na vyuku a procvi¢ovani zékladnich vzorct a postupt. Zaci pak jsou
schopni dosahovat pomérné dobrych vysledki, pokud maji fesit jednoduché
ulohy, pfi nichz pouze aplikuji nauceny postup. Ovsem selhdvaji u uloh, které
vyzaduji hlubsi uvahy, kdy se ¢asto misto feseni uchyluji k pouhému hadani
vzorce, ktery by bylo mozné aplikovat.

Dtivodty, pro¢ k tomuto stavu dochézi, je jisté celd fada. Je nezpochybnitelné,
7e kombinatorika neni jednoduchou partii matematiky a bude nékterym zaktm
Cinit potize. Ucitelé casto uvadéji jako argument nedostatek casu, kvuli kterému
nemohou inovativni metody zavadét. Setkal jsem se i argumentaci, ze vyuku
neni mozné realizovat jinak, protoze zaci latku nechapou ani pfi tradi¢nim
postupu.

Dalsim zavaznym davodem, pro¢ ucitelé voli uvedeny postup, mohou byt
obavy z vlastniho tématu. U kombinatorickych tloh muze vést k feSeni celd rada
riznych postupt. Od uditele se ocekava, ze bude reagovat na mnoho riznych
podnéti, které mohou byt spravné, ¢astecné spravné, nebo chybné. To vyzaduje
schopnost rozpoznat myslenku, kterou zak prezentuje, analyzovat ji a pripadné
ji vhodnym zptsobem upravit tak, aby vedla ke spravnému feSeni. Aby toho
byl ucitel schopen, musi mit jak velmi dobrou znalost tématu, tak i davéru ve
vlastni schopnosti pfi feSeni kombinatorickych tloh (self-efficacy).
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V neposledni fadé€ je problém i v tom, ze mnoho uciteli se ve svém vlast-
nim studiu s jinym, nez transmisivnim, zptisobem vyuky nesetkali. Je zndmym
faktem, ze ucitelé se ve své vlastni praxi vice fidi tim, jak byli sami vyucovani,
nez tim, jak jim bylo fikdno, Ze maji vyucovat ([Ko]).

2 Priprava budoucich uéitela

Na zékladé vysSe popsanych zkuSenosti s vyukou kombinatoriky na stfednich
skolach byly identifikovany ¢tyfi zakladni oblasti, na které se vyuka kombina-
toriky na Pedagogické fakulté UK soustfedi, jsou jimi:

e Znalost obsahu.
e Osobni zkuSenost s inovativnimi postupy z pozice studenta.
e Budovéni self-efficacy.

e Osobni zkuSenost s vyukou kombinatoriky z pozice vyucujiciho.

Vzhledem k obsahu, ktery je v soucasné dobé orientovan i vyznamné di-
dakticky, byla vyuka kombinatoriky pfesunuta z bakalaiského studia do planid
navazujicitho magisterského studia a je realizovana v ramci pfedmétu Diskrétni
matematika s tifthodinovou tydenni hodinovou dotaci ve tfetim semestru stu-
dia. Kromé kombinatoriky, ktera tvori jadro pfedmétu, je jeho soucésti jesté
uvod do diskrétni pravdépodobnosti a teorie grafa.

Po kratké obdobi dochézelo k soubéhu predchozi akreditace v bakalarském
studiu a soucasné akreditace v navazujicim magisterském studiu. Cést studentt
tak absolvovala predmét Diskrétni matematika jak v bakalafském, tak i navazu-
jicim magisterském studiu. Tento soub&h napomohl realizaci zmény v koncepci
predmétu. Aktualné je tak do praxe uvadén princip, Ze vyuka odbornych té-
mat v pfipravé budoucich uciteld ma byt realizovana takovymi didaktickymi
postupy, jakymi maji uéitelé v praxi sami vyucovat ([Za], [K¥]).

3 Realizace predmétu

Vlastni vyuka je realizovana formou workshopt, v ramci nichz studenti indivi-
duélné i skupinové fesi predem pripravené ulohy, na kterych jsou demonstro-
vany jak matematické, tak didaktické postupy. Dulezitou soucasti vyuky jsou
i diskuze o rtznych pristupech k feSeni a predevsim rozbor chybnych feseni,
ve kterych se budouci ucitelé uci nalézt chybu v ivaze a upravit ji. Vyucujici
zde postupné vstupuje do role facilitatora. V druhé ¢asti semestru pak vedeni
vyuky prebiraji sami studenti, ktefi si na zdkladé zkuSenosti a vzort z po-
¢atku vyuky pfipravuji pro své kolegy vlastni témata. Diky tomu, ze ve tfetim
semestru probihaji praxe na skolach, maji studenti nékdy moznost si nékteré
postupy vyzkouset i béhem své vyuky na stfedni Skole. Dochézi tak k tomu, ze
téma, které si student pripravuje pro své spoluzaky, pouzije a experimentalné
ovéri i v rdmci praxe. Je znamo, Ze ucitelovy postupy velmi efektivné méni jeho
vlastni zkuSenost podpofena tim, ze vidi zménu u svych zaka ([Gu]).



49
3.1 Volba uloh

V ramci pfedmétu jsou vyuzivany tlohy pfedevsim ze dvou ucebnich texta [Kb],
[Ro] a tilohy matematické olympiady. Ulohy jsou voleny tak, aby (s vyjimkou
uvodni motivaéni tilohy) nebylo mozné jejich feSeni pouhou aplikaci jednoho ze
zékladnich vzorct. Pokud naptiklad v ramci tématu permutace bez opakovani
je motivac¢ni tloha zaméfena na vypocet po¢tu moznosti, kterymi lze seradit
zaky do fady, v navaznych tlohach jsou jiz dopliovany dalsi podminky. Tteba
pozadavek na prvni prvek posloupnosti, na to, ze dva prvky musi byt vedle
sebe, Ze jeden musi byt pfed druhym.

Tento postup je volen proto, aby se studenti neupnuli k prosté aplikaci
vzorce, ale museli vzdy tulohu analyzovat. Z tohoto duvodu také nedochazi
v pribéhu feseni k pojmenovani postupt ¢i formalnimu zavadéni vzorci. Tento
krok je realizovan az v samotném zavéru.

3.2 Vychazime z experimentu

V priubéhu celé vyuky jsou studenti vedeni k tomu, aby si situace zkouseli na
malém poctu prvkd, kreslili si ndkresy a pokud mozno i fyzicky modelovali jed-
notlivé pfipady, véetné prehravani jednotlivych situaci. Ukazuje se, ze mnoho
studentt neni zvyklych si pfi feSeni byt jen kreslit nacértky situaci. Budouci udi-
telé si tak mohou sami vyzkouset, nakolik je jim podobné modelovani pomoci.
Vysledkem bylo, Ze pfi svych hodinach sami vymysleli a pfinaseli pomucky pro
ostatni, aby mohli experimentovat (napf. barevné vicka od pet lahvi).

3.3 Diskuze je zaklad

Vyuka byla po celou dobu postavena na skupinovych diskuzich. Ty slouzily
nejen k tomu, aby se studenti ucili sami srozumitelné formulovat vlastni mys-
lenky (zpétna vazba od spoluzéki je v tomto mnohem efektivnéjsi, nez od vyu-
¢ujiciho), ale pfedevsim se ucili naslouchat a porozumét argumenttim ostatnich.
Pro mnoho studentt bylo t&zké oprostit se od vlastniho feSeni (ke kterému se
z poCéatku upinali) a naslouchat a porozumét myslenkdm ostatnich. Pfijmout
a zabyvat se jinym postupem je obtizné predevsim v okamziku, kdy tento po-
stup vede k chybnému vysledku. Studenti se postupné ucili neodmitat myslenku
jako celek, ale hledat zdravé jadro a odhalit chybu v jednotlivych postupech
a tuto chybu pak i pomoci svému spoluzikovi pochopit a opravit.

3.4 Zakladni otazky

Pii analyze feSeni se studenti ucili pouzivat dvé zakladni otazky, které byli
z podatku nuceni si klast u kazdého feSeni. Byt se mohou zdat na prvni pohled
trivialni, jejich pravidelné pouzivani se dlouhodbé v ramci kurzu ukazuje jako
efektivni. Témito otdzkami jsou:

e Zapocital jsem vSechno?

e Nezapocital jsem néco dvakrat?
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Ukazuje se, ze naprosta vétsina chyb v tvahach pfi feSeni kombinatorickych
uloh spada pod jednu z téchto dvou otazek.

3.5 Cislo neni odpovéd

V neposledni fadé se studenti také ucili, ze spravnost feSeni nelze posuzovat
jen dle ¢iselného vysledku, ale vzdy je nutné posuzovat i vlastni postup, ktery
k Teseni vede. Protoze vsak ve skolni praxi budou muset pracovat nékdy pouze
s pisemnym Fesenim, byl diraz v ramci kurzu kladen také na ¢teni a interpretaci
myslenek, které vedly k jednotlivym zapisim Feseni.

Velmi jednoduchou ukazkou mize byt feSeni zakladni tlohy, kolik je nutné
odehrat zapasi na turnaji, kterého se tcastni 5 druzstev a kazdé hraje s kaz-
dym pravé jednou. Kazdé z nasledujicich feseni je motivovano jinou myslenkou,
pricemz kazdé z téchto feSeni je spravné:

° g) = 10, vybiram dva prvky z péti.
5.

74 = 10, do dvojice vyberu prvni druzstvo péti zptsoby, druhé ¢tyrmi

a nezalezi na poradi.

443+ 2+ 1 =10, prvni druzstvo musi hrat se ¢tyfmi souperi, druhé
jiz jen se tremi, ...

# = 10, vysledky zapisuji do tabulky 5 x 5, diagondlu nepouzivam
a kazdy vysledek se zapisuje dvakrat.

e 5.3 —5 = 10, pokud by bylo Sest druzstev, hraje se 5 kol po tfech
zapasech. Protoze je jen 5 druzstev, v kazdém kole jeden zapas odpada.

5.2 =10, hraje se 5 kol a v kazdém se odehraji jen dva zapasy a paté
druzstvo odpociva.

4 ZkuSenosti s realizaci

Dosavadni vysledky ukazuji, Zze zvoleny zptisob vyuku vede jak ke zvyseni ma-
tematickych dovednosti, kdy jsou studenti schopni tispésné fesit narocné tilohy
z matematické olympiddy (véetné vybranych uloh z IMO), tak pfedevsim ve
vniméni vlastnich schopnosti jak pfi feseni tloh, tak predevSim v pfiprave-
nosti na to, téma vyucovat. Nize uvedené je jedno ze studentskych hodnoceni
predmétu:

Kombinatorika byla vidy mym méne oblibenym tématem v matematice. JiZ
od gymndzia a i v Diskrétni matematice na bakaldri jsem nebyla tématu nijak
naklonéna. To vse se zménilo timto predmétem. Nejen, Ze jsem konecné po-
chopila v ¢em spocivd kombinatorika, ale i jsem zjistila jak predmét vyucovat.
Nyni jsem si v tématu jistd a nechovdm k nému jiZ Zddnou zdst. Ihned jsem
meéla to stésti, Ze jsem si kombinatoriku o pravdépodobnost vyzkousela ucit na
prazi na SS, a ono vse, co jsme se ucili, fungovalo. Za mé tedy velice piinosni
predmét a skvéle organizacné vyresen.
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5 Zavér

Priprava uciteli matematiky na Pedagogické fakulté UK prochazi v soucasné
dobé proménou, jejimz cilem je 1épe pripravit ucitele na jejich budouci povolani
a praxi. Z tohoto divodu je opoustén tradi¢ni model, kdy jsou odborné pred-
méty oddéleny od oborové didaktiky a jsou prednaseny tradi¢ni transmisivni
metodou definice — véta — diikaz. Postupné dochézi i v ramci oborové pfipravy
k vyznamnému zavadéni inovativnich vyukovych metod a postupt. V tomto
¢lanku byla predstavena nova podoba vyuky prfedmétu Diskrétni matematika,
ktery byl jednim z prvnich inovovanych predméti. Od pfistiho akademického
roku (2021/22) vstupuje v platnost nova akreditace, v rdmci které bude stu-

dentim nabizeno mnohem vice predmétu, které jsou orientovany v podobném
duchu.
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POPISNA STATISTIKA V PRIKLADECH A ZAMYSLENI

JANA KALOVA, KAREL PAZOUREK

V prispévku ukdzeme nékteré piiklady z matematické statistiky a pFistupy,
které byly vyzkouSeny ve vyuce na gymnéziu a které by mohly zaujmout mnohé
zéky a ucitele. Nazornost tloh je umocnéna vyuzitim vhodného grafického zna-
zornéni dat a jejich charakteristik a aplikaci do dalsich oborti v ramci konceptu
STEM.

1 Uvod

Ramcovy vzdélavaci plan pro gymndzia [4] pfedklada ocekdvané vystupy pro
vyuku statistiky na gymnaziich nasledovné:

Zik [ ... ]
o diskutuje a kriticky zhodnoti statistické informace a dand statistickd
sdeéleni

e voli a uZivd vhodné statistické metody k analyze a zpracovdni dat (vyu-
Zivd vgpodetni techniku)

o reprezentuje graficky soubory dat, cte a interpretuje tabulky, diagramy
a grafy, rozlisuje rozdily v zobrazeni obdobnijch soubori vzhledem k je-
jich odlisnym charakteristikam

Za celem jejich naplnéni pozaduje se vénovat rdznym reprezentacim dat,
pojmu statisticky soubor a jeho charakteristikam.

Ucebnice doporu¢ované pfimo pro gymnézia ([2], [5]) pfedstavuji pozadované
pojmy, jen velmi omezené se zde vysvétluje, v jakych problémech ¢i situacich
je ten ¢i onen pojem vhodné pouzit. Stejné tak se malo pracuje s analyzou dat.

Clanek obsahuje ukdzku vyuky tématu zobrazeni kvantitativnich dat na
Gymnéziu Jirovcova v Ceskych Budéjovicich. Na piikladech ukdzeme, jak se lze
Cisté od popisného pohledu vypoctu kvantili posunout k analyze statistického
souboru, a to diky vhodnému grafickému zobrazeni kvantitativnich dat. Pou-
7iti matematického softwaru (GeoGebra, MS Excel apod.) je zde velmi vhodné,
neni vSak plné nutné — obrazky lze kreslit i ru¢né. Zaci se tak sezndmi (nebo
znovu setkaji) se zvolenym matematickym softwarem, navic mohou pracovat
s rozsdhlejsimi soubory dat. Odtud uz je jen kricek k aplikaci statistickych
metod v ramci konceptu STEM.

2 Kvantily

Nejprve se zaméfime na vypocet kvantilli, specialné na kvartily.

Percentil je takova hodnota znaku x, kterd oddéluje k& % nejnizsich hodnot
znaku od zbyvajicich (100 — k) %. Percentily, které rozdéluji data na ¢tvrtiny,
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maji své vlastni ndzvy: dolni kvartil (25. percentil), horni kvartil (75. percentil),
medidn (50. percentil nebo 5. decil). Uzite¢nou hodnotou je mezikvartilové
rozpéti, které spocteme jako rozdil tfetitho a prvniho kvartilu.

Priklad 1. Doplrite: Student, ktery pii srovndvaci zkousce z matematiky dosdahl
percentilu 75, dosdhl stejného mebo vysledku neZ 75 % ucastnikd
stejného testovdni.

Odpovéd: lepsiho

Poznamka. Zatazeni takového jednoduchého piikladu do vyuky se ukézalo
jako opodstatnéné. Vzdy se alespon jeden student zeptal, co to je percentil
a co se mysli zadanim tulohy.

Metod pro vypocet prvniho a tretiho kvartilu je nékolik. Jejich vysledky se
mohou lisit. V nasledujicich ptikladech budeme vychézet od medianu.

Priklad 2. Vypoctéte kvartily a mezikvartilové rozpéti pro ndsledujici sadu
hodnot:
{12,16,14,13,15,12,15,18,10,12, 20}

Reseni. Nejprve setfidime data od nejmensi hodnoty po nejvetsi:
{10,12,12,12,13,14, 15,15, 16,18, 20}.

Hodnot mame jedenact, tedy lichy pocet. Proto ur¢ime kvartily nasledovné:
Druhy kvartil (medidn) (Q2) pro lichy pocéet hodnot je prostfedni hodnota
setfidéného souboru:
Q2=14

Prvni kvartil (Q1) spo¢teme jako prostfedni hodnotu souboru vlevo od medié-
nu, obdobné tieti kvartil(Q3) jako prostfedni hodnotu souboru vpravo od me-
dianu.

QRl=12, Q3=16
Vypoéteme mezikvartilové rozpéti: Q3 — Q1 = 16 — 12 = 4.

Priklad 3. Vypoctéte kvartily a mezikvartilové rozpéti pro nésledujici sadu
hodnot:
{12,16,14,13,15,12,15,18,10,12}

Resgeni. Opét setiidime data vzestupné: {10,12,12,12,13,14,15,15,16,18}.

Hodnot je tentokrat deset, tedy sudy pocet. Uréime kvartily: Median pro
sudy pocet hodnot vypocteme jako aritmeticky priimér dvou prostiednich hod-
not setfidéného souboru:

@Q2=135

Prvni kvartil Q1 uréime jako prostfedni hodnotu (medidn) levé poloviny setfi-
déného datového souboru, tieti kvartil @3 jako prostfedni hodnotu (median)
pravé poloviny setfidéného datového souboru:

Q1 =12; @3 =15.
Vypocteme mezikvartilové rozpéti: Q3 — Q1 =15 — 12 = 3.
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3 Odlehlé hodnoty

Odlehlé hodnoty (téZ odlehlé body, angl. outliers) vybocuji z datové sady, v na-
Sem piipadé svou velmi malou, anebo naopak velmi velkou hodnotou. Odhad-
nout je lze pomoci vizualizace dat. Tato metoda je ale nespolehliva. Matema-
ticky ur¢ime odlehlé body napf. pomoci kvartild a mezikvartilového rozpéti:
odlehlé hodnoty najdeme vné intervalu

(@1 —1,5(@3 - Q1), Q3+ 1,5(@3 — Q1)).

Priiklad 4. Zjistéte odlehlé body v datové sadé:
{3,10,14,19, 22,29, 32, 36, 49, 70}

Reseni. Nejprve spocitame prvni a t¥eti kvartil podobné jako v pfedchozich
ptikladech:
Q1 =14,0Q3 = 36.

Vypoc¢téme meze intervalu:

(Q1—1,5(Q3 — Q1),@3+1,5(Q3 — Q1)) =
= (14— 1,5(36 — 14),36 -+ 1,5(36 — 14)) =
= (14 — 33,36 + 33) = (—19,69)

Mimo vypocteny interval lezi jen hodnota 70, ktera je jedinym odlehlym bodem
zadané datové sady.

4 Krabicovy diagram

Krabicovy diagram (boxplot) je vhodnou, rychlou a jednoduchou grafickou me-
todou pro vizudlni zndzornéni dat (jednorozmérnych). Pouziva se pro zjisto-
vani struktury dat, jejich symetrie (asymetrie) nebo napf. pro porovnani dvou
a vice datovych souborti. Diagram je tvoren krabici a anténami (vousy). Muze
byt zndzornén vodorovné nebo svisle. Pro sestrojeni boxplotu nejprve sefadime
vzestupné data a najdeme kvartily. Prvni a tfeti kvartil tvofi hranice krabicky,
druhy kvartil (medidn) vyzna¢ime ¢arou uvniti krabicky. (Uvniti krabicky je
nékdy zakreslen kiizek, zndzorfiujici aritmeticky primeér.) Pro ohraniceni an-
tén najdeme minimalni (min) a maximalni (max) hodnotu souboru a vypoé-
teme také mezikvartilové rozpéti. Leva anténa pro vodorovny graf (analogicky
dolni anténa pro svislé zndzornéni) je ohranicena napt. vétsi z hodnot (min,
Q1-1,5(Q3—Q1)). Pokud je vétsi hodnotou Q1 —1,5(Q3— Q1) a tato hodnota
neni zastoupena v datové sadé, zvolime jako levou (resp. dolni) hranici nejblizsi
vétsi hodnotu z datového souboru. Prava (resp. horni) anténa je pak ohranicena
mensi z hodnot (max, @3 + 1,5(Q3 — @Q1)). Opét, pokud @3 + 1,5(Q3 — Q1)
nepatii do datové sady, zvolime jako hranici nejblizs§i mensi hodnotu z datové
sady. Vyskytuji-li se v souboru odlehlé hodnoty, vyznacime je jako samostatné
body (na obrazku 1 jsou odlehlé body vyznaceny jako kiizky).
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Q2
o N

Obr. 1: Konstrukce krabicového diagramu

Poznamka. Hranice krabic¢ky boxplotu jsou vzdy uréeny prvnim a tfetim kvar-
tilem. Hranice antén jsou ale znézornovany rizné — hranici mtze byt i minimum
a maximum (jako napiiklad v uéebnici [1]), pouziva se také hodnota smérodatné
odchylky atd. Nékdy se ani nezobrazuji odlehlé hodnoty.

Dutlezitym didaktickym aspektem je pravé prehledné shrnuti vypoctenych
adaji, coz umozni zakim zamyslet se nad zpracovavanymi daty.
Priklad 5. Nakreslete krabicovy diagram pro hodnoty z pfikladu 4.
Resend. Datova sada: {3, 10, 14, 19, 22, 29, 32, 36, 49, 70}

Spocitame opét zdkladni charakteristiky:
min=3, Ql=14, Q2=255 @3=36, max="70.

Hranice krabicky grafu tak budou Q1 = 14 a Q3 = 36. Pro konce antén (voust)
uré¢ime, zda data obsahuji odlehlé hodnoty. Nejprve spocitdme hranice inter-
valu:

max(min, Q1 — 1,5(Q3 — Q1)) = max(3,—-19) = 3

min(max, @3 + 1,5(Q3 — Q1)) = min(70,69) = 69

Hodnota 70 nelezi v intervalu (3; 69), je tedy odlehlou hodnotou. Konce antén
tak budou v bodech 3 a 49 (nejvétsi hodnota datového souboru, ktera je vétsi
nez tfeti kvartil a neni odlehlym bodem).

10 20 30 40 50 60 70 g0

Obr. 2: Reseni prikladu 5
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Poznamka. Sestrojit boxplot ru¢né je jednoduché. Vhodné je ale pouzivat se
studenty také matematicky software. Boxplot snadno vykreslime napf. pomoci
SW GeoGebra. V tabulkovém procesoru MS Excel lze také boxplot sestrojit,
ale je tieba jej pak spravné nastavit. Je také tieba si ozfejmit pravé nastaveni
boxplotu v daném programu, zejména jaké hodnoty odpovidaji hranicim antén
(voustl).

5 Aplikaéni aloha

Nasledujici tiloha byla zadéna v AP Statistics Exam! v roce 2008 [3].

Piiklad 6. Zaddni (mirné modifikovano): Student chtél porovnat obsah cukru
v cerealiich v typické snidanové porci. Ve velkém obchodé s potravinami na-
hodné vybral 60 krabic rtiznych druhi cerealii. Vsiml si, ze na nékterych kra-
bicich je uveden obsah cukru pro porci o velikosti jednoho hrnku a na jinych
krabicich pro porci o velikosti tfi ¢tvrtiny hrnku. Obaly ceredlii s uvedenym
obsahem cukru pro t¥i ¢tvrtiny hrnku byly uzpiisobeny tak, aby vice pritaho-
valy pozornost malych déti. Student se rozhodl zjistit, zda by mohl byt néjaky
rozdil v obsahu cukru v ceredliich v zavislosti na velikosti uvedené snidanové
porce (1 hrnek nebo 3/, hrnku).

Student rozdélil data do dvou skupin. Jedna skupina se skladala z 29 dru-
hu obilovin s uvedenou snidanovou porci o velikosti 1 hrnku. Druhou skupinu
tvotilo 31 druht obilovin v krabicich s uvedenou snidanovou porci o velikosti
3/4 hrnku. Boxploty na obrazku 3 ukazuji obsah cukru (v gramech) na porci
obilovin pro plny a tfi¢tvrtinovy hrnek.

1 hrnek

34 hrnku —_ —

02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Obsah cukru na porci (v gramech)

Obr. 3: Rozdéleni obsahu cukru v gramech pro dvé skupiny cerealii
(upraveno podle [3])

L AP Exam — Advanced Placement Exam — je zkouska organizovana (nejen) pro stiedo-
skolské studenty v USA. Obsah zkousky odpovidéa rozsahem tvodnim kurziim matematické
statistiky na vysokych gkolach v CR.
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a) Porovnejte obsah cukru pro obé skupiny.

Reseni. Medidn mnozstvi cukru v obilovinach v krabicich s velikosti porce 1 hr-
nek (skupina 1) je vét$i nez medidn mnozstvi cukru v obilovindch v krabicich
s velikosti porce 3/4 hrnku (skupina 2). Cerealie ve skupiné 1 maji vétsi varia-
bilitu obsahu cukru. Lisi se také tvar obou rozdéleni. Rozdéleni obsahu cukru
pro skupinu 1 je sesikmené vlevo.

Poznamka. Pro nézornéjsi vizualizaci dat seSikmenych vlevo pfipomeneme
student@m jesté histogram — viz obrazek 4.2

6 .

4 —

2

| mm

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 3 4 5 6 7 8 9 10 M

Obr. 4: Data sesikmené vlevo

Po analyze diagramt se student rozhodl, Ze misto porovnani obsahu cukru
pro plny a tfi¢tvrtinovy hrnek bude vhodnéjsi porovnat obsah cukru pro stejné
velké porce. K tomuto ti¢elu vynasobil obsah cukru pro ceredlie s velikosti porce
3/, hrnku ¢islem 3. Boxploty na obrézku 5 ukazuji obsah cukru (v gramech)
na hrnek pro obé skupiny po pfepocteni na stejné velké porce.

1 hrnek

33 hrnku —_—] —

+ . " . " .
t t t t t t

02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Obsah cukru piepocteny na 1 hrnek
(v gramech)

Obr. 5: Rozdéleni obsahu cukru v gramech po pfepocteni na porce
stejné velikosti (upraveno podle [3])

2 Obrazek 4 je ilustrativni, grafy nejsou zalozeny na datech z piikladu 6.
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b) Jaké nové informace o obsahu cukru poskytuji krabicové diagramy na ob-
razku 57

Reseni. Mediany jsou si nyni mnohem bliZe ne# v prvnim piipadé. Prvni boxplot
se nezménil, protoze nedoslo ke zméné dat. Druhy boxplot se ale zménil, pti
pouziti transformovanych dat je vidét posun obsahu cukru k vyssim hodnotam.
Oba boxploty maji nyni srovnatelné maximum.

¢) Na zakladé tloh a) a b) porovnejte primérné mnozstvi cukru pro dvé rtizné
velikosti porci uvadéné na krabicich ceredlii.

Resent. Nyni se podivame na symetrii dat. Pro skupinu 1 jsou data sesikmena
vlevo, median obsahu cukru bude vétsi nez aritmeticky pramér. Pro skupinu 2
jsou data symetricka, aritmeticky primér a median si v tomto pripadé budou
blizké. Budeme ocekavat, ze primérné mnozstvi cukru bude po prepocteni na
1 hrnek mensi ve skupiné 1 nez ve skupiné 2.

Poznamka. Nejvice problematické se u této tlohy jevi, Ze néktefi studenti
nectou radi delsi texty, coz je ale znamy a celkem bézny jev.

6 Aplikace ve fyzice, STEM

Jednim ze zakladnich pfedpokladt zivota na Zemi je pfitomnost vody. Pie-
stoze je voda objektem zdjmu védci po staleti, stale existuji jeji nevysvétlené
vlastnosti. Nejznaméjsi anomalii vody je maximum hustoty pii 4 °C. K ano-
maliim vody patfi také povrchové napéti, predevsim kvili neobvykle vysoké
hodnoté. Je zde ale i dalsi zvlastnost. Hodnota povrchového napéti vody neni
presné znama. Ackoliv hustotu vody umime méfit s pfesnosti 1 ppm (parts
per million, miliontina celku, podobné jako napf. procento je setina celku),
hodnoty povrchového napéti ziskané z riznych experiment maji mnohem veétsi
odchylky.

Priklad 7. V tabulce je piehled nékolika experimentédlnich hodnot povrchového
napéti vody o [mN - m~1] pti 20 °C.

[0 [72,86 [72,80 [72,70 [72,59 [72,80 [72,76 70,00 [71,76 [72,85 [71,00 |

Reste tlohy:

a) Napiste 5 dtlezitych hodnot datové sady (minimum, prvni kvartil Q1,
median Q2, tfeti kvartil @3, maximum).

b) Spoctéte, zda sada obsahuje odlehlé hodnoty.

¢) Sestrojte krabicovy diagram.

d) Pokuste se na zakladé krabicového diagramu diskutovat charakter namé-
fenych hodnot povrchového napéti (mozné zdroje seSikmeni dat, mozné zdroje
chyb apod.).



59

Resend. Nejprve hodnoty setiidime:

[0 70,00 [71,00 71,76 [72,59 [72,70 [72,76 [72,80 [72,80 [72,85 [72,86 |

a) Charakteristické hodnoty vyjdou
min = 70,00, Q1 = 71,76, Q2 = 72,73, @3 = 72,80, max = 72,86.
b) Najdeme hranice intervalu:

max(min; Q1 — 1,5(Q3 — Q1)) = max(70,00; 70,20) = 70,20
min(max; @3 4+ 1,5(Q3 — Q1)) = min(72,36; 74,36) = 72,86

Vné intervalu (70,20; 72,86) lezi hodnota o = 70,00 mN - m~!. Tato hodnota
je odlehlym bodem.

Poznamka. V praxi se ¢asto experimentalni data o¢istuji od odlehlych hodnot
a potom déale zpracovavaji.

¢) Krabicovy diagram sestrojime v SW Geogebra. Soucasné ziskdme analyzu
dat (porovndme s ru¢né vypoétenymi hodnotami).

d) Data jsou seSikmend vlevo, pfi¢inou mize byt napiiklad znecisténi vzorka
vody (mirné zneéisténi vede k rychlému poklesu povrchového napéti) atd.

1 jel
;Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit
=17 oo =
¥ Tabulka [X||+¥ Analyza dat X
Sl T k|E] |6z
A Statistika ~_|Ibiagram . @0
1 70 “n 10
2 I Primér | 72.212
3 71.76 c 0.9363
4 7259 s 0.9869 "

5 727 X 72212
6 72.76 zx2 52154.4954
7 728 Min 70

8 728 Qi 71.76
T 7285 Median | 72.73
10 72.86 a3 728
— Max 72.86
11
i v 695 70 705 71 715 72 725 73
< > :

Obr. 6: Zpracovani prikladu 7 v GeoGebre

Poznamka. Uvedeny piiklad ukazuje propojeni matematiky a fyziky koncep-
tem STEM. Dilezitou slozkou vyuky je i predstavit zaktm fyzikalni obsah
prikladu, at uz formou vykladu nebo projektové vyuky. Piiklady tohoto druhu
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je vhodné zafazovat Casto — a z riznych obort, abychom se ,trefili“ do zajmu
co nejsirsiho spektra zaku.

7 Zavér

V c¢lanku jsme ukazali, Ze se nemusime ve vyuce spokojit pouze s vypoctem
statistickych ukazateld, ale ze je vhodné pomoci nich analyzovat data. Stejné
tak propojeni statistiky s dal$imi obory (koncept STEM) vede podle naSich
zkuSenosti k efektivnéjsi vyuce.
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ZAKLADY MAGIE PRO UCITELE MATEMATIKY

JINDRICH MICHALIK

V prispévku ukazeme na nékolika prikladech, jak lze ,matematické kouzlo“ za-
fadit do vyuky na zdkladni nebo stfedni skole. Podstatnou slozkou provedeni
kouzla je interakce s divikem (Zékem), proto miZe byt vitanym zpestfenim
vyucovaci hodiny. Formu kouzla mtizeme vyuzit k prezentaci zajimavych mate-
matickych vztaht, na avod vSak predstavime vSeobecné znamé pocetni kouzlo,
které se da vyuzit k odleh¢eni hodiny a soucasné k procviceni zékladnich arit-
metickych operaci, pfipadné i manipulace s vyrazy.

1 Kouzlo s telefonnim éislem

e Vezmi pocateéni pétiéisli svého telefonniho éisla (bez piedvolby).
e Vynasob ziskané péticiferné ¢islo osmdesati.

e Pricti 1.

e Vysledek vynasob ¢islem 250.

e Pricti posledni ¢tyicisli svého telefonniho ¢isla.

e Znovu pri¢ti posledni ¢tytcisli svého telefonniho cisla.

e Odecti 250.

e Vysledek vydél dvéma. Co vyslo?

Instrukce jsou navrzené tak, aby vysledkem bylo zakovo telefonni ¢islo
(v zdjmu ochrany osobnich tdaji lze kouzlo modifikovat tak, ze misto svého
telefonniho éisla pracuje zék s libovolné zvolenym deviticifernym ¢islem). O¢i-
vidné se nejednd o Zaddnou magii, nebot Zak své celé &islo sdélil, i kdyz jen
po ¢astech. Presto ,kouzlo“ zaujme vice nez klasické procvic¢ovani zakladnich
aritmetickych operaci na prikladech z ucebnice.

Jsou-li jiz ve ttidé probrany alespon zakladni tipravy algebraickych vyrazi,
muzeme z kouzla vytézit vice. Ukazme, Ze kouzlo funguje pro kterékoli zvolené
deviticiferné ¢islo ve tvaru z1Tor3T4T5Y1Y2Y3Ys, kde © = z1x0T37475 je jeho
pocatecni péticisli a y = y1y2y3ys je jeho koncové ctyicisli. Instrukce popsané
vyse lze shrnout do vzorce:

(:c-80+1)-250+y+y—250 _ 20000z + 250 + 2y — 250 _
2 N 2 -
= 10000z + y = x1222324250000 + y1y2Y3ys = T1T2X3T4T5Y1Y2Y3Y4-

Poté miizeme zéky pobidnout, aby na stejném principu navrhli vlastni kouzlo
(nemusime se drzet telefonnich éisel, 1ze vychézet napiiklad z dvojciferné ve-
likosti nohy apod.). Pro zvySeni niro¢nosti mizeme napiiklad pozadovat, aby
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misto pocatecniho péticisli a koncového ¢tyicisli v instrukcich vystupovala po-
Catecni, prostfedni a koncové trojéisli. Oznacime-li tato trojcisli po fadé x, y, z,
feseni muze vypadat naptiklad takto:

2000000z -+ 2000y + 22 + 250000 — 250000
1000000z + 1000y + » = v+ 2000y + 22 + -

2
(40002 + 4y + 500) - 500 + z — 250000 + z
= 5 =
_ ((8z 4 1) - 500 + 4y) - 500 4 z — 250000 + z
= 5 _

e Vezmi pocatecni trojcisli svého telefonniho éisla (bez pfedvolby).
e Vynasob toto trojciferné ¢islo osmi.

e Pricti 1.

e Vysledek vynasob ¢islem 500.

e PFicti ¢tyfnasobek prostfedniho trojéisli svého telefonniho ¢isla.
e Vysledek vynasob ¢islem 500.

e Pficti posledni trojéisli svého telefonniho ¢isla.

e Odecti 250000.

e Pficti posledni trojéisli svého telefonniho ¢isla.

e Vysledek vydél dvéma. Vyslo tvé telefonni ¢islo.

V prikladech na procviceni tprav algebraickych vyrazt vedeme obvykle zaky
spise ke zjednodudeni vyrazu, coz je ziejmé v pofadku. Ukol, kdy mé zak na-
vrhnout vlastni kouzlo, vyzaduje naopak schopnost vyraz zkomplikovat, diky
¢emuz je zak nucen nad vyrazem premyslet trochu jinak. Ze zkuSenosti z vyuky
na stfedni skole vim, Ze moznost volby muze byt pro nékteré zaky prekazkou
nebo vyzvou.

Na zavér si mohou spoluzaci v lavici sva kouzla navzdjem ,zkontrolovat®,
pro jednoduchost naptiklad s vyuzitim kalkulacek.

2 Fibonacciho é&isla

Nez predstavime dalsi matematické kouzlo a navrh jeho implementace do vy-
uky, pfipomenime struéné jednu zndmou a (nejen) matematiky oblibenou po-
sloupnost ¢isel a nékteré jeji vlastnosti.

Fibonacciho posloupnost { F, }22 , je jednoznaéné uréena dvéma pocateénimi
¢leny a rekurentnim vzorcem:

(1) Fp=0, F, =1.

(2> Fo=F, 1+ F, 2,n>2.

Na tvod ukazeme kombinatoricky vyznam Fibonacciho ¢isel na klasickém
piikladu (Gerpame z [1]).
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Piiklad. Uvazujme obdélnik o rozmérech 2 x n pro n > 1. Chceme takovy
obdélnik pokryt n dlazdicemi o rozmérech 1 x 2. Dlazdice mizeme klast ho-
rizontalné nebo vertikdlné (mizeme tedy pouzit dlazdice o rozmérech 2 x 1).
Kolika zptusoby lze pokryti provést?

Pro n > 1 ozna¢me ¢,, pocet moznosti, kterymi lze pokryt obdélnik o rozmeé-
rech 2 x n dlazdicemi o rozmérech 1 x 2 nebo 2 x 1. Zfejmé q; = 1, na pokryti
obdélnika 2 x 1 potfebujeme dlazdici 2 x 1. Pokryti obdélnika 2 x 2 lze provést
dvéma zpisoby, a to bud pouzitim dvou dlazdic 1 x 2 (horizontalnich), nebo
pouzitim dvou dlazdic 2 x 1 (vertikdlnich). Obé& moznosti jsou znazornény na
obrazku 1(a).

Obr. 1: Dlazdéni

Tedy g2 = 2. Pro n > 3 se zamysleme nad moznostmi pokryti prvniho
sloupce obdélnika 2 x n. Snadno zjistime, ze existuji dvé moznosti:

(1) Pokryjeme tento sloupec dlazdici 2 x 1 (vertikdlni). Potom zbyvajici
¢4st obdélnika o rozmérech 2 x (n — 1) muZe byt pokryta g,_; zpisoby,
viz obréazek 1(b).

(2) Pokryjeme tento sloupec levymi polovinami dvou dlazdic 1 x 2 (horizon-
talnich) umisténych nad sebou. Tyto dlazdice soucasné pokryji i druhy
sloupec obdélnika zleva, zbyva tedy pokryt jesté obdélnik o rozmérech
2 x (n — 2), coz lze provést ¢, _o zpusoby, viz obrazek 1(c).

Jiné moZnosti nez ty popsané v bodech (1) a (2) neexistuji a zaddné pokryti
nemiize byt zaroveti zahrnuto v pfipadu (1) i v p¥ipadu (2), proto plati

Gn =GQn-1+Gn-2 pron=>3, q=1 ¢ =2.

Jelikoz g1 = F3, g0 = F3 a kazdy dalsi élen posloupnosti {¢,} je souctem
predchozich dvou ¢lenti, plati

dn = L'n41, n > 1.
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Tedy odpovédi na otazku, kolika zptisoby mitizeme obdélnik 2 x n pokryt dlaz-
dicemi 2 x 1 nebo 1 x 2, je (n + 1)-ni Fibonacciho ¢slo.

3 Nékteré vlastnosti Fibonacciho ¢&isel

Fibonacciho posloupnost mé fadu zajimavych vlastnosti. Zminme a dokazme
jednu souvisejici s délitelnosti, kterou posléze vyuzijeme k navrhu matematic-
kého kouzla ([1]):

n+5
Y Fi=Fn+Fop1+ Foga+ Fays+ Frya+ Fops =4-Fopa, n2>0.
k=n

Tedy soucet Sesti po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel je roven c¢tyrnasobku
v pofradi patého z téchto cisel. Pro diikaz tohoto tvrzeni vyjadfime Cdisla
Foyo,...,F,y5 pomoci F,, a F,,;1 opakovanym vyuzitim toho, ze kazdy dalsi
¢len je sou¢tem dvou predchozich:

Fn+Fn+1 +F7L+2+F7L+3+F7L+4+Fn+5 =
= Fp+ Fopi 4+ (Fp 4 Fog1) + (Fu +2F0401) + (2F, +3F 1) + (BF, +5F,41) =
—— —

Frita

== 8Fn + 12Fn+1 == 4 . Fn+4

Vsimnéme si, ze v ditkazu nebyl potieba pfedpoklad, ze ¢isla F,, a Fj, 1 jsou
¢leny Fibonacciho posloupnosti. Jinymi slovy, dokazany vztah plati pro kazdou
posloupnost, kterd je urcené stejnym rekurentnim vzorcem. Dalsim piikladem
takové posloupnosti jsou Lucasova ¢isla, definovana nasledovné:

(1) LO = 27 Ll =1
(2) Ln = LTL—I + Ln—2, n 2 2.

Jako prvni dva ¢leny posloupnosti mizeme ovSem zvolit jakakoli dvé ¢isla,
¢ehoz vyuzijeme v néasledujici sekci k formulaci matematického kouzla. Nez tak
uéinime, zminme nékteré dalsi vlastnosti Fibonacciho ¢isel, naptiklad:

n+9
> Fi=11F,s,

k=n

tedy soucet deseti po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel je roven jedenéctina-
sobku v poradi sedmého z téchto ¢isel. Dikaz lze provést stejnou technikou
jako u pfedchoziho tvrzeni a opét zjistime, Ze tvrzeni plati i pro ostatni po-
sloupnosti ur¢ené stejnym rekurentnim vzorcem.

Sekci uzavieme dukazem jedné ze znamych a zajimavych vlastnosti Fibo-
nacciho posloupnosti:

Fn+7n = Fan+1 + Fm—any n Z 07 m Z 1.
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Tvrzeni snadno dokazeme pro libovolné zvolené n > 0 indukci podle m.
Ztejmé plati
Fn+1 :Fan+1+FOFn:]-'FnJrl"_O'Fna
Fn+2 :F2F7L+1+F1Fn:1'Frb+1+1'Fn-

Dale pro m > 2 predpokladame

Fner :Fan+1 +Fm71Fn7
Fn+m—1 = Fm—an+1 + FnoFy.

Potom odvozujeme

Fn+m+1 = Fn+m + Fn+m—1 = Fan+1 + Fp 1By + Fm—an+1 + FnoF, =

= (Fm+Fm71) 'Fn+1+(Fm71 +me2)Fn :Fm+1Fn+1+Fan~
V [1] najdeme pé&kny kombinatoricky ditkaz tohoto tvrzeni, ktery vychéazi z p¥i-
kladu o dlazdéni obdélnika. Poznamenejme, ze napiiklad pro Lucasova ¢isla

tento vztah neplati; dikaz indukci by kvili odliSnym hodnotam prvnich dvou
¢lent nesel ani nastartovat. Na druhou stranu zfejmé plati

Ln+m = Fan+1 + Fm,—ana n > Oa m > 1.

4 Kouzlo s rekurentnim vztahem

e Zvol libovolné prvni a libovolné druhé ¢islo.

e Tieti ¢islo urci jako soucet zvolenych dvou cisel.

Kazdé dalsi ¢islo uréi jako soucet dvou jemu predchézejicich cisel.

Pokracuj, dokud nebudes mit celkem 6 Cisel.

Vsech Sest Cisel seCti.

e Vysledek vydél patym cislem.
e Nyni uhodnu tvij vysledek. Je to 47

Kouzlo 1ze formulovat také takto: Zvol ¢isla a1, as a pro n € {3,4,5,6} uréi
ap = Ap—1 + an_2. Poté vypolti (a1 + az + a3 + as + a5 + ag) : a5. Vyjde 47

Poznamenejme rovnou, Ze kouzlo nemusi fungovat. Na viné mutze byt chyba
ve vypoctu zéka, ale také volba pocatecnich dvou ¢isel. Ta nesmi byt zvolena
tak, aby as bylo rovno nule. Po prezentaci kouzla a nasledném diikazu, ze kouzlo
,Vétsinou funguje“, ktery provedeme analogicky k dukazu v predchozi sekci, se
tedy nabizi ndmét na diskuzi: kdy kouzlo selze?

Ve tfech ze Ctyf tfid, ve kterych jsem toto kouzlo pii vjuce prezentoval
(konkrétné se jednalo o dvé sekundy a dvé kvinty osmiletého gymnézia), si
alespon jeden z zaku zvolil pocatecni dvé ¢isla 0, 0. Pravdépodobné proto,
ze jsem zakum radil, af nevoli prili§ velka éisla, jinak bude vypodet narocny.
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V jedné z téchto ttid si jeden zak dokonce zvolil nenulova ¢isla, pro kterd kouzlo
také selhalo. Pro diskuzi je vSak podle mé idealni stav, kdy vsichni zaci zvolili
pro kouzlo vhodné ¢isla, nebot potom maji vSichni ¢as se zamyslet, v ¢em
by mohl eventualné byt problém. Je mozné, Ze se mald skupina zdkd uchyli
k zbésilému voleni dalsich dvojic a sérii bleskurychlych vypoctd, aby ziskali
nadhled nad tim, jak se mohou chovat rtizné posloupnosti, které je mozné
na zakladé volby ziskat.

Abychom docilili iplného popisu moznosti volby pocateénich dvou ¢isel, pii
kterych kouzlo selze, polozime paté ¢islo rovno nule a zjistime hodnotu prvnich
dvou ¢isel, tedy:

0:a5:a3+a4:(a1+a2)+(a2+a3):(a1 +a2)+(2a2+a1):2a1+3a2.

Tedy jakakoli zvolena ¢isla a1, as spliiujici rovnost 2a; +3az = 0 by pfi realizaci
kouzla vedla na déleni nulou. Neni od véci v této fazi nechat zdky, at se sami
presveédci pii volbé néjakych konkrétnich cisel, tfeba a; = —3, as = 2.

Vidime, ze selhani kouzla se miZzeme snadno vyhnout, pokud budeme po-
zadovat, aby zvolena ¢isla byla kladna. Na druhou stranu, mtizeme volit ¢isla
desetinna nebo zlomky, ¢ehoz lze vhodné vyuzit k procviceni zakladnich pocet-
nich operaci s témito ¢isly na vyssim stupni zédkladni skoly.

5 Kouzlo s trojcifernym éislem

Pro lepsi srozumitelnost obohatime postup pii provadéni nésledujiciho mate-
matického kouzla o ptiklad.

e Zvol libovolné trojciferné c¢islo obsahujici alesponn dvé ruzné cifry
(napt. 700).

e Usporadej cifry svého ¢isla nejdfive od nejvétsi po nejmensi a poté od
nejmensi po nejvétsi, ¢imz ziskas dvé ruznd trojciferné ¢isla — v pripadé
vyskytu nul povolime, aby zapis mensiho ¢isla za¢inal nulou (tedy 700
a 007).

e Tato dvé ¢isla od sebe odecti (mensi od vétsiho), ¢imz ziskas nové ¢islo
(tedy 700 — 007 = 700 — 7 = 693).

e Piedchozi dva kroky opakuj do té doby, dokud se nové ziskané ¢islo lisi

od predchoziho (693 se lisi od 700, tedy se vracime k druhému kroku).
Pokud je nové ¢islo jen dvojciferné, pridej jako tfeti cifru nulu.

e Uhodnu, na kterém ¢isle vypocet skonéi. Je to 4957
Provedme zbyvajici vypocty pro zvolené ¢islo:

963 — 369 = 594, 954 — 459 = 495.

Dale by se opakoval stejny vypocet, tedy skuteéné koncime na cisle 495.
Na zakladni skole 1ze kouzlo do vyucovaci hodiny zaradit jako zpestfeni pii
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procvicovani pisemného odc¢itani, jisté ale zaujme i zaky stfednich skol, kde
se miizeme alespoil zaobirat otdzkou, pro¢ toto kouzlo funguje. V [3] najdeme
navrh na rozvinuti této matematické zajimavosti do didaktické hry, nazvané
yotavime dim“:

Kazdy Zdk zvoli libovolné trojciferné éislo s rizngmi ciframi, napy. 213. (To
bude tvofit ,stiechu®.) Pak sestavi z jeho cifer nejuétsi a nejmensi mozné éislo,
napt. 321 a 123 a odecte je. Dostane nové cislo, zde 198. Tim md ,postaveno
nejuyssi patro“. Nyni postup opakuje, napr. zde 981 — 189 = 792, tvori pred-
posledni patro atd. aZ se uZ nebudou vytvdret dalsi novd cisla. Tim je postup
ukoncen, ,dum je postaven®.

Déti pocitaji (,stavi dim*) se zdjmem. Lze i vyhldsit soutéZ o nejlepsiho
stavbare, ktery postavi nejvuyssi dum.
Pro #iky nejvyssich trid ZS mizeme hru zadat jako problémovou ulohu s ci-

lem objevit, pro¢ vidy konci cislem 495 a jak vysoky muZe dum mazimdlné
byjt.

213
321
—123
198
981
—189
792
972
—279
693
963
—369
594
954
—459
495

Tabulka reprezentuje postaveny dim o péti patrech. Vsimnéme si, ze se
pravidla volby pocateéniho cisla v popsané didaktické hie mirné 1isi, a to tak,
7e vSechny t1i ¢islice museji byt navzajem rtizné. Dale se budeme opét vénovat
matematickému kouzlu tak, jak bylo popsano v ivodu sekce.

Ukazme, ze kouzlo funguje, tedy, ze vypocet vzdy skonci u ¢isla 495. Zvolme
trojici ¢islic a, b, ¢ spliujici ¢ > b > a a ¢ > a. Nejvétsi trojciferné ¢islo slozené
ze vSech téchto ¢islic mé tedy zapis cba, nejmensi mé zapis abc a rozdilem téchto
Cisel je

(100c¢ + 10b + a) — (100a + 10b + ¢) = 99¢ — 99a = 99(c — a).
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Rozdil ¢ — a miize nabyvat jen hodnot 1,...,9, tedy i vyraz 99(c — a) miize
nabyvat pouze deviti riznych hodnot, jsou to tyto: 99, 198, 297, 396, 495, 594,
693, 792, 891. Podivejme se, jak by vypadaly dalsi kroky vypoctu pro tato cisla:

990 — 99 = 891,
981 — 189 = 792,
972 — 279 = 693,
963 — 279 = 594,
954 — 459 = 495.

Ukazali jsme nejen, ze vypocet se zastavi na ¢isle 495, ale také to, ze se k ¢islu
495 dostaneme po nejvyse Sesti od¢itanich. Pfitom tohoto maxima dosdhneme
pouze v pfipadé, kdy je rozdil ¢isel cba a abc roven 99.

Polozme si dalsi otazku: kolik existuje takovych cisel, pro ktera je pocet
odcitani pfi provadéni kouzla maximalni?

Jedné se o pomérné jednoduchou, avsak zajimavou kombinatorickou tlohu.
Jiz vime, ze takové ¢islo musi byt slozené z Cislic a, b, ¢ spliiujicich ¢ > b > a
a ¢ > a, pri¢em? rozdil éisel cba a abe je roven 99 (vyhovuje tedy napiiklad ¢islo
100, nebot 100 — 001 = 100 — 1 = 99). Musi platit ¢ = a + 1, tedy pro b plati
bud b = ¢, nebo b = a. Jinymi slovy, pro kazdou volbu ¢ € {1,...,9} existuji
dvé moznosti volby b a a je urceno jednoznac¢né. Tim dostavame 18 kombinaci
¢islic: 100, 110, 211, 221, 322, 332, 433, 443, 544, 554, 655, 665, 766, 776,
877, 887, 988, 998 (v souvislosti s hrou , Stavime dm*“ muzeme v tuto chvili
poznamenat, ze maximalni pocet pater domu je 5 — nikoli 6, nebot pravidla hry
zakazuji volbu kteréhokoli z vypsanych ¢isel). Kromé ¢isla 110 vSak vyhovuje
i ¢islo 101. Jelikoz musime na zaéatku kouzla volit trojciferné ¢islo, permutaci
¢islic 011 neuvazujeme. Pro ¢isla 211,...,988 prichdzeji v ttvahu vSechny t¥i
permutace (napf. pro kombinaci ¢islic 211 jsou to ¢&isla 211, 121, 112). Celkovy
pocet Cisel, pro ktera je pocet od¢itani pri provadéni kouzla maximalni, je tedy
3+3-16 =51.

6 Kaprekarova konstanta

Podobné kouzlo lze formulovat i pro ¢tyfciferna cisla.

e Zvol libovolné c¢tytciferné c¢islo obsahujici alesponn dvé riuzné cifry
(napt. 3022).

e Usporadej cifry svého ¢isla nejdiive od nejvétsi po nejmensi a poté od
nejmensi po nejvetsi, ¢imz ziskas dvé rizna ctyfciferna Cisla — v pripadé
vyskytu nul povolime, aby zdpis mensiho ¢isla zacinal nulou (tedy 3220
a 0223).

e Tato dvé ¢isla od sebe odecti (mensi od vétsiho), ¢imz ziskas nové ¢islo
(tedy 3220 — 0223 = 3220 — 223 = 2997).
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e Ptedchozi dva kroky opakuj do té doby, dokud se nové ziskané ¢islo 1isi
od predchoziho (2997 se 1isi od 3022, tedy se vracime k druhému kroku).
Pokud je nové ¢islo jen trojciferné, pridej jako ¢tvrtou cifru nulu.

e Uhodnu, na kterém ¢isle vypocet skonci. Je to 61747

Cislo 6174, u kterého vypocet vidy skondi, se nazyva Kaprekarova konstanta.
Diikaz je ponékud komplikovany, jeho naznak a dalsi komentaie a zajimavosti
lze najit v [2]. Za zminku stoji, Ze v piipadé dvoucifernych a péticifernych ¢i-
sel vypocty nekonverguji k zadnému c¢islu, nybrz se postupné ziskavana ¢isla
to¢i v cyklu (u dvoucifernych ¢isel lze toto snadno ukézat i ve vyuce). V pii-
padé Sesticifernych ¢isel existuji dvé hodnoty, na kterych mutize vypocet skonéit
(549945, 631764), nicméné i zde je podle volby pocate¢niho ¢isla mozné, Ze se
vypocet zacykli.

7 Zavér

Kouzelnici a iluzionisté se zivi predstavovanim trik, které maji Sokovat divaka
a ideadlné vzbudit dojem, ze autor triku disponuje nadpfirozenymi schopnostmi.
Existuji vsak kouzelnici, ktefi jsou ochotni se o podstatu svych trikid podélit.
Stejné tak matematicka kouzla, kterd mohou pusobit na prvni pohled zdhadné,
spocivaji v logice a matematickych vztazich, které lze ¢asto snadno vysvétlit,
¢ehoz lze vyuzit i pii vyuce matematiky na zakladni a stfedni Skole.
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KRAJENI KOLACE A JINE ULOHY

ANTONIN SLAVIK

Obsahem tohoto pfispévku jsou vybrané tlohy propojujici kombinatoriku s ele-
mentarni planimetrii a stereometrii. Z velké ¢asti jsou Fesitelné pomoci stiedo-
skolské matematiky a mohou poslouzit ke zpestieni vyuky nebo jako motivace
pro studenty, kterym pfipada kombinatorika odtazita, ale maji radi geometrické
problémy. P1i feseni tloh vyuzijeme nejrtiznéjsi techniky: rekurentni vztahy,
Euleruv vzorec, dikaz pomoci bijekce, soucty kombinacnich ¢isel a stereogra-
fickou projekci. Vyklad je inspirovan prvni kapitolou knihy [6].

1 Krajeni kolace
Uloha 1. Na jaky mazimdlni pocet kusi lze rozkrdjet kold¢ we tvaru kruhu

pomoci n rovnych fezu?

Obréazek 1 znazornuje situaci pro jeden, dva a tii fezy.

Obr. 1: Maximalni pocet kust pro jeden, dva a tii fezy

Problém lze prevést na nasledujici tlohu, kterou roku 1826 vyftesil svycarsky
matematik Jakob Steiner [9].

Uloha 2. Jaky mazimdlni pocet oblasti mize vzniknout, jestlize pomoci n pri-
mek rozdélime rovinu?

Proc¢ se jedna o ekvivalentni tlohy? Mé&jme rovinu rozdélenou primkami na
jisty pocet oblasti. Priseciky vSech piimek lezi uvnit? dostatecné velké kruz-
nice. Jejim sestrojenim ziskdme déleni kruhu na stejny pocet oblasti (viz obr. 2).
Na druhou stranu je zfejmé, ze pokud vezmeme libovolné rozrezani kruhu, od-
stranime hrani¢ni kruznici a prodlouzime tsecky predstavujici fezy na primky,
pak ziskdme déleni roviny na stejny nebo vétsi pocet oblasti (vétsi bude tehdy,
pokud se nékteré dvé piimky protinaji na hranici nebo vné kruhu).

Obr. 2: Pfimky v rovin€ a dé€leni kolace se stejnym poctem oblasti
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Necht L,, je maximéalni pocet oblasti v roviné pfi sestrojeni n piimek. Plati
L; = 2 (jedna pfimka déli rovinu na 2 oblasti) a Ly = 4 (dvé riznobézky déli
rovinu na 4 oblasti, zatimco dvé rovnobézky pouze na 3 oblasti).

Predstavme si situaci, kdy v roviné je n — 1 pfimek. Pak n-t4 pfimka mutze
protnout vSechny z nich (pokud je s nimi riznobézna). Pfislusné priseéiky déli
n-tou piimku na nejvyse n usekidl (mize jich byt méné, pokud jsou nékteré
pruseciky totozné) a kazdy takovy tsek déli nékterou stavajici oblast roviny na
dvé podoblasti. Pfi sestrojeni n-té pfimky proto mtze vzniknout maximalné
n novych oblasti; bude jich pravé n, pokud pfimky volime tak, aby kazdé dvé
byly rtiznobé&zné a zadné t¥i nemély spoleény bod (viz obr. 3).

b | 2b

la
3a

Obr. 3: Dvé riznobézky déli rovinu na 4 oblasti (vlevo). Pridanim tfeti
piimky se pocet oblasti se zvysi o t¥i (vpravo).

Ukazali jsme, ze pro n > 2 plati rekurentni vztah
L,=L,_1+n.

Nasim cilem je najit explicitni vzorec pro L,,. Opakovanym pouzitim rekurent-
niho vztahu dostaneme
Ly=L,1+n=
=L, o+(n—-1)+n=
=L, 3+(n—-2)+(n—-1)+n=

Li+2+3+ - +n=
n(n +1)

1
2 +1

¢im? je tloha vyFeSena.!

Ukazme si dalsi dva pfistupy k odvozeni vzorce pro L,, které nevyuzivaji
rekurentniho vztahu, ale pouze skutecnosti, ze optimalni déleni je takové, kde
zaddné dvé primky nejsou rovnobézné a zadné tii nemaji spoleény bod. Vratime
se k interpretaci s krajenim kolace.

1 Je mozné postupovat i jinak a vsimnout si, ze diference L, — L,_1 je linearni funkci
v proménné n. Pouceny Ctenaf vi, ze L, pak nutné musi byt polynomem druhého stupné
v proménné n a jeho koeficienty lze najit pomoci poc¢ate¢nich élenii posloupnosti (viz [6,
oddil 1.3]). Stejnym zptlisobem lze Fesit i dalsi rekurentni rovnice v tomto ¢lanku.
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Druhy zptsob FeSeni vyuziva Eulertiv vzorec pro rovinné grafy (viz napf. [5]):
Pro kazdy rovinny graf s v vrcholy, i hranami a s sténami plati v +s = h 4 2.

Obr. 4: Rovinny graf pfedstavujici rozkrajeny kolac¢

Rozkrajeny kola¢ na obr. 4 muzeme chapat jako rovinny graf. Jeho vrcholy
(na obrézku vyznaeny teckami) jsou priseciky dvojic fezil a priseéiky Fezti
s hraniéni kruznici, celkem jich je v = (Z) + 2n. Kazdy fez je tvofen n hranami
a podél okraje kruznice mame dalsich 2n hran, tedy e = n? + 2n. Podet stén
je roven poctu kusi kolace zvétsenému o 1 (vnéjsi oblast kolade je neomezenou
sténou grafu), tj. s = L,, + 1. Podle Eulerova vzorce tedy plati

(Z>+2n+Ln+1:n2+2n—|—2,

odkud po upraveé plyne L, = %2 +5+ 1

Ve tfetim fesSeni zndzornéném na obrazku 5 jsou fezy oznacleny pi,...,Dn.
Predpokladdejme, ze kazdy kus koldCe mé pravé jeden nejvyse polozeny bod,
tj. bod s nejvétsi y-ovou souradnici. To nastava tehdy, pokud zadny fez neni vo-
dorovny — v opac¢ném pripadeé stac¢i kola¢ mirné pootocit. Kazdému kousku tedy
pfifadime odpovidajici nejvyssi bod (na obrazku vyznacen teckou). Kazdému
z téchto bodl déle pfifadime jisté oznaceni: Vyse polozeny prusecik tsecky p;
s kruznici oznac¢ime ¢ a prisecik usecek p;, p; oznacime {i,j}.

P4
p3

Obr. 5: Kousky kolace a jejich nejvyssi body
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Kazdy bod oznaceny jednim ¢islem je nejvyssim bodem pravé jednoho kusu
kolace s vyjimkou bodu, ktery je na kruznici nejvyse — ten je nejvyssim bodem
dvou kust. Kazdy bod oznaceny dvojici Cisel je pak nejvyssim bodem pravé
jednoho kusu. Celkovy pocet kust je tedy?

et () () ()+0)

Ctenaf se smyslem pro spravedlnost se miize ptéat, zda je mozné dosahnout
toho, aby vSechny kousky koldce byly aspori pfiblizné stejné velké. V ¢lanku [2]
je dokazano, ze nikoliv: Pokud je jednotkovy kruh rozkrajen na L,, oblasti, pak
nejvétsi z nich mé obsah aspont 7. Zaroveti je zfejmé, ze obsah nejmensi oblasti
je mensi nebo roven ﬁ Pomér obsahti nejvétsi a nejmensi ¢asti je tedy vétsi
nebo roven nez '

4n 4n 8n - 8

Ln _ n(n2+1)+1 _n2+n+2 S n+1

RSE

Zlomek na pravé strané, a tedy i pomér obsahti nejvétsi a nejmensi ¢asti kolace,
roste nade vSechny meze.

2 Dalsi ulohy o primkach v roviné

Ukazme si dvé varianty tlohy 2 s pfimkami, z nichz nékteré jsou rovnobézné
nebo prochézeji jednim bodem. Jsou prevzaty z [7, oddil 9.3], kde lze najit i
dalsi varianty.

Uloha 3. V rovin€ je q + r primek, z nichZ Zddné tri memaji spolecny bod,
r primek je navzdjem rovnobéinych a Zadné jiné dvé nejsou rovnobéziné. Na
kolik oblasti je rovina témito primkami rozdélena?

Necht a(g, r) zna¢i hledany pocet oblasti. Z feseni tlohy 2 vime, ze a(g,0) =

= @ + 1. Podobnou tivahou jako v tloze 2 dojdeme k rekurentnimu vztahu

a(q,r) =a(q,r — 1)+ ¢+ 1 pro r > 1. Odtud plyne

a(q,r) =a(q,0)+r(g+1) = 7(1((1;- D +1+7r(g+1).

Uloha 4. V roviné je q + r primek, z nich Zddné dvé nejsou rovnobéiné,
q primek se protind v jistém bodé A, r primek se protindg v jiném bodé B
a Zddnd primka neprochdzi obéma body A, B. Na kolik oblasti je rovina témito
primkami rozdélena?

Necht b(q,r) znac¢i hledany pocet oblasti. Plati b(g,0) = 2¢. Podobné jako

v tloze 2 dojdeme ke vztahtim b(q,1) = b(q,0) + g+ 1 =3¢+ 1 a b(q,r) =
=b(q,r — 1) + g+ 2 pro ¢ > 2. Odtud je zfejmé, Ze

b(g,r) =b(g,1) + (r —1)(¢+2)=qr+2q+2r — 1.

2 Uzite¢nost zapisu ve tvaru souétu t¥i kombinaénich ¢isel se ukaze pozdéji.
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Poznamenejme, 7Ze existuje obecny vzorec, ktery zahrnuje jako specialni pfi-
pady Teseni tloh 2, 3 i 4: Necht je v roviné ddno n primek, mezi kterymi
existuje p skupin rovnobézek; v i-té skupiné je p; > 2 rovnobézek. Zadné jiné
dvé piimky nejsou rovnobézné. Déle nechf existuje m boda Aq,...,A,,, kte-
rymi prochézeji asponi tii pfimky; necht bodem A; prochdzi \; > 3 pfimek.
Z4dné jiné t¥i pfimky nemaji spoleény bod. Pak celkovy pocet oblasti, na které
je rovina rozdélena danymi n primkami, je roven

o $ )07

i=1 i=1

Vzorec pochézi od Samuela Robertse [8] z roku 1889, dikaz lze najit v [11].
Uloha 2 odpovida situaci p = m = 0, tloha 3 volbé n =q+7, p=1, u1 = k
a m = 0, zatimco tloha 4 volbé n = g+ 7, p =0, m =2, \y = ¢q, Ao = 1.
Ctenaf si miize ovéfit, ze v téchto pripadech dava vzorec spravné vysledky.

Misto piimek lze uvazovat i jiné kiivky v roviné, napfiklad kruznice — tuto
variantu tlohy lze najit jiz ve Steinerové ¢lanku [9]. Dalsi dvé ¢asti nasledujici
ulohy tykajici se elips a parabol jsou pfevzaty z [6, str. 24-25] a [4, str. 150-151].

Uloha 5. Jaky mazimdlni pocet oblasti mize vzniknout, jestlize rozdélime ro-
vinu pomoct

(a) n kruznic,

(b) n elips,

(¢) n parabol?

Necht K,,, E,, P, zna¢i hledany maximalni podet oblasti v jednotlivych
Céastech tlohy.

Pro kruznice plati K1 = 2 a podobnou tvahou jako v tloze 2 se dojde k re-
kurentnimu vztahu K, = K,_1 + 2(n — 1), n > 2. Maximalni pocet oblasti
vznikne tehdy, kdyz kazdé dvé kruznice maji dva priseciky a zadné t¥i ne-
maji spole¢ny bod (viz obr. 6 vlevo). ReSenim rekurentni rovnice podobné jako
v tloze 2 ziskdme K, = n? —n + 2. Ke stejnému vysledku lze dojit pomoci
Eulerovy véty dosazenim v = 2(;), h=4v/2 =2v, s = K,.

-

=

Obr. 6: Maximalni pocet oblasti pro ¢tyfi kruznice, resp. elipsy
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Pro elipsy plati £; = 2 a podobnou tivahou jako v tloze 2 se dojde k reku-
rentnimu vztahu E,, = E,_1+4(n—1), n > 2. Maximalni pocet oblasti vznikne
tehdy, kdyz kazdé dvé elipsy maji ¢tyfi priseciky a zadné tii nemaji spolecny
bod (viz obr. 6 vpravo). Resenim rekurentni rovnice ziskime E,, = 2n? —2n+2.
Ke stejnému vysledku Ize dojit pomoci Eulerovy véty dosazenim v = 4(72’),
h=4v/2=2v, s = E,.

Pro paraboly plati P, = 2 a podobnou tivahou jako v tiloze 2 lze dojit?
k rekurentnimu vztahu P, = P,_1 + 4n — 3, n > 2. Maximalni pocet oblasti
vznikne tehdy, kdyz kazdé dvé paraboly maji ¢tyti priseciky a zadné tii nemaji
spole¢ny bod (viz obr. 7). ReSenfm rekurentni rovnice ziskdme P,, = 2n%—n+1.

—_

Obr. 7: Maximalni pocet oblasti pro ¢tyfi paraboly

3 Krajeni melounu a dalsi ilohy v prostoru

Podivejme se na prostorovou verzi tlohy 1.

oha 6. Na jaky mazximdlni pocet kusi lze rozkrdjet meloun ve tvaru koule
Uloha 6. Na jaky imdlni pocet kust [ krajet mel t koul
pomoci n rovnych tezu?

Budeme postupovat podobné jako v roviné a uvédomime si, ze tlohu lze
prevést na nasledujici problém.

Uloha 7. Jaky mazimdini pocet oblasti miZe vzniknout, jestlize pomoci n rovin
rozdeélime trojrozmeérny prostor?

Necht M,, zna¢i hledany maximélni podet oblasti. Ziejmé plati M; = 2
(jedna rovina rozdéli prostor na 2 oblasti) a My = 4 (dvé rliznobézné roviny
rozdéli prostor na 4 oblasti, zatimco dvé rovnobézné roviny pouze na 3 oblasti).
Postupujme podobné jako pii feSeni tlohy 2: n-t4 rovina protne nejvyse n — 1
dfive sestrojenych rovin (miZe jich byt méné, pokud je nova rovina rovnobézna

3 Situace je o tentokrat o néco slozit&jsi nez u kruznic a elips. Je uziteéné si predstavit,
ze parabola je svym vrcholem rozdélena na dvé shodné cCasti se spolenym krajnim bodem,
které pfidavame postupné. Reseni tlohy se nezméni, pokud bychom misto parabol uvazovali
dvojice polopfimek se spoleénym krajnim bodem.
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s nékterou dfive sestrojenou). Vznikne v ni nejvyse n — 1 pfimek, které ji déli
na maximalné L, _; rovinnych oblasti. Kazda rovinna oblast v n-té roviné déli
nékterou stavajici oblast prostoru na dvé podoblasti. Pfi sestrojeni n-té roviny
tedy muze vzniknout maximéalné L,,_; novych oblasti; bude jich pravé L, _1,
pokud v n-té roviné vznikne n — 1 pfimek, které jsou navzijem riiznobézné
a zaddné tfi nemaji spoleény bod. Stac¢i tedy roviny volit tak, aby kazdé dvé
byly rtiznobézné, prusecnice libovolnych dvou rovin byly riznobézné a zadné
CtyTi roviny nemély spole¢ny bod.

Ukéazali jsme, ze pro n > 2 plati M,, = M,,_1 + L,_1. Opakovanym pouzitim
tohoto vztahu dostavame

Mn = Mn—l + Ln—l =
=My o+ Ly o+ Lp 1=

=My+ Lo+ +Lp1=

n—1

kde posledni rovnost plyne ze zndmého vztahu* Z:’:_jl (;) = (jjzl).

Podobnym zpisobem je mozné pokracovat do vyssSich dimenzi: Maximalni
pocet oblasti, které vzniknou, jestlize pomoci n nadrovin rozdélime d-rozmérny
prostor, 1ze vypocitat pomoci rekurentniho vztahu, ve kterém vystupuje pocet
feSeni stejné tilohy v (d — 1)-rozmérném prostoru. Ctenafe jiz asi nepiekvapi
vysledek: Maximalni pocet oblasti pro n nadrovin v d-rozmérném prostoru je

(viz napf. [13])
()« ()= ()

Ztstanme vsak v trojrozmérném prostoru a podivejme se na dvé varianty
ulohy 7. Nésledujici problém pfevzaty z [3, tloha 137] lze Fesit nékolika odlis-
nymi zpusoby.

4 0Obg strany vztahu udavaji pocet zptsobt, jak z mnoziny {0,...,n — 1} vybrat neu-
spofddanou (j + 1)-tici prvki bez opakovani. Cislo (;) odpovida poétu (j + 1)-tic, jejichz
nejvétsi prvek je 1.
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Uloha 8. V prostoru je n rovin. Vsechny maji spolecnsj bod, ale Zddné tii
nemagi spolecnou primku. Na kolik oblasti je prostor témito rovinami rozdélen?

Jestlize R,, znaci hledany pocet oblasti, pak Ry = 2. Uvazujme situaci, kdy
méame n — 1 rovin prochézejicich jistym bodem A a pfidavame n-tou rovinu
prochézejici timto bodem. Ta protind vsech n — 1 pfedchozich rovin. Jelikoz
zadné t¥i roviny nemaji spole¢nou pfimku, v n-té roviné vznikne n — 1 riznych
piimek, které se protinaji v bodé A a déli n-tou rovinu na 2(n — 1) rovinnych
oblasti (4hld). Kazda z téchto rovinnych oblasti déli nékterou stavajici oblast
prostoru na dvé podoblasti, plati tedy R, = R,_1 + 2(n — 1), n > 2. Resenim
této rekurentni rovnice dojdeme k vysledku R, =2+ n(n — 1).

Obr. 8: Pripustné konfigurace t¥i rovin z ulohy 8

Lze postupovat i jinak: Predstavme si kulovou plochu se stfedem v bodé,
kde se protinaji vSsechny roviny. Prisec¢nice kulové plochy s rovinami jsou hlavni
kruZnice a jejich oblouky lze chépat jako hrany grafu nakresleného na kulové
plose. Pocet stén tohoto grafu je roven hledanému poctu oblasti R,,. Pro grafy
na kulové plose plati Eulertiv vzorec v+ s = h+ 2, nebotf pomoci stereografické
projekce® lze graf promitnout do roviny pii zachovani poétu vrchold, hran i
stén. V nasem piipadé mame v = 2(’;) (prisecnici libovolnych dvou rovin
odpovidaji dva body na kulové ploge). Z kazdého vrcholu vedou étyfi hrany,
proto h = 4v/2 = 2v (vyraz 4v zapocitava kazdou hranu dvakrat). Dostavame
tedy 2(721) +R, = 4(;) + 2 a po upravé R,, = 2(;‘) + 2.

Hodnota R, se shoduje s ¢islem K, udavajicim maximalni pocet oblasti
v roviné€ rozdélené n kruznicemi. Tato shoda neni ndhodna: Uvazujme opét
kulovou plochu se stfedem v bodé, kde se protinaji vSechny roviny. Priiseénice
rovin s kulovou plochou jsou hlavni kruznice, které ji déli na R,, oblasti. Pomoci
stereografické projekce promitneme kulovou plochu do roviny, ktera se ji dotyka
v bodé nelezicim na zadné ze zminénych hlavnich kruznic. Z vlastnosti projekce
plyne, Ze ziskdme n kruznic v roviné, pricemz kazdé dvé se protinaji ve dvou
bodech a zadné tfi nemaji spoleény bod. Pocet oblasti na kulové plose, ktery
se rovnd R,,, se shoduje s poCtem oblasti v roviné, ktery je roven K.

Dalsi tlohu lze najit napf. v [1, str. 304] nebo v [12, Gloha 45].

5 Viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Stereographic_projection.
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Uloha 9. Jaky mazimdini pocet oblasti miZe vzniknout, jestlize pomoci n ku-
lovgch ploch rozdélime trojrozmérny prostor?

Vsimnéme si nejprve, ze maximalni pocet oblasti na kulové plose, které mo-
hou vzniknout, pokud na ni nakreslime n kruznic, je K,. Tato skutec¢nost, kte-
rou vzapéti vyuzijeme, plyne z tlohy 5a) a z vlastnosti stereografické projekce,
ktera mezi sebou prevadi kruznice na kulové plose a kruznice v roviné.

Vratme se k zadané tloze. Jestlize S,, zna¢i hledany maximélni pocet oblasti,
pak S; = 2, So = 4. Pokud je jiz sestrojeno n — 1 kulovych ploch, pak n-ta
kulova plocha miuzZe protnout vSechny z nich. Tim v ni vznikne nejvyse n — 1
kruznic, které ji déli na maximalné K,,_; oblasti. Bude jich pravé K,,_1, pokud
v n-té kulové plose vznikne n —1 kruznic, z nichz kazdé dvé se protinaji ve dvou
bodech a zadné tii nemaji spole¢ny bod. Staci tedy kulové plochy volit tak, aby
se kazdé dvé protinaly (nikoliv pouze dotykaly), kazdé tfi mély spoleény bod
a zaddné ¢tyti nemély spolecny bod. Kazda z K,,_1 oblasti na n-té kulové plose
déli nékterou stavajici oblast prostoru na dvé podoblasti. Pro n > 2 tedy plati
Sp = Sp-1+ Kn_1. Zéroven K; = i? —i+2=2(}) + 2, tudiz

Sn: n71+Kn71:
=S+ K+ + Ky =
n—1 .

1
w23 (o) +)
n—1 i
=442(n—2 2 =
+2(n—2)+ ;(2)

n
=9 2 =
n —+ (3)

= g(n2 —3n+8).

Poznamenejme, ze feSeni tloh 7 a 9 pochézi opét od Steinera [9].
4 Zavér

Nésledujici tabulka uvadi ¢isla nékterych posloupnosti z tohoto clanku ve
znédmé online encyklopedii OEIS [10], kde 1ze dohledat dalsi uZite¢né informace.

L, uloha 2 A000124
K, = R, tlohy ba), 8 | A014206
E, uloha 5b) A051890
P, uloha 5¢) A130883
M, uloha 7 A000125
Sh uloha 9 A046127



https://oeis.org/A000124
https://oeis.org/A014206
https://oeis.org/A051890
https://oeis.org/A130883
https://oeis.org/A000125
https://oeis.org/A046127
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Dalsi zajimavé ulohy tykajici se déleni roviny ¢i prostoru na oblasti je mozné

najit napf. v [1, oddil 3.2].

1]
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VARIACE KONCEPTESTU Z KOMBINATORIKY,
PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY

TOMAS ZADRAZIL

Ve své knize Peer Instruction: A wuser’s manual [1] definoval Eric Mazur
KoncepTest jako jednoznacné formulovanou otdzku s adekvatni obtiZnosti tes-
tujici porozuméni jedinému konceptu, kterou nelze vyfesit pouhym vyuzitim
pameéti a kterd je obvykle provazena adekvatnim poctem moznych odpoveédi.

Pomoci KoncepTesti lze jak testovat, tak i prohlubovat konceptudini po-
rozumeéni zakl. Nabizené odpovédi totiz obvykle obsahuji typické miskoncepce
spjaté s testovanym konceptem a zaci jsou tak cilené smétrovani ke kognitivnimu
konfliktu, ktery pri feSeni béznych Skolskych tloh zpravidla nenastane.

Tento prispévek si klade za cil predstavit moznost vyuziti KoncepTestu ve
vyuce stredoskolské matematiky a to na komentované variaci vzorovych tloh
z kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky.

V ramci textu je dale priblizen model konceptudlniho obrazu profesort
D. Talla a S. Vinnera pro praci s matematickymi koncepty.

1 Definice KoncepTestu

KoncepTest je podle [1] definovan jako:

(1) jednozna¢né formulované otdzka
(2) s adekvatni obtiznosti

(3) testujici porozumeéni jedinému konceptu (nosnému pojmu, myslence,
nebo principu),

(4) kterou nelze vyfesit pouhym vyuZzitim paméti (nebo pouhym dosazenim
do vzorce)

(5) a kterd je obvykle provazena pfiméfenou nabidkou moZnych odpovédi
(nebo jde o tzv. otevienou otazku).

KoncepTesty byly puvodné definovany pro potieby metody peer instruction,
jejiz podrobny popis se nachazi v sekci 3. Stézejni ucel KoncepTesti, a sice tes-
tovani, formovani a prohlubovani zakovského porozuméni predkladanym kon-
ceptum vsak muzeme celkem dobfe vyuzit i mimo bézné schéma peer instruction
(viz obrazek 1). Chceme-li v8ak pracovat s konceptudlnim porozuménim, je
nutné mit o ném alespon néjakou predstavu. Pro tento ucel si v nasledujici
sekci predstavime model konceptudlniho obrazu profesortt D. Talla a S. Vin-
nera [2].
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2 Co je to konceptualni obraz a jak s nim pracovat?

Tato sekce vychdzi z ¢élanku [2].

Pokusme se myslenku konceptudiniho obrazu priblizit na prikladu vyvoje této
kognitivni struktury u konkrétniho (smysleného) zdka — feknéme Ctibora — pro
konkrétni koncept, a sice pravdépodobnost (o Ctiborové konceptudlnim obrazu
pravdépodobnosti budeme nadale ve zkratce hovofit jen jako o KO; veskeré
koncepty pak budou dale v textu psany kurzivou).

Praptvodné je Ctiboriv KO prazdny, nicméné, zacne se zaplnovat, jakmile
se setka s vyroky typu: ,,Pravdépodobné vyhrajeme.“;  Ur¢ité spadne!“;  Nem4
velkou Sanci na uspéch®; ,Je to padesat na padesat®. Ctibor si zacne uvédo-
movat, ze pravdepodobnost vyjadiuje jakousi miru jistoty—nejistoty, ze se stane,
pripadné nestane, néjaka udalost, tj. zacne si vytvaret svou vlastni osobni defi-
nici tohoto konceptu. Bude mu jasné, Ze panna ma v hodu minci stejnou Sanci
jako orel a bude védét, ze nemusi byt dobry napad sazet na nejisté udéalosti —
spole¢né s dalsimi se tyto pfedstavy zac¢nou ukladat do jeho KO. Po case zjisti,
ze pravdépodobnost je mozné vyjadrit pomoci procent, ze nula-procentni Sanci
maji udélosti, které nemohou nastat a naopak stoprocentni jsou véci jisté. Kdyz
se svymi prateli bude hrat karty, dojde mu, ze ¢ekat na eso je méné jisté, nez
¢ekat na Cervenou barvu. V okamziku, kdy se Ctibor setka s formdlni definici
pravdépodobnosti, tak jiz jeho KO bude obsahovat bohatou zasobu souviseji-
cich pfedstav, uloh a situaci, které budou (zfejmé) v souladu s jeho aktudlni
0sobni definici tohoto konceptu. Lze rovnéz ocekavat, ze v této fazi nebude for-
malni definice v rozporu s tou osobni a Ze budou obé tyto definice generovat
podobnou ¢ast Ctiborova KO. Pokusme se nyni srovnat mozné podoby obou
definic.

Ctiborova osobni definice: Pravdépodobnost jevu je pomér piijatelnych a vSech
moznosti.

Formdln{ definice': Necht ) je mnoZina vSech moznjch vysledkii ndhodného
pokusu, w € Q elementarni jev a AU Q ndhodny jev. Necht dale 2 obsahuje
koneény pocet prvki, tj. Q = {w;, wa, ..., wy} a necht viechny elementéarni
jevy w; jsou stejné pravdépodobné. Pak pravdépodobnost jevu A definujeme
jako P(A) = %, kde |A| je pocet prvkit mnoziny A.

Ackoli se zd4, Ze uvedené definice fikaji to samé, ta formdini snad jen ma-
tematicky preciznéj$im jazykem, za nékolik malo fadki si ukazeme, Ze tomu
tak nemusi byt a ze skryty rozpor v uzitém slové ,moznosti“, muze vést az ke
kognitivnimu konfliktu (v tom lepsim p¥ipadé).

Na zavér tematického okruhu pravdépodobnost bude Ctiboriv KO plny pfi-
druzenych predstav, typovych tloh a souvisejicich koncepti (jako: kombinace,
variace, permutace, elementdrni jev, kombinatoricky soucin, princip korespon-
dence, ndéhodny experiment, podminénd pravdépodobnost, atd. ... ). Jde jiz
o natolik rozsédhlou kognitivni strukturu, ze nadale neni mozné pracovat s ce-

I Poznamenejme, ze jde o takzvanou klasickou definici pravdépodobnosti.
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Ilym KO najednou. Setka-li se tak Ctibor v daném kontextu s konkrétni situaci,
respektive tlohou, spadajici do domény pravdépodobnosti, evokuji se mu pouze
¢asti KO — témto Castem budeme v dany okamzik fikat evokovany konceptudlni
obraz (dale jen EKO). Za idedlnich podminek jsou veskeré ¢asti KO ve vzdjem-
ném souladu. Nicméné, muze se stat, ze nékteré c¢asti KO jsou ve vzajemném
rozporu, a jsou tedy potenciglnimi faktory kognitivniho konfliktu. Potencidl-
nimi, nebot nikdy nemusi dojit k situaci, kdy by byly evokovdny soucasné,
a tedy vedly ke kognitivnimu konfliktu. AvSak, v okamziku, kdy FKO obsahuje
potencidlni faktory kognitivniho konfliktu, tj. dojde k jejich soucasnému evoko-
vani, stavaji se tyto aktudlnimi faktory kognitivniho konfliktu a nutné nastava
kognitivni konflikt. Kognitivni konflikt vede k rekonstrukci FKO, a tedy i celého
KO — k hor§imu, ¢ k lepsimu (je nepravdépodobné, avsak mozné, Ze by Ctibor
nastaly kognitivnd konflikt ignoroval a rekonstrukce neprobéhla).

Ve svétle nabizeného pfistupu, tak mizeme miru konceptudlniho porozumeéni
chépat jako kvalitu a koSatost odpovidajiciho konceptudlniho obrazu. Své Kon-
cep Testy pak muzeme designovat za Gcelem cilené vyvolavat kognitivni konflikt,
napiiklad zéky vystavovat béznym miskoncepcim (Spatnym predstavam o da-
ném konceptu). Vzato z druhé konce, pokud své zéky vhodnymi tlohami nevy-
stavime kognitivnimu konfliktu, nikdy si nemuseji uvédomit, Ze jejich koncep-
tudlni obrazy, obsahuji trhliny, nedostatky a vzdjemné rozporuplné predstavy
a ze je tak jejich porozuméni ,mlhavé a chatrné“.

3 Metoda peer instruction

Tato sekce je véetné obrazku 1 doslovné pfevzata z konferenéniho ptispévku [3].
Originalni je pouze zavéreény doslov o vhodnych modifikacich metody peer
instruction spolu s komentari.

Roku 1984 zacal Eric Mazur na Harvardu vyucovat tvodni kurzy fyziky pro
mediky. Jeho prednéasky byly hodnoceny velmi kladné a stejné tak jeho studenti
dosahovali, z hlediska testi a zkousek, velmi slusnych studijnich vysledkd. Na
zékladé téchto indicii poklddal Mazur sdm sebe za velmi dobrého prednéase-
jiciho. Po pfiblizné sedmi letech ,ispésné vyuky“ se vSak k jeho o¢im dostal
¢lanek referujici skutecnost, ze tvodni kurzy fyziky na vstupnich prekoncepcich
a miskoncepcich studentt ve fyzice prakticky nic nezméni. Prvotni Mazurovou
reakci na sdéleni ¢lanku bylo pouhé konstatovani: ,,Ne moji studenti — ne stu-
denti Harvardu!“ Jako védec vSak dobte védél, ze své tvrzeni potiebuje ukotvit
v datech. Studenttim proto zadal, podle méfitek akademiku ,,jednoduchy*, test
zacileny na konceptudlni porozumeéni tfem Newtonovym zakonim. Vysledky,
které obdrzel, jej zcela Sokovaly. Nékter: studenti dopadli stézi lépe, nez gorila
nahodné stlacugici kldvesy na klavesnici [1].

Toto své zjisténi mohl Eric Mazur zcela ignorovat a pokracovat ve vjuce
dosavadnim klasickym zptsobem. Rozhodl se vSak svij pfistup zcela zménit
a vyvinul metodu peer instrucion.
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| Kratka prezentace |

I Zadani KoncepTestu |
e studentd l

| Analyza Zeni odp i |

| 1 | 1

35% — 70 % spravné < 35 % spravné
> 70 % spravné
| p diskuze I { P I {

‘ NEBO

I struéné vy | Studenti reviduji své odpovédi

Obr. 1: Peer Instruction — schéma jednoho bloku

Peer instruction (déle jen PI), jak ji ve své knize [1] popsal Eric Mazur, je
metoda aktivniho uceni stojici zejména na skupinové diskuzi vyvolané slozitéjsi
konceptualni otazkou, takzvanym KoncepTestem. Hodina vyucované podle Pl
je obvykle ¢lenéna do nékolika bloki. Schematickou strukturu jednoho takového
bloku si muzeme prohlédnout na obrazku 1. Kazdy blok je zahajen kratkou
prezentaci zvoleného konceptu. Pfi svém vykladu se instruktor snazi vyvarovat
poskytnuti vzorce nebo jiné, na paméti zalozené, berlicky. Po prezentaci na-
sleduje zadani KoncepTestu cileného na prohloubeni porozuméni pfedstavova-
nému konceptu. Studenttim je poskytnut kratky ¢as na individudlni promysleni
odpovédi. Nasledné jsou vyzvani k hlasovani prostfednictvim hlasovacich karet,
clickerd nebo chytrych zafrizeni. Na zakladé rozlozeni relativnich cetnosti stu-
dentskych odpovédi bud instruktor stru¢né vysvétli spravnou odpovéd, prejde
ke skupinovym diskuzim, nebo se pokusi prezentovany problém jesté jednou
vysvétlit. Ve fazi skupinovych diskuzi se studenti snazi presvédcit své kolegy
o spravnosti své volby, pricemz jsou instruktorem vybizeni ke zdavodnovani —
nikoli pouze k pouhému konstatovani. Vyzkumy ukazuji, Ze je student mnohdy
schopen danému konceptu snaze porozumét na zakladé vykladu svého spolu-
zéka, nezli na zakladé vykladu samotného instruktora [4]. Studenti, kte¥i derstvé
diskutovanému konceptu porozuméli, si totiz zivé pamatuji, jaké to bylo pojmu
nerozumeét a jaké kroky museli ucinit, aby se porozumeéni dobrali. Naproti tomu
instruktor sdm CGasto trpi takzvanou ,kletbou védomosti“ [1], nebot danému
konceptu dobfe rozumi a dévno si jiz neuvédomuje nesnaze na cesté k po-
rozuméni. Skupinové diskuze jsou ukonceny revidujicim hlasovanim studenti
a struénym vysvétlenim spravné odpovédi. Prakticky vzdy dojde k znatelnému
navySeni hlasti ve prospéch spravné odpovédi [1], [4].

Popsany blok zabere pfiblizné 10-15 minut. Za jednu vyucovaci hodinu jsme
timto zpiisobem tedy schopni probrat 3 az 4 koncepty. Je proto ziejmé, ze
abychom doséhli stejného objemu uciva jako u klasické vyuky, musime ¢ast
prace nalozit na bedra studenttim. Toho miizeme docilit napriklad tak, ze pired
lekci studenttiim zadame pripravné materidly k samostudiu, po jejichZ nastu-
dovani budou disponovat potfebnymi znalostmi pro zvladnuti lekce. Ve své
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knize [1] Eric Mazur pro tyto ucely doporu¢uje po bok PI zafadit i strategii
Just-in-time Teaching?.

MozZné modifikace a doporuéeni

Na zakladé t¥i let vyzkumnych i praktickych zkusenosti s PI doporucuji pro
ucely vyuky matematiky na trovni zdkladni—stfedni Skoly néasledujici modifi-
kace:

e Pro dany koncept postupné zadat vice KoncepTestu se vzestupnou ob-
tiznosti. Rada matematickjch koncepti je pro zaky zcela novd — pro

konceptu alespon néjakou predstavu.

e Nechat zaky, alespon zpocatku, diskutovat ve skupinach i nad Kon-
cepTesty s vysokou pocateéni ispésnosti (tj. nad 70 %). Ne vzdy na
feSeni prijdou spravnym zpusobem. Miuze byt pfinosné slySet rozdilné
pristupy spoluzaku k témuz problému. Konec¢né, diskuzi dojde k pro-
cviceni socidlnich dovednosti zaki.

e Pted krok skupinovych diskuzi zafadit krok pred-diskutovani Koncep-
Testu ve dvojicich. Timto zpusobem dojde k zapojeni vétsiho poctu
zékd a k lepsimu uchopeni tlohy samotné pred vstupem do skupino-
vych diskuzi.

e Nepouzivat zadny skupino-tvarny mechanizmus a nechat zaky utva-
fet diskuzni skupiny podle vlastnich preferenci. Toto doporuceni plati
obzvlasté pro tfidy s nedostatecné zajisténym bezpecnym prostiedim,
nebot pro nékteré zéky muize byt obtiZné prezentovat své nazory spo-
luzaktm, viaci kterym chovaji stud ¢i néjaké antipatie.

e Hlasovéni realizovat co nejvice anonymnim zptsobem (idelné pomoci
telefont). Néktery zdci mohou Spatné snaset védomi, ze jejich odpovéd
mohou ,vidét* i jejich spoluzaci (viz pfedchozi pozndmka o bezpecném
prostieds).

e Neukazovat zadkium distribuci hlasti po prvnim hlasovani. Tento akt by
mohl nezadoucim zpiisobem ovlivnit skupinové diskuze — obzvlasté pro
jedince nachylné k prejimani vétsinového nazoru.

4 Komentovana mini-sbirka ukazkovych KoncepTestu

Kulicky

V sacku jsou tii Cervené a jedna modré kulicka (viz obrazek 2). Budeme vyta-
hovat dvé kulicky nardz. Ktery z néasledujicich jevu je pravdépodobnéjsi?

2 Just-in-time Teaching je strategie vyuky zaloZena na zpétnovazebni smyéce mezi pii-
pravnym online prostfedim a naslednym dénim ve t¥idé. Strucné feceno, instruktor zada stu-
denttim skrze internet pripravné materidly provazené tkoly a otazkami, které studenti museji
vypracovat a odevzdat jesté pifed zacatkem nasledujici lekce. Na zékladé zpétné vazby po-
skytnuté odpovédmi studentt poté instruktor vhodné upravi obsah nasledujici lekce. Stejné
tak obsah p¥ipravnych materiali je do zna¢né miry uzptsoben priibéhu predeslé lekce [5].
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Obr. 2: TFi Cervené a jedna modra

(A) Obé vytazené kulicky maji stejnou barvu.

(B) Obé vytazené kulicky maji riznou barvu.

(C) Ani jeden. Jevy A, B jsou stejné pravdépodobné.

(D) Na poloZzenou otazku neni mozné jednozna¢né odpovédét.

Tato tloha byla v blizké minulosti opakované zadana budoucim i praktiku-
jicim ucitelim matematiky a také studenttim prvnich ro¢niki obecné matema-
tiky, fyziky, ¢i informatiky na MFF UK. Ackoli mtze otazka na prvni pohled
pusobit jednoduse, ve skutecnosti se jedna o pomérné obtizny KoncepTest s ty-
pickou tispé$nosti v prvnim hlasovani okolo 20-40 %.

Je dobré si uvédomit, ze pro feseni tlohy neni podstatné, zda obé kulicky
vyjmeme ze sacku naraz, nebo postupné. Dojde-li ndm tato skutecnost, pak pro
postupné vylosovani dvou kulicek ¢ervené barvy ziskavame pravdépodobnost
% : % = % (pro vylosovéni ¢ervené kulicky v prvnim a nasledné i druhém tahu
hovoii nejprve t¥i ze étyf, a posléze dvé ze tii Sanci) a pro postupny los dvou

1

kulic¢ek rizné barvy pak pravdépodobnost % . % + % . % =3.

Dalsi mozny myslenkovy postup vedouci ke spravné odpovédi (C) je nazna-
¢en na obrazku 3. Nase smysly kulicky nerozlisi — pravdépodobnost vSak ano!
Jak to vysvétlit?

e Predstavme si, Ze jsou kulicky oznaceny neviditelnym inkoustem pomoci
¢isel. Losovani pak na prvni pohled probiha stejné. Nicméné posvitime-li
si na kulicky pomoci UV lampy, vidime, ze jsou jiné. Tj. ziskdvame
elementarni jevy® (1; 1); (2; 1); (3; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 3) a na prvni
pohled je zfejmé, Ze pravdépodobnosti obou jevt jsou stejné.

e Dobie, co kdyz kulicky neoznacime neviditelnym inkoustem, budou i
pak rizné? Ano — kazdéa z nich byla pravdépodobné vyrobena v jiny
okamzik a kazda z nich je zcela urcité sestavena z jiného poctu atoma.
V makroskopictéjsim meéritku pak kazda nese jiné poskrabani povrchu,
atd.

e Je zde jesté jedno vysvétleni. Z hlediska geometrie vaku, tj. nahlizime-
li na tlohu z perspektivy geometrické definice pravdépodobnosti, lezi
kazda kulicka nékde jinde a modré kulicky se tedy lisi pfinejmensim
svou pozici.

3 P¥i uzitém znaceni rozumime jevem (1; 1) tazeni ervené kulicky 1 a modré kulicky 1.
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Obr. 3: Lidské oko smysly kulicky nerozlisi — pravdépodobnost vsak ano!

Za treti, a zfejmé i nejelegantnéjsi, pristup k této tloze, vdécime kreativité
dr. Stanka.

Vylosovani dvou kulicek cervené barvy je ekvivalentni situaci, kdy v pytliku
zustanou dvé kuli¢ky rtzné barvy. Oba jevy proto museji byt stejné pravdépo-
dobné.

Spravné feseni jiz mame, jak ale s tlohou pracovat ve tfidé v okamziku nizké
pocatecni ispésnosti, tj. v okamziku, kdy nemé cenu nechat zaky nad otazkou
diskutovat ve skupinach? V takovém pripadé se jako schidna cesta jevi ndzorny
experiment, ktery nejprve zbofl mylnou predstavu zak, a az poté se prikroci
k diskuzi sméfujici k vysvétleni rozporu mezi realitou a intuici. Zakéim mizeme
rozdat kulicky a nechat je nékolikrat provést popsany experiment (dvojtah
ze zaviené dlang). Béhem kratké chvile tak, po napiiklad péti opakovénich,
ziskdme 5 - 30 = 150 vysledki (v obvyklé konstelaci t¥idy o 30 zacich).

Pro¢ ma dloha obvykle tak nizkou pocatecni tspésnost a to i mezi prak-
tikujicimi uditeli? ,,Zakopaného psa“ je mozné hledat v rozporu mezi ¢astmi
konceptudlniho obrazu pravdépodobnosti generovanymi osobni a formdlni defi-
nici pravdépodobnosti. Vzpomenme si na ukizkovou osobni definici:

,Pravdépodobnost jevu je pomér prijatelnych a vSech moznosti.“

Jeden z moznych vykladd nas zavede ke ,kombinatorickému® nerozliSovani
stejnych cervenych kulicek, a tedy k intuitivnimu predpokladu, ze je-li Cerve-
nych kulicek vice, pak je pro vytazeni dvou cervenych kulic¢ek i vice moznosti
nez pro soucasné vytazeni Cervené a modré kulicky. Na viné tak mize byt
intuice v kombinaci s ,naivné kombinatorickym“ pohledem na hledani poctu
moznosti.

Dalsi moznost, jak si nizkou tspésnost tlohy vysvétlit, tkvi v nespravné
identifikaci elementdrniho jevu. Mozna se nam vybavi ,povéstné“ duo tloh
o hodu nékolika bilymi versus nékolika riznymi kostkami.

Pro pfipomenuti, feknéme, Ze hodime a) dvéma stejnymi bilymi kostkami
a za b) dvéma rtznymi, napiiklad éervenou a modrou. Jakd je pravdépodob-
nost, ze padne duo (J, (.

V ptipadé a) jde piece o stejné kostky, vysledku dosdhneme uzitim kombinaci
s opakovanim (duo (), (I reprezentuje jedind moznost). V ptipadé b) pak jde
o kostky ruzné a vysledku tak dosdhneme prostifednictvim variaci s opakovanim
(duo (], (7 reprezentuji dvé moznosti).
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Casem se objevi tiloha c) s jakou pravdépodobnosti dosdhneme pii opako-
vaném hodu jednou bilou kostkou vysledku dua (-, (3?7 Navic lze v piipadé c)
pozadovat pfimo posloupnost (-, 3, nebo prosté jen dvojici (3J, (3 v libovolném
poradi.*

Pii popsaném (nespravném) feeni tloh a), b), ¢) v podstaté pracujeme s evo-
kovanym konceptudlnim obrazem pravdépodobnosti sestavenym z ¢asti genero-
vané naivné kombinatoricky pojatou osobni definici pravdépodobnosti (tj. poci-
tdme moZnosti) spoleéné s ¢asti obsahujici notoricky zndmou kombinatorickou
ulohu tykajici se a) soucasného hodu dvou stejnych kostek (kombinace s opa-
kovdnim), b) soucasného hodu dvou rtiznych kostek (variace s opakovanim),
¢) postupny hod stejnou kostkou (kombinatoricky soucin).

At uz v dobré vife procvic¢it zakladni kombinatorické vzorce nebo sami su-
Zovani popsanou miskoncepci zpisobenou (snad pravé touto tilohou), mnohdy
nevédomky pokracujeme v §ifeni jejiho neblahého vlivu.®

Jaky je zavér!? Nejsme-li v kvantové mechanice, pak pravdépodobnost od
sebe vzdy rozpozna i na prvni pohled stejné predméty a i se stejnymi kulickami
musime proto naklddat jako s riznymi (nejedné-li se o bosony).

Problematiku hodu riznymi a stejnymi kostkami muizeme uvést naptiklad

nasledujicim Koncep Testem, nebo jeho zjednodusenou verzi pracujici pouze
s hodem tfemi stejnymi a tfemi navzajem riznymi kostkami.

Soucasny hod tiemi kostkami®

Pii kterém z néasledujicich hodt (A)—(C) dosdhneme s nejvétsi pravdépodob-
nosti tria (+J, (9, (J (v libovolném potadi)? P¥ipadné zvolte nékterou z moznosti
(D)~(E).

(

=

pri soucasném hodu tfemi bilymi kostkami;
(B) pfi sou¢asném hodu ¢ervenou, modrou a zelenou kostkou;
(C) pfi soufasném hodu dvéma bilymi a jednou ¢ernou kostkou;

)
)
)
) P(A) = P(B), P(A) > P(C);
)
)
)

= O

P(C) = P(B), P(C) > P(A);
P(A) = P(C), P(A) > P(B);
(4) = P(B) = P(C).

(
(F
(G

!

Cteni z grafu

PtiloZeny sloupkovy diagram (na obrazku 4) obsahuje data Ceského statistic-
kého tradu pro mnozstvi vytézeného dieva v ¢eskych lesich v letech 2010-2018.

4 Musim se pfiznat, Ze tehdy jsem se, pro uchovani svého dusevniho zdravi, rozhodl situace
a), b), c¢) rozliSovat zpaméti . ..

5 Nutno poznamenat, 7e sam jsem se této $patné piedstavy zbavil az diky dr. Staiikovi
v 1. ro¢niku magisterského studia ...

6 Poznamenejme, %e na feseni tlohy nemé vliv, zda hazime kostkami najednou, & po-
stupné, jak jiz bylo naznaceno v predchozim textu.



88
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Obr. 4: Graf k tloze Cteni z grafu

Na zékladé zbézného pohledu na graf 1ze konstatovat, ze v roce 2018 byla
pruamyslova tézba dieva ...
(A) méné nez dvakrat vétsi co v roce 2010.
(B) pfiblizné dvakrat vétsi nez v roce 2010.
(C) ... pfiblizné t¥ikrat vétsi nez v roce 2010.
(D) Ani jedno z tvrzeni (A)—(C) neni pravdivé.

Spravna odpovéd je samoziejmé ... (A) ..., ne! Spravné je (D). Ulohu &teni
z grafu nelze povazovat za dobry KoncepTest. KoncepTest by nemél byt posta-
veny na chytdku nebo mit matouci zadéani. Sloupkovy digram totiz neobsahuje
udaje o primyslové tézbé dieva, ale o celkové tézbé dieva. Mezi témito pojmy
je zasadni rozdil, jak uvidime déle v textu. Kdybychom otédzku chtéli formulo-
vat jako KoncepTest, museli bychom souslovi ,,primyslova tézba“ upravit na
»celkova tézba“. Timto bychom ziskali pomérné dobrou otazku cilenou na pro-
blematiku matent grafy, a to konkrétné za pomoci nenulové pocatec¢ni hodnotou
svislé osy.

Jak tloha vznikla? Béhem vyuky statistiky v devatém roc¢niku s zaky pra-
videlné probirdme i mateni grafy. Obvykle tuto problematiku uvadim praveé
pomoci sady snazsich KoncepTesti. Ve skolnim roce 2019/20 vsak z divodu
korona-krize bylo nutné postupovat ponékud odlisné. Zaci dostali za tikol pro-
studovat matent grafy na portalu realisticky.cz [6], a poté vytvorit duo vlastnich
grafii v duchu objektivni / manipulativni. Zadéani ilohy Cteni z grafu vzniklo
pravé diky praci jedné zacky (kryci jméno Berenika), do jejiz zkrécené verze
muzeme nahlédnout pod timto odstavcem — grafy i ptilozené komentdre psané
kurzivou jsou autentické.
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Zkracena verze domaci prace zacky Bereniky

Na tivod své prace uvedla Berenika pfehledovou tabulku obsahujici data Ces-
kého statistického ufadu mapujici nahodilou a celkovou tézbu dieva v letech
2010-2018. Poté jiz pokracovala komentovanymi grafy:

TéZba dieva v CR

30 000 000

25 000 000

20 000 000

15000 000 -

10 000 000 -+

5000000 ~

Mnoistvi vytéieného dieva v m?

0 -
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Obr. 5: Tézba poslednich 8 let roste!

Tezba dieva v CR za posledni 4 roky rapidné stoupla! Lesy se kdci, ekosystém
strddd a papirny profituji (viz obrdzek 5)! Kdyby byl graf pojmenovdn takto
a chybéla by legenda (podrobnéjsi popis), tak bych usoudila, Ze se jednd pouze
o clovékem iniciovanou tézbu — ment to tak.

Tézba dieva v CR

26 500 000

24 500 000

22 500 000

20 500 000

18 500 000

16 500 000 ~

Mnoistvi vytéieného dieva v m?

14 500 000 -

12 500 000 -
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Obr. 6: Tézba dieva vzrostla za 8 let tfikrat!

Dojem, Ze nadmerné kdcime a plundrujeme nase lesy, by umocnilo i posunuti
08y y — zacind az v 12 500 000 m® (viz obrdzek 6).
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Tézba dieva v CR
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Obr. 7: Srovnani prumyslové a celkové tézby dfeva

Téezba dreva pro lidské a prumyslové zpracovdani se u nds ve skutecnosti sni-
Zila. Veétsina drevin, co v puvodnim grafu byly uvedeny, jako vytéZené, se vytézily
snahodilou tézbou“. To znamend, Ze byly vyvrdceny vétrem, postiZeny kiurovci
a jingmi parazity, apod. Vétsina takového dieva je ponechdna v lesich (vyvrd-
cené stromy), nebo znidena (jedinci postiZeni parazity), pouze édst je odvezena
a prumyslové zpracovdna. Na obrazku 7 je mozno nahlédnout jakou ¢ast celkové
tézby dieva v Ceskych lesich zaujima tézba pramyslova.

TéZba dreva v CR (¢lovékem iniciovana)

14 000 000

12 000 000

10 000 000 -

8 000 000 -

6000 000 -~

i vytézeného dfeva v m?

4000 000 -

Mnoistv

2 000 000 -

0 -
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Obr. 8: Primyslova tézba dfeva za poslednich 8 let klesla

Lidskou/primyslovou téZbu, tedy to, co opravdu clovék téZil dimysiné jsem
sama dopocitala. Spravny graf pro ilustraci prumyslové tézby dreva v letech
2010-2018 je mozno nahlédnout na obrazku 8.
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Dalsi sady graf vytvorené zdky miZeme nahlédnout na obrazcich 9, 10, 11,
12 a 13. Obrazky 9 a 13 reprezentuji mateni grafy skrze uziti logaritmického
méfitka jedné z os. Obrazek 10 ztélesnuje ukazkové zneuziti 3D kruhového di-
agramu. Obrazek 11 je dalsim zastupcem manipulativnich grafi s nenulovym
pocatkem svislé osy. Konec¢né, obrazek 12 zastupuje grafy s imyslné vypusté-
nymi body na ¢asové ose, a mezi jednotlivymi adaji jsou tak nestejné Casové
aseky.

Pocet nakazenych koronavirem v Ceské Pocet nakaZenych koronavirem v Ceské
republice republice
3000 o
nezji§téno
y kraj 1795
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1000 Jihomoravsky kraj messss 589
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. s 1.4 s
Obr. 9: Logaritmické meéritko osy
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Obr. 10: 3D kruhovy diagram
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Obr. 11: Nenulovy pocatek osy y
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Obr. 12: Vypusténé body na ¢asové ose
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Obr. 13: Logaritmické méritko osy y

Problematika mateni grafy je nedilnou soucasti zdravého konceptudlniho ob-
razu statistiky i zékladni obcanské uvédomélosti, a méla by ji proto byt béhem
vyuky statistiky vénovana patficnd pozornost.

Stoviktiv hrachovy experiment

Sedlak Stovik je horlivym pfiznivecem a péstitelem biopotravin. Neddvno se
na trhu objevilo nové hnojivo na pfirodni bazi, jehoz tc¢innost je zapotiebi
otestovat. Stovik proto sviij hrachovy zéhon rozdélil na dva stejné zahonky,
pricemz na jednom péstoval hrach obvyklym zptsobem, a druhy pak hnojil
novym hnojivem. Na zavér svych experimentti z obou zahonkd nahodné sklidil
po 40 hrachovych luscich a spocital, kolik kuli¢ek se v kazdém nachézi. Ziskal
nasledujici data:

Pocet kuli¢ek v luscich ze zdhonku nehnojeného novym hnojivem:
4656564649536754646567465286565554446756

Pocdet kuli¢ek v luscich ze zadhonku hnojeném novym hnojivem:
6774956789897 798766797778947489986786878

Muze na zakladé popsaného experimentu sedldk Stovik rozhodnout Géin-
nost nového hnojiva? Diskutujte, zda je jeho experiment popsén dostatecné, ¢i
nikoli. Sva stanoviska vysvétlete.

Tato oteviena otazka se nejlépe hodi jako ivod do problematiky statistic-
kijch Setreni. Zaky miizeme vyzvat k odeslani vlastnich odpovédi skrze chytré
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telefony (pfes Socrative, Mentimeter, atd.), a ty poté anonymné promitnout na
tabuli.

Krom nespravnych konstatovani, ze je experiment dostateéné popsan,
spravné proveden a Ze lze na zakladé aritmetického priaméru tvrdit ... se ob-
vykle objevuji nasledujici vyroky:

e Neni feceno, zda jsou na obou zdhoncich stejné svételné ¢i jiné pod-
minky.“

e _Na jednou ze zdhonki muze byt mnohem vice luskt nez na druhém.*

e Jak zarudi, Ze hnojivo neprosakuje i na druhy zahonek?*

e . Co kdyz kulicky maji jinou hmotnost, nemél by je spiSe zvazit?*

e Co kdyz hnojeny hrach chutna jinak, naptiklad hufe, nez nehnojeny?«

Proc¢ je strohé konstatovani o dostateéném popisu experimentu povazovano
za nespravné? Co je vlastné cilem tlohy? Abychom dovedli designovat dobry
experiment, musime mu byt schopni kriticky oponovat. Nemluvé o schopnosti
kriticky posoudit zévéry cizi i vlastni prace. Konec¢né, je vhodné poukézat na
skuteCnost, Ze problematika statistickych Setfeni saha nad ramec vypoctu zvo-
lené miry polohy ¢i variability.

Padurovo méfeni

V ramci své disertaéni prace pan Padura zméfil vysku svych 20 kamaradd,
a poté vypoctem urcil priimérnou vysku v této skupiné jako 182+5 cm. Druhého
dne vSak s hrizou zjistil, ze kdosi zlomyslny jeho mé¥idlo jesté pfed méfenim
zkratil o 1 cm.

Mezi nésledujicimi zvol pravdivé tvrzeni.

(A) Pan Padura bude muset upravit pouze primérnou vysku.
(B) Pan Padura bude muset opravit pouze priimérnou odchylku.

(C) Pan Padura bude muset opravit jak pramérnou vysku tak i primérnou
odchylku.

(D) Pan Padura nebude muset upravit ani jednu z diskutovanych hodnot.

(E) Bez opétovného méfeni neni mozné rozhodnout o pravdivosti (A)—(D).

Otazka okolo popravy

Kral Dobromysl nerad vidi své poddané trpét. Nedavno se jeho strazim poda-
filo lapit nezndmy pocet lapkii vétsi nez 4 (straze nejen vypadaji, ale i nesvedou
napoditat do péti). Kral proto necha pro vystrahu souc¢asné 4 ndhodné vybrané
kriminalniky povésit na namésti. Nez jsou vSak odsouzenci vybrani a rozsu-
dek vykonan, Dobromysl umira a na jeho misto nastupuje jeho syn Krutoslav,
ktery se puvodni rozsudek rozhodne upravit. Stale budou popraveni 4 ndhodné
vybrani lapkové, ale kazdy jinym zpusobem. Jak se lisi po¢et moznych poprav
oproti pivodni verzi krale Dobromysla?
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(A) Bude stejny.

(B) Bude 4 krat vétsi.
(C) Bude 16 krat vétsi.
(D) Bude 24 krét vétsi.
(E) Bude 64 krat vetsi.
(F)

F) Bez presného poctu zajatych lapka nelze rozhodnout.

KoncepTest Otazka okolo popravy testuje zékovské porozuméni vztahu
mezi kombinacemi a variacemi (bez opakovani). Aniz bychom znali pfesny po-
Cet lapki, ze kterého vybirdme, lze dospét k zavéru, ze ve druhém ptipadé bude
pocet moznych realizaci popravy 4! krat vétsi nez v prvnim. Na kazdou ¢tvefici
,prosté jen povésenych“ lapku totiz pripadd 4! variaci, alias distribuci mezi
Krutoslavem pripravena muka.

Postupujeme-li pak kombinatorikou v posloupnosti: kombinatoricky soucin,
variace, permutace, kombinace, mizeme Otazku okolo popravy pouZit i jako
motivacni ilohu pro odvozeni vztahu mezi poctem variaci a kombinaci.

Sazka na narozeniny

Pro jednoduchost uvazme pouze existenci neptestupného roku o délce 365 dni.
Kolik nejméné lidi musi byt pfitomno v mistnosti, aby se ndm (teoreticky)
vyplatila sazka, ze alespon dva z nich budou mit narozeniny ve stejny den?

Sazku na narozeniny miizeme koncipovat jako otevienou otézku, nebo ji
opatfit vybérem z nékolika moznych odpovédi. MuZzeme rovnéz vyzvat zaky,
aby se pokusili urcit priblizné feseni za pomoci Fzxcelu, ¢i jiného programu.
Ulohu lze také formulovat jednoduseji a ptat se napifklad v duchu:

Uvazme test, ze kterého je mozno ziskat 0, 1, 2, ..., nebo 10 bodi. Kolik
nejméné zakd musi psat test, aby se ndm (teoreticky) vyplatila sézka, ze zde
budou pfitomni alespon dva Zaci se stejnym poctem bodi? Predpokladejme,
ze pocty bodt, které zaci dostanou z tohoto testu urcuje ucitel zcela ndhodné.

Spravné feseni origindlni otdzky muzeme shlédnout naptiklad na YouTube
ve videu [7], pfipadné ptipravit dalsi KoncepTest tykajici se slavného Monty
Hall problému [8].

4 Zavér

Na miru porozuméni danému konceptu mizeme nahlizet skrze kvalitu a koSatost
odpovidajiciho konceptudlniho obrazu. S kazdym dalsim pfibuznym pojmem,
ulohou, ¢i situaci konceptudini obraz roste, az se z néj stava pomeérné rozsahla
a komplikovana kognitivni struktura. Ne vzdy je vSak tato struktura veskrze
kompaktni a harmonicka. Konceptudlni obraz miize obsahovat i trhliny, slepa
zékouti a vzajemné rozporuplné ¢asti — zvané téz potencidlni faktory kogni-
tivniho konfliktu. Nejsou-li vSak odporujici si ¢asti evokovany soucasné, nikdy
se o jejich nesouladu nemusime dozvédét. Pokud vsak evokovany konceptudini
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obraz obsahuje potencidlni faktory kognitivniho konfliktu, nastéava kognitivni
konflikt a tyto se stavaji aktivnimi faktory kognitivniho konfliktu. Kognitivni
konflikt pak zpravidla vede ke konstruktivni rekonstrukci konceptudlniho ob-
razu.

V prispévku byl ukdzan mozny rozpor pramenici z ,naivné kombinatoric-
kého“ uchopeni osobni definice klasické pravdépodobnosti, a sice pouhého hle-
dani poétu moznosti pii FeSeni odpovidajici kombinatorické tlohy (tj. v ne-
spravné identifikaci elementdrniho jevu). Zaci suzovani touto miskoncepci na-
priklad vnimaji Glohy spoéivajici v uréeni pravdépodobnosti s jakou a) pti hodu
dvéma stejnymi a za b) p¥i hodu dvéma riznymi kostkami padne duo ()&
jako dva zcela rozdilné problémy, ackoli z hlediska pravdépodobnosti jde o tutéz
ulohu.

Je jen a pouze na nas, zda podlehneme tlaku vefejnosti, svych tfid, rodicd,
osobniho komfortu ¢i samotnych Skol a nabidneme zakim pohodlnou cestu
dlazdénou ,,snadnou matematikou“ piimo do sladkého neporozumeéni v podobé
nedostatecné rozvinutych konceptudlnich obrazu plnych skrytych rozport a trh-
lin, nebo své zaky zamérné budeme vystavovat obtiznym otazkam a tloham ve
snaze vyvolat u nich konstruktivni kognitivni konflikt ¢i jinak zkvalitiiovat jejich
stavajici porozumeéni.

5 Podé&kovani

Piispévek byl podpofen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy (projekt ¢islo
680119). Déle dékuji svym zdktm, obzvlasté pak ¢lentim reflexni skupiny, je-
jichz cenné nazory a pripominky pfispély zasadni zptsobem ke zkvalitnéni vy-
uky matematiky skrze peer instruction.
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