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1. Konvexita kolem nas

e medicina

Menisky

... Rozeznava se na nich: horni konkavni
plocha, stykajici se s kondyly femuru, spodni
plocha, ktera je v kontaktu s periférii prislus- ;
né kloubni plochy tibie; zevni neboli obvo- :
dova plocha (zékladna prizmatu), kterd je
konvexni a velmi tlusta, pripojena ke kloub-
nimu pouzdru; vnitfni neboli centralni okraj,
ktery je konkavni, ostry a jehoZ konkavita
je obracena ke stredu stycné plochy.

z klasické Rouviérovy francouzské udebnice anatomie

kondyl = kloubni hrbol; femur = stehenni kost; tibie = holenni kost

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzit;




lvan Netu Matematicky astav

Konvexni geomet



e umeéni

Tato socha odrazi vliv kubismu
vzajemnou optickou provazanosti
konkavnich a konvexnich tvar(
a ve vyuziti prazdna k vyjadreni
hmoty.

z publikace Poklady Izraelského

muzea v Jeruzalému, Zeneva, 1985

Alexander Archipenko (1887-1964)
Zena, ktera si &eSe vlasy; bronz

Sbirky Izraelského muzea, Jeruzalém

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy

Konvexni geometrie



e architektura
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e architektura

Zamecka kaple Zjeveni Pané

(Smifice, 1699-1701,
architekt Krystof Dienzenhofer)

Kaple je cenéna jako velmi hodnot-
nad barokni stavba. Jeji slozity
konkavné-konvexné zprohybany
pldorys ma tvar mirné protdhlého
osmithelniku.
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22 Smifice, projekt zdmecké kaple Zjeveni Péné signovany G. T. S. 1706

23 Smifice, zdmeckd kaple Zjeveni Piné, zaméfen stévajiciho stavu
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Kostel svatého Jana Nepomuckého

(Zelend hora, 1720-1722,
architekt Jan Blazej Santini-Aichel;
svétové dédictvi UNESCO)
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e optika
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e optika

convex lens

focal point

b focal length -
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e zajimavost: Konvexni hrebik
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e zajimavost: Konvexni hrebik
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2. Konvexni télesa

MnoZina M C RY se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé x,y € M
je use¢ka {tx + (1 — t)y; 0 <t <1} obsazena v M.
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2. Konvexni télesa

MnoZina M C RY se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé x,y € M
je use¢ka {tx + (1 — t)y; 0 <t <1} obsazena v M.

Konvexni mnozina M C RY se nazyva konvexni téleso (pro d = 2
konvexni obrazec), jestlize M je omezena a uzaviend (= kom-
paktni) a ma neprazdny vnitrek.
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Archimédés (287-212 p¥. n. |.)

O kouli a valci; axiom 4

Konkavnimi na touz stranu nazyvam
takové plochy, zZe kdyz na nich vezmeme
libovolné dva body, padnou pfimé vedené
mezi témito body bud vdechny na touz
stranu plochy, anebo nékteré na touz
stranu, nékteré na plochu, na druhou
stranu vSak nepadne Zadna.
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Necht F je uzaviend podmnozina RY a x je bod hranice mnoZiny
F. Nadrovina H = Hg(x) se nazyva opérna nadrovina mnoziny
F v bodé x, jestlize F je obsazena v jednom z uzavfenych polo-
prostor( urenych nadrovinou H.
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Necht F je uzaviend podmnozina RY a x je bod hranice mnoZiny
F. Nadrovina H = Hg(x) se nazyva opérna nadrovina mnoziny
F v bodé x, jestlize F je obsazena v jednom z uzavfenych polo-
prostor( urenych nadrovinou H.

Véta. Uzaviena mnozina F C RY je konvexni, pravé kdy? v kaz-
dém bodé x hranice mnoziny F existuje (alespori jedna) opérna
nadrovina.
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Archimédés: O kouli a valci; axiom 3

Podobné jsou [konkdvnimi na touz stranu] také nékteré ohranicené
plochy, které sice samy v roviné nelezi, ale své hranice v roviné
maji a které bud budou leZet celé na téze strané roviny, na niz maji
své hranice, nebo nic nemaji na strané druhé.

Y. ‘Opoiwg 8 kol Empdvelai Tvég elow menepaopéval, avtod pév
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Konvexni geometrie (= studium konvexnich mnozin) je rozvinuta
a respektovand matematicka disciplina.

Mathematical Reviews (MathSciNet) eviduje od roku 1940 v oddile
52 Convex and discrete geometry 19 540 publikaci.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy

Konvexni geometrie



3. Kouzlo pravidelnych mnohosténi

MnoZina M C R3 se nazyva konvexni mnohostén, jestize M je
prinikem kone¢né mnoha uzavrenych poloprostori a M je omezend
mnozina s neprazdnym vnitrkem.
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3. Kouzlo pravidelnych mnohosténi

MnoZina M C R3 se nazyva konvexni mnohostén, jestize M je
prinikem kone¢né mnoha uzavrenych poloprostori a M je omezend
mnozina s neprazdnym vnitrkem.

Pravidelny mnohostén: vsechny stény jsou shodné pravidelné
mnoholhelniky a v kazdém vrcholu se styka stejny pocet stén.

Dodecahedron Icosahedron
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Necht M je pravidelny mnohostén, jeho stény jsou n-helniky
(n > 3) a v kazdém vrcholu se styka k stén (k > 3).

Vnit¥ni Ghel pravidelného n-thelniku je (1 — %)77 tedy plati
k(1 — 2)r < 27, neboli
1 1 1

-+ — — —2)(k =2 4 k > 3.
n+k>2’ (n )( ) <4, nk>3
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Necht M je pravidelny mnohostén, jeho stény jsou n-helniky
(n > 3) a v kazdém vrcholu se styka k stén (k > 3).

Vnit¥ni Ghel pravidelného n-thelniku je (1 — %)77 tedy plati
k(1 — 2)r < 27, neboli
1 1 1

— 4+ — — —2)(k -2 4 k > 3.
n+k>2,(n )( ) <4, n k>3

Vyhovuji pouze tyto dvojice {n, k}:

Octahedron

{3,3} Ctyfstén

{4,3} krychle (Sestistén) A ﬁ.“c‘;‘uhcd,.“i
{3,4} osmistén @

Tetrahedron

{3,5} dvanictistén

{5,3} dvacetistén tcosshedron Badecahedron
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L. Euler (1707-1783)

Pro pocet vrcholt (Np), hran (Ny) a stén (Nz) konvexniho
mnohosténu v R3 plati Euleriiv vzorec (1752):

Nog — N1y + No = 2.

TUTTTT YT T TT T T T e v T T T TTTY
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L. Euler (1707-1783)

Pro pocet vrcholt (Np), hran (Ny) a stén (Nz) konvexniho
mnohosténu v R3 plati Euleriiv vzorec (1752):

Nog — N1y + No = 2.

Protoze Ny = ZN>, Np = £ N2, pro pravidelny mnohostén opét
dostavame (n —2)(k —2) < 4.
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E. Steinitz (1871-1928)
Véta (E. Steinitz, 1906). Necht Ny, Ny, N> jsou pfirozena Cisla.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) existuje konvexni mnohostén v R3 majici Np vrchold, Ny hran
a N, stén,

(ii) No— N1+ No=2, Ng <2No — 4, Nr < 2Ny — 4.

Analogie Steinitzovy véty pro mnohostény v prostorech dimenze
vétsi nez tfi je otevienym problémem.
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Konvexni geometrie



4. Objem koule v R4

Objem d-rozmérné koule o poloméru 1 oznaéme vy.

Integralni pocet:

d S
2 2 . 2
vd:&)!,dsudé vd:1.3.'7r.d,dliché

7d/2 00
Vg = ——, d €N, kde I'(t) ::/ e *xtldx, t > 0.
rs+1) 0

Plati: I(n+1) =n!, ne N.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Snadné: vi < vo < --- < v5, dile v5 > vg > v7...
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Snadné: vi < vo < --- < v5, dile v5 > vg > v7...
Stirlingav vzorec (A. de Moivre, J. Stirling, 1730):

(4 1)~ vt (D)

Tedy: vy ~ (ﬁ)d — 0 pro d — 0.

Objem koule B(r) o poloméru r je roven volg(B(r)) = var®.
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Snadné: vi < vo < --- < v5, dile v5 > vg > v7...
Stirlingav vzorec (A. de Moivre, J. Stirling, 1730):

(4 1)~ vt (D)

Tedy: vy ~ (ﬁ)d — 0 pro d — 0.

Objem koule B(r) o poloméru r je roven volg(B(r)) = var®.

Jaky je polomér koule B majici objem 17
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Necht H je nadrovina prochdzejici pocatkem. Pak rez BN H je

d

(d — 1)-dimenzionalni koule o poloméru ~ /57—,
me

tedy jeji
(d — 1)-dimenzionalni objem je

() () v d

nebot

lim (1+%)" _ e

n—oo

Pro velkd d je tedy volg_1(B N H) ~ /e > /2.
Opatrnéjsi pocitani dava tento odhlad (k zapamatovani):
volg_1(BN H) > /2 pro d > 10.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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5. O kouli a krychli

Otazka: Pro kterou nadrovinu H prochazejici podatkem ma rez
(= prinik K N H) krychle K := [—3, 2]¢ maximalni
(d — 1)-dimenzionalni objem?

Ivan Netuka Matematicky astav Uni
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5. O kouli a krychli
Otazka: Pro kterou nadrovinu H prochazejici podatkem ma rez
(= prtinik K N H) krychle K := [~2, ]9 maxim4lni

202
(d — 1)-dimenzionalni objem?

Pro d = 2 je odpovéd v/2.

Ivan Netuka
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5. O kouli a krychli

Otazka: Pro kterou nadrovinu H prochazejici podatkem ma rez
(= prinik K N H) krychle K := [—3, 2]¢ maximalni
(d — 1)-dimenzionalni objem?

Pro d = 2 je odpovéd v/2.

Pro d = 3 se nabizi rovina H prochazejici pocatkem kolma na
télesovou Uhlopficku. Rez K N H je Sestithelnik o obsahu %\/g

Obdélnikovy fez, jehoz dvé protilehlé strany splyvaji s protilehly-
mi hranami krychle ma obsah V2 > %\@

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Domnénka: Pro viechna d je maximum voly_1 (K N H) rovno v/2.

V roce 1986 ji K. Ball dokizal metodami teorie pravdépodobno-
sti (!) a Fourierovy analyzy.
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Domnénka: Pro viechna d je maximum voly_1 (K N H) rovno v/2.

V roce 1986 ji K. Ball dokizal metodami teorie pravdépodobno-
sti (!) a Fourierovy analyzy.

H ma rovnici 27:1 ajxj =0, 27:1 ajg =1

1 [ sin ait sin agt
volg_1 (K N H) :/ v 9° dt
T J)_ o ait agt

/ ’smt’ dtgﬁ, p>2
VP

Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Otazka: Jakou cast objemu zaujima koule vepsana do krychle?

Vypoctem: 52,2% v R3, v R® viak jiz méné nez 2% (1)

Vysvétleni (?): vrchol krychle v K ma od stfedu krychle vzdalenost

@, takze koule opsand K ma polomér @ a tato koule ma objem

vd(@)d — 00 pro d — oo.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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6. Prekvapeni s fezy konvexnich téles
Problém (H. Busemann, C. M. Petty, 1956): Necht C, D jsou
konvexni symetricka télesa v RY takova, Ze pro kazdou nadrovinu

H prochazejici pocatkem je

vold_l(C N H) < vold_l(D N H).

Plati pak voly(C) < volg(D)?

My uZ odpovéd zndme: obecné NE!

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Protipiiklad: d > 10, C := [-1,1]9, D := koule o stfedu v po-

catku o objemu nepatrné mensim nez 1. Pak

volg_1(C N H) < v2 < volg_1(D N H) a voly(C) > voly(D).

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Protipiiklad: d > 10, C := [-1,1]9, D := koule o stfedu v po-

catku o objemu nepatrné mensim nez 1. Pak

volg_1(C N H) < v2 < volg_1(D N H) a voly(C) > voly(D).

negativni odpovéd: d > 12 (1975), d > 10 (1988), d > 7 (1990),
d > 5 (1992, 1994)

pozitivni odpovéd: d = 2 (snadné), d = 3 (1994), d = 4 (1999)
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Protipiiklad: d > 10, C := [-1,1]9, D := koule o stfedu v po-

catku o objemu nepatrné mensim nez 1. Pak

volg_1(C N H) < v2 < volg_1(D N H) a voly(C) > voly(D).

negativni odpovéd: d > 12 (1975), d > 10 (1988), d > 7 (1990),
d > 5 (1992, 1994)

pozitivni odpovéd: d = 2 (snadné), d = 3 (1994), d = 4 (1999)

Prekvapeni: Do dimenze 4 véetné ma problém pozitivni resent,
dimenzi 5 pocinaje negativni.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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7. Zahada univerzalni poklicky

Pro omezenou neprazdnou mnozinu M C RY definujeme pramér M
rovnosti
diam M :=sup{| x —y |: x,y € M}.
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7. Zahada univerzalni poklicky

Pro omezenou neprazdnou mnozinu M C RY definujeme pramér M
rovnosti
diam M :=sup{| x —y |: x,y € M}.

Véta. Necht C je konvexni obrazec v R? o praméru < 1. Potom
s

pro obsah C plati volo(C) < 7 (= obsah kruhu o priméru 1).
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7. Zahada univerzalni poklicky

Pro omezenou neprazdnou mnozinu M C RY definujeme pramér M
rovnosti
diam M :=sup{| x —y |: x,y € M}.

Véta. Necht C je konvexni obrazec v R? o praméru < 1. Potom
pro obsah C plati volo(C) < 7 (= obsah kruhu o priméru 1).

Polarni soufadnice:

voly(C) = 1 % (r2(0) + r3(0 — 3))do T TR
# //"/ )
Pythagorova véta: //
OP2 1+ 0Q*=PQ*<1 g s
]

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Konvexni obrazec K se nazyva univerzalni poklicka, jestlize
kazdou mnozinu o priméru 1 lIze prikryt shodnou kopii obrazce K.

H. Lebesgue (1875-1941)

Problém (H. Lebesgue, 1914): Jaky je minimalni obsah univerzalni
poklitky?

Dodnes nevyieSeno!
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Konvexni obrazec K se nazyva univerzalni poklicka, jestlize
kazdou mnozinu o priméru 1 lIze prikryt shodnou kopii obrazce K.

H. Lebesgue (1875-1941)
Problém (H. Lebesgue, 1914): Jaky je minimalni obsah univerzalni
poklitky?

Dodnes nevyieSeno!

Komenta¥: Poklicka musi pokryt kruh o praiméru 1 (dolni odhad);
neni tézké dokdzat, ze pravidelny Sestitihelnik o délce strany % je
univerzalni pokli¢cka (horni odhad):

S

0,785 = — < volp(K) < 2= ~ 0,886

&3

2015: 0,832 < voly(K) < 0,844
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8. Zaludnost izoperimetrické Glohy

Problém: Mezi rovinnymi obrazci daného obvodu L najit obrazec
s nejvétsim obsahem A.
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8. Zaludnost izoperimetrické Glohy

Problém: Mezi rovinnymi obrazci daného obvodu L najit obrazec
s nejvétsim obsahem A.

Poznamka: Stadi uvazovat konvexni obrazce.

Reseni: Kruh (s obvodem L).
Jeho polomér r je ﬁ jeho obsah je 7r? = % > A

Ivan Netuka

Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Izoperimetricka nerovnost

L> —47A >0 a rovnost nastava, pravé kdyz obrazec je kruh.
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Izoperimetricka nerovnost

L> —47A >0 a rovnost nastava, pravé kdyz obrazec je kruh.

J. Steiner (1736-1863)

Uvaha J. Steinera (1838, 1842):

Steiner ukazal: pro kazdy konvexni obrazec, ktery neni kruh,
existuje (geometrickd) metoda, pomoci niz Ize najit konvexni
obrazec o stejném obvodu a vétsSim obsahu.

Steineriv zavér: Resenim izoperimetrické dlohy je kruh.
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Izoperimetricka nerovnost

L> —47A >0 a rovnost nastava, pravé kdyz obrazec je kruh.

J. Steiner (1736-1863)

Uvaha J. Steinera (1838, 1842):

Steiner ukazal: pro kazdy konvexni obrazec, ktery neni kruh,
existuje (geometrickd) metoda, pomoci niz Ize najit konvexni
obrazec o stejném obvodu a vétsSim obsahu.

Steineriv zavér: Resenim izoperimetrické dlohy je kruh.

Chybny zavér!

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Dokazi Vam: Mezi pfirozenymi Cisly je Cislo 1 nejvétsi. (1)

“Dakaz” (O. Perron, 1913): Pro kazdé pfirozené &islo, které neni
1, existuje metoda, pomoci niz lze najit vétsi pfirozené Cislo (stadi
vzit druhou mocninu). Zavér (stejné tak chybny !): &islo 1 je
nejvétsi prirozené Cislo.
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Dokazi Vam: Mezi pfirozenymi Cisly je Cislo 1 nejvétsi. (1)

“Dakaz” (O. Perron, 1913): Pro kazdé pfirozené &islo, které neni
1, existuje metoda, pomoci niz lze najit vétsi pfirozené Cislo (stadi
vzit druhou mocninu). Zavér (stejné tak chybny !): &islo 1 je
nejvétsi prirozené Cislo.

Pouceni: Slovo nejvétsi (nejmensi) je v matematice nebezpecné!
Nelze zaménovat supremum (infimum) za maximum (minimum)!
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Vv

Dokazi Vam: Mezi pfirozenymi Cisly je Cislo 1 nejvétsi. (1)

“Dakaz” (O. Perron, 1913): Pro kazdé pfirozené &islo, které neni
1, existuje metoda, pomoci niz lze najit vétsi pfirozené Cislo (stadi
vzit druhou mocninu). Zavér (stejné tak chybny !): &islo 1 je
nejvétsi prirozené Cislo.

Pouceni: Slovo nejvétsi (nejmensi) je v matematice nebezpecné!
Nelze zaménovat supremum (infimum) za maximum (minimum)!

Dukaz existence (pro izoperimetrickou Glohu) je v zdsadé
analogicky dlikazu, ktery z analyzy zndme z 1. ro¢niku.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy

Konvexni geometrie



Véta. Necht f : [a, b] — R je spojita funkce. Potom existuje
xo € [a, b] takové, ze f(x) < f(xp), x € [a, b]. Jinak Feceno: funkce
f nabyva v bodé x; maxima.
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Véta. Necht f : [a, b] — R je spojita funkce. Potom existuje
xo € [a, b] takové, ze f(x) < f(xp), x € [a, b]. Jinak Feceno: funkce
f nabyva v bodé x; maxima.

Dikaz. Necht s :=sup{f(x) : x € [a,b]} a necht s, <sas, /s.
Existuji body x,, € [a, b], takové, Ze f(x,) > sp.

Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuji indexy

n < ny<...abod xg € [a, b] takové, Ze x,, — X,. Protoze f je
spojitd funkce, je f(xn, ) — f(xo). Protoze f(xpn,) > sn,. je
f(Xo) = S.

Ivan Netuka
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W. Blaschke (1885-1962)

Pro konvexni télesa: Zavede se vzdalenost dvou konvexnich
obrazcil, dokaze se tzv. Blaschkeho véta o vybrané posloupnosti
a dokaze se, Ze obsah konvexniho obrazce je spojita funkce.
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9. Obrazce a télesa konstantni Sirky

Necht C C RY je konvexni téleso a w > 0. Jestlize vzdalenost
kazdych dvou (réiznych) opérnych nadrovin télesa C je rovna w,
pak C se nazyvé téleso (pro d = 2 obrazec) konstantni Sirky w.

Ivan Netuka
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9. Obrazce a télesa konstantni Sirky

Necht C C RY je konvexni téleso a w > 0. Jestlize vzdalenost
kazdych dvou (réiznych) opérnych nadrovin télesa C je rovna w,

7 wrwv

pak C se nazyvé téleso (pro d = 2 obrazec) konstantni Sirky w.

Pfiklad: koule v R
F. Reuleaux (1829-1905)

e Reuleauxiiv trojahelnik v R? (Sitky w)

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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sum of the
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e pro n liché; Reuleauxlv n-Ghelnik, analogie Reuleauxova
trojuhelniku
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e pro n liché; Reuleauxlv n-Ghelnik, analogie Reuleauxova
trojuhelniku

Obvod kruhu o priiméru w je roven ww.

J. E. Barbier (1839-1889)

Véta (J. E. Barbier, 1860). Je-li C obrazec konstantni Sitky w, pak
je obvod C roven ww.

Dusledek izoperimetrické nerovnosti: Mezi vsemi konvexnimi
obrazci konstantni Sitky w ma kruh o priméru w nejvétsi obsah.

Nejmensi obsah?
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e pro n liché; Reuleauxlv n-Ghelnik, analogie Reuleauxova
trojuhelniku

Obvod kruhu o priiméru w je roven ww.

J. E. Barbier (1839-1889)

Véta (J. E. Barbier, 1860). Je-li C obrazec konstantni Sitky w, pak
je obvod C roven ww.

Dusledek izoperimetrické nerovnosti: Mezi vsemi konvexnimi
obrazci konstantni Sitky w ma kruh o priméru w nejvétsi obsah.

Nejmensi obsah?

Véta (H. Lebesgue, 1914, W. Blaschke, 1915). Mezi vemi
konvexnimi obrazci konstantni Sirky w ma Reuleauxiv trojihelnik
o priméru w nejmensi obsah.

Ivan Netuka Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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Situace v R3

Reuleauxdv Ctyrstén?

(e

NE, nemd konstantni $itku ($itka kolisd v rozmezi 2,5%)

E. Meissner (1883-1939)

V roce 1911 navrhl modifikaci, jejimz vysledkem je téleso
konstantni Sitky, tzv. Meissnerovo téleso.
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Domnénka: Meissnerovo téleso minimalizuje objem mezi vSemi
trojdimenziondlnimi konvexnimi télesy dané konstantni Sirky.

Otevieny problém!

vy

Domnénka pro rotacni télesa konstantni Sirky: fesenim je téleso
ziskané rotaci Reuleauxova trojuhelniku.

Potvrzena az v roce 2009 (!).

Matematicky ustav Univerzity Karlovy
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10. Konstantni Sirka kolem nas

e gotické okno (Bruges)

Ivan Netuka




e trojahelnikova budova (Kolin nad Rynem)
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e mapa svéta (Leonardo da Vinci)
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e trsatko
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e knofliky
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e trojuhelnikové tuzky
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e logo

BERKELEY CENTER

/‘\ :NEW MEDIA




e krytka vodniho ventilu (San Francisco)
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e Wankeluv motor
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e posun filmového pasu
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e posun filmového pasu

e vrtani c¢tvercovych otvoru

https://www.youtube.com/watch?v=L5AzbDJ7KYI
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https://www.youtube.com/watch?v=L5AzbDJ7KYI

Dékuji za pozornost.

Dékuji prof. Martiné Becvarové za grafické ztvarnéni prezentace.
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