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Uvodné rozjimanie emeritného ucitela poCtov a merby

ESte si spominam na svoju prvu zakladnu
skolu navstevovanu v Topol'¢anoch (triedy
boli v dvoch budovach, katolicka a zidovna;
pozri obr.). Odvtedy uz pretieklo vel'a vody
korytom rieky Nitry, ned’aleko ktorej je aj
7S na Tribeéskej ulici v Topol'¢anoch, kde asi zakon&im

| svoje dlhoro¢né ugitel'ské posobenie. Skoro cely Zivot som
MR RS |y jastne v Skolskych osidlach (Stadium i pedagogické

a v Skolskej inspekcii, dokonca aj na prezencnej vojenske;j
- sluzbe som bol ucitel'om v podddstojnickej Skole).
Asi je to mozno predsa len mierne ,,ichylny* osud.

V roku 2006 som vydal tla¢ou publikaciu INSPIRO-MAT (vyber
myslienok, vyrokov i aforizmov pre u¢itelov matematiky; ale nielen pre nich)
http://www.era.topindex.sk/files/s208.pdf). Aj do tu teraz pripravenych
Poznamok ucitela poctov a merby som vlozil literarne spracované niektoré
skusenosti a poznatky z pedagogickej sluzby a publikacnej ¢innosti.
Nechcel som zaradit’ to, ¢o je vV INSPIRO-MATe, niektoré kapitoly

(Z historie M a Osobnosti M) st len torzom z inych materialov, ktoré som uz publikoval.
Chcel by som, aby pontikané POZNAMKY pouzZivali nielen tvorivi uditelia,

ale aj niektori snazivi ziaci a rozvazni Studenti. Pontikam dlhou skusenost’ou ziskané,
vybrané, spracované. Ak sa vam to pozdava, povedzte to aj inym. Ak to viete
vylepsit’, urobte to na vlastné naklady. Mne to uz asi nestihnete povedat.

Zverejnenim tychto materialov chcem vyjadrit’ vzt'ah emeritného,
stredoskolského 1 vysokoSkolského, ucitel'a Skolskej matematiky
k vyucovaniu predmetu MATEMATIKA, hlavne v prostredi nasich
zakladnych $kol. Dakujem za spolupracu riaditel’ke ZS

na Tribec¢skej ulici v Topol'¢anoch, pani Mgr.
G. Herodekovej, ze mi umoznila, v mojom
dochodkovom veku, uplatnit’ teoretické uvahy

I praktické skusenosti v triedach pre intelektovo
nadané deti, naozaj individualnym pristupom.

Z obsahu:

1. Uvahy a zamyslenia; 2. Z histérie M; 3. Osobnosti M;
4. Ukazky testov a siborov uloh; 5. VyrieSené tlohy;

6. Aj dokazujeme; 7.0 zaujimavych M-publikaciach;

8. Odkazy

VW Ak si niekto na moju pedagogickd Cinnost’ predsa len spomenie, mozno sa pozrie aj na webstranku:

.

».  http://www.era.topindex.sk/. Sa tam ,bubliny” od ucitel'a po¢tov a merby.
V Prajem vam nezabudnutelné zazitky z matematickej kultury,

nimi sa zmysluplne zu$lachtuju rozum aj duch. Vas D.J.



http://www.era.topindex.sk/files/s208.pdf
http://www.era.topindex.sk/

Zuslachtovat matematickou kultlrou

Pytajte sa: Preco?

Asi nikto nepochybuje, ze pre stidium matematiky je nevyhnutné
jasné a prehl'adné uvazovanie so schopnost'ou odhliadnut’

od nepodstatnych javov. Matematika je veda o najzlozZitejsich
abstrakciach, k akym méze nas ludsky um dospiet’ (A. N. Whitehead).
Bez abstrakcie sa v matematike neda posobit’. Uvazovanie
matematikov sa toci predovsetkym okolo pouzivania podobnosti,
ktoré su pravym kliicom od brany ich vedy (Ch. S. Peirce). Ak odhal'ujeme a zhffiame Vseobecne
univerzalne myslienkové metddy a idey, tak robime matematiku. Matematika je sucastou
v§eobecnej kultury. Ak sa snazZite inym ponukat’ matematiku, treba im odovzdat porozumenie,
motivaciu, myslienky... — to nam odkazuje M. Atiyah, vyznamny anglicky matematik. Niet
dolezitejSej pedagogickej podmienky pre vyu¢ovanie matematiky ako vzbudenie zdujmu,
motivacia, odpoved’ na zékladnu otazku — preco? Pre Studium matematiky je nenahraditel'né
poznanie ako vznika a sa upeviiuje proces I'udského myslenia, rieSenia r6znorodych problémov,
orientacia v logickych a kvantifikovanych situaciach. Kazda matematicka téma vo vyucovani
matematiky pozaduje aj znalosti vyvoja (ontogenézy i fylogenézy) Studovanych myslienok.
Uznévany didaktik matematiky G. Polya odporucal: Motivovat' nie vynutenim, askézou, ale zaujatim
a podanim problému zvnutra. Vyucovanie matematiky v Skole nesmie byt len systematicke,

ale aj psychologické, spojené s rozvojom celej osobnosti, intelektu, vole i citu. Ludia si pamdtaju,
o ich zaujima, a chdpu tie veci, ktorych pochopenie im robi radost (E. E. Moise). Naznacené
odkazy pre ucitel'sku pracu, aj pri §tidiu matematiky, mozno struéne zhrnul P. R. Halmos: Najlepsi
sposob ako vyucovat druhych, je presvedcit Studentov, aby sa pytali a tvorili. Nerobte im kdzen —
povzbudte ich k cinnosti.

So zaujatim
A gl bl Dobre vyucovat matematiku moze iba clovek, ktory je sam nou nadseny
a chape ju ako Zivu, rozvijajucu sa vedu. Takto vystihol zakladné
predpoklady pre Sirenie matematickej kultiry rusky matematik
A. N. Kolmogorov. Aj on uznaval, ze iba myslenim sa u¢ime mysliet.
Vyucovaci proces pri Stadiu matematiky ma byt’ kultivaciou myslenia,
argumentacie, definovania, odvodzovania a dokazovania. Pedagogicky
dobre prepracovany didakticky systém otazok, uloh a problémov
ma naznacovat’ objavné myslienkové postupy, pontikat’ nové pohlady
a smery rieSenia. Pri tom je potrebné podnecovat’ individualny $tyl
myslenia a jeho spontannost’, kriticki argumentaciu, vhodny obsah
pozadovanych Vedomost1 Systematicky koncipované §tidium matematiky moze vytvarat’ hlboky
intelektualny zaZitok primerany mentalnym schopnostiam a rozumovym skusenostiam s oh'adom
na vek i kultarne prostredie Studentov. Vyznamny fyzik a skvely vysokoskolsky ucitel’ Richard P.
Feynman, nositel’ Nobelovej ceny, charakterizoval okolnosti odovzdavania vedomosti myslienkou:
Problém vyucby mozno vyriesit' len vtedy, ked' si uvedomime, Ze najlepsie vyucovanie je take,
v ktorom existuje priamy, osobny vztah medzi Studentom a dobrym ucitelom —vtedy Student
posudzuje nazory, rozmysla o veciach, diskutuje o problémoch.

Trvald zodpovednost
Dufam, ze kazdy ucitel’ matematiky vnima matematicka obratnost’ ako podstatni a nenahraditel'na
zlozku vSeobecnej kultiry, ako moznost’ zusl'achtovat’ myslienkové procesy a duchovné hodnoty



I'udskych bytosti. Svojimi Specifickymi prostriedkami moze aj Skolska matematika prispievat’

k rozvoju osobnosti kazdého Cloveka, ktory chce uzitocne uvazovat’, mysliet,, tvorit. Rozvijanie
zmyslu pre Upln argumentéciu, zdovodnovanie faktov, napadita ¢innost’
pri definovani novych pojmov, hl'adanie u¢innych dokazov, uplatnenie
vyvazeného podielu intuicie a dedukcie, obsazné a stru¢né¢, hospodarne

a presné, jednoznacné a trvalé matematické uvahy i symbolika st
plnohodnotnym argumentom pre kazdé plodné vedecké myslenie.
Vznesene a filozoficky povedané: matematicky rozum je prirodzenym
putom medzi ¢lovekom a prirodou. Uz Roger Bacon, anglicky
stredoveky ucenec, vedel: Kto podcenuje vysledky matematiky, skodi
celej vede, lebo ten kto neovlada matematiku, nemoze poznat ostatné
exaktné vedy a nemoze pochopit svet. Chcem pripomenut ucitelom
matematiky myslienku, ktorou nas upozoriioval vyznamny didaktik Hans Freudenthal:

Ak neuspejeme Vo vyucovani matematiky tak, aby bola uzitocnd, rozhodnii sa uZivatelia matematiky,
Ze matematika je prilis dolezity vyucovaci predmet, nez aby mohla byt vyucovana ucitelmi
matematiky. To by bol v§ak koniec matematického vyucovania. Dufam, ze dokazeme stale lepsie
pedagogicko-metodicky pripravit’ a ukazovat’ krasu i Gzitok zakladnych matematickych poznatkov
nielen v skolskom prostredi, ale aj v civilizaénom usili celej matematickej kultary, ktora zusl'achtila
sposoby l'udského premyslania, argumentécie, objavovania i dokazovania.

Povinnost uditelov — zmysluplny zazitok

s = == Mnoh¢ projekty, ktoré si pred seba 'udstvo postavilo, sa nedaju
= uskutocnit’ bez modernej matematiky, informatiky a vypoctove;j
techniky. Kazdy pocitac je svedectvom o tom, Ze svet je v urcitom
zmysle matematicky (J.D. Barrow). Matematicky sposob myslenia
“& nekondi, ale zaCina. Vzhladom k nesmiernosti svojej ldtky
8 e matematika (i moderna matematika) vedou v plienkach.
8 Ak sa civilizacia bude dalej rozvijat, potom v budiicich dvoch
tisicrociach bude najvicsou novinkou v ludskom mysleni nadvilada
matematického rozumu (A. N. Whitehead).

.

Profesor M. Hejny neraz pripominal: Analyzou v historii matematiky mozno ziskat uZitocné
predstavy o genéze myslenia a tieto potom aplikovat pri vyucovani. Aj t0 naznacuje povinnost’
ucitelov matematiky pripravovat’ a pontikat’ vo vyucovani nasho predmetu zazitky matematicke;j
kultary, hibsieho rozvoja myslenia, presvedcivej argumentacie a vseobecnej kultivovanosti ¢loveka.
Ak podporu ideovej a logickej doslednosti matematickych myslienkovych postupov ukotvime

aj mravnou zasadovost'ou ¢i prikladnym osobnym Zivotom, nase vychovno-vzdelavacie posobenie
sa asi bude limitne bliZit' k dokonalosti. Jednoduchy zmysluplny pedagogicky odkaz formuloval

G. Piranian: Ako ucitelia mame mimoriadne dolezitu uilohu, aby sme mladezi odovzdavali niektoré
z intelektualnych hodnét civilizovaného ludstva. Nasou ulohou je insSpirovat’ Studentov,

aby na zdklade svojich schopnosti dosiahli ¢o najvyssiu odbornui i ludsku urover.

Doéslednym vedenim vyucovania $kolskej matematiky mozeme prispievat’ k zu§l'acht'ovaniu
Pudskych predstav matematickou kultarou.




Nevypocitatelnd matematicka radost

Udiv

Zazili ste uz radost’ z objavu, uzito¢nej myslienky, podnetného nazoru? Vnimate vlastné poznavanie javov
a ich suvislosti ako izas zo schopnosti mysliet’, uvazovat, zdovodnovat™? K tajomne;j prilezitosti

ako systematicky vnimat’ prirodu a odhalovat’ jej zakonitosti patri aj matematika.

Matematicka civilizacia

s Kazdy civilizovany ¢lovek s rozvinutou predstavivostou pozoruje a klasifikuje javy,
rozpoznava suvislosti, hodnoti dosiahnuté vysledky, prijima zavery. Pochopit’ realitu
pomaha aj logicko-matematické myslenie so svojimi Specifikami. Skoro kazdy
z nés spoznal v Skole, ze vyucovaci predmet povodne zvany "pocty a merba" rozvijal
aj nasu pozornost’, vytrvalost, pracovitost, systematickost’ i kritickost’. Neskor nam
rozne matematické discipliny umoznili poznavat’ a hodnotit’ javy z kvantitativneho
1 kvalitativneho pohladu, pri¢innych suvislosti, prenikat’ do rieSenia prirodovednych
zakonitosti, spolocenskovednych problémov, technickych konstrukcii
i technologickych postupov. Matematickad veda ndm pomaha G¢inne argumentovat,
dokazovat, podnecuje nasu pojmovu originalitu. Matematika sa stala jazykom
1 metddou pre poznanie vzt'ahov vo svete, v ktorom zijeme, myslime a modelujeme
nasu situaciu.

Zmyslom matematického poznavania je hlbsie pochopenie vztahov a Struktir abstrahovanych pojmov
pre rieSenie realnych problémov teorie i praktického zivota. HlbSie matematické vedomosti a ich pouzivanie
umozituju zuslachtovanie nasich teoretickych predstav i praktickych skutkov. Stadium matematiky moze
byt skoro pre vsetkych zaujemcov zmysluplnou, zaujimavou a podnetnou ¢innostou. Skrz matematiku
sa mozno naucit’ pohl'adu do vnutra problému a zaroven i nadhl'adu nad celu Strukturu. Re¢ matematiky
je hutna, stru¢na a pomerne jednoznacna. Avsak dlhsiu dobu trva, pokial’ matematicky systém pochopime
v celku a nauc¢ime sa ho pouzivat’ v roznorodej problematike.

Ludsky rozum

Systematické pozorovanie a experimentovanie st uzitocné pomocky pre ludsky
intelekt. Abstrahovanim a zov§eobecnenim odhalenych vztahov, doplnenych
o zakladné definicie a uznané axidémy, sa pred ¢lovekom otvoril svet zdokonalenych
predstav. Cez matematicky pristup sme objavili svet idealnych foriem spojenych
prostrednictvom stalych a nevyhnutnych vztahov, ktoré méze sledovat’ iba inteligentny
rozum. Tym sme spoznali, Ze objavovanie suvislosti a odhal'ovanie zakonov je mozno
jednou z najvacésich l'udskych radosti. Ak chapeme organizaciu, Strukturu, ktora
zjednocuje a vysvetl'uje, mame skuto¢né poteSenie z tispechov I'udského myslenia.
Zazrakom je, Ze Cisté myslenie moze vystihnit realitu. Matematika sa stala organickou
sucast'ou technického a vedeckého sveta, ale zaroven ho aj presahuje. Naznacuje metodologicky vyhl'ad
do riSe predstav absolttnej bezcasovej dokonalosti.

Poznanie matematickych zakonitosti (o pocte, tvare, vel'kosti) umoznuje uplatiiovat’ odvodzovacie pravidla
a logické kalkuly, pontika moZznost’ dokazovania spravnych postupov i vysledkov matematickych ¢innosti.
Stadium matematiky ovplyviiuje spdsoby uvazovania a argumentacie, orientuje l'udska mysel’ na triezvost’,
nestrannost’, zdévodnovanie a preverovanie prijatych zaverov. Tym ma matematika vyznam vychovny,
kultarny i rozmer eticky. Matematickym skiimanim zusl'acht'ujeme nase myslienkové predstavy.

Matematika ako tvorivost
Matematika skima nekonec¢ne malé i nekonecne vel'ké. Dotyka sa absolutnych hodnot
i neostrych hranic. Z jednoduchych faktov generuje vyznamné dosledky. Uto¢i
na vSeobecnost, neznasa spory. Vytvara logické systémy, Struktiruje predstavy.
Axiomatizuje, definuje, dokazuje. Nemoze si byt’ vSak ista sama sebou. Matematika
zostava nezaviSenym otvorenym tvorivym procesom l'udskej mysle skonstruovat’
univerzalny formalny jazyk umoznujuci postihntt’ jednotu ve¢nej vSetko obsahujice;j
Pravdy.

Aj matematika je odrazom Ducha v l'udskom vedomi, aby sa ¢lovek snazil odhrnat
z&voj trvalého Tajomstva.




Didaktika ako profesionalita ucitela matematiky

Uvod

Aj po dlhodobom pdsobeni v ucitel'skych sluzbach som presvedceny, ze mozno plnym pravom
suhlasit’ s ndzorom L.D. Kudriavceva: Vyucovanie matematiky ma byt podla moznosti jednoduche,
jasné, prirodzené a ma byt postavené na rozumnu uroven exaktnosti... Tvorivé ovladanie
matematickych metod, vedomosti a intuicia sa ziskavaju, zhromazduju a rozvijaju v procese
zdlhavej a tipornej prace. Druha veta plati aj o didakticko-pedagogickych skusenostiach

a praktickych ucitel'skych zru¢nostiach. Preto ponukam niekol’ko teoretickych upozorneni

i myslienkovych nametov z didaktiky aj vyudovacej praxe. Uroveii vyucby matematiky je
predovsetkym v urovni ucitela. Odbornd erudicia je nevyhnutna podmienka, ale nepostacujuca
(D. Hruby). Ak chcete byt’ uspesni v ucitel'skom povolani, nesmiete mat’ neprekonatel'ny odpor
k didakticko-odbornym postupom. Matematicka kultira moéze byt’ vasim profesionalnym
vybavenim, ale v ucitel'skom srdci by mal horiet’ plameii nezistnej vychovno-vzdelavace;j
obetavosti.

Didaktika matematiky

Didaktiku matematiky (d’alej iba DM) chapeme ako matematicko-pedagogicku disciplinu,

v ktorej skimame proces Stidia i vyu¢ovania matematiky, obsah, Struktiru, metddy i organizacné
formy vychovno-vzdeladvacieho procesu spojeného so skolskou matematikou. V SirSom kontexte
DM odraza myslienkové schopnosti ¢loveka ako sebavzdelavajucej sa osobnosti vnimat’
matematické javy ako medzisvet porozumenia medzi nim a prostredim, v ktorom Zije. Ulohou DM
je hlbsie pochopit’ a rozvinit’ obsah i formy matematického vzdelavania (ovladanie matematickych
pojmov a myslienkovych postupov, rozvoj rozumovych schopnosti, argumentacie a exaktnej prace,
kritick€ myslenie), analyzovat’ zdkonitosti vyucovacieho procesu, jeho obsah a prostriedky,

so zretelom na psychiku Ziakov i zdsady ucenia sa matematiky. DM tak moZze byt odpoved’ou

na otazky komunikdacie v Skolskej matematike, ale aj o r6znorodych matematickych disciplinach,
moze pripravovat’ humannejsi, praktickejsi a zmysluplnejsi vzt'ah ¢loveka k $tadiu, vyu¢ovaniu

a pouzivaniu matematickej kultary.

Ciel'om DM je aj hl'adanie sposobov pre vytvorenie podnetného prostredia, v ktorom si Student
moze konStruovat’ poznavané skusenosti a tym prehlbovat’ 1 rozSirovat’ svoje matematické
vedomosti a zruc¢nosti. Podstatou tohto postupu je znamy pedagogicko-psychologicky fakt,

ze v zédkladoch skutoného poznania je zaZitok osobnej skuisenosti spracovany do usporiadaného
celku poznanych javov. K hlb§im matematickym poznatkom musi v podstate kazdy ¢lovek
prispievat’ vlastnou duchovnou konstrukciou, ochotou usporaduvat’ (triedit, hierarchizovat’,
hodnotit’) myslienkovu Struktaru svojich poznatkov. Pre l'udski matematicka poznavaciu siet’

je zvlast dolezity geneticky pristup narastania Struktury postupnym formovanim pri¢innych vézieb,
logickej naslednosti, Casovo-dobovych stvislosti, ale aj motivaéno-emoc¢nych vzt'ahov. DM moze
prispiet’ k uvedomeniu si uzito¢nych pedagogicko-matematickych javov, ich organizacii

a vyhl'adavaniu suvislosti i1 k tvorbe vhodnych didaktickych modelov. Tam sa d4 ukazat’ ako mozno
rozvijat’ kultru matematického myslenia (obsah i formu) v zlozke filozoficko-metodologickej,
motivacno-popularizacnej aj v oblasti vychovného 1 praktického vyuzitia.

Pri posudzovani ciel'ov a hodnoteni spractvanych informacii DM rozli§ime dva zakladné prady:

e obsahovo orientovana DM (vyber uciva, metody vyucovania, spracovanie ucebnic, metodika
vyucovacich postupov, didaktické spracovanie, nazornost’ a u¢ebné pomocky, logicka
konzistentnost))

e procesne orientovana DM (myslienkové procesy, mechanizmus tvorby pojmov a ¢innost’ s nimi,
abstrahovanie, zovSeobeciiovanie, argumentacia, komunikdcia, prostredie myslienkovej
spoluprace, aktivna konstrukcia vlastného poznavania, odhalovanie pribuznych javov
v ich pri¢innosti, tvorba modelov a ich kategorizacia, analyza didaktickych situacii).



Nebudeme stavat’ proti sebe takto odlisené zékladné pristupy. Spoloénym zamerom oboch
je didaktické spracovanie idei, myslienok a metdd zaradenych do Skolskej matematiky tak,
aby teoretické poznatky nachadzali praktické uplatnenie i vychovny vyznam.

Poucenie z DM

Prakticky ucitel matematiky od DM ocakava:

- ucinné zasady pre profesiondlnu ¢innost’ v stvislosti s vyucovanim Skolskej matematiky;

- zmysluplné motiva¢no-didaktické podnety pre zaujimavy priebeh Studia matematiky;

- zdovodnené sposoby didaktickej redukcie pedagogicky uzito¢nych poznatkov potrebnych
matematickych disciplin;

- primerané navrhy vhodnych motivécii i réznorodych aplikécii pre Skolské vyucovanie;

- overené skusenosti z analyzy didaktickych situacii.

DM ma z matematického prostredia spristupnit’ umenie vidiet’ abstraktné vztahy a pricinné
suvislosti, umenie vytvarat nové uzitoéné pojmy a zmysluplné zovSeobecnenia, umenie
kvantifikovat’, vycislit’ a uplatnit’ efektivne identity, umenie vybadat’ algoritmus, konstrukény
postup, umenie spravne argumentovat’, logicky usudzovat’ a pdsobivo dokazovat’. Didaktika je
naozaj nieco medzi vedou a umenim (J. Pislt).

Cez DM (ale nielen cez iiu) mézeme pontikat’ a venovat’ viac pozornosti:

- sposobom matematického myslenia, predstavivosti a heuristickym postupom;

- bohatsej ponuke prikladového a tilohového materidlu pre motivaciu i aplikaciu v konkrétnom
Skolskom prostredi;

- CastejSej tvorbe intelektualnych 1 estetickych zazitkov zo Studia Skolskej matematiky;

- hlbsej interakcii vo vzt'ahoch medzi ucitel'om a Ziakmi pri vyucovani matematiky;

- citlivejSiemu a efektivnejSiemu vnimaniu podstaty chyb v procese ucenia sa;

- prevencii, diagnostike i odstrannovaniu formalizmu v chapani matematickych pojmov a vztahov.

S matematikou v Skole

Zodpovedné vyucovanie skolskej matematiky ma zabezpecit’:

- primeranu vykonnost ziakov pre d’alSie vzdelavanie (splnenie vzdelavacieho Standardu,
moznost’ d’alSieho vzdelavacieho postupu)

- potrebné znalosti a zrucnosti, aby porozumenie matematickym poznatkom viedlo k ucinne;j
aplikacii v praktickom Zivote

- efektivny rozvoj poznavacich schopnosti a intelektu (organizéacia siboru tidajov, porozumenie
algoritmom, manipuldcia s abstraktnymi pojmami, logické argumentovanie, hl'adanie
rieSitel’'skych stratégii)

- osobnostny a kulturny vsestranny rozvoj (sebavedomie a sebaovladdanie, moznost’ d’alSicho
vzdelavania, chapanie pri¢innych stvislosti, hodnotové zazemie, civilizacné tendencie,
humanne a demokratické postupy).

Nazna¢me aj uznavané profesionalne kompetencie ucitel'a matematiky:
- kvalitné odborné vedomosti a zru€nosti z roznych matematickych disciplin;
- uzitocné pedagogicko-psychologické schopnosti a zbehlosti v pristupe ku ziakom;
- osvedcCené diagnostické predpoklady a diskrétne poznanie ziakov;
- perfektna znalost’ u¢ebnych osnov a konkrétnych didaktickych postupov;
- pohotova zru¢nost’ vo vedeni a riadeni rozvijajuceho vyucovania v matematickych ¢innostiach,
- vnimava spolupréca pre znovuobjavovanie matematickych poznatkov;
- kladny vztah pre rozvoj 'udskej osobnosti matematickou kultirou.
Ucit mozno predovsetkym skiisenostami, na zaklade cinnosti, na zdklade prace (F. Kufina).



Cinnost je uréend motivmi

Motivacné javy su dominantné pre odhalenie rozmanitych stranok vychovno-vzdelavacieho
procesu. Multifaktorova tedria motivacie (Skalkova) je zakladom pre tizku suvislost’ medzi ziackou
aktivitou a motiva¢nym stavom. Nesmieme zabudat,, ze motivacny systém l'udskej osobnosti

nie je izolovany. Motivacia ziaka je zlozity proces, v ktorom sa uplatituje aj jeho citovy vztah

k niekomu i nieComu, intelektualne, volové i spolocenské procesy, ktoré prave a ¢asto rozhodujt
o konkrétnom spravani. Nezanedbatenym impulzom s motivaénym nabojom je aj intenzifikacia
podnetnosti prostredia (podnety pre rozvijanie myslenia, citového rozvoja, socidlnych vztahov,
podnety pre chapanie hodndt i samostatnu tvorivu ¢innost’). Rozvijanie pozitivnej motivacie

k ucebnej ¢innosti je aj v uplatneni rozmanitosti a originalnosti podnetov v ré6znorodych oblastiach
rozvijajucej sa ziackej osobnosti.

Nas bude zaujimat’ predovsetkym vymedzenie motivacie ako vzbudenia, udrziavania

a nasmerovania ziackej aktivity do oblasti zdujmu o matematické myslenie a k tomu prislusné
argumentovanie, zdovodnovanie, dokazovanie. Tu si mozeme zvolit'" prostriedky vonkajsej
motivdacie (vtedy Ziak kond, aby dosiahol ur€ity vonkajsi ciel’, odmenu, vyhodu, prospech) alebo
vnutornej motivacie (aby sa uspokojil vnutorne — potesil z pochopenia, vlastnej ¢innosti, hry,
objavu, ziskanych schopnosti a zru¢nosti). Vniitorna a vonkajsia motivacia sa mozu dopinat’,
prelinat’. Skolskti matematiku moZeme $tudovat’ pre jej vnatorna krasu a hlbokt zmysluplnost’,
ale aj pre prakticka pouzitel'nost’ v inych vednych odboroch a technickych disciplinach. Pontikané
motivacné ciele a ilohy maji byt primerane obtiazne, ale dosiahnutel'né, vyznamné a zaujimave,
s realnou nadejou na uznanie alebo tspech.

Motivovanie ku skolskej praci budeme chapat’ ako usporiadanie podnetov smerom k ziakovi,

ako energetizujiice impulzy pre vychovno-vzdelavacie ciele vyu€ovania. Zmyslom tejto ¢innosti je,

aby Student prijal pontkané motivy za svoje, aby si ich zvnutornil pre svoj hodnotovy rozmer

poZadovanej aktivity. Vo vSeobecnosti mdZeme zaradit’ medzi metddy, formy a prostriedky
motivacie Studentov na vyucovani (Zelina):

1. motivacia pomocou vyberu uloh a smeru rozvoja poznavacich funkcii (kolativnost’, taxondémia,
konvergencia a divergencia myslienkovych procesov),

2. motivdcia sposobom hodnotenia studentov (vysledky za vopred danych podmienok, dovera
a povzbudenie, zohl'adnenie procesu vo vztahoch),

3. motivdcia vyucovacou stratégiou, Stylom riadenia vyucovacieho procesu, Studijnou i
medziludskou komunikaciou (individudlny pristup, skupinové vyucovanie, problémovy vyklad,
heuristické metddy, tvoriveé pristupy, neformalna i zodpovedna spolupraca),

4. motivacia vzorom profesiondlnej osobnosti ucitela (laska k predmetu i ziakom, praca na sebe
a svojej kvalifikacii, obetavost’ a neziStnost’).

Vzbudit’ zadujem o ucebnll ¢innost’ mézeme: motivacnym rozpravanim, rozhovorom demonstraciou,

aktualizaciou, hodnotenim. Ponukame aj pre ucitel'ov Skolskej matematiky niektoré uznavané

aktivizacné pristupy (vonkajSej i vnutornej motivacie) pre usmernenie a udrzanie zaujmu ziakov:

e Prejavujte pred svojimi zZiakmi Uprimné nadSenie a osobny zdujem o matematicku kultaru.

e Ukazujte vyznam matematickych vedomosti v skuto¢nom prostredi, v konkrétnych aplikaciach,
V beznej technickej a vedeckej praxi.

e Uplatiujte tvorivost’ a znovuobjavovanie poznatkov aktivnou myslienkovou ¢innost'ou svojich
ziakov.

e Vytvarajte pestré intelektudlne prostredie, pravidelne obmienajte tematiku, ukazujte neobvyklé
postupy, hadanky aj ich prekvapivé rieSenia.

e Nechajte ziakov experimentovat, sutazit’, odkryvat’ problémy, ponukat’ napady.

e Zvnutornite ich vedl'ajSie mimoskolské zaujmy, podnety pre myslienkovu aktivitu ich
intelektudlnych schopnosti.

e Dajte svojim ziakom prilezitost’, aby objavovali matematické poznatky z vlastnej iniciativy.



Pre dlhodoby a $pecificky proces s$tadia Skolskej matematiky st rozhodujtice vaitorné motivy
(zvedavost, usilie o ziskanie zrucnosti, sklon k napodobriovaniu inej osoby alebo skupiny, potreba
reagovat na inych l'udi a spolupracovat’s nimi, vztah k poznaniu pravdy, radost z prdce, tvorby,
objavu, hry), ktoré treba pravidelne uplatiiovat,, trvalo rozvijat’ a neustale posiliiovat’ [6].

Vzajomna komunikacia

Ucitel, ktory neveri, Ze moze zZiaka zlepsit, nemd uz mordlne pravo ucit ho (L. D. Kudriavcev).

Vo vyucovani matematiky je vel'mi dblezité vytvorit’ vhodni komunika¢ni klimu (zosuladena
motivacia, otvoreny dialdg, uspesna ¢innost’, 'udska spolupraca, spontdnne porozumenie). Ciel'om
je pripravit zmenu v kvalite psychiky ziaka (zdvihnutie sebadovery vo vlastné schopnosti ziaka;
zvysenie tizby po poznani; vyssi stupeil rozvoja myslenia; zapamitanie ako dosledok porozumenia;
zazitok uspechu vlastnym pri¢inenim; dialogicka stratégia, spitna vézba aj pre ziakov, moznost’
klast’ otazky)

Moznosti pre priaznivu interakciu so ziakmi:

1. zabezpecenie ich pocitu dostojnosti, zmysluplnosti a sebaticty;

2. primeranda naro¢nost, otvorenost’ v posudzovani, neposudzovat’ vztahovacne, nezverejnovat’
nizke o¢akavania;

nepodsuvat’ vlastnua stratégiu (vnimat’ ina Strukturu Ziackych sktisenosti);

pontukat’, podnecovat,, neprepchéavat’;

vytvarat’ spolocné zdkladné hodnoty i ndzory;

vyprovokovat’ k vlastnym nazorom, tvorivosti;

ISEESARE

Vo vyuc€ovani matematiky treba z hl'adiska komunikacie venovat’ zvySena pozornost’™:
textacii neStandardnych tloh (nejasné formulacie, viacznacnost, nejasny ciel’);

nazornej a konkrétnej prezentacii ulohy;

odstranovaniu chybnych predstav a formalizmu;

rozvaznym a u¢innym podnetom pre sposob myslenia vhodnym smerom:;

nevyhnutnému objasneniu problémov, aby si Ziak sdm opravil svoju verziu porozumenia;
vytvoreniu rovnakych prileZitosti, rovnocennému posudzovaniu a hodnoteniu;

Podnecovat zdujem o $kolski matematiku

e Nech je vidiet na kazdom kroku vase nadSenie pre matematicka kultiru, podloZené odbornou
a pedagogicko-didaktickou profesionalitou i humannou orientaciou.

e Ukazujte vyznam matematickych vedomosti v praktickom Zivote, pri rieSeni redlnych
problémov, pri hre 1 zabave, v Sporte aj spolo¢enskom Zivote.

e Prepojte Stadium Skolskej matematiky s tym, ¢o Ziakov zaujima aj mimo Skoly, dotykajte sa ich
vnutornych predstav i ambicii.

e Zapojte ziakov aktivne do vyucovania, vyuZivajte ich nazory, podporte ich vlastnl tvorivost’
aj ochotu pre spolupracu.

e Ponukajte im logické hadanky, problémové tlohy, prekvapivé ucinné intelektudlne postupy
na ich myslienkovej urovni.

e Rozvijajte ich kritické a samostatné myslenie, vyzadujte a podporujte ich ststredenost,
vytrvalost’ a usilovnost’.

e Naznacte im radost’ z poznania matematickych Struktar a pravidelnosti, ktoré usporadivaji
pestru r6znorodost’ nasich skusenosti a umozituji l'udskému intelektu vytvarat’ efektivne
pojmové modely, aby sme mohli zmysluplnejSie chapat’ svet, v ktorom zijeme.

Zaver

Zamyslime sa nad niektorymi poziadavkami na ucitel’a v§eobecne a predpokladmi pre ucitel’a
matematiky zvlast’: Ucitel’ mé stelesiiovat’ kladné charakterové, volové, pracovné, intelektualne,
citové, temperamentné a spolocenské vlastnosti. Mal by byt prikladom kladného pristupu
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k mladezi, naplneny doverou v silu vychovy, s nezistnym darom pedagogického optimizmu.
Vzdy na vysokej tirovni moralnej i odbornej, s vyhranenym nazorom na dianie vo svete. Clovek
uslachtilého charakteru, vzdy Cestny, spravodlivy, statocny a zdsadovy. Zjednocujuci vychovu
a vzdelavanie, uplatnujuci zhodu slova a skutku.

Od ucitel'a matematiky sa urcite oCakéva zusl'achtovanie intelektualnych schopnosti,
akymi su pozitivne vlastnosti myslenia - jeho konkrétnost’, logickost’, systematickost’, tvorivost’
a samostatnost’. U¢itel matematiky by mal vynikat’ zmyslom pre zdévodnovanie faktov,
obsaznost'ou a hospodarnost'ou tvah, schopnostou abstrahovat’ poznatky, vytyCovat’ a riesit
problémové situdcie, argumentovat’, dokazovat, presvedCovat’. Z vélovych a spolocensko-
charakterovych predpokladov treba uviest’: rozhodnost’, vytrvalost’, smelost’, cielavedomost’,
samostatnost’, trpezlivost’ a citové sebaovladanie, laskavost, vIidnost, srdecnost’, pochopenie,
uznanlivost’, ohl'aduplnost’. Nemal by mu chybat’ ani zmysel pre humor a zart, slusnost’, druznost’
i Sportova aktivita. Nie je to vSetko a nie je toho malo. Dobre vyucovat’ matematiku moze iba
clovek, ktory je sam fiou nadseny a chdpe ju ako Zivu, rozvijajice sa vedu (A. N. Kolmogorov).
Najdolezitejsie je, aby vam vyucovanie prindsalo radost. Tato radost sa potom bude prendsat
aj na vasich Ziakov (D. Hruby, Glosy a komentdre — rukopis). Kvalitny uéitel’ chape matematiku,
i ta Skolsku, ako vedecky i kultirny odkaz myslienkovej tizby 'udstva po systematicko-logickom
poznani, ktory treba nielen pouzivat’, ale aj d’alej rozvijat’. Osobnost’ ucitel'a s vynikajlicimi
odbornymi i charakterovymi vlastnostami bola, je a vzdy bude uzitoénym cinitelom
pre povzbudenie mladych l'udi vo vzt'ahu k matematickej kultare. Vzbudit’ neuhasite'ny zaujem
0 matematicky spdsob nazerania na svet (v ktorom myslenim vytvarame $truktirované modely
skiimanych javov) uz tym, Ze pdsobivo a ucinne Skolskil matematiku vyucujeme, by malo byt’
tuzbou kazdého zodpovedného ucitel'a matematiky.
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Criepky z histérie matematiky ako odkaz

Charakteristika egyptského pisara

Praktické potreby uz v obdobi starého Egypta utvarali matematiku ako metodu
rieSenia hospodarskych problémov (spotreba osiva, vynos z poli, meracské prace,
stavba pyramid). Jeden z modernych historickych nazorov ponuka tato
charakteristiku: Pisari (hierogramati, harpedonapti) tvorili tretiu kastu egyptskych
knazov. V nabozZenskych sprievodoch sa objavoval pisar na tretom mieste. Mal na -
hlave perd, v rukach drzal knihu, pravitko, kalamar a ty¢inku na pisanie. Do jeho = v~
povinnosti patrilo vSetko, ¢o sa vztahovalo na stavebnt ¢innost chrdmov a ich pozemkového
vlastnictva. Pisari museli poznat hieroglyfy a vonkajSie ozdoby chramov, vediet zakresl'ovat tok Nilu.
Museli mat vedomosti z astrondmie, geometrie i geografie. Povinné znalosti pre nich boli stistredené
do deviatich knih zo 42 tych, ktoré boli urcené pre nevyhnutné poznatky Siestich vrstiev knazskej
kasty. Je zrejmé, Ze matematické, astronomické a geografické vedomosti tvorili hlavni odbornost’
tychto pisarov.

Stvorec protikladov
Carihradsky mnich a filozof Michael Sellos, v 11. storo¢i navrhol (pred nim podobnu schému
pouzival aj vzdelany rimsky re¢nik L.A. Apuleius uz v 2. storo¢i) usporiadat’ vieobecny kladny
vyrok V xeM; o (X), vseobecny zaporny vyrok V xe M; @'(x), ¢iastoény kladny vyrok 3 xeM;
o (X) a ¢iastocny zaporny vyrok 3 xeM; ¢@'(X) do Stvorcovej schémy a vyznacit’ ich logické vztahy:

VXeM;p(X) —— protiviacesa — 5 VxeM; ¢'(x)

nadradené \ / nadradené

podradené protirecivé \ podradené
-
IxeM;p(X) podprotiviace sa » dXeM; ¢'(X)

protirecivé (logicky protikladné, sporné, negacia, opak; jeden je pravdivy — druhy nepravdivy);

protiviace sa (kontrarne; nemozu byt’ obidva pravdivé, ale mézu byt’ obidva nepravdivé);

podprotiviace sa (Subkontrarne; mozu byt’ obidva pravdivé, nemdzu byt obidva nepravdivé);

podradenost’, nadradenost’ vzhladom na pravdivost’ (subsumcia; pre neprazdnu M z pravdivosti
nadradeného vyroku vyplyva pravdivost’ podradeného vyroku, z nepravdivosti podradeného vyroku vyplyva
nepravdivost’ nadradeného vyroku).

Najkrajsie matematické vztahy

Mnohi matematici sa zhoduju aj v estetickom posudzovani odhalenych
matematickych vztahov. Citlivo vnimaja ich necakant jednoduchost,
strucnost’, suvislost’ a vSeobecnost’, hospodarnost’, formu i nevyhnutnti
hibku. Krdsna matematicka veta musi byt prekvapujiica a hlbokda. Musi vam dat novii viziu
matematiky (Y. Haralambous). V jednej americkej ankete (z roku 1988) pridel'ovalo 74

pomerne znamych matematikov body (0—10) pre 24 vybranych zaujimavych matematickych tvrdeni
—vzt'ahov. Vysledky boli usporiadané do poradia podl'a ziskaného bodového priemeru.

Poradie prvych Styroch:

1.e7"+1=0.

2. Eulerova veta pre mnohosteny: v + s = h + 2.

3. Existuje nekonecne vela prvodisiel.

4. Existuje presne pat pravidelnych mnohostenov.
Co si myslite vy o krasach matematiky?
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Poznamky z dejin matematiky

Vyvoj matematiky
(struény prehl'ad)

Odvtedy ako sme sa pozreli na svet ocami matematiky, objavili sme vel'ké
tajomstvo, prirodné modely ukazuji na podstatné principy, podla ktorych funguje cely vesmir
(J. Stewart).

Matematické poznavanie ma svoje historické, empirické, teoretické, logické a filozofické zaklady i podmienky
rozvoja. Historické zaklady matematiky ukazuju jej suvislost so spolo¢enskou praxou a naznacuju prislusné
dobové podnety, motivacie a vlastné vyvojové tendencie. Prvotné matematické poznatky boli ziskané
empirickou cestou, overené praxou v medziach dobovej technolégie, neskdr abstrakciou zovSeobecnené,
idealizované, realizované myslienkovymi experimentmi. Teoretické zaklady matematiky su tvorené
systémom §truktdrnych a formalno—logickych postupov s deduktivno-axiomatickym ponatim vystavby.
Filozoficko-gnozeologicky podklad obsahuje systém principov a metdd poznavacej ¢innosti v matematike
(napr. vztahy medzi deduktivnou, induktivnou, axiomatickou a konstruktivnou metédou, modelovanie teorii,
pravdivost a dokazatelnost, kone¢né a nekonecné a pod.). Matematika je Zivy, rozvijajuci sa myslienkovy
poznatkovy organizmus, ktory sa neustale obsahovo rozSiruje i prehlbuje.

Hlavné etapy vyvoja:

|. Obdabie tvorby elementarnych matematickych pojmav

—> prehistéria - 6. stor. pred n. I.:

pocetné zaznamy — vrubovky asi pred 28 000 rokmi, ornamenty na
nadobach asi 5. — 4. tisic rokmi pred n. |., Sumeri medzi Eufratom
a Tigrisom mali ¢iselné znaky asi 2800 rokov pred n. 1.,
matematické ulohy a ich rieSenie na staroegyptskych dokumentoch (Rhindovom a Moskovskom
papyruse) asi 1800 rokov pred n. I.

2. (Ibdobie matematiky konstantnych veli€ in

—> 6. stor. pred n. L. - 4. stor. n. . — vytvorenie matematiky ako vedy v Grécku:
Tales — zaviedol pomery a umery, pracoval s podobnost’'ou trojuholnikov, Pytagoras — kult
a mystika ¢isel, nesumeratel'nost’ tseCiek, Euklides — dedukcia z axiom, Zdklady,
Archimedes — povrchy a objemy, pravidelné telesa. Apollonios, Diofantos;

— potom do konca 16. stor. — obdobie elementdrnej matematiky v stredoveku:
Boethius prekladal Platona, Euklida do latin¢iny, Alcuin z Yorku, Al Chvarizmi, zachovali
arabsku M pre Europu, Leonardo Pisansky (13.stor.) zhrnul dobové poznatky a zaviedol
indicko—arabsky zapis ¢islic, Thomas Bradwardinus a Nicole Oresme zaciatkom 14. stor.
dosiahli pozoruhodné matematické vysledky. V rieSeni rovnic vyssich stupnov uspeli zaciatkom
16. stor. Tartaglia, Cardano, Bombelli, Viete.

3. lbdobie matematiky premennych velicin

— 17. - 1/2 19. storocia

— zavedenie analytickej geometrie (Descartes, Fermat),

— diferencialny a integralny pocet (Newton, Leibniz),

— rozvoj matematickej analyzy (Bernoulliovci, Laplace, Lagrange, Fourier, Cauchy, Euler, Gauss),
— objav neeuklidovskej geometrie (Lobacevskij, Bolyai, Gauss).

4, (lbdobie matematiky zovseobecnenych kvantitativnych a priestorovych vztahov

—> od 1/2 19 stor.:
Cantor — tedria mnozin;
Russell, Whitehead — rozvoj formalnej logiky;
Galois, Abel — teoria grap,
Wiener — kybernetika, pocitace,
Gddel — nemoznost uplne formalizovat’ matematiku a dokazat’ bezospornost’.

12



13

Kto sa obmedzuje len na sticasné, bez vedomosti o minulom,
ten nikdy suvislosti nepochopi (G.W. Leibniz).

Dejiny matematiky su spolo¢enskovedna i matematicka disciplina, vyznamna hlavne pre didaktiku
a vyucovanie matematiky. Historia matematiky podstatne odraza vyvoj celej 'udskej civilizacie.
Z matematiky sa stal nastroj 'udského ducha na spravne a presné myslenie.

Uloha dejin matematiky:
— ndjst zdakonity, historicky objektivny postup vyvoja matematiky v spolocenskych
a kultirnych suvislostiach z pévodnych prameriov;
zhrnut a interpretovat materidl z minulosti do zovseobectiujiicich zdverov;
objasnit predmet matematiky a jeho zmeny, vztah k inym veddm;
presne stanovit vniitornii logiku vyvoja matematiky, priciny specifik jej rozvoja, obsah
a vyvoj zdkladnych problémov;
ukazat spolocenské zazemie i praktické aplikicie matematiky.

|

Poznanie zakladnych javov z historie matematiky umoznuje:

— poznat a prehlbit vyznam matematiky a jej prakticko-spolocenského uplatnenia;

- zoyraznit motivdciu stidia matematiky vseobecne a niektorych konkrétnych didaktickych
postupov zvldst;

— lepsie chdpat filozoficko-metodologické pozadie matematickych abstrakcii
a idealizdcii v nadviznosti na celii struktiiru ludského myslenia;

- spristupnit dobové spolocenské zizemie a 1ilohu ludskijch osobnosti vyznamnych matematikov;

- popularizovat okolnosti tvorivého badania v matematickych disciplinach.

Psychické procesy najviac ovplyviujlce rozvoj matematického myslenia:
— schopnost pozndvat casovo-priestorové suvislosti;
- pamiit, schopnost uchovat si vo vedomi to, co vnimal, pozoroval, preZil;
- predstavivost, schopnost myslienkovo abstrahovat a idealizovat, definovat pojmy a uvazovat
o nich;
- viera v kauzalitu, myslienkové spdjanie podobnych javov, ich pricin a ndsledkov;
- schopnost tvorit algoritmy, pravidld hry, harmonickii spoluprdcu.

Vo vyvoji matematiky boli aj zasadné problematické situacie:
1. kriza: objav iracionalnych &isel, nesumeratelnost’ useciek, napr. na vyjadrenie V2 nesta&i kone&ny poet &islic
(neukonéeny neperiodicky rozvoj)

2. kriza: pojem nekoneéne malej veli¢iny, definicia limity, problém spojitosti

3. kriza: existencia aktualneho nekone¢na, mohutnost’ nekone¢nych mnozin, paradoxy tedrie mnozin a matematickej
logiky

Pozorované javy sveta, v ktorom zijeme, vieme skiimat’ aj matematicky (zdoéraznenim meratel'ného

a vycisliteI'ného, schopnostou kvantifikovat, abstrahovat’ a zovseobecnovat’ pravidelnosti, Studovat’
$pecialne idealne myslienkovo-logické struktiry, vytvarat’ modely na zaklade dedukcie v axiomatickej
sustave definicii, viet a logickych dokazov, algoritmizovat uspe$né myslienkové postupy, vylucovat’
protireCenia a vnimat’ aj vlastné systémovo-metodologické obmedzenia). Matematika sa stala medzisvetom
porozumenia medzi prirodou a I'udskou mysl'ou, putom medzi ¢lovekom a svetom, v ktorom Zije,
sprostredkujucou sférou medzi konkrétnym zmyslovym a idealnym duchovnym prostredim.

o Historia matematiky moze pripomenut vel'ke problémy a velké ciele, ..., moze naucit pokore
tvarou v tvar velkym dielam minulosti (M. Kline, 1908-1992).
o Na déjinach matematiky miizete sledovat cely myslenkovy vyvoj lidstva. Vezméte si jména
velkych filozofii a zjistite, Ze to byli matematici. Od Platona az po Husserla
(P. Vopénka, 1935-2015).
Matematika bez svojej histdérie neexistuje.
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ZAUJIMAVOSTI Z HISTORIE M
Platonske telesa
Pred 2500 rokmi mali etruské deti obl'ibenu hracku — pravidelny dvanast’sten (vykopavky v Monte Loffa
pri Padove). Hracka z Ptolemaiovej doby, vystavena v egyptologickych zbierkach Britského miizea
v Londyne, ma tvar pravidelného dvanast'stena. Ktoré telesa spiiiaju definiciu pravidelného mnohostena?
Tie, ktoré st konvexné, maju vSetky steny zhodné pravidelné n-uholniky a pri kazdom vrchole je zoskupeny
rovnaky pocet hran (stien). Takychto telies je len pat’ a maju prezyvku platonske.
V starom Grécku ich vlastnosti $tudoval aj filozof Platon (427-347 pred n. 1.).

SR

r;i: x‘:f' kocka — pravidelng Wj\'idc‘i'l.f' pravidelng Fravidelng
: Lefaben dvandsfsten dvadealsten

Zamyslite sa nad tvrdenim, Ze platonskych telies (ako typov) je len a prave pat’.

Pi je Ludolfovo cislo
Uz 2000 rokov pred nasim letopoctom Sumeri vyjadrili pomer
medzi obvodom kruhu a jeho priemerom v tvare 25/8 (t. j. 3,125).
V starom Egypte (asi 1900 pred n. I.) odhadli tento pomer ako - -
(16/9)? (teda 3,1605). Archimedes (asi 287—212 pred n. |.) uréil pomocou porovnania dlzky
obvodu vpisanych a opisanych pravidelnych mnohouholnikov zmieneny pomer medzi ¢isla 3 + 10/71
a 3 + 1/7. Klaudius Ptolemaios (asi 85-165) okolo roku 150 vyjadril spominany pomer zlomkom 377/120.
Dalsie priblizenia boli tieto: okolo roku 500 Arjbhata 62832/20000, Bhaskara 3927/1250. Leonardo
Pisansky uvadzal okolo roku 1222 vycislenie pre tento pomer ako 3,141818. V roku 1596 holandsky
ucitel’ Sermu Ludolf van Ceulen (1540-1610) vy¢islil a zverejnil spominané ¢islo na 20 desatinnych miest,
posmrtne bol (1615) zverejneny jeho vypocet na 35 desatinnych miest. Na jeho pamiatku dostalo
pomenovanie Ludolfovo cislo.
Pomer p/d (p — periféria, t. j. obvod, d — diametros, t. j. priemer) zaviedol roku 1647 W. Oughtred
(1574-1660). Vysledok pomeru oznacil ako 7t roku 1706 W. Jones (1675-1749).
Natrvalo zaviedol do matematiky spominany pomer ako ¢islo 7w Leonhard Euler (1707-1783),
’ ktory toto oznacenie ustavicne pouzival (od roku 1736) vo svojich spisoch.
To, Ze Cislo 7 nie je racionalne (neda sa presne vyjadrit’ ako podiel dvoch celych ¢isel)
dokazal roku 1761 J. H. Lambert (1728-1777).
V dnesnej dobe samocinné pocitace chrlia miliony cifier Ludolfovho Cisla 7.
Vy si moZzete zapamdtat’ toto vel'mi zndme Cislo tak, Ze si namiesto slov nasledujuce;
basnicky dosadite postupne pocet pismen jednotlivych slov. Skuste si to:
Mam, o6 boze, o, dobry, zapamdtat'si takyto cisel rad. Velky slovutny Archimedes,
pomahaj trapenému, daj mu moc naspamdt znat krasne aj slavne sice, ale tak protivné nam,
ach, cislice Ludolfove.

n = 3,141592653589793238462643383279 ...

4 F
08417 ,
Kto a kedy zaviedol matematické symboly?

Symbol + (pre s¢itanie) a — (pre od¢itanie) v tla¢i pouzil roku 1489 ako prvy J. Widmann (1462-1498) v knihe Sikovné
a pekné pocitanie pre vietkych kupcov. Znak X pre nasobenie zaviedol roku 1631 W. Oughtred (1574-1660) v diele
K¢ k matematike. Symbol : pre delenie pouzil Johnson roku 1633. Znak - pre nasobenie zaviedol G.W. Leibniz
(1646-1716) roku 1698. Este predtym (1631) tento znak pouzil T. Hariott (1561-1621), ktory vtedy pouzil aj symboly
>, < pre vyjadrenie vztahov vac¢si a mensi. Symbol oo pre nekone¢no zaviedol roku 1655 J. Wallis (1616-1703).
Zna¢ku = pre rovnost’ prvy raz pouzil R. Record (1510-1558) roku 1557. Novsie symboly boli uvedené takto:
G. Peano (1858-1932) zaviedol symboly U, m pre zjednotenie a prienik mnozin (1888), symbol € (byt’ prvkom
mnoziny) roku 1894, symbol 3 (existenény kvantifikator) roku 1897. V§eobecny kvantifikator V zaviedol
G. Gentzen (1909-1945), symbol & pre prazdnu mnozinu A. Weil (1906-1998).
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DELENIE TROCHU INAK

Jeden z najstarSich znamych algoritmov delenia, pochadza od Gerberta z Aurilacu.
Vznikol okolo roku 980. Je vyhodny najma pre delenie
jednocifernym delitefom ,blizkym* €islu 10.

Pozri, ako sa to robi:

12321:8=

12321:(10-2)=1232+246+49+10+2+1=1540 (zv. 1)
1

+ 2464
2465
5

+ 492
497

7

+98
105

5

+20

25

5

+4

9 (v poslednom kroku je jednoduch8ie 9: 8 =1 zv. 1)

MozZno je to nezvyc€ajna otdzka: Bol niekedy v histérii papezom clovek, ktory bol aj uznavanym
matematikom? Spravna odpoved’ znie — ano, franclizsky matematik Gerbert z Aurilacu (bol neskor
papezom s menom Silvester II.). Narodil sa medzi rokmi 930 az 945 v Auvergene. Dostal Giplné
vzdelanie, mimoriadne prospieval v matematike i astronomii. Osud ho priviedol aj do Spanielska,
kde tento franctizsky knaz ako jeden z prvych eurdpskych ucencov Studoval arabskil matematiku.

V tej dobe bola v Cordobe arabska vysoka skola (s bohatou kniznicou arabskych, gréckych

a latinskych textov), kde sa prednasala aj matematika. Gerbert skvele popularizoval dielo
Boethiovo, ¢asti Euklidovych Zdkladov 1 praktickl geometriu. Ovladal pocitanie na abaku — s¢itacej
doske. Namiesto kamienkov pouzival Zetony s ¢iselnymi znakmi. V jeho Knihe o deleni cisel

a Pravidlach o pocitani na abaku mozno spoznat’ terminy delenec a delitel. V pojednani Geometria
(94 clankov) vysvetlil zékladné pojmy (bod, ¢iara, plocha, teleso), jednoduché poznatky a metddy
vypodtov vysok, hibok a vzdialenosti. V Gasti o zememeraéskych praktikach spomina poéitanie

s figurdlnymi ¢islami. Zorganizoval Skolu v Remesi, kde vyucoval discipliny kvadrivia (aritmetika,
geometria, astronomia, hudba). Okrem matematiky sa zaoberal aj logikou, filozofiou i astronémiou.
Napisal pojednania o dialektike, teologii aj o politike. V Magdeburgu skonstruoval slne¢né hodiny,
ked’ predtym sktimal polohu Poléarky. Zaoberal sa mnohostrannym vyuzitim astrolabu (pristroj

na meranie uhlov v sudobej astronomii). Gerbert z Aurilacu ako uc¢enec, vynimo¢na osobnost’

na poli cirkevnom i politickom, posunul zapadné myslenie blizsie k prameniom antickej filozofie

a vedy, podnietil aj zaujem o samostatné pozorovanie a skimanie. Studoval Vergilia, uplatiioval
novoplatonsky §tyl myslenia. Stal sa vplyvnym muzom svojej doby, osliioval vSestrannostou

a prenikavost'ou svojho umu. Vynikal aj ako Siroko vzdelany a originalny ucitel’. Ako uceny
arcibiskup ravensky radil aj cisarovi Otovi III. (panoval 995-1002) a ten ho urcil roku 999

za papeza. Gerbert bol prvy Franctz na papezskom stolci a prijal meno Silvester Il., v tejto funkcii
prispel k organizacii cirkvi v Pol'sku i v Uhorsku. Uhorskému kralovi Stefanovi I. poslal (r.1001)
kralovsku korunu. Vyhlésil za sviatého prazského biskupa Vojtecha. S tispechom sa zapisal do dejin
cirkvi i matematiky. Gerbert z Aurilacu zomrel 12. maja 1003.
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A. M. S. BOETHIUS - majster dialektiky a pomocnik mnohych

Posobil v zakladoch

Medzi tych, ktori podnecovali vyznamné rozhodnutia o osude
vytvarajicej sa zapadnej Eurépy na pomedzi 5. a 6. storocia,

patri aj autondmny rimsky vzdelanec a aristokrat Anicius Manlius
Severinus Boethius (okolo 480-524). Narodil sa v Rime,

v patricijskej rodine. Mal moznost’ navstevovat’ vynikajuce $koly,
ovladal rovnako dobre grécky ako latinsky, cital Cicera i Senecu,
prestudoval Aristotela i Platona. V Aténach Studoval aristotelsku,
stoicku a novoplatonsku filozofiu. Neskor bol prijaty do sluzieb
ostrogotskeho panovnika Teodoricha (asi 453-524), ktory vladol
asi od roku 471. Na jeho dvore Boethius posobil aj v mnohych
dolezitych funkciach $tatnej spravy (roku 510 bol konzulom).

Z nejasnych pri¢in (mocensky zapas inych, politické ¢i nabozenské
spory) upadol do nemilosti (obvineny zo zrady), bol vdzneny

a bez sudneho prejednania nasilne zavrazdeny (asi 23. 10. 524).

InSpiroval dalSich X
Krestansky neoplatonik Boethius podstatne prispel k tomu, aby sa B { 5 proeds — a
vedomosti starovekého Grécka stali filozofickym zakladom pre cely B :’ £

Zapad. Bol mostom medzi antickou a stredovekou kultarou. Prispel | '5 e G/y P IV J
Kk prepojeniu gréckej mudrosti a krest'anskej zvesti. Zaslazil sa | - :%>\ i

0 pretlmocenie antického duchovného dedicstva (prekladal a vhodne 5‘- ~ ) / i }
komentoval diela Aristotela, Platona i Porfylia) do zakladov B 3 b § ‘
ranokrestanskej filozofie a teoldgie. Svojimi pracami inSpiroval RS o S S O
mnohych myslitel'ov stredoveku. Vytvoril odbornu latinska 3 \% ) T \
filozoficku terminoldgiu, pripravil nové pojmy scholastického i :n E
teologického slovnika. Zvyraznil zmysel 1 vyznam procesu ucenia sa, 4 g

naznacil hodnotu spojenia toho, ¢o robime, s tym, ¢o vieme. Vytvoril, | 5 1
pouzil a radikalne obhajoval princip preniknutia pravdy viery A7 4 ]
myslenim. Pokial to dokdzes, spdjaj vieru s rozumom. e D [T

Sprostredkuval vedomost|
: = Boethius ziskal na pomedzi odchadzajucej antickej kultury

a nastupujuceho sveta stredoveku vystizné charakteristické
oznacenie ,,posledny Riman a prvy scholastik®. Vedel, Ze vsetko
= (0 pozndvame, nie je chdpané podla svojej prirodzenosti,
ale skor podla schopnosti poznavajucich. Jeho zasluhou
prehovoril latinsky k Rimanom Pytagoras, Ptolemaios,
Nikomachos, Euklides, Archimedes. Boethius uznal: Cislo bolo
v mysli Stvoritela bezpochyby prvotnym vzorom stvorenych
vect... Vsetka nauka o pravde je zahrnuta v mnohosti a velkosti.
Prekladal, komentoval, pretvaral. Sedem slobodnych umeni
rozdelil na odvetvie literarne - trivium (gramatika, rétorika,
dialektika) a oblast’ vedecku — kvadrivium (aritmetika,
geometria, astrondmia a muzika). Napisal k nim Gvody,
ale zachovali sa len spisy venované aritmetike a hudbe —
harmonii. Zhrnul aritmetiku Nikomacha z Gerasy (zil okolo roku 100 n. 1.), pisal o prvocisléach,
zlozenych Cislach, pomeroch prirodzenych ¢isiel a umerach, t.j. rovnostiach pomerov.
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V podstate je matematika
[Na nasledujicom obrazku je znazornena prva stranka Boethiovej Aritmetiky, zaciatok textu
s venovanim Simmacovi, (Kodex N 258 sup., Biblioteca Ambrosiana, 13. stol.)]

Napriklad zaviedol pre ¢islaa>p>Db

. a— a
aritmeticky priemer p Cisiel a, b ako rovnost’ E =—,
p- a
o o a-p a
geometricky priemer p Cisiel a, b ako o ==,
p- p
L o a-p a
harmonicky priemer p Cisiel a, b ako i
p —

Muziku — harmoéniu chapal ako klasifikaciu ¢iselnych vztahov,
matematické vypocty intervalov. Ladenie bolo pre neho ziskanim
spravnych a ideélne Cistych pomerov. Z geometrie prelozil aj prvé Styri
knihy Euklidovych Zdkladov. Pomerne dost’ ovplyvnil aj postupy logiky
a argumentacie. Prelozil a komentoval Aristotelove Kategorie,

O vyjadrovani i niektoré jeho d’al$ie spisy o logike. Boethius sam vypracoval Dve knihy

0 hypotetickom usudku a Dve knihy o kategorickom usudku. Naznacil vyznam prisnej logickej
argumentacie a presného definovania pojmov (napr. Vecnost' je uplné, sucasné a dokonalé
vlastnenie neohraniceného a nikdy nekonciaceho Zivota.) Spoznal, ze nemozZe dosiahnut’ poznanie
bozskych veci ten, kto nie je vobec zbehly v matematike. Podl'a niektorych jeho ucebnic sa ucilo
mozno az tisic rokov. Boethius nesporne prispel k pribliZzeniu antickej vzdelanosti budicim
generaciam stredovekych ucencov.

Vyhladavat mudrost
Vo vizeni napisal Boethius podnetné filozofické dielo Utecha z filozofie.
Naznacil v iom aj to, Ze k I'udskej slobode a §t’astiu prispieva ¢isty duch
a dobra vol'a kazdého cloveka. Boh bol pre neho ,,najvyssia dobra vola®.
Cloveka chapal ako individuum, teda nie¢o vlastné, osobitne utvorené
a jedine¢né. Boethius kladol doraz na l'udsku individualitu a poznavaciu
aktivitu. Bol presvedceny o trvalej vyznamnosti 'udského postavenia
Vv celku existujiceho sveta. Potvrdil, Ze zodpovedné slobodné 'udské
konanie je zarovein sldvou 1 bremenom kazdého ¢loveka. Crnostni ludia su
vzdy silni, zatial’ co Spatni byvaju vzdy slabi; jedni aj druhi tuzia po dobre,
oc -iﬂf} ale iba cnostni ho naozaj dosiahnu. Jeho Utecha z filozofie bola

¥ v stredoveku po biblii najprekladanejsim literarnym dielom a stala sa
,povinnym ¢itanim* vyspelych Studentov. Postupne pontkala odpovede na problémy moralky
I Statnej spravy. Vzniklo k nej vel'mi vel'a komentarov od l'udi vyzna¢nych i menej znamych.

Uz do zakladov stredoveku polozil predstavu,
ze humanizmus a prirodoveda nemusia byt
protikladné. Boethius ako originalny duch,
filozof i matematik, vzdelany gréckou kultirou
a presvedceny krest'anstvom, sa usiloval prispiet’
k vystavbe svetového poriadku, k jednote prava,
mravov a vzdelanosti. Cesta k uplatneniu spojenia
schopnosti rozumu a viery sa ukazala ako kl'ukata
a ttnista. Aby sme poznali velku lasku, musime
najprv bludit a az potom sa dat' na spravnu cestu.
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Beda Venerabilis (Ctihodny) - ucenec doznievajlcej patristiky

Vypocty pohyblivych sviatkov

Termin krestanskych vel'kono¢nych sviatkov je urceny na prva nedel’u
po prvom jarnom splne Mesiaca. Datum velkonoc¢nej nedele sa pohybuje
Vv kalendari v urcitej postupnosti s periodou 28-19 = 532 rokov

(tzv. velkono¢ny cyklus). K tym, ktori podstatne prispeli k zékladnym
postupom vypoctu velkonocnych sviatkov (Computus paschalis) patri aj
irsky benediktinsky mnich Beda Venerabilis (asi 672/675 — 26. 5. 735).
Vypocital datumy Velkej noci pre roky 532 — 1063.

Klastorny zivot
1 " oPeda venerabilis

Pochéadzal z Northumbrie. Prili§ skoro sa stal sirotou a tak ho sedemro¢ného
dali pribuzni na vychovu do klastora Wearmouth. Celozivotnym domovom

bol pre neho, od roku 682, klastor Jarrow pri Gsti riecky Wear. Ziskal bohaté

a vSestranné vedomosti, zvladol biblicka gréctinu i hebrej¢inu. Svojou
obdivuhodnou usilovnost'ou v §tadiu, vyucovani i spisovani poznatkov

sa vypracoval na znameho ucenca, ktory zanechal literarne dielo (vac¢Sinou

Vv latin¢ine) z oblasti nielen vierou¢nej a mravoucnej, ale aj zemepisu, dejepisu
prirodnych vied i matematiky. Nikdy vSak nezanedbaval svoje mniSske
povinnosti. 4j ked’ som dodrziaval predpisany rezim a denne sa zucastiioval
chramového spevu, moje hlavné potesenie spocivalo v Studiu, uceni a pisani.

Z diela

K hlavnym tspechom jeho ucitel'skej ¢innosti patria vyklad Pisma, komentare, kazne.

Z historickych spisov st vyznamné patzvizkové Cirkevné dejiny Anglicka od ¢ias Caesara
az do roku 731. Zachytil aj zakladné historické tidaje o krest'anskych mucenikoch.

Beda Venerabilis sa zaujimal aj o prirodu. Uznaval uéenie o gulatosti
Zeme, popisal priliv a odliv mora v savislosti s pohybom Mesiaca. Spisal
(r. 701) traktat De natura rerum — O prirode. V praci De temporum
ratione — O pocitani ¢asu (z roku 725) vysvetlil, okrem iného, ako mozno
pomocou zmeny polohy riik a prstov na nich znazornit’ ¢isla az do
milidna.(Jednotky boli reprezentované polohami prstov l'avej ruky,
desiatky kombinéaciami poloh prstov a palca l'avej ruky, stovky polohami
prstov pravej ruky, tisice kombinaciami poloh prstov a palca pravej ruky,
| desattisice, stotisice a miliony polohami rik a trupu.) Vedel pracovat
so zlomkami. V zbierke tiloh De arithmeticis propositionibus sa objavuju
| | aj zaporné ¢isla. Odrazom stidobych pomerov je aj Bedove konStatovanie:
Kto vie delzt tomu sa ziadna zaleZitost nebude zdat tazka. Ja poznam vela zloZitych veci, ale ni¢
Nie je zlozitejsie ako operacie so zlomkami.

Vyznam
Poeta, filozof a teolog Beda Venerabilis posobil v ¢ase latinskej zapadnej patristiky (obdobie
stredovekej filozofie v dobe formovania krestanstva). Zanechal trvalé stopy na poli teologie

a krestanskej kultary, stal sa aj cirkevnym ucitelom a bol vyhlaseny za svitého. Prijal a presadil
datovanie udalosti od narodenia Krista (anno Domini). Stal sa ,,otcom anglickych dejin®.

Je povazovany aj za astronéma, lebo analyzoval vysledky pozorovani pohybu Sinka a Mesiaca
v astronomickych tabul’kach a vypoétoch. Zistil, ze dizka roka nie je uréena presne.

Vd’aka Bedovi sa do celej Europy rozsirilo nielen pocitanie na prstoch a rukach,
ale aj vyraznej$ia u¢enost’ v gramatike, v metrike i v rétorike. Beda Venerabilis (Ctihodny) patril
medzi najvyznamnejSich ucencov svojej doby.
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Alcuin z Yorku - bystry mladik stredoveku

Velmi staré ulohy

Asi poznate prihodu o vlkovi, koze a hlavke kapusty a ich prevoze cez rieku za danych podmienok.
Tato uloha je velmi stari. Nachadza sa aj v spise Ulohy na bystrenie rozumu mladych,

uz z 8. storoCia. Autorom tejto prace, ktora obsahuje napriklad aj tllohy o psovi a kralikovi,

o sto mericiach pSenice a d’alSie, je Alcuin z Yorku (asi 735 — 804) ucitel’, filozof i basnik na dvore
Karola Velkého (747 — 814) v Aachene okolo roku 781. Jeho latinské meno Alcuin (Albinus)
pochédza z keltského Alh-win, ¢o znamena priatel’ chramu.

Doba a prostredie
York je arcibiskupské sidlo so starou kultarnou tradiciou a znamou klastornou
Skolou. Tam sa okolo roku 735 narodil anglosasky u¢enec Alcuin. Vystudoval
a potom prednasal v miestnom klastore. Od roku 781 viedol kulturne
a Skolské zalezitosti panovnika (od roku 768) Karola Velkého, Siril v jeho risi
vzdelanie (elementarne, artistické i teologické). Zakladom boli modlitby,
zalmy a spev, sedem slobodnych umeni (gramatika, rétorika, logika,
aritmetika, geometria, hudba, astronomia), Biblia a komentare cirkevnych
Otcov. Cielom bolo spoznat’ a za¢lenit’ zmysluplné antické poznatky

B i « do krestanskej kultiry. Metodou boli otazky a odpovede s oh'adom na proces
vnimania, paméti a obrazotvornosti. Jednou zo zasad bola myslienka: Rozumne sa pytat, znamena
vyucovat. Alcuin spisal traktaty o gramatike, rétorike, dialektike i muzike, filozofické a teologické
spisy aj pojednania z histdrie. Filozofiu chapal ako I'udsku schopnost’ systemizovat’ problémy
viery, ako skiimanie prirody a poznéavanie javov l'udskych i1 bozich. ZvIast’ vnimal logiku
ako umenie rozumu, ktoré usporaduva poznanie javov 'udskych i bozskych. Radil cisarovi
aj v politickych otazkach. Od roku 796 bol opatom v klastore sv. Martina v Tours, kde vybudoval
uspesnu skolu pre Sirenie vzdelanosti vo Franctizsku. Alcuin z Yorku zomrel 19. 5. 804 a jeho telo
je pochované v klaStornom kostole v Tours.

Bystry um ,

Uz spominany spis Ulohy na bystrenie umu mladych (Propositiones Ja X\
ad acuendos iuvenes) je zbierkou 53 poctarskych tloh. V nej je ukazané '?/ Bt
napriklad rieSenie tlohy ako rozdelit’ 100 minci medzi 100 os6b, aby muZzi X il |

dostali po troch, Zeny po dvoch a kazdé dve deti spolu po jednej minci.
Alcuin uvéadza rieSenie, podl'a ktorého bolo zo 100 0sob 11 muzov, 15 zien | : “ Y7/
a 74 deti. In¢ z d’alSich pat’ rieSeni neuvadzal. (Urcte tieto d’alSie rieSenia, - VI S
V podstate rovnice o dvoch nezndmych, v mnozine prirodzenych ¢isel.) : :
Stcast’ou tejto zbierky st aj zadania tloh na postupnosti (napr. o pocte
holubov na 100 prieckovom rebriku, ak na jednotlivych prieckach holuby sedia postupne v pocte 1,
2, 3,....,100), na vypocet obsahov, ale aj zadania kombinatorickych tloh alebo rézne vypoctoveé
zadania a tlohy s nematematickou zakladnou tvahou.

Historické zazemie
B g . Karolinska renesancia priniesla ozivenie vzdelavania v starSich
klastornych $kolach a za&inajicich $kolach pri katedralach. rsky
mnich Alcuin z Yorku usporiadal zasadné vyroky autorit (Beda
Venerabilis, Isidor, Boethius, Augustin, Cicero) pre Skolské potreby.
Prispel k celkovej obnove a reforme vzdelania vo Franskej risi (Karol
Velky sa stal cisarom v Rime roku 800). Ukazuje sa, Ze aj podnety

z0 zaciatku stredoveku, ktoré st eSte stale sucast’ou skolske;j
matematiky, patria k europskemu kulturnemu dedi¢stvu a vytvaraji
historické korene roznych matematickych disciplin.
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Roger BACON - doraz na skisenost a premyslanie

Stredoveké studia

Medzi najstarsie vysoké skoly patria univerzity v Parizi a v Oxforde, ktoré sa stali branou

k vrcholnej scholastike (vyucovat’ a ucit’ sa bolo ,,in“; ¢as metafyzického ducha, kde premyslajaci
clovek bol viac nez stroj a peniaze). Zakladom stredovekého stadia bolo sedem slobodnych umeni:
gramatika, rétorika, dialektika, aritmetika, geometria, astronémia a hudba. Jednym

Z najkritickejSich muzov oxfordskej scholastiky bol frantiskansky mnich Roger Bacon

(asi 1214-1292/94): Hladal som priatelstvo vsetkych mudrych muzov a presadil, aby boli mladi
ludia vyucovani jazykom a geometrii, ¢islam a tabulkam a mnohym inym potrebnym veciam.

Osudy zivota

Dokladnu znalost” vSetkych odborov niekdajsej vedy (matematiky, mediciny, teologie a filozofie)
ziskal v Oxforde a v Parizi (1244—1250). Mal zna¢ny ohlas ako prirodovedec a univerzalny
myslitel. Viac ako tridsatroény vstipil do reholy frantiSkanov a doverne sa oboznamil s jej
myslienkovym svetom. Stretol sa s Albertom Vel'kym, Alexandrom z Halesu, Bonaventirom

i Tomasom Akvinskym. Ked’ sa jeho priatel’ G. Fulconi stal papezom Klementom IV. (1265-1268),
poziadal Bacona o zaslanie jeho diela. Za kritiku panovnikov i radovych predstavenych sa Bacon
dostal do klastorného vézenia v Parizi aj Oxforde (1271-1292). Zomrel (asi 11.6.1294) opusteny

a zneuznany.

Roger Bacon zvyrazioval tlohu znalosti jazykov (hebrejCiny, gréctiny, arab¢iny) pre lepsie
pochopenie diel Aristotela, Avicenu i Averroesa, ale aj Biblie. Pri
skiimani prirodnych javov pozadoval va¢si doraz na pokus, fyzikalnu
sktisenost’. Bez skuisenosti nemozno nic dostatocne poznat... Iba
skusenost’ dava istotu, a nie logicky dékaz. Sdm rozpracoval niektoré
fyzikalne idey, napr. v optike, magnetizme a praktickej fyzike
(vyuzitie strelného prachu, vizia novych technickych prostriedkov).
Zovseobecnenie vnutornej a vonkajsej skuisenosti videl v abstrakcii
a v matematizacii, ktoru treba nasledne preverit’ v praxi. Na ceste za
experimentalnym poznanim podporoval vnutornt intuiciu, Sikovnost’
rik a matematické zovseobecnenie. Polovicou vedy je kladenie
spravnych otdazok. V optike, v astronomii i v tedrii hudby odhalil
matematickll povahu veci. Krasu videl pramenit’ zo svetla a harmonie.

Smerom Kk istote

V diele Opus maius (Vicsie dielo) uvazoval o pri¢inach l'udske;j
nevedomosti, o vztahu medzi filozofiou a teologiou, o vyuziti
jazykovych nauk, o vyzname matematiky a experimentalnom
poznani i o etike. Opus minor (Mensie dielo) je sihrn
Baconovych najhlavnejSich myslienok, Opus tertium (Tretie
dielo) je prehl'ad téz hlavného spisu. Filozofia rozvija bozZsku
mudrost pomocou vedy a umenia. Roger Bacon spjal
idealizmus a empirizmus, dosledne odliSoval teologiu a profanne
vedy. Uprednostnil vyskum konkrétnych predmetov proti
priliSnému odvolavaniu sa na autority. Uznal, Ze experiment

je nielen zdrojom poznania, ale aj rozhodujucim kritériom
pravdivosti. Ani najdokonalejsie argumenty ni¢ nedokazuju,
pokial nie su zavery overené skusenostou. Ludsky rozum

a skusenost’ vnimal ako nespochybnitel'né autority v oblasti
prirodnych vied. Zddraznoval, Ze exaktné skimanie realnych
skuto¢nosti spolu s matematickym popisom vedie ku korefiom
istoty. Ocenil nevyhnutnost’ metodickej preciznosti, exaktnosti
a doslednosti v overovani prirodovednych poznatkov.
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Experiment a myslenie
. A Matematika su dvere a kl'uc k vede. Veci tohto sveta nemozno poznat
bez matematickych vedomosti. Matematiku (v $irSom a sidobom zmysle)
vnimal Roger Bacon ako myslienkovy postup najblizsi prirodzenému
poznavaniu cez skusenost’ a premyslanie. Matematické ikkony su pristupné
uz malym detom. Pomerne dorazne naznacil: Kto podcenuje vysledky
matematiky, Skodi celej vede, lebo ten, kto nepozna matematiku, nemoze
poznat exaktné vedy a nemoze pochopit svet. Matematické poznatky vnimal
ako zaklad vsetkého vedeckého poznania a odkazal aj nam: Chcel by som
vyslovit predpoved, Ze ¢im viac zahad prirody rozriesime, tym viac odvetvi
matematiky budeme nuteni pouzivat. Roger Bacon uprednostnil skoro
az mysticku intuiciu, ktora sa snazil preverovat’ experimentom a popisovat’
matematicky. Mdame dva spésoby poznavania: Spekuldciu (teoriu)
a experiment. Pochopil, ze prirodné vedy maju viest’ I'udi k zdokonaleniu
sveta, v ktorom zijeme. Bez experimentu nemozeme nic¢ zodpovedne poznat.
Argument vec dokazuje teoreticky, ale nedava dostatocnu istotu
V odstraneni pochybnosti; nas um nedospeje k jasnej pravde, pokial
Jju nendjde experimentalnou cestou. Vyznacil vyznam i1 Ulohy experimentalnych skiisenosti,
aby vychadzajuc z tedrie smerovali k matematizacii celého 'udského poznania. Vsetko poznanie
zavisi od teoretickej sily matematiky.

Experimentalne vedomosti o prirode mozu prispiet’ aj k prehibeniu krestanskej viery. Aj dnes
si uvedomujeme, tak ako naznacil Roger Bacon, podstatni odli§nost’ zmyslového a rozumového
poznania. Spravne vedecké postupy mozu predstavovat’ premostenie k harmonickej a pevnej
syntéze zjavenej viery a l'udského rozumu, aby sme postupne vylucili pri¢iny nasich omylov,
pretoze kym zotrvavaju v ludskom srdci, rozum nemoze uznat pravdu. Kriticky duch Rogera Bacona
nam ponukol zvyraznenie vyznamu experimentalneho a matematického poznavania voci
zostarnutym mienkam zdedenych autorit. Napriek tazkému zivotnému osudu a nepochopeniu zostal
Roger Bacon verny presvedceniu, ze rozum i viera mozu najst’ oporu v experimentalnej vede
1 v krest’anskej teologii. Ldska dokaze ndjst vstup nielen do srdca otvoreného, ale aj do srdca
obrneného...
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Studentom zékladnej &koly

Ulohou vietkych vied je vzd’al’ovat’ Eloveka
od zla, usmeriiovat’ jeho mysel’ k vicsej dokonalosti.

Mikulas KOPERNIK
(1473-1543)

1. V pondelok a v stredu vzdy prsi, v sobotu je hmla a ostatné dni v tyZdni svieti
sInko. Ktory deii v tyZdni treba zacat 44 diové prazdniny, aby bolo pocas nich
¢o najviac slnec¢nych dni?

2. My dvaja spolu sme nasli 70 hub. Medzi mojimi je presne 5/9 dubakov.
Medzi tvojimi je presne 2/17 Sampinonov. Kol'ko hiib som nasiel?

3. Moje Stastné Cislo je trojciferné. Tvoje Stastné Cislo je dvojciferné. Rozdiel
nasich Stastnych ¢isel je 989. Stanov sucet nasSich stastnych cisel.

4. Stanovte, najviac kol'ko cislic méZeme skrtnut z 1000-ciferného cisla
200820082008... 2008 tak, aby ciferny sucet vzniknutého cisla bol 2008.

5. Mam 9 minci a kazda ma hodnotu 2 centy. Ty mas 8 minci a kazda ma hodnotu
5 centov. Stanov najmensi pocet minci, ktoré si musime vymenit, aby sme mali
rovnaku hodnotu v centoch.

6. Predstav si, Ze mas 108 Cervenych a 180 zelenych guliek. VSetky musi$
roztriedit do vreciek tak, aby pomer Cervenych ku poctu zelenych bol v kazdom
vrecku rovnaky. Aky najmensi pocet guliek méZe byt v jednom vrecku?
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10. Stanovte vel'kost’ Usecky BC ak Udaje

23

M — Glohy pre ZS (1)

. Stanovte devat'ciferné Cislo, v ktorom sa kazda z Cislic 1, 2,..., 9 vyskytuje
prave raz a pritom plati, Ze Cislo tvorené prvymi dvoma cislicami kodu
(zl'ava) je delitelné dvoma, Cislo tvorené prvymi tromi Cislicami kddu

je delitel'né tromi, Cislo tvorené prvymi Styrmi Cislicami kédu je delitel'né
Styrmi atd'., az napokon Cislo tvorené vsetkymi deviatimi Cislicami kodu

je delitel'né deviatimi.

. Sirup je potrebné riedit’ v pomere 2 : 9. Predtym ho niekto rozriedil

v pomere 3 : 5. V akom pomere teraz treba rozriedit’ ten predpripraveny
koncentrat, aby to bolo tak, ako to ma byt?

. Z 33 ucastnikov konferencie ovladalo 8 rusky a anglicky jazyk, 14 anglicky
a slovensky jazyk a iba 5 slovensky a rusky jazyk. Traja Ucastnici ovladali
vSetky tri jazyky. PocCet tych, ktori ovladali iba jeden z tychto troch jazykov
bol pre kazdy jazyk rovnaky. Stanovte kol'ko Ucastnikov ovladalo
slovensky, kol'ko rusky a kol'ko anglicky jazyk, ked’ kazdy Gcastnik ovladal
aspon jeden z nich.

. Do "dvojrozmernej studne" s vodorovnym dnom a zvislymi
stenami vzdialenymi od seba 3 metre sme hodili dve rovné

palice dizok 4 a 5 metrov, ktoré sa ustdlili v pozicii 5m
zaznacenej na obrazku. Ako vysoko od dna lezi bod, v am
ktorom sa tieto palice "pretinaju"? gt

. Stanovte pocet Sestmiestnych prirodzenych Cisel, ktoré
neobsahuju cifru 2 ani cifru 4. )
. Odvod'te vzorec pre vypocet obsahu kosostvorca pomocou dizok

jeho uhlopriecok.

. Stanovte, kol'ko litrov vody je potrebné priliat’ do 58 litrov liehu

s koncentraciou 94 %, aby sme dostali lieh s koncentraciou 58 %.

. Do nepriehl'adného vrectiska sme vlozili Styri modré, dve Cervené a jednu
zelenu gulku. Nahodne vyberieme jednu gul'ku, zaznacime si jej farbu

a vlozime naspat’. Znovu vyberieme nahodne d'alSiu gul’ku a zaznacime si
jej farbu. Aka je pravdepodobnost’, Ze pri tychto dvoch vyberoch ani raz
nevytiahneme cervenud gul’ku?

. Keby bol kazdy schod o 3 cm nizsi, bolo by ich na rozhl'adriu o 60 viac.
Keby bol kazdy schod o 3 cm vyssi, bolo by ich o 40 menej.

Aka vysoka je rozhl'adna? A

3m

D
o velkostiach Useciek AB, ED, CD su uvedené 12

v ¢cm na obrazku. g 6
E E C

Matematika je Sirokd nadherna krajina, otvorend pre vsetkych,
ktorym myslenie prinasa skutocnu radost’ (W. Fuchs).
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M — Glohy pre ZS (2)

1. Co sa stalo, ak sa ukazalo, Ze tvrdenie Ak je dnes utorok, tak sme
v Belgicku, nebolo pravdivé?

2. My dvaja spolu sme nasli 70 hub. Medzi mojimi je presne 5/9 dubakov.
Medzi tvojimi je presne 2/17 Sampifidnov. Kolko hub som nasiel?

3. Ziak preéital knihu za 12 dni. Ak by preéital kazdy def o 5 stran viac,
precital by ju o 4 dni skér. Kolko stran ma tato kniha?

4. Stanovte, kolko prirodzenych €isel mensich ako 1000 mozno napisat
len pomocou cifier 1, 5, 7 (cifry sa m6Zu opakovat).

5. Podstava nadrze tvaru kvadra ma rozmery 6 m a 9 m. Napustenim 405 hl
vody sa naplnila nadrz na 15 % svojho objemu. Stanovte hibku nadrze.

6. Pat robotnikov vyrobi za 6 dni 70 vyrobkov. Kolko vyrobkov vyrobi
9 rovnako vykonnych robotnikov za 10 dni?

7. Cena vstupeniek vzrastla o 40 %, za vstupenky sa vybralo len 0 26 %
viac. O kolko percent klesla navstevnost predstavenia?

8. Stanovte obsah kosodiZnika KLMN

M Il
(pozri obrazok):

as

K L

9. V naSom meste je 3/5 zien vydatych za 2/3 muzov. Aka Cast obyvatelstva

je slobodna (nezije v manzelstve)?

10. Stanovte, kolko rokov mal matematik A. MORGAN (1806-1871),
ked prehlasil: V roku x* som mal x rokov.

11. V pravouhlom trojuholniku ABC su odvesny dlhé 6 cm a 8 cm.

Stanovte dizku polomeru kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

12. Cerstvé huby obsahuiju 88 % vody, susené iba 14 % vody.

Kolko kg Cerstvych hub treba nazbierat, aby sme ziskali 3 kg susenych?

13. Stanovte sucet prirodzenych Cisel p + g, ak viete, ze
p-g = 10000 a Ziadne z Cisel p, q nie je delitefné desiatimi.

14. Knizka ma ocislovanych 972 stran (prirodzené Cisla od 1 do 972 vratane).
Stanovte, kolkokrat sa na o€islovanych strankach vyskytuje Cislica 7.

15. Stanovte, aku Cast zmieSaného lesa chcu lesnici vyrubat, ak ich veduci
nevinne vyhlasil: Budeme rubat’ iba sosny, ktorych je v nasom
zmieSanom lese 99 %. Po vyrube budu sosny tvorit 98 % vsetkych
ponechanych stromov.

16. Vypocitajte velkost' x (Udaje su na obrazku): D

Matematika nie je ilustrovany casopis, o

ktory mozno zacat citat na ktorejkolvek strane...

Matematika uci vytvarat’ presnymi logickymi uvahami 12 E

platné zavery... (profesor S. Schwarz) . Q
r_—" [ ]
A F B
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VYBRANE ULOHY Z PYTAGORIADY

Stanovte, kol’ko r6znych trojuholnikov mozno ,,vyc¢itat* z obrazku:
C

A D

Stanovte, o kol’ko eur je sveter drahs$i ako koSel'a, ked’ sveter a dve koSele stoja
28 eur a dva svetre spolu s jednou kosel'ou stoji 44 eur.

Stanovte, aky pocet Cislic napiSem, ak o€islujem (1, 2, 3,...) vSetky strany v zoSite,
ktory ma 20 listov.

Stanovte rozdiel najvéacsieho Stvorciferného prirodzeného ¢isla delitelného Styrmi
a najmensieho Stvorciferného prirodzeného ¢isla deliteI'ného dvomi.

Stanovte, kol’ko $Snur by navlieklo osem strojov za 30 minut, ak viete,

ze za 20 minut navlecie jeden stroj 12 Snur.

Stanovte sucet vSetkych prirodzenych delitel'ov ¢isla 150.

Stanovte pocet Cisel, ktoré pouzijem, ak piSem za sebou prirodzené¢ Cisla

od 1 do 40 (vratane).

Stanovte pocet Ziakov, ktori zaplatili za poistné po 5 €, ak viete, Ze poistné

na jedného ziaka bolo bud’ 3 € alebo 5 € a 30 Ziakov zaplatilo spolu 130 €.
Stanovte obsah obdiznika, ak jeho obvod je 80 cm a diZky jeho stran

su v pomere 3 : 5.

Stanovte, o kol'ko je polovica Sestiny menSia ako dve tretiny z troch Sestin.
Stanovte pocet roznych trojcifernych neparnych prirodzenych cisel,

ktoré mozno vytvorit’ z cifier 3, 4, 5, 6, 7 bez opakovania.

Stanovte, v akom pomere je obvod AKLM a obvod AXYZ, ak v AKLM su body
X, Y, Z stredy stran.

Stanovte najvicsie Stvorciferné prirodzené Cislo, ktorého sucin cifier je 1080.
Vo vnutri Stvorca ABCD je rovnostranny AABK. Stanovte velkost’ uhla CKB.
Stanovte, 0 kol’ko percent sa zvacsi povrch kocky, ak jej hranu zvacSime o 20 %.
Stanovte, kol’ko motorov opravia priemerne siedmi mechanici za pat’ dni,

ak viete, Ze traja mechanici opravia priemerne za tri dni devat’ motorov.
Stanovte pocet vSetkych prirodzenych trojcifernych ¢isel,

Vv zapise ktorych sa vyskytuje aspon raz Cislica nula.

Body A, B, C su stredy stran AKLM. Body E, F, G su stredy stran AABC.
Stanovte obsah AKAC, ak viete, ze obsah AEFG je 9 cm®.

Stanovte sucet vSetkych prirodzenych parnych delitelov ¢isla 2014.

Stanovte, ktorou ¢islicou konéi dekadicky zapis &isla 20142,

(16; 16; 71, 8996, 144, 372; 71; 20; 375; Va;

36; 2 : 1; 9853; 75°; 44, 35; 171; 36; 2160; 6)
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20 Uloh ako vedomostny $tandard z matematiky ZS

Usporiadajte podla vel'kosti: S : 3 , 4 .

12 8 9
Vydel'te na dve desatinné miesta a stanovte aj zvysok: 5,263 : 0,52 .
Stanovte, kol’ko roznych desatinnych ¢isel mozno zostavit’ len pomocou
¢islic 0, 3, 5, ak kazdu z tychto Cislic pouzijeme v Cisle prave raz.
Usporiadajte Cisla 2100 37 5% vzostupne a uved’te dovody pre svoje tvrdenie.
Traja kamarati si rozdelili gul'6¢ky v pomere 6 : 5 : 4. Niektori dvaja z nich dostali spolu 126
gul'6¢ok. Stanovte, kol’ko mali kamarati vSetkych gul'6¢ok spolu.
Bazén na kupalisku je dlhy 50 m a §iroky 12,5 m. Na plane mesta je znazorneny ako obdiznik
s obsahom 1 cm?. Stanovte v akej mierke je pléan.
Spomedzi vSetkych druhov hub je 70 % nejedlych. Spomedzi vSetkych nejedlych druhov hib

jel5% smrtel'ne jedovatych. Stanovte, kol’ko % zo vsetkych druhov hub st smrtel'ne jedovaté.

1 1

3X-6 2-x
Stanovte polomer r kruhu, ak pre obsah S kruhu plati S =7 - r°.

Vyrieste v R:

. Stanovte sucet dvoch ¢isel, ak ich rozdiel je 37 a pri vydeleni vac¢Sieho mensim dostaneme

podiel 3 a zvysok 3.

Stanovte, aka je priemerna rychlost’ vozidla, ktoré prejde trat’ rychlostou 60 km/h a vracia sa
spat’ po rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

Stanovte vel'kost’ vnttorného uhla pravidelného desatuholnika.

Ak viete, Ze COS a = sin 27°, stanovte &omu sa rovni o (0 < <90°).

Stanovte, aka vlastnost’ ma trojuholnik KLM,

ak pre bod P z niektorej jeho strany plati |KP| = |PL| = |PM | : ¢
Stanovte obsah trojuholnika ABC z tidajov na obrazku:

26

A i B

TScm TS5cm
V rovnobezniku ABCD plati:|AB| =10cm, |AC| =15cm a vzdialenost bodu D

od priamky AC je 2 cm. Stanovte vzdialenost’ bodu D od priamky AB.
Stanovte obsah “oka‘ vo §tvorci ABCD so stranou 4 dm, D c
ak obluky AC st casti kruznic so stredmi v B a v D.

Tri steny urcitého kvadra maji obsah 6 cm2, 10 cm? a 15 cm?. A B
Stanovte velkost’ objemu tohto kvadra.

V rovine je dana usecka AB s vel'kost'ou 4 cm. Stanovte mnozinu vSetkych vrcholov C v rovine,

pre ktoré je obsah trojuholnikov ABC 4 cm?.
Stanovte vel'kost tisecky BC, ak udaje o velkostiach danych tsec¢iek v centimetroch

su uvedené na obrazku.

A .
=
12 D )
g i \
B E C /
\
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Kto je nevinny?

Uloha:
Niekto z podozrivych A, B, C v galérii odcudzil obraz.
Traja svedkovia o udalosti pravdivo vypovedali takto:

1. Podozrivy C bol v galérii prave vtedy, ked tam nebol
Ziaden z dvoijice A, B.

2. V galérii nebol podozrivy C alebo nebola pravda, Ze tam bol
aspori jeden z dvojice A, C.

3. AK nie je pravda, ze v galérii bol podozrivy A zarovern s B,
potom tam bol podozrivy C. .

Kto je nevinny?

Riesenie:

ZapiSeme si vypovede svedkov pomocou logickych spojok.
1. C& (A A B)

2.CCV (AV Cy
3. (AABy=C¢C

Zistime pravdivostné hodnoty tychto vyrokov pomocou tabul’ky pravdivostnych
hodndt. Na zistenie toho, kto bol nevinny, je treba vyhoviet’ vSetkym svedkom
sucasne, a preto nds bude zaujimat’ pravdivost’ vyrokov 1, 2, 3 sucasne

ABC A'B’C’ C& (A" AB) CVAVCY AAB’=C (LA2A3)
111 000 0 0 1 0
110 00 1 1 1 1 1
101 010 0O 0 1 0
100 01 1 1 1 0 0
011 100 O 0 1 0
010 101 1 1 0 0
001 110 1 0 1 0
000 111 0 1 0 0

V tabul’ke vidime, Ze vSetci traja svedkovia sa zhodnu len v jedinom pripade
— ked’ platia vyroky A a B a pritom neplati vyrok C.
Na zéklade tohto mozno tvrdit’, ze podozrivy C je zarucene nevinny.

27



28

Rozhovor dvoch matematikov

Uloha:

Dvaja matematici (A; B) sa takto zhovarali:

A: Sucin veku mojich troch synov je 36.

B: Tato informdcia mi nestaci na urcenie veku kazdého z nich.

A: Sucet veku mojich synov je rovnaky ako pocet okien na dome, ktory vidime
pred sebou.

B: Ani teraz sa neda urcit vek tvojich synov.

A: Najstarsi z mojich synov ma cierne vlasy.

B: Dakujem, to staci, uz poznam vek tvojich synov.

Kol'’ko rokov ma kazdy zo spominanych synov?
Kol'ko okien bolo na budove, ktoru videli pred sebou?

RieSenie:
Vek synov je celoCiselny. RozloZme ¢islo 36 na sucin troch kladnych celych ¢isiel

a zapiSme do tohto riadku hned’ aj sticet ich veku:

1-1-36 38

1-2-18 21
1-3-12 16
1-4-9 14
1-6-6 13
2:2-9 13
2:3-6 11
3:3-4 10

Teraz jasne vidime, preco B nemohol po druhej odpovedi urcit’ vek synov — na
budove bolo 13 okien. To znamena, Ze st dve moznosti pre vek synov: bud’ 1, 6, 6
alebo 2, 2, 9. Matematik A v poslednej odpovedi (rajstarsi z mojich synov) naznacil,

Ze najstarsi jeho syn nie je z dvojiciek (mali by rovnaky vek). Teda synovia majua vek

dva, dva a devit’ rokov.
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Percenta su zradné Cisla pomerné

Uloha &. 1 (Presné percento)
V triede je menej neZ 50 deti. Chlapcov je presne 72 percent z poctu dievcat.
AKky je presny pocet deti v tejto triede?

RieSenie:
A&. Ak si oznacime pocet chlapcov x a pocet dievcat y, tak musi platit’ X +y < 50 a zaroven
X = % y.Aby x = % y bolo celé kladné ¢islo (to ma byt’ pocet chlapcov),

tak treba zvolit' y z mnoziny {25, 50, 75, ...} a potom x bude z mnoziny {18, 36, 54, ...}. Ak mame
splnit’ poziadavku X +y < 50, to je mozné len pre x =18 a y = 25. V triede je 18 chlapcov a 25
dievcat, spolu 43 deti.

B. Ozna¢me si poCet diev¢at d. Potom pocet chlapcov je 0,72-d. Chlapcov a diev¢at spolu je 1,72-d.
Podl'a zadania ulohy ma byt 1,72-d <50 a deN.

Ak si tuto podmienku upravime, dostaneme d < 5702, teda de {1, 2, 3, ..., 29}.

Vieme, Ze aj 0,72-d musi byt kladné celé ¢islo (je to pocet chlapcov), to ale znamena, Ze
72.d 2°.3°.d 18-d

100 2%.5° 25
Pretoze hl'adame d < 29, vyhovuje iba d = 25. To znamena, Ze v triede je 25 dievcat, 18 chlapcov
(0,72-25=18). V triede je 43 deti.

ma byt’ celé kladné ¢islo. To splnime, ak zvolime d=25-k, kde k € N.

Uloha &. 2 (Modrooki blond4ci):

Percento modrookych medzi blond’akmi je vacsie ako percento modrookych
medzi vSetkymi 'ud'mi sveta. Vyplyva z toho, Ze percento blond’akov medzi
modrookymi je vacSie ako percento blond'dkov medzi vSetkymi l'ud'mi sveta?
Zdovodnite.

RieSenie:
Vyuzijeme mnozinova schému (&, b, ¢, d € N), kde M = a + b je pocet modrookych l'udi, B=b + ¢
je pocet blond’akov, L=a+b+c+d je pocet vSetkych I'udi. Potom zadanie tlohy znamena
porovnanie zlomkov

B
U b > a+b & bd>ac
; b+c a+bh+c+d
' b > b+ c < bd>ac
a+bhb a+b+c+d
L

Ano, vyplyva to; prislusné nerovnice st ekvivalentné.

Uloha &. 3 (Susené huby):
Cerstvé huby obsahuju 88 % vody, suSené iba 14 % vody. Kol'ko kilogramov
cerstvych hub treba nazbierat, aby sme ziskali 3 kg susenych ?
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RieSenie:
Nech sa huby skladaju iba z vody a susiny:
1 kg cerstvych hub obsahuje 0,12 kg susiny; 0,88 kg je tam vody.
1 kg susenych hub obsahuje 0,86 kg susiny; 0,14 kg je tam vody.
3 kg susenych hub obsahuje 2,58 kg susiny.
Aby sme mali 2,58 kg suSiny potrebujeme 2,58 : 0,12 = 21,5 kg Cerstvych hub.

Uloha ¢&. 4 (Uspora energie):
Boli zverejnené tri rozne, od seba nezavislé, vynalezy, ktoré zabezpecovali
usporu 20 %, 35 % a 25 % energie. Niektori ,tieZ odbornici“ z toho usudili, Ze
pri sucasnom pouziti tychto troch vynalezov bude celkova uspora 20 + 35 + 25 =
80 % energie. Je to naozaj tak? O kol'ko percent poklesne spotreba energie pri
sucasnom uplatneni spominanych troch vynalezov?

RieSenie:
&. Nech je povodna spotreba energie 100 energetickych jednotiek (e]). Po uplatneni vynalezu
s 20 % usporou bude spotreba 80 €]. Po uplatneni vynalezu s 35 % tsporou bude spotreba
80 - 0,35-80 = 80 - 28 = 52 ej. Ak uplatnime aj treti vynalez (25 % uspora energie) bude
spotreba 52 - 0,25-52 =52 - 13 =39 ¢j.
Usetri sa 100 - 39 = 61 ej. To znamena, Ze spotreba poklesne o 61 %.

B. Prvy vynélez ma spotrebu 0,8 pdvodnej spotreby energie, druhy 0,65 z tej zmensenej a treti 0,75
z tej uz dvakrat zmensSenej. Pretoze vynalezy sa uplatnia naraz a s nezavislé, tak celkova spotreba
7 0,8 - 0,65 - 0,75 = 0,39 pdvodnej spotreby energie. To znamena, Ze Gspora je 61 %.

Uloha &. 5 (Pomerné zmeny v percentach):
Stanovte, ako sa zmenil pocCet dievcat, ak sa pocet vSetkych Ziakov v triede zniZil
0 10 %, ale pocet dievcat vzrastol pritom z 50 % na 55 %.

RieSenie:
Chlapci i dievc¢ata su ziaci. Povodny pocet ziakov bol X. Po znizeni o 10 % ich bolo (0,9 - x);
povodny pocet dievcat bol (0,5 - X) a po zmene bol pocet dievcat (0,55 - 0,9 - x) = 0,495 - x;
pretoze povodny pocet dievcat bol 0,5 - X, uréime zmenu poctu dievcat percentudlne:
100 % ......... 0,5 x
1 % e 0,005 - x
0,495-x _
0,005 - x
Dievcat zostalo 99 % z pdvodného poctu, teda pocet dievcat sa znizil o 1 % .
Ocakavali ste, Ze sa pocet dievcCat znizil? Vypocet vas presvedcil?

Zmeneny pocet (0,495 - X) je z pévodného poctu (0,5 - X) presne 99 %, lebo 99.

Uloha ¢&. 6 (Zradné percento):
Aku cast zmieSaného lesa chcu lesnici vyrubat, ak ich veduci nevinne vyhlasil:
Budeme rtubat’iba sosny, ktorych je v nasom zmiesanom lese 99 %. Po vyrube budt
sosny tvorit’ 98 % vsetkych ponechanych stromov.

RieSenie:
Oznacme pocet vSetkych stromov pred vyrubom X. Pocet sosien je teda 0,99-X a pocet vSetkych
ostatnych stromov je 0,01-X ; po vyrube m stromov (sosien) bude pocet sosien 0,98 - (x - m)
a pocet ostatnych 0,02 - (X — m). Chceme poznat’ pomer m/X. Pretoze sa maji vytinat’ iba sosny,
pocet inych stromov sa nezmeni:
0,01 -x=0,02 - (x—m), teda 0,02-m=0,01 - X a to znamena,
ze pomer m/x = (0,01/0,02) = 1/2 . Lesnici cheu vyrabat’ polovicu lesa!
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, Nielen usilovnost
Uloha:

Knizka ma ocislovanych 972 stran (prirodzené Cisla od 1 do 972 vratane).
Stanovte, kol'’kokrat sa na tychto ocislovanych strankach vyskytuje Cislica 7.

RieSenie:

Predstavme si Cisla od 1 do 972 napisané pod sebou.

Urcime pocet Cislic 7 na miestach jednotiek. V kazdej desiatke (od zaciatku)
napisanych Cisel je na mieste jednotiek jedna 7, desiatok je medzi 972 Cislami prave
97, teda pocet 7 na miestach jednotiek je 97.

Na mieste desiatok je 7 v stovke cisel 10 krat (70, 71, ... 79). V postupnosti 972 ¢isel
je stoviek 90. To znamena spolu 90 Cislic 7 na mieste stoviek, ale musime pridat’ eSte
sedmicky na mieste desiatok za ¢isla 970, 971, 972. Spolu ich je 93.

Na mieste stoviek je cifra 7 v ¢islach 700, 701,... 799, teda 100 krat.

Spolu je ¢islic 7 teda 97 + 93 + 100 = 290.

Na strankach ocislovanych od 1 do 972 vratane je pouZzita cifra 7 prave 290 krat.

, Aspon a prave
Uloha:
Vo vrecku je 30 guliek. Ak ndhodne vyberieme 12 guliek, vZdy bude medzi nimi
aspori jedna biela. Ak ndahodne vyberieme 20 guliek, vZdy bude medzi nimi asporn
jedna, ktora nie je biela. Stanovte prave kol'ko bielych guliek je vo vrecku.

RieSenie:
Ak nahodne vyberieme 12 guliek a vzdy bude medzi nimi aspori jedna biela, to
znamena, ze vo vrecku je asporn 19 bielych guliek.
Ak nahodne vyberieme 20 guliek a vZdy bude medzi nimi aspor jedna, ktora nie je
biela, to znamena, Ze vo vrecku je asporn 11 guliek, ktoré nie st biele.
Pretoze vo vrecku je prave 30 guliek (19 + 11 = 30), znamena to, Ze prdave 19 guliek
je bielych a prave 11 guliek nema bielu farbu.

Vo vrecku bolo prave 19 bielych guliek.
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Vtipné riesenia zaujimavych uloh

Voda vo vine?
Mame dve rovnaké nadoby tak, Ze v jednej je vino a v druhej voda, vZdy do rovnakej vysky, ale
nie az po okraj (rovnaké objemy vina a vody). Zoberieme lyZicu vina a prelejeme ju do nadoby
s vodou a premieSame. Potom zoberieme lyZicu tejto zmesi a nalejeme do nadoby s vodou.
Stanovte, ¢oho je po tomto tkone viac, vina v nadobe s vodou alebo vody v nadobe s vinom.

RieSenie: Chcete hddat? Rozmyslajte, spocitajte si to pre konkrétne hodnoty.

Nech su objemy vody i vina po jednom litre. Nech lyzica ma objem 0,1 litra. Po prvom preliati je

v nadobe s vodou 1 liter vody a 0,1 litra vina. Potom na druhé preliatie pripada do 0,1 litrovej lyzice
[ (0,1 -10):11]vodyal[(0,1-1):11]vina. Teda v nddobe s vodou zostalo [(0,1 - 10) : 11] vina.

A do nadoby s vinom sa dostalo druhym preliatim tiez [(0,1 - 10) : 11] vody.

Vina v nadobe s vodou je rovnako ako vody v nadobe s vinom.

Skusme ulohu vyriesit abstraktnou uvahou.

Tekutina je v nadobe s vinom po spominanom tikone v rovnakej vyske, ¢ize nezmeneny objem.

V nadobe sice odbudlo vina (to sa dostalo do nadoby s vodou), ale pribudlo vody. Keby bol ubytok
vacsi (alebo mensi) ako prirastok, tak by tekutiny v nddobe bolo bud’ menej (alebo viac) nez na
zaCiatku. Teda v nadobe s vinom je ubytok vina, ktoré je teraz v nadobe s vodou, rovnako velky
ako prirastok vody, ktory sa dostal do nddoby s vinom.

V nadobe s vinom je prave tol’ko vody aka vina v nédobe s vodou. Vyberte si, ktory postup vds presvedcil.

Rafinovane premyslené, logicky ucinné
Rozdel'te Stvoruholnik ABCD (na obr.1) priamkou cez A na dva Gtvary s rovnakym obsahom.

Zdovodnite postup.
D

RieSenie: o

Vidime, ze priamka AC rozdeli Stvoruholnik na dva

trojuholniky s nerovnakym obsahom, ale so spolo¢nou

stranou. Ak vyuzijeme vysku trojuholnika ACB nastranub 4 B obr. 1
V opacnej polrovine, dostaneme dva trojuholniky

s rovnakym obsahom a jeden d’al$i trojuholnik AMC (pozri obr. 2).

Ak teraz rozpolime tisecku DM bodom P, trojuholniky
AMP a APD budt mat rovnaky obsah, lebo maju
rovnaké zékladne | PM | = | DP | a spoloénti vysku.

Ak teraz od bodu C nanesieme na rameno CD
vzdialenost’ DP (dostaneme bod K), tak ukazeme,

\ ze utvary AKD a ABCK maji rovnaky obsah

A B obr.2  (pozri obr. 3).

|EC| = |DP| D

Stvoruholnik ABCK sa sklad4

z trojuholnikov ABC, ACK. c
Obsah trojuholnika ACK je zhodny

s obsahom trojuholnika APD (zhodné
zékladne, ta ista vyska, obr. 2).

Cely stvoruholnik ABCD (obr. 2) sa & B oobr3
skladal zo Styroch trojuholnikov, po dvoch trojuholnikoch s rovnakymi obsahmi. Teraz sme ukazali,
ze utvar ABCK (obr. 3) mé polovi¢ny obsah z celého, teda druhd ¢ast’ (trojuholnik AKD) ma tiez
polovi¢ny obsah celého Stvoruholnika.
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VsSimaj si pravdu
Vo vestiarni sedia vedl'a seba tri bohyne: Pravda, LoZ a Mudrost. Pravda vzdy hovori pravdu,
LoZ vzdy klame a Midrost hovori tak aj onak (niekedy pravdu, niekedy loZ). Zistite, v akom
poradi sedia bohyne, ak postupne odpovedali na otazky takto:
Kto sedi vedl'a teba? Pravda. Kto si? Mudrost. Kto sedi vedl'a teba? LoZ.

RieSenie: Znizornime si situaciu aj graficky:
1
Po ich vyjadreni na otazky zapiSme ich odpovede :

L Kto sedi vedl'a teba? Loz

Kto si? Mudrost.
Kto sed1 vedl’a teba? Pravda.

A&. Sledujme, kde by mohla byt Pravda, aby vyjadrenia zodpovedali danému stavu. Ak by na
prvom mieste bola Pravda, jej odpoved’ nesuhlasi. Ak by bola Pravda na druhom mieste,

tiez odpoved’ nie je v sulade s jej zdsadou hovorit’ vZdy pravdu. Tak nech je na tretom mieste.
Potom na druhom je naozaj Loz a na prvom je Mudrost.

B. Ulohu m6zeme vyriesit’ aj rozpisanim vSetkych moznosti a vyhodnotenim prislusnych odpovedi.

1 2 3 ndpovede

P L M nie

P M L nie

L M P nie

L P M nie

M L P vyhovuje

M P L nie

Labutia piesen
Ly . 1 1 1 ‘- N . L vs
Vyrieste rovnicu ; +—+=+ f =2, pre navzdjom rézne prirodzené cisla x, y, z, t.

y 2

Ly A , .. . 1 o
Riesenie: Pretoze zlomky maji byt’ rozne, musi pre aspon jeden z nich, napr. —, platit
X

l< 1 <2,t). 2>x> l.Teda pre xe N z toho vyplyva, Ze X = 1. Potom 1+1+}=1
2 x 2 y z t

I 1 1 1 1.
atiez 3 <—<11tj.3>y>1 tedapreyeN jey=2. Este potom potrebujeme, aby = +f:§
y

tu bude znovu platit’ napr. pre z nerovnica i < ! <% tj.4>z>2vN, z toho vyplyva, ze z = 3.
z

Potom uz vyhovuje ibat = 6. Plati: %Jr% }+1=6+3+2+1 5.

6 6
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Neuveritelny rébus

Uloha: Dopliite za kazdt e jednociferné prvocislo, aby bolo znazornené nasobenie spravne:

RieSenie:
Jednociferné prvocisla st iba: 2, 3, 5, 7. Pretoze siCiny 2x2, 2x3, 2x5, 2x7 nemaji na
konci prvocislo, m6ze byt poslednou cifrou oboch ¢isel iba 3, 5 alebo 7. Teda dvojice
3,5;5,3;5,5;5,7;7,5. Skasame ...
Jediné rieSenie je: 775
x 33
2325
2325
25575

Vynajst sa aj z mala
Uloha: V zndzornenom zapise stcinu dvoch kladnych celych ¢isel stanovte
nezapisané Cislice (si naznacené bodkami):

o o o
X © o ©
o & o o
3275
o 0 o

RieSenie:

Musime vychadzat’ z toho mala, ¢o vidime a z toho, ¢o 0 nasobeni vieme.

Ak rozlozime &islo 3275 na st&in prvoéisiel dostaneme 3275 = 5% -131,

teda aby sme dostali toto ¢islo ako sticin trojciferného a jednociferného ¢isla treba
655 - 5. Potom ndsobenec bude 655 a druh cifra nasobitel'a 5. Pretoze treti ¢iasto¢ny
sucin je trojciferny, tak prva Cislica nasobitel'a musi byt’ iba 1. Aby prvy Ciastocny
sucin bol Stvorciferny a celkovy sucin iba patciferny, tak posledné cifra nasobitel’a
modze byt len 2. Naznaceny sucin je 655
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DVA ZAUJIMAVE DOKAZY

Dokazeme, Ze vSetky tri taZnice trojuholnika prechadzaja spolocnym bodom T,
ktory sa vola taZisko.

C

1. Narysujeme taznice ta, ty (ta= AA1, t, = BBy).

2. Ich priese¢nik ozna¢me pismenom T.

3. Narysujeme polpriamku CT.

4. Na polpriamke CT zostrojme bod U tak, aby platilo |CT|= |TU].

5. Bod U spojme tseckami s bodmi A, B. Dostaneme §tvoruholnik AUBT.

6. V trojuholniku UBC je usecka TA; strednou prieckou, lebo |UT| = [TC| a |BA1| = |A:C|.

7. Priamky UB a TA; st rovnobezky.

8. Podobna situacia je aj v trojuholniku AUC. Priamky TB; a UA st rovnobezky.

9. Stvoruholnik AUBT je teda rovnobeznik.

10. Spojnice jeho protil'ahlych vrcholov AB, UT su uhlopriecky. Uhlopriecky rovnobeznika sa
navzajom rozpol'uju.

11. Teda bod C; je stredom tsecky AB i usecky TU.

12. Usegka CCy je tieZ taznica, lebo spaja vrchol trojuholnika C
so stredom C; protil'ahlej strany.

Zaver: Vsetky tri taZnice trojuholnika prechidzaju prave jednym spoloénym bodom T.

Ukazeme, ze také neexistujl

Dokazte, Ze neexistuju prirodzené ¢isla x, y, aby vyhovovali rovnici x2 - 5y + 8 = 0.

2
3 . . .
, vidime, 7e x*+ 3 by malo byt delitelné piatimi

; , . X
Ak upravime danu rovnicu na tvar y =1+

(pretoze y mé byt prirodzené &islo). To ale znamend, Ze X* + 3 by malo byt &islo, ktorého posledna
cifra je bud’ 0 alebo 5. Z toho vyplyva, ze X by malo mat’ na konci Cislicu bud’ 7 alebo 2.

Ak si predstavime vSetky x ako prirodzené ¢isla, na konci ktorych su len cifry 0, 1,2, ..., 8,9
jasne vidime, ze x? moZze mat’ na konci len cifry 0, 1, 4, 9, 6, 5 a to znamena, ze nikdy tam nie je 2
ani 7. Preto neexistujui pozadované prirodzené Cisla X, y, aby vyhoveli danej rovnici.
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Nebude to tak — nemdze sa to stat

Uloha 1: Ukézte, preco sa nemdZe stat’, aby sucet troch roznych prvoéisiel bol 1234
a ich sucin 87654321.

RieSenie: Medzi vSetkymi prvocislami je iba jedno parne, dvojka (2). Ak by sucet
troch prvocisiel mal byt parny (1234), tak prave jedno z tych prvocisiel musi byt 2
(dalsie dve prvocisla budi neparne a ich sucet bude parny). Ak je v stcine nasich
prvocisiel dvojka, tak ich suc¢in bude parny, ale to je potom v spore S tym, Ze tento
sucin by mal byt neparny (87654321). Teda sa nemoze stat’, ¢o sa v tlohe poZzaduje.

Uloha 2: Dokazte, Ze sudet druhych mocnin $tyroch po sebe iducich prirodzenych
¢isel nemo6ze byt druhou mocninou niektorého prirodzeného ¢isla.

RieSenie: Sucet druhych mocnin Styroch po sebe idtcich prirodzenych ¢isel znamena
n“+(n+1)°+(Nn+2)°+(n+3)°=4n*+12n + 14 = 4-(n* + 3n +3) + 2, kde neN.
Pozrime sa ,,¢o robia“ druhé mocniny prirodzenych ¢isel:

1°=1, 2°=4, 3=9, 4 =16, 5°=25, 6°=36, ...

Ak je p parne, t.j. p = 2k, tak p® = 4-k% teda kazd4 druha mocnina parneho &isla

je delitelna Styrmi.

Druhé mocniny neparnych ¢isel su vzdy neparne

[(2k+1)?=4k*+ 4k + 1 = 4(k* +k) + 1].

N4§ hladany sucet 4-(n® + 3n +3) + 2 je parny, teda prisluiné peN je tieZ parne

a to ale znamend, e p° ma byt aj delitelné $tyrmi.

Ale nas sucet 4-(n? + 3n + 3) + 2 nie je delitelny tyrmi.

Teda také peN neexistuje, aby pre neN platilo 4-(n* + 3n + 3) + 2 = p°.

Dokazali sme, Ze sucet druhych mocnin Styroch po sebe idicich prirodzenych ¢isel
nemozZe byt’ druhou mocninou niektorého prirodzeného cisla.

Uloha 3: Dokazte, ze neexistuje také neN, pre ktoré by (n”+ n + 1) bolo druhou
mocninou niektorého prirodzeného ¢isla.

RieSenie: Urcite pre kazdé neN plati n® < (n®+n+ 1) < (n*+2:n + 1) = (n + 1)
Ale medzi dvoma druhymi mocninami po sebe iducich prirodzenych ¢isel Ziadna
druh4 mocnina prirodzeného &isla neexistuje a to znamena, e (n°+ n + 1) nemédze
byt’ druhou mocninou niektorého prirodzeného cisla.

Iny postup: Nech také n, p e N existuju. Potom by muselo platit n°+ n + 1 = p?
ap>ntedaaj n+1=p°—n®> = n+1=(p-n)(p+n).

Ak p=1,takn+1=(1-n)-(1+n) = 1-n=1 = n =0, to nevyhovuje (0 nie je
prirodzené ¢islo).

Ak p>1,tak n+ p>n+1lapreto (p—n)(p+n)>n+1(vieme,ze p > n),
teda neplati n+ 1 = (p—n)-(p + n).

Ukézali sme, Ze predpoklad existencie prirodzenych Cisiel s poZadovanou vlastnostou
vedie vzdy k sporu. Neexistujua Ziadne p, n eN tak, aby platilon? + n + 1 = p°.
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Cim je vlastne matematika,
preco svet tancuje tak, ako matematika piska?

(BARROW, J. D.: Pi na nebesich. Praha: Mlada fronta, 2000.)

Znamy matematik a §iritel’ matematickej kultary Gyorgy Polya (1887-1985) charakterizoval matematické
rozvazovanie ako najlepsiu prilezitost’ pozorovat’ proces myslenia. Spoznal, ze matematikou nadobudame
cvik v metéde rozumového uvazovania, ktoré potom mozeme pouzit’ na Stadium ktoréhokol'vek predmetu.
Znamy Gesky matematik zaoberajlci sa aj filozofiou a historiou matematického poznavania Petr Vopénka
(1935 - 2015) je presvedCeny, ze matematika sprevadza ludstvo v celej jeho kultiurnej historii a prindsa
zavazné objavy, bez ktorych sa nemaéze kultirna civilizacia vobec zaobist. \V praktickej i teoretickej
uspesnosti je ¢aro i zmysluplnost’ matematickych uvah.

O pocitani, mysleni a existencii matematickych objektov pojednava

joh n D Ba r row horeuvedené pgblikégia. .Ponﬁka 6 kapitol ;auj imavého. Citania o zmysle
. matematiky, jej mystike i efektivnom pouziti. Matematika sa stala

jazykom sucasnej vedy. Z kultu pre ¢isla v pytagorovskej dobe (6. stor.

Pl' na n e heS"c h pred n. 1.) vyrastla matematika na najmohutnejsi vytvor l'udského

| ducha. Matematické postupy a symboly ponukli najjednoduchsie
0 DOCM“‘. M'Oﬂ‘ a m a a najucinnejsie formy ulozenia inforrp.zicii. Matemati!(a sa stala

e = zvlastnou sucast'ou sveta, v ktorom zijeme. Naznacuje, Ze podstata veci
spociva v nemennom svete idedlov.

Prva kapitola spominanej knizky naznacuje silu 'udskej abstrakcie,
ktora meranim a vycislenim vzajomnych pomerov odhal'uje podobnosti
a spracuva ich do logickych stvislosti axiomatizovanych systémov.
Historicky priebeh rozvoja pocitania je obsahom druhej kapitoly. Forma
bez obsahu je nazov d’alSej Casti, v ktorej spozname Hilbertov program,
Godelove prekvapivé tvrdenia o formalnom systéme klasicke;j
matematiky i bourbakistické Strukturalistické snahy, aby sme sa
dozvedeli, ze matematika popisuje najzakladnejsie pochody sveta
v oblastiach uplne oddelenych od tych oblasti ludskej skiisenosti, ktoré
zohrali ulohu v nasom vyvoji, a to nas vedie k presvedceniu, ze skutocne
ma nejaky skryty vyznam.

O matematickej tvorivosti, invencii, zlozitosti i jednoduchosti niektorych redukcii dostupnych informacii
spolu s psychologickymi strankami matematického myslenia sa hovori vo stvrtej kapitole. Ako vel'mi
protikladné sa ukazali filozoficko-matematické nazory Hilberta a Brouwera, Cantora i Kroneckera.
Intuicionizmus ponukol zaklady matematiky ako 'udski ¢innost’ vznikajticu z toho, ako nase myslenie
odkryva vyznam kazdej skusenosti v tom, Ze ju uklada do postupnosti jednotlivych prvkov. Transfinitna
aritmetika otvorila Cantorovi rastiice schodisko nekonecien i so svojimi paradoxmi. Piata kapitola publikacie
odkryva nové paradigmy, aby skonstatovala, ze subor vSetkych moznych diskrétnych zmien je vyssi stupen
nekonecna ako pocet kontinudlnych zmien.

Platonske nebo nad a vo mne je pdsobivy nadpis poslednej kapitoly, v ktorej sa velkym oblukom
porovnavaji nazory dvoch—troch tisicro¢i. Zaziari Platénova predstava idealnych objektov, Leibnizova
existencia matematickych pravd nezavislych na mysli ¢loveka, Godelove ovplyvihovanie I'udskej mysle
matematickymi entitami, Penroseho matematické videnie v oceane pravdy. Dozvieme sa aj to,
ze matematicka pravda nie je algoritmicka. Bourbakisti kl'udne prehlésili: Dvadsatpdt storoci opravuju
Matematici svoje chyby a vidia, ako sa tym ich veda obohacuje, a nie ochudobnuje, a to im dava pravo divat
sa do budicnosti s kludom v dusi. David Hilbert (1862—1943) sa nezistne pytal: Ak je matematické myslenie
nedokonalé, kde mame hladat pravdu a istotu? Matematika zostala pre nas ako odkaz hlbokého tajomstva
o povahe l'udského rozumu i zdhad vesmiru, ako dosledok nasej jednoty s kozmickym bytim. Matematika
je odtlacok ducha Zivota do ludského vedomia (C. Bragdon).

Sucastou knizky je obsiahly prehl’ad anglicke;j literatury o povahe i dejinach matematiky. V zavere
je uvedenych asi 30 titulov z ¢eskej kniznej produkcie podobného zamerania.

Spominana publikacia patri predovsetkym do rik ucitel'om matematiky na vSetkych stupiioch nasich $kol,
ale nielen im, aby rozsirenie matematicko-kultirneho obzoru viedlo k zvySeniu povedomia o schopnostiach
Pudského myslenia a uvazovania. Uvedena knizka prinasa informacie o matematike, ktora nas presahuje
ako nabozenstvo, ktoré je systémom myslenia obsahujiice nedokazatel'né tvrdenia.
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Co si predstavit pod matematickou kulttrou?

Rad vysvetl'ujem, ¢o vnimam pod pojmom matematické kultara. Ako stredoskolsky ucitel’ poctov
a merby, aj ako vysokoskolsky didaktik Skolskej matematiky som ¢asto pontikal myslienku:
Matematika je Siroka ndadhernd krajina otvorend pre vsetkych, ktorym
myslenie prindasa skutocnu rad ost (W. Fuchs). Zda sa mi,
Matematika 7e publikacia Matematika — 50 myslienok, ktoré by ste mali poznat
50 myslienok, (autor Tony CRILLY; vydal SLOVART, Bratislava 2011), napiiia tato

ktoré by ste mali poznat

predstavu vecnym matematickym obsahom. Stru¢ne, jasne a prehl'adne
sa dostanete medzi grupy i matice, magické $tvorce i zlaté obdizniky.
Spoznate niektoré dokonalé ¢isla, Pascalov trojuholnik, fraktaly

i Gaussovu krivku. Lepsie pochopite pojmy: nekone¢no, topologia,
chaos, pravdepodobnost’. Zoznamite sa s Fibonacciho postupnostou,
Euklidovym algoritmom, Velkou Fermatovou vetou i Riemannovou
hypotézou. MoZete si ujasnit’ postulat o rovnobezkach, problém Styroch
farieb, rozdelenie pravdepodobnosti, ilohu obchodného cestujiceho. Prakticky uvazujuci Citatelia
sa urcite s radostou zoznamia nielen s nemoZnostou niektorych zakladnych geometrickych
konstrukcii, ak by mohli pouzit’ iba pravitko a kruzidlo, ale aj s bayesovskou filozofiou
podmienenej pravdepodobnosti. M6zu sa zamysliet’ nad problémom rovnakého datumu narodenia
Vv roku v nejakej skupine I'udi, alebo nad dedi¢énymi znakmi z hl'adiska algebry genetiky.

Pre vSetkych zdujemcov budl uzito€né kombinatorické pojmy 1 zdkladné postupy kodovania,
finan¢na matematika aj teoria hier.

Matematicka kulttra sa rozvija uz tisicrocia usilim mnohych bystrych l'udi. Naozaj nebude na
Skodu, ak sa pozriete do tejto knizky so sympatickym ndznakom hlbSieho matematického obsahu
aj Vv historickych suvislostiach. Spominana publikacia ma 208 stran, obsahuje kratky vykladovy
slovnik zédkladnych matematickych pojmov a abecedny register zasadnych hesiel 1 spominanych
osobnosti. Ak sa s touto knizkou dovernejSie zoznamite, ur€ite mi date za pravdu, Ze som vam
dobre poradil, pretoze takto pripraveny prehl’ad prinasa skutocna radost’ pre matematickou kulturou
zaujatého ¢loveka.

Pod matematickou kultirou si predstavujem intelektudlne Specifické prostriedky, ktoré moézu
prispievat’ k rozvoju osobnosti kazdého ¢loveka, ktory chce uzitone uvazovat, logicky mysliet’,
uspesne rozumovo tvorit. Rozvijanie zmyslu pre uplna argumentaciu, zdovodinovanie faktov,
napadita ¢innost’ pri definovani novych pojmov, hl'adanie u¢innych dokazov, uplatnenie
vyvazeného podielu intuicie a dedukcie, obsazné a stru¢né, hospodarne a presné, jednoznacné
a trvalé matematické uvahy a symbolika st plnohodnotnym argumentom pre kazdé plodné
myslenie, pre SirSi aj hlbsi rozvoj matematickej kultury. Matematicka kultara, ako medzisvet
porozumenia vybudovany medzi prirodou a ¢lovekom, bude mozno natrvalo vypreparovana
aj ako metoda pre uspesnu sucinnost’ abstraktnych idealov a praktickych harmoénii. Rozvoj
matematickych postupov je velky dar pre kultivaciu I'udského myslenia a v spojeni s prirodnymi
vedami aj pre rozvoj v§eobecného humanneho prostredia.
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Pozoruhodna encyklopédia pre motivaciu matematickej kultary

PICKOVER, C.A.: Matematicka kniha
(Od Pythagora po 57. dimenzi: 250 milnikl v d¢jinach matematiky).
Praha: Argo/Dokotén, 2012.

Co-to z historie matematiky poznam: Stirlingov vzorec, Peanova krivka,

Kleinova flasa, Kochova viocka, Hilbertov hotel, Turingov stroj, Mobiova M ATEMATICK A
funkcia, Benfordov zakon, Gédelova veta, zabavna matematika M.

Gardnera, teoria katastrof i Rubikova kocka. Nahodne som listoval KNIHA
a znacil si to, ¢o som este nepoznal: Ulamova spirdla, Banachov-Tarského 20 Y S WaTATRY

paradox, Ramseyova teoria, Conwayove vyhonky, Shewesove cislo,
Boyova plocha, Jungova veta, Thuevova-Morseova postupnost,
Bieberbachova domnienka, Hausdorffova dimenzia, Brunova konstanta,
Dioklova kisoida, Torricelliho trumpeta, Jonesov polynom, Franklinov
magicky stvorec, Bertramiho pseudosféra, Perkove uzly, Sylvestrove
matice, Grayov kod, Reuleauxov trojuholnik, Alexandrova rohata sféra,
Penroseovo dlazdenie, Ikedov atraktor, Mengerova Spongia.

Clifford Alan Pickover (* 1957) autor knizky (hmotnost’ 1469 g; 544 stran,
pevna vdzba s obalom) je americky editor v oblasti vedy, matematiky a sience
fiction. Napisal takmer 50 popularno-vedeckych knih, ktoré sa prevazne
zaoberaju matematikou a prirodnymi vedami, ale aj histériou i umenim,
nabozenstvom, mimozemskymi civilizaciami. O svojej publikacii
konstatoval: Pri psani Matematické knihy mé vedl zdmér poskytnout
sirsimu publiku strucného priivodce po vyznamnych myslenkdch
matematiky a jejich tviircich prostrednictvim hesel natolik krdtkych,

aby je bylo mozné projit béhem pdr minut.

Matematicka kniha ponuka pestry a zaujimavy prehl'ad podnetnych oznaceni, pojmov, udalosti,
vzt'ahov a stvislosti zo sveta matematickych vied. Jednotlivé kapitoly su usporiadané
chronologicky, vzdy s celostrankovou grafickou farebnou ilustraciou. Krasa matematiky je nielen
VO vecnej podstate, ale aj v znazorneni funkcii a ich grafov, v logickych $truktarach relacii
a vlastnostiach operacii. Publikacia nas moze presvedcit, Ze matematické zakonitosti sprlstuanJu
racionalnu intelektudlnu analyzu nielen prirodného prostredia v ktorom X
Zijeme, ale aj na§ myslienkovy svet, ktorym vytvarame nase I'udské
chapanie. Kniha poskytuje intelektualne vzrusenie mnozstvom
informacii 1 pestrost'ou grafického vybavenia. Je tym, ¢o chcel autor
dosiahnut’: Atraktivna kniha, bohatd ¢o do histérie i detailov, esteticky
zaujimavd, pritazlivd pre Studentov i beZnych Ccitatelov. '
Matematika umozniuje pochopenie javov pristupnych intelektualne; rac10nalnej analyze Struktur,
farby oblohy, tvaru ulit, pohybu galaxii 1 stavby krystalov. Cela moderna vyspela technika
a progresivne technoldgie vieme pochopit’ a myslienkovo konstruovat’ len s matematickymi
poznatkami. Nase chapanie sveta, v ktorom zijeme, je mozaika poznatkov na zaklade poctu
a merby, ktoré vykrystalizovali do kaleidoskopu matematickych vied. Publikacia, o ktorej
hovorime, podnecuje predstavivost’ smerom k matematickej kulture,
k zusl'achtovaniu nasho myslenia a tvorivého chapania nielen
matematickej skutoénosti. Ciselnymi $truktGrami a matematickymi
funkciami sa daju charakterizovat’ nielen hudobné harmonie,
ale aj zmeny elektromagnetického pol'a. Moderna vypoctova technika
umoziuje aplikaciu matematickej logiky i grafiky, pontuka zasné
vhlady i pohlady do netuSenych Struktar naSho materidlneho sveta.
Abstraktnd matematika nam umoznuje pohl'ad do reélnej budtcnosti
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materidlnej aj myslienkovej. N4§ vesmir, okolo nés i vV naSich hlavach, je mozno necakanou
matematickou Struktirou. Vnutorna povaha skutoc¢nosti je zrejme matematicka.

Ako bezbrehy priatel’ citdtov som si z knizky odpisal:
Matematika videna zo spravneho uhlu pohladu pontika nielen pravdu, ale aj vrcholnu krasu — krasu
chladnu a strohu, podobnu krase sochy (B. Russell). Matematika dosiahla taky stupen abstrakcie,
Ze cely rad novych prelomovych problémov nedokdazu pochopit’ ani experti (K. Devlin). Dnes
rozumieme fyzikalnym zdakonom s ich extréemnou presnostou a univerzalnostou len vdaka
matematike (M. Atiyah). Matematika je pre mina disciplina, ktord kultivuje stav neustdleho viZasu
nad povahou myslenia, jeho medzami a nasim miestom v kozme (C.A. Pickover).

Co ma udivilo: e
Plimpton 322 — babylonska hlinena tabul’ka obsahujica pytagorovské trojice ¢isel zapisané
klinovym pismom asi okolo roku 1800 pred n. L.

V roku 1822 zostrojil anglicky matematik Charles Babbage (1792-1871)
mechanicky stroj, ktory dokazal riesit’ polynomické funkcie. Dokazal viac ako
je nasobenie a delenie, poradil si aj s tabul’kami. Prvé z tychto strojov boli ob-
rovské a tazké zariadenia, pozostavajuce az z 25 000 suciastok. Neskor sa pos-
tupne zjednodusovali, az vznikol stroj, ktory sa uz dal polozit” aj na stol.
Zazraky nie su porusenim platnych zdakonov, ale... signalom existencie zakonov
vyssich (Ch. Babbage).

Madarsky sochar a architekt Erné Rubik (*1944)vynasiel a skonstruoval (1974) Sest’farebnu
mechanick kocku, skladajiicu sa zo 27 malych, mechanicky otacajucich sa, kociek. Ulohou je
farebne pomieSant kocku poskladat’ tak, aby kazda z jej Siestich stran mala jednu farbu. Existuje
dohromady 43 252 003 274 489 856 000 konfiguracii, a kocka nikdy nemdze byt’ premiesana tak,
aby sa nedala poskladat’. Uz sa vie (od roku 2010), ze kocku mozno vzdy zlozit’ najviac dvadsiatimi
tahmi. Od roku 2008 je zndmy plastovy robot (autor H. Andersson), ktory pomocou optického
senzora a bez pripojenia k externému pocitacu, zlozi Rubikovu kocku.

Kazdy ucitel’ poctov a merby — matematiky by mal mat’ tuto knihu ¢asto v rukach a pravidelne
rozSirovat’ jej udaje medzi svojimi posluchd¢mi. Matematika je uZasna a sialena vec, plna
imagindcie, fantdzie a tvorivosti, ktoru neohranicuju malicherné detaily hmotného sveta,
ale len sila nasho vnutorného svetla (G. Chaitin).

Vystiznejsi nazov spominanej publikacie: Podnetné info o javoch a veciach matematickych.
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Vychovny odkaz starovekych matematikov

Vyznamni myslitelia starovekého Grécka, s filozofickym zaloZenim a nadanim
aj pre matematiku, nam zanechali odkazy aj pre vychovné p6sobenie:

Tales (asi 624 — 547 pred n. .): Nerobme to, ¢o odsudzujeme u druhych...
Neber od otca, co je zlé... Smutnd je necinnost, skodliva nemiernost, obtazna
nevzdelanost... Nebohatni nespravnym sposobom... Nestaci mat Cisté ruky,
treba mat ducha cistého...

Najtazsia vec — poznat sam seba. Najlahsia vec — radit druhym.

Pytagoras (asi 570 — 496 pred n. |.): Boh dal ¢loveku dve ruky, aby ho
neobtazoval s kazdou malickostou... Ulohou vychovy je prebudit' v cloveku
génia... Pravé a dokonalé priatelstvo znamena spojit vela veci a tiel v jedno
srdce a jediného ducha... Najkratsie odpovede — ano a nie — vyZaduju najdlhsie
rozmyslanie... Z kazdého polena Merkura nevyrezes... Rob velke veci bez
slubov... MI¢, alebo povedz nieco, co je lepsie ako micat.

Platon (asi 427 — 347 pred n. |.): Aky kto je, také dielo vytvara...
Najuslachtilejsia sila nasej duse je schopnost, ktord sa spolieha na meranie

a vypocet... Matematika ponuka skvely prostriedok pre objavenie pravd, ktoré su
bez ucasti rozumu nedostupné... Pocty a merba vedu k rozumovému poznavaniu,
K pravde a lepsiemu pochopeniu vsetkych nauk... Pri lepsom chdapani vsetkych
ostatnych vied bude nesmierne vo vyhode ten, kto sa zaoberal geometriou, pred
tym, kto to nerobil... Ti, ktori maju vrodené nadanie pre matematiku, prejavuju
obvykle viohy ku vsetkym vedam...

Preto nesmie byt tato veda obmedzovana, ale aj ludia s najuslachtilejSou prirodzenostou sa ju
musia ucit... Dietatu radi prepacime, ked sa boji tmy. Tragické zacne byt, ked’ sa v muznom veku
bude bat svetla... Pri hre spozname cloveka za hodinu lepsie nez pri rozhovore za cely rok...
Mienka mds nech ta robi coraz ostrazitejSim, no nikdy pre nu nestrdcaj rozum... Cnost a bohatstvo
sa k sebe maju tak, ako keby lezali na vahach, na ktorych jedna miska klesa, ked’ druhd stipa.

Aristoteles (asi 384 — 322 pred n. |.): Vietci ludia od prirodzenosti tuzia

po poznani... Cinnost rozumu je zZivot. Umenie je nejaky tvorivy stav, spojeny
so spravnym usudkom... Skutocna bozZska cinnost, ktora sa vyznacuje najvyssou
blazenostou, je asi teoreticka cinnost... Pytagorovci spoznali, Ze vztahy

a zakony hudobnej harmonie su zalozené na cislach a tak i vsetky ostatné
predmety, ako vyplyva z ich prirodzenosti, sa zrejme cislam zapdcili...

Iba malo ludi vie, Ze Stastie vyplyva z osobnej dokonalosti.

Euklides (asi 340 — 287 pred n. |.): Ani pre krdalov neexistuje ku geometrii
zvlastna cesta... Ak chces objavit to, co nikto nevidi a nevie, musis klast
mudre otdzky... Isty Ziak sa pri vyuc¢ovani spytal Euklida: Aky zisk budem
mat’, ak sa tuto poucku naué¢im? Euklides zavolal otroka a rozkazal: Dajte mu
tri oboly (vtedajsie peniaze), lebo tento clovek musi zarabat tym, ¢o sa uci.
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Ak

Ak jasnu mysel nestratis, ked’ vsetci navékol bldzniac obvinia ta v zlosti,

v nevere inych ak sam dokdZes si verit, no zvdzit' aj inych pochybnosti,

ak viddzes cakat, neznaviac sa pritom, [Zou neodpovies, ak ta oklamali,
nendvist' druhych nesplatis tym citom, no nebudes sa tvdrit dokonaly,

ak dokazes snit, nedat' vSak snom viddu, mysliet, no dumy neurobit cielom,
do oci pozriet' vitazstvu i pddu, a rovnaky byt k tym dvom nepriatel'om,

ak zviadzes pocut noZmi pokrivené, v ndstrahu bldznom priame svoje slovad,
ak z ruin veci, o Zil si len pre ne, zodratou dlariou tvorit zacnes znova,

ak dokdzes dat’ vyhry na hromddku a stavit' vSetko na jeden tah kariet,
prehrat’ a zacat znova od zaciatku a slova o tej strate neprevraviet,

ak dokdzes dat’ povel srdcu, svalom, nech sliZia d'alej, aj ked’ odumreli,
kracat, ked’ nic uz v tebe nezostalo, len vola, ktorad vydrZzat im veli,

ak udrZis si hrdost' vraviac k davu, prostotu zasa, krdal'mi obklopeny,

ak nezohne ti hnev, i priazen hlavu, ak napriek tcte nik ta neprecent,

ak vtesnds pritom do mintuty prisnej, Sestdesiat sekiind behu z celej sily,

tvojou sa stane Zem i poklady z nej a bude z teba ¢lovek, syn méj mily!
R. KIPLING (1865-1936)

Uloha osemnistej tavy

Umierajici beduin zanechal svojim trom synom 17 tiav s odkazom, aby najstarsi z nich dostal
polovicu, prostredny tretinu a najmladsi devitinu. Bezradni synovia nedokazali splnit otcovu
volu. Tavy nechceli usmrtit ani predat, celo¢iselnd deliteInost sa nedala uplatnit. Poprosili
mudreho starého Araba o radu.

Rozhodnutie bolo zaujimavé. Arab ponukol do hry svoju jedintd tavu. Bratia rozdelovali teda
18 tiav na polovicu, tretinu a devitinu. Najstarsi si zobral 9 tiav, stredny syn dostal 6 tiav
a najmladsi dve. Spolu teda rozdelili 17 tiav a midremu radcovi vratili jeho vlastnu tavu.
Rozisli sa v pokoji.

Je zrejmé, Ze beduin svojim rozhodnutim nerozdelil cely svoj majetok
(1/2+1/3+1/9 =17/18 < 1), ale midrou odvahou starého Araba ponuknut svoju tavu do roz-
delenia (osemnadsta tava je 1/18 nového celku), iloha ziskala vtipnu celociselnt riesitelnost.
Laskava ochota nebola vobec poskodenad. Kto vie, ako to posudzuje Otec beduin vo vec¢nosti.

O ¢om hovori toto podobenstvo?
Vzdy este Cosi chyba. St praktické ulohy, na ktoré nestaci strohy vypocet, ale je potrebna
darujica dobré vol'a. Aj ked’ nebol presne dodrzany text ulohy, bol splneny jej midry zamer.
Nezistna spoluprdca - uloha osemnadstej tavy.

MozZno je to tak, Ze najvac¢Sou cnost'ou nie je mudrost,
ale uprimna laska.
7d4 sa, Ze dobroc¢innostou mozno liec¢it
aj nejednoznacné ulohy praktickej matematiky.

Laskavi matematiku (pocty aj merbu) v blizkom okoli Vam Zela
Dusan Jedinak.
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Blizi sa staroba ...

Pane, ty vies lepsie ako ja, ze den za driom starnem a raz budem naozaj stary.

Chran ma pred domyslavostou, Ze musim pri kazdej prilezitosti, ku kazdej téme nieco povedat.
Zbav ma velkej naruzivosti cheiet davat do poriadku zalezitosti druhych. Nauc ma, aby som
bol uvazlivy a ochotny pomahat. Mam vrasky a sedivé viasy. Nechcem sa stazovat, ale tebe

to poviem, Pane — bojim sa nemohuicnosti v starobe. Pocitujem, ako sa mi strdca telesnd sila

a prichddzam o telesnu krdsu. Byval som pysny, zZe sa stale mézem porovnavat s mladymi.
Teraz citim a uznavam, ze uz toho nie som schopny. Daj teda méjmu srdcu silu, aby som prijal
Zivot tak, ako ho ty riadis. Nie mrzuto, nie so skleslou ndladou, nie ako odchadzajuci,

ale s vdakou, pripraveny urobit vsetko, k comu ma este povolds. FrantiSek SALESKY (1567 — 1622)

Skoro vzdy som si predstavoval skolu ako harméniu rozumu a citu, zodpovednosti a spravodlivosti,
mravnosti a charakteru, humanity a demokracie, stato¢nosti a zusl'achtenia. Miesto a proces, kde hl'adanim
postupnosti mravnych hodnot ukazuje sa cesta za vyznamom i zmysluplnym charakterom zivota. Chcel som,
aby vzdelavanie prispievalo oslobodenim ducha k mudrosti a laskavosti, k zarukam dostojnosti ¢loveka
a rozvoju jeho jedine¢nosti a neopakovatel'nosti. Tusil som, ze je potrebné pripravit’ prostredie vzajomnej
spoluprace, mravnej obrody i radosti z neustaleho ¢inorodého poznavania. Uznaval som, Ze charakterové
a mravné hodnoty sebazdokonal’ovania zdéraziuji vntitornu slobodu a osobnti zodpovednost’ kazdej ludske;
osobnosti.

Uz viem, ze ucit mozno slovami, ale vychovavat mozno iba prikladom. Ak nemozno inak,
tak aj naznakom odstrasujiicim. Spisovatel Karel Capek nam odkazal: U¢itel, ktory md rdd svoj u¢ebny
predmet a sam si ho neustdle spractiva a rozsiruje, ktory svoju nduku povaZuje za tak krdsnu a pre Zivot
potrebntl, Ze poctivo a tuZobne chce z nej pre Ziakov vybrat' to najcennejsie a ideovo najvyssie, je dobry
a k dokonalosti smerujtci pedagdg...

Spoznavanim rozmanitych stranok prirody i spolocenského Zivota odhal'ujeme az neuveritelntt harmoniu
pravdy o duchovnej podstate sveta i zivota, v ktorom mdzeme spracuvat’ informacie, vytvarat’ myslienkové
modely a o¢akavat’ aspoi intuitivny dotyk s mohutnostou Toho, ktory je nevyhnutnou podstatou
prvou pri¢inou i ve¢nym zmyslom. Py
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Poznamky ucitela
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Dusan JEDINAK (*1944), absolvent utitel'ského $tudia matematiky a fyziky na MFF UK v Prahe,
dlhsie posobil ako stredoskolsky profesor Gymnazia v Topol'¢anoch,

aj ako $kolsky in$pektor UIC v Bratislave. Od $kolského roku 1997,/98
do roku 2007 /2008 sa venoval priprave budtcich ucitel'ov matematiky
na Trnavskej univerzite v Trnave. Zaoberal sa problematikou motivacie
Skolskej matematiky a popularizacie prirodnych vied, hlavne odbornym
i 'udskym odkazom vyznamnych osobnosti z tejto oblasti, didaktikou
vyucovania a dejinami matematiky. Publikoval odborné prace nielen

z didaktiky vyucovania, dejin matematiky a fyziky, z oblasti motivacie

a popularizacie svojich vyucovacich predmetov, ale aj z problematiky
rozvoja Skolstva i postavenia ucitel'ov v systéme vzdelavania a vychovy.
0d 8k. roku 2008,/2009 pdsobil aj na ZS Tribe¢ska ul. v Topol'¢anoch.
Jeho persondalnu bibliografiu vydala Tribecskd kniZnica v Topol'¢anoch
(1999: ISBN 80-88761-19-0 a 2010: ISBN 978-80-88761-49-5).




