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UVODNI SLOVO

Ve dnech 22. a 23. zafi 2016 se v Profesnim domé na Malostranském namésti
v Praze, v jedné z historickych budov Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy, kona 2. ro¢nik celostatni konference Cesty k matematice. Organizuje
ji Katedra didaktiky matematiky MFF UK!, spoluporadatelem je Sttedoceska
pobocka JCMF. Akce navazuje na konference Jak pripravit ucitele matema-
tiky?, Matematika a redlngy svét® a Cesty k matematice* poradané na stejném
misté v letech 2010, 2012 a 2014.

Konference je urcena pracovniktim fakult pfipravujicich ucitele matematiky,
stfedoskolskym ucitelim matematiky, doktorandim a studentim vyssich roc-
niki, ktefl se pfipravuji na ucitelskou profesi s aprobaci matematika pro tieti
stuper, pracovnikiim riznych vyzkumnych instituci a dalsim zajemctm o pro-
blematiku vzdélavani.

Konference je zaméfena na nasledujici okruhy:

e rozvijeni kritického mysleni zakd ve vyuce matematiky,
e heuristické strategie, objevovani a ovéfovani hypotéz,
e zdUvodnovani matematickych vztahd, dokazovani, protiptiklady,

e role symbolického jazyka matematiky pfi argumentaci.

Soucésti konference je vystavka ucebnic, ucebnich textd a dalsich publikaci,
ucebnich pomtcek, bakaladfskych a diplomovych praci studentti ucitelstvi ob-
hajenych na MFF UK.

Tento sbornik obsahuje texty vétSiny konferenc¢nich pfispévki. Seznam
ucCastnikti a nékteré dalsi materidly jsou k dispozici na webové strance kon-
ference http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2016/.

Dékujeme programovému a organiza¢nimu vyboru za piipravu konference,
fe¢nikim za predneseni piispévkl a dodani jejich pisemné verze a recenzenttim
za peclivou kontrolu vSech text a fadu podnétnych pfipominek.

I Programovy vybor: Jarmila Robova (pfedsedkyné), Jind¥ich Becvar, Martina Beévaiova,
Leo Boéek, Oldiich Odvarko, Antonin Slavik, Alena Sarounové (KDM MFF UK), Dag Hruby
(Gymnazium v Jevicku). Organiza¢ni vybor: Jakub Stanék (predseda), Alena Blazkova, Zde-
nék Halas, Jana Hromadova, Petra Surynkova, Martina Stépanova (KDM MFF UK), Vlasta
Moravcova (Gymnazium Na Prazacce), Jifi Vancura, Yulianna Tolkunova (doktorandi).

2 Texty pispévki z této konference byly publikovany ve sborniku J. Be¢vak, M. Beévatova,
A. Slavik (ed.): Jak pripravit ucitele matematiky. Matfyzpress, Praha, 2010. Jsou téz k dis-
pozici v elektronické verzi na webové strance http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konf-cd2/.

3Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Matematika a reding svét. Matfyzpress,
Praha, 2012, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2012/sbornik.pdf.

4 Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Cesty k matematice. Matfyzpress, Praha, 2014,
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2014/sbornik.pdf.



http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2016/
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konf-cd2/
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2012/sbornik.pdf
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2014/sbornik.pdf

OBSAH

Uvodni SIOVO . ..ottt e e 3
Obsah ... 4
Program konference ........... ... .. ... 5
Z. Halas: Historie a argumentace ve skolské matematice ............. 6
J. Robova, O. Odvarko: Dikazy, subdikazy a pseudodikazy ......... 26
M. Hyksova: Zduvodnovdni v poctu pravdeépodobnosti ............... 34
R. Holeckova: Prekvapeni pro zacdtecniky ........ ... ... .. .. ... .. 42
D. Hruby: Implikace jako didakticky problem ...................... 47

R. Hasek: Uziti programu GeoGebra pri zkoumani
mnozin bodu dangch vlastnosti ........ .. ... 52

L. Samkova, M. Ticha: O nékterych miskoncepcich

souvisejicich se schopnosti argumentovat ........... ..., 58
J. Hora: Elementdrni a ,velkd“ teorie ¢isel ........................ 67
M. Melcer: Umortovdani dluhi ve skolské matematice ................ 72
V. Moravcova: Vyjadrovaci dovednosti Zaki . ....................... 80
J. BeGvar: Jak porozumim ... ... ... 84
M. Stépanova: Véta o majdcich ................ccciiiiiiiiiiii... 95
J. Stanék: Ulohy diskrétni pravdépodobnosti ....................... 111
J. Hromadova: Dve opomijené planimetrické véty .................. 117
Z. Halas: Misto dukazu ve $kolské matematice ..................... 130

V. Dlab: Modelovy priklad vadné vyuky .......... ... .. .. ... .... 137



Program konference

CESTY K MATEMATICE

(Profesni dam, MFF UK, Malostranské namésti 25, Praha 1)

Ctvrtek 22. 9. 2016 (refektai Profesniho domu)

9,00 — 9,45
10,00 — 10,20
10,20 — 11,10
11,10 — 12,00
12,00 — 13,30
13,30 — 14,00
14,00 — 14,30
14,30 — 15,00
15,00 — 15,30
15,30 — 16,00
16,00 — 16,30
16,30 — 17,00
17,00 — 18,00
18,00 — 20,00
Patek 23. 9

9,00 — 9,30

9,30 — 10,00
10,00 — 10,30
10,30 — 11,00
11,00 — 11,30
11,30 — 12,00
12,00 — 13,30
13,30 — 14,00
14,00 — 14,30
14,30 — 15,00
15,00 — 15,30
15,30 — 16,00
16,00 — 16,30

16,30 — 17,00

Registrace ticastniki

Zahajeni konference

P. Eisenmann: Heuristiky ve vjuce matematiky

7. Halas: Historie a argumentace ve Skolské matematice
Prestavka na obéd

M. Hyksova: Zduvodnovani v poctu pravdépodobnosti

J. Robova, O. Odvarko: Duikazy, subdikazy a pseudodikazy
L. Bocek: Dikazy v Matematické olympiadé

Prestavka na kavu

R. Holec¢kova: Prekvapeni pro zacdtecniky

H. Kommova: Potrebuji gymnazisté dukazy?

D. Hruby: Implikace jako didakticky problém

Prestavka na veceri

Kulturni program v refektafi Profesntho domu

. 2016 (posluchéirna S9 v 1. patfe)

R. Hasek: UZiti programu GeoGebra pti zkoumdni
mnozin bodu dangch vlastnosti

L. Samkova, M. Ticha: O nékterych miskoncepcich
souvisejicich se schopnosti argumentovat

J. Hora: Elementdrni a ,velkd“ teorie cisel
Prestavka na kévu

M. Melcer: Umorovdni dluhi ve skolské matematice
V. Moravcova: Vyjadrovaci dovednosti Zaki
Pfestavka na obéd

J. Becvar: Jak porozumim ...

M. Stépanova: Véta o majdcich

J. Stanék: Ulohy diskrétni pravdépodobnosti
Prestavka na kévu

J. Hromadova: Dve opomijené planimetricke véty
7. Halas: Misto dukazu ve skolské matematice
Zavér konference



HISTORIE A ARGUMENTACE VE SKOLSKE MATEMATICE

7ZDENEK HALAS

Systematické dokazovani vét nachdzime v rozvinuté podobé poprvé v antic-
kych matematickych textech. V nich se mimo jiné soustavné pojednava o logice
a objevuji se teoretické tivahy o tom, jak ma vypadat deduktivné budovana
véda. V tomto piispévku se tedy zaméfime na ukazky dikazi vybrané z antic-
kych texti ilustrujici tehdejsi rizné zpisoby dokazovani a odvozovani. Budeme
pritom pfihlizet k souvislostem se Skolskou matematikou. Nejprve vSak struéné
zminime nékteré obecnéjsi aspekty dokazovani.

1 PrestiZz matematickych dukazu

Matematicky diukaz je mozno povazovat za jeden z nezaménitelnych pristupt
k védeckému poznani. V Evropé se ve velmi systematické a rozvinuté podobé
poprvé objevuje zejména v antickém Recku. Uspésné se viak vyvijel i v jinych
kulturach. Diky vlivu, ktery méla antickad véda na rozvoj nasi spolec¢nosti, a také
diky vlivu, ktery mély zejména Eukleidovy Zdklady na vyucovani matematice
v Evropé, se soustfedime pravé na antickou matematiku.

Véty a jejich dikazy mély v antickych textech, jak uvidime déale, pevnou
jako je tomu napiiklad v Eukleidovych Zdkladech, usporadalo samotnou ma-
tematiku, kterd pak uz nebyla pouhym souhrnem empirickych poznatkad, ale
tvorila promyslenou soustavu. Ta byla pfedmétem obdivu; Eukleidovo uspora-
dani matematiky bylo vS§eobecné pokladano za vzor presného uvazovani.

Tato presnost dikazt byla jednim z faktoru, ktery mél vliv na utvareni
evropské kultury. Matematicky dukaz byl cenén pro svou nezvratitelnost, sou-
stavy matematickych vét byly povazovany za vzory toho, jak by méla deduk-
tivné budovana véda vypadat. PrestiZ matematického dtikazu byla obcas do-
konce zneuzivana pri kontaktu s jinymi kulturami, kdyz znalost dikazt jed-
notlivych vét byla povazovana za doklad nadfazenosti evropské védy, kultury
a v dusledku i nabozenstvi.

Zpravy o takovych pripadech vyuziti védy jako argumentu hovoficiho pro
nadfazenost jedné kultury nad druhou lze nalézt jiz v pramenech z doby byzant-
ské. Jako disputatori s islamskymi uc¢enci se osvédcili napiiklad Jan Gramatik
a sv. Konstantin.! Také jisty student byzantského filosofa Lva Matematika se
ocitl v otroctvi u Arabti, kde se dostal na dvir chalifa a zde udivoval svymi
znalostmi v matematickych a filosofickych disputacich.

Dalsim pifkladem (viz napf. [4], str. 2-4) miiZe byt misie jezuitt v Ciné.
Koncem 16. stoleti dorazili evropsti misionafi k jiznim hranicim Ciny. Vstup

I Viz Theophanes Continuatus, 96 a Zivot sv. Konstantina, kap. 8-12.
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do Ciny vsak nebyl snadny, a tak zvolil jezuita Matteo Ricci strategii, v niz
hrala véda klicovou roli — jeho cilem bylo zaujmout ¢inské vzdélance. Jednim
z prvnich kroku byl preklad Eukleidovych Zdkladu do ¢instiny. Pripravil jej ve
spolupraci s ¢inskym konvertitou Sii Kuangcchi; vychézeli pfitom z latinského
prekladu Claviova, s nim# se Ricci seznamil v Rimé, kdy# studoval na Collegio
Romano. Tento preklad mél plnit vice iceld, zde zdtraznéme dva z nich:

o Zdklady mély predstavovat znalost geometrie, kterd pfekonavala ma-
tematické poznatky dostupné tehdej$im ¢inskym ucenctim. Predpokla-
dalo se, ze tato hlubsi znalost bude puisobit ve prospéch téch, kteri jsou
jejimi nositeli, tedy i evropskych misionaf.

e Jistota a nezvratitelnost geometrickych dikazi se méla prenaset i na
teologické nauky, které byly predkladany podobnym stylem argumen-
tace, jaky se nachazi v Eukleidovych Zdakladech.

Jeden z prvnich vétsich intelektualnich kontakt mezi Evropou a Cinou byl
zprostfedkovan misionari; matematicky dikaz pfi tom hral vyznamnou roli.
Pomineme-li pochybnou legitimitu takového postupu, mame zde ptiklad uziti
matematického diikazu mimo matematiku; ovlivnil nejen kontakty dvou kultur,
ale i zptisob argumentace v jiném oboru, v tomto piipadé v teologii.

2 Dukazy dle Aristotela

Snad nejznaméjsim dilem, v némz je axiomatické usporadani védy teoreticky
vyloZzeno, jsou Aristotelovy Druhé analytiky [1]. Aristotelés v nich podrobné
popsal, jakymi zasadami se méa deduktivné budovana véda ridit. Inspiroval se
pritom pravé matematikou, a to zejména diky vysoké mife abstrakce a z toho
plynouci relativni jednoduchosti. V té dobé uz existovalo vice pokust o sepsani
zakladd — axiomaticky usporadanych ¢asti matematiky; v této souvislosti se
nam dochovalo nékolik jmen: Hippokratés, Leén, Theudios. Aristotelés tedy
popisuje jiz existujici rozvinuty systém.

Shriime nékolik nejvyznamnéjsich momenta z Aristotelovych Druhych ana-
lytik [1]. V odstavci I, 3 je naértnut zdkladni program: vybudovat védeckou
disciplinu postupnym dokazovanim, z ¢ehoz pak také plyne nutnost vychazet
z malého mnozZstvi nedokazovanych tvrzeni — axiému. Aristotelés zde obhajuje
nazor, ze dukaz se md vést z toho, co je drivéjsi a zndmejsi; dale také, ze ne
kazdé vedeni lze dokazat, nybrz Ze veédéni poldtki je nedokazatelné.

Déle Aristotelés argumentuje, ze pfimgy dikaz je lepsi nez neprimy (kapi-
tola I, 26). Lze-li tedy néco dokdzat piimo, neni vhodné predkladat dikaz
nepiimy.

Dalsi jeho pozadavek se tyka nutnosti vychazet z podstatnych predpokladi:
dokazujeme-li napiiklad vétu obecné o trojuhelnicich, méla by byt podle Aristo-
tela (kap. I, 5) dokézana obecné — na zakladé vlastnosti ,byt trojihelnikem®,
nikoli jako souhrn riznych dil¢ich dikazt pro trojuhelniky rovnostranné, rov-
noramenné a ruznostranné, nebot v takovych piipadech se vychazi z vliastnosti,



které nejsou potiebné a netykaji se trojuhelniku samotného (napf. mit vSechny
strany stejné dlouhé). Véta o trojuhelnicich obecné by méla byt nezdvisld na
tom, jaky trojihelnik je,? tj. zda je napf. rovnoramenny, ¢ dokonce kovovy
a podobné. Aristotelés v takovych pripadech klade na dikaz vétsi naroky, nez
je tomu dnes — souhrn diikazt v dil¢ich pfipadech podle ného netvori dikaz
obecného tvrzeni.

V' Prunich analytikdch (kap. II, 27) je pojednéno o tom, Ze argumentace
v dtikazu by méla byt zaloZena na tzv. dukaznych znacich, nebot ty nutné
,pusobi védéni“ — dokazovand vlastnost z nich nutné vyplyva. Znamené to
tedy vychézet z podstatnych vlastnosti (dikaznych znaki), napiiklad z ,mit
vysokou teplotu“ vyplyvéa, ze mé pacient horecku, ale ze znaku ,mit zrychlené
dychani“ horecka nutné neplyne, neni tedy znakem dukaznym.

Ackoli se muze zdat, ze pozadavek uzivani pouze dikaznych znaku je pfiro-
zeny, v matematice se jim dnes nefidime v plném rozsahu. V Proklové komentari
k prvni knize Zdkladi [9] se v odst. 206 uvadi piiklad dikazu véty o souctu
vnitfnich hld v trojthelniku zalozeného na predchozim vysledku, Ze vnéjsi
uhel trojuhelniku je roven souctu obou protéjsich uhli vnitinich. Takto vedeny
dtikaz?® — z dnesniho hlediska zcela v pofadku — dle Prokla trpi nedostatkem:
vyuziva se zde pojem vnéjsiho thlu trojuhelniku, jenz vSak neni nutny, jelikoz
dokazujeme vétu tykajici se trojihelniku a jeho vnit¥nich thla. Kdyby (hypo-
teticky) vnéjsi thly neexistovaly, platnost véty a jejtho diikazu by to nemélo
ohrozit. Mélo by se tedy vychazet pouze z trojuhelniku samotného, ne z dalsich
odvozenych pojmil.

3 Dukazy v antice

V Eukleidovych Zdkladech nenachazime pouze definice a véty, ale v geo-
metrickych knihach také konstrukce. V kontextu antické matematiky se véty
a konstrukce tradi¢né oznacuji souhrnnym ndzvem propozice. V samotnych
Zdkladech nejsou véty a konstrukce nijak zvlast oznacovany; kazda propozice
zacind prostym c¢islem, za nimz nasleduje neclenény text — znéni propozice a di-
kaz. Dikazy vét jsou zakoncéeny formuli CoZ bylo treba dokdzat, konstrukce pak
spojenim CoZ bylo treba provést.

Dnes jsme zvykli na schéma ,definice — véta — dikaz*. U Eukleida je struk-
tura propozice bohatsi, sestava standardné ze Sesti ¢asti, jejichz obecny popis
nachdzime napf. v Proklové komentéfi k prvni knize Zdkladi (][9], sepsén asi
800 let po Eukleidovi). S timto ¢lenénim se sezndmime na konkrétnim ptikladé
— do textu propozice 1,10 proto vlozime formou c¢islovanych nadpist nazvy

2 Nize uvedeme kosinovou vétu; miize se zdat, ze je v Eukleidovych Zdkladech dokazana
ve dvou dil¢ich pripadech: trojuhelnik tupotuhly a ostrothly. U Eukleida se vSak nejedna
0 jednu vétu o obecném trojuhelniku, jako je tomu dnes, ale o dvé razné véty s rtiznym
tvrzenim (1. ¢tverec strany proti dhlu tupému je vétsi nez ... , 2. étverec strany proti uhlu
ostrému je mensi nez ... )

3 Tento postup je pouzit i v Eukleidovych Zdkladech (véta I, 32).



jednotlivych ¢4sti se struénym vysvétlenim (kurzivou), pieklad samotného Eu-
kleidova textu vysazime sklonéné.
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1. Protasis — obecné znéni véty ¢ obecné zaddni konstrukce (bez oznacent
pismeny)
Danou ohrani¢enou primou ¢aru rozdélit na poloviny:.

2. FEkthesis — oznacent jednotlivych objekti pismeny; soucasti je obrdzek

Bud ohranic¢end pfima ¢ara AB;

G

A D B

3. Diorismos — co se ma dokdzat ¢i zkonstruovat (spolecné s ekthesis je
vlastné zopakovdnim znéni propozice, ale s konkrétnimsi pismeny)

je tfeba ohranic¢enou p¥imou ¢aru AB rozdélit na poloviny.

4. Kataskeué — konstrukce (u nékterych vét chybi, neni potieba)

Necht je na ni sestrojen rovnostranny trojithelnik ABG a rozdélme
tthel AGB na poloviny piimou ¢arou GD; tvrdim, Ze pfima ¢ara AB je
rozdélena na poloviny v bodé D.

5. Apodeizis — dikaz

Jelikoz je totiz AG rovna GB, GD je spolecna*, jsou dvé [pifmé ary]
AG, GD rovny pfislusnym dvéma BG, GD. Uhel AGD je roven BGD.
Zakladna AD je tedy rovna zakladné BD.

6. Symperasma — zdvér (zopakovdni protasis a standardni formule ,CoZ
bylo treba dokdzat/provést.“)

Dané ohranicend p¥ima c¢ara AB je tedy rozdélena na poloviny v D;
coz bylo treba provést.

V predlozené struktufe je prekvapivé, Ze se znéni propozice opakuje, a to
dokonce tiikrat (¢asti 1, 243, 6). V protasis je vSe formulovano pomoci obec-
nych pojmi (trojahelnik, pfima éara, uhly p¥i zékladné, thel proti pfeponé,
apod.), ¢imz vSak leckdy vznikaji tak komplikovand souvéti, Ze jim bez ek-
thesis a diorismu snad ani nelze dost dobfe porozumét. Lze se domnivat, zZe
v dobéch pocatki rigorézniho pristupu k matematice jesté pretrvavaly potize
s chapanim obecnosti; objekty oznacené pismeny uz byly povazovany za jakysi

4 Spoleé¢né obéma trojuhelnikim AGD, BGD.
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specialni pfipad obecného vyjadieni. Casto, zejména u vét, je pak zavér pres-
nym zopakovanim tivodni obecné formulace, jako by se tim chtélo naznacit, ze
dikaz v ,konkrétnim pfipadé“ s oznacenymi objekty nakonec preci jen vede
k dtkazu zcela obecného tvrzeni; nikde vSak neni legitimita tohoto pfechodu
prokazana. V pozadi také mohla hrat svou roli filosofie: obecné formulace pra-
cuji s idedlnimi objekty nezavislymi na ,hmatatelném“ svété. Dilkaz vedeny
timto zpusobem by vsak byl zcela nepiehledny, takze oznaceni objektu je jis-
tym tstupkem srozumitelnosti.

Dnes jiz oznaceni objektil pismeny nepovazujeme za omezeni obecnosti. Dii-
kazy i samotné formulace vét jsou diky tomu strucnéjsi a srozumitelnéjsi. Po-
rovnanim dnesnich a Eukleidovych formulaci zfetelné vystupuji veliké vyhody
moderni symboliky. V nékterych popularnich knihach o matematice a fyzice se
propaguje pravidlo, ze kaZdy vzorec sniZuje jejich prodejnost o polovinu. Kdyz
je pak ¢teme, jsme leckdy svédky komplikovanych celostrankovych (¢i dokonce
vicestrankovych) slovnich popist, které maji ¢tenafi pfiblizit myslenku snadno
realizovatelnou vypoc¢tem na jednom ¢i dvou rddcich (napf. vyndsobeni dvou
komplexnich &isel).

Eukleidovy Zdklady nejsou (z dnesniho thlu pohledu) uéebnici, i kdyz tak
byly (zejména nékteré ¢asti) po celd staleti pouzivany. Pfesto v nich lze vysle-
dovat nékolik rysi, jez se v upravené podobé uspésné uplatnuji i v dnesnich
ucebnicich:

e jednotliva tvrzeni jsou zietelné zformulovana,

e jednotné schéma postupu,

e ve formulacich dikazi vitézi srozumitelnost nad idedlni presnosti,
e obrazek je integralni soucasti dikazu,

e jasna struktura, latka je diky soustavnému dokazovani uspoiradana, jed-
nodussi predchazi slozitéjsimu.

4 Véty a lémmata v antice

V predchozich kapitoldch jsme vidéli, ze soustavné dokazovani vede k uspo-
radani vysledka do soustavy vét, kde véty uvedené drfive jsou vyuzivany pii
dokazovani vét nasledujicich. Zastavme se tedy alespon stru¢né u antického
pojeti v€ty a lémmatu.

Recké thedréma (véta) znamena mimo jiné predmét pozorovdni, predmét
zkoumdnt, pripadné pak také vysledek tohoto zkoumani, tj. pravidlo, princip,
teorie. Oba tyto aspekty se promitaji do antického chapani véty jako néceho
ur¢eného k prozkoumani; bez dikazu tedy véta neni tplna. Po fadném prozkou-
mani (tj. po opatfeni dikazem) pak lze vétu déle pouzivat, stavé se soucasti
vétsiho celku, nékdy prejde az v jakési pravidlo.

Tento postup je ndm divérné znam i dnes: feSime néjaky problém, vysledkem
jeho prozkoumani je véta a jeji dikaz, obsahujici feseni. Véta je tak vlastné
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zlatym hiebem préce na néjakém dil¢im problému. Postupné se pak tato véta
zafadi do SirSiho ramce nékteré z matematickych disciplin a po case se sama
stane prostfedkem k vyfeseni vétsich problému. Kdyz se seznamujeme s néjakou
matematickou disciplinou, jsme v pokuSeni prochazet jednotlivé véty; snadno
se pri tom muze vytratit povédomi o piivodnich problémech a radost z jejich
vyfeseni, i kdyz jsou z hlediska celé rozsahlé discipliny pouze malymi kaminky
v mozaice — ,pouhymi“ nastroji k dosazeni vyznamnéjsich vysledkii.

Jingm pokusSenim miize byt to, Ze se z véty stane pouhé pravidlo. Ztracena
vazba na feSeni ptivodnich problémt pak muze vést k tomu, Ze ,aspekt pravi-
dla“ nabude prevahy a nutnost diikazu se nendpadné vytrati. Nékdy to miize
zajit tak daleko, Ze z pivodni véty vymizi i jeji predpoklady. P¥ikladem mohou
byt pravidla pro poc¢itani s odmocninami; pfi uzivani pravidla bez predpokladi
je mozno dojit i k néasledujici ,,rovnosti®:

1=Vi=/(-1) (-))=v-1-V-1=i-i=i=-1.

Lémma v antické matematice® oznaduje vétu potiebnou k ditkazu jiné véty.
Pokud se vSak omezime na geometrii, nabyva mirné odlisného vyznamu: jedna
se o propozici (tj. vétu nebo konstrukci), kterou je tfeba ovérit. Pokud tedy
predpokladame néco, co jsme zatim nedokazali, jedné se o lémma.

Proklos ve svém komentéfi [9] popisuje tii metody dokazovani lémmat. Nej-
lepst je metoda analyzy, jiz se dohleddvd poZadovany vysledek zpét k uzndvanym
principim ... Druhd je metoda rozliSovdni (diairesis), kterd rozdéluje celek ur-
ceny k ovérent na jeho prirozené cédsti a kterd poskytuje vychozi bod pro dikaz
odstranénim casti nepodstatnych pro ustaveni toho, co je dokazovdno. Tuto me-
todu Platon také uzndval jako uzZitecnou ve vsech véddch. Treti je dukaz sporem
(reductio ad impossibile), jiZ se neukazuje piimo samotnd vée, kterou chceme,
ale vyvrdcenim jejiho protéjsku ustanovuje pravdu.

5 Pluralita antické matematiky

7 piedchozich kapitol, v nichZ jsme vychéazeli zejména z Aristotela a Euk-
leida, lze snadno nabyt dojmu, ze celd antickd matematika je budovana pfisné
axiomaticky a vysledky jsou systematicky sestavovany do soustav axiému, de-
finic, vét a jejich dakazu.

Do této tradice mizeme fadit naptiklad samotné Eukleidovy Zdklady v¢éetné
podobné uspotradanych starsich texti, jez se nam nedochovaly, Apolléniovo po-
jednani o kuzeloseckach nebo nékteré spisy Archimédovy, napt. O kouli a vdlci.
Jako priklad uvedeme dvé véty ze Zdkladu, které bychom dnes mohli oznacit
jako rizné pripady kosinové véty.

U Archiméda je tieba zduraznit i jeho spisy fyzikalni, v nichz také postupuje

axiomatickou metodou (O rovnovdhdch rovinngch dtvard). Takto pfisné odvo-

5 Uvedeny vyklad tohoto pojmu je doloZen u Prokla [9, odst. 211]. Samotné Fecké slovo
lémma znamend to, co je prijato, tedy zisk, korist; véstba; predpoklad.
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zené vysledky pak vyuziva ve své Metodé, kde nachazi obsahy a objemy riznych
geometrickych utvara. Struktura Metody sice pfipomina ostatni spisy zalozené
na schématu tvodni predpoklady — véta — diitkaz, ale odvozeni jsou zalozena
na jiz dfive odvozeném zakonu rovnovahy na péace; dochéazi tak k prolinani
matematiky a fyziky.® Navic jsou zde podstatnym zptsobem zakomponovany
infinitezimalni tvahy. Jelikoz je tento Archiméduv pfistup k hledani obsahi
a objemu skutecné mocnym nastrojem umoznujicim nachazet netrividlni vy-
sledky na zakladé elementarni geometrie, uvedeme dale nékolik ptiklada uziti
této metody.

Zcela jiného druhu jsou spisy Héréna z Alexandrie. Jeho Metrika jsou sou-
hrnem vysledku tykajicich se zejména obsahi a objemt geometrickych utvart.
Neékteré jsou dokazovany, jinde je uveden vysledek s odkazem na autora. Jedna
se tak o pfehlednou pfiruc¢ku. Vyznamnym posunem oproti Eukleidovi a Apollé-
niovi je také uzivani cisel ve spojitosti s délkami stran. Uvadény jsou také kon-
krétni priklady. Na ty je kladen dtraz v jinych spisech hérénské tradice, které
spiSe pripominaji praktické prirucky pro femeslniky: nehovori se v nich o geo-
metrickych atvarech samotnych, ale o jamé na haseni vapna, studni, dfevéném
tramu a podobné. Zpusob vypoctu objemu takovych ,téles“ je prezentovan
zpravidla na jednom konkrétnim prikladé, kde kazda z potfebnych délek je
reprezentovana néjakym konkrétnim ¢islem. Od matematické symboliky, geo-
metrické terminologie (a samoziejmeé i od dikazi) je zde zcela upusténo.

Rozvinutou a na antiku unikatni symboliku naopak nachézime v Diofan-
tové Aritmetice. Diofantovi umoziuje fesit zcela nové typy tloh, které u vyse
zminénych autorti nenachazime.

Matematické véty i s dikazy nachazime nékdy i ve spisech, v nichz je ma-
tematika pouze prostfedkem zkoumani jinych oblasti lidského védéni. Jedna se
zejména o spisy astronomické; pravé ve slavném astronomickém kompendiu,
Ptolemaiové Almagestu, se ndm dochovala prvni ucelend teorie pojednavajici
o délkéch tétiv, kterd je v podstaté ekvivalentni s dnesni goniometrii.

Uvedme nyni nékolik prikladt antickych dtikaz, které budou reprezentovat
ruzné pristupy k dokazovani a odvozovani vysledkii.

6 Kosinova véta

Véty 12 a 13 ve II. knize Eukleidovych Zdkladd obsahuji tvrzeni, které
bychom dnes mohli nazyvat kosinova véta. Eukleidés ji zde uvadi v dobé, kdy
goniometrie jesté vibec neexistuje. Véta II, 12 je formulovana pro tupouhly
trojuhelnik, véta II, 13 pak pro trojihelnik ostrothly. Jelikoz jsou ob€é véty po
forméalni strance velmi podobné, uvedeme pieklad pouze prvni z nich. Pro pre-
hlednost navic pfidavame formou nadpisii ndzvy jednotlivych ¢asti (kurzivou)
a cely text ¢lenime do odstavca.

6 Toto vnaseni fyzikalnich ivah do matematiky neni v souladu s Aristotelovou zasadou,
ze je tfeba zachovat ,rod discipliny*.
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I, 12
Protasis (obecné znéni véty)

V tupotihlych trojihelnicich je ¢tverec strany proti tupému tihlu vétsi nez
(oba) ¢tverce stran tupy thel svirajicich (dohromady) o dvojnasobek obdélniku,
jehoz strany tvori jedna ze stran svirajicich tupy thel, na niz dopada kolmice,
a vnéjsi useckou omezenou kolmici (vedenou k vrcholu) tupého tihlu.

Ekthesis (oznacent jednotlivich objekti pismeny)

Bud tupotihly trojuhelnik ABG majici tupy tthel BAG a vedme z bodu B
na prodlouzenou G A kolmici BD.

Diorismos (co se md dokdzat)

Tvrdim, Ze étverec BG je vétsi nez étverce BA, AG” o dvojndsobek obdél-
niku o strandach GA, AD.

Kataskeué (konstrukce)
Apodeizis (dikaz)

Kdyz se totiz isecka G D rozdéli bodem A, bude ¢tverec DG roven ¢tvercim
GA, AD a dvojnasobku obdélniku o strandch GA, AD.8

K obéma stranam pridejme ¢tverec DB; ¢tverce GD, DB jsou tak rovny
¢tvercuim GA, AD, DB a dvojnasobku obdélniku o stranach GA, AD.

Ctverce GD, DB jsou v$ak rovny étverci GB, nebot tihel pii D je pravy.

Ctverciim AD, DB je viak roven ¢tverec AB; ¢tverec GB je tedy roven
¢tvercuim GA, AB a dvojnasobku obdélniku o stranach GA, AD.

Takze ¢tverec GB je vétsi nez ¢tverce GA, AB o dvojnasobek obdélniku
o stranach GA, AD.

Symperasma (zdvér — zopakovdni protasis, cbd.)

V tupotihlych trojahelnicich je tedy ¢tverec strany proti tupému thlu vétsi
nez (oba) ¢tverce stran tupy thel svirajicich (dohromady) o dvojndsobek ob-
délniku, jehoz strany tvori jedna ze stran svirajicich tupy tihel, na niz dopada

7 Mini se: BG je vétsi nez oba étverce BA, AG dohromady. Eukleidés bé&zné uvadi dva
nebo vice utvari za sebou, aniz by upozornil, Ze mini jejich souhrn.
8 Citovéana véta II, 4.
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coz bylo treba dokazat.
Pokud v symbolickém zapisu tvrzeni véty
BG? = BA® + AG* +2GA - AD

nahradime AD s vyuzitim vztahti cos(180°—a) = 42 a cos(180°—a) = — cos a,
dostavame ihned kosinovou vétu pro tupotihly trojuhelnik:

BG? = BA? + AG?> —2BA- AG - cosa.

6.1 Kosinova véta — prepis dukazu moderni symbolikou

Hlavni myslenka diikazu zapsand moderni symbolikou je podstatné prehled-
néjsi, nez slovni popisy a znaceni délek tsecek pomoci koncovych bod.

B

v

K obéma strandm druhé mocniny souc¢tu

(b+d)* = b+ d* + 2bd
pfictéme v2:
(b4 d)? +v?] = b + [d* + v?] + 2bd.

Z Pythagorovy véty aplikované na oba pravouhlé trojahelniky (naznaceno hra-
natymi zévorkami) dostdvdme p¥imo znéni véty:

a? =b%+ 2+ 2bd.

Z tohoto Eukleidova vysledku ziskdme kosinovou vétu substituci d = —ccos a,
kterd plyne ze vztaht cos(180° — «) = % a cos(180° — a) = —cos a:

a’® = b% + 2 — 2bccos a..

Odvozeni téze véty pro ostrouhly trojuhelnik je v Zdkladech uvedeno hned
v néasledujici vété 11, 13. Je pozoruhodné, ze Eukleidés uvadi jako prvni dikaz
pro pfipad tupothlého trojuhelniku. V sou¢asnych ucebnicich je tomu zpravidla
naopak; ostrouhly trojihelnik je ndm néjak ,blizsi“.



15

Podivejme se nyni na jadro Eukleidova dtikazu pro piipad ostrotihlého troj-
thelniku zapsané pomoci moderni symboliky.

K obéma stranam druhé mocniny rozdilu b — d; = ds:

b2 + d? = 2bd; + d3
pfictéme v2:
b2 4 [d? + v?] = 2bdy + [d3 + 7).
Z Pythagorovy véty aplikované na oba pravouhlé trojuhelniky (naznaceno hra-
natymi zévorkami) dostdvame pfimo znéni véty:

b2 4 2 = 2bdy + a?.

Z tohoto Eukleidova vysledku ziskame kosinovou vétu substituci d; = ccosa,

ktera plyne ze vztahu cosa = 4 :

C

a’® = b% + 2 — 2bccos a..

Vidime, Ze oba dikazy jsou velmi podobné. Pfipad ostrouhlého trojihelniku
miize byt povazovan dokonce za nepatrné ndrocnéjsi, jelikoz je tfeba pri¢tenim
v? odstranit misto jediného d veli¢iny dvé: d; a do. Navic se vychazi z uméle
upravené druhé mocniny rozdilu (oproti pfirozené uspofddanému souctu).

6.2 Kosinova véta — didakticka transformace dukazu

Zacatek dtkazi obou pripadt pusobi trochu umeéle. Napf. u tupotthlého
trojuhelniku by bylo vhodnéjsi zacit pfimo Pythagorovou vétou

(b+d)?+v? =a?
a dale pokracovat jednoduchou tpravou a aplikaci Pythagorovy véty:
b2+ 2bd + [d® + 0% =a® —  b?+2bd+ ¢ = ad?,

¢imz jsme dostali naznak dtkazu, ktery je kratky, prehledny a plyne zcela
prirozene.

7Z porovnani s Eukleidovym postupem je zfejmé, ze dikaz véty zatazené do
soustavy axiomaticky budované discipliny muze byt usporadan jinak, nez dikaz
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urceny k predvedeni na tabuli, na néjz jsou kladeny vyssi naroky. Neni-li totiz
predem ziejmé, proc je tieba provadét prislusné kroky, ztraci vyklad nejen na
prehlednosti, ale také na atraktivnosti.

Pokud hovorime o didaktickych transformacich, zminime jeden zajimavy
pristup k prezentaci dukazi, ktery zvolil v poloviné 19. stoleti Oliver Byrne.
Prvnich Sest knih Eukleidovych Zdkladi, které tehdy byly v riznych modifika-
cich zdkladem vyucovani geometrii, zpracoval ve své knize [3] tak, Ze ve znéni
kazdé véty i v jejim diikazu nahradil znaceni geometrickych objekti tim, ze
je pfimo narysoval riznymi barvami. Tyto riznobarevné objekty pak pouzival
v dikazech. Jako piiklad uvedme vétu o souctu vnitfnich thld trojihelniku,
nebot je jeji grafické zpracovani velmi vyrazné a nazorné; dobie tak poslouzi
jako ukazka Byrneova pfistupu.

O. Byrne, [3], véta 1,32 ze Zdkladi
(soucet vnitinich Ghld trojihelniku)
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7 Menaichmos — hyperbola a nepfima amérnost

7 dél matematikti ptisobicich pfed Eukleidem se nam dochovalo jen néko-
lik zminek z pozd&jsi doby. Jednim z nich je Menaichmos (polovina 4. stol.
pi. Kr.), ktery byl souc¢asnikem Eudoxa a Platéna. V kratkém tryvku® (necelé
dvé strany) prevadi problém nalezeni dvou stfednich imérnych na tGlohu nalézt
prusecik dvou kuzelosecek.

Modernizované feceno, jsou-li dany veli¢iny a a b, je tikolem nalézt veli¢iny
z a y takové, aby

a T y
r y b
Tuto soustavu lze upravit napriklad na dvojici rovnosti
% = ay, ab = xy

reprezentujicich jedno ze dvou Menaichmovych feseni, ktera se nam dochovala.
Tim je puvodni tloha pfevedena na problém nalezeni priseciku dvou kuzelo-
secek — paraboly a hyperboly.

Ponechme nyni stranou detaily Menaichmova textu a povSimnéme si uvedené
rovnice hyperboly: lze ji snadno napsat jako vztah reprezentujici nepfimou
ameérnost
ab
ot

y:

Proc¢ je vsak grafem nepiimé umérnosti hyperbola?

7Z pozice vysokoskolské matematiky je odpovéd snadné: rovnici tvaru zy = k
lze pomoci linedrni transformace x = ' —y’, y = 2’ +y’ ihned pfevést na rovnici
(' —9y) - (&' +¢') = k, neboli na rovnici rovnoosé hyperboly

x/Q y/2 B 1
k ko
Transformace soustavy souradnic (¢i alespon otoéeni) vSak nemusi vzdy pa-
tfit do standardni vybavy stfedoskolaka. Menaichmos tu pfinasi inspirativni
pohled na hyperbolu jako kfivku v roviné, pro jejiz body plati, ze

soucin vzddlenosti od dvou riznobézek (asymptot) je konstantni.

To je vlastné geometricka interpretace vztahu xy = k, omezime-li se na vétev
v 1. kvadrantu a £ > 0: = je vzdéalenost bodu hyperboly od jedné asymptoty
(osy y) a y vzdalenost od druhé asymptoty (osy x).

Ukazme nyni, Ze tuto vlastnost maji vSechny body vyhovujici rovnici hyper-
boly znamé z analytické geometrie:

1.2 y2

9 Objevuje se v Eutokiové komentati k Archimédovu spisu O kouli a vdlci II, viz [7],
strany 92 az 96.
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Asymptotami této hyperboly jsou pfimky

Vzdélenosti libovolného bodu X = [z, y] od téchto asymptot jsou

SEE

B LT I L |

1 1 1 1
az Ty a Ty

SR

SIS

Lezi-li bod X = [z, y]| na hyperbole dané rovnici (1), miZeme v souéinu vzda-
lenosti di (X) - da(X) nahradit soucin vyrazt vzniklych v ¢itateli jednic¢kou:

4 Y z _ Y 1
dl(X).d2(X): ’al b|1 . ’al b|1 _ i_’_i ) (3)
a2ty Yyate &P

1
V}"raz a1

neobsahuje proménné x, y, je tedy vzhledem k nim konstantni.
aZ T p2

Vyhovuji-li tudiz soufadnice bodu X = [z, y] rovnici hyperboly (1), je soucin

d1(X) - d2(X) jeho vzdélenosti od jejich asymptot (2) na volbé tohoto bodu X

nezavisly. Tim jsme ovéfili, Ze vSechny body hyperboly dané rovnici (1) spliuji

»Menaichmovu vlastnost*.!°

Tuto vlastnost 1ze snadno pozorovat p¥imo na rovnici (1), jejiz leva strana
napadné pripomind po rozkladu na soucin

G0 G-

rovnici (3). Nyni si sta¢i uvédomit, ze kazdy z téchto ¢initeld figuruje v ¢i-
tateli vyrazu vyjadiujiciho vzdalenost bodu od asymptoty. Obéma ¢initelim
chybi jen urc¢itd konstanta ve jmenovateli a absolutni hodnota. Vhodnou kon-
stantou (pfesnéji sou¢inem pievricenych hodnot norem normalovych vektort
obou asymptot) je mozno celou rovnici vynasobit. Absolutni hodnotu lze také
doplnit, nebot pro vSechny body vétve hyperboly lezici vpravo od osy y jsou
oba c¢initele kladné; pro vSechny body vétve lezici vlevo od osy y jsou sice oba
Cinitele zaporné, jejich soucin je vsak kladny.

Menaichmutv pristup k hyperbole tedy poskytuje zajimavou geometrickou
interpretaci nepfimé iimérnosti a standardni rovnice hyperboly.

10 Rovnici (3) splituji dvé hyperboly, obé maji asymptoty (2). Jedna hyperbola ma vétve
nalevo a napravo od osy y, druhd mé vétve nad a pod osou zx.
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8 Archimédés — aplikace zakona rovnovahy na pace

Archimédés vyvinul unikdtni metodu, pomoci niz nachézel obsahy a objemy
riznych geometrickych atvart. Spoéiva v aplikaci upraveného!! zakona rovno-
vahy na pace Vi r; = Vara: geometricky atvar nezndmého objemu V5 a jiny
atvar zndmého objemu V; jsou chapany jako souhrny vSech jejich vzdjemné
rovnobéznych Tezl, které jsou umistény na vahadle tak, aby byly v rovnovéaze.
Jsou-li znadmy jejich polohy (tj. vzdalenosti r; a ro od bodu, v némz je paka
podepfena) i objem V; jednoho z téles, lze snadno dopocitat nezndmy objem
V5 druhého télesa.

Nejpodrobnéji Archimédés o této metodé pojednal ve svém spisu Metoda,
v némz také vyslovné upozornil, Ze obsah ¢i objem takto nalezeny povazuje
pouze za predbézny vysledek, ktery je jesté nutno opatfit korektnim dikazem.
Je tomu tak proto, ze utvary jsou chapany jako souhrn vsech jejich vzajemné
rovnobéznych fezi. Navic se do geometrie vnasi mechanické tivahy.

Zejména diky Eukleidovym Zdkladim lze snadno nabyt dojmu, Ze celd an-
tickd matematika sestavd pouze z prisné logicky fazenych a dokazovanych vét.
Préavé Archimédova Metoda tento strnuly obraz zasadné narusuje a je jednim
z textd, které ukazuji na bohatstvi pristuptt antickych matematikt. Jelikoz
je tato metoda diky své mimoiadné efektivnosti a jednoduchosti snadno po-
uzitelnd na stredni skole, pfedvedeme ji na nékolika ptikladech, jez budeme
Gerpat pfimo z Archimédova spisu Metoda (véty 4, 2 a 3), ovSem ve zjednodu-
Sené a modernizované podobé. Nastrojem pfitom budou zékladni geometrické
vztahy: podobnost trojuhelniki, véta Pythagorova, Thalétova a véty Euklei-
dovy.

8.1 Objem tusece rotac¢niho paraboloidu

Nejjednodussim, pfitom vSak netrividlnim prikladem uziti Archimédovy me-
tody je uréeni objemu tseée rota¢niho paraboloidu (Metoda, véta 4).

Uvazujme vahadlo C'B podepiené v bodé A, v = AC = AB. Na ném necht
je umisténa use¢ rota¢niho paraboloidu tak, Ze jeji osa splyva s ramenem AB,
vrchol mé v bodé A a jeji podstava o poloméru r je kolméa na osu. Tato usec
necht je vepsana do valce, ktery s ni mé spole¢nou podstavu i osu. Obéma télesy
budeme vést libovolné fez rovinou kolmou na jejich spoleénou osu (¢arkovang).
Vznikne tak kruhovy fez v useéi paraboloidu (polomér z) a kruhovy fez ve
vélci (o poloméru r). Celd geometrickd situace v osovém fezu je naznacena na
nasledujicim obrazku.

11 Ve fyzice je zdkon rovnovahy na pace formulovan ve tvaru mi r1 = ma r2. Od hmotnosti
k objemtm lze snadno pfejit, pfedpokladame-li, Ze jsou obé€ télesa homogenni a maji stejnou
hustotu p. Uvedeny zadkon pak lze psat ve tvaru pVir1 = pVargz, odkud vznikne délenim
hustotou p upraveny zakon rovnovahy na pace Vi r; = Vara, jenz budeme dale pouzivat.
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C v ANY

v

Vyhovuje-li parabola (pfi naem oznaceni) rovnici y = az?, lze psat

2 2
Yy _ox” _ 72" _ Swrubparaboloid

v ar? @2 Skruh_valec

pricemz druh& rovnost vznikla prostym kracenim a a rozSifenim Ccislem .
Vzniklé vyrazy v citateli i ve jmenovateli pak lze interpretovat jako obsahy
naznacenych kruhti. Pfepiseme-li vzniklou rovnost ve tvaru

y- Skruh,vélec =v- Skruh,paraboloid )

mizeme ji snadno interpretovat pomoci upraveného zédkona rovnovahy na pace
r1 V1 = ro Vo: kruh vélce zlstavajici na misté je v rovnovaze s kruhem parabo-
loidu umisténym na konci vahadla C, tj. ve vzdalenosti v od bodu A.

Jelikoz byl fez rovinou zvolen libovolné, plati uvedena rovnost pro vsechny
fezy vedené kolmo na spole¢nou osu obou téles. Pieneseme-li tedy vSechny

budou v rovnovaze se vsemi kruhy valce zlstavajicimi na misté.

Archimédés zde prechazi od kruha, které ,vypliuji“ dané téleso, k tomuto
télesu samotnému. Ziskany vztah mezi obsahy kruht vypliujicich télesa tak
prechazi ve vztah mezi objemy téchto téles. Pfitom vsechny kruhy parabo-
loidu prenesené svym tézistém do bodu C nahradime paraboloidem zavéSenym
v tomto bodé a vSechny kruhy valce ztstavajici na misté nahradime valcem,
ktery vypliuji. TéZisté tohoto vélce leZi ve stiedu osy AB, muZzeme jej tedy po-
vazovat za vélec zavéseny ve vzdalenosti § od bodu A. Dostévame tak rovnost

5 - Vidlee = 0 Vparaboloid .

Jelikoz je objem véalce zndm, mtizeme snadno dopocitat objem tsece rota¢niho
paraboloidu, ktery je polovinou objemu opsaného valce:

1
2
Vparaboloid = 5 ' V:/élec = §7TT v.
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8.2 Objem koule

Uréeni objemu koule (Metoda, véta 2) neni o mnoho komplikovangjsi. Uva-
7ujme opét vahadlo C'B podepfené v bodé A, c = AC = AB. Na ném necht je
umisténa koule o poloméru r tak, Ze jeji praumér ¢ = 2r splyva s ramenem AB.
S nim také splyva osa valce a kuzelu; podstava kazdého z téchto dvou téles ma
polomér délky ¢, kuzel méa vrchol v bodé A. Situace v osovém fezu je naznacena
na nasledujicim obrazku.

Vedme nyni fez valcem (a tedy i kouli a kuZelem) rovinou kolmou k ose AB,
kterou rozdéli na dva useky: ¢, a cp.

Piirysujeme-li trojihelnik (¢arkovand) nad primérem AB = ¢, bude dle
Thalétovy véty pravouhly. Pii hledani vhodnych vztahi tedy budeme moci
vyuzivat Pythagorovu vétu i Eukleidovy véty.

Pomér = rozsifime c¢, jmenovatel upravime dle Eukleidovy véty o odvésné
a

2

a nakonec a” rozepiseme pomoci Pythagorovy véty:

C C2 02 02

Ca ccq a2 402

Rozsirime-li posledni zlomek ¢islem 7, mizZeme jej interpretovat jako pomér
obsahi jistych kruht:

2
c e Skruh_valec

Ca T2+ 0% Skruh_kuzel T Skruh_koule

Po odstranéni zlomkt vznikne rovnost souéinu

C- (Skruh,kuéel + Skruh,koule) = Cq Skruh,vélec )

coz muzeme interpretovat pomoci upraveného zakona rovnovdhy na péace
r1 Vi = ro Va: kruh kuzelu a kruh koule umisténé na jednom konci vahadla
ve vzdalenosti ¢ rovné primeéru koule (tj. v bodé C) budou dohromady v rov-
novaze s kruhem vélce zustavajicim na misté.
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Jelikoz byl fez rovinou zvolen libovolné, plati uvedené rovnost pro vSechny
fezy vedené kolmo na AB. Preneseme-li tedy vSechny kruhy z kuZzelu a koule do

Vv

kruhy vélce zlstavajicimi na misté. Jelikoz tyto kruhy vypliuji pfislusna télesa,
prejdeme od vztahu mezi kruhy ke vztahu mezi témito télesy. Pfitom vSechny

Mvey

vy

AB, mtzeme jej tedy povazovat za valec zavéSeny ve vzdalenosti $ od bodu A.
Dostavame tak rovnost

&
C- (Vkuiel + Vkoule) = 5 : Vvélec 5

Vzniklou rovnost vydélime ¢ a dosadime do ni znamé objemy véalce a kuzelu;
vyuzijeme pfitom rovnosti ¢ = 2r, kde r je polomér koule:

1 1
§7T(2’l”)2 <21 4+ Vioule = §7r(27")2 -2,

Odtud ihned dostavame hledany vztah pro objem koule

1 1 1 4
Vioule = (5 - g)ﬂ(27")2 Lo = u 83 — gm,B_

8.3 Objem rotaéniho elipsoidu

Uvedeny postup urceni objemu koule lze velmi snadno modifikovat na pfi-
pad rota¢niho elipsoidu (Metoda, véta 3), ktery vznikd rotaci elipsy s hlavni
poloosou a a vedlejsi poloosou b kolem jeji hlavni osy.

Jediny rozdil je v tom, Ze ¢arkovany trojuhelnik uz neni pravouhly, takze
v ivodnim vztahu nelze pouzit Eukleidovu a Pythagorovu vétu, tj. pro pripad
elipsy vzniklé v osovém fezu uz nelze psat

cca:cZ—&—vQ.

Tuto elipsu vSak lze pfevést na kruznici pomoci vhodné transformace soufadnic,
napft. délenim vSech délek ,,ve sméru* hlavni poloosy ¢islem a a vSech délek ,,ve
sméru® vedlejsi poloosy ¢islem b:

EECHOR g
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¢imz dostaneme vztah platny pro elipsu.

Platnost (4) lze ovéfit pomoci analytické geometrie. Je-li
c=2a, c,=a+x, v=y,
dostaneme z (4) rovnici
2a a+x <a + m) 2 Y\ 2
20 atr_ LYY
a a a b

kterou lze upravit na tvar

a+w Y\ 2
-(2a — (a+1x)) = (7> ,
20— (a+ ) = (4
jehoz leva strana je rovna (“+I21'2(a_””) —a (1—2“2, ¢imz skutecné dostavame stan-

dardni rovnici elipsy
2N 2 ne
- (3) =)
a b/’
na niz lze tedy vztah (4) prevést.

Pii uréovani objemu rota¢niho elipsoidu, ktery vznikne rotaci elipsy (hlavni
poloosa a, vedlejsi poloosa b) kolem jeji hlavni osy, tedy budeme vychézet

z rovnosti uzité u koule:

Cc 02

T T 5 9
Co 2402

avSak transformované vySe popsanym zpusobem:

ISHIeY
—
ISHIeY
S~—
)

s
—
'y
N—

N

+
—~
o
N—

[\v)

neboli po vykréaceni
c c
Ca 2+ (2)2 2’
c2 T) v

Porovnanim s postupem urceni objemu koule je zfejmé, Ze polomér r nahradime
v pfipadé elipsoidu délkou hlavni poloosy a a ¢len obsahujici v? reprezentuje
kruh v elipsoidu, tj. v zavérecném vztahu pro vypocet jeho objemu se objevi
koeficient (%)2:

2
a 4

V. 3
<7) elipsoid = Z 7G4,

b 3
odkud ihned dostavame hledany vztah pro objem rotacniho elipsoidu
4
Velipsoid = =mab? .

3



24
9 Zavér

V prvni ¢asti textu jsme mohli pozorovat, ze matematicky dikaz byl zejména
v obdobich intelektualniho rozkvétu cenén pro vysokou miru jistoty védéni,
kterou poskytoval. Vétsinu zasad spravného vedeni diikazu, které nachazime
ve velmi propracované podobé v Aristotelovych dilech, uzivime dodnes. Né-
které vsak, podobné jako napiiklad podrobnou strukturu dtkazia v Eukleido-
vych Zdkladech, povazujeme v dnesni dobé za nadbytecné ¢i zbytecné prisné.
V antickych textech se ndm nicméné dochovalo mnohem vice matematickych
spist, nez jen Zdklady; od dob pred Eukleidem po obdobi zaniku antiky vzni-
kaly texty velmi riznorodé v pristupu k matematice, zptusobu jeji prezentace
i v samotnych tématech.

Starofecké matematické spisy ¢asto obsahuji vysledky prezentované hluboce
promyslenou formou. Jako jeden drobny ptiklad jsme uvedli ekvivalent dnesni
kosinové véty; jeji odvozeni je v nékterych soucasnych ucebnicich slozitéjsi, nez
diikaz ve druhé knize Zdkladi. Drobnou kuriozitou je inspirace Menaichmovym
pristupem k hyperbole, jejiz body maji konstantni soucin vzdalenosti od dvou
zadanych ruznobézek. Cely text uzavird nékolik piikladi uziti Archimédovy
metody, kterd je sice méné exaktnim, presto v§ak mocnym néastrojem k odvo-
zovani obsahtl a objemt i pomeérné slozitych geometrickych utvard.

Vérim, ze antickd matematickd dila patfi ke skutecné klasickym spistm.
Neékdy inspiruji postupy, které jsou elegantni, mocné, nestandardni, odvazné.
Jindy nam pfipominaji nase vlastni Gspéchy, naptiklad rozvinutou matematic-
kou symboliku, a vedou nés k tomu, abychom si jich véazili; a nejen jich, ale
i kofenti, z nichz soucasnd matematika do znac¢né miry vyrustala.
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DUKAZY, SUBDUKAZY A PSEUDODUKAZY

JARMILA ROBOVA, OLDRICH ODVARKO

Prispévek je zaméfen na uziti dikazt ve vyuce stfedoskolské matematiky.
Jsou v ném uvedeny ilustrativni piiklady dtkazi, subdikazi (Gasti dikazu)
a pseudodikazi (zdénlivych dikazil), které mohou motivovat zaky k potfebé
argumentovat i k hledani chyb v predkladanych myslenkovych postupech.

1 Dukazy

K podstaté matematiky i jeji viyuky od zakladni skoly po skolu vysokou patii
zdivodnovani postupd, ovéfovani vysledki i dokazovani predkladanych tvrzeni.
Pfesné vymezeni pojmu dikaz 1ze zformulovat v ramci forméalné-axiomatického
systému [1, 3|, napiiklad v [3] se mlizeme setkat s nésledujicim vymezenim:

Dikazem v teorii T je konecnd posloupnost formuli dané teorie takovd, Ze
kaZdd formule je bud azidm, nebo je ziskdna z pfedchozich formuli posloupnosti
pomoci nékterého odvozovaciho pravidla, které patii do daného systému.

Tento striktni pristup k dokazovani je pro potfeby vyuky skolské matema-
tiky prilis formalni a pro zaky by byl jen obtizné pochopitelny. K tomu, aby si
zak uvédomil vyznam zdavodnovani i dokazovani, je vsak tfeba, aby se béhem
vyuky setkdval s vhodnymi tilohami a pFistupy pfiméfené svému véku i mate-
matickym znalostem a schopnostem.

Pro zéky zakladni skoly byva ovéfeni platnosti predklddaného tvrzeni pro
konkrétni pripad ¢i nazorny obrazek ilustrujici dané matematické tvrzeni ¢asto
vhodnéjsi nez vlastni logicky dikaz. Ucitel by mél vSak zaky postupné vést
k tomu, Ze ovéfeni tvrzeni pro jeden pripad ¢i uvedeni obrazku samy o sobé
nedokazuji platnost pfedkladaného tvrzeni, ale poméahaji jeho pochopeni véetné
porozumeéni a provedeni diikazu. Ve vyuce stiedoskolské matematiky by se jiz
zaci méli Castéji setkavat s dukazy dulezitych tvrzeni, napiiklad s dikazem
sinové véty v tématu goniometrie [4].

Sinova véta. Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ wvnitini uhly maji velikosti
«, B, a strany délky a, b, c, plati:

a b c

sinaw  sinf  sinvy

Nejdrive dokdZeme platnost vztahu o— = ﬁ, pricemz rozdélime mnozinu
vSech trojuhelnikti v roviné na tfi disjunktni podmnoziny v zavislosti na veli-
kosti tthlu « (ostry, pravy, tupy), resp. v zvislosti na mozné poloze vrcholu A
vzhledem k bodtim B, P, kde P je pata kolmice vedené bodem C ke strané AB

(obr. 1a, b, c).
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~

A P ¢ B A=P ¢ B

Obr. 1a, b, ¢: Dikaz sinové véty

S vyuzitim délky usecky C P vyjadfime souciny b-sin « a a-sin 5 a dospéjeme
k zavéru, Ze se rovnaji, nebot postupné plati:

e pro ostry uhel « (obr. la):

|CP| =|AC|sina = bsina
|CP| =|BC|sinf = asin

e pro pravy uhel a (obr. 1b):

|CP| =|AC| =b=bsin§ = bsina
|CP| =|BC|sinf = asin

e pro tupy uhel « (obr. 1c):

|CP| = |AC|sin(r — ) = bsin(r — a) = bsin«
|CP| = |BC|sinf = asin
Dukazy zbyvajicich rovnosti ﬁ = Shf,y a shfv = 4o se provedou jedno-
duse s vyuzitim cyklické zdmény (obr. 2).

a, a

Obr. 2: Cyklickd zdména
2 Subdukazy

V gymnazialnich uéebnicich se mtizeme setkat s tim, ze zdtivodnéni platnosti
matematického tvrzeni probiha formou subdikazi. Subdikazem zde rozumime
dtikaz provedeny pouze pro vlastni podmnozinu objektt, pro které ma tvrzeni
platit. Tlustrujme si tento pristup na nékolika konkrétnich ptikladech. Jako
prvni uvedeme vétu o obvodovych a stfedovych thlech prislusnych k danému
oblouku kruznice [5].
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Véta o obvodovych a stfedovych thlech. Velikost stiedového thlu je rovna
dvojndsobku velikosti obvodového uhlu prislusného k témuz oblouku.

V ptipadé zdivodnéni vztahu mezi velikostmi obvodového a stiedového tthlu
prislusnych ke stejnému oblouku A B kruznice k se stfedem S obvykle ve vyuce
postupujeme tak, ze nejprve provedeme rozklad mnoziny vSech stfedovych thli
podle délky oblouku kruZnice, ke kterému pfislusi (mensi oblouk nez ptlkruz-
nice, pulkruZnice, vétsi oblouk) a zéktm ukéZeme subdikaz pro mensi oblouk.
Tento pripad rozdélime také na tii ¢asti podle vzajemné polohy stfedu S a ob-
vodového tthlu AV B (obr. 3a, b, c).

Obr. 3a, b, c¢: Véta o obvodovych a stfedovych tthlech — mensi oblouk

Na obr. 3a je zachycena situace, kdy stied kruznice S lezi na rameni obvodo-
vého thlu AV B o velikosti «. Na zékladé poznatku, Ze v libovolném trojihel-
niku je velikost vnéjsiho thlu u jednoho vrcholu rovna souc¢tu velikosti vnitinich
hlt u zbyvajicich dvou jeho vrcholt, a s pomoci rovnoramenného trojuhelniku
SV B zdivodnime poZadovanou vlastnost:

|<<ASB| = |<SVB| + |[<SBV| = 2|<AV B|

Na obr. 3b vidime, Ze bod S je vnitinim bodem obvodového thlu AV B, vyu-
zijeme tedy pomocnou poloptimku V.S, ¢imz situaci pfevedeme na predchozi
pfipad. Opét vyuzijeme uvedeného poznatku o vnéjsim thlu u vrcholu S v rov-
noramennych trojuhelnicich SV A, SV B. Tedy plati:

|<ASB| = 2|<AV B|

Na obr. 3c je zachycena situace, kdy bod S lezi vné obvodového uhlu AV B.
I v tomto pfipadé s vyuzitim pomocné polopfimky V.S uréime v rovnoramen-
nych trojthelnicich SV A, SV B velikost vnéjsiho tthlu u vrcholu S:

|<CSA| =2|<CVA| =28
|<CSB| = 2|<CVB| = 2(a + f)

Pro stiedovy thel ASB pak plati:

|<ASB| = |[<CSB| — |<CSA| = 2(a + 8) — 28 = 2a
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Obr. 4a, b: Véta o obvodovych a stiedovych thlech — pulkruznice, vétsi oblouk

V ptipadé obvodového tihlu pfislusného k piilkruznici (obr. 4a) a k vétsimu
oblouku (obr. 4b) je zfejmé, Zze bod S je vzdy vnitinim bodem obvodového
thlu AV B, tedy dukaz je zcela analogicky s pfipadem z obr. 3b. Subdukazy
pro pulkruznici a vétsi oblouk miiZzeme ponechat zakim jako cviceni. Povazu-
jeme vsak za dilezité, aby zaci byli seznameni s tim, ze zd@ivodnéni tvrzeni pro
jednu podmnozinu objekti, tj. pro mensi oblouk, jesté neni kompletnim dika-
zem obecného tvrzeni. V pripadé subdikazu pro ptlkruznici mizeme vyuzit
Thaletovu vétu, kterou zaci jiz znaji ze zakladni skoly.

Dalsi ilustrace se tyka sinu dvojndsobného tihlu [2].
Véta o sinu dvojnasobného uhlu. Pro kaZdé redlné éislo o plati:
sin 2a = 2sin v cos «

Ke zdivodnéni platnosti vztahu vyuzijeme obrazek 5, dale pfedpokladame zna-
lost definici goniometrickych funkci v pravoihlém trojuhelniku a vzorce pro
obsah S trojahelniku ABC:

1 1
S = 30V = Eabsin'y

sin v

sin o

Ccos «

Obr. 5: Sinus dvojnasobného thlu

Obsah vysrafovaného trojihelniku (obr. 5) je podle vyse uvedeného vzorce

1
S=§~1-1-sin2a.
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Soucasné je obsah tohoto trojihelniku roven poloviné obsahu celého obdélniku,
tJ-
S = cosasina.

Porovnanim téchto obsahu ziskdme poZzadovanou rovnost.

Uvedené zdtvodnéni je ndzorné a pro zaky ptrehledné. Je tieba vSak zaky
upozornit, Ze uvedenym postupem-subdiikazem jsme zdtvodnili platnost vzorce
pouze pro o € (O7 g) Pro a € R\ (07 g) ale nelze dany postup analogicky
prevzit. Tvrzeni pro vSechna realna cisla « lze napiiklad dokazat s vyuzitim
souctového vzorce pro sin(a + ) [4].

Podivejme se na dalsi priklad, kterym jsme se inspirovali v jedné vyucovaci
hodiné matematiky.

Véta. Kosinus je sudd funkce.

Defini¢nim oborem funkce kosinus je mnozina vsech realnych c¢isel. Zvolime
libovolné realné cislo, napi. x = 7, a provéiime, zda plati vztah cos § =

40
= cos(—%). Z jednotkové kruznice plyne, ze cos § = @ a cos(—%F) = @
Ovetili jsme, Ze pro zvolené x plati f(z) = f(—=z), tedy proto je kosinus sudé

funkece.

Subdiikaz se v tomto pfipadé omezil na jednoprvkovou podmnozinu mnoziny
vSech redlnych ¢isel. Analogicky bychom mohli postupovat pro dalsi jednoprv-
kové podmnoziny, ale v redlném c¢ase bychom tento diikaz nikdy nedokondili.
Zaludnost uvedeného postupu, kdy misto logického zdtivodnéni vlastnosti pro
vSechna realnd cisla pouzijeme jeji provéreni pomoci dosazeni jedné konkrétni
hodnoty, se naplno projevi v ilustraci uvedené v nasledujici ¢asti.

3 Pseudodukazy

Pseudodiikazem neboli zdanlivym dikazem rozumime postup, ve kterém
jsou pouzity logicky chybné tvahy a metody, které se mohou zaktim na prvni
pohled jevit jako spravné. Nejednad se tedy o procesy, ve kterych se dopus-
time pouze numerické chyby ¢i chyby v upravé vyraza. Uvedeme opét nékolik
konkrétnich prikladu.

Piiklad. Funkce f :y = cos(x — §) je sudd.

Defini¢nim oborem funkce f je mnozina vSech redlnych ¢isel. Zvolime libo-

volné redlné cislo, napi. = 7, a provéfime, zda plati vztah cos(f — §) =
— us s : 7 V. . v T o \/5 T\ \/5
= cos(—(% — %))- Z jednotkové kruznice vime, ze cos § = 5= a cos(—7) = %5*.

Pro zvolené x plati, ze f(z) = f(—z), tedy dand funkce f je suda.

Uvedenym postupem jsme ,prokizali“ sudost dané funkce, pfitom se vSak
jedna o funkci sinus, které je licha. S obdobnou situaci se miZeme naptiklad
setkat pri feSeni nerovnic.
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Priklad. MnoZinou fesent nerovnici v/2x — 1 < x s nezndmou x € R je R.

Nejdfive umocnime vyrazy na obou stranach nerovnice a postupné upravime:

22 — 1 < 22
0<a22-2z+1
0<(x—1)>2

Posledni nerovnost plati pro vSechna realna cisla. To ,,dokazeme® dosazenim
nékolika konkrétnich hodnot, napt. x = 1, x = 2, ¢imz , provéiime spravnost“
nalezeného TeSeni a dospéjeme k zavéru, ze feSenim je mnozina R. Nevzali jsme
vsak v tvahu defini¢ni obor vyrazu s druhou odmocninou, kterym je interval
<%, 00).

Ve vyuce matematiky hraji dulezitou roli obrazky a nazorna schémata. Pri
vyuziti obrazku v matematickych diikazech bychom vsak méli byt opatrni, ne-
bot pfi vyuziti neadekvatniho obrazku miZeme namisto ditkazu vytvorit pseu-
dodtikaz a dospét tak k chybnym zavérim. Znadmym ptikladem je pseudodiikaz
uvedeny v dalsi ilustraci, ktery lze napiiklad nalézt v publikacich [6, 7].

Priklad. Vsechny trojuhelniky jsou rovnoramenné.

Uvazujme obecny trojuhelnik ABC na obrazku 6.

B

Obr. 6: Vechny trojthelniky jsou rovnoramenné (zdroj: [8])

Nejdrive sestrojime osu strany AB prochézejici stifedem G této strany, dale
osu thlu ACB a prusecik D téchto os. Z bodu D vedeme kolmice ke stranam
a, b, jejich paty oznacime E, F. Plati:

ADCF =2 ADCE (usu)
|CF|=|CE|

Rovnéz plati:
AADG = ABDG (sus)

|AD| = |BD|

Také plati:
AADF = ABDE (Ssu)

|AF| = |BE|

Odtud:
|AF| + |CF| = |BE| + |CE]

lAC] = |BC|
Trojuhelnik ABC' je tedy rovnoramenny.
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V tomto pfipadé nds na scesti zavedl nacrtek situace na obrazku 6, nebot
prusecik zminénych os nemuze lezet uvnitt trojuhelniku a také jedna z pat kol-
mic vzdy lezi na prodlouzeni pfislusné strany trojuhelniku. Soucasné si mizeme
uvédomit, ze v rovnoramenném trojuhelniku vzdy osa zékladny splyva s osou
thlu leziciho proti zékladné trojihelniku.

Falesné usudky casto vznikaji z nedostatecnych znalosti ¢i pochopeni ma-
tematické teorie, a to zejména v pripadech, ¢im abstraktnéjsi a méné znama
je zkoumand oblast matematiky [6]. Pseudodtikazy, ve kterych ,zdtvodnime*
platnost evidentné nepravdivého tvrzeni jako v posledni ilustraci, lze vyuzit ve
vyuce jako motiva¢ni prvek. Prostfednictvim takovych pseudodiikazii mizeme
u zakt vyvolat potfebu dikazu, tj. motivovat zaky ke zduvodnéni platnosti
daného tvrzeni ¢i naopak k vyvraceni hypotézy.

4 Zavér

matiky, a to zejména proto, ze pro vétsinu zakt jsou dlohy dikazového typu
obtizné, a proto i neoblibené. Presto by ucitel nemél na tento aspekt vyuky ma-
tematiky rezignovat. Jednim z cild gymnazidlniho vzdélavani je seznamit zaky
s teoretickymi zaklady rtznych védnich obori vcetné hlavnich metod prace,
aby se zak mohl zodpovédné rozhodnout, kterému z nich se chce dale vénovat
ve studiu na vysoké Skole. Argumentovani, zdivodiiovani a dokazovani patii
k zakladnim zpusobum prace v matematice, a je-li nasim cilem predat zaktm
jisté znalosti z matematiky, nelze tyto znalosti odtrhnout od metod, kterjymi
se k nim dospélo.
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ZDUVODNOVANI V POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

MAGDALENA HYKSOVA

V pfispévku se budeme vénovat rtiznym zptsoblim zdtvodiovani ve stiedo-
skolském ucivu o pravdépodobnosti. Zaméfime se predevsim na podminénou
pravdépodobnost (napf. problematika falesné pozitivnich a fale$né negativnich
testil) a posuzovani vérohodnosti (napf. usuzovani o uéinnosti 1éki ¢i léceb-
nych metod). Podivame se na konkrétni piiklady z redlného svéta a porovnime
riizné piistupy k jejich feSeni a zdfivodilovani obecnych postupti.!

1 Vyéet mozZnosti

Bohatym zdrojem zajimavych motiva¢nich tloh pro vyuku poétu pravdépo-
dobnosti je oblast hazardnich her. Jejich rozbor lze ¢asto zalozit na jednodu-
chém vyc¢tu vSech moznosti, které mohou nastat, a vy¢tu moznosti ptiznivych,
kdy ziskdme néjakou vyhru. Pfitom se mohou studenti pomérné pfirozené se-
znamit s pojmem stredni ¢i ocekdvané hodnoty vyhry, resp. zisku.

Jednoduché a zaroven pouc¢né piiklady poskytuji vyherni hraci pristroje;
na nich si studenti také uvédomi, Ze pravidla jsou vzdy nastavena tak, aby
z dlouhodobého hlediska zajistila zisk provozovateliim heren a kasin, nikoli
hraciam, a snad se tim snizi pravdépodobnost, ze v dospélosti podlehnou hracské
vasni (anebo se alespoii budou vénovat napiiklad pokeru, kde mohou uplatnit
své schopnosti a vysledek ovlivnit).

Priklad: vyherni hraci pFistroj

V restauraci je provozovan stary vyherni hraci pfistroj se tfemi valci, z nichz
kazdy obsahuje celkem deset symbolti. Na prvnim valci je jedno srdce, dvé pod-
kovy, dva ¢tytlistky, dvé jahody, jeden banan a dva citrény, na druhém je jedno
srdce, jedna podkova, dva Ctyflistky, jedna jahoda, jeden banan, dva citrény
a dvé Svestky a na tfetim je jedno srdce, dvé podkovy, jeden ¢tyrlistek, jedna
jahoda, jeden banan a ¢tyfi Svestky. Sdzka na jednu hru ¢ini 2 K¢. Za tfi srdce
se vyplaci vyhra 300 K¢, za tfi podkovy 200 K¢, za t¥i étytlistky 100 K¢, za tii
jahody 10 K¢ a za tfi banany 2 K¢. Vypocitejte pravdépodobnosti jednotlivych
vyhernich kombinaci. Kolik procent ze vsazené ¢astky ¢ini ocekavana vyhra?

Resent

Kazdy ze tii valct obsahuje deset ,,policek”, existuje tedy celkem 10-10-10 =
= 1000 moznych vysledkt. Vyherni kombinace ¢4 srdce se pfitom objevi v je-
diném pfipadé, protoze kazdy valec obsahuje pravé jedno srdce. Pravdépodob-
nost, ze se valce zastavi pravé na této kombinaci, je tedy 1/1000 = 0,001,

1Vice piikladt z této oblasti, bezprostiedné pouzitelnych ve vyuce, jsme se snazili po-
skytnout ve sbirce [3]. Z dalsi literatury zamé¥ené na pochopeni zékladnich principii teorie
pravdépodobnosti, motivaci pro jeji studium a rozvoj pravdépodobnostniho mysleni zde p¥i-
pomerime alespon knihy [1], [2] a [4].
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tj. 0,1 %. Vyherni kombinace ¢4 podkovy se objevi ve ¢tyfech pfipadech (prvni
a tieti vélec obsahuji po dvou podkovach), pfislusné pravdépodobnost je proto
4/1000 = 0,004, tj. 0,4 %. Podobné ti ctyrlistky se objevi rovnéz ve ¢tyfech
ptipadech, t7i jahody ve dvou ptipadech a t7 bandny v jednom pripadé.

Mtzeme si tedy predstavit, ze pfi dlouhém opakovani automat vyplati pii-
blizné v jednom z 1000 pfipadt vyhru 300 K¢, ve ¢tyfech pfipadech 200 K¢, ve
¢tytech pripadech 100 K¢, ve dvou pfipadech 10 K¢, v jednom pripadé 2 K¢ a ve
zbyvajicich 988 pripadech nebude vyplaceno nic; hra¢ pritom zaplati pokazdé
2 K¢. P1i 1000 opakovénich tedy bude vyplaceno primérné

(300-14+200-4+100-44+10-2+2-1) Ké = 1522 K¢,

na jednu hru pak ptipada stredni ¢i ocekdvand viyjhra

(300-1+200-4+100~4+10~2+2-1

Ké = 1,522 K¢
1000 ) €T hee G

coz predstavuje 76,1 % ze vsazené ¢astky.

Dodejme, ze vyraz vlevo mizeme zapsat ve tvaru obvyklém pro stiedni hod-
notu, tj. jako soucet soucinu jednotlivych vyher a pfislusnych pravdépodob-
nosti,

1 4 4 2 1 988
—— 4200 —— +100- —— 4+ 10 —— 4+ 2. —— 22 ) Ke
(300 1000 200 1000 +100 1000 +10 1000 * 1000 +0 1000) ©

a studenty tak nenasilné privést k obecnému pojmu stfedni hodnoty ndhodné
veli¢iny.

Studenti, ktefi jsou s timto pojmem jiz obeznameni, jej mohou samoziejmé
pouzit hned na zacatku. Popsané vysledky lze shrnout do nasledujici tabulky:

Vyherni Pocet Pravdépodobnost| Vyhra Souéin
kombinace | moZnosti Di T; TiPi
Tt srdce 1 0,001 300 K¢ | 0,300 K¢
T¥i podkovy 4 0,004 200 K¢ | 0,800 K¢
T¥i ctytlistky 4 0,004 100 K¢ | 0,400 K¢
Tti jahody 2 0,002 10 Ké | 0,020 K¢
T¥i banany 1 0,001 2 K¢ | 0,002 K¢
Celkem 1 0,012 1,522 K&
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2 Cetnosti a podminéna pravdépodobnost

Ulohy tykajici se podminénych pravdépodobnosti jsou pro fadu studentit
znacné neoblibené, odvozeni vyuzivajici Bayestuv vzorec prili§ nechdpou a zave-
ram pak casto ani nevéri. Zalozi-li se vSak feseni na tvahach o cetnostech,
stanou se snadno pochopitelnymi i pro matematicky nejméné zdatné jedince.

V této ¢asti bychom zaroven chtéli poukézat na motivaéni potencial podob-
nych tloh. Studenti si ¢asto neuvédomuji souvislost probiraného uciva s real-
nym svétem; pfitom zrovna pravdépodobnost — a podminéné pravdépodobnost
obzvlast — nds provazi takika na kazdém kroku a vétSina z nas se nejednou
setkd s potiebou jejiho vypodétu. Typickym piikladem jsou testy zjistujici pri-
tomnost riznych nemoci ¢i vad. Studenti si mohou docela snadno predstavit,
7e se s nimi nékdy setkaji, af uz v roli lékafe, ktery by mél byt schopen spravné
interpretovat jejich vysledky a ucinit spravné zavéry, v roli pacienta, ktery se
ma s vysledkem testu néjakym zptsobem vyrovnat, anebo tfeba v roli politika,
ktery mé& moznost ovlivnit, zda bude urcity test pouzit k ploSnému screeningu.

Ulohy tohoto typu se mohou tykat vySetfeni na piftomnost HIV (tieba jen
rutinniho v ramci preventivni prohlidky naptiklad pfi nastupu do nového za-
méstndni ¢i v pribéhu téhotenstvi), mamografického vySetfeni prsu, testit pa-
trajicich po vyvojovych vadach plodu a podobné.? V tomto piispévku se za-
méfime na test, jehoz cilem je odhalit karcinom prostaty. Toto téma je dodnes
velice aktualni; stdle se naptiklad vedou diskuse o tom, zda by se takovéto
vysetfeni nemélo provadét plosné a pravidelné u vsech muza nad urcitou véko-
vou hranici. AniZz bychom chtéli jakkoli zpochybiiovat vyznam prevence a snah
o v€asné odhaleni nddorovych onemocnéni, poukazeme v nasledujicim prikladu
na to, ze podobnd rozhodnuti nejsou vzdy tak jednoduchd, jak by se na prvni
pohled mohlo zdat, a rozhodné se nejedna jen o otézku potfebnych finanénich
prostredkii.

Priklad: vySetfeni PSA

Pan Opatrny Sel v Sedesati letech na preventivni zdravotni prohlidku. Lékar
mu v ramci odbéru krve nechal vySetfit i tzv. PSA marker, ktery se pouziva
k odhaleni karcinomu prostaty, a potom mu oznamil, ze vysledek tohoto testu
vySel pozitivni. Nyni je pan Opatrny objednan ke specialistovi, ktery ma na za-
kladé opakovaného testu a dalSich vySetfeni doporucit, co dale. Mezitim hleda
informace o testu PSA. Kromé jiného se docetl, ze PSA je zkratka pro pro-
staticky specificky antigen, bilkovinu produkovanou bunkami prostaty. Hladina
byva zvysena u vétsSiny nemocnych s karcinomem prostaty, kromé toho ale
i z fady jinych pfi¢in. Pro upfesnéni se zkoumé jesté pomér tzv. volné a va-
zané bilkoviny PSA, coz umoZni zvyS$it tzv. senzitivitu testu pfiblizné na 80 %
a specificitu na 90 %. Pan Opatrny déle naSel, Ze senzitivita testu udava prav-
dépodobnost, Ze osoba s danou nemoci bude mit pozitivni test, a specificita
udéava pravdépodobnost, ze zdrava osoba bude mit test negativni. Nakonec si

2Tyto ptiklady jsou rozebrany v citované sbirce [3].
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uvédomil, ze pravdépodobmnost, ze mé rakovinu, nemusi byt zrovna 80 nebo
90 %, jak se mu zpocatku zdélo. Aby spravnou hodnotu vypocital, zac¢al hle-
dat informace o vyskytu karcinomu prostaty v Ceské republice. Docetl se, Ze
vyskyt tohoto onemocnéni vyrazné nartista s vékem: zatimco na 100 000 muzt
ve véku 45 az 49 let pfipadé pfiblizné 100 muzi, o nichz je zndmo, Ze s nemoci
7iji, ve vékové kategorii 60 az 65 let to jsou jiz pfiblizné 3000 nemocnych.
a) Dokézete panu Opatrnému poradit, jakd je po prvnim pozitivnim testu
pravdépodobnost, Ze mé skute¢né rakovinu prostaty?
b) Co kdyZ bude ve stejné situaci muz, kterému je 46 let?
¢) Jak se vyhlidky pana Opatrného zméni, kdyZ mu specialista oznami, Ze
vzhledem k rodinné anamnéze je v jeho ptipadé riziko vzniku karcinomu
prostaty napiiklad devétkrat vyssi nez u bézné populace?
Resent
a) Uvazujme pro nazornost 100 000 Cechii ve véku 60 az 65 let. Podle zadani
maji pfiblizné 3000 z nich karcinom prostaty (K P), ostatni jsou v tomto ohledu
zdravi (7). Ptiblizné 80 % nemocnych bude mit pozitivni test (7F), ostatni
nemocni budou mit test falesné negativni. Pozitivni test vSak bude mit také
10 % zdravych muzi:

100 000 muzi (60— 65 let)

karcinom prostaty: zdravi:
3000 97000
20 % 80 % 10 % 90 %
negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
600 2400 9700 87300

Pozitivni test tedy vyjde celkem 12 000 muzii, z nichz jen 2400 mé karcinom
prostaty; zbyvajicich 9700 mé vysledek falesné pozitivni. Pravdépodobnost,
Ze Sedesatilety muz, jemuZ vySel pozitivni test PSA, ma skuteéné karcinom
prostaty, je tedy

24
P(KP|T) = 00 tj. necelych 20 %.

= ——— =1(,198
2400+ 9700 T

Situaci mizeme znazornit také tabulkou, z niz snadno vycteme stejny vysledek:

Karcinom prostaty Zdravi Celkem
Pozitivni 2400 9700 12100
Negativni 600 87300 87900
Celkem 3000 97000 100 000
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Misto absolutnich c¢etnosti miizeme pracovat také s cetnostmi relativnimi,
které pfimo vyjadiuji pravdépodobnosti jednotlivych jevi:

muzi 60—65 let

karcinom prostaty: zdravi:
3 97
100 100
1 4 1 9
5 5 10 0
negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
1.3 _ _6 4. .3 _ 24 1. 97 _ o7 9 97 _ 873
5 100 _ 1000 5 100 1000 10 100 _ 1000 10 100 _ 1000

Na tomto schématu je dobfe vidét souvislost s Bayesovym vzorcem, ktery
predstavuje jinou (i kdyZ pro mnoho lidi méné pochopitelnou) moznost, jak
problémy tohoto typu Tesit:

_P(KPQT+)_ P(KPNTY)
P(KP|TY) = P(T+)  P(TY|KP)P(KP)+ P(T+|2)P(Z)
P(KP|T*) = % = 0,198

b) Nyni mdme uvazovat muze ve véku 46 let. Postup FeSeni je stejny jako
v predchozim bodé, jen budeme misto 3 000 uvazovat pouze 100 nemocnych na
100000 obyvatel:

100 000 muzi (45— 49 let)

karcinom prostaty: zdravi:
100 99 900
20 % 80 % 10 % 90 %
negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
20 80 9990 89910

Hledana pravdépodobnost je nyni

80

¢) Pti devitindsobné vy$§im riziku vzniku karcinomu prostaty vychézi hledana
pravdépodobnost méné optimisticky:
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100 000 muzi (60—65 let)
se zvySenym rizikem

karcinom prostaty: zdravi:

27000 73 000
20 % 80 % 10 % 90 %

negativni: pozitivni: pozitivni: negativni:
5400 21600 7 300 65 700
21600
P(KP|TT) = ——————— =0,747, tj. 74,7 %.
(KPIT™) = 51600 + 7300 = 0747 174

Na tomto prikladu je dobfe patrné, ze pravdépodobnost, Ze pacient, jemuz
vysel pozitivni test, skutecné trpi danou chorobou, zavisi nejen na kvalité testu,
ale zcela zasadné také na vyskytu nemoci v populaci. Je-li nemoc vzacna, miize
byt i pii velké presnosti testu vysoka pravdépodobnost falesné pozitivniho vy-
sledku; bez znalosti téchto souvislosti pak mnoho lidi proziva zbytecny strach,
neZ je dalsim vySetfenim p¥{tomnost nemoci vyloucena.?

V ptipadé karcinomu prostaty se navic vétsina urologickych spole¢nosti stavi
k jeho plosnému vyhledavani rezervované predevsim z jinych, zavaznéjsich da-
vodi. Jednim problémem je velké mnozstvi zbytecné provedenych biopsii, které
jsou Casto spojeny s nezadoucim krvacenim ¢i infekei. Hlavni potiz je pak v tom,
ze nadory prostaty se na rozdil od jinych naddorovych onemocnéni ¢asto vysky-
tuji ve formé, ktera neni agresivni a pacienta neohrozuje na zivoté, ¢i probiha
tak pomalu, Ze se za pacientova zivota viibec nestaci projevit. Na jedné strané
je tedy diky vysSettovani PSA rakovina prostaty zachycena ve vétsiné pripada
o deset a vice let dfive, nez tomu bylo v minulosti, nddory jsou castéji ohra-
ni¢ené na prostatu, méné agresivni a vcas zahajena lé¢ba znamena pro vét-
Sinu pacientti vyléceni. Na druhé strané mé 1écba radu neptijemnych vedlejsich
u¢inkt, které vyrazné snizuji kvalitu zivota (velmi ¢asto je to napiiklad inkon-
tinence a impotence), takze neni zddouci, aby ji podstupovali zbyteéné i ti,
jimz by nador za jejich zivota nezpusobil vaznéjsi problémy. Typ nadoru se
zkouma pomoci biopsie a fadé pacientd se nakonec doporuéi pouze dlouhodobé
sledovéni. V této souvislosti dodejme, ze z idaji rozsdhlé studie zahrnujici vice
nez 162 tisic muzl ve véku 55 az 69 let ze sedmi evropskych center vyplynulo,
ze aktivni, plo$né vysetfovani v pravidelnych intervalech sice vedlo ke snizeni
umrtnosti na karcinom prostaty (ve srovnani s béznou populaci), ale za cenu

3To je spole¢ny problém nejriizngjsich screeningti, které umoziiuji (¢asto za cenu pomérné
vysoké falesné pozitivity) vy¢lenit v prvnim kole vétSinu zdravych osob a dale pak vySetiovat
jen ty, u nichz je podezteni, Ze danou nemoc maji; k tomu se obvykle pouzivaji metody, které
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velkého poctu pacienttl, ktefi museli 1écbu podstoupit: v obdobi sledovani 11 let
bylo nutno vysetfit 1055 muza a nasledné z téchto 1é¢it 37, aby se zabranilo
jednomu timrti na karcinom prostaty.*

3 Posuzovani vérohodnosti

S medicinou — a tedy s nasim zdravim a zivotem — souvisi i posledni téma, na
které bychom se v tomto prispévku chtéli podivat, totiz posuzovani vérohod-
nosti. Je-li tfeba prokazat, ze urcity vysledek nastal naptiklad diky pozitivnimu
ptisobeni jistého léku ¢i procedury, zvlastnim schopnostem jedince apod., miize
se ur¢it pravdépodobnost, ze by ke stejnému nebo jesté vyraznéjsimu vysledku
(napf. stejné nebo jesté vice uzdravenych pacientl) doslo vlivem néhody za
predpokladu, ze by zadny pozitivni tc¢inek neexistoval. Tato pravdépodobnost
se nazyva p-hodnota; je-li nizsi nez stanovend hranice (nejéastéji 5 %, nékdy se
pozaduje jen 1 % nebo jesté méng), povazuje se obvykle vysledek za statisticky
v{znamny, tj. prokazujici, Zze k nému nedoslo pouhou nahodou.’

Priiklad: Géinnnost 1é¢by

Predstavme si, ze urcitd nemoc, kterd se vyskytuje velmi vzacné a dosud
se na ni nepodafilo nalézt G¢innou lé¢bu, vede k tmrti ve 25 % piipada. Far-
maceutickd firma vyvine novy lék, o némZ prohlasi, Ze sniZuje umrtnost na
tuto chorobu. Pro ovéfeni je objedndna odborné studie. Predpokladejme, zZe
k prokézani Géinnosti je pozadovéna p-hodnota mensi nez 5 %.

a) Lék byl podan deseti pacientim a vSichni prezili. Prokazuje takovato
studie Gc¢innost 1éku?
b) Kolika pacienttim by musel byt 1€k podan, aby skutecnost, ze vSichni
prezili, prokazala jeho ¢innost?
c¢) Lék byl podéan 20 pacienttim, z nichz 18 pfezilo a 2 zemfeli. Prokazuje
takovato studie tc¢innost 1léku? Co kdyz jich pfezije 19 a 1 zemfe?
Reseni
a) Pro kazdého z deseti pacientii je pravdépodobnost pfeziti bez G¢inného léku
75 %. Pravdépodobnost, zZe vSichni prezili ¢isté ndhodou, aniz by byl 16k G¢inny,

je proto
0,75-0,75---0,75 = 0,75'% = 0,0563, tj. 5,63 %.

10x

Vypoctenad p-hodnota je vétsi nez 5 %, studie proto neni dostatecné prikazn4.

b) Pro n pacientt je p-hodnota rovna 0,75"; fesime tedy nerovnici
0,75 < 0,05.

4Podrobnéjsi informace lze nalézt na webovych strankach Geskych a zahrani¢nich onko-
logickych a urologickych instituci, naptiklad: http://www.cus.cz, http://www.linkos.cz,
http://www.uroweb.cz, http://www.cancer.gov aj.

SPtipomenme, Ze hypotéza, ze zadny pozitivni Géinek neexistuje, se obvykle oznacuje
jako nulova, zatimco hypotéza, podle niz k pozitivnimu Géinku dochéazi, se oznacuje jako
alternationi.



http://www.cus.cz
http://www.linkos.cz
http://www.uroweb.cz
http://www.cancer.gov

41

Po zlogaritmovani dostaneme

log 0,05

1 1
nlog0,75 < log 0,05, tedy n > log 0,75

= 10,41.

Nejmensi prirozené ¢islo spliujici tuto podminku je n = 11. K prokazani ucin-
nosti by tedy 1ék musel byt podan alespon jedenacti pacientim a vsichni by
museli prezit.

c¢) Hledejme pravdépodobnost, Ze by se stejny nebo jesté vyraznéjsi vysledek
objevil pouhou nidhodou, tj. ze by alespon 18 z 20 pacientdl pfezilo ndhodou
i v ptripadé, ze by byl 1ék netucinny. Tato pravdépodobnost je souc¢tem prav-
dépodobnosti, Ze prezije pravé 18 pacientli a zbyvajici dva zemfou (pFitom
existuje (%) moznosti, jak vybrat tyto dva pacienty), pravdépodobnosti, ze
prezije pravé 19 pacientd a jeden zemfe, a pravdépodobnosti, ze pfezije vSech
20 pacientt:

20
<2> -0,75'%.0,25% 420 - 0,752 - 0,25 + 0,75%° = 0,0923, tj. 9,23 %,

coz je vice nez pozadovand hranice 5 %. Studie tedy u¢innost léku neprokazuje.

Nyni vypocitejme pravdépodobnost, ze by ndhodou pfezilo alesponi 19 z 20
pacient, kdyby byl lék netcinny:

200,759 . 0,25 +0,75%0 = 0,0243, tj. 2,43 %.

Nalezend p-hodnota je nizsi nez pozadovand hranice 5 %, G¢innost léku je proto
prokazana.
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PREKVAPENI PRO ZACATECNIKY

RApkA HOLECKOVA

Do skoly jsem jako ucitelka matematiky a deskriptivni geometrie nastoupila
v lednu 2012. Rok a ptl jsem ucila nejdfive 4 hodiny matematiky tydné, poté
6 hodin matematiky tydné. Na plny tivazek jsem zacala vyucovat v zaii 2014.

Moje predstavy o vyuce matematiky se postupné vyvijely a ja se tento vyvoj
pokusim shrnout ve svém prispévku.

1 Matné vzpominky na stiredoskolska léta

Vystudovala jsem osmileté gymnazium. Z nizsich ro¢nikti gymnazia si pa-
matuji velmi malo, snad jen kresleni obrazki u slovnich tloh o pohybu. Tento
zplsob znézornéni daného problému mi vyhovuje dodnes a snazim se jim za-
ujmout i své zdky. Dikaz Pythagorovy véty jsme asi neprobirali, na druhou
stranu se mi vybavuje, jak jsme v sexté dokazovali Eukleidovy véty pravé po-
moci véty Pythagorovy. Kromé toho si vsak na zadny diukaz nevzpominam.
Pfesto nemuzu Fict, Ze by se tehdejsi vyuka nesla ve stylu ,kuchaiky“. Absenci
ditkazt jsem vSak nepocitovala jako k¥ivdu. Kdyz uz jsem chtéla védét néco
navic, spis mé zajimaly dalsi postupy a fascinovalo mé, ze funguji.

Naopak si zivé vzpomindm na to, ze jsme méli dobfe vymezené matematické
pojmy. Néktery ucitel tomu fikal definice a zapisoval je slovné i matematickou
symbolikou. Jiny ucitel ,jen“ napsal znéni definice na tabuli, aniz by slovo
definice jako takové pouzil. At se ucitel prikldnél ke kterékoli varianté, kazdy
z nich si daval zaleZet na tom, abychom my studenti matematickym pojmtm
rozumeéli.

Na stfedni skole mi vlastné nejvic vyhovovalo to, ze v uéebnim planu pro po-
sledni dva ro¢niky byly zahrnuty seminare. Studenti navic nebyli nijak omezeni
v jejich vybéru. NerozliSovala se prirodovédecka vétev od humanitni. Zkratka
byla vypsana nabidka semindit a student si mohl vybrat tieba kombinaci se-
minaft matematika a déjepis. Tak se stalo, Ze v maturitnim ro¢niku jsem meéla
osm hodin matematiky tydné. A¢ bez dikazl, byly pro mé velkym piinosem
v tom, Ze jsem ziskala velkou praxi v pocitani prikladt, coz mi nyni jako uci-
telce jediné prospélo. Pti kontrolovani studentt u tabule jsem rychlejsi a spis
najdu chybu. (Také si zivé pamatuji vlastni chyby a tusim, po ¢em pétrat.)

2 Pred nastupem do role uditelky
Lasku k dukazim a nepristfelné argumentaci ve mné vybudoval az matfyz.

Fascinovalo mé, jak do sebe vSe krasné zapada a trochu mi bylo lito, Ze jsem
se k této Casti matematiky nedostala diiv.
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Casem jsem zacala uvazovat o tom, do jaké miry se daji matematické postupy
pouzivané na stfedni skole zdavodrovat. Tézko se da zacit axiomaticky od
prvnich hodin. Tak jak tedy?

Bohuzel jsem si vSak nestihla pofadné rozmyslet, do jaké miry budu ma-
tematické postupy vysvétlovat studenttim ve svych hodinach. Nastoupila jsem
béhem tfetiho ro¢niku studii na MFF UK na stfedni primyslovou skolu. Po-
hltily mé tézkopadné ucitelské zacatky, které prisly jesté pied pedagogickymi
praxemi. Tehdy jsem byla rdda, Ze jsem (snad) schopnd vysvétlit postupy fe-
Seni tloh, Ze mluvim srozumitelné, ze si vS§imnu, ze se nékdo hlasi ... Zkratka
jsem meéla vic starosti sama se sebou nez se studenty.

3 O nékolik let pozdéji

Krusné zacatky mam, doufejme, za sebou a dnes muzu fict, ze kde to uznam
za vhodné, ukazu dikaz, popfipadé naznac¢im, pro¢ dany postup funguje.

Ze stfedoskolské matematiky (mé&jme na mysli okruhy ke statni maturité
z katalogu pozadavki platného od skolniho roku 2015/2016) jsem zatim vyudo-
vala vSechna témata az na exponencialni a goniometrické rovnice a planimetrii.

Ve svych hodinéch se snazim vysvétlovat latku co nejjednoduseji, proto hle-
dam jakousi rovnovahu mezi fe¢i matematiky a feci stfedoskolaki. Uvadim tedy
definice, které se pak navic snazim okomentovat na néjakém ptikladu, nebo je
néjak opsat, aby studenti lépe pochopili jeji vyznam.

Co se tyce logiky a dikazi, dokazuji Pythagorovu vétu, vzorec pro kofeny
kvadratické rovnice, soucet né€kolika prvnich ¢lent aritmetické posloupnosti ... ,
ale samoziejmé ne u kazdého tématu vénuji cas dikazu, nékdy pouze shrnu
postup s naznakem logického zduvodnéni.

Po tomto tvodu ukazuji postup feseni tloh krok po kroku a se studenty
latku procvicuji. Snazim se, aby studenti se zajmem o logické zazemi matema-
tiky nebyli ochuzeni, ale vzdy chci vyhovét i slabsim, ktefi zkratka vyzaduji
jednoduchy néavod, jak néco spocitat. Zdaleka ne pokazdé vSak logicka argu-
mentace a vysvétleni postupu padne na trodnou pidu a student fesi tlohu
postupem, ktery zdtvodnit nelze.

V nasledujicich odstavcich se pokusim predvést, co se odehralo v jedné ho-
diné matematiky prvniho ro¢niku stiedni primyslové skoly.

4 Ptihoda z hodiny: MAT pro 1. roénik SS — nerovnice v podilovém
tvaru

V tematickém pléanu jsou pred nerovnice v podilovém tvaru zafazeny kvad-
ratické rovnice a nerovnice. Studenti tedy maji procvi¢eno hledani koreni kva-
dratické rovnice pomoci vzorci pro diskriminant a kofeny, i pomoci Vietovych
vzorcd. Kvadratickou nerovnici fesime metodou nulovych boda. Metodu nulo-
vych bodu posléze vyuzivame i pfi feSeni nerovnic v podilovém tvaru.
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Vysvétlovani postupu feSeni nerovnice v podilovém tvaru zac¢indm tim, zZe
si nejdfive spocitame nulové body dané nerovnice. Poté studenty vyzvu, aby
dosazovali jina cisla nez nulové body a zjistili, jestli vysledek vychazi kladny
¢i zaporny. Postupné se je snazim privést k zavéru, ze nulové body rozdéli
realnou osu na oteviené intervaly, pro které plati, Ze at dosadime do vyrazu
kterékoli ¢islo z daného intervalu, vysledek vychazi u kazdého ¢isla kladny, nebo
u kazdého ¢isla zaporny.

Postup zapisujeme do tabulky, z které pak uréime mnozinu feseni nerovnice.
Zapis prikladu tedy vypada zhruba takto:

r—1
>0
r+3
Nulové body: —3, 1
(—00; —3) -3 (=3;1) 1 (1; +00)
rx—1
+ X - 0 +

T+ 3

Kdyz dojdeme v postupu k tomuto kroku, nabadam studenty, aby si znovu
precetli nerovnici v zadani: ,V§raz méa byt vétsi nebo roven nule.“ ReSenim
tedy je mnozina:

K = (—o00; —3) U (1;4+00)

Dale nasleduje procvicovani prikladd k upevnéni dané latky. Béhem toho si
studenti v§imnou, ze tabulka standardné vychézi tak, ze se v kolonkach inter-
vali stfidaji znaménka. Staci tedy dosadit do vyrazu pouze jedno ¢islo, napi.
—4, diky tomu zjistime, Ze pro interval (—oo; —3) vychézi vyraz kladny. Pro
sousedni interval (—3;1) vyjde tedy zédporny a pro posledni interval (1;400)
opét kladny.

V lonském skolnim roce jsem se béhem toho dockala pfekvapeni, které prislo
zhruba po tfech hodinach nerovnic, kdy uz vétsina zakt méla nauceny postup.
Ozval se student s klasickym: ,,Pani ucitelko, mné to nevyslo!“ Vydala jsem
se k lavici a ocekavala numerickou chybu. Chyba vsSak nastala tplné jinde.
Studentiv zapis v tabulce:

(—00; =3) -3 (=3;1) 1 (1; +o0)

r—1
r+3

— X + 0 —

Oznéamila jsem studentovi, ze zapis plust a minusi mé presné obracené, a ze-
ptala se, jak na to prisel. ,,No, ten zobacek ma $picku vpravo, takze uprostied
tabulky bude plus a na krajich minus.*

Timto vysvétlenim mé student znacné vydésil, protoze jsem si nepamato-
vala, ze bych né€kdy néco takového fikala. Student jesté dodal, ze kdyby byla
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$picka doleva, je uprostied minus a na krajich plus. Snazila jsem se mu pripo-
menout, ze alespon jedno ¢islo do vyrazu dosadit musime, abychom zjistili, jaké
znaménko vychazi pro dany interval. Poté teprve muzeme vyuzit poucku, ze
u sousednich intervali je znaménko jiné. Student argumentoval: ,,Ale v pied-
chézejicich deseti prikladech to vyslo, az ted nel“

Prohlédla jsem predchozi stranky jeho sesitu a zjistila, Ze v tomto mé pravdu.
Predchézejici nerovnice byly zadané tak, ze studentovi vysel spravny vysledek,
prestoze se drzel Spatného postupu, ve kterém vibec nebral v potaz zadany
vyraz na levé strané a jen koukal na znaménko nerovnosti. ,Vzdyt vy viibec
neberete v potaz vyraz vlevo. Znaménko samo o sobé vam nerekne, jaky ma
byt spravny vysledek, na to se nemuzete spoléhat. Aspon jedno ¢islo dosadit
musite.“

Bez obalu pfiznam, Ze mi tehdy dosly argumenty a nezmohla jsem se na nic
jiného, nez ze jsem dokola opakovala, Ze jeho postup nema logické odtivodnéni.
Nelze prece argumentovat tim, ze kdyz to vyjde desetkrat, musi to vyjit poje-
denacté. Student vsSak stal na svém a neslo mu na mysl, ze kdyz jeho postup
desetkrat fungoval, tak jak mohl po jedenécté selhat. Ke spravnému postupu
se pak uchylil, ale jeho vyraz na tvari svédcil o tom, ze stale nerozumi tomu,
pro¢ to pojedenacté nemuselo vyjit.

Neni to prvni pripad, kdy se setkavam s chybou, ktera mi vznikla pfed nosem
a ja bych si ji byvala nevsimla, kdyby se student neozval.

5 Zamysleni do budoucna

Jsem teprve v zacatcich a rozhodné se nepovazuji za zkusenou ucitelku. Po
téchto zazitcich mé k tématu konference, ktera je zamérena na logiku, zduvod-
novani a ditkazy ve stfedoskolské matematice, napada néco dalsiho.

Da se predchazet chybam?

Zatim jsem nejcastéji ucila latku prvniho ro¢niku — mnoziny, vyroky, vy-
razy, rovnice a nerovnice. Prvni rok jsem si vS§imala, kdy studenti délaji chyby
a jaké chyby jsou nejcastéjsi. V dalsim roce jsem se vzniku Castych chyb snazila
predchazet, volit slova tak, aby nedoslo k nedorozuméni.

S tim se momentalné potykam trochu vice, nez s myslenkou, jak ¢asto nasa-
zovat ve vyuce dikazy. Nechci tim Fict, Ze bych logickou argumentaci odsunula
na vedlejsi kolej. Spis bych rada pfisla na to, jak ji podat srozumitelné dnesnim
stredoskolaktim.

Vychézim z chyb, které udélali, a snazim se jim predchézet. V budoucnu
pfi vyuce nerovnic rozhodné zdaraznim, ze je bezpodmineéné nutné dosadit
alespon jedno ¢islo rtizné od nulovych bodd do zadaného vyrazu a zjistit, jestli
vysledek je kladny nebo zaporny.

Daéle se zamyslim nad tim, jakou skladbu piikladd volit. Ve vysSe zminéné
pfihodé jsem nezminila, Ze samoziejmé probirame i specidlni pripady. Jak se
ale ukazalo, budu muset pfemyslet i nad tim, jaké pfiklady v hodinach ¢i do-
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maécich tkolech pouzit, aby byly rozmanitéjsi. Snad se diky tomu podari, aby
se popsand pirihoda z hodiny na stfedni skole neopakovala.

6 Zavér

Matné se pamatuji na poucku Komenského, Ze je mnohem snazsi studenta
naucit néco nového, nez ho preucit zazity postup, ktery nefunguje. Do bu-
doucna se proto pokusim vmeéstnat do hodinové dotace logickou argumentaci
formulovanou tak, aby nedochézelo k pirekvapenim, kterd jsou pro zac¢atecnika
velmi necekan.

RNDr. Radka Holec¢kova

Vyssi odbornd skola stavebni a Stfedni pramyslova skola stavebni
Dusni 17

11000 Praha 1

radka-holeckova@seznam.cz
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IMPLIKACE JAKO DIDAKTICKY PROBLEM

Dac HRUBY

Impulzem k napséani tohoto ¢lanku byl nasledujici text z knihy [1, s. XXXIX]:
,PTesné, co Frege nechtél a pred ¢im varoval, se stalo. Logika se stala kalkulem,
puvodné zamyslena logika matematiky se stala matematickou logikou, matema-
tickou disciplinou, podobnou jinym matematickym obortim. A tento novy obor
rozkvetl ve dvacatém stoleti do neobycejné dokonalosti a krasy a jako plod ze
sebe vydal poéitace — pravé v oblasti poéitaci (v informatice, computer science)
nasel nejdokonalejsi uplatnéni. Logika jako kalkul (pocet, poéitani) se stala lo-
gikou pocitaci. To mélo ovSem své zdvazné dtsledky. Jednim z nich je, ze se
po dvou tisici letech pfestala vyufovat ve Skoldch (gymnéziich i univerzitéch)
logika jakozto prostifedek k péci o jazyk, ke kultivaci presného vyjadiovani. Na-
hrazena byla kalkulem a ten se nakonec ukazal byt tak kontraproduktivni, ze
v nékterych zemich (napt. Rakousku) nakonec doslo k zédkazu vyucovani takové
logiky. Nyni stojime pfed problémem, jak obnovit vyucovani logiky v piivodnim
smyslu (tj. jako jazyka).*

Vzal jsem si do ruky ceskou ucebnici matematiky pro gymnézia [2], kterd
obsahuje ucivo logiky. Byl jsem velmi piekvapen, kdyz jsem zjistil, ze slovo
logika se zde vibec nevyskytuje. Ucivu z logiky je vénovana kapitola s na-
zvem Zdkladni pouceni o vyrocich v rozsahu necelych tficeti stran. Pfitom jesté
v nedavné minulosti méla logika své vlastni ucebnice. Uéebnice [3], [4] mély
rozsah 205 stran. Je pozoruhodné, Ze uéebnice [2] neobsahuje ani pojmy jako
jsou predikat, predikatovy pocet. Ramcovy vzdélavaci program pro gymnézia
(RVP G) [5] ocekéva od zakt nasledujici vystupy: Zdk c¢te a zapisuje tvrzeni
v symbolickém jazyce matematiky, uziva spravné logické spojky a kvantifikdtory,
rozlist definici a vétu, rozlisi predpoklad a zdver véty, rozlisi spravny a nespravny
usudek, vytvari hypotezy, zduvodniuje jejich pravdivost a nepravdivost, vyvraci
nespravnd tvrzent, zduvodnuje svij postup a ovéruje spravnost reseni problému.
Pochybuji, ze by vétsina souCasnych studentit gymnazia splnovala ocekavané
vystupy pozadované v RVP G. Pfi soucasnych podminkach vyuky matematiky
na gymnéziich v CR pokldddm tyto vystupy za témef neredlné. V ucebnici [2]
se navic pojmy usudek a hypotéza vibec nevyskytuji, coz muze ale souviset
s tim, ze ucebnice byla napsana dfive nez RVP G. Z druhé strany nelze Fici, ze
by ucebnice [2] prezentovala logiku jako vySe uvedeny kalkul. Myslim si, Ze by
ucivo logiky na gymnéziu zasluhovalo Sirsi zabér. Predpoklddam, Ze dobry uci-
tel matematiky na gymnaziu neskonéi s logikou v prvnim ro¢niku v ramci dané
ucebnice, ale po celou dobu studia dba o rozvijeni jazyka matematiky a usi-
luje o kultivaci pfesného vyjadfovani. Logice by méla byt vénovana pozornost
zejména v poslednich dvou ro¢nicich gymnazialniho studia. Jistym fesenim by
bylo napsani nové ucebnice pro gymnazia s nazvem ,Zaklady logiky a teorie
mnozin“, kterd by obsahovala také historii hlavnich etap vyvoje matematiky
a ukazala na vztah matematiky, filosofie a uméni. Nyni se jiz budu vénovat
slibenému tématu uvedenému v nazvu tohoto clanku.
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Jako vychozi bod pouziji nésledujici text z knihy [6, s. 341]: ,Nesamozfej-
most pojmu logické platnosti ukazuje samotny vyvoj logiky jako védecké dis-
cipliny, poéinajici velkou (i kdyZ malo zdokumentovanou) roztrzkou peripa-
tetické a megarsko-stoické Skoly ohledné toho, zda je zdkladnim tsudkovym
principem kategoricky sylogismus nebo pravidlo kondiciondlu, a koncici tak-
zvanou Grundlagenstreit ve dvacatém stoleti, iniciovanou Brouwerovym zpo-
chybnénim zdéanlivé nezpochybnitelnych rozumovych principi jako vylouceny
tretl.“ Tento text mizeme studentlim gymnazia zatajit nebo ho podat ve sro-
zumitelnéjsi formé, avsak ucitel matematiky by se o tento text mohl zajimat
hloubéji. Pfipomenme si, Ze peripatetickou skolou rozumime skolu, kterou za-
lozil a ve které vyucoval Aristotelés. Nazev je odvozen podle jejiho kolonadniho
sloupofadi (peripatos), nebo proto, Ze Aristotelés vyucoval své zéky prochizeje
se s nimi (peripatein — chodit okolo, prochézet se) [7]. Kategoricky sylogismus
je obvyklym typem tisudku pouzivanym pro béznou argumentaci vysvétlovani.
Je to tsudek sloZeny ze t¥i kategorickych soudt (dvé premisy a zavér), v némz
se vyskytuji celkem t¥i pojmy. Aristotelovu logiku lze charakterizovat jako lo-
giku pojmu, a tedy ji lze povazovat za urcitou anticipaci soucasné predikatové
logiky. Megarsko-stoicka skola se zabyvala pfedevsim logikou slozenych soudi,
které vznikaji z jednoduchych subjekt-predikatovych soudi slozenim pomoci
tzv. logickych spojek a analyzou vztaht vyplyvani, které mezi nimi nastavaji.
Stoikové na rozdil od Aristotela neanalyzuji vnitini strukturu vyroku, stavebni
jednotkou neni pojem, ale vyrok. Sylogistika, ktera timto zptisobem vznikne,
je anticipaci soucasné vyrokové logiky. Stoicko-megarsky sylogismus se nazyva
hypoteticky sylogismus [8, 9]. Z pohledu soucasného pojeti vyuky matematiky
na gymnaéziu je pro ucitele matematiky blizsi pojeti megarsko-stoické skoly nez
skoly peripatetické a tedy silnéjsi priklon ke kondicionalu nez ke kategorickému
sylogismu. Vyznam aristotelské sylogistiky z hlediska matematického pojeti po-
klesl [10]. Prvnimi logiky, ktefi podali relativné uceleny vyklad implikace byli
megarikové Dioddros Kronos a Filén. Pro implikaci pouzivali ndzvu synémmeon
»Spojeni,* resp. ,to, co je spojeno” a oba ji shodné vymezovali jako slozeny vy-
rok vytvofeny pomoci spojky ei resp. eiper. Kondicional (podmiriovaci zptisob)
je slovesny zptisob, jimz se vyjadiuje, ze uskutecnéni urcitého déje nebo stavu
je podminéno jistymi okolnostmi. Formy podminkovych souvéti se spojkou ei se
zacCaly v Tectiné utvaret v obdobi, které predchéazelo vzniku nejstarsich paméa-
tek recké literatury. Podminkové véty se spojkou ei jsou pouzity na fadé mist
homérskych eposti. Napt. v Iliadé, zpév 5, vers 273: kdybychom tyto dva za-
jali, nabyli bychom sldvy® [11]. S klicovym vymezenim implikace pfichazi Filén
Megarsky (kolem roku 300 pf. n. 1.). Z tohoto diivodu je nazyvéna jako filon-
skd implikace. Jiny, historické souvislosti nezohlednujici nazev této implikace je
materidlni implikace. Implikaci odpovida na drovni pfirozeného jazyka spojka
jestliZe, pak. Forma vyroku je: jestlize p pak q. Spojce jestliZe, pak odpovida
symbol ,,=“. Vysledna forma takovychto vyroka pak je: p = ¢. Podle Filéna
plati:
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p q p=4q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Filénova implikace je tedy pravdiva tehdy, jestlize nenastane druhy pifipad,
jestlize tedy neni pravda, Ze je prvni véta pravdiva a druha véta nepravdiva.
Predlozena definice nebyla pfekonana ani soucasnou logikou. Je nutné pozna-
menat, ze uvedend definice zcela nevystihuje, jak rozumime pravdivostnim pod-
minkdm kondicionalnich souvéti v prirozeném jazyce. Pokud totiz spojime dva
vyroky spojkou jestlize, pak predpokladame mezi témito dvéma vyroky néjakou
hlubsi souvislost (kauzalni, obsahovou) [9]. Napi. vyrok ,Jestlize byl Aristotelés
filosof, pak Karel IV. zaloZil praZskou univerzitu“ lze stézi pokladat za pravdivy,
ale podle Filona se o pravdivy vyrok jednat musi, protoze jak prvni, tak druha
véta jsou zcela jisté pravdivé. S jinym pojetim implikace pfichazi Dioddros
Kronos (1307 pf. n. 1.). Jeho uvahu lze vyjadfit takto: ,Implikace je prav-
divd tehdy a jen tehdy, jestlize neexistuje okamzik, ve které by prvni véta byla
pravdivd o druhd véta nepravdivd.“ Podle Dioddéra Krona je vyrok ,JestliZe
byl Aristotelés filosof, pak Karel IV. zaloZil praZskou univerzitu“ nepravdivy,
protoze existuje okamzik, napf. rok 1300, ve kterém je pravda, ze Aristotelés
byl filosof, ale neni pravda, ze Karel IV. zaloZil prazskou univerzitu. Zajimava
situace nastane, pokud v daném vyroku zaménime poradi vyroki. Dostaneme
tak vyrok ,Jestlize Karel IV. zaloZil univerzitu, pak byl Sokrates filosof,“ ktery
je pravdivy jak podle Filéna, tak podle Diodéra Krona.

Jednotlivé vyroky v implikaci p = ¢ maji nasledujici nazvy:

p q
antecedent konsekvent
premisa conclusio
predpoklad dasledek
podminka postacujici podminka nutna

Vyznam implikace, jak byl stanoven v moderni logice, nezavisi na tom, zda
jeji konsekvent mé néjakou souvislost s antecedentem [12]. Implikaci je mozné
utvaret jak z pravdivych, tak také z nepravdivych vyrokt. Uvazujme vyrok

Jestlize 3 -3 = 9, pak Praha je hlavni mésto CR.
Tento vyrok je pokladan v logice za smysluplny a pravdivy vyrok. Lze vSak
predpokladat, ze pfi vyuce se bude jevit nékterym studenttim jako velmi pro-

blematicky. Situace se jesté vice zkomplikuje, pokud budeme tuto implikaci
interpretovat jako dvojici pfedpoklad-dtisledek. Ziejmé plati

Predpoklad, %e 3-3 =9, vede k disledku, Ze Praha je hlavni mésto CR.
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Pokud ucitel tuto situaci podceni, nemize se divit, kdyz nékteti studenti pro-
hlasi, Ze to vse je nesmysl a logika je velmi podivna véda. VySe uvedeny piiklad
je ukdzkou neshody mezi béznym jazykem a matematickou logikou. Je otazkou,
pokud se omezime na logiku pouze v prvnim ro¢niku gymnézia, do jaké miry
studenti pochopi, Ze mezi predpokladem a diisledkem nemusi byt zadny vztah.

V zavéru ¢lanku bych se rad vyjadril k pojmu ,nepfimy dukaz“. Neni pro-
blém ukazat na fadé publikaci, ze nepfimy dtkaz je pouze jiny nazev pro di-
kaz sporem. Napf. v knize [10] se pojem ,nepiimy dikaz“ viibec nevyskytuje.
Zajimavy vyklad m& A. Tarski v knize [12]. Na str. 160 ¢teme: ,Dikaz teo-
rému 1 je prikladem dikazu nazyvaného neprimym dikazem nebo také dika-
zem redukci k absurdu. Dikazy tohoto druhu lze zcela obecné charakterizovat
takto: abychom dokézali teorém, pfedpokladame, ze je nepravdivy, a odvodime
z toho jisté dusledky, jez nas donuti zavrhnout ptvodni predpoklad. Neprimé
dukazy jsou velmi bézné v matematice.“ Dale na str. 180 téze publikace ¢teme
»,2Abychom dokézali vyrok tvaru implikace, feknéme vyrok: jestlize p, pak gq,
predpoklddame, ze zavér vyroku, tj. ,,¢*, je nepravdivy (nikoli cely vyrok); z to-
hoto predpokladu, tj. z ,,ne ¢“, usuzujeme, ze predpoklad vyroku je nepravdivy,
tj. ze plati ,,me p“. Jinymi slovy, misto abychom dokazovali uvazovany vyrok,
podavame diikaz odpovidajiciho kontrapozitivniho vyroku: jestliZe ne q, pak
ne p, odkud usuzujeme na platnost ptivodniho vyroku. ... Usudky této formy
jsou velmi bézné ve vSech matematickych disciplinach: jsou nejobvyklejsim ty-
pem neprimého dikazu.“ Tedy, vzhledem k textu na str. 160, typem dikazu
redukci k absurdu.

Nesouhlasim proto s pojetim, které je napiiklad uvedeno v udebnici [2].
Cituji: ,,Nepfimy dukaz véty a = b spociva v tom, Ze dokéZeme obmeénénou
implikaci =b = —a, kterd je s implikaci a = b ekvivalentni. Nepfimy dikaz
véty a = b je vlastné pfimy dikaz véty —b = —a, takze to pro nas neni
nic nového“. Se zavérem vyse uvedené citace, ze nepfimy dikaz véty a = b je
vlastné pfimy dikaz véty —b = —a, bych si dovolil polemizovat. Pro¢ by nebylo
mozné dokazat vétu —b = —a sporem? Znamena to snad, Zze dokazovat vétu
—b = —a sporem uZ neni nepifimy dikaz? Co je tedy tzv. nepfimy dikaz véty
a = b? Je to jakykoliv diikaz véty —=b = —a? Je to pfimy dikaz véty —b = —a?
Je to dikaz véty —b = —a sporem? Pouzivat pojem nepiimy dikaz k oznaceni
jiného dtikazu nez dtikazu sporem pokladam za metodologické pochybeni, které
problém dtikazu jenom zamlzuje. Na zakladé zakona transpozice

a=bs b= —a

je prece uplné jedno, zda dokazuji vétu a = b nebo vétu =b = —a. Vzdy pouziji
bud dukaz pfimy nebo ditkaz sporem. Na tomto misté pfiznadvam, Ze jsem jeden
z lektort ucebnice [2]. V dobé jejiho vzniku jsem dany problém takto nevnimal.
Opakuji jesté jednou, ze by si ucivo z logiky zaslouzilo vétsi pozornost v RVP G
a samostatnou ucebnici, pouzivanou v kazdém roc¢niku gymnazia.
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UZITI PROGRAMU GEOGEBRA PRI ZKOUMANI
MNOZIN BODU DANYCH VLASTNOSTI

RoMmAN HASEK

Uvod

ZaméFeni letosniho ro¢niku této konference je na jeji strance [2] charakteri-
zovano nasledujicimi okruhy: ,rozvijeni kritického mysleni zakt ve vyuce mate-
matiky“,  heuristické strategie, objevovani a ovérovani hypotéz*, ,zduvodno-
vani matematickych vztahi, dokazovani, protipriklady* a ,role symbolického
jazyka matematiky pii argumentaci®. Cilem pfispévku je pomoci konkrétnich
prikladt ukazat, ze vyuziti pocitace, konkrétné programu GeoGebra [10], pii
vySetfovani mnozin bodt danych vlastnosti poskytuje rozliéné piilezitosti pro
realizaci vyucovacich metod a pro rozvoj zakovskych dovednosti a schopnosti,
které se za uvedenymi okruhy skryvaji.

MnozZiny bodu danych vlastnosti

Pro detailni pfipomenuti vykladu pojmu mnoziny bodd danych vlastnosti,
ktery je v souladu s jeho chapanim ve Skolni matematice, lze doporucit publi-
kaci [14]. Zde se omezime pouze na takové mnoziny bodt, které maji povahu
rovinnych kiivek. Pro vétsi ndzornost jejich predstaveni i pro ilustraci jejich
souvislosti s readlnym svétem budeme pritom tyto kiivky uvazovat jako kfivky
dynamicky vykreslované, tj. jako trajektorie bodd spojenych s pohyblivymi ge-
ometrickymi obrazky. Takovyto dynamicky pfistup k mnozinam bodu danych
vlastnosti nam dovoluje spojit zkouméani odpovidajicich geometrickych vztahi
s tvorbou pocitacovych, pfipadné i redlnych modeld.

Je zfejmé, ze vzhledem ke svému zaméfeni na vysSe uvedené kiivky neposky-
tuje tento prispévek kompletni obraz moznosti vyuziti programu GeoGebra pii
vySetfovani mnozin bodi danych vlastnosti. Existuje vSak dostatek materiali,
které 1ze pro doplnéni tohoto obrazu doporucit. Mnozinam bodt zalozenym na
vzdélenostech se vénuje naptiklad ¢lanek [15]. Autorka v ném predstavuje origi-
nalni v GeoGebfe vytvorené materidly ve formé pracovnich listd, které pouziva
pfi vyuce na zakladni skole. Program GeoGebra se svymi nastroji poskytuje pro
tyto materidly prostiedi, v némz si zaci pfirozenym zpusobem formuji poznatky
o mnozinach bodt zaloZenych na vzdalenostech. Dalsi vjukové materidly, opét
vytvorené uciteli z praxe, které tentokrat netradi¢nim zptisobem propojuji téma
mnozin bodt danych vlastnosti s redlnym svétem, lze najit v publikaci [12].

Program GeoGebra

Program GeoGebra je zdarma dostupny dynamicky matematicky program
urceny pro podporu vyuky a studia matematiky, jehoz popularita se pomérné



53

rychle $ifi po celém svété a jehoZ vyvoj je podfizen potiebam vyuky matema-
tiky a neustale se snazi reagovat na pozadavky uzivateli. Program je prelozen
do témér sedmdesati jazykt a je funkeéni na osobnich pocitacich i dotykovych
zaFizenich. Jeho instala¢ni soubory jsou uvedeny na strance [10].

V prispévku se zaméfime na nastroje a funkce, které program GeoGebra
nabizi pro zkouméni mnozin bodu danych vlastnosti. Mnohé z téchto pro-
stfedk byly popsany, predevsim na priikladech tykajicich se kuzelosecek, jiz
v ¢lanku [7]. Kazdému, kdo se chce naucit s GeoGebrou pracovat, lze jedno-
znacné doporucit publikaci [6], kterd pfinasi celkovy ivod do tohoto programu,
zalozeny na teSeni praktickych ptikladi.

Strucné lze fici, ze GeoGebra poskytuje komplexni soubor néastroju pro vy-
Setfovani mnozin bodu danych vlastnosti na rozli¢nych trovnich, od jejich vizu-
alniho zkoumani az po vypocet jejich rovnic pomoci nastrojt poc¢itacové algebry
a s uplatnénim algoritmil automatického dokazovani geometrickych vét.

Pro funkce pocitacové algebry je v programu GeoGebra vyuzivano jadro
instalace. Pro externi vypocty je pak prostfednictvim pfipojeni k internetu
vyuzivén robustnéjsi systém Singular [3]. Vice informaci o implementaci poci-
tacové algebry v GeoGebfe najde zajemce v [13].

Pro dynamicky vykreslované kiivky, kterymi se v prispévku zabyvame, je ty-
pické, Ze vznikaji jako trajektorie bodu, oznaéme ho naptiklad @, jehoZ poloha
je prostfednictvim prislusné geometrické strutury zavisla na poloze jiného bodu,
fikejme mu P, ktery je volné pohyblivy po néjaké pfimce ¢i kiivce. GeoGebra
pak nabizi funkci MnozinaBodu[Q,P] pro numericky vypocet tvaru odpovida-
jici kiivky, resp. funkci RovniceMnozinyBodul[Q,P] pro symbolicky vypocet
rovnice kiivky. PouZiti téchto funkci je ilustrovano néasledujicim piikladem.

Priklad

Na obr. 1 je znazornény jednoduchy rovinny mechanismus, tvofeny dvéma
primymi ¢leny, které jsou otoc¢né spojeny v bodé C.

P

p A B
Obr. 1: Rovinny mechanismus

Dalsi ,klouby“ jsou v bodech A a B. Avsak, zatimco bod A je pevné umis-
tén na zakladné — piimce p, bod B je po ni volné pohyblivy. Pro vzdélenosti
jednotlivych bodi plati |AC| = |BC| = |CP|. Mame uréit trajektorie bodi C
a P pfi pohybu bodu B podél piimky p. (Ptiklad je pfevzat z [1].)
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Dle obr. 1 sestrojime model uvazovaného mechanismu v prostiedi Nakresna
programu GeoGebra a pro prvotni vizualni prozkoumani pfislusnych mnozin
pouzijeme pro kazdy z bodi C, P néstroje Stopa objektu a MnoZina bodi (pii-
padné zapiseme do prikazového Ffadku funkci MnozinaBodu s vysSe uvedenou
syntax{). Vysledky jsou zachyceny na obr. 2. Naznac¢uji vice ¢i méné o¢ekdvané
tvary trajektorii danych bodid — bod C se pohybuje po kruznici a bod P po
pfimce. U realnych mechanismi body nevykresluji celé kiivky, rozsah jejich
pohybu je omezen. Tato skutecnost je dobfe vidét pri pouziti Stopy objektu.
Podoba mnoziny zobrazené nastrojem MnoZina bodi je zase ovlivnéna algorit-
mem vypoctu, ktery zjevné nerozlisil mezi dvéma priseciky piimky s kruznici.
7Z obou vysledku je zfejmé, ze grafické vystupy téchto nastroju, které dopliuji
dynamicky obrazek dané tlohy, hraji pfi zkoumani mnozin boda danych vlast-
nosti dilezitou roli. Naznacené tvary prislusnych kfivek a diskuse nad jejich
podobou mohou vyrazné napomoci pti formulovani hypotéz o povaze zkouma-
nych kfivek i pfi hledani argumenti pro jejich dikazy.

Obr. 2: Znazornéni vySetfované mnoziny bodi;
uzitim Stopy objektu (vlevo) a MnoZiny bodi (vpravo)

Nyni vyuzijeme prostiedky pocitacové algebry programu GeoGebra. Dotéa-
zeme se ho na rovnice kfivek, jejichz ¢astmi jsou uvazované trajektorie. Po-
uzijeme k tomu funkci RovniceMnozinyBodu, kterou pro kazdy z boda C, P
zadame do prostfedi CAS. Syntaxe téchto prikazi, i jejich symbolické a grafické

vystupy vidime na obr. 3.

2 Zvedak_rovnice.ggh
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda PrihlaSen/a jako Roman HaSek |
A 1 I . a=2
LA o= 4] e
» CAS X|[» Nakresna
1 e:=RovniceMnozinyBodu[C,B] — /’*3*\»\
@ |- e:=x’4y’=14
2 | i=RovniceMnozinyBodu[P,B] 4
® |- i:=x*+xy’—16x=0 n
3 Rozklad[LevaStranali]] | \
il P " A .
Vstup:|

Obr. 3: Vypocet rovnice vysetfované mnoziny boda
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Zatimco pro bod C dostédvame dle ocekavani rovnici kruznice, pro bod P
cenim pfimky, kterd odpovida realité, a kruznice, kterd naopak nema realné
opodstatnéni. Pfi¢inou je skutecnost, Ze pfi pouziti nastroji pocitacové alge-
bry se geometricky obrazek prevede na soustavu algebraickych rovnic, pfi jejimz
feSeni lze ne vzdy rozlisit mezi dvéma body (napf. priseéiky pfimky s kruz-
nici). Resenim piislusné algebraické tilohy tak mtize byt mnoZina obsahujici
néco navic oproti feseni geometrickému. Program GeoGebra nam tak pii vy-
Setfovani mnozin bodu danych vlastnosti ,,pfihrava“ situaci, v niz je evidentni,
jak dulezité je u nalezené mnoziny ovéfit, zda vSechny jeji body spliuji danou
vlastnost.

Otazkou zistava, zda ma vysSetfovany mechanismus néjaké praktické vyuziti.
Po zjisténi, ze trajektorii bodu P je ¢ast primky kolmé k zédkladné, asi neni tézké

7e se jedna o zvedak, ktery se bézné pouziva v pneuservisech.

Po vyfeseni zékladni tlohy nalezeni trajektorie bodu P dle obr. 1 mizeme za-
déni modifikovat tak, ze pro vzdalenost P od B uvazujeme relaci |BP| > 2|BC|,
resp. |BP| < 2|BC/|. Jaky tvar budou mit trajektorie bodu P v téchto pfipa-
dech?

Rozliéné podoby, které lze materidlu vytvorenému v GeoGebie vtisknout,
dovoluji realizovat rizné scénaie jeho pouziti ve vyuce. Vyucujici naptiklad
predem pfipravi dynamicky materidl s omezenou nabidkou néastroji a umisti
ho na portél ,GeoGebra“ [10] (nazyvany téz ,,GeoGebraTube*), viz [9]. Tento
material zdkdim poskytuje jak zadani problému, tak i pracovni prostiedi pro
jeho Teseni. Je mozné ho pouzit frontalné nebo ve skupinach, jako oporu pro
diskusi o FeSeni (s vyuzitim znalosti o trojihelniku a thlech v ném a s pouzitim
pojmu mnozina vSech bodt dané vlastnosti), nebo individudlng, jako tlohu
k samostatnému feseni. Pro organizaci skupinové nebo individuélni prace portal
»,GeoGebra“ nabizi prostor i uzite¢né ndstroje v rezimu tzv. Skupin, viz [5].
V jejich ramci je naptiklad mozné vytvaret z dynamickych materidli online
testy, s uzavienymi i otevienymi otazkami, a sledovat jejich feSeni jednotlivymi
zéky. Dalsi moznosti vyuziti prostiedi GeoGebry pfi feSeni daného piikladu je
nechat zaky vytvorit dynamicky model uvazovaného mechanismu samostatné.
Uvodni seznameni s programem, které by mélo pfedchézet, nemusi byt diky
jeho intuitivnosti nikterak dlouhé. Pfinosem tohoto pristupu je skutecnost, ze
stavi zaky do situace, kterd vyzaduje praktické vyuziti geometrického uciva,
konkrétné k vytvoreni modelu realného zafizeni.

ZAvér

Na jednoduchém ptikladu geometrického modelu redlného zafizeni bylo na-
znaceno, jaké moznosti nam program GeoGebra nabizi pro zkoumani mnozin
bodu danych vlastnosti. Spojeni dynamického geometrického prostiedi s na-
stroji zaloZenymi na numerickych vypoctech i symbolické algebte predstavuje
v tomto sméru opravdu Gc¢inny prostiedek, navic pfimo uréeny pro vzdélavani.
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Jak uz bylo uvedeno, GeoGebra se neustale vyviji. V oblasti mnozin bodu
danych vlastnosti je ,horkou“ novinkou prace na rozsifeni funkénosti prikazu
RovniceMnozinyBodu o mnoziny zadané podminkou. Uvedme si jednoduchy
priklad. Na Ndkresnu umistime libovolné tii body A, B, C' a sestrojime pfimky
AC a BC, iikejme jim v uvedeném poradi p a ¢q. Potom stac¢i do CAS zadat
piikaz RovniceMnozinyBodu [JsouKolme [p,ql ,C]. GeoGebra ho ,chipe“ jako
dotaz na rovnici mnoziny vSech poloh volného bodu C, které odpovidaji uve-
dené podmince JsouKolme [p,q]. Vysledkem je proto rovnice Thaletovy kruz-
nice s prumérem AB. Uvedeny piiklad poukazuje na trend postupné imple-
mentace algoritmil automatického dokazovani geometrickych vét do programu
GeoGebra. Zkoumani moznosti smysluplného vyuziti tohoto spojeni prostiedi
dynamické geometrie a pocitacové algebry ve vyuce matematiky by bezesporu
méla byt vénovana dalsi pozornost.

V pfispévku byl pouzit pocitacovy geometricky model jednoduchého me-
chanismu. Pfestoze ndm pocita¢ pomohl pfi nalezeni feSeni tlohy, je nutno
poznamenat, Ze by byla Skoda, kdybychom se ve vyuce omezovali jenom na
pocitadové modely. Zaci by si méli vytvafet i modely redlné. Uvedeny piiklad
k tomu svou jednoduchosti pfimo vybizi. O rovinnych mechanismech a moznosti
tvorby jejich poéitacovych i fyzickych modelt se zmifuje ¢lanek [8]. V ném jsou
uvedeny odkazy na dalsi materialy nabizejici uplatnéni rovinnych mechanismii
ve vyuce, za pozornost stoji predevsim [4] a [11].
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O NEKTERYCH MISKONCEPCICH SOUVISEJICICH
SE SCHOPNOSTI ARGUMENTOVAT

LIBUSE SAMKOVA, MARIE TICHA

1 O pravdivosti zavéru a jejim prokazovani

Svét, ktery nds obklopuje, je svétem konkrétnich véci a jevi, svéet ucebnic ma-
tematiky je svétem abstrakinich pojmi. Matematické abstrakce znamenaji zjed-
noduseni, muzeme se na nich ucit vidét souvislosti. V matematice je nutno, na
rozdil od reality, predpoklady viyslovné formulovat a v takovém ,prizracném®
prostredi se muzeme sndze ucit délat zavéry a hledat odpovéedi na otdzky typu

ZDA plati néjake tvrzent
PROC plati toto tvrzeni
JAK wvypocitame hledanou hodnotu, ...
F. Kufina a kol. ([5], str. 15-16)

Odpovédi na otéazky ZDA a PROC mohou v riiznjch stadiich matematického
vzdélavani nabyvat rtizné podoby, v raném stadiu obvykle mivaji podobu od-
kazu na né&jakou autoritu (,,Babicka povidala.“, ,Bylo to v televizi.“, ,Rikali
jsme si to véera.“). V pfipadé obecnych tvrzeni jsou postupem ¢asu odkazy
na autoritu nahrazovany empirickymi argumenty (odkazem na platnost tvr-
zeni v jednom ¢i vice konkrétnich ptipadech). Ty vSak nejsou pro prokazani
platnosti tvrzeni postacujici a velice snadno lze timto zptisobem mylné odvodit
pravdivost nepravdivého tvrzeni. Napfiklad pfi volbé obdélniku o rozmérech
4 cm a 3 cm vypadé pravdivé tvrzeni, ze obsah obdélniku se nezméni, pokud
jeden z jeho rozmérd zmensime o 1 cm a ten druhy zvétsime o 1 cm; tvrzeni, Ze
soucet dvou prvocisel je vzdy slozené ¢islo, vypada pravdivé po ovéfeni souctt
3+5,3+7all+17.

Neéktefi jedinci jsou si védomi, Ze nékolik konkrétnich prikladtt nestaci pro
prikazné oduvodnéni obecného tvrzeni, obohacuji proto své zdivodnéni jesté
o nékolik ne-prikladt, tj. prikladd, které nespliuji ani predpoklady ani zavér
tvrzeni. U tvrzeni o sou¢tu prvocisel by ne-pfiklady mohly byt dvojice cisel
4 a9, 8 alb ¢ 12 a 25. Avsak takové ne-ptiklady jsou z hlediska pravdi-
vosti tvrzeni zcela nepodstatné, jejich existence obecné tvrzeni nedokazuje ani
nevyvraci.

Jini misto ne-prikladd nabizeji né€kolik ndhodné zvolenych prikladd nebo
priklady s velkymi ¢isly. Ti, co si dobfe rozumi s pocitac¢i, mohou vyuzit jejich
pomoci, vygenerovat si v tabulkovém procesoru velké mnozstvi ptriklad® a od-
vozovat a zdavodinovat pravdivost tvrzeni na jejich zakladé. Takovy pristup
jisté zvySuje pravdépodobnost, Ze pravdivost bude stanovena spravné, ale opét
neni postacujici. Zvlasté pokud je tvrzeni zamérné pripraveno tak, aby jeho
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nepravdivy zavér platil i pro hodné velka ¢isla: napriklad hodnota vyrazu
1141n2 + 1
je neceloc¢iselna pro vSechna prirozena ¢isla
n < 30693 385 322 765 657 197 397 207,

ale pro to dalsi v pofadi je celo¢iselna [2].

Dalsi si zfejmé uvédomuji, ze zcela odliSny vyznam pii odavodiiovani obec-
nych tvrzeni maji protiptiklady, tj. priklady, které splnuji predpoklady tvrzeni,
ale nesplnuji jeho zavér. Nalezeni jednoho protiptikladu stac¢i na prokazéani ne-
platnosti tvrzeni. U tvrzeni o souctu prvocisel tak neplatnost tvrzeni dokazuje
napiiklad soucet 2 + 5.

Jednim z cild matematického vzdélavani by meélo byt postupné vedeni zakt
a studentl ke zjisténi, Ze divéryhodnéjsi a spolehlivéjsi nez empirické argu-
menty jsou argumenty deduktivni, tedy argumenty zalozené na logickych sou-
vislostech mezi jednotlivymi souc¢astmi tvrzeni. U tvrzeni o obsahu obdélniku
muze byt takovym deduktivnim argumentem napiiklad dvojice ilustraci na
obr. 1, nebo algebraicky vztah (a —1)-(b+1) =a-b+a—b—17# a-bpro
b#a-—1.

b=a-1 b+1=a
a—1
a
1
b=a—1
b<a-1 b+1
a a—1

7

b<a-—1

Obr. 1: Obdélniky pro b = a — 1 (nahote); pro b < a — 1 (dole)
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Pii vhodné volbé dokazovaného tvrzeni a vhodné zvoleném modelu (napf.
stavebnice, papirovd mozaika, apod.) mohou byt deduktivni argumenty zalo-
Zené na manipulacich s objekty soucasti viuky matematiky jiz na 1. stupni ZS.
Takovou manipulaci pro tvrzeni s obdélnikem mtze byt posloupnost kroki,
pii které ze ¢tvereckové papirové mozaiky vytvoiime obdélnik (obr. 2a), z néj
odebereme jednu vodorovnou fadu étvereckl (tj. zmensime jeden z jeho roz-
mért o 1; obr. 2b), tuto fadu umistime svisle vedle obdélniku (obr. 2¢) a vy-
uzijeme jejich ¢tverecki ke zvétseni druhého rozméru obdélniku o 1 (obr. 2d).
Moznosti, Zze obsah obdélniku se pfi upravé rozméru nezmeéni, odpovida situ-
ace, kdy na zvétSeni druhého rozméru vyuzijeme pravé vSechny premistované
Ctverecky. Obrazek 2 znazornuje situaci, kdy na zvétSeni druhého rozmeéru ne-
byly vyuzity vSechny pfemistované ¢tverecky, tj. obsah obdélniku se p¥i tpravé
rozmeéru zmensil.

Obr. 2: Obdélniky znazornéné s vyuzitim ¢tvereckové papirové mozaiky

Formalni podobou deduktivniho argumentu je diikkaz, nékdy také oznacovany
jako axiomaticky deduktivni argument — oduivodnéni vychazejici z axiomt, de-
finic a tvrzeni pravdivych nebo za pravdivé povazovanych, vedouci pouze po-
moci logickych pravidel k tvrzeni, které pak plati nutné a za vSech okolnosti
(srov. [11], str. 20; [4], str. 273).

Ulohou diikazti vsak neni vyvolat v nds pocit presvédcéent, nybrs ddt ndm nahléd-
nout do vzdjemnych souvislosti vét. PoZadavek dokdzat vse, co jen dokdzat lze,
nent vyplodem pochybovacné mysli, nybrz je to vyjadreni touhy vidét strukturu
vetné stavby ve vsi jasnosti, vidét spojent, existujici mezi jednotlivymi prav-
dami.

F. Waismann (cit. podle [11], str. 127)
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2 O argumentaci a budoucich uéitelich 1. stupné ZS

Vztah uéitelfit 1. stupné ZS k dikazu je specificky. Neocekava se od nich, Ze
by své zaky udili, co to dikaz je, ani formalni vzdélavani v této oblasti nebyva
soucasti jejich univerzitni pripravy. Ale zaroven jsou prvnim a hlavnim zdrojem
zékovych zkuSenosti s neformalnim dikazem ve formé ovéfovani a odtvodio-
vani.

Vyzkumy zabyvajici se argumentac¢nimi schopnostmi budoucich uditeld
1. stupné ZS obvykle zmiiuji hluboce zakofenéné miskoncepce podobné miskon-
cepcim pozorovanym i u nékterych studentt stfednich skol (podrobnéji v pu-
blikaci ICMI Study [3]). Tyto vyzkumy naznacuji, Ze vyvoj argumentacnich
schopnosti ¢asto ustrne ve stadiu odkazovéani se na autority (uéebnice, knihy
nebo odborniky) a ve stadiu empirickych argumentt (u nazoru, Ze platnost
obecného tvrzeni je mozné ovéfit prostfednictvim nékolika piikladid a/nebo
nékolika ne-ptikladi). S nepochopenim podstaty obecného tvrzeni také souvisi
Casto se vyskytujici nepochopeni role protipiikladt: Casto rozsifeny je mylny
nazor, zZe jeden protipfiklad nestac¢i na vyvraceni obecného tvrzeni, ze takovych
protiprikladt je tfeba nalézt vice.

My méame s budoucimi uciteli podobné zkusSenosti. V tomto prispévku se
budeme vénovat nedédvnym zkusSenostem, kdy béhem ro¢niho experimentéal-
niho vyuéovéani v ramci projektu GA CR jsme méli piilezitost sledovat prii-
béZzny vyvoj schopnosti argumentovat i postupné uvédomovani si role a po-
tfeby argumentovani u skupiny budoucich uéitelt 1. stupné ZS pii badatelsky
orientovaném vyucovani kurzu matematiky.

V tvodu kurzu jsme budoucim ucitelim predlozili t¥i tkoly:

e Nejprve jsme je pozadali, aby z ¢isel (103)4, (112)3, (111)2, (102)s,
(121)3 a (120)4 vybrali ta, kterd jsou suda.

e Pak jsme jim pripomnéli, ze v desitkové soustavé se suda ¢isla poznaji
podle toho, Ze jejich posledni ¢islice je sudé, a zeptali jsme se, zda po-
dobné pravidlo plati i v nedesitkovych soustavach, napfiklad v trojkové
a Ctytkové.

e Na zavér jsme je vyzvali, aby se pokusili zformulovat obecné pravidlo,
podle kterého by bylo mozné poznat sudé ¢islo v libovolné nedesitkové
soustave.

Miskoncepce nalezené v odevzdanych feSenich byly zcela v souladu s vysSe
uvedenymi zjisténimi z provedenych Setfeni. V odpovédich na druhy tkol pti-
blizné tretina budoucich uciteld odivodnila neprenositelnost pravidla do troj-
kové soustavy nékolika piiklady (obvykle jednim nebo dvéma) a nékolika pro-
tipfiklady (obvykle dvéma nebo tfemi). Jako odiivodnéni tak bylo pfedlozeno
napf. sudé ¢islo (112)3 spolu s lichymi ¢isly (120); a (122)s. Pouze tfetina
studentti zalozila své odiivodnéni na jednom protiprikladu.

Ptiblizné polovina studenti odtvodnila prenositelnost pravidla do ¢tyikové
soustavy nékolika piiklady (obvykle dvéma nebo t¥emi) a nékolika ne-piiklady
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(obvykle jednim nebo dvéma). Jako odivodnéni tak byla napiiklad pfedlozena
sudé ¢isla (102)4 a (110)4, (112)4 spolu s lichymi ¢isly (103)4 a (111)4. Jen
2 studenti z 27 nabidli argumenty deduktivniho charakteru: jeden z nich své
odivodnéni zalozil na tom, Ze posledni cifra je zbytek, ktery dostaneme pti
déleni ¢islem 4; druhy na tom, ze pri prevodu do desitkové soustavy nasobim
v8echny cifry kromé posledni sudym ¢islem (mocninou ¢isla 4), dostanu tedy
vzdy ¢islo sudé, a posledni cifra se nasobi ¢islem 1, musi byt tedy sudd sama
0 sobé.

V odpovédich na tieti tkol jsme mj. nalezli ukazky argumentace, kterou
oznacujeme jako symbolickou (srov. [4], str. 246): nékolik studentl sestavilo
obecné pravidlo pouze na zakladé pravidelnosti objevujicich se v zadani prvniho
tkolu, aniz by vzali v tivahu vyznam jednotlivych znakt v zapisu ¢isla. Jedno
z nabidnutych kritérii tak mélo znéni:, Cislo je sudé, pokud jednotky a desitky
jsou délitelné€ n-soustavy, napriklad (112)s je sudé, protoze 12 je délitelné 3.¢
Dluzno podotknout, Ze vSechna cisla ze zadani prvniho tkolu toto kritérium
splnuji.

Vétsina studenttt ze sledované skupiny sice sestavila obecné kritérium
spravné, ale nikdo z nich neposkytl zdivodnéni jeho znéni. Vice podrobnosti
k témto vysledktim lze nalézt v piispévku [8].

3 O badatelsky orientovaném vyucdovani jako moZné cesté ke zméné

Béhem sledovaného kurzu matematiky méli studenti — budouci ucitelé mnoho
prilezitosti k pozorovani matematickych jevi, jejich zkouméani a samostatnému
nebo skupinovému objevovani rtiznych matematickych zakonitosti, tedy také
k odtvodiiovani a ovéfovani (vice podrobnosti o badatelsky orientovaném vyu-
¢ovani matematice je uvedeno v prehledové studii [7], otdzky souvisejici s pla-
novanim a vedenim kurzu jsou diskutovany v pfispévku [6]).

Pri badatelsky orientovaném vyucovani byly studenttim casto zadavany

e tkoly vyzadujici hledani souvislosti a zobectiovani (napt¥. ,Z karticek
s Cislicemi 1, 4, 5, 8 poskladejte dvé dvojcifernd cisla. Najdéte takovd,
aby jejich soucet byl co nejvétsi. Jak byste obecné popsali postup, ktery
vede k nalezeni dvojic s nejuétsim souctem?“);

e tukoly, u kterych se rtizné ménily vstupni nebo vystupni parametry tlohy
(vstupni: ,,Co se zméni, kdyZ jedna z éislic bude 02%; vystupni: ,Najdéte
takovd, aby jejich rozdil/soucin byl co nejuétsi/co nejmensi.“);

e ulohy oteviené ve smyslu otevieného pristupu k matematice, tj. ilohy
s vice moznostmi uchopeni tlohy, s vice spravnymi postupy feseni, s vice
spravnymi vysledky (napt. ,,Obsah nezndmého obrazce je 64 cm?. Jak
by tento obrazec mohl vypadat?“).

Studenttm byly také predkladdny rtzné alternativni ndzory na néjakou (ma-
tematickou) situaci a oni méli rozhodovat o spravnosti téchto nazort (napf. jako
na obr. 3). Vice o charakteristikach tiloh podnécujicich badani, véetné konkrét-
nich ndmét1, je uvedeno v prehledové studii [7].
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Musis se divat jen na
desitky a jednotky, takie
144 je délitelné 4.

Z,

73dné z nich neni délitelné
4, protoZe jejich ciferné
soutty nejsou délitelné 4.

74 je v tabulce ndsobki
Cisla 4, takie je délitelné 4.

74 a 144 jsou obé délitelnd
4, protoze kon¢i na €islici 4.

@ Millgate House Education Ltd (2008)

Obr. 3: Alternativni nazory na délitelnost ¢islem 4, prezentované na
obrazku zvaném Concept Cartoon (zdroj: [1], é. 1.9, vlastni preklad).
Ukol pro studenty: , Které déti maji pravdu? Pro¢?“

Pouzivali jsme také sady na sebe navazujicich otazek, zaméfenych postupné
na rizné pohledy na zkoumanou situaci (Tall mluvi o path-dependent logic [10]).
Jednu z téchto sad jsme myj. pouzili na zavér kurzu, abychom ziskali prehled, zda
a jak se argumentacni schopnosti studentd zménily. Studenttim byl pfedlozen
pracovni list s témito otazkami:

Vysvétli, co to je prvocislo:

Napis 5 cisel, kterd jsou prvocisla:

Kolik existuje sudych prvocisel?

Napis 5 cisel, kterd nejsou prvocisla:

Je soucet prvocisel vidy prvocislo?
Svou odpoved zdivodni:

Napis dvé prvocisla, jejichZ soucet nent prvocislo:
a jesté dalsi dvé:
a dalsi:
Daji se takové dvojice prvocisel néjak charakterizovat? Maji
néco spolecného?

Napis dvé prvocisla, jejichz soucet je prvocislo:

a jesté dalsi dvé:
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a dalsi:

Daji se takové dvojice prvocisel néjak charakterizovat? Mayji
néco spolecného?

Je soucin prvocisel vidy prvocislo?

Svou odpovéd zdivodni:

V odpovédich na otazky jsme zaznamenali zlepSeni v pfistupu k protipiikla-
dtim, i vyssi podil vice ¢i méné tspésnych pokusii o argumenty deduktivniho
charakteru.

U otazky ,Je soucet prvocisel vidy prvocislo?“ vSichni studenti nabidli pro-
tiptiklad a/nebo deduktivni argument, z nich pouze 3 pouzili vice nez jeden
protiptiklad. Spravné koncipované deduktivni argumenty se objevily pfiblizné
u tietiny studentti, napt. ,KdyZ secteme dvé lichd prvocisla, tak vZdycky dosta-
neme sudé ¢islo. Sudd cisla kromé dvojky nejsou nikdy prvocisla.“ U jednoho
studenta jsme vSak objevili falesné deduktivni odpoved: , Ne, protoZe soucet
dvou cisel vytvori cislo, které je vétsi, a tedy s velkou pravdépodobnosti déli-
telné i néjakymi jinyma cisly.

Podrobnéji je tato problematika zpracovana v piispévku [8].

4 Na zavér

Jak naznacuji vyzkumy (provedené v zahrani¢i i u nas) i nase zkuSenosti z vy-
uky a Setfeni, o kterém piseme v predchozim textu, budouci ucitelé si casto
dostateéné neuvédomuji roli a potfebu argumentace, odvolavaji se na auto-
rity nebo na empirickd odtivodnéni a nejsou si védomi vyznamu deduktivnich
argumentti. Podle naseho nézoru se pak tato skute¢nost negativné odrézi i ve
zpusobu, jakym tito ucitelé vedou vlastni vyuku: aby ucitel byl schopen spravné
Fidit diskusi ve t¥idé, tedy i spravné posoudit odpovédi zakt na otazky ZDA
a PROC, mél by byt schopen rozlisit jednotlivé druhy argumentace a zakovi byt
napomocen (napf. prostiednictvim navodnych otézek) na cesté od odkazii na
autoritu a empirickych odtivodnéni k odivodnénim deduktivniho charakteru.
Je tedy nutno u budoucich uciteld podpofit uvédomeéni si potieby argumento-
vat, rozliSovani jednotlivych druht argumentace a rozvoj jejich vlastnich argu-
mentac¢nich schopnosti. Nase nedavné zkusenosti naznacuji, ze jednou z cest ke
zlepSeni by mohlo byt zaclenéni badatelsky orientovaného vyucovani matema-
tice do univerzitni piipravy ucitelt.

Jak zdurazinuji Harel a Sowder [4], pro rozvoj matematickych znalosti zdka
jsou klicové zvlasté tzv. transformacni deduktivni argumenty (tj. argumenty
zalozené na operacich s objekty a na pfedvidani vysledki téchto operaci)
a ty by mély byt soucasti matematického vzdélavani od raného véku. Piiklad
takového argumentu je uveden na obr. 2; podrobnéji tuto problematiku ve
vztahu k 1. stupni ZS zpracovavaji napt. Semadeni (mluvi o action proof [9])
a Wittmann (operative proof [12]).
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Cenné jsou vSak i dovednosti souvisejici s empirickou argumentaci, se sprav-

nym chépénim role piikladt, protiptikladt a ne-piikladi, nebot

Matematik nejprve vysetti neznamé skutecnosti pomoct prikladi a protiprikladi
a teprve pak zacne ziskan€ zkusenosti zobecnovat tak, aby nebyly logicky napad-
nutelné; tim vlastnée dokazuge.

R. Thiele ([11], str. 109)
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ELEMENTARNI A ,VELKA“ TEORIE CISEL

JAROSLAV HORA

Na pedagogické fakulté ZCU se jiz delsi dobu zadastiiuji vyuky v tzv. Détské
univerzité. Jde o soubor kurzti z mnoha ruznych obori, které maji zaujmout
talentované zaky zhruba ve véku 10-14 let. Vyuka probiha v odpolednich hodi-
slovni tlohu vyzadujici nalezeni rozkladu jistého prirozeného ¢isla v soudin
prvocisel, realizujeme hledani prvocisel metodou Eratosthenova sita a povime
si néco o historii Sifrovani, vyfesime jednu Sifru pochazejici od E. A. Poea a fek-
neme si také, ze moderni sifrovani je zaloZeno na vyuziti velkych prvocisel.

Vénujme se ted detailnéji druhé z uvedenych aktivit.
1 Eratosthenovo sito

Zacnéme jednou klasickou tlohou, zndmou jiz ze zakladni skoly.
Priklad. Naleznéte vSechna prvocisla p, pro néz plati 1 < p < 120.

Regend: Vyuzijeme vySe zminéné Eratosthenovo sito. Napisme (linearni zapis)
posloupnost vSech pfirozenych ¢isel od 1 do 120:

1 2 3 4 5 6 ... 118 119 120.

Ideou je vyskrtat ,nevhodna, tj. slozena &isla. Cislo 1 neni prvoéislem, je
tzv. jednotkou ve smyslu délitelnosti. Nasledujici ¢islo 2 prvocislem je. Jeho
vSechny nasobky veétsi nez 2 v této posloupnosti jsou jiz nezbytné slozenymi
¢isly; vyskrtneme je. Nésledujicim nevyskrtnutym cislem po ¢islu 2 je ¢islo 3,
které je prvocislem. Opét vyskrtame vSechny (dosud nevyskrtnuté) nésobky
¢isla 3. Postoupime na dalsi dosud nevyskrtnuté c¢islo, tj. na ¢islo 5. Nalezli
jsme dalsi prvocislo a vyskrtavani opakujeme. Poté prejdeme na prvocislo 7
a cely postup opakujeme. Smysl slova ,sito“ je ted zfejmy: doslova ,prosi-
vame" prirozend ¢isla od 1 do 120 (horni mez byla zvolena viceméné ndhodou)
a ziskdvame prvodisla.

Kdy ukoncit vyskrtavani pfi realizaci Eratosthenova sita? Snadno se na-
hlédne, ze vyskrtavani v posloupnosti prirozenych ¢isel od 1 do jistého k jiz
neni tieba provadét pro zadné a € N, které je vétsi nez odmocnina z k. V na-
Sem pripadé to znamend, ze v posloupnosti obsahujici ¢isla od 1 do k£ = 120
jiz neni tfeba provadét vyskrtavani pro a = 11. (V daném piipadé je ¢islo
112 = 121 jiz mimo oblast naseho z4jmu a vsechny pfedchozi nasobky jede-
nicti jiz byly vyskrtnuty.) To znamend, Ze naSe prace skoncila vyskrtdvanim
pro hodnotu a = 7. Nechceme zde zabirat zapisem Eratosthenova sita pfilis
mista, nalezend prvocisla jsou tu¢né zvyraznéna v tabulce 1.

Zapsat posloupnost vsech prirozenych ¢isel od 1 do 120 je nezajimava, nudna,
rutinni prace. Tim bych inteligentni zakovské frekventanty Deétské univerzity
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prilis neuchvatil. Proto jsem pro né predem vytvoril tabulku o Sesti sloupcich.
Usporadani ptivodné linearniho seznamu ¢isel do tabulky je zdéanlivé drobna
zména. Uvidime, k ¢emu to povede.

1 2 3 4 5 6
8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48
49 50 51 52 53 54
95 96 o7 58 59 60
61 62 63 64 65 66
67 68 9 70 71 72
73 74 75 76 7 78
79 80 81 82 83 84
85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96
97 98 99 100 101 102
103 104 105 106 107 108
109 110 111 112 113 114
115 116 117 118 119 120

Tabulka 1

Protoze jsme houbaisky néarod, dalsi postup motivuji nésledovné. Kdyz
v pribéhu houbaiské sezény vyrazime do lesa na houby, muze se stat, Ze po-
tkdme dobrého kamarada, ktery se jiz vraci s ilovkem doma. Na otazku, kde
rostou, dostaneme ¢asto odpovéd typu: ,,V Kovarikovic lesiku nic neni, je tam
moc sucho. Ani v Soudnym nejsou, ale dost rostou v mlazi v Nejdlovic lesiku.“
S hleddnim prvocisel v tabulce 1 je to podobné. Podivejme se na ¢isla vysky-
tujici se ve druhém sloupci — maji tvar 6n + 2, n € Ny. Jde tedy vesmés o suda
¢isla a tento sloupec je na prvocisla ,netarodny“, vyskytuje se tu jediné, a to
¢islo 2. Dalsi sloupec obsahuje ¢isla tvaru 6n + 3, n € Ng. Mame tu nasobky tii
a je v ném jediné prvodislo, totiz 3.

Ve sloupcich obsahujicich prvky tvaru 6n + 4, n € Ny, a 6n, n € N, zjevné
nenalezneme ani jediné prvocislo. Kdybychom tedy realizovali Eratosthenovo
sito pravé v této tabulce, mohli bychom si vyznamné usetrit praci: tyto sloupce
bychom zcela vyskrtli a v dalsich dvou je pouze jediné prvocislo na prvni pozici
v daném sloupci. Trocha tvorivého pristupu prinesla prvni plody, isporu prace
s vyskrtavanim. Povsimnéme si, Ze $lo o sloupce, v nichz byla ¢isla tvaru 6n+m,
kde nejvétsi spolecny délitel ¢isel 6 a m je vétsi nez 1, neboli ¢isla 6 a m jsou
soudélna.
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Dokoncéenim nam jiz zndmého postupu zjistime, Ze se prvocisla soustfedila do
dvou sloupci tabulky 1, totiz do téch, v nichz jsou prvky tvaru 6n+ 1, n € Ny,
a 6n + 5, n € Ny. Nase hledani zasahlo jen pfirozena ¢isla od 1 do 120. Pfipo-
mernime, ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Kdybychom nyni uvazovali mnoziny
vSech pfirozenych ¢isel 6n+1, n € Ny, a 6n+5, n € Ny, bez omezeni onou horni
hranici, tj. ¢islem 120, pak by bylo jasné, Ze v jejich sjednoceni lezi nekoneéné
mnoho prvocisel. Plati vsak, ze v jedné kazdé z téchto mnozin je nekonecné
mnoho prvocisel?

Popfemyslejme nyni nad dalsi souvislosti. Co kdyby nase tabulka méla kupf¥.
deset sloupcu? Daly by se néjaké vyskrtnout? Nu ano, sloupce, v nichz jsou ¢isla
tvaru 10n 4+ 2, 10n + 4, 10n + 5, 10n + 6, 10n + 8, n € Ny, a 10n = 10n + 0,
n € N, jsou témi na prvocisla netrodnymi ,lesiky“, v nichz lze nalézt nejvyse
jedno prvocislo. Kdybychom si pfipravili pfislusnou tabulku, vidéli bychom,
ze se ,skoro vSechna“ prvocisla nachazeji ve sloupcich, jejichz prvky maji tvar
10n+1, 10n+3, 10n+7, 10n+9, n € {0,1,...,11}. Odbourdme vcelku ndhodné
omezeni na ¢isla mensi nez 120 a otézka je nasnadeé: Je v kazdé ze tfid 10n + 1,
10n + 3, 10n + 7, 10n + 9, n € N, nekoneéné mnoho prvocisel? Nékteri Sikovni
frekventanti Détské univerzity jiz védi, ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Na
otazky o zaplnéni onéch nekonecénych ,lesiki“ by mozna odpoveédéli spravné,
vedeni spise touhou po ,spravedlivém* rozlozeni prvocisel. Dostali jsme se vSak
k obtiznému problému z teorie ¢isel. Co o ném Fici ve vyuce algebry budoucim
uCitelam?

2 Hluboky problém v teorii ¢isel

Ponékud netradi¢ni usporadani Eratosthenova schématu nas ptivedlo k otaz-
ce, kterou je mozno zobecnit. Necht a a b jsou dvé nesoudélnd pfirozena &isla.
Existuje v kazdé aritmetické posloupnosti tvofené prvky tvaru an + b, n € N,
nekonec¢né mnoho prvocisel?

Je dobfe znamo, ze v teorii ¢isel 1ze mnohdy zformulovat jednoduse moti-
vované otazky, jejichz feseni je velmi obtizné. To je i pravé uvedeny pripad.
Ano, v kazdé vySe popsané aritmetické posloupnosti vskutku existuje neko-
necéné mnoho prvocisel. Diikaz tohoto tvrzeni je naro¢ny a nalezl jej némecky
matematik Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) v roce 1837.
Dirichlet je mj. i proto poklddan za zakladatele tzv. analytické teorie cisel.
Jenze jeho dikaz (viz [2]) do béZné pfipravy uciteld nebudeme moci zafadit,
nebot vyuzivéa teorii funkci komplexni proménné, s niz dnes jiz nejsou studenti
ucitelstvi matematiky pro ZS seznamovani.

V roce 1949 podal norsky matematik Atle Selberg (1917-2007) elementérni
dtikaz Dirichletovy véty o prvodéislech v aritmetickych posloupnostech, viz [4].
Slovu elementarni je tfeba rozumét tak, Ze se v dikazu nevyuzivaji funkce
komplexni proménné, ale nejde o diikaz jednoduchy a pro studenty ucitelstvi
s matematikou bych jej do bézné vyuky nezaradil. Uvazoval bych vsak alespon
o predvedeni dikazu pro nékteré specialni hodnoty a, b nesoudélnych priroze-
nych cisel.



70

Cviceni. Dokazte, ze v aritmetické posloupnosti 4n + 3, n € N, existuje neko-
neéné mnoho prvocisel.

Ndstin dikazu (viz [5]): Predpokladejme, Ze prvocisel davajicich pti déleni &is-
lem 4 zbytek 3 je jen koneéné mnoho. Nechf jsou to éisla 3, p1, p2, ..., Pr-
Utvoime ¢islo

A=4pip2---pr+3

a zapisme je jako soucin prvocisel ve tvaru
A=qqa...gs.

Nahlédnéme, ze aspon jedno z prvocisel qi, g2, ... , gs dava pri déleni ¢islem 4
zbytek 3. (Kdyby ne, pak jsou vSechna tvaru 4z + 1 a totéz by platilo o jejich
soudinu A).

Bud tedy g takové prvocislo, které dava pii déleni ¢tyfmi zbytek 3. Vime,
7e qr déli A, ale z ptivodni definice A vidime, Ze zadné z cisel 3, p1, p2, ... , Pr
nedéli A. TudiZ g neni rovno Zadnému ¢islu tohoto seznamu, a to je spor s tim,
ze 3, p1, --. , pr jsou vSechna prvocisla davajici pii déleni ¢islem 4 zbytek 3.

Lze ovsem najit i dalsi hodnoty a, b nesoudélnych pfirozenych ¢isel, dovolujici
piistupny dukaz, vice viz [1], [3].

Jesté poznamenejme, ze premyslivy a tvorivy zak ¢i student se mize od skol-
niho Eratosthenova sita dostat az k zakladtim programovéani, resp. k vytvotreni
drobného matematického programu. Stacilo by vyuzit kupf. Excelu a namisto
vyskrtavani slozenych cisel je prepisovat napf. ¢islem 0. Nenulova ¢isla nacha-
zejici se v tabulce budou hledanymi prvocisly.

Nakonec uvedme jednu trochu provokativni ukazku toho, jak relativné ne-
davno dokézany a krajné obtizny vysledek teorie ¢isel muze poskytnout dikaz
elementarniho problému.

Piiklad. Dokazte, ze /2 je iracionalni &islo.
Resent: Piedpokladejme, 7e naopak existuji piirozena ¢isla p, ¢ tak, 7e ¢/2 = g.
Pak ale 2¢% = p3, tj. ¢ + ¢ = p3, coZ je ovéem ve sporu s Velkou Fermatovou

vétou, kterou dokazal Andrew Wiles (nar. 1953) roku 1994.
(Trivilni ditkaz iracionality /2 se oviem provede stejné jako pro v/2.)

LITERATURA

[1] P. Bateman, M. E. Low, Prime numbers in arithmetic progression with dif-
ference 24, Amer. Math. Monthly 72 (1965), 139-143.

[2] P. G. L. Dirichlet: Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische
Progression, deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemein-
schaftlichen Factor sind, unendlich viele Primzahlen enthdlt, Abh. d. Konigl.
Akad. d. Wiss. (1837), 45-81.



71

[3] S. Gueron, R. Ressler, Infinitely Many Primes in Arithmetic Progressions:
The Cyclotomic Polynomial Method, Math. Gaz. 86 (2002), 110-114.

[4] A. Selberg, An Elementary Proof of Dirichlet’s Theorem about Primes in
an Arithmetic Progression, Annals of Math. 50 (1949), 297-304.

[5] J. H. Silvermann, A Friendly Introduction to Number Theory, Pearson Pren-
tice Hall, 2006.

doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy KMT ZCU
Klatovska 51

301 00 Plzen

horajar@kmt.zcu.cz



72

UMOROVANI DLUHU VE SKOLSKE MATEMATICE

MARTIN MELCER

Obsahem tohoto prispévku je ukdzat vyvoj a $ifi vyuky jednoho ze stézej-
nich témat finan¢éni matematiky, kterym je splaceni dluht. Spolu s prehledem
vice nez stoleté historie se seznamime s vyhodami a nevyhodami jednotlivych
postupt. Zavérem shrneme soucasnou situaci, jeji ispéchy a problémy.

1 Osudy finanéni matematiky

V osnovéch kazdého vyucovaciho predmétu na stiedni skole mizeme sledovat
za, poslednich sto let zmény. Zaméifime-li se na matematiku, mohlo by se zdat,
ze sem ideologické a politické zmény nezasahovaly viibec nebo jen minimalné.
Opak je pravdou. Spolu s tématy slovnich tloh to nejvice pocitila finanéni
matematika.

V obdobich, kdy vldda podporovala drobné podnikatele, toto odvétvi vzkvé-
talo a naopak. Zlomovymi roky jsou 1918, 1939, 1948 a 1989, kdy dochézelo
k preskupovéani sttt v Evropé nebo k vyraznym politickym zménam. Financ¢ni
matematika byla na vrcholu v obdobi rakousko-uherské monarchie, v Ceskoslo-
vensku v obdobi prvni republiky a vraci se na dilezitou pozici az po roce 1989
(vice viz [4]).

2 Obsah finan¢ni matematiky

V soucasné dobé by jiz kazdy z nas mél mit pfedstavu, co je pfedmétem
a stézejnim obsahem finan¢éni matematiky. Pojmeme-li obsah co mozna nej-
stru¢néji, zastanou nam operace a pojmy: urokovani — urok, sporeni — kapital,
splaceni — aveér, vyplaceni — diachod.

Porozuménim jednotlivym c¢astem s jejich aplikacemi do redlného zivota se
uchranime chyb pii dileZitych finanénich rozhodnutich. Jsme obklopeni nabid-
kami finan¢nich produktt a velmi ¢asto tyto nabidky obsahuji skryté pasti pro
klienta.

Svét financi je pestry a velmi bohaty, a pfesto se daji vSechny podstatné mys-
lenky a zékladni pravidla nalézt na velmi malém prostoru ptislusnych ucebnic
v kapitolach:

1) Kapital v jednoduchém troceni po jednom trokovacim obdobi, po ¢asti
urokovaciho obdobi, po vice trokovacich obdobi.

2) Kapital ve slozeném trocéeni po vice urokovacich obdobi.

3) Kapital naspofeny pii pravidelném ukladéni stejné ¢astky na zacdtku
urokovaciho obdobi, na konci trokovaciho obdobi.

4) Anuita pro pravidelné splaceni dluhu, pro pravidelné vypldceni di-
chodu.
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Tak ziskdme nastroj k feseni vétsiny tloh s financni tématikou.

Oznaceni jednotlivych veli¢in se 1isi od ucebnice k ucebnici, pfestoze jsou
snahy o sjednoceni znaceni. Dalsim dulezitym aspektem pohledu na uziti zna-
losti je hloubka porozuméni. Chceme po studentovi, aby jednotlivé soucasti
matematiky chapal jako nastroje zaloZené na pravidlech a definicich. Nesmime
dopustit, aby student pracoval s naucenymi vzorci jako s tzv. ,Cernymi skiin-
kami“ a nesnazil se do nich nahlédnout. Vyklad finan¢ni matematiky by mél
tésné navazovat na kapitolu o posloupnostech, z jejichz pravidel lze vSe po-
tfebné odvodit.

3 Umorovani dluhu

Pii kazdé nabidce ptjéeni penéz (spotiebitelského tivéru, leasingu, hypotéky)
musime pfemyslet nad systémem jeho splaceni. Tvorba umotovaciho planu ne-
boli splatkového kalendaie je cilem FeSeni.

Nastinime situaci. Pajcka (dluh) D mé byt splacena n stejnymi splatkami
(anuitami) a véetné Grokd pfi roéni Grokové mife i. Pro jednoduchost pfedpo-
kladejme, ze splatky jsou ro¢ni a trokové obdobi je jeden rok. Prvni splatka
bude splacena rok po ziskani avéru. Vyvoj vyse dluzné ¢astky mizeme pre-
hledné zobrazit do tabulky:

cas uroceni dluhu — splatka
dluh do nového urokovaciho obdobi
0 let (pujcili jsme si) D = Dy
1 rok Dy-(1+i)—a=D,
2 roky Dy-(1+44)—a=Dy
3 roky Dy-(1+i)—a=Ds3
4 roky Ds-(1+i)—a= Dy
5 let Dy-(144i)—a=Ds
6 let Ds-(14+i)—a= Dg
n let (splaceno) D,1-(14i)—a=D,=

Celou tabulku obsdhneme jednim vzorcem:
((((D-(1+4)—a) - (1+i)—a) - (1+i)—a) - (L+i)—a)---=0

Ve vzorci vidime zékonitosti geometrické posloupnosti, a proto ho pfeformulu-
jeme v nékolika krocich do vhodnéjsi podoby:

D-(1+i)"—a-1+)" ' —a-1+)"* = —a=0
D-(14i)y—a. EFD =L
1
i (L+4)"

(1+i)"—1
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Ve vysledném tvaru je D vyse puvodni pujcky, a ro¢ni splatka splatnd na
konci roku, 4 ro¢ni tirokovd mira a n pocet urokovacich obdobi (let).

4 Ukazkové ulohy
4.1 Obdobi 1908-1918 (udriovdni vysokého standardu)

Posledni tpravou stiedniho Skolstvi v dobé existence monarchie byla Mar-
chetova reformal (1908), kterd m.j. zrovnopravnila maturitni zkousky na vsech
typech stiednich skol.

Hlavni tlohu pii tvorbé ucebnic matematiky méla Jednota ceskych mate-
matiki a fyzikd. Zakladni problémy finanéni matematiky, tj. spofeni, pujcka
a dichod, patfily neodmyslitelné k béznému zivotu. Proto tato témata byla
standardné zafazena do osnov matematiky. Studenti spolecné s logaritmickymi
pravitky? pouzivali tabulky finanéni matematiky (tabulky troéitelt, odtroci-
teld, stfadateld, zasobiteld, umotovateld, ... ).

Ptiklad ([6], str. 69-70%). Obec vyptijéi si K 200 000, které maji byti umoifeny
ro¢nimi splatkami ve 40 letech. Urokova mira 4 %% p-a. Jak velka jest annuita
a jak sestavi se umorovaci plan?

Reseni. Dle vzorce XXVI a)

a = Hyo : fa0y(a1)
a = 200000 : 18,401 584 = 10 868,63.

Dluh se umorii ve 40 letech ro¢ni annuitou K 10 868,63.
Umorovaci plan sestavi se takto: Z dluhu K 200 000 zaplati se prvym rokem na
4%%—nich urocich K 9000. Na umoteni dluhu zbude z annuity
K 10868,63 — K 9000 = K 1 868,63
tak Ze se dluh koncem 1. roku zmensi na

K 200000 — K 1868,63 = K 198 131,37,

z néhoz se zaplati koncem 2. roku na 4%%—nich urocich K 8915,91.

Na umofteni dluhu zbude z annuity K 10868,63 — K 8915,91 = K 1952,72.

Tim zmensi se dluh koncem 2. roku na

K 198131,37 — K 1952,72 = K 196 178,65,

Gustav Marchet (1846-1916) byl v letech 1906-1908 rakouskym ministrem kultu
a vyucovani.

?Logaritmické pravitko ziskalo svou finalni podobu kolem roku 1850 pfiddnim posuvné
Gasti. Autorem byl francouzsky vynalezce Victor Mayer Amédée Mannheim (1831-1906).

3Zadéni a feseni ptikladu je oproti originalu typograficky upraveno.
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z ¢ehoz se zaplati koncem 3. roku na 4%%—nich arocich K 8 828,04.

Na umoreni dluhu zbude z annuity K 10868 - 63 — K 8 828,04 = K 2040,59.
Tak pokracuje se déle, ...

Komentdr. Vzorec XX VT je v uéebnici [6] podrobné odvozen na strandch 46-47
na zakladé pravidel pro geometrické posloupnosti v podkapitole Bezprostredni
a odloZeny dichod docasny. Jeho tvar a = H,, : % byl pro praci bez kalku-
latorfi nevhodny a v dalsi podkapitole Resent problémii o docasngjch diichodech

pomoct tabulek na strané 56 je zaveden novy vyraz. Hodnoty % jsou na-
hrazeny f(,)(p), kde n je pocet tirokovacich obdobi a p tirokovd mira. Student
pak pracuje pouze s tabulkami a zékladnimi pocetnimi operacemi.

4.2 Obdobi 1918-1939 (rozvoj kvalitniho dédictvi)

Po vzniku samostatného Ceskoslovenska se ve skolstvi navazalo na kvalitu
z obdobi monarchie. Vétsina ucebnic psanych v ¢eském jazyce pfed rokem 1918
byla jen minimalné upravena do novych vydani, kterd vychézela ve dvacatych
a tficatych letech dvacatého stoleti.

Nové vznikly stat mél zajem na vychové a vzdélani svych obcéani. Financéni
matematika byla souéésti. Dalsi pozitivni krok p¥inesla skolska reforma? z roku
1933, ktera spolu s hromadénim informaci vyzdvihla dilezitost samostatného
mysleni studenta.

Priklad ([1], str. 149-150). Obec si vypijcila 100000 K¢é na 41% p.a.; rocné
muze splaceti (vidy koncem roku) 6000 K¢. Za kolik let se dluh umoii a jaka
bude posledni splatka?

Resent. Uzijeme-li vzorce R,, = % = 16,66 ..., nalezneme v tabulkdch R3; =
=16,54..., R32 = 16,78...; je tedy n = 31,... let.

Desetinnych mist ovsem pocitati nebudeme. Dluh se 31 splatkami neumori
aplné; bude tieba jesté 32. splatky, ta vSak bude mensi nez 6000 Ké. Tuto
posledni splatku vypocitame takto: Jedenatticeti vklady po 6000 K¢, place-
nymi koncem 1., 2., ... az 31. roku, nastiada se do konce 32. roku 6 000Q3; =
= 405 997,50; dluh vzroste do konce 32. roku na 100 000¢3? = 408 998,10. Vysle-
dek umotrovani je tyz, jako by se nastradané jistiny uzilo k zaplaceni vzrostlého
dluhu; i zbyva koncem 32. roku jesté K¢

Z = 100000¢*2 — 6000Q3; = 408 998,10 — 405 997,50 = 3 000,60

nesplaceného dluhu; to je tedy hodnota posledni, 32. splatky.
Vypoctéte n téz primo ze vzorce

100000 = 6000~ L~ 1.
 qg—1

kde ¢ = 1,045! (Pocitejte nejprve ¢™!)

4Reformu vypracovala komise, které predsedal akademik Bohumil Bydzovsky (1880-1969).
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Komentdr. Vechny pouzité vzorce jsou v ucebnici [1] nejprve uvedeny a na-
sledné dokazany. Jejich ¢asti dtlezité pro finan¢éni matematiku jsou pojme-

novany. Napiiklad zékladni vzorec pro stradani K = Cquqn:l1 je popsan na
strané 141 v souvislosti s geometrickou posloupnosti a jeho ¢initel qq;:f je po-
jmenovan stradatel. Dalsi vzorce véetné vysSe pouzitého jsou ze zakladniho pie-
hledné odvozeny (vyraz ﬁ . q;f_ll nese nazev zdasobitel). Po dikazech platnosti
vzorcl pracuje student jen s tabulkami a jeho znalosti podstaty odvozeni jsou
oveérovany jen nejnaroc¢néjsimi ilohami s komplikovanéjsimi vstupnimi podmin-
kami.

4.8 Obdobi 1939-1945 (likvidace ceské inteligence); obdobi 1945-1948 (snaha
o renesanci $kolstvi); obdobi 1948-1989 (devastace finanéni matematiky)

Po ziizeni Protektordtu Cechy a Morava az do konce druhé svétové valky
drzeli rozhodujici moc predstavitelé nacistického Némecka. Z jejich strany nebyl
zajem o rozvoj Ceské inteligence. Doslo k uzavieni vysokych skol, k ruseni rady
gymnézii a stfednich skol. Nové ucebnice byly psany pod taktovkou némeckych
recenzentll. Némci chtéli ¢eské obcany pfevychovat nebo znicit.

Nadéji pro navrat ke kvalitnimu Skolstvi znamenal az konec okupace. Po-
stupné byly obnoveny predvale¢né ceské vysoké skoly a zacaly také vznikat nové
vysoké skoly. Vyvoj politické situace v Evropé vedl k tomu, ze se nase repub-
lika dostala do vlivu Vychodu, coz vyvrcholilo komunistickym pucem 25. tinora
1948.

Politické zmény v zemi ovlivnily vSechny soucasti zivota obcanti. Ve skolstvi
doslo ke zménam osnov. Tyto zmény byly k matematice shovivavé. Matematika
zustala kvalitni, avsak finan¢ni matematika mizi. Aplikace posloupnosti se od-
klani od kapitalu, ktery je nahrazen fepou, lesem, traktory apod. Jen v malém
mnozstvi ucebnic nebo sbirek tloh 1ze objevit nékolik tloh o penézich.

Priklad ([3], str. 213, vysledek: 265 249 K¢és). Vyrobni druZstvo si vypijcilo
500000 Kés na 2 % a zavazalo se splatit je ve dvou stejnych splatkach. Prvou
splatku zaplati po dvou letech, druhou po ¢tyfech. Jak budou splatky velké?

Resent. Ulohu miizeme piepsat do podoby linedrni rovnice o jedné neznimé.
Musime si uvédomit, ze dluh byl nejprve dvakrat trocen, pak doslo prvni
splatce. Zbytek dluhu byl opét dvakrat Grocen a splatkou o stejné vysi umoren.

(dluh - troceni? — splatka) - tiroceni? — splatka = 0

dluh - troceni* ~ 500000 - 1,024

drodeni? —1 1,022 -1

splatka = = 265 249,99

Komentdr. Az na zpusob zaokrouhleni mtzeme s vySe uvedenym vysledkem
souhlasit. Finan¢ni matematika je to vsak velmi chuda. Zadné odvozovani diive
znamych specidlnich vozrct pro finanéni matematiku zde nenalezneme.
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4.4 Obdobi 1989—-soucasnost (renesance finanéni matematiky)

Po roce 1989 jsme se rozloucili s vidinou spole¢nosti bez nutnosti spravy
finan¢nich prostfedka. Totalitni rezim se zhroutil a lidé zacali ve velkém poctu
hledat uplatnéni v soukromém podnikani. Pro toto podnikani museli pracovat
s financemi a znovu se objevila nutnost znalosti zédkladnich pravidel finanéni
matematiky.

Od zminéného roku prochazi finanéni matematika obrozenim. Nejen ze se
hleda vhodny prostor v osnovach matematiky pro zakladni a stfedni skoly, ale
jsou potradany kurzy a sepisovany priuvodce finanéni matematikou pro pomoc
lidem jiz ne skolou povinnych.

Nasledky neznalosti z minulych let mély a maji za nésledek spoustu krachi

firem i osobnich bankrotd. Lidé si stale teprve zvykaji na nutnost svédomi-
tého rozhodovani v oblasti financi. Pfed naro¢ny tikol zvladnuti této tématiky
byli postaveni zejména ucitelé matematiky na zakladnich a stfednich skolach.
Vétsina z nich o finanéni matematice jen letmo slySela a v zddném piipadé se
nejednalo o ucelenou pfipravu. Nyni je po nich zaddano, aby doplnili aplikace
uziti procent a posloupnosti o finan¢ni otazky.
Piiklad ([5], str. 138-139). Klient hypote¢ni banky ziskal hypoteéni Gvér na
stavbu domku ve vy3i 1,5 milionu korun na dobu 15 let. Uvér bude splacen
mésiénimi anuitami. Pfedpokladejme, Ze po celou dobu splaceni tvéru bude
arokova mira 7,5 %.

a) Vypoditame, kolik korun bude v takovém pfipadé €init vySe anuity.

b) Kolik korun celkem klient za 15 let hypoteéni bance mési¢nimi anuitami
splati?

Resend.

a) VyuZzijeme vzorec pro anuitni splatku:

.t
_ Vi 560

1—(1+i-55)

—n

V nagem piipadé je V = 1,5-10% K¢, i = 0,075, t = 30, n = 180.
Je tedy:
1,5-105-0,075 - 15

)7180 K¢

s =

11— (140,075 L
5~ 13905 K¢

Vyse anuity je 13905 K¢.

b) Klient bance v mési¢nich anuitéch splati celkem 2 502 900 K¢.

(13905 K¢ - 180)

Komentdr. Veskeré diilezité vzorce jsou v uéebnici [5] podrobné odvozené z pra-
videl préace s procenty, aritmetickou a geometrickou posloupnosti. Vzorec pro
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vypocet anuitni splatky je ziskdn na stranach 119-122 nejprve s konkrétnimi
Cisly a poté obecné. Prestoze se v nékterych ucéebnicich stale pouzivaji financéni
tabulky, zde se predpoklada pouziti kalkulatoru, ¢emuz odpovida tvar vzorcu.

5 Zavér

V béhu staleti jsme uvedli nékolik postupt pii vypoctech spojenych se spla-
cenim dluhii. Chceme, aby studenti pfistupovali k fesSeni probléma s otevienou
mysli. Nechceme, aby slepé dosazovali do vzorcti a bezmyslenkovité vérili zis-
kanym vysledktim. Nestaci, kdyz student dovede spravné vyhledat hodnotu
v tabulkach a dosadi ji do vzorce. Také preddefinované vzorce v tabulkovych
procesorech nemuzeme povazovat za dostateéné, kdyz je budeme pouzivat bez
snahy hlubsiho pochopeni. Nasim cilem je vést studenta k samostatnému pfi-
stupu, kdy je schopen na zékladé danych podminek a svych znalosti z mate-
matiky vytvorit, ovéfit a pouZit své vlastni zavéry ve formé vzorce, pravidla
apod. Tento kol lezi nejvice na ucitelich matematiky na zakladnich a stfednich
skolach. Bohuzel stale velké procento z nich finanéni matematiku podcenuje,
prestoze k jejich podpofe vysla fada kvalitnich uéebnic, napt. [2, 5, 7], a vysoké
skoly poradaji mnozstvi vzdélavacich akci.

Obecné se svym pristupem k finanéni matematice ucitelé velmi lisi. Je neza-
vidénihodnym tkolem feditelu a dalSich nadfizenych organt dozirat na podporu
a rozvoj finan¢éni gramotnosti. Tento proces trva jiz vice nez 25 let a prinasi
ovoce, coz doklada napf. celostatni soutéz Financni gramotnost [8]. Tuto sou-
téz porada Ministerstvo Skolstvi, mladeze a télovychovy pro zaky zakladnich
a stfednich skol a ve Skolnim roce 2015-2016 probeéhl jiz 7. ro¢nik. Téchto sedmi
ro¢niktl se ztcastnilo vice nez 300 tisic soutézicich.
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VYJADROVACI DOVEDNOSTI ZAKU

VLASTA MORAVCOVA

V pfispévku upozornim na nékteré problematické situace ve vyjadfovani
74k strednich skol v hodindch matematiky. Zaroven se zamyslim nad dtvody,
které k témto problémtim vedou, a moznostmi napravy.

Vychézim z vlastnich zkuSenosti ziskanych vice nez desetiletou vyukou ma-
tematiky a deskriptivni geometrie na gymnéziu i vysoké skole a z rozhovori
se studenty ucitelstvi i se svymi zaky na stfedni skole. Dale popsané proble-
matické momenty jsem si zacala vice uvédomovat v poslednich p¥iblizné péti
letech, kdy jsem méla vétsi moznost navstévovat hodiny kolegii a posluchact na
praxich a to nejen na skole, kde ptisobim, ale i na dalsich skolach. Rada bych
podotkla, Ze tento pohled na vyuku z lavice mi pomohl uvédomit si mnohé
chyby, kterych se nékteri ucitelé (véetné mé) dopoustéji, a pfispél tak k vlast-
nimu rozvoji. Zaroven prosim, aby nikdo nevnimal nasledujici text jako kritiku
soucasného stavu ¢i konkrétnich osob, ale jen jako upozornéni na nékteré jevy,
nad nimiz by bylo vhodné se minimalné zamyslet.

1 Problémy s formulaci mySlenky

Typicka situace, k niz dochazi téméf denné: Zak je u tabule (nebo vyvoldn
v lavici) a ma zformulovat odpovéd na dotaz, popsat Feseni tlohy, zopakovat
ucivo minulé hodiny aj. Bohuzel pomérné casto se pak setkavam s reakci: ,,No to
je...to...,no...,javim...,tamto...“ Pedagog pak obcas nevydrzi a bud
vyvola nékoho Jlneho, nebo se snazi pomoct, napoveédét, popostréit, nacez zak
reaguje: ,, Presné tak jsem to myslel. /Jo, to jsem chiél vict./No, to je ono ...«
apod. Oba aktéfi to mysli dobie. Zak neprovokuje, snazi se, chce odpovédét.
Ucitel by rad poradil, pomohl. Vysledkem vSak je, ze ucitel si odpovi sam
a z 7aka dostaneme jen posloupnost ukazovacich zajmen,' pop¥ipadé nelogicky
navazujicich slov. Pokud ma véta preci jen informac¢ni charakter, stava se, ze
je matematicky nespravné nebo alespon nepodava tplnou informaci.

Samostatnou kapitolou je pisemny projev zaki. Zde nepozoruji tak razantni
pouziti ukazovacich zajmen typické pro tstni vyjadieni, zato Castéji zazname-
navam novotvary, z nouze vymyslena nova a evidentné neplatnd matematicka
pravidla, slova poskladand do vét, které nedavaji smysl. O spravném pravopisu
nemluvé.? Z textil je vétsinou zfejmé, co chtél zak napsat. Jeho myslenka je

1S takovym zpiisobem vyjadfovani se v $irsi mife setkdvame u starsich lidi nebo u osob,
které jsou delsi dobu vy¢lenény z kolektivu/pracovniho procesu, ale také u déti v pubertalnim
véku. NaruSenou komunikaéni schopnosti se zabyva logopedie, vice viz [1], [2], [3] nebo [4].
V prispévku se vSak zabyvam zejména specifickymi situacemi vznikajicimi pfi vyuce a tyka-
jicimi se zaka, ktefi pfi bézném rozhovoru komunikac¢ni problémy nevykazuji.

2Typicky chybi interpunkce nebo né&jaké pismeno, vzacnosti nejsou chyby v pouziti y/i ve
shodé podmeétu s pfisudkem, ale i ve vyjmenovanych slovech.
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Casto spravna, jen jeji podéani je zcestné. Uvedu zde nékolik konkrétnich pii-
kladu (cituji z praci zaka véetné pouzitych zkratek a chyb):

Zaveér k tloze, v niz se méla fesit soustava dvou nerovnic o jedné neznadmé.
Soustava neméla feSeni v R:

Tato soustava nerovnic nemd spoleény prinik. (1)

Vysvétleni, proc jista strana trojuhelniku mutze mit délku pouze v urcitém
rozsahu:

V troj. musi platit trojuhelnikovd nerovnost, aby se dal sestrojit.
Jinak se neprotnou strany. (2)

Uvedeni, podle jaké véty? jsou dané trojihelniky podobné:
A jsou si podobné ve vsech uhlech. (3)

Poznamka v zapisu postupu konstrukce:
Osa isecky AB je kolmd na stied isecky AB. (4)
Formulace véty o shodnosti trojuhelniki usu:

Pokud maji dva trojuhelniky stejnou stranu a dva prilehlé uhly svi-
raji stejny uhel, trojihelnik je shodny. (5)

Dva ihly svirajici jednu stran jsou si v obou trojihelnicich rovni. (6)

Dva trojuhelniky maji shodnou stranu a dva uhly, mohou byt v ur-
citém pomeru. (7)

Zndme v trojuhelniku 2 dhly a jednu stranu. (8)

U vétsiny ukézek lze vytusit, co jimi chtél autor sdélit. Napfiklad ve vété (1)
by stacilo nahradit pojem spolecny prinik vyrazem reseni. V poslednim kroku
feseni piikladu vSak zak skutecné (a spravné) urcoval prinik dvou intervali,
odtud tedy jeho zmateny zévér. V ukézce (2) chtél zak formulaci jinak se ne-
protnou strany popsat, ze pri obvyklé konstrukci podle véty sss by se neprotly
kruznice a nevznikl by tak tfeti vrchol trojuhelniku. Vétou (3) zdk patrné mys-
lel vétu wu. Vazba kolmice k bodu, kterd se objevuje ve vété (4), je v riznych
obménach pomérné castd a zaci ji mezi sebou bohuzel pouzivaji jako samo-
z¥ejmost, aniz by si uvédomovali jeji nespravnost (obecné slovni popisy geo-
metrickych konstrukei ptisobi zna¢né potize). Ukdzky (5) az (8) mozna budi
Gsmeév na rtech, jsou vSak smutnym dokladem, ze nékteri zaci predmaturitniho
ro¢niku gymnéazia sice tusi, ¢eho se véta o shodnosti trojuhelnikd usu tyka, ale
nevytvori jeji smysluplnou formulaci.

2 Duvody problému a moZnosti jejich redukce

Cim Castéji se setkdvam s vise popsanymi problémy, tim vice si kladu otézku,

co je jejich pric¢inou a jak jejich frekvenci snizit. Do jisté miry jsou nespravné for-

3V textu uzivam obvyklé znageni vét o shodnosti/podobnosti trojuhelniki, viz napt. [5].
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mulace normalni — odpovidaji psychické zralosti zak, jejich znalostem, stresu
pri pisemce atd. Zarazejici vSak je setkani se s potizemi u zaka s jinak dobrou
vyTecnosti, vybornymi studijnimi vysledky a v situacich, kdy je stres elimino-
van. Zformulovat odpovéd na slovni ilohu, krok v zdpisu matematického po-
stupu nebo dokonce matematickou definici ¢i vétu je ofiSkem i pro Zaky jinak
slohové velmi zdatné.

Jako jednu z cest vidim trpélivost ze strany ucitele a zejména nerezignovat na
nedostatky ve vyjadfovacich schopnostech. Tedy opakované a trpélivé vysvét-
lovat, proc¢ je vyjadieni Spatné, zdtivodnovat vlastni verzi, vyzadovat opraveni
Spatné formulace. Zdanlivé takovy pristup zdrzuje hodiny, osobné mam vsSak
vyzkouseno, Ze u nezanedbatelné ¢asti zaka vede v kratké dobé k zlepseni — zak
vi, ze nestaci ,néco placnout a mit klid“, a vice se hned od zacatku soustiedi
na obsah svych slov.

Zajimavé je vyslechnout si rozhovory mezi zaky, v nichz si sami navza-
jem snazi vysvétlit néjaké uéivo. Casto pozoruji zkratkovité vyjadfovani zazité
z internetové komunikace. Pfi pfedavani informaci takovym zptsobem pak ne-
ziidka dochézi k vynechani podstatnych detaila. Také originalita mnemotech-
nickych pomtcek neznd hranic, mnohdy jsou vsak fixovany na konkrétni cas,
uéebnu & predmét.? Ma-li pak zak prokézat znalost jindy nebo jinde, pomficka
selze.

Jako urcité nebezpeci vnimam v posledni dobé rostouci pocet neoficialnich
uCebnich textti. Mam na mysli vétsinou na internetu publikované ¢lanky ve
stylu ,,ve Skole ti to nevysvétli, ale tady to pochopis“. Nardzim na texty a vy-
ukova videa podavajici prostou zjednodusenou ,kucharku® k feseni konkrétni
ulohy, kterou se zak s radosti a pocitem, ze na ucivo vyzral, nauci, a pri pozmeé-
néném zadani najednou postup nefunguje. S obezfetnosti pristupuji i k projek-
tim typu ,student piSe ucebnici studenttim* ¢i k riiznym ucebnicim napsanym
jednim stfedoskolskym pedagogem. Ve snaze zjednodusit a zpfistupnit ucivo
soucasnym zakum pak hrozi opomenuti matematické spravnosti. Obavam se,
7e neschopnost zformulovat srozumitelnou vétu plyne také z naduzivani pra-
covnich listt na zakladni Skole, do nichz sta¢i dopliovat pouze ¢isla a obcas
samostatna slova. VSechny tyto tstupky mohou vést k tomu, ze zdk nabude
dojmu, ze spravného pouziti jazyka jako dorozumivaciho prostredku neni tfeba,
podstatné je pouze ,néjak se domluvit®.

O moznych pri¢inach nespravnych formulaci a pravopisnych i gramatickych
chyb se snazim mluvit také pfimo s zaky a opakované se dovidam: ,kdyZ mdme
matiku, nepremyslim preci o cestiné“. Na prvnim stupni zdkladni skoly jsme
byli (podotykam, Ze na pocatku 90. let minulého stoleti) v ramci jedné préace
hodnoceni zvIl4st za Gpravu, zvlast za obsahovou spravnost a zvlast za pravopis.
Nejsem si jistd, zda by byl takovy pristup dnes pripustny, natoz na stfedni skole
v nejazykovém predmétu. V testu nebo pfi zkouSeni z matematiky hodnotim

4Byla jsem svédkem piipravy na pisemnou praci na téma parabola v analytické geometrii.
Zakyné si fixovala souvislost vzajemné polohy vrcholu a ohniska paraboly s tvarem rovnice
pomoci umisténi oken a dveri ve t¥idé.
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tedy matematické znalosti. Stale vSak dusledné vyznacuji a opravuji jazykové
chyby v testech stejné jako se snazim maximéalné dbat na spravné vyjadfovani
a priméfené zdivodriovani zvolenych postupt pfi dstnim projevu zak.

3 Zavér

Vyse popsané problémy ve vyjadfovani zakt vnimaji i kolegové vyucujici jiné
predméty nez matematiku. Sama jsem méla moznost pozorovat potize s formu-
laci myS$lenky v chemii, fyzice a biologii. Projevy jsou analogické, duvody zfejmé
také. Zavérem bych rada optimisticky podotkla, ze mezi zaky, s kterymi jsem
se doposud setkala, prevazovali ti, jichz se tento prispévek netyka. Na druhou
stranu vSak musim pfipustit, Ze uéim na gymnéziu, tedy (i pfes neustdle se
zvy$ujici procento stfedoskolsky vzdélanych osob v populaénim roéniku) na
vybérové stredni skole.
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JAK POROZUMIM ...!

JINDRICH BECVAR

Na nékterych vysokych skolach dosud pretrvava sucha vyuka obecné algebry
ve stylu

definice, véta, dukaz, zadny p¥iklad.

V ¢lanku se pokusime ukazat, ze je vhodnéjsi se s novymi pojmy a jejich
vlastnostmi nejprve seznamovat v prikladech a cvicenich. Tato cesta umoznuje
aktivni postupné dobyvani poznatkd, jejich promysleni a nasledné budovani
logické struktury. Vede k hlubsimu a trvalejSimu porozumeéni pojmtm a pfi-
slusnym tvrzenim.

Davna prihoda. Na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy do-
stal pfed fadou let jeden student u zkousky z obecné algebry otazku:

Co je grupa?

Student mlcel, na pomocné podnéty nereagoval. Po delsim tichu zkousejici suse,
ale dtirazné pravil:

Grupa je mnozina G s bindrni operaci ndsobent, kterd je asociativni, md
jednotkovy prvek a ke kazZdému prvku z G ezistuje v G prvek inverzni.

Student rozhoi¢ené vyhrknul:
Ale to je prece definice grupy G'!

* * *

Definice pojmi z obecné algebry se studenti ¢asto uéi (a nékdy i naudi)
nazpamd&t jako basnicku bez hlubsiho porozuméni. Na pfednasce vétsSinou ne-
pomiize k pochopeni pojmu grupa ani uvedeni nékolika ptikladd vychazejicich
z oblasti ¢iselnych obort (aditivni grupa celych ¢&isel, multiplikativni grupa ne-
nulovych redlnych ¢isel, ...). V pfednaskach o teorii grup néasleduji po definici
grupy definice dalsich pojmi, véty, dikazy, disledky, malokdy se vyskytne pfi-
klad — pokud vibec. Studenty v obecné algebfe odrazuje zejména znac¢na mira
abstrakce. Néktefi se pfednesenou latku nauci, a to dokonce tak, Ze maji pocit,
ze ji dobife pochopili. Bohuzel si ¢asto porozuméni pletou s naucenim definic,
vét a formalnim provérenim spravnosti dikazt, které se navic naucili spravné
a presné reprodukovat.

Skuteéného porozuméni lze dosdhnout predevsim promyslenim konkrétnich
priklad®. Touto cestou by se méli snazit jit jak vyucujici, tak studenti.

I Néazev ¢lanku je inspirovan klasickou edi¢ni fadou Orlovy prirucky pro studujici a samo-
uky, kterd vychéazela ve tficatych a ¢tyficatych letech 20. stoleti. Nazvy jednotlivych titula
zacinaly vzdy slovy Jak porozumim.
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Priklad 1. Grupa symetrii rovnostranného trojihelniku (grupa D).

Uvazujme rovnostranny trojuhelnik ABC a mnozinu Dg vSech jeho symetrii,
tj. shodnych zobrazeni, kterymi se trojihelnik ABC zobrazi sdm na sebe. Je
tedy

D6 = {T.? 7"2, T,3 = 17 SA, SB, SC},
kde r je rotace kolem stfedu S trojihelniku ABC o 120°, 2 je rotace kolem
stiedu S o0 240°, 73 = 1 je rotace kolem stiedu S 0 360° (resp. o 0°), tj. identita,
s4 je osova soumérnost podle osy prochazejici vrcholem A, obdobné sg, sc.

Slozeni dvou symetrii je opét symetrie, skladani symetrii je asociativni, iden-
tita 1 je jednotkovym prvkem, kazd4 symetrie méa inverzni symetrii (r a 72 jsou
navzajem inverzni, symetrie s4, sg, ¢ jsou inverzni samy k sobé). Mnozina Dg
s operaci skladani symetrii je tedy grupa. Jeji strukturu lze popsat tzv. Cay-
leyho tabulkou, kterd zachycuje grupovou operaci o, v tomto pripadé skladani
symetrii (napi. 20 s4 = sp, nejprve se provede s4, potom 72).

o 1 r r2 EN SB sc
2
1 1 r r EN SB sc
2

r r T 1 sc Sa SB

r2 r? 1 r sp sc SA
2

SA SA s sc 1 r r

SB SR sc SaA r2 1 T

2
sc sc SA sB r T 1

Ma-li grupa vétsi pocet prvki, je vytvoreni jeji Cayleyho tabulky znacné
pracné a samotna tabulka neni prili§ prehledna.

Strukturu grupy pozndme podrobnéji, nalezneme-li vSechny jeji podgrupy
a zachytime-li jejich inkluze, tj. jak jsou tyto podgrupy do sebe zaklinény.
Z Cayleyho tabulky, ale i z geometrického smyslu prvka grupy Dg, tj. symetrii
trojuhelniku, ihned vidime, Ze grupa Dg mé Sest podgrup:

{17 T, 7’2, SA; SB, SC}v {la T, T2}7 {1a 5A}7 {1a SB}a {17 SC}a {1}
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Diagram podgrup grupy Dg tedy vypada takto:?

2
17T7T ySA, 8B, SC

Grupa Dg mé pét vlastnich podgrup: jednotkovou (trividlni) podgrupu, tfi
dvouprvkové podgrupy (jsou cyklické, znaéime je C'(2)) a jednu t¥iprvkovou
podgrupu, kterd obsahuje préavé vechny rotace (je cyklickd, znac¢ime ji C(3)).

Obdobny priklad dostaneme, uvazujeme-li symetrie ¢tverce.

Priklad 2. Grupa symetrii ¢tverce (grupa Dg).

SBD Sac SAC
N : I
D |~ C 1 C
\ ! s
N | 4
A 1 7
\ o’
d \\ =7
—1----=- K--mm - - Sbd
N
7 | N\
// ! \\
’ ! N
’ I a \
A/ B ' 5 \B
7 I . N\

Grupa symetri{ ¢tverce mé osm prvkd (Ctyfi rotace a Gtyfi osové soumér-
nosti):
De — 2 .3 4 _
8_{Ta r,r,r =1, SAc, SBD, Sac; de}-

2 Ptesnéji feceno: jedna se o tzv. svaz podgrup grupy De.
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Diagram podgrup grupy Dg vypada takto:

17 r7 r27 T37
SAC,SBD,
Sacy Sbd
1,72, 3 1,72,
1,r,rer
SACa SBD sa(!v de
1,s54c 1,sBp 1,r2 1, Spa 1,54
1

Grupa Dg, kterd ma pouze osm prvki, ma devét vlastnich podgrup: jednot-
kovou podgrupu, pét dvouprvkovych cyklickych grup C(2), jednu ¢tyfprvkovou
cyklickou grupu C(4) (obsahuje pravé vSechny rotace) a dvé ¢tyiprvkové grupy,
které maji jinou strukturu — jsou to tzv. Kleinovy ctyrgrupy, které znacime sym-
bolem V (V podle némeckého terminu Vierergruppe). Kazd4 z nich obsahuje
(kromé jednotkové podgrupy) tfi dvouprvkové grupy C(2), pfitom je jim jedna
z téchto podgrup spoleénd (obsahuje rotaci o 180° a identitu).

Cviceni 1. Vytvoite Cayleyho tabulku grupy Dg a s jeji pomoci provéite
vztahy zachycené na diagramu z ptedchoziho obrazku.

Priklad 3. Grupa symetrii pravidelného n-tthelniku (grupa Da,,).

Obdobnym zpisobem jako v predchozich dvou prikladech lze vysSetfovat
grupu symetrii pravidelného n-tihelniku. Sestava z n rotaci a n osovych sou-
mérnosti. Pro lichd n prochézeji osy uvazovanych soumérnosti vzdy vrcholem
a stfedem protilehlé strany, pro sudd n bud protilehlymi vrcholy nebo stfedy
protilehlych stran.

Ziskavame tedy nekonecnou posloupnost koneénych grup
{ Dy |n=3,45, ...},

které se nazyvaji dihedrdlni. Uvédomme si, ze jsou nekomutativni.
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Cviceni 2. Nacrtnéte diagram podgrup grupy symetrii pravidelného péti-
uhelniku (grupa Djg) a diagram podgrup grupy symetrii pravidelného Sesti-
thelniku (grupa Di3).

Cviceni 3. Rozmyslete si nasledujici popis grup Dg, Dg a obecnéji Da,,:
DG = <7’7S ’ Ts = 52 = (TS)Q = 1> = {1,7",7"2,8,7"877"28},

82 = (rs)?

Dgn:<r,s’r"sz:(rs)2:1>:{1,r,...,r"_l,s,rs,...,r"_ls}.

D8:<T7S|r4 1>:{1,7‘,7‘2,7‘3,8,7“8,7‘28,7'33}7

I
-
VA
I

7 7 v . s’ . o
Rikédme, ze grupa Ds, je generovéna prvky r, s, kde 7 je rotace o 359

a s je libovolné zvolena osova soumeérnost. Uvedené rovnosti jsou tzv. definujici
relace.

Na pfedchozich konkrétnich ptikladech je mozno srozumitelné a nazorné de-
monstrovat pojmy grupa, podgrupa, naznacit strukturu cyklickych grup (dvou-
prvkova, t¥iprvkova, resp. n-prvkova grupa rotaci, dvouprvkova grupa tvorena
jednou osovou soumérnosti a identitou), lze naznaéit pojem izomorfismu, uka-
zat princip generovéani (generatory cyklickych grup, generatory Kleinovy ¢tyf-
grupy), naznacit pojem definujici relace apod.

Obratme nyni pozornost k jiné posloupnosti koneénych grup.

Priklad 4. Grupa permutaci n-prvkové mnoziny (grupa S,).

Necht S,, je mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny M,, = {1,2,...,n}
(tj. vzédjemné jednoznaénych zobrazeni mnoziny M,, na mnozinu M, ) s operaci
sklddani permutaci (skladéni zobrazeni). Je to tzv. symetrickd grupa stupné n,
kterd mé n! prvki.

Mame tedy druhou nekone¢nou posloupnost konecnych grup:

{Sn|n=1,2,34, ...}

Grupy S; a Sy jsou velmi jednoduché, maji jeden, resp. dva prvky:

{0} {03 G

Pokud v Piikladu 1 oznaéime vrcholy uvaZovaného trojihelniku (nikoliv
pismeny A, B,C) ¢&isly 1, 2, 3, miZeme symetrie tohoto trojiuhelniku popsat
permutacemi mnoziny M3 = {1,2,3}. Je tedy

(123 (123 s (123 _
“\231)° “\312) “\123) "
/123 (123 (123
SA=\132) BT\ 321) *°T\213)"



89

Grupy Sz a Dg jsou z algebraického hlediska nerozlisitelné, fikame, Ze jsou

izomorfni. Cayleyova tabulka a diagram podgrup grupy S3 jsou proto zachyceny

v Piikladu 1; na konkrétnim oznadenim prvké nezalezi — misto 1,7,72,

bychom do tabulky i do diagramu mohli psat vyse uvedené permutace, pripadné
uzit néjaké jiné symboly.

V Piikladu 2 miZeme rovnéz oznacit vrcholy ¢tverce ¢isly 1, 2, 3, 4 (proti
sméru hodinovych rucicek). Symetrie &tverce lze tedy popsat permutacemi
mnoziny My = {1,2,3,4}. Symetrie ¢tverce vSak odpovidaji jen nékterym prv-
ktm grupy Sy; grupa Dg mé osm prvki, zatimco grupa Sy ma 4! = 24 prvkai.

Napf. permutace

1234

1324
neodpovidéa zadné symetrii ¢tverce, jehoz vrcholy jsme oznadili ¢isly 1, 2, 3, 4
(proti sméru hodinovych ruéicek).

Priklad 5. Grupa sudych permutaci n-prvkové mnoziny (grupa A,,).

Uvazujeme-li pouze sudé permutace mnoziny M,,, ziskdme grupu A,,, ktera
se nazyva alternujici grupa stupné n. Vzhledem k tomu, Ze sudych a lichych
permutaci je pro n > 2 stejné mnoho, mé tato grupa % - n! prvku.

Méme tedy tfeti nekonecnou posloupnost koneénych grup:

{An|n=1,2,34, ... }.

sMF {00
w={(133) G316}

V interpretaci Pitkladu 1 je Az = {1,r,r%}.

Ziejme je

Podivejme se nyni podrobnéji na symetrickou (a téz na alternujici) grupu
stupné 4.

Priklad 6. Symetrickd grupa S, a alternujici grupa Ay.
Na nasledujicim obrazku je diagram podgrup grupy Sj.

Nejprve si uvédomme bohatost struktury grupy Sy, kterd mé 24 prvka a 29
vlastnich podgrup. Ackoliv se diagram podgrup této grupy mize zdat na prvni
pohled velmi komplikovany, neni piilis obtizné jej pochopit ¢i dokonce vytvofit.
Musime se vSak zamyslet nad charakterem prvkia grupy S4 a nad principem
grupové operace. Musime vyuzit to, co jiz zndme (Ptiklady 1 a 2), nesmime se
bat vzit tuzku a papir, trochu pocitat a tfeba i trochu kreslit.



90

S3

S3

S3

Ss

Sy

cE)

Vi

cE

|

o

Dy

Va

cE

cE

Dy

@

Dy




91

Komentujme nyni v nékolika odstavcich diagram podgrup grupy S; a na-
znac¢me tak tvahy, které vedou k hlubsimu porozuméni ivodnim partiim teorie
grup. Nase tvahy budou zcela elementarni, nebudeme potfebovat témér zadné
znalosti.

(i) Budeme-li uvazovat vsechny permutace mnoziny My = {1, 2,3, 4}, které
nechavaji ¢islo 4 na misté, ziskdme podgrupu grupy S, kterd je neodlisitelna
od grupy S3 (je s ni izomorfni). Dalsi tfi podgrupy stejného typu ziskdme,
vezmeme-li vSechny permutace mnoziny My, které ponechavaji na misté ¢islo 1,
resp. Cislo 2, resp. ¢islo 3. Grupa S, tedy obsahuje ¢ty¥i rizné podgrupy typu Ss.
A s témito podgrupami typu S3 obsahuje grupa S, i v8echny jejich podgrupy.
Diagram podgrup grupy S3 (viz Pfiklad 1) je proto ¢tyfikrat vlozen do diagramu
grupy Sy.

Pfipomenme, 7e kazda grupa Sz obsahuje jednu grupu C(3), t¥i grupy C(2)
a jednotkovou podgrupu. Dvouprvkové grupy C(2) obsahuji kromé identické
permutace vzdy jednu transpozici (odpovidd osové soumérnosti trojihelniku),
a jsou tedy podgrupami vzdy dvou rfiznych podgrup typu Ss. Ctyfi cyklické
podgrupy C(3) obsaZené v uvaZovanych ¢tyfech grupach S maji zfejmé spo-
le¢nou pouze identickou permutaci.

Tim jsme objasnili ¢ast diagramu podgrup grupy S4, ktera sestava ze Ctyr
podgrup S, étyf podgrup C(3), Sesti podgrup C(2) a jednotkové podgrupy.

(ii) Budeme-li uvazovat osm permutaci mnoziny My, které odpovidaji sy-
metriim ¢tverce, jehoZ vrcholy jsou proti sméru hodinovych rucicek oznaceny
éisly 1, 2, 3, 4, ziskdme podgrupu grupy Sy, ktera je neodlisitelnéd od grupy Ds
(je s ni izomorfni). Dalsi dvé podgrupy stejného typu ziskdme, uvazujeme-
li o¢islovani vrcholt ¢tverce (proti sméru hodinovych ruéicek) éisly 1, 3, 2, 4,
resp. 1, 2, 4, 3 (pfi oznacenich 1, 4, 3, 2, resp. 1, 4, 2, 3, resp. 1, 3, 4, 2 ziskdvame
stejné podgrupy). Grupa S, tedy obsahuje t¥i podgrupy typu Dg. A s témito
tfemi podgrupami typu Dg obsahuje grupa S, i vSechny jejich podgrupy. Dia-
gram podgrup grupy Ds (viz Piiklad 2) je proto tfikrat vlozen do diagramu
grupy Sy.

Pfipomertime, Ze kazda grupa Dg obsahuje jednu grupu C(4) (rotace), dvé
grupy Vi, pét grup C(2) a jednotkovou podgrupu.

Tt grupy typu Dg maji (vzhledem k vySe uvedenému trojimu oznaceni vr-
cholli ¢tverce) navzajem rizné podgrupy rotaci (tfi grupy C(4)) a v nich jsou
obsaZeny tfi navzajem rtizné podgrupy typu C(2).

Vsem t¥em grupam typu Dsg je spoleénd jedna podgrupa Vj sestavajici (pro
kazdou ze t¥i grup Dg) ze dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jdou stedy
protilehlych stran ¢tverce, a z jedné rotace o 180°.

Kazdé ze tii podgrup Dg ma jesté dalsi podgrupu typu Vy, kterd ma tii pod-
grupy C(2) (jedna z nich odpovida rotaci étverce o 180°). Tyto t¥i podgrupy
typu Vy jsou navzdjem ruzné, kazda obsahuje jesté dvé podgrupy C(2) odpo-
vidajici osovym soumérnostem s osami jdoucimi protilehlymi vrcholy ctverce.
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Tim jsme objasnili dalsi ¢ast diagramu podgrup grupy Sy, kterd sestava ze tii
podgrup Ds, t¥i podgrup C(4), ¢tyf podgrup V4, t¥i podgrup C(2), které jsme
v odstavci (i) je$té neuvazovali, Sesti podgrup C(2), které jsme v odstavci (i)
jiz uvazovali, a z jednotkové podgrupy.

(iii) Zbyva vzit do Gvahy mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny My,
tj. podgrupu A4 grupy S4. Vzhledem k tomu, ze sestdva ze sudych permu-
taci, musi obsahovat ¢tyfi vySe uvedené cyklické grupy C(3), tii cyklické
grupy C(2), které odpovidaji symetriim ¢tverce uréenym osami soumérnosti
vedoucimi stfedy protilehlych stran, Kleinovu ¢tyfgrupu, ktera je jimi urcena,
a jednotkovou podgrupu. V diagramu podgrup grupy S, je diagram podgrup
grupy A4 vyznacen podbarvenim.

(iv) Predchozi vahy mtizeme dokreslit nasledujicimi dvahami.

Grupa S; musi mit pravé devét cyklickych podgrup C(2), nebot existuje
pravé Sest transpozic ¢tyt prvkid a pravé tii permutace slozené ze dvou neza-
vislych transpozic.

Grupa S, musi mit pravé ¢tyfi cyklické podgrupy C(3), nebot mé pravé
osm trojcykld, které jsou po dvou navzajem inverzni (a vytvéreji tedy spolu
s identickou permutaci t¥iprvkové podgrupy).

Grupa Sy musi mit pravé tii cyklické podgrupy C(4), nebot ma Sest cyklic-
kych permutaci ¢ty¥ prvka, které jsou po dvou spjaty (tfeti mocnina jedné déva
druhou). Spolu se svymi druhymi mocninami a identickou permutaci tvofi t¥i
cyklické podgrupy C(4). Jejich podgrupami jsou tfi cyklické grupy C(2) uréené
permutacemi slozenymi ze dvou nezavislych transpozic.

Jiné cyklické podgrupy jiz grupa S; mit nemtize, nebot jeji prvky jsou per-
mutace Ctyiprvkové mnoziny.

Cviceni 4. Ukazte, Ze grupa S, jiz nemé jiné podgrupy nez ty, které jsou
ve vySe uvedeném diagramu.

K diagramu podgrup grupy S, je uzitené se vracet pfi dalsim vykladu teorie
grup (Lagrangeova véta, pojem normalni podgrupy, pojem Sylowovy podgrupy,
prunik podgrup, podgrupa generovana dvéma podgrupami, svaz podgrup, di-
rektn{ soudet podgrup, véty o izomorfismu atd.).

Cviceni 5. Rozvazte, kolik grup typu Sy a kolik grup typu Dig je obsazeno
v grupé Ss. Vypoctéte, kolik je v grupé Ss cyklickych podgrup C(2), C(3),
C(4), C(5) a C(6), a zjistéte, které z nich jsou podgrupami grupy As.

Cviceni 6. Nakreslete Cayleyho tabulku a diagram podgrup osmiprvkové
grupy kvaternioni Q = {+1,+1,+j, +k}, kde se prvky nésobi takto:
?=j=k=-1

)

ij=k,  jk=1i,  ki=j, ji=-k  kj=-i  ik=—j.
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Cviceni 7. Vytvoite Cayleyho tabulku Kleinovy étyfgrupy
V4 - {17 T27 Sbdy Sac}

z Piikladu 2. Uvédomte si, ze fadky této tabulky reprezentuji ¢tyfi permutace
mnoziny {1,72, spd, Sac}, tj. ¢tyti prvky grupy Sa, a Ze tato tabulka znézoriuje
izomorfni vnofeni Kleinovy étyfgrupy V4 do symetrické grupy S4.2 Odtud je jiz
jen kricek k obecné formulaci Cayleyovy véty:

Kazdd konecnd grupa je izomorfni s néjakou permutacni grupou (tj. s pod-
grupou né&jaké symetrické grupy S,,).

Poznamenejme, ze strukturu vétsiho poctu ,malych“ grup muze ¢tenaf po-
znat v ucebnici Od aritmetiky k abstrakini algebfe [1], v niZ rovnéz nalezne
fadu motiva¢nich, inspirativnich a netradi¢nich p¥iklad a cviceni (nejen k teo-
rii grup).

ZAavér

Obvykla touha matematikt prezentovat od prvopocatku sviyj predmét prisné
logicky casto vede k zamlzeni myslenkového procesu, ubiji radost z objevovani,
neinspiruje a neprispiva k hlubokému porozumeéni.

Néktefi matematici viibec nechapou, Ze pravé na konkrétnich piikladech
mohou studenti — pokud jsou ovSem vedeni k pfemysleni, k experimentovani
a k badani — dtkladné pochopit fadu abstraktnich pojmt a souvislosti mezi
nimi. Praci s konkrétnimi pfiklady se mohou naucit podstatné vic nez biflo-
vanim abstraktnich definic, vét a dikazfi.* Mohou proniknout k jadru véci,
porozumét latce a ziskat tak opravdu pevné znalosti.

Naprosté nepochopeni nékterych matematikti pro tento postup doklada
napf. tvrdy odsudek oponenta tykajici se zarazeni vysSe uvedeného diagramu
podgrup grupy S4 do ucebnice [1]:

Zcela mi unikd duvod, proc byl diagram uveden. Bylo smyslem jen ,postrasit
ctendre“?

Absurdnost nazori tohoto oponenta dokresluje jeho lpéni na extrémnich
abstraktnich podruznostech, které ovsem povazuje za mimoradné dulezité:

Vyklad ctenari neodpovi ... napfiklad na otdzku, zda je prdzdnd mnoZina
povazovdna za podpologrupu libovolné pologrupy.

3 Dopliime dva obdobné piiklady: Cayleyho tabulka ze Cviceni 1, resp. ze Cviceni 6
znézoriuje izomorfni vnofeni grupy Dsg, resp. grupy Qg do grupy Ss.

4 Nabiflované definice, véty a diikazy se ovéem velmi snadno, rychle a pohodlné zkousi.
Povédomi o tom, ze pravé takto vypadaji zkousky, nékteré studenty bohuzel motivuje praveé
k biflovani a nikoli k hlubsimu studiu s porozuménim.
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OD ARITMETIKY
K ABSTRAKTNI ALGEBRE

Vlastimil Dlab | JindFich Becvar

r L

Reklama

V uéebnici [1] jsou nové pojmy nejprve prezentovany na prikladech a cvi-
Cenich, které prostupuji celym textem. Prace s pfiklady a cvi¢enimi je pro
pochopeni latky mimoradné dulezita. Exaktni definice, véty a dukazy pficha-
zeji totiz az po zkusenostech, které ctenar postupné ziskava vlastni aktivitou.
Takovy pristup je naro¢ny, vyzaduje od ¢tenafe trvalé soustfedéni, soustav-
nou praci ptfi dobyvani jednotlivych poznatki a jejich intenzivni promysleni.
Na zékladé zkusenosti s fadou konkrétnich prikladt si tak ¢tendf sdm vytvari
logickou strukturu, kterd ziskané poznatky propojuje a zastfesuje. Tato cesta
prinasi nejen skutecné porozumeéni a trvalé znalosti, ale i nasledné uspokojeni
z hlubokého pochopeni studované teorie.

LITERATURA

[1] V.Dlab, J. Be¢vai: Od aritmetiky k abstrakini algebie, SERIFA, Praha, 2016,
480 stran.
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VETA O MAJACICH

MARTINA STEPANOVA

Prispévek je vénovan pavabnému tvrzeni, které vzbuzuje zajem jiz svym
ydobrodruznym* nazvem Véta o majdcich. Neméné piitazliva je jeho graficka
interpretace, kterou lze snadno provést, nebot se jedné o poznatek z planimet-
rie.

Konkrétnéji se budeme vénovat dvéma specialnim svazkim primek. Tvrzeni
véty, tj. konstatovani, Ze jisté priseciky téchto pfimek jsou vrcholy pravidel-
nych n-thelnikd, Ize dokazat pouze na zakladé stfedoskolskych planimetrickych
znalosti.

1 Formulace tvrzeni

Véta 1 (Véta o majacich): Necht A, B jsou dva rizné body a necht kaz-
dym z nich prochdzi n, n > 3, primek takovych, Ze kazZdé dvé po sobé jdouct
sviraji ihel o velikosti 180° /n. Pritom Zddnd z primek jednoho svazku nent rov-
nobéeznd se Zddnou primkou svazku druhého a Zddnd z primek jednoho svazku
neprochdzi stredem svazku druhého. Potom se 2n primek téchto svazki protind
v n? bodech, které jsou vrcholy n pravidelngch n-uhelniki. KruZnice opsané
témto n-uhelnikim prochdzeji body A a B.

Svazek primek prochazejicich bodem A, resp. B, ktery ma uvedené vlast-
nosti, budeme znacit (A,,), resp. (By).

Nyni vysvétleme neobvyklé pojmenovani véty. Volba nazvu se objasni poté,
co do bodii A a B umistime pomyslné majaky a podivame se na né shora.
Na primky svazki 1ze pohlizet jako na ,oboustranné“ paprsky vysilané témito
majaky.

Uvedend predstava se promitne i do pouzivané terminologie: pravidelné
n-thelniky vyskytujici se ve vété 1 budeme nazyvat paprskove.

Véta 1 je formulovana pro libovolné pfirozené n > 3. To poskytuje ¢tenari
bohaty zdroj prikladt, které miZe studovat. Na pohled efektni obrazky obdrzi
zejména v pripadé ,relativné velkého“ n. Upozornéme vsak, ze v pripadé Vety
0 magjdacich povazujeme za ,relativné velké“ jiz n = 10, kdy pracujeme s dvaceti
pfimkami svazktu a dostavame sto priaseciki, které jsou vrcholy deseti paprs-
kovych desetitthelnikt. Troufne-li si néktery ze ¢tenait napf. ruéné narysovat
situaci pro n = 15, jisté bude dtkladné provéfena jeho pozornost, peclivost
(a zfejmé i trpélivost) pfi hledani vice nez dvé sté priseéikt piimek svazki.
Tomuto odvazlivci drzime pésti. My si vSak v ¢lanku skromné vystacimesn < 8
a specialni pozornost vénujeme pfipadu n = 3.

Zformulujme nyni vétu pravé pro nejmensi mozné n, tj. pro n = 3.
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Véta 2 (Véta o majacich se tfemi paprsky): Necht A, B jsou dva rizné
body a necht kaZdym z nich prochdzeji tri primky, z nichZ kaZdé dvé po sobé
jdouct sviraji uhel o velikosti 60°. Pritom Zddnd z primek jednoho svazku neni
rovnobéznd se Zadnou primkou svazku druhého a Zddnd z primek jednoho svazku
neprochdzi stredem svazku druhého. Potom se sest primek svazki protind v de-
viti bodech, které jsou vrcholy tii rovnostrannych trojuhelniki. Kruznice opsané
témto trojuhelnikium prochdzeji body A a B.

Obr. 1: T¥i paprskové trojihelniky

Grafické ztvarnéni véty pro n = 3 je na obrazku 1, dalsi pisobivé ilustrace
pron =4 an =5 jsou na obrazcich 2 a 3.
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2 Neékolik pripravnych prikladia

Resme nyni sérii piikladi, které s tématem na prvni pohled pfimo nesouvisi.
Jak vsak uvidime dale, jejich zvladnuti nds pfipravi na velmi rychlé provedeni
dikazu véty 2. Nasim tikolem bude urceni velikosti nékolika thla. Vzdy budeme
hledat velikosti thld konvexnich, tuto skutecnost vsak nebudeme déle vyslovné
zdlrazinovat.
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Obr. 3: Pét paprskovych pétithelnika
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Uhly, jejichz velikosti poéitame, jsou v grafickjch zadanich barevné zvyraz-
nény, a tak by mélo byt oc¢ividné, s kterym ze dvou moznych neorientovanych
hlt pracujeme. Pii feSeni lze pouzit drobnou napovédu: thly, jejichz velikost
lze vypocitat na obdobném principu, jsou znazornény stejnou barvou (tim vsak
samoziFejmé nefikdme, ze uhly stejnych barev jsou shodné).

Vsechny nasledujici priklady vychézeji z jediného zadani, které je slovné za-
psané o nékolik fadki niZe a znazornéné na obrazku 4.! Pii feseni jednotlivych
ukolt tak mizeme (a budeme) vyuzivat vysledky tloh pfedchézejicich. Dopo-
rucujeme, aby si ¢tenaf postupné ziskané vysledky zapisoval primo do obrazkii.

Zakladni zadani. Ve vsech piikladech necht je ddn rovnostranny trojuhel-
nik K LM, jemu opsané kruznice a jeji dva rtizné body A a B, které nesplyvaji
se zadnym z bodu K, L, M. Pruseéik piimek AK a BM ozna¢me N a prisecik
pfimek AM a BL oznacme O (viz obrazek 4).

Priiklad 1. Urcete velikosti thla KLM, LMK, MKL, KAM, MAN, LBM
a MBO.

Obr. 4: Priklad 1

1 Toto zakladni zadani neni dale v jednotlivych tlohdch znovu slovné opakovéno.
Kwviili prehlednosti jsou nékteré primky zakresleny tak, ze opticky pusobi jako polopfimky ¢i
usecky.
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Reseni: Protoze je trojuhelnik K LM rovnostranny, je
|[/KLM|=|4ZLMK| =|/MKL| = 60°.

Ctyttuhelniky KLM A a KLBM jsou tétivové, proto

|LKAM| =180° — |ZKLM| = 180° — 60° = 120°

|Z/LBM| =180° — |[ZMKL| = 180° — 60° = 120°.
Uhly KAN a MBO jsou pfimé, a tedy
|/ZMAN| =180° — |[ZKAM| = 180° — 120° = 60°

|/MBO| = 180° — |ZLBM| = 180° — 120° = 60°.

Priklad 2. Urdete velikosti thldt KAL a KBL.

Obr. 5: Priklad 2

Reseni: Uloha je trivialni. JelikoZ jsou tthly K AL, K BL a K M L obvodové tihly
prislusné k témuz oblouku dané kruznice, je

|/KAL| = |/KBL| = |/KML| = 60°.
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Priklad 3. Necht o znadi velikost tthlu BAM a 3 velikost (thlu ABM. Urdete
velikosti ahlt AKM a BLM.

Obr. 6: Priklad 3

Reseni: Uhly AKM a ABM jsou obvodové tihly piislusné k témuz oblouku
dané kruznice, z ¢ehoz plyne, ze

|ZAKM|=|£ZABM]| = §.
Zcela analogicky lze odvodit, ze

|/BLM| = |/BAM| = q.
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Priklad 4. Urdete velikosti thld BNO a AON.

Obr. 7: Priklad 4

Regend: Jiz jsme urcili (viz pifklad 1), ze thly NAO a OBN jsou shodné, z ¢ehoz
plyne, Ze ¢tyithelnik ABON je tétivovy. Uhly BNO a BAO jsou tedy obvodo-
vymi thly, které prislusi k témuz oblouku kruznice opsané ¢tyftuhelniku ABON.
Proto

|/BNO| = |£BAO| = a.

Ze stejného divodu jsou shodné i thly AON a ABN, tj.

|/AON| = |/ABN| = 8.



103

Priklad 5. Urcete odchylku pfimek AB a NO a déle odchylku pfimek AB
a KL.

Obr. 8: Priklad 5

Resenid: Protoze |ZAOB| = 180° — a — 3 — 60° = 120° — « — 3, je odchylka
pfimek AB a NO

180° — 8 — (120° —a— ) —60° — = — 3.
Protoze |Z/K AB| = 120° — «, je odchylka pfimek AB a KL
180° — (120° — ) —60° — B = — .

Obé odchylky jsou tedy shodné a piimky KL a NO jsou rovnobézné.



104

Priklad 6. Necht P, resp. Q znadi pruseéik pfimky NO s piimkou LM,
resp. K M. Urcete velikosti thlda M AP a M BQ.

Obr. 9: Priklad 6

Reseni: V predchizejicim piikladu jsme dospéli k zavéru, ze pfimky KL
a NO jsou rovnobé&zné. Trojuhelnik MQP je tedy rovnostranny a |/MPQ| =
= [£LPQM]| = 60°. Odtud plyne, ze |[ZNPM| = |ZMQO| = 120° a nasledné
7e |/MPN| + |ZNAM| = 180° a |ZQMB| + |Z/BOQ| = 180°. Ctyithel-
niky AM PN a M BOQ jsou proto tétivové a

|/ MAP|=|/MNP| = «,
[LMBQ| = |2MOQ| = 5.
3 Dukaz véty 2 a dalsi vlastnosti paprskovych trojuhelnikt

Formou vypoc¢ta =zalozenych pouze na stfedoskolské planimetrii jsme
v 2. ¢asti v podstaté dokazali vétu 2, tj. Vetu o majdcich se tremi paprsky.
Vyjadreme explicitné tento dikaz.
Dikaz véty 2: Necht A, B, M jsou t¥i riizné body a K LM je rovnostranny troj-
thelnik vepsany kruZnici prochazejici uvedenymi body A, B, M (z&dny z bodt
A, B pfitom nesplyne ani s jednim z bodu K, L, tj. body A, B, K, L, M
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jsou navzajem rizné). V piikladech 1 a 2 jsme uréili, ze odchylky p¥imek AK
a AL, AM a AK, BK a BL, BM a BL jsou 60°. Sest uvedenych piimek je
tedy pravé Sest piimek svazku (As) a (Bs) z véty 2 a trojuhelnik K LM je pa-
prskovy. Druhy, resp. tfeti paprskovy trojuhelnik ziskame, budeme-li uvazovat
opét body A, B, avSak misto bodu M budeme pracovat s prisecikem piimek
AK a BL, resp. s prusecikem pfimek AL a BK. Protoze bod M miZeme vo-
lit libovolné (pouze ohlidame, aby M # A a M # B), dokazali jsme, Ze pro
libovolnou volbu svazki (As), (Bs) odpovidaji priseciky jejich piimek prave
vrcholtiim rovnostrannych trojihelniki.

V dikazu véty 1 (pro libovolné pfirozené n > 3) se postupuje zcela ana-
logicky. Tento dukaz viz ¢lanek The Lighthouse Theorem, Morley € Malfatti:
A Budget of Paradozes [1], ktery roku 2007 publikoval Richard K. Guy.

V piikladech 5 a 6, které navazuji na vysledky prikladu jim piedchézejicich,
jsme odvodili a dokazali také nasledujici dvé zajimavé vlastnosti paprskovych
trojuhelnik:

Véta 3 (Véta o rovnobéZnosti stran paprskovych trojahelnikii): Strany
t71 paprskovych trojihelniki, které piisluseji ke svazkim primek (As) a (Bs),
jsou rovnobézne.

Diikaz vety 3: Dlikazem je vypocet v prikladu 5, resp. v pfikladech jemu pted-
chazejicich. Staci si pouze dodateéné uvédomit, ze tsecka NO je stranou pa-
prskového trojahelniku.

Véta 4 (Véta o duplikaci Ghla): Necht (A3) a (Bs) jsou svazky primek
a KLM je pFislusny paprskovy trojihelnik. Ddle necht N je prisecik primek
AK a BM, O je prusecik primek BL a AM, P je prisecik primek NO a LM
a Q je prusecik primek NO a KM . Potom

|/PAM|=|/MAB| a |/QBM|=|/MBA|.

Diikaz véty 4: Dtukazem je vypocet v prikladu 6, resp. v prikladech jemu pied-
chéazejicich.

Existuji opét obecnéjsi verze obou tvrzeni. V piipadé véty 3 se vSak jedna
o rovnobéznost stran a thlopfi¢ek n-thelnikt. Napf. pro n = 4 je z obrazku 2
zjevné, ze strany vSech ¢tyl paprskovych ctvercti rovnobézné nejsou. Pokud
vSak dorysujeme uhlopricky jednotlivych ¢tverci, zjistime, Ze jsou rovnobézné
strany dvou paprskovych ¢tverci a thlopficky zbyvajicich dvou paprskovych
¢tverct. Vice viz opét ¢lanek [1].

4 Dalsi polohy majaku
Ve vSech castech textu, které se tykaly Veéty o majdcich pro n = 3, jsme

bod (majék) A, resp. B umistovali tak, ze byl bodem oblouku KM, resp. ML,
ktery prislusi ke konvexnimu stfedovému thlu kruznice opsané paprskovému
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trojuhelniku. Rovnéz pokud zvolime jinou polohu bodt A a B tak, aby nesply-
valy s body K, L, M (napf. oba budou leZet na stejném oblouku KM, ktery
pfislusi ke konvexnimu stfedovému thlu pfislusné kruznice), platnost vét 2, 3
a 4 zustane zachovdna. Ovéfeni ponechdvame na ¢tenAri.

Nékoho mozné napadne, co by se stalo, kdybychom ve vété 1 (¢i 2) pfipustili
moznost, ze primka jednoho svazku prochéazi stifedem svazku druhého. Také
v tomto pfipadé lze nalézt v prisecicich pfimek svazkt vrcholy n pravidelnych
n-uhelnikt. VSechny tyto n-thelniky by mély jeden z vrcholl ve stfedu jednoho
svazku. Priise¢ikii ptimek svazkii by vSak jiz nebylo n?, ale n? —n — 1 (n by
jich splynulo do jediného). Tomuto specidlnimu pfipadu jsme se vSak zdmérné
vyvarovali, nebot by znac¢né ztizil diikazy.

Tti varianty (pro n = 3, n = 4 a rovnéz pro ,vétsi“ n = 8) tohoto nestan-
dardniho pfipadu jsou znazornény na obréazcich 10, 11 a 12. Na obrazku 13 je
uveden — kvili prehlednosti — zvétseny vytez z obrazku 12.

Obr. 10: Tti paprskové trojuhelniky
(pfimka jednoho svazku prochézi stfedem druhého svazku)
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Obr. 11: Ctyii paprskové ¢tverce
(pfimka jednoho svazku prochézi stfedem druhého svazku)
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Obr. 12: Osm paprskovych osmithelnika
(pfimka jednoho svazku prochézi stfedem druhého svazku)
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Obr. 13: Osm paprskovych osmithelnik — vyfez z pfedchoziho obrazku
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Pokud bychom uvazovali dokonce pripad, v némz by piimka kazdého ze dvou
svazkt prochézela stfedem svazku druhého, dostali bychom se jesté do vétsich
nesnazi. Kromé problému se splynutim dvou pfimek do jedné, bychom obdrzeli
n — 1 dvojic rovnobéznych primek, jejichz priseciky lezi v nekonecnu.

5 Zavér

Pomineme-li dva specidlni piipady zminéné v zavéru textu, je dikaz Vety
o majdcich se tremi paprsky dikazem toho, Ze ne kazdy dikaz musi byt pro
studenty obavanym ,strasdkem“. Dalsim kladem véty je jeji pisobivé grafické
znazornéni, které muze prilakat k této nepftilis znamé problematice nejednoho
Ctenafe.
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ULOHY DISKRETNI PRAVDEPODOBNOSTI

JAKUB STANEK

1 Uvod

Pravdépodobnost je mnohdy zaky i uciteli hodnocena jako jedna z nejobtiz-
néjsich latek stfedoskolské matematiky. Jednou z moznych pfi¢in by mohl byt
fakt, ze ovérit spravnost vysledku tloh diskrétni pravdépodobnosti je velice
casto komplikovanéjsi nez v prikladech jiné stfedoskolské matematiky a vy-
svétleni, v ¢em je chyba v pfipadé Spatného feseni daného piikladu, byva ¢asto
krkolomné. Dalsim problémem je, ze Glohy diskrétni pravdépodobnosti, alespon

vyzaduji od svého Tesitele vét$i miru pochopeni dané problematiky.

V ¢lanku se budeme zabyvat tfemi ptiklady na diskrétni pravdépodobnost.
Prvni dva jsou velmi dobfe znamé a u nich ukdzeme kromé spravnych feseni
také feseni nespravna, k nimz tyto tlohy casto svadi, a provedeme diskusi. V po-
slednim ptikladé se budeme zabyvat tilohou o vypoctu pravdépodobnosti vyhry
ve hie poker, verzi Texas Hold’em, ktera je v soucasné dobé velice populérni.

2 Priklady

Fakt, ze mohou byt i jednoduché tlohy diskrétni pravdépodobnosti zradné,
lze vidét na nasledujicim piikladu.

Piiklad 1 (pfevzato z [1], str. 2). S jakou pravdépodobnosti padne ve dvou
hodech minci alesponi jednou rub?

vvvvvv

v kapitole Pravdépodobnost v ucebnici pro gymnézia [2], str. 81. I kdyZ je tento
ptiklad pomérné jednoduchy, i proto byl zfejmé uveden v ucebnici jako prvni,
tak jeho §patné feseni provedl jak Jean D’Alembert (1717-1783), tak i Gottfried
Leibniz (1646-1716) (viz [1]). Spravna odpovéd je, Ze hledana pravdépodobnost
je %, jelikoz mame ¢tyti stejné pravdépodobné moznosti vysledku sledovaného
pokusu, a to (lic, lic), (lic, rub), (rub, lic) a (rub, rub), a z nich jsou tfi pFiznivé.
D’Alembert vSak uvadi vysledek %, jelikoz pracuje pouze s jevy ,padne dvakrat
rub“, ,padne jednou rub a jednou lic* a ,padne dvakrat lic*. Tyto jevy vSak
nemaji stejnou pravdépodobnost, a pravé proto je feSeni chybné.

Druhy priklad byva uvadén v nékolika rtznych verzich. Tato tloha, ktera se
proslavila jako tzv. problém Montyho Halla, byla pfedstavena v publikaci [4].
Uvedeme zde dvé casto prezentované verze této tlohy.

Priklad 2 — verze 1. V jednom ze t¥{ trezori je skryta odména, ostatni dva
jsou prazdné. Soutézici je vyzvan, aby si vybral trezor, ve kterém mysli, Ze je
skryta odmeéna. V pfipadé, zZe se trefi, tak odménu ziska. Po vybrani je otevien
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jeden z dvou dalsich trezori, ale vzdy pouze ten, ktery je prazdny, o cemz je

soutézici informovan. Poté je soutézici vyzvan, zda chce zménit volbu trezoru
a vybrat si druhy zbyvajici. Je pro soutéziciho zména trezoru vyhodna?

Piiklad 2 — verze 2 (pfevzato z [2], str. 122, pf. 2). Sk¥iiika m4 t¥i zasuvky.
V prvni jsou dvé zlaté mince, v druhé jedna zlatd a jedna stfibrna, v tieti
dvé stfibrné mince. Zvolime nadhodné jednu zasuvku, z ni vytadhneme naslepo
jednu minci. Jaka je pravdépodobnost, ze v zasuvce zbyde zlatd mince, jestlize
vytazend mince byla st¥ibrna?

Reseni — verze 1: Zde ¢asto bojuji dvé intuitivni pfedstavy. Dle prvni je odména
bud v trezoru, ktery byl vybran napoprvé, a nebo v tom druhém neotevieném,
a jelikoz na zacatku mély oba tyto trezory stejnou pravdépodobnost, Ze v nich
bude odména, tak by tomu mélo byt i po otevieni zbyvajiciho trezoru, a proto
by pravdépodobnost vyhry méla byt % pro oba trezory. Dle druhé tivahy jsme
pri prvni volbé volili ze tii trezord, takze byla pravdépodobnost vyhry %, ta se
zmeénit otevienim prazdného trezoru nemohla, jelikoz vzdy bude jeden trezor
otevien, af jsme pfi prvni volbé zvolili trezor s odménou, ¢ prazdny. Proto je
pravdépodobnost vyhry i po otevieni prazdného trezoru %, a tedy se zména
trezoru vyplati, jelikoz pravdépodobnost, Ze je cena v druhém neotevieném

: 1_ 2
trezoru, je 1 — 5 = £.

Nejdfive uvedeme FeSeni tohoto piikladu. Ozna¢me A;, i = 1,2, 3, jevy, Ze
v i-tém trezoru je odména, pak P(A;) = % Bez Gjmy na obecnosti predpoklé-
dejme, Ze jsme na zacatku zvolili trezor ¢islo 1, a oznacme B;, i = 2, 3, jevy, Ze
je poté otevien i-ty trezor (ktery je prazdny). Rozeberme si ted jednotlivé moz-
nosti. Je-li odména v ndmi zvoleném trezoru, pak mtze byt otevien libovolny
ze zbyvajicich dvou trezori, ani jedna z téchto variant neni preferovand, a tak

o P(B;NA

P(Bi|A1) = . Jelikoz P(B;|A1) = 25 a P(41) = 1, tak P(41NB;) = §.
Je-li odmeéna v i-tém trezoru, ¢ = 2, 3, pak nemuze byt po prvni volbé otevien
a musi byt otevien trezor zbyvajici, proto P(4; N B;) =0 a P(B;|A;) =1 pro
i#j=PANB;)=1proi=23ai+#j.

Jelikoz jsou jevy Aj, Ay a Aj disjunktni a dohromady pokryvaji cely prav-
dépodobnostni prostor (jsou v nich obsazeny vSechny mozné vysledky pokusu),

3

tak P(B;) =Y ;_y P(A;NB;) = ¢ + 0+ § = . Pak

P(AiNnB) + 1
? 2

P(A:N B; L9
? 2

tedy i po otevieni prazdného trezoru zistane pravdépodobnost vyhry pro prvné
zvoleny trezor stejna, ale pro zbyvajici trezor je dvojnasobna.

Kde tedy nastala v prvni tvaze chyba? Chyba je pravé v tom, Ze by i po
otevreni jednoho z trezort méla byt pravdépodobost ulozeni vyhry do zbylych
trezoru stejné. Trezor, ktery jsme si vybrali, otevieny byt nemohl, zatimco
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napiiklad druhy trezor ano. A tak informace, Ze nebyl otevien ani druhy trezor,
zvySuje Sanci, ze v tomto trezoru bude vyhra. V jistém smyslu je po otevieni
tfetiho trezoru druhy trezor reprezentantem obou téchto trezort, a proto je
pravdépodobnost, Ze v ném bude vyhra rovna %
Reseni — verze 2: ReSeni je prevzato z [2]. Tak jako v piedchozi verzi lze i tady
snadno dojit k Spatnému vysledku tivahou, ze jelikoz stfibrnou minci 1ze vy-
tahnout jen z druhé nebo treti zasuvky a ve druhé zasuvce zbude zlatd mince
zatimco ve treti stfibrna, je hledand pravdépodobnost rovna % Muzeme ale
uvazovat i takto. Pouze z druhé ¢i tfeti zasuvky mohu vytdhnout stfibrnou
minci, v nich je ale jen jedna zlatd mince a po vytazeni jedné stiibrné v nich
zbudou jesté dvé stfibrné mince, tedy hledana pravdépodobnost by méla byt %

Pro feSeni ptikladu si zavedeme nésledujici znacéeni: (1, z1) je jev, Ze z prvni
zasuvky vytahneme prvni zlatou minci, podobné oznac¢ime dalsi elementarni
jevy (1,22), (2, 2), (2,5), (3,51) a (3, s2). Prvni ¢islo vidy znadi, z jaké zasuvky
bylo tazeno a s, resp. z, znaci tazeni stfibrné, resp. zlaté, mince. Oznacime-
li jev ,byla tazena stfibrna mince“ pismenem B a jev ,v zasuvce zbyla zlata
mince“ jako jev A, pak

_ P(ANB) P({(2,5)}) _1
PAB) = =58 = P& s), Gos), Gs)]) 3

Chyba v avaze, ktera vedla ke Spatnému feseni, byla opomenuti skutecnosti,
ze pravdépodobnost, ze vytdhnu stfibrnou minci z druhé zasuvky, je dvakrat
mensi neZ pravdépodobnost, Ze ji vytdhnu z posledni zdsuvky. A tedy vime-li,
7e jsme vytahli stfibrnou minci, je dvakrat vétsi pravdépodobnost, ze jsme ji
tahali ze tfeti zasuvky nez ze zasuvky druhé.

Ackoliv se mohou zdat tyto dvé tlohy velmi odlisné, koneckonci i uvedend
feSeni jsou jina, jde v zasadé jen o modifikaci téze tlohy. Jev B; ,byl otevien
i-ty trezor“ odpovida pak jevu B ,byla taZena stfibrnd mince“ a jev A ,od-
meéna je v prvnim trezoru“ odpovida jevu A ,v zdsuvce zbyla stfibrnd mince®.
Jsou-li to ale v podstaté stejné tlohy, tak by mély jit vyfesit i stejnym postu-
pem. Zkusme tedy prvni verzi vyfesit pomoci postupu aplikovaného na druhou
verzi tlohy. Zde bychom mohli pouZit elementdrni jevy (1,02), (1,03), (2,03)
a (3,02), kde prvni éislo znadi, ve kterém trezoru je vyhra, a o; znaéi, Ze byl
otevien i-ty trezor. Jelikoz tyto jevy nemaji stejnou pravdépodobnost, prvni
dva maji pravdépodobnost %, zatimco druhé dva %, tak si jesté kazdy z jevi
(2,03) a (3,02) rozdélime na dva disjunktni podjevy, které uz budou mit také
pravdépodobnost %. Tedy budeme pracovat s elementarnimi jevy (1,02), (1, 03),
(2,0%), (2,02), (3,0%) a (3,02). Pak

_ P(ANBy) P{(1,02)}) _1
P(A1]B2) = P@g2_HwWﬁ@£M&@H_§
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Posledni piiklad se bude tykat vypoctu vyhry jednotlivych hracu pfi hie
Texas Hold’em za stavu, ze je jiz vylozeny flop, jinak feCeno, hraci maji kazdy
v ruce dvé karty a jiz jsou na stole vylozené tfi spolec¢né karty.

Nejdiive si ve strucnosti popisSme pravidla této verze pokru, kterd je v sou-
Casnosti pravdépodobné nejhranéjsi verzi u néas. Na zacatku hry kazdy hrac
dostane dvé karty, pak probiha prvni kolo sazek. Poté se vylozi takzvany flop,
tedy tii spolecné karty, a nasleduje dalsi kolo sazek. Pak se vylozi dalsi spole¢na
karta (turn), opét nasleduje dalsi kolo sazek a nakonec se vylozi posledni spo-
leéné karta (river) a probéhne posledni kolo sazek. V kazdém kole sdzek miize
hra¢ bud slozit (ukonéit hru) nebo dorovnat, popfipadé navySovat sazku. Po
ukonéeni posledniho kola sazeni vylozi hraci, ktefi jsou jesté ve hie, své karty
a urci se vitéz podle toho, ktery hrac drzi nejsilnéjsi kombinaci. Kombinace,
kterou dany hrac¢ drzi, je nejsilnéjsi kombinace péti karet, kterou muize hrac
vytvorit ze dvou karet, které mé v ruce a péti spoleénych karet na stole.

Vyherni kombinace jsou po fadé od nejsilnéjsi po nejslabsi tyto:

e postupka v barveé,

e poker — Ctyri karty stejné hodnoty,

e full house — trojice a dvojice,

e barva — vSech pét karet ve stejné barveé,

e postupka,

e trojice karet stejné hodnoty,

e dva pary karet stejné hodnoty,

e jeden par,

e vysoké karty — kombinace péti karet, které netvori zadno z diive uve-
denych kombinaci.

Vice informaci o pravidlech a kombinacich lze najit nap¥. v praci [3].

Také nasledujici ptiklad je — s laskavym svolenim autora — pfevzat z této
prace, tedy z [3], str. 29. Ptiklady tohoto typu umoZnuji velkou variabilitu
slozitosti v zavislosti na tom, kolik karet mé na stdl jesté prijit, kolik hract
hraje a jaké karty na stole jiz lezi. Proto Ize u téchto tloh vymyslet jak pomérné
jednoduché zadani, tak i zadani, které bez pomoci pocitactt v podstaté nelze
spocitat. Vyhodou je i to, Ze je tato tématika pro studenty pritazliva.

Priklad 3. Uréete pravdépodobnost vyhry prvniho hrace, je-li na stole situace
znézornéna na obrazku 1.

Ulohu zde nebudeme fesit kompletné, jen nastinime postup feseni. Celé fe-
Sen{ 1ze najit v préci [3].

Jelikoz je na stole jiz sedm karet a balic¢ek na poker obsahuje 52 karet, tak
mame 45 moznosti karet, které mohou pfijit na turn (dalsi karta, kterd pfijde
na stil). Uréime tedy postupné pocet vyhernich moznosti pro prvniho hrace
v zavislosti na tom, jakd karta pfisla na turn, pak pocet vSech téchto moznosti
seCteme a vydélime pocet vSech moznosti, jaké karty mohou na stul pfijit,
tj. 45 - 44 = 1980 (zde rozlisujeme i v jakém pofadi na stil karty pfijdou).
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Player 2

Obr. 1: Graficka ukazka prubéhu hry Poker, verze Texas Hold’em
(obrézek je prevzat z [5]).

Rozebereme zde dvé varianty karet, které mohou pfijit na turn.

e Na turn pfijde dvojka (barva zde nehraje roli): Je-li na turnu dvojka,
tak ma prvni hra¢ dva pary a druhy jen jeden. Druhy hrac¢ muaze vyhrat
jen v pripadé, ze posledni kartou ziské vyssi kombinaci karet, v tomto
pripadé dva vyssi pary nebo postupku. Aby mél dva vyssi pary, po-
tfebuje desitku nebo kluka (6 moznosti). Aby mél postupku, potfebuje
sedmicku nebo dadmu (8 moznosti). Ostatni karty hraji pro prvniho
hrace. Prvni hra¢ mé tedy 44 — (6 + 8) = 30 vyhernich kombinaci pro
kazdou ze t¥i dvojek, které mohou na turn piijit. Celkem tedy 90 vy-
hernich kombinaci.

e Na turn prijde pikova trojka: V tomto pfipadé mé prvni hrac trojici,
ale druhy hrac¢ muze ziskat jesté barvu ¢i postupku. Ptijde-li na river
sedmicka ¢i ddma, tak vyhraje druhy hra¢ s postupkou (8 mozZnosti).
Ptijde-li na river pikova karta, bude mit druhy hrac¢ barvu. Ale sed-
micka a dama jsou jiz zapocitany v predchozich moznostech a osmicka
¢l devitka zase tvor{ prvnimu hraéi silnéjsi kombinaci (full house). Ka-
ret, pii kterych vyhraje druhy hra¢ s kombinaci barva, je tedy jen 5.
Proto celkové je 44 — (8 + 5) = 31 vyhernich kombinaci pro prvniho
hréce.

Timto zptsobem zjistime, ze vyhernich kombinaci pro prvniho hrace je 886,

a tedy prvni hra¢ méa pravdépodobnost vyhry % = 0,4475.
Jiny zptisob feSeni je zameétit se na vyherni kombinaci, se kterou prvni hrac

vyhraje. To mtze byt bud par, dva pary, trojice, full house anebo poker. Po-
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stupku ani barvu uz prvni hra¢ vytvorit nemiize a par uz ma. Pak se zaméfime
na to, kolik moznosti dané vyherni kombinace hra¢ ma. Ukazeme si to na pfi-
kladé paru. Aby prvni hra¢ vyhral s kombinaci par, druhy hra¢ musi mit nejnizsi
moznou kombinaci, to jest kombinaci vysoké karty. Pokud bude mit druhy hrac
také par, tak jelikoz drzi vyssi karty, bude vitézem on, jelikoz bude mit vyssi
par. To znamen4, Ze na turn a river musi ptijit karty s hodnotami, které jesté
na stole nelezi, nesmi spole¢né tvofit par (to by mél prvni hra¢ kombinaci dva
pary), nesmi byt obé pikové (to by druhy hrd¢ mél barvu) a nesmi v nich byt
ani sedmicka ani ddma (to by druhy hra¢ mél postupku). Tedy vybirdme z ka-
ret s hodnou 4, 5, 6, K a A tak, aby obé karty mély riznou hodnotu a nebyly
obé pikové. Moznosti tedy je (g) (4%2 — 1) = 150. Obdobné se zaméiime na dalsi
mozné vyherni kombinace prvniho hrace, pocet vSech vyhernich variant se-
¢teme a vydélime poctem vSech moznosti. Poznamenejme, Ze v tomto zpisobu
jiz nerozliSujeme poradi, ve kterém prichéazeji karty na sttil, a proto je pocet
celkovych moznosti roven (425) = 990.

U takto slozitych uloh se ¢asto stava, ze fesime-li llohu dvéma rtznymi zpa-
soby (jak lze t¥eba Fesit tento ptiklad) a vyjdou ndm dva rtzné vysledky, tak
je obtizné urcit, ve kterém z postupt je chyba. Jedna z variant, ktera se pro
ovéreni vysledku nabizi, je vzit si na pomoc pocitac. Koneckoncti, pokerové
kalkulacky, které jsou na internetu volné dostupné (napf. [5]), uréuji pravdé-
podobnosti vyher pravé pomoci pocitaci propocitanim vsech moznosti. I kdyz
se to muze zdat na prvni pohled slozité, tak naprogramovat takovou pokerovou
pocitacku, alespon pro konkrétni priklad, neni zas tak obtizné a pro schopnéj-
$itho studenta stfedni Skoly s jistou zkuSenosti s programovanim to mize byt
docela pékné cviceni. Navic spojeni programovani a matematiky mtze nékte-
rym studentéim pfipadat jisté zajimavé.
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DVE OPOMIJENE PLANIMETRICKE VETY

JANA HROMADOVA

Ve svém c¢lanku bych rada na nékolika prikladech nastinila dilezitost ale
i zraddnost obrazkd v geometrickych dikazech a poukazala na dvé opomijené
planimetrické véty, pomoci nichz lze odvodit fadu elementarnich vét, jez jsou
naplni stredoskolského uciva.

V geometrii Casto studenti nechdpou, pro¢ je tfeba dokazovat néco, co je
preci naprosto zfejmé. Odhlédnéme nyni od toho, Ze ona ,zfejmost“ je velice
individualni. Zaci si ¢asto si neuvédomuji, Ze hodné zalezi na tom, jak vhodné
si nakreslime obrazek modelujici zkoumanou situaci. Nami zvoleny obrazek
Casto nereprezentuje vSechny mozné situace, které mohou nastat. V nékterych
konkrétnich situacich jiz ono ,zfejmé“ prestava byt vidét na prvni pohled.

Pro¢ naptiklad dokazovat, ze vnéjsi tthel trojihelniku je vétsi, nez vnitini
thel pfi jiném vrcholu, vzdyt z ptilozeného obrézku (obr. 1 vlevo) je pfeci
naprosto zfejmé, ze zatimco vnitini thly jsou vSechny ostré, pak vnéjsi thly
jsou tupé a kazdy tupy thel je preci vétsi nez libovolny ostry thel. Nakreslime-li
si trojuhelnik tupouhly, jiz bychom mohli zacit o platnosti pochybovat.

A B A <e-— B
Obr. 1: Vnéjsi thel trojuhelniku

Pfedstavme si nyni, Ze bod A posouvame po piimce AB smérem od bodu B
(obr. 1 vpravo). Bude-li bod A od bodu B vzdalen napf. 20 m, nebude jiz
gkolni thlomér schopen potvrdit rozdil mezi vnitfnim thlem pfi vrcholu C
a vnéjsim thlem pfi vrcholu B. Neni tedy zcela vhodné hovorit o ,zfejmosti“
této véty. Korektni dikaz této véty nezavisi na tom, jak si nakreslime ilustracni
obrazek, pomoci nékolika logickych krokt odvozuje, ze véta plati pro vSechny
trojuhelniky a i kdyZ nejsme schopni okem, ¢i thlomérem poznat rozdil, pfesto
mizeme s jistotou tvrdit, Ze existuje.

Nakreslen{ nevhodného obrazku (¢i obrazku reprezentujiciho pouze jednu

z moZnych variant) byvd jednou z Castych chyb v geometrickych dikazech.
Podivejme se napt. na néasledujici tvrzeni a jeho ,dtikaz“ (viz [2] str. 27, 43).

Je-li obdélnik M N P(Q) vepsdn do c¢tverce tak, Ze na kazdé strané ctverce lezi
prdvé jeden z vrcholi obdélniku, pak vepsany obdélnik je také ctverec (obr. 2).
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D P c

0 N
Q S
A R M B

Obr. 2: Obdélnik vepsany do ¢tverce 1 (zdroj: [2])

K dikazu tohoto tvrzeni vedme vrcholy @Q a P kolmice QS, PR po fadé na
strany BC a AB. Plati |AB| = |QS| = |PR|. Usecky QS i PR jsou odvésnami
v pravouhlych trojuhelnicich QSN a PRM, jejichz pfepony jsou si téz rovny,
nebot jsou obé thloptickami obdélniku M N PQ. Dle véty Ssu jsou vysrafované
trojuhelniky shodné, shoduji se tedy i thly QNS a PMR.

Vsimnéme si v obrazku ¢tyftahelniku M BNO, kde O je prusecik tthlopticek
obdélniku M N PQ. Vnitini thel ¢tytthelniku pfi vrcholu M je roven vnéjsSimu
thlu pfi vrcholu N, tedy soucet vnitfnich uhld pti vrcholech M a N je tihel
piimy. Pak ovSsem musi byt i soucet vnitfnich hli pfi vrcholech B a O thel
primy, a protoze u vrcholu B je thel pravy, musi byt pravy tthel i pfi vrcholu O.
Tedy thlopricky obdélniku M N P() jsou navzajem kolmé, ovS§em tuto vlastnost
ma ze vSech obdélnikil pouze ¢tverec, ¢imz je dikaz hotov.

Snadno si vSak dovedeme piedstavit, ze do Ctverce lze vepsat i obdélnik,
ktery neni ¢étvercem (obdélnik jehoz osy stran lezi v thlopiickach ¢tverce, viz
obr. 3), kde jsme tedy v diikazu udélali chybu?

D P C
0 S

0 N
A R M B

Obr. 3: Obdélnik vepsany do ¢tverce 2 (zdroj: [2])
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Spoléhali jsme se na obrazek 2, v némz je znidzornén pouze jeden konkrétni
pripad. Na zakladé tohoto obrazku jsme pak predpokladali, Ze ze dvou navza-
jem shodnych Ghlid QNS a PMR je jeden vnitfnim a jeden vnéjsim thlem
¢tytuhelniku M BNO, coz ovSem v jinych pfipadech platit nemusi.

Aby bylo dokazované tvrzeni platné, museli bychom jej doplnit nasledovné:

Je-li obdélnik vepsdn ctverci tak, Ze jedna jeho strana neni rovnobéznd s Zdd-
nou uhloprickou ctverce, pak tento obdélnik je ctverec.

Na téchto dvou prikladech jsem se snazila ukézat, jak dulezitd i zradné je
role obrazkt v geometrickych dikazech. Vice o potiebnosti dikazi v geometrii
o Castych chybach v dikazech ¢i o struktufe geometrickych dikazi lze nalézt
napft. v [1] a [2].

Podivejme se nyni na dvé trochu opomijené véty Menelaovu a Cevovu,
s jejichz pomoci lze dokazat fadu elementarnich vét stfedoskolské planimet-
rie a nejen je.

V hodinach deskriptivni geometrie se zminéné véty formuluji s vyuzitim
pojmu délici pomér (viz napt. [4]), ktery se ovSem na stfednich Skoldch bézné
nezavadi, 1ze to ov8em i bez néj (viz napf. [3]). Pfi dikazech téchto vét se vét-
$inou vyuziva podobnych zobrazeni, nelze jimi tedy nahradit klasickou vyuku,
aniz bychom predbihali v tématech.

Meneldova a Cévova véta

Menelidova véta.! V roviné je ddn trojihelnik ABC. Necht jsou K, L, M
po Tadé body na primkdich AB, BC, CA, které nesplyvaji s Zddnym z vrcholu
trojuhelniku. Potom body K, L, M leZi na primce prdvé tehdy, kdyZ plati:

(M1) Z bodi K, L, M patii trojihelniku bud prdvé dva, nebo Zddny,

|AK| |BL| |CM]| _

(M2) 1.

|BK| |CL| |AM|

Obr. 4: Meneldova véta

Diikaz: Predpokladejme, ze body K, L, M lezi na jedné piimce. Pak zfejmé
plati tvrzeni (M1). Necht napfiklad body M, L nélezi trojahelniku (viz obr. 4

IMeneléos Alexandrijsky byl fecky matematik a astronom. Zil na pfelomu 1. a 2. stoleti
naseho letopoctu.
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vlevo), ¢ zddny z bodid K, L, M nendlezi trojuhelniku (viz obr. 4 vpravo).
Vedme bodem A rovnobézku s piimkou KL (viz obr. 5) a oznatme X jeji
prusecik s pfimkou BC. Trojuhelnik CAX je obrazem trojihelniku CML ve
stejnolehlosti se stfedem C, plati tedy

|C M| B |CL|
|AM| | XL|
Ve stejnolehlosti se stiedem B se tsecka AX zobrazi na tsecku K L, plati tedy
AK| _ [xL]
|BK| n |BL|"
7 obou rovnosti plyne

|AK| |BL| |CM| |XL| |BL| |CL| _

. . = . . =1.
|BK| |CL| |AM| |BL| |CL| |XLj

Obr. 5: Meneldova véta — dikaz

Piedpoklddejme nyni, Ze plati tvrzeni (M1) a (M2). Pfedpoklddejme jesté,
7e trojihelniku nalezi bud body M, L, nebo zadny z bodu K, L, M. Snadno
nahlédneme, Ze piimka M L neni rovnobézna s AB. Muselo by totiZ platit

|CM| |CL|
|AM|  |BL|

a ze soucasné platnosti tvrzeni (M2) vyplyva |AK| = |BK]|. Coz by nastalo
v pripadé, Ze by bod K byl stfedem tsecky AB, avSak bod K vubec bodem
tsecky AB neni. Piimka M L je tedy rtiznobéZna s AB, ozna¢me K’ jeji priisecik
s AB. ProtoZe jsou body M, L, K’ kolinearni, plyne z jiz dokdzané prvni ¢asti
vety

|AK"| |BL| |CM]| _

: : =1.
IBK'| |CL| |AM]
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Ze soucasné platnosti druhého tvrzeni plyne

|AK]| B |AK|
|BK| |BK'|

Hodnota tohoto poméru muze byt vétsi ¢i mensi nez jedna, navic muzeme
predpokladat, ze |AK| je vétsi nebo rovno, ¢i mensi nebo rovno nez |AK’|.
Predpokladame-li nejprve

[AK]| '
1 A |AK| > |AK
B~ " AK]| = |AKT],

pak body K i K’ lezi na polopfimce AB mimo tsecku AB a muzeme zapsat
|AK'| = |AK| + |KK'|, |BK’'| = |BK| 4+ |KK'|. Dosazenim do vySe uvedené
rovnosti dvou zlomi dostévame |KK'| = 0, plati tedy K = K'. Totéz bychom
dostali i pro ostatni varianty.

Protoze bod K splyva s bodem K’, dokdzali jsme, Ze i body K, L, M lez
na jedné piimce.
Cévova véta.? V roviné je ddn trojihelnik ABC. Nechf jsou K, L, M po
7adé body na primkach AB, BC, C A, které nesplyvaji s Zadngm z vrcholi troj-
thelniku. Primky CK, AL, BM prochdzeji jednim bodem, nebo jsou navzdjem
rovnobézné pravé tehdy, kdyzZ plati:

(C1) Pravé jeden z bodi K, L, M je bodem trojuhelniku ABC, nebo viechny
ti ndlezi trojuhelniku,
|AK| |BL| |CM]|
|BK| |CL| |AM|

(C2)

1.

Obr. 6: Cevova véta,

Drikaz: Prochéazeji-li piimky CK, AL, BM jednim bodem, nebo jsou navza-
jem rovnobézné pak ziejmé plati (C1). Jsou-li pfimky AL, BM, CK navza-
jem rovnobézné, pak ditkaz plyne ze stejnolehlosti trojuhelniki ABM a AKC,

2Giovanni Céeva (1647-1734) byl italsky matematik, vétu publikoval roku 1678.
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popt. CM B a CAL (viz obr. 6). Prochazeji-li dané pfimky jednim bodem, pak
z Meneldovy véty pro trojuhelnik AKC a pfimku BD dostavame

|AB| |KD| |CM|
|BK| |CD| |AM|

Pro trojuhelnik K BC' a pfimku AL dostavame obdobné

|AK| |BL| |DC| _

=1.
|AB| |CL| |DK]|

Vynésobnenim téchto rovnosti dostaneme vztah (C2). Tim je jedna implikace
dokézana. Na obrazku 6 je zndzornéna situace, kdy K, L i M nélezi trojihelniku
a prusec¢ik D pfimek CK, AL, BM je tedy vnitinim bodem trojihelniku,
ponecham na ¢tenari, aby si sim nacrtl situaci, kdy bod D bude vnéjsim bodem
a oveéril, ze pro vnéjsi bod je dtikaz analogicky.

Diikaz opac¢né implikace bychom provadéli obdobné jako u Meneldovy véty.
Kompletni diikaz je mozné nalézt napt. v [4], str. 29.

Cevovu vétu jsme dokazali za pomoci véty Meneldovy. Obé véty jsou ale ve
skutecnosti ekvivalentni, Meneldovu vétu by Slo dokdzat pomoci véty Cevovy.
Na webové strance [6] lze nalézt ndznak dikazu ¢asti Cevovy véty bez Mene-
laovy véty, pouze s vyuzitim vzorce pro obsah trojihelniku.

Dusledky Cevovy véty

Vyuzijme nyni tyto véty k dikaztm elementarnich vét o trojihelnicich. Né-
které diikazy budou jednodussi, nez znamé stfedoskolské, jindy je tomu naopak.

S vyuzitim Ceévovy véty snadno dokazeme, Ze tézZnice v trojuhelniku se pro-
tinaji v jednom bodé.

Oznacime-li K, L, M stfedy stran trojihelniku (viz obr. 7), pak vSechny
tfi body nélezi trojuhelniku (C1) a protoze |[AK| = |BK]|, |BL| = |CL| a
|CM| = |AM], je splnén i vztah (C2). Spojnice AL, BM, CK se tedy protinaji

Vv

vétu na trojuhelnik AKC a piimku BM, dostavame ze vztahu (M2)

AB| |KT| |CM| _2 |KT| 1 _
|BK| |CT| |AM| 1 |CT| 1

Tedy |CT| : |[KT| =2 :1 aobdobné pro ostatni t&éznice. Bod T tedy déli kaZdou
z tézZnic na dva dily v pomeéru 2:1, pricemz vétsi dil obsahuje vrchol trojuhelniku.
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Obr. 7: Tézisté trojuhelniku

Na obrazku 8 jsou body K, L, M paty vysek spusténych po fadé z vrcholi
C, A, B na strany trojuhelniku. Vezméme nejprve ostrotihly trojihelnik, pak
kazdy z boda K, L, M néalezi trojahelniku. Z podobnosti trojuhelnika CLA
a CMB (dle véty uu) dostavdme

|ICM| |CB|
ICL| — |CA|’

z podobnosti trojihelniki BLA a BKC ziskdme vztah

|BL| _ |BA]
|BK| |BC|

a konecné z podobnosti trojihelniki AMB a AKC' dostavame

|AK| |AC]|
|AM|  |AB|
Ziskali jsme t¥i rovnosti, jejichz vyndsobenim dostaneme vztah (C2). Jsou tedy

splnény predpoklady Cevovy véty a vysky AL BM o CK v trojuhelniku ABC
se tedy protinaji v jediném bodé, tzv. ortocentru trojuhelniku ABC.

O

A K B
Obr. 8: Prusecik vysek v trojuhelniku

V pravouhlém trojahelniku je platnost véty ziejméa, snadno nahlédneme, ze
vyse uvedeny postup neselze ani pro tupothly trojuhelnik, lisit se bude pouze
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v tom, Ze v tupothlém trojihelniku pouze jedna z pat vySek nalezi trojuhel-
niku, zbyvajici dvé lezi vné trojuhelniku, avSak stale jsou splnény predpoklady
Cevovy véty.

bodem, zatimco u tupotihlého je vné€jsim bodem. V pravouhlém trojuhelniku
splyva s vrcholem pravého thlu.

Pokusme se dale dokazat, ze i osy vnitrnich uhlu v trojuhelniku se protinaji
v jednom bodé. Ozna¢me opét po fadé K, L, M pruseciky os vnitinich thla se
stranami AB, BC, C' A (viz obr. 9). Kazdy z bodt K, L, M nélezi trojihelniku
ABC. V dikazu vyuzijeme tvrzeni, Ze osa vnitfniho thlu trojihelniku déli
protéjsi stranu v poméru délek prilehlych stran (dikaz tohoto tvrzeni je snadny,
viz napf. [3] str. 55). Plati tedy

|AK| |BL| |CM| _|AC| |AB| |BC| _

= =1
|BK| |CL| |AM| |BC| |AC| |ABj

Osy vnitfnich thld v trojuhelniku nemohou byt rovnobézné, prochézeji tedy
jednim bodem. Dalo by se jesté dokazat, ze tento bod je stfedem kruznice ve-
psané trojtuhelniku, tedy méa od kazdé ze stran trojuhelniku stejnou vzdalenost.

Obr. 9: Pruisecik os thli v trojuhelniku

A7 posud jsme dokazovali znamé elementarni véty. Cévovu vétu lze vyuzit
k odvozeni dalSich tvrzeni.

Napr. lze téz dokazat, ze spojnice bodi dotyku kruznice vepsané s protileh-
lymi vrcholy trojuhelniku prochdzeji jednim bodem. Tento bod nazyvame Ger-
gonntiv® bod.

3Joseph Diez Gergonne (1771-1859), francouzsky matematik a geometr.
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Obr. 10: Gergonnuv bod

Ozna¢me K, L, M body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku lezici po
fadé na strandch AB, BC, C' A (viz obr. 10). Body K, L, M jsou vzdy body
trojuhelniku ABC'. Nyni si sta¢i uvédomit, ze délky usekt na te¢nach vedenych
z bodu ke kruznici od tohoto bodu k bodu dotyku se rovnaji. Plati tedy |AK| =
= |AM|, |BK| = |BL|, |CL| = |CM|. Dosadime-li ziskané rovnosti do (C2),
jsou splnény predpoklady obracené Cevovy véty a tedy spojnice AL, BM, CK
prochézeji jednim bodem.

Namisto kruznice vepsané se nyni podivejme na kruznice pripsané trojithel-
niku, tedy kruznice, které lezi vné trojihelniku a dotykaji se vzdy jedné ze
stran trojuhelniku a pfimek, na nichz lezi zbyvajici strany trojahelniku. Uk&-
zeme, ze spojnice bodi dotyku pripsanych kruznic s trojuhelnikem s protilehlym
vrcholem trojuhelniku prochdzi jednim bodem. Tento bod nazyvame Nageltiv*
bod.

Obr. 11: Nagelav bod

Oznac¢me K, L, M body dotyku pfipsanych kruznic lezici po fadé na stranach
AB, BC, CA . Body K, L, M jsou vzdy body trojihelniku ABC (C1). Pfi
tradi¢nim znaceni stran trojuihelniku ozna¢me s polovi¢ni obvod trojuhelniku

4Christian Heinrich von Nagel (1803-1882), ndmecky geometr.



126

s=(a+b+c)/2. By, B. necht jsou body dotyku pfimek BA, BC' s kruznici
pfipsanou trojthelniku ke strané b. Snadno nahlédneme, 7e |AB.| = |AM|,
|CB,| = |CM| a tedy i |BB.| + |BB,| = |BA| + |[AM| + |BC| + |CM| = 2s.
ProtoZe soucasné plati | BB, | = |BB,|, je | BB.| rovno polovi¢nimu obvodu (pfi
obdobném znaceni by rovnéz platilo s = |[AAy| = |AA.| = |CC,| = |CCh)).

Odtud odvodime |MA| = |AB,.| = |BB.| — ¢ = s — ¢ a obdobnym zpiisobem
|[LB|=s—¢, IMC|=|BK|=s—a, |[LC|=|AK|=s—0b.

Dosadme tyto rovnosti do vztahu (C2). Dostavame

|AK| |BL| |CM| s—b s—c s—a
|BK| |CL| |AM| s—a s—b s—c

Opét jsou splnény predpoklady Ceévovy véty, pfimky AL, BM, CK se tedy
protinaji v jediném bodé (podobné jako v dikazu pfedchozi véty nemohou byt
rovnobézné).

Na zavér se podivejme jesté na jeden vyznamny bod v trojuhelniku. Na ob-
razku 12 jsou pismeny Ki, L1, M; oznacCeny stiedy stran trojihelniku ABC.
Ky, Ly, M5 oznacuji pruseciky os thla s protéjsimi stranami. Sestrojime-li ob-
razy téznic v osové soumérnosti podle prislusnych os thli trojuhelniku ABC
(obraz CK; v osové soumérnosti podle osy CK»y apod.), protnou tyto ob-
razy strany trojihelniku (nepo¢itdme-li vrchol trojihelniku, kterym prochézeji)
v bodech K, L, M. UkaZzeme, Ze spojnice AL, BM a CK rovnéz prochdzeji
jednim bodem.

Obr. 12: Lemoiniv bod

Ozna¢me si v obecném trojahelniku (viz obr. 13) ABC na strané c
body M, N takové, ze pfimky CM a C'N si odpovidaji v osové soumérnosti
podle osy thlu pfi vrcholu C.
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;
Oy

Obr. 13: Steinerova véta

Dle Steinerovy véty (uvadim bez dikazu, lze jej nalézt napt. v [5]) plati

|AM| |AN| |AC|?
|BM| |BN| |BC|?

Pouzijeme-li Steinerovu vétu na body K;, K, dostavame vztah

[AKy| |AK| _ JAK| _ |ACP
|BK:| |BK|  [BK|  |BCJ]*'

Obdobné bychom odvodili vztahy pro body L a M:

|BL| |AB]*> |CM| |BC|?
|CL|  |AC|]2’ |AM| |AB|?’

Dosazenim do vztahu (C2) dostédvame

|AK| |BL| |CM| |AC]* |AB]* |BC|?

} - . . =1.
|BK| |CL| |AM| |BC|*> |AC|?> |ABJ?

Protoze K, L i M jsou body trojuhelniku, plyne z Cevovy véty, Ze spojnice

AL, BM a CK se protinaji v jediném bodé. Tento bod nazyvime Lemointiv®.

si pficky jsou vZdy sdruZeny podle osy tihlu), miZeme nalézt jisty vztah i mezi
Nagelovym a Gergonnovym bodem, resp. mezi bodem dotyku kruznice pfipsané
napft. ke strané AB a bodem dotyku kruznice vepsané na strané AB. Ozna¢me
tyto body K;, Ks, jako na obrazku 14.

5Francouzsky matematik Emile Lemoine (1840-1912) dokazal existenci tohoto bodu roku
1873.
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Obr. 14: Vztah mezi body dotyku kruznice vepsané a pripsané

Jiz vime, 7e |AKi| = s — b, |BK1| = s — a. Snadno nahlédneme®, Ze téz

plati |AKs| = s —a a tedy i |BKs| = s — b. Z ¢ehoz vyplyva, ze body K; a Ko
jsou soumérné sdruzené podle stfedu tsecky AB (obdobné pro body dotyku
vepsané a piipsané kruznice na stranidch AC, BC).

ZAvér

Meneldova a Cévova véta poskytuje uciteli jisty nadhled nad stfedoskolskou
latkou, ukazuje souvislosti mezi znamymi stfedoskolskymi vétami o spoleéném
bodé téznic, vysek, nebo os vnitfnich thlt v trojihelniku. Soucasni studenti
ucCitelstvi se s témito vétami mohou setkat v ramci predmétu Zaklady rovinné
geometrie. Rozhodné netvrdim, ze ve stiedoskolské planimetrii by bylo vhodné
nahradit elementarni dikazy témito diikazy. Na to zfejmé neni v hodinéch
planimetrie ¢as ani dostatek prostoru. Ale je mozné toto téma vyuzit v hodinach
matematickych seminait & jako zajimavé téma pro SOC.
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MISTO DUKAZU VE SKOLSKE MATEMATICE

ZDENEK HALAS

Na diikazy ,neni ¢as“, jsou pro zaky ,,pfili§ naro¢né“, proto ,patii az na VS“.
Na nékolika ptikladech ukézeme, zda maji dikazy a odvozovani ve vyucovani
matematice na zakladni a stfedni skole své misto, pfipadné se jej pokusime
presnéji vymezit.

1 RVP a dalsi dokumenty

Na @vod nahlédnéme do zakladnich dokumentt, do RVP pro zékladni vzdeé-
lavani [4] a pro gymnézia [5], pfipadné do ,,Doporudenych uéebnich osnov* [3],
co fikaji o odvozovani a dokazovani pfi vyucovani matematice.

Dle ,Doporuéenych uc¢ebnich osnov* [3], str. 54, se argumentace v matema-
tice omezuje na protipriklady:

. na zdkladé pokusi nebo zkusenosti Zaki rozviji jejich logické myslent, usu-
dek a tvoteni hypotéz, které Zdci ovéruji nebo vyvraceji pomoci protiprikladi.

Az v 8. ro¢niku je zde jako ,dalsi ndmét do vyuky“ navrzena propedeutika
dukaziu matematickijch vét.

Samotné RVP pro zdkladni vzdélavani [4], str. 30, zdlraziiuje v matematice
yaktivni ¢innosti“:
Vzdélavact oblast Matematika a jeji aplikace je v zakladnim vzdéldvdani zaloZena
predevsim na aktivnich ¢innostech, které jsou typické pro praci s matematickymi
objekty a pro uziti matematiky v redlnych situacich.

74k je veden k rozvijeni abstraktniho o exaktniho mysleni osvojovdnim si
a vyuZivdnim zdkladnich matematickych pojmi a vztaht, k pozndvdani jejich
charakteristickych vlastnosti a na zdkladé téchto vlastnosti k uréovani a zara-
zovani pojma ([4], str. 31). Zde je kladen diraz na pojmy a jejich klasifikaci.

Déle se pise o dirazu na dikladné porozuméni ([4], str. 30):
Vzdéldvant klade diraz na dukladné porozumeéni zakladnim myslenkovym postu-
pim a pojmim matematiky a jejich vzdjemngm vztahiim. Zdci si postupné osvo-
Jjuji nekteré pojmy, algoritmy, terminologii, symboliku a zpiusoby jejich uZiti.

V dalsim textu vSak neni pfesnéji urceno, co se tim rozumi, specifikace chybi
i v dalsich dokumentech [2] a [3].

RVP pro gymnézia [5] je konkrétnéjsi, v charakteristice vzdélavaci oblasti se
na str. 22 pise:
Matematika prispivd k tomu, aby Zaci byli schopni hodnotit sprdavnost postupu
pTi odvozovdnd turzeni a odhalovat klamné zdvery. Zde muze prekvapit omezeni
na ,hodnoceni“ spravnosti postupu.
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Konkrétnéjsi je vSak vyjadieni: ... vytvdreni hypotéz a deduktivni vvahy jsou
prostiedkem pro nové hlubsi pozndni a predpokladem dalstho studia. (str. 21)

Nicméné v ,,Cilovém zaméreni vzdélavaci oblasti“ jsou formulace opét slabsi;
zdk mé byt veden k rozvoji logického mysleni a usudku, vytvdareni hypotéz na
zakladé zkusenosti nebo pokusu, k jejich ovérovdni nebo vyvraceni pomoci proti-
prikladd ([5], str. 22); argumentace se tedy opét omezuje na protipiiklady, zpt-
sob ovéfovani neni blize specifikovan.

Vedeni zéka ke zdidvodnovdni matematickych postupt, k obhajobé vlastniho
postupu ([5], str. 22) je blize k odvozovani matematickych vysledki, lze jej vak
vztahovat pouze na obhajobu vlastniho zptsobu feseni zadané ulohy.

Jak je vidét z predchozich ukazek, RVP a dalsi zminéné dokumenty odvo-
zovani a dokazovani vyrazné nepodporuji. Vyjadfeni jsou jen mlhava a pfilis
obecna. Konkretizace se tykaji argumentace pomoci protipfikladi a obhajoby
vlastniho postupu feseni tlohy.

Jsem presvédéen, Ze je (s ohledem na vék a schopnosti zak) velmi dilezité
pfi vyucovani matematice pracovat i témi metodami, které jsou pro matematiku
charakteristické — to se déje pii feSeni tloh a pfi odvozovani vysledki. Deduk-
tivni ivahy navic neslouzi jen k pouhému ovéreni platnosti odvozenych tvrzeni,
ale zejména k hlubsimu vysvétleni zkoumanych pravidel a vztahi. Takto po-
jata odvozovani povazuji za integralni soucast vyuky matematice na 2. stupni
ZS a na SS. Uvedeny pozadavek neni nijak prehnany — jednotliva odvozeni
jsou totiz casto velmi jednoduché. Pfedlozena tvrzeni budu ilustrovat na dvou
prikladech, z nichz se pak pokusim vytézit dalsi obecné zavéry.

2 Uvodni pi¥iklady

Priklad 1 — soucet vnitrnich uhld trojuhelniku

Vsimnout si, ze soucet vnitfnich uhla trojihelniku by mohl byt roven pfi-
mému uhlu, je mozno napriklad tak, ze vystfihneme trojihelnik z papiru, utrh-
neme jeho ,rohy“, které polozime vedle sebe tak, aby dvé dvojice vzniklych
,uhli“ mély spole¢né jedno rameno, a tedy i spoleény vrchol, pfitom se vSak
74dné dva neptekryvaly (viz obr. 1).

« B8 ﬁﬂya

L I

Obr. 1: Soucet vnitinich thla trojihelniku — pokus
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Jedné se zajimavou aktivitu, vSe je hmatatelné a velmi nézorné. Tento pii-
stup je zvolen napf. v ucebnici [1]. AZ potud je vSe v pofddku, pokud odu-
vodnéni vztahu a + 8 + v = 180° vySe popsanym pokusem neskonéi (k tomu
v8ak v ucebnici [1] bohuzel dochazi). Omezeni se na tento pokus totiz p¥inasi
problémy, napf.:

e 7 ovéfeni na jediném trojuhelniku (pfip. na nékolika) se udéla zavér
o vSech trojuhelnicich,

e nepresnost stfihéni, resp. omezené presnost méfeni a vniméni lidského
oka (t&zko lze vyvratit, ze neni o + § + v = 179° 55'),

e nepracuje se matematicky, nerozviji se dostatecné logické mysleni,

e narusena navaznost na predchozi latku (probirany thly souhlasné, stii-
davé a vrcholové, nikde vSak toto uéivo neni potieba).

Pokud pfijmeme vysledek pokusu jako zaklad hypotézy, budeme postaveni
pred kol ovéreni jeji platnosti. Zde je nutno zapojit matematicky pristup.

’7 7/
(8% ﬂ //a
’/
Obr. 2: Soucet vnitinich thla trojuhelniku — odvozeni

Narysujeme-li rovnobézku b’ se stranou b vrcholem trojuhelniku p#i tthlu S
a prodlouzime-li zdkladnu trojthelniku, budou mit vzniklé hly velikost o (sou-
hlasné tihly) a «y (stfidavé ahly). Uhel, jenz je sou¢tem thl «, 3 a v, je pFitom
primy, viz obr. 2.

Ditikaz, ktery jsme stru¢né naznacili, je velmi jednoduchy. Pti jeho provadéni
se zajimavym zptisobem vyuziva pfedchozi latka (dhly souhlasné a st¥idavé),
rozviji se logické mysleni zaka. Ti mohou byt aktivni nejen pfi manudlnim pro-
vadéni pokusu (vystiihovani a trhani trojihelniku), ale i p¥i logickych tivahéach
— pii dobrém vedeni zaci sami prichazeji na dukaz, pomoc ucitele mize byt
minimalni.

Priklad 2 — Thalétova véta

Thalétovu vétu (viz obr. 3) lze uvést pokusem s modelem kruznice, po niz

se pohybuje bod C spojeny s jinymi dvéma body kruZnice leZicimi na jejim

prameéru tak, ze tvori trojuhelnik. Muze se jednat o fyzicky model nebo model
vytvoreny napiiklad v programu Geogebra. Bodem C, ktery nelezi na prameéru,
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pohybujeme po kruznici a mérenim ovérujeme, zZe je uhel pfi vrcholu C stéle
pravy.

Obr. 3: Thalétova véta — pokus

Opét se jedna o nazorny pokus s obdobnymi vyhodami i nevyhodami, jako
u predchoziho prikladu. Ustrne-li argumentace na tomto pokusu, neni to dle
mého nazoru v poradku.

Matematicky pfistup je pritom velmi jednoduchy, staci vyuzit rozklad troj-
thelniku na dva trojthelniky rovnoramenné (pomocna tsecka SC).

Obr. 4: Thalétova véta — odvozeni
Ve vzniklych rovnoramennych trojahelnicich maji thly pfi zdkladné stej-
nou velikost, mizeme tedy doplnit velikost hla pfi vrcholu C. Z predchoziho
ptikladu vime, zZe soucet vnitinich thld trojihelniku je roven thlu pfimému, tj.
a+ B+ (a+5)=180°.

Délenim predchozi rovnosti dvéma dostavame velikost thlu pfi vrcholu C:

vy=a+5=90°.
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Opét muzeme pozorovat, ze hlavni mysSlenka dikazu je velmi jednoducha.
Nézornym a zajimavym zpusobem se pracuje s pfedchozimi vysledky. Prirozené
tak dochazi k opakovani a vyuzivani pfedchozi latky.

Je moZno nedokazovat Thalétovu vétu zvlast, ale pockat na vétu o obvodo-
vych a stfedovych thlech, jejimz je pak Thalétova véta jednoduchym disled-
kem. Pri uvedeném pristupu vSak zak snadno nabude dojmu, Ze je Thalétova
véta velmi naroc¢na, jelikoz se s odvozenim ¢ekd az na stfedni skolu. Jednoducha
a elegantni argumentace se v takovém pripadé zcela vytrati.

3 Pro¢ odvozovat a dokazovat

Shriime nyni obecné zavéry, které lze pozorovat na predchozich piikladech.
Rozvoj logického uvaZovant

Pri redukci matematiky na pokusy nerozvijime dostateéné logické mysleni.
74k nepoznéava unikatni matematicky zptisob uvazovani a prace s matematic-
kymi objekty.

Odstranit odvozovdni = odstranit matematiku

Matematika ,se déje“ tam, kde se matematické vysledky odvozuji. Méfeni,
stiihani, skladani ¢i pohybovani bodem po tabuli nesta¢i — to neni matematika.

»NepretéZovani“ vede k matematice nudné a zatézZujici

P¥ehnany dfiraz na nenaro¢nost matematiku v dtisledku ztéZuje. Zéaci ne-
poznévaji matematické postupy, matematice hloubéji nerozuméji a nabyvani
dalsich poznatki se jevi ¢im dal tim vice nesmyslnym a zatézujicim. Jelikoz
v matematice nenabyvaji dostatecné jistoty, omezuje se schopnost studovat
obory, v nichz se matematika podstatné vyuziva.

Uspordddni ldtky
Tam, kde se vysledky soustavné odvozuji, je latka prirozené usporadana do
soustavy, kdy z jednodussich vysledki plynou zavéry slozitéjsi. Mnohé poznatky

pak nelze jen tak snadno vynechat, u kazdého z nich je také ziejmy jeho ucel,
ma v probiraném tématu své misto.

Pri samotném odvozovani se také opakuje, procvic¢uje a aplikuje predchozi
latka.

Neutvari se pouhy formdlni systém

Odvozovani jsou vedena snahou o nazornou matematickou argumentaci, ne
o pouhé ovéteni faktl ¢i vytvoreni dokonalého formalniho systému. Slouzi tedy
k hlubsimu vysvétleni jednotlivych tvrzeni.

Vhodna aktivita Zaki

Odvozovani neni prijimdno pasivné, zaci jej tvoii s pomoci uditele, ktery
zéktm predklada diléi, jimi zvlddnutelné tkoly.

Dtkazy, jez jsou predmétem pouhého memorovani, ztraceji svij vyznam.
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Prehled o celku, vedomsi vyssiho cile

74k ma piehled o tom, kam zapada odvozovany vysledek, méa pred o¢ima
celkovy obraz, ktery se pfi vyucovani postupné vytvari.
Hypotéza # véta

Pokus miize vyustit do formulace hypotézy, avsak vysledkem odvozovani je
véta. Na zakladé jednoho ¢i nékolika pfipadt nelze éinit obecné zévéry (z po-
kusu s jednim trojthelnikem nelze ¢init zavér o vSech trojthelnicich). Navic
pri préaci s fyzickym modelem vstupuji do hry nepfesnosti samotného modelu

(pFesnost stithani, tsecky ¢i kruznice vyrobeny z materidlu, ktery mé nenulovou
tloustku, ... ) a nepfesnost méfeni.

4 Nékteré slozky vykladu nové latky

7 predchozich tvah vyplyva, zZe odvozovani matematickych vysledki je inte-
gralni soucasti vyucovani matematice. Jeho riizné aspekty se pokusim shrnout
do nasledujiciho schématu. Jeho cilem je upozornit na nékteré podstatné slozky
vykladu nové latky; rozhodné se tedy nejedna o navrh jakési povinné osnovy
pro vyklad kazdého matematického tématu. Je ziejmé, ze toto schéma nelze
aplikovat vzdy v plném rozsahu (napf. u nékterych témat jsou aplikace prilis
banalni), ani nen{ vhodné vzdy dodrzet uvedené potadi (napf. vhodna aplika¢ni
uloha mize slouzit jako motiva¢ni p¥iklad). Konkrétni provedeni také vyrazné
ovliviiuje zvoleny didakticky pristup a prizpusobeni véku zaku.

Zakladnt schéma

1. Motivace

e nadneseni problému

e historie matematiky, ,,pFibéh*
e pokus (modelovani, méfeni)

e formulace hypotézy

2. Odvozeni, dikaz (,,nejmatematic¢t&jsi“ ¢ast)

e prozkoumaéani hypotézy, odvozeni vysledku, feseni problému
e formulace vysledku (srozumitelnost, odbornd terminologie)

3. Procvicovdni, prdace s chybou

e vcCasnd detekce chyb a prace s nimi
e hodnoceni

4. Aplikace
e ne nutné u kazdého tématu (riziko triviality)

e matematika napomahajici vykladu nékterych jevi v redlném svété

e integrace poznatkt z matematiky i z ostatnich predmeétt
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5 Zavér

V ramci predchozich Gvah jsem se pokusil ukéazat, ze RVP i dalsi dokumenty
[2], [3] jsou natolik obecné, Zze nemohou dostateéné podporovat kvalitni vy-
uku. Mira obecnosti je dokonce natolik vysoké, Zze je mozno na zakladé téchto
dokumenti z vyucovani matematice odstranit (s trochou nadsazky) samotnou
matematiku. To se déje napiiklad v nékterych pasazich ucebnice [1], kde bez
predchoziho upozornéni pokus nahrazuje odvozeni a hypotéza vétu.

Myslim, Ze obecnost RVP by méla vyplyvat z nezavislosti na zvoleném di-
daktickém pristupu, ne z nedostatecného zakotveni v matematice samotné.

Dale jsem predlozil nazor, ze odvozovani matematickych vysledka je inte-
gralni soucasti vyuky. Nesmi se vSak stat pouhym prostfedkem pro vytvoreni
formélniho systému, nstrojem pro pouhé ovéreni platnosti tvrzeni, ¢i dokonce
latkou k memorovani. Odvozovani by méla slouzit zejména k hlubsimu vysvét-
lent jednotlivych tvrzeni. Pokud dikazy presvédcivé a srozumitelné osvétluji
latku, stavaji se skutecnou a nedilnou soucasti vyuky.
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MODELOVY PRIKLAD VADNE VYUKY

VLASTIMIL DLAB

V jedné z mnoha diskusi v Matematickém tustavu Akademie véd CR jsme se
snazili formulovat spravny pristup k vyuce matematiky a zddraznit vyznam vy-
chovné role Jednoty ¢eskych matematikt a fyzikd, zejména vychovnou a vzdé-
lavaci roli ¢asopist, za jejichz vydavani Jednota odpovida. Béhem diskuse jsem
poukazal na jeden z prikladi, ktery se v casopise vydavaném Jednotou objevil
a ktery tim, Ze ukazuje neznalost a nepochopeni problému, vyuce matematiky
a vzdélavani ucitelt a studentil rozhodné nepfispiva. Byl jsem tehdy vyzvan,
abych tento ,modelovy piiklad vadné vyuky” publikoval. Vyuzivam tedy moz-
nosti uvést jej ve sborniku konference Katedry didaktiky MFF UK, ktera je
vyuce matematiky vénovana.

Clanky v Casopisech, jako je Ucitel matematiky ¢i Rozhledy matematicko-
fyzikdlni, které jsou urceny ucitelim a studenttim stfednich Skol, musi byt
sepsany srozumitelné a co nejpiesnéji. Pro védeckého pracovnika je naprosto
jasné, ze k tomu, aby dospél k novym vysledktim, musi zkoumanou disciplinu
a s ni spojené problémy dikladné znat. Pro ucitele to jiz tak jasné neni, a bo-
huzel to Casto ani neplati! Na setkani uciteltt matematiky vSech typu a stuptia
skol v Srni roku 2008 jsem vystoupil s pfispévkem o vychové budoucich ucitelt
matematiky s podtitulkem Uéitel€ se tvdii, Ze vyuduji, a studenti, Ze studuji [1].
To je presné to, co se na mnoha skolach a univerzitach déje. Spoluviniky jsou
ti, kteri se nepostarali ani o fadnou vychovi budoucich uéiteli, ani o poskyto-
vani uc¢inné pomoci uciteltim, ktefi jiz na skolach ptisobi, a nevénovali se sepsani
kvalitnich elementarnich ¢lanki, které by ucitelé mohli ve své vyuce vyuzit. Ta-
kové ¢lanky je tfeba sepisovat zodpovédné. Jinak mohou mit naprosto opacné,
tj. skodlivé disledky.

Priklad, ktery jsem slibil komentovat, se tyka pozndmky v jednom casopisu
Jednoty, ktera uvadi:

Vedlejsim produktem tlohy je zajimavd goniometrickd nerovnost:

W 2 —sing

Predpokladam, ze tato poznamka byla adresovana ucitelim matematiky. Je
opravdu zajimavd? Myslim, Ze se naopak shodneme, Ze poznamka je zavddéjict,
a ze tudiz k porozuméni rozhodné neprispivé. Je zdhodno si polozit otadzku, do
jaké miry mohou takovéato tvrzeni skodit a do jaké miry je vedeni casopisu,
ktery takova tvrzeni publikuje, kompetentni.

Je zcela jasné, ze pro vSechna ¢ je

1 3
1 > sin(p + 60°) = isin<p—|— gcosgo.
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Odtud trividlné vyplyva, Ze pro vsechna ¢ je

2 —sinp > /3 cos .

A nyni opét trividlné dostavame

cos ¢ > 0 pro viechna ¢, pro néz je (4k —1)5 < ¢ < (4k +1)7,

kde k je libovolné celé ¢islo,

cos ¢ < 0 pro viechna ¢, pro néz je (4k +1)5 < ¢ < (4k +3)7,

kde k je libovolné celé ¢islo, a

cos ¢ = 0 pro viechna ¢, pro néz je ¢ = (2k +1)7,
kde k je libovolné celé ¢islo.

Predchozi zjisténi je ndzorné zachyceno na nasledujicim obrazku.

ISIE]

@r

o
N

Obrazek tedy ukazuje i to, pro kterad ¢ plati nerovnost 2522 > /3 pro

cos ¢

kterd ¢ je 2=58% < /3 a kdy nemé vyraz 2522 smysl.

cos ¢ cos ¢
Zaver
1. Pro ¢ spliwjici nerovnost (4k —1)5 < ¢ < (4k + 1), kde k € Z, je

9 _ g
R N
cos

2. Pro ¢ splijici nerovnost (4k +1)5 < ¢ < (4k +3)5, kde k € Z, je

9 _ g
STNY 3
cos

3. Pro ¢ splijici rovnost ¢ = (2k +1)7, kde k € Z, vyraz

2 —sing
cos

nema smysl.
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