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UVODNI SLOVO

Ve dnech 25. a 26. zafi 2014 se v Profesnim domé na Malostranském namésti
v Praze, v jedné z historickych budov Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy, kona celostatni konference Cesty k matematice. Organizuje ji Katedra
didaktiky matematiky MFF UK,! spolupotfadatelem je Stiedodesks poboéka
JCMF. Akce volné navazuje na konference Jak pripravit ucitele matematiky?
a Matematika a redlng svét® porddané na stejném misté v letech 2010 a 2012.

Konference je urcena pracovniktim fakult pfipravujicich ucitele matematiky,
stredoskolskym uciteliim matematiky, doktorandim a studentim vyssich roc-
nikd, ktefi se pripravuji na ucitelskou profesi s aprobaci matematika pro treti
stuper, pracovnikiim rtéznych vyzkumnych instituci a dalsim zajemctm o pro-
blematiku vzdélavani.

Konference je zameérena na nasledujici okruhy:

e podpora motivace ke studiu matematiky a k pochopeni jejiho vyznamu,

e metody a priklady pfispivajici k rozvijeni matematického poznani,

e zaméreni pripravy budoucich uciteld na pfistupy vedouci ke zvysSeni
zajmu stfedoskolskych studentt o matematiku.

Soucasti konference je vystavka ucebnic, uéebnich text a dalsich publikaci,
ucebnich pomtcek, bakalarskych a diplomovych praci studentt ucitelstvi obha-
jenych na MFF UK, a prodejni vystava publikaci z nakladatelstvi Prometheus.

Tento sbornik obsahuje texty vétSiny konferenénich piispévki. Seznam
ucastnikti a nékteré dalsi materidly jsou k dispozici na webové strance kon-
ference:

http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2014/

Dékujeme programovému a organiza¢nimu vyboru za piipravu konference,
fe¢nikim za predneseni piispévkl a dodani jejich pisemné verze a recenzenttim
za peclivou kontrolu vSech text a fadu podnétnych pfipominek.

I Programovy vybor: Jarmila Robové (pfedsedkyng), Jindfich Bed¢va¥, Martina Beévaiova,
Leo Bocek, Adolf Karger, Oldfich Odvéarko, Alena Sarounova (KDM MFF UK), Dag Hruby
(Gymnézium v Jevicku), FrantiSek Kopecky (Gymnéazium J. Nerudy v Praze)

Organiza¢ni vybor: Antonin Slavik (pfedseda), Alena Blazkova, Zdenék Halas, Jana Hroma-
dova, Jakub Stanék, Petra Surynkovéa, Martina Stépanova (KDM MFF UK), Vlasta Morav-
cova, Lubos Moravec, Dana Trkovskd, Lukas Vizek (doktorandi)

2Texty prispévkil z této konference byly publikovany ve sborniku J. Beévai, M. Bedva-
fové, A. Slavik (eds.): Jak pripravit ucitele matematiky. Matfyzpress, Praha, 2010. Jsou téz
k dispozici v elektronické verzi na webové strance
http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2010/.

STexty ptispévki z této konference byly publikovany v elektronickém sborniku A. Slavik
(ed.): Matematika a redlny svét. Matfyzpress, Praha, 2012. Je k dispozici na adrese
http://wuw.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2012/sbornik.pdf.
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VZTAH ZAKU K POZNANI - MYTUS
,BUNEK NA ...« VS. IDEAL MOBILIZACE?

STANISLAV STECH

Uvod: motivace k uéeni — , kAmen mudrci* $kolniho vzdélavani?

Matematika vystupuje v pfedstavach mnoha lidi jako témeér emblematicky
priklad skolniho vzdélavani odtrzeného od zivota. Je to vysoce abstraktni cvi-
Ceni mysli, které spiSe t¥idi déti ,nadané“ od téch ostatnich. A vétsinu z nich
nepfipravuje na néco potiebného, co se jim bude nékdy v zivoté hodit — snad
s vyjimkou jednoduchych kalkuli blizkych kazdodenni protoaritmetice. Tuto
predstavu posiluje jesté fakt, jak vyplyva z riznych dotaznikovych Setfeni, ze
postoje nasich zaki k matematice nejsou moc dobré, Ze je vyuka nudi nebo
je pro né strasdkem. Domnivam se, ze hledat souvislosti vztahu zakd k mate-
matice (jakoz i k jinym pfedmétiim) a jejich isp&Snosti v ni je t¥eba v §ir§im
kontextu. Zamyslet se musime na jedné strané nad tim, co se oznacuje jako
S§irsi vztah zéka k poznani, na strané druhé je tfeba provést sondu do vnitini
struktury poznavaci ¢innosti, kterou zdkim ve vyuce nabizime. A obé tvahy
pak vzajemné propojit.

Motivace — tento souhrn pohnutek, popudd, vnéjsich podnéti, které doda-
vaji energii, fidi a usmérnuji ¢innost zaka — je totiz podminkou sine qua non
pro kultivaci jeho védomosti, schopnosti, dovednosti i osobnostnich vlastnosti.
Bez zvladnuti tkolu motivovat ucitel selhava na samém zacatku svého ikolu.
Kdyz se zak nepusti do tikolu, cviceni, do pfemysleni — jak usuzovat na jeho
kognitivni slabiny a silné stranky? Prfitom je zfejmé, Ze svou roli v tom, jak
ucitel bude tspésny, hraje i presvédceni ucitele. Nékdy se hovofi o skryté, im-
plicitni epistemologii matematiky. Ta je nejen sdilena didaktiky a uciteli, ale
ve vyuce je pfedavana zakim. V literatufe se traduji tii implicitni epistemo-
logie. A kazd4 z nich ma rizné dusledky pro motivaci zakt a pro jejich vztah
k matematice.

1 Implicitni epistemologie: co je predmétem matematiky a co zna-
mena ,,délat matematiku“?

Jak znamo, nejstarsim epistemologickym pojetim matematiky je platonska
verze jakési nebeské matematiky (Desanti 1968). Ta je rozsifena nejen v obec-
ném povédomi, ale i mezi mnoha uciteli. Vychazi z predstavy, ze matematické
ideje existuji pred tim, nez je uchopi matematik, jaksi ,,0 sobé“. Jsou to cisté
a evidentni ideje a matematik (i ten, kdo se matematiku uéi) je jen objevuje
(napf. jejich vazby a strukturu). Tento svét matematickych ideji v podstaté



nezévisi na jeho ¢innosti; je transcendentni a je dostupny percepci a nazie-
nim. Francouzsky epistemolog René Thom fiké, ze v tomto pojeti jsou mate-
matické struktury nejen nezavislé na clovéku, ale ten o nich mé vzdycky jen
netiplnou a fragmentarni predstavu (1974). Uloha skolniho vyucovani matema-
tiky pak spociva v tom, ze ucitel predklada co nejjasnéji svét matematickych
ideji a napomaha zakovi, aby si osvojil abstraktni mysleni. Jsme v metafore
svétla a percepce ¢ili pohledu, kdy ,okem duse“ je zdkova mysl. Z této im-
plicitni epistemologické koncepce vychézi tzv. tradiéni vyucovani, které stavi
pfedevsim na vykladu nasledovaném cvi¢enimi. Vztah zakt k matematice je
tedy vztahem kontemplace, nazirani, vhledu. Ten nejéastéji vytustuje v bindrni
logiku typu ,vidi — nevidi* podstatu poznatku (operace, axiomu). Uvedené po-
jeti matematiky a z néj odvozeny zpusob vyucovani ovsem zakryvaji nezbytné
predpoklady kazdého jedince k odhaleni podstaty a funkce poznatku. Prehnané
pak sugeruji vysvétleni jeho tispéSného osvojeni naddnim — at uz ve vyznamu
biologickém (,ma na to buiiky* nebo ,je to bedna na matiku“) nebo socio-
kulturnim (,,chybi mu kulturni kapital abstraktniho kédu®). Vyznam motivace
zéka k ueni je v tomto pojeti silné omezen. Bud mé nadani a pohybuje se ve
vzestupné spirale ispéchu a nasledné aktivizace, nebo ho nema, a jeho rezignace
je jen logickym disledkem.

Druhé vlivnd koncepce matematiky mize byt oznacena jako pozemskd. Ta
nepfedpoklada, ze existuji autonomni matematické entity. Matematické po-
znatky jen odrazeji strukturu prirodniho a socidlniho svéta. Matematik nena-
zird n&jaké nezavislé abstraktni entity; naopak, abstrahuje (spiSe: extrahuje) ze
svéta ideelni strukturu tohoto svéta, kterd je matematicka. Matematika opét
existuje kdesi mimo jedince, ale jako struktura, kterou musi vytézit, nikoli jako
nezavislé ideje. Neni transcendentni, ale imanentni. Z této implicitni epistemo-
logické koncepce vychazi vyucovani reformni, ¢i tzv. nova pedagogika, ktera se
snazi, aby dité objevilo matematiku pfedevsim (nebo jen) manipulaci s konkrét-
nimi matematickymi ,,predméty“. Velky diraz je pak kladen na uziti matema-
tiky v rznych praktickych situacich. Ditéti se tak ukazuje, Ze (a) matematika
je uziteéna, tj. je k né¢emu v praktickém zivoté a (b) matematické pojmy, zdko-
nitosti a struktury existuji, maji svou racionalitu, kterou je dilezité se naucit
Cist tak, jak to uméji autority. V kazdém pripadé délat matematiku znamend
znovu objevovat jiz dané, ale tentokrat nikoli percepci (vyZadujici pfedevsim
memorizaci a automatizaci vzorovych postupit), nybrz analytickou manipulaci.
Vztah zakd k matematice je ur¢ovan jeho vlastni aktivitou, cvi€enimi, zapoje-
nim do fesSeni tkolt. Motivace zaka je zdsadné urcovana ,zvenku“ a klicové jsou
podnéty ucitele, ktery klade diraz na vztah matematickych poznatku k jejich
uziti v kazdodennim svété.

Tteti koncepci matematiky mtizeme oznacit jako instrumentdlni — matema-
tické poznatky predstavuji nastroje, které slouzi k feSeni problémouvych situaci.
Matematika neexistuje pfedem ani na nebi, ani skryta ve svété kolem nés.
Délat matematiku neznamend objevovat, ale sam tvofit. Hlavnim konstatova-
nim je, ze matematika je historicky vytvorena za urcitych socidlnich podminek
konkrétnimi lidmi, ktefi sami hledali odpovéd na konkrétni problémy. Mate-



maticka ¢innost je pak tvorba konkrétnich instrumentalnich operaci a soucasné
i utvareni urc¢itého pole operaci, jejich propojené sité.

7 této epistemologické koncepce vychazi vyucovani, které metodologicky
spoléhd na to, Ze uceni nastane, kdyz se podaii matematické poznatky ukazat
jako néstroje feSeni problémovych situaci. Ty nemuseji byt jenom konkrétni
a vychazet z kazdodenniho Zivota. A dale, kdyZ se podafi pomoci Zakovi vy-
myslet (invent) pojem nebo pravidlo umoziiujici najit feSeni takové situace.
Neni pfitom mozné vymyslet cokoli, protoze zadané situace museji mit poten-
cial pro vytvareni matematickych instrumentt a vykazovat vnit¥ni normativitu,
resp. pozadavky na ¢innost, kterou dité mutize v situaci délat. Nemtize si tedy
nezavazné hrat a nerespektovat omezeni situace.

Vztah zaka k matematice je definovan jako tvirci tikol hledani feSeni pro-
blém, ktery zakryva vyznam memorizace, opakovani, drilu, upeviovani ope-
ra¢nich invariantd. Motivace zaki spociva ve vybizecim charakteru problémii
a stoji na predpokladu, ze vSechny zaky zaujme a pfivede k poznavaci praci
zéhadny rébus.

Vyvoj nahlizeni na matematiku a v disledku na vyucovani/uceni se mate-
matice vedl v poslednich desetiletich k tomu, ze dominantni platénska episte-
mologie je ve skolach stéle vice dopliiovana hrovymi aktivizujicimi metodami
a obcas se objevuje i instrumentalni nebo konstruktivistické pojeti. Myslenka,
7e ulit se matematice znamena ji ,délat“, tj. tvorit, produkovat, vyrabét na-
stroje FeSeni kol (problémovych situaci) v podobé matematickych pojmu
a postupt, je dnes obecné sdilena. Je vSak pfijimana pfedevsim na tGrovni dis-
kursu a predevsim didaktiky a psychology. Ve skolach zaznamenava aplikace
této myslenky leckdy jen vlazné prijeti a casto vede k netaspéchu.

To nés musi vést k zamysleni, zda pirehnany diraz na uceni se matema-
tickym pojmtm v problémovych situacich pfiblizujicich se kazdodennimu zi-
votu (situované udeni) je tim nejicinnéjsim postupem. A zda pii vyucovani
nemé vyniknout pravé specificnost Skolni formalizované matematiky ve srov-
nani s matematikou kazdodenni. Vzdyf cilem Skolni socializace v kognitivni
oblasti obecné je koneckonct prispét k vyvoji psychickych funkci a osobnosti
ditéte.

Daéle nas mnohé negativni vysledky vedou k otazce, zda ,aktivita“ ¢i lépe
poznévaci ¢innost Zaka nestoji za diferencovanéjsi analyzu. A zda z toho ne-
plyne, Ze uceni se matematice je slozité komponovana ¢innost zahrnujici tfeba
i memorovani definic, rutinni procvi¢ovani stejné jako obtizné formulovani hy-
potézy tvari v tvar problémové situaci.

Nejprve vSak par slov k $ir§imu vztahu zdka k pozné(vé)ni, jehoz je skolni
uceni zvlastnim piipadem. A ktery ovliviiuje motivaci Zaka udit se.
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2 Vztah zaku k poznani je individualni i socialni povahy

Pojem vztah Zdka k pozndni pivodné Charlot (1991) vymezil jako silné so-
cidlné a kulturné determinovany — rodinou a mimoskolnim lokdlnim svétem,
v némz se zak pohybuje. Jeho definice fika, Ze ,vztah k poznani je souhr-
nem predstav, ofekavani, soudd a hodnoceni, které se tykaji socidlniho smyslu
a funkce poznani a skoly, vyucovaciho predmétu, konkrétni situace uceni i sebe
sama v ném®.

Vztah zaka k poznani ma tii zdkladni dimenze. Prvni z nich nazyva Char-
lot epistemickou. Ta vyjadfuje miru pochopeni, Ze poznavat a ucit se je néco
zcela jiného, nez se naucit, jak tfeba opravit kolo nebo premluvit kamarada,
aby se mnou $el do kina. Prvni komplikaci pfi osvojovani epistemické dimenze
ovsem je, Ze epistemicky prvek , délani matematiky“ je jiny nez v dé€jepisu nebo
v jazyce (hovorové fefeno: matematici jsou jinak ,trhli“ nez historici nebo filo-
logové). Druhou komplikaci pfedstavuje, Ze epistemickd dimenze se nedd piedat
pfimo, obtizné se o ni hovofi: co to vlastné ti lidé délaji a proc, jak o tom mo-
hou mluvit tou zvlastni feci, v jakém divném svété to ziji. Ale méa-li byt zak
ve Skole v uceni Gspésny, musi se i s touto skutecnosti, mnohdy tak odlisnou
oproti tomu, co znd z domova a své lokalni kultury, vyrovnat.

Druhou dimenzi mizeme oznacit jako kognitivni. Ta je mnohem vice vidi-
telnd pro zéky i ucitele. A na ni se zamétuje jejich pozornost. Vyjadiuje vztah
zakl ke konkrétnim poznavacim operacim. Ten zahrnuje takové kroky, jako
je napf. pochopeni vztahu mezi ¢itatelem a jmenovatelem u zlomku, prace se
zéavorkou a vytykanim pred ni, rozdil mezi aritmetickou a geometrickou fa-
dou apod. Tyto operace musi zdk automatizovat, aby dospél do stadia, kdy
na né nemusi myslet a uzival je jako znakové/symbolické néstroje pro pozna-
vaci ¢innost vyssitho fadu. Jen tak se mu uvoliiuje kapacita pro pochopeni
smyslu uceni se matematickému poznatku vyjadfenému v podobé axiomi,
vzorci apod. Otazkou je, zda lze vibec dospét k epistemické dimenzi mate-
matiky bez zvladnuti kognitivnich nastroji. Vyzkumy pracovni a dlouhodobé
paméti (napf. J. Sweller, 1988; Paas, 2004) i stylt uceni (pfehledové Mares,
1998) ukazuji, Ze je to tézko predstavitelné.

Treti dimenzi, kterou Charlot zduraznuje, je dimenze identitni. Zjednodu-
Sené ji miZeme vymezit jako zdkovu odpovéd na otézku: co znamend udeni
v tomto pfedmétu praveé pro mé? Kazdy zak ma néjaké minulé zkusenosti s po-
znavanim a ucenim. Zpracovava je do predstav o sobé, srovnava se s druhymi,
at uz se ¢leny rodiny nebo se spoluzdky. Také si néjak predstavuje svou bu-
doucnost, co by chtél délat a jaky by chtél byt. A to ovliviiuje jeho mobilizaci
ve vztahu ke konkrétnim kognitivnim operacim, které po ném predmét uceni
vyzaduje.

Charlot (1991) zjistili nékolik odlisnych rovin identitni dimenze. Podle jejich
dat se zaci neuvédomované ,situuji“ v kazdém aktu uceni vii¢i konkrétnimu po-
znatku (kraceni zlomkd, rovnice a neznamé), viéi celému vyucovacimu pied-
métu (matematika a ta jeji zvlastni fec¢) i vaci pfislusné pedagogické situaci
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(opakovaci cvideni, pétiminutovka, FeSeni slovni problémové tlohy).

U skolsky netspésnych zakid ze znevyhodnéného sociokulturniho prostiedi
identifikovali nasledujici roviny s typickou modélni vétou, kterd je charakteri-
zuje. Socidlni rovina identitniho vztahu k poznani téchto zakt byla ilustrovana
vyrokem ,matika — to je zalezitost Gfedniki, uciteld a riznych védatoru, nic
pro nas, obycejné lidi, jako jsou mi rodice, sourozenci a znami“. Instituciondlni
rovina se zejména na konci zdkladni skolni dochazky projevovala vyroky typu
,matika je pro ty, kdo chtéji jit dal na skoly, pro mé, kdyz se chci jen vyucit,
to nemé vyznam®. Kulturni prvek v biografické dimenzi vztahu k poznéani se
da idealtypicky vyjadrit vyrokem: ,matika je nuda ve srovnani s muzikou nebo
skejtovanim“. A koneéné ryze individudini rovina spodivala ve srovnani s dru-
hymi lidmi (nejéastéji se spoluzdky) a jejich vlastnostmi (,,jsem sice hloupy na
matiku, ale nechtél bych se podobat tém, co v ni vynikaji“).

Opacné vyznivajici vyroky lze jisté najit u zdkt uspésnych (Charlot
a kol. provadeéli své vyzkumy v socioekonomicky znevyhodnénych predméstich
Pafize). Podstatnd v naSem kontextu je vSak skutecnost, Ze motivaci k uceni
a jeji vztah k tspésnosti zaka nelze dostatecné pochopit, kdyz zlstaneme uza-
vieni v Gzkém rameci osobnosti zika, Grovné jeho rozumovych schopnosti (IQ),
jeho pile a individudlné interpretovanych vlastnosti (za které si miize sam).
Jedine¢na je pak u kazdého zaka kombinace zminénych rovin a dimenzi vztahu
k poznéani. A pravé ta ¢ini otdzku efektivnosti uceni i motivace zaka tak slozi-
tou.

3 Co konkrétné zaci délaji a jak se méni jejich vztah k udeni?

A. N. Leontjev upozoriiuje na hierarchickou a vnitiné diferencovanou struk-
turu kazdé ¢innosti, véetné poznavaci. Chape ¢innost (activity) jako velmi mo-
larni jednotku tvofenou dil¢imi trovnémi, které predstavuji tikoly nebo akce
(tasks ¢i actions). Kazdy tkol je na nizsi irovni zase tvofen operacemi (1978).
Uvedené ¢lenéni, které jsem podrobnéji komentoval diive (Stech, 2008), re-
spektuje vyse uvedené poznatky o dimenzich a rovinach vztahu zaka k poznani
a uceni. Jeho pohled se vsak zaméfuje na obsah cinnosti, tj. na jeji pfedmét,
a také na to, zda poznavaci ¢innost ma pro zéka smysl (a jaky). Nejde tedy ani
tolik o to, kdo ditéti zadava otazky a stavi problém, ani zda forma c¢innosti je
dost hrova nebo utilitarné aplikacni.

Zajimavé na tomto pojeti ¢innosti jsou vztahy mezi jednotlivymi tirovnémi
¢innosti a jejich funkcemi. Ukazuje se, Ze je potiebné odlisit vztahy ucinnosti
procvicovani operaci a plnéni ukolt od vztaht vytvarejicich smysl ¢innosti sa-
motné. A pfitom zajistit jejich vzajemnou podminénost. Urovné ¢innosti lze
prehledné vyjadrit v tabulce.
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— vyteseni slovni tlohy
— FeSeni soustav rovnic
— atd.

hodnotu neznédmjch
— atd.

Cinnost Predmét Funkce
I. Molarni: Motiv Povzbuzujici
Algebraické — ovladnout principy Udrzet tsili p¥i
transformace algebry piekonavani prekazek
— esteticky prozitek a obtizi vznikljch
— byt dobry pravé na urovni I a II
v matematice ...
I1. Ukoly: Cil Orientaéni
~ sestrojeni grafu — nalézt spravné — spravna vstupni
L né feSeni analyza tkolu
funkeci rtizného typu _ identifikovat

— dobra ,,ptiprava“
feSeni

— rozvrzeni kroki,
jejich navaznosti
a Casové dotace

— atd.

ITI. Operace:

— nasobeni, kraceni

— pozic¢ni zapis

— diskriminace symboli

Nastroje
materialni

i symbolické (véetné
kognitivnich funkci

Realizaéni

— materidlni stopy
(poznamky, nacrty,
pomocné vypocty)

— pamétni zvladani jako pamét, — nezbytna
operaci pozornost, technicka podpora
aritmetické operatory (infrastruktura)
apod.) operaci

Vztah mezi kvalitou zvladnutych operaci (III.) a kvalitou feseni tkoli (II.)
vyjadiuje 4cinnost poznavaci ¢innosti/uceni, obvykle v podobé ,mikrogenetic-
kych® zlepSeni. Automatizace jako vysledek opakovani invariantt je prikladem
takového zlepSeni. Postupné dochézi ke zkraceni operace a k jejimu ovladnuti
do té miry, Ze se zakovi otevira prostor pro vyssi aroven obecnosti operacniho
pojmu a k rozsiteni $kaly ukolt, které s jeho pomoci dokaze v dané oblasti
uciva Tesit.

Vztah mezi povahou, ¢etnosti, obtiznosti a hlavné provazanosti (artikulaci)
ukolt (II) a podstatou ¢innosti vyjddienou v jejim pfedmétu (I) definuje smysl
uceni.

Uceni se matematickému poznatku (pojmu) je tedy slozité strukturovana
¢innost zahrnujici tfeba i memorovani definic, rutinni procvi¢ovani a upevino-
vani operaci, stejné jako obtizné formulovani hypotézy tvari v tvar problémové
situaci. Nabidka pertinentnich tikold doplnéné jen verbalni persuazi a mode-
lovou demonstraci bez propracovani ¢innosti na I. a II. Grovni nemitize vést
k tGspéchu. ,Smysl“ totiz nemuze byt zdkovi verbalné zvnéjsku vnucen; zak
musi mit nastroje k tomu, aby si ho vypracoval sdm. Bez a¢innych operaci
(zahrnujicich i mentéalni funkce: pozornost, pamét) a zvlddanych kol neni
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mozné dospét k vytvoreni motivu smysluplného uceni. Jen sama tato i¢innost
vsak nezajisti, Zze zaci dospéji k nalezeni smyslu v tom, co se jim muze jevit
jako nelogické zietézeni nesouvisejicich kol nebo dokonce samoucelného drilu
izolovanych operaci.

V naSem vyzkumu vztahu ceskych zakt k poznani jsme v letech 1992, 2002
a 2011 sledovali semi-projektivni metodou vahu skolnich a intelektualnich ¢in-
nosti a poznatkt v jejich subjektivnim oceniovani toho, co se dosud v zivoté
naucili (PSSE 2000, 2004; Kubin, 2012). Zaci pochézeli z prazskych zdkladnich
skol a socidlni slozeni zahrnovalo vSechny socioekonomické vrstvy. Obsahova
analyza ukézala, ze ,,Skolni uceni pro né predstavuji subkategorie trivium, kon-
krétni obsahy uciva (Castéji oviem podavali vycet ndzva vyucovacich predméti
s ohledem na jejich dtilezitost a vyuzitelnost pro budoucnost) a déle metodolo-
gické a normativni poznatky spoleéné s metakognitivnimi a metodologickymi
poznatky, které odrazeji reflexi zaku nad Skolou a k ucenim.

Souhrnné se da fici, ze zaci si Skolni uceni spojuji zejména s osvojenim
zékladl (trivium) — tvofi polovinu vSech jejich vyroki o Skole. Na druhém misté
pak figuruji konkrétni obsahy (védomosti), ale jejich vdha osciluje: v r. 1992
predstavovaly tyto konkrétni dovednosti tFetinu vSech skolnich a intelektualnich
poznatktl, v r. 2002 necelou pétinu a v r. 2011 znovu témér 29 %.

Vzhledem k vySe uvedené struktufe poznavaci ¢innosti nas ovSem nejvic za-
jima, jak zaci vnimaji smysl téchto ¢innosti, coz se projevuje v kritické reflexi
a hodnoticich soudech o vztahu kol a operaci, resp. kol a povaze ¢innosti
v prislusném pfedmétu. Z onéch konkrétnich védomosti a dovednosti tvorily
vyse zminéné subjektivné uvédomované normativni, metodologické nebo me-
takognitivni dovednosti v letech 1992 a 2002 10 az 12 %, zatimco v r. 2011
6,4 %. Predstavuji je vyroky uvadgjici, ze ,diky matice jsem se naucil myslet
a logicky uvazovat®, ,umim uz argumentovat®, ,naucil jsem se klast otazky
a taky vyvodit zavér* apod.

Z4ci zde kladou dtiraz na schopnost samostatné pozorovat a experimentovat,
porovnavat ziskané vysledky, kriticky je posoudit a vyvodit z nich zavéry pro
dalsi vyuziti. Pro tuto schopnost v nasich datech (subkategoriich) konstatujeme
statisticky vyznamny propad oproti roku 2002. Dnesni zaci tuto kompetenci
zjevné naplnuji méné, nez pred deseti lety.

Souhrnneé lze na zakladé vysledkt nasich Setfeni fici, Ze zaci z vyzkumného
souboru 2011 si daleko méné nez jejich pfedchtdci z roku 2002 uvédomuji vy-
znam zakladnich operaci, jejich propojeni s pfedepisovanymi tkoly a skryté
metakognitivni zisky z uceni.

4 Rizika motivovani k uceni se (matematice)

Z dosud uvedeného vyplyva, Zze sama motivace zdka (chut ditéte ucit se,
snaha, pile) pfedstavuje $picku ledovce, jehoz podstatna ¢ast je ndm skryta.
Je-li navic vyucovani vedeno v duchu matematiky ,nebeské“ (viz vyse), je
argument ,buitkami na matematiku“ (jazyky, chemii atd.) po ruce. Jevi se jako
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nejsnazsi vysvétleni zakovych tspéchi nebo netispéchti. Stranou mohou zistat
dopady socialné a kulturné determinovaného vztahu zaka k poznévaci praci
i promysleni vnitini struktury ¢innosti, které ucitel zakim nabizi. Vysledkem
je defétisticka strategie rezignace na klicovy tkol ucitele — kazdému doprat
prévo na zlepseni.

Sociokulturné orientovani psychologové a pedagogové ovsem neziidka v za-
palu inkluzivniho diskursu akceptuji jakysi povrchni optimismus skryty v ,,mo-
biliza¢ni strategii“. Rezignuji na potfebné pre-rekvizity vyzadujici tvrdy dril
a upevnéni zakladnich operaci, zajisténi t¢innosti p¥i feSeni jednotlivych tkolt
(viz Leontjevovo schéma vnit¥ni struktury éinnosti) a vrhaji se pfimo na akti-
vizaci déti riznymi nadhrazkovymi aktivitami hrové ¢i kognitivné méné narocné
povahy. Dité musi byt zapojeno, aktivni, vtazeno do projektu, bavit se atd. Je-
li navic vyucovani vedeno v duchu matematiky konstruktivisticky , pozemské“,
je bezmezna vira v mobilizaci pro mobilizaci ¢asto cestou do slepé ulicky.
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O MOTIVACI

JINDRICH BECVAR

V prvni ¢asti tohoto prispévku se zamyslime nad reformnimi aktivitami po-
sledniho ¢tvrtstoleti a nad jejich dusledky. Pfipomeneme nékteré priciny sou-
¢asného neuspokojivého stavu znalosti a dovednosti zakt a studenti, ktery je
zjevny zejména v pocatcich stfedoskolského studia, pii maturitach a prichodu
na Skoly vysoké. Zminime se rovnéz o plosném testovani, které se pro nase
zékladni a stfedni skolstvi pripravuje.

Ve druhé casti se budeme vénovat vyhradné matematice. I pfes obecné ne-
priznivé podminky, které v nasem Skolstvi panuji, se pokusime naznacit cesty,
po kterych by se nase kroky sméfujici k diléim zlepSenim matematického vzdé-
lavani mohly ubirat.

Ve tfeti casti uvedeme nékolik piikladid a témat, kterymi lze vzbudit zdjem
zakl a studentt a spratelit je s matematikou.

V zavéru ptipojime nékolik myslenek a mravou¢nych ivah na téma ,,jak dal“.

1 Uplynulé &étvrtstoleti

Po roce 1990 doslo v nasi skolské sféfe k radé prevratnych zmén, vétsina se
velmi citelné dotkla i matematiky. Nékteré z nich jsou stru¢né charakterizovany
v nasledujicich bodech.

e Matematické ucivo na zakladnich i stfednich skoldch bylo redukovano
v souvislosti se snizenim poc¢tu vyucovacich hodin. Dnes proto i na ta-
kové vysoké skoly, na nichz je vzdélavani viceméné postaveno na mate-
matice, pfichazeji ve znacném poctu studenti, ktefi se dosud nesetkali
s komplexnimi ¢isly, kombinatorikou, pravdépodobnosti a statistikou,
stereometrii, analytickou geometrii v prostoru, diferencidlnim a inte-
gralnim pocétem atd., navic viibec netusi, co to je diikaz a jaky je jeho
vyznam v matematice.

e Byly zruseny osnovy, zavadény standardy, ruseny standardy, zavadény
ramcové vzdélavaci programy. Ucitelé jednotlivych skol museli na svych
skolach vytvaret rozsahlé, mnohasetstrankové skolni vzdélavaci pro-
gramy, misto aby se vénovali vyuce, zaklim a studentlim a svému dal-
$imu vzdélavani. Zaci a studenti dnes sice ziskdvaji tzv. klicové kompe-
tence, nemaji vSak znalosti a dovednosti.

e Byly zruseny povinné maturity z matematiky. Jiz fadu let jsme svédky
kiecovité snahy o jakési jejich znovuzavedeni (tzv. stdtni maturity).
V celém dlouhém procesu jejich vytvareni jde hlavné o ¢erpani znacnych
finan¢nich prostredkl ze statniho rozpoc¢tu nikoli o samotné maturity.
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e Soustavné bylo a je pranyfovano tzv. biflovdni a memorovdni. Zaci i stu-
denti proto usuzuji, Ze se nemusi (nebo dokonce nemaji) ucit, ze to je
skodlivé, ze takovou véc po nich nikdo rozumny nemiize vyzadovat. Uzce
to souvisi s proklamacemi nic nent treba se ucit, vse se prece dd majit
na internetu. Je tak bohuzel potlacovan nejen rozvoj pameéti, ale i roz-
voj mysleni, které musi byt zalozeno na operovani s dobfe osvojenymi
pojmy a poznatky.

e Neustale je odsuzovan tzv. dril. Pod heslem Pryc¢ s drilem! bylo a je
likvidovano procvi¢ovani poznatki, pracovnich postupt a nejriznéjsich
pocetnich i konstrukénich algoritmi. Mnohde doslo k vyrazné redukci
¢i plnému odstranéni domaéacich tkold. Pfipomenme, Ze procvicovani
je nesmirné dilezité, vede k nabyvani uziteénych navykid nezbytnych
k ziskdvani dalsich poznatki, k rozvijeni dalsich dovednosti a k zaha-
jeni vyssiho stupné vzdélavani. Upustilo se od pravidelného opakovani
probraného uciva, které vede k upevnéni znalosti a dovednosti, k fixo-
vani ndvykl (dobfe pfipraveny student nemusi pfi vyuce derivaci a in-
tegrali premyslet, jak se pracuje se zlomky, jak se upravi algebraicky
vyraz apod., a muZe se plné soustfedit na derivovani ¢i integrovani).

e Moderni vyucovaci metody (e-learning, projekty, konstruktivni metody,
badatelsky pristup apod.) jsou bohuZel stavény do protikladu ke klasic-
kym, které jsou zcela zavrhovany. Prehnané propagace vypocetni tech-
niky a modernich technologii ¢asto vede k neplodnému hrani si s poci-
tacem, k bezbifehému bloudéni po internetu. Zduraznéme, %e moderni
technologie je smysluplné vyuzivat tam, kde to pfinasi vyrazné klady,
ke slozitym vypoctum, k rysovani komplikovanych obrazkt, k domaci
piipravé a samostatné praci apod. Viz napiiklad ¢lanek S. Gergelitsové
a T. Holana [15].

e Propagovany jsou rovnéz plytké diskuse nepodlozené jakymikoliv zna-
lostmi o diskutovaném tématu, coz mnohé zaky (a bohuzel i ucitele)
velice bavi; jedna se totiz o ¢innost intelektualné nenarocnou na pii-
pravu (student i uéitele).

e Financovani skol podle poctu studentii vede k boji o studenty, k razant-
nimu snizovani pozadavka na pfijimané studenty, k ruseni prijimacich
zkouSek na stfedni i vysoké Skoly, k podbizeni vSeho druhu (dostanete
notebook, mdme klub, cajovnu, hristé, mdme pomalované zdi a lavice
pohdzené po ucebndch, ...). Zaci zékladnich $kol, kteti pied lety usi-
lovali o pfijeti na stfedni skolu, propocitali Bélounovu sbirku a prisli
na stiedni skolu matematicky velmi dobfe vybaveni. Dnes je zcela jina
situace. Zaky nic nenuti se ucit a pfipravovat se na nasledné studium
na stiednich Skolach. Na nich je pfece mist dost! Ani studenty stfednich
$kol nic nenuti se ucit a pripravovat na budouci studium na vysokych
gkolach. I na nich je mist dost. Vzdyt usilujeme o co nejvétsi procento
»vysokoskolsky vzdélanych® osob v populaci (tzv. masifikace). Opét pfi-
slo ke slovu staré znamé heslo Dohnat a predehnat!
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e Vznikla fada univerzit, fada skol s nejriznéjsim zamétfenim, rfada skol
soukromych. BohuZel, mnohé nemaji p¥ili§ dobrou troveii.!

e Do skol vstoupila nespravné chapana a prosazovana svoboda. Ucitel sice
dostal mirnou volnost ve vybéru témat, kterd bude ucit, velmi ¢asto
je vsak tlacen do tzv. modernich vyucovacich metod, byva ostouzen,
pokud uéi tzv. frontalnim zptisobem. Zéci a studenti dostali obrovskou
volnost. Mnohde nemusi mit ucebnice, seSity, nemusi psat doméci tkoly,
nemusi se prili§ podrobovat skolni kdzni, nemusi pfipadné do skoly cho-
dit, na nékterych skolach mohou mit stovky neomluvenych hodin. Stu-
dentim a rodi¢im musi ucitelé a skola ve vSech smérech, vzdy a za
jakychkoli okolnosti vychazet vsttic.

e Prava zakd, studentt a jejich rodi¢t vaci ucitelim a skole byla vyrazné
posilena, povinnosti zaki a studenti byly silné omezeny, prakticky vy-
mizely. Na mnoha $kolach je citit strach z pravniki a z rodi¢t-sponzorti.

e Soustavné kladeny duraz na metodu chvéleni studenti bez ohledu na
jejich vysledky spolu s prosazovanim slovnich hodnoceni za soucasného
zpochybnovéani a zesmésnovani klasického zndmkovéani vedlo u mnoha
studentt k nezdravym pocitim spokojenosti s dosahovanymi vysledky,
které je nemotivuje k vétsimu vykonu. Chybi jim srovnani s ostatnimi.
K nému bohuzel vétsinou dojde pfili§ pozdé (u maturity, na vysoké
skole, po nastupu do zaméstnani).

e Mnoho skod v postojich vefejnosti ke vzdélanosti, skolam a ucitelim
napachala média.

To vSe se v uplynulém obdobi délo pod hesly humanizace, zlepseni atmo-
sféry ve skoldch, zlepsent vztahu ke vzdéldvani apod. Jednim z takovychto hesel
bylo rovnéz zvyseni obliby matematiky. Stav, do n€hoz jsme po ctvrtstoleti do-
spéli, je bohuzel v pfikrém rozporu jak s tehdejsimi proklamacemi skolskych
reformétort, tak s tehdej$imi pfanimi a o¢ekdvanimi spole¢nosti.

e Vyrazné poklesla obliba matematiky.

e Vyrazné poklesla pfipravenost k dalsimu studiu (pfi pfechodu ze za-
kladni skoly na skolu stfedni, pfi prechodu ze stfedni skoly na skolu
vysokou, pfi ndstupu na doktorské studium, pfi ndstupu do praxe).

e Vyrazné poklesla vSestrannd troven znalosti a dovednosti maturant,
a to nejen v matematice, prestoze se dnes maturuje az v devatenacti,
resp. ve dvaceti letech (dfive v osmnécti, ale i v sedmnécti letech).

e Vyrazné poklesla obecnd pfipravenost maturantt k vysokoskolskému
studiu. Mnozi studenti pfichézeji na vysoké skoly nejen bez znalosti
a dovednosti, které byvaly drive zcela bézné, ale zejména bez studijnich
a pracovnich navykt, bez jakéhokoli vztahu k fadnému plnéni povin-
nosti. Nejsou pripraveni sledovat prednasky, délat si poznamky, sou-
stavné pracovat. Rok od roku z nich v prvnim roéniku vysokoskolského
studia vyzafuje vétsi a vétsi udiv: ,,Co po nas proboha chcete?

1 Karel Capek roku 1933 napsal: ... povdslivd otdzka, nemdme-li snad vysokych kol
a stolic prili§ mnoho ... ([11], str. 23)
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Vseobecny tpadek trovné znalosti, dovednosti, pracovnich néavykt a obecné
pripravenosti k dalsimu studiu prokazuji razné oficidlni i neoficidlni vyzkumy
a statistiky. Dlouhodobé zkusenosti jednotlivych ucitelt jasné ukazuji, ze pro-
vérky, které byly v té ¢i oné vékové kategorii zadédvany v minulych letech (pfed
Ctyticeti, t¥iceti, dvaceti, deseti, ale i pfed pouhymi péti roky) jsou dnes , p¥i-
lis tézké“, a proto nepouzitelné. Mnohé tlohy nedédvnjych maturitnich testi
byly postaveny pouze na znalostech zakladni skoly, studenti vSak presto prilis
Uspésni nebyli.

ZlepSeni situace nelze ocekavat, vétSina spolecnosti o narocnéjsi vzdélavani
nestoji, jak naznacéuji vyzkumy. Naptiklad spole¢nost McKinsey & Company
zvefejnila v zar{ roku 2010 studii, v niz mimo jiné uvadi (viz [20]):

o Vysledky ceského zdkladniho a stredniho skolstvi klesaji, coZ ohro-
Zuje ekonomickou konkurenceschopnost Ceské republiky. Viyhled do bu-
doucna je negativni a odkldddani Teseni znamend vysoké ndklady.

o Ceské skolstvi vykazuje primérné, klesajici a nerovnomérné vysledky.

vvvvv

Tizeni (podpora uciteli a tediteld, jakoZ i standardy a hodnoceni) éesky
systém zaostdvd za nejlepsimi.

o Situace je alarmugjici, protoZe ran€ vzdéldvani je dileZité a odkldddani
resent znamend vysoké ndklady. Veétsina rodicu je vsak spokojena,
coZ pravdepodobneé snizuje moznost politického manddtu ke zmené. ...
I kdyby se dnes dosavadni pokles zastavil, zhorsent vysledki od r. 1995
by zemi do r. 2050 stdlo v ekonomickém vyjddreni odhadem az 11 %
HDP rocné. To predstavuje v dnesni situaci cca 400 miliard K¢. Presto
je s Ceskymi zdkladnimi a stvednimi Skolami spokojeno 81 % rodici
a 71 % udciteld.

Prof. Libor Paty, fyzik, ktery mnoho let ptisobil na MFF UK, nedavno po-
ukazal na zakladni pfi¢inu neblahé situace:

vy

Pricinu klesagict urovné vzdélanosti u nds spatruji v obecném poklesu hodnot
v soucasné spolecnosti. TéZko lze ocekdvat od spolecnosti preferujici hmotné az
trividlné materidlni hodnoty priznani priority takové duchouni hodnote, jako je
vzdélanost. ([21], str. 68)

V soucasné dobé se jako vSelék prosazuje testovani zaka a studentii na vSech
urovnich a dalsi masivni zavadéni modernich technologii do vzdélavani (inter-
aktivni tabule, notebooky, tablety, elektronické uc¢ebnice atd.). Opét jde hlavné
o Cerpani penéz ze statniho rozpoc¢tu at uz na tvorbu a vyhodnocovani testi
nebo na plosné vybavovani skol, resp. zadkd a studentt modernimi technolo-
giemi.

Za prezidenta George W. Bushe (nar. 1946) zacala roku 2002 v USA reforma
gkolstvi zaloZena na plosném testovani zaku a studentt pod heslem No Child
Left Behind. Uspésna nebyla. Po deseti letech se ji zacalo posmésné prezdivat
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No Child Left Behind Alone. My nyni pripravujeme testovani podle ,americ-
kého vzoru“. Nasi vlastnosti je totiz poklonkovani cizim vzortim. Sovétské vzory
jsme vymeénili za americké.

Reformatori zduraznuji, ze jsme jeSté malo omezili dril a biflovani, zavedli
malo novych metod, mélo novych technologii. Pfipomina to auto, které jede do

Prahy, pricemz na ukazatelich je postupné psano Praha 30 km, Praha 50 km,
Praha 80 km atd. Jak se dostat rychle do Prahy? Je tfeba zvysit rychlost!

Nikdo ze zodpovédnych bohuzel nechce slySet nejriznéjsi varovné hlasy. Upo-
zornéme alespon na nékteré:
e Clanky Jany Bradley — [1] az [9],
e Diane Ravitch: The Death and Life of the Great American School Sys-
tem: How Testing and Choice Are Undermining Education [22],

Manfred Spitzer: Digitdlni demence. Jak pripravujeme sami sebe a nase
déti o rozum [23],

Konrad Paul Liessmann: Teorie nevzdélanosti. Omyly spolecnosti védéni
[19],

Jan Keller, Lubor Tvrdy: Vzdélanostni spolecnost? Chram, vijtah a po-
jistovna [17].

2 Matematika

Vénujme se nyni vyhradné matematice. Pokusime se odpovédét na otazky,
proc je dnes matematika na zakladnich a stfednich skolach tak malo oblibena,
proc¢ studenti obvykle pfichdzeji na vysoké skoly nedostateéné pfipraveni, proc¢
se matematice pokud mozno vyhybaji, a to i na Skolach, jejichz zaméteni je
na matematice pfimo postaveno. Skutecnosti uvedené v predchozi ¢asti ¢lanku
shrneme v nésledujicich dvou bodech.

e Postupnymi redukcemi uéiva (vynucenymi mimo jiné sniZenim poctu
vyucovacich hodin) bylo ve skolské matematice zlikvidovano vse zaji-
mavé a inspirativni, vSe, co nékteré studenty okouzlovalo a motivovalo
ke studiu matematiky. Zustal pouze jakysi oklestény nudny zdklad.

e Razantnim a soustavnym omezovanim procvicovani (dril!), poukazova-
nim na zbytecnost a skodlivost udeni (biflovani!) nebylo zadkim a stu-
dentim doprano ziskat pocit uspokojeni z ovladnuti urcitého aparatu,
pocetnich algoritmt a geometrickych konstrukei, nebylo jim umoznéno
zazit pocit uspésnosti z pochopeni matematickych postupi, z nabytych
schopnosti k vyfeseni fady tloh riiznych typt a pocitit radost z hlubsiho
porozumeéni zajimavym problémum. Byli pfipraveni o pocit zadostiuci-
néni z dobie odvedené prace.

Matematika zbavena vseho zajimavého, predklddana jen jako sniiska recept,
které neni tfeba ani pochopit ani se naucit, nepodloZené soustavnou a cile-
védomou praci, po¢itanim, rysovanim, odvozovanim a zduvodnovanim se tak
bohuzel stala nesrozumitelnym predmétem, strasdkem a obecnym nepftitelem.
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Pokud se chceme pokusit o zlepseni vysledkt matematického vzdélavani na
zdkladnich a stfednich Skoldch, musime matematiku obohatit o zajimava té-
mata a zdky a studenty vést k soustavnému a duaslednému ziskavani
trvalych znalosti a dovednosti. Toho je moZno docilit inteligentni motivaci
a trpélivou a cilevédomou praci. Cas, ktery tim zprvu ,ztratime“, se nam poz-
déji vrati. Je treba rovnéz poukazovat na oblasti, v nichz se bez matematiky
neobejdeme (chceme-li byt alespoii trochu tispésni) — napf. elementarni znalost
finan¢éni matematiky. Rovnéz je tfeba poukazovat na pripady, kdy neznalost
matematiky vedla ke katastrofam ¢i velkym ekonomickym ztratam. Nutnym
predpokladem tspéchu je vSak odborné i pedagogicky zdatny uditel, kterého
jeho profese té3i a je to na ném znat.

Na vysokych skoldch nesmime zapomenout na zdaraznovani aplikaci ma-
tematiky. Muzeme vyuzivat kontakty s odbornymi katedrami, s jinymi fakul-
tami, s pracovisti z praxe atd. V kurzovnich prednaskach a cvicenich, kde je
tfeba probrat zakladni latku, mizeme aplikace vétSinou pouze zminit, ve vy-
bérovych prednaskach a seminafich se jim vsak mutZeme vénovat podrobnéji.
Musime rovnéz zduraznovat souvislosti jednotlivych matematickych disciplin,
jejich provazanost, zajem mutzeme vzbudit pfednaskami o vyvoji matematiky,
o aplikacich apod.?

Ptipomernime jesté nékolik myslenek z Analytické didaktiky J. A. Komenského
(1592-1670) tykajici se pfipravenosti zaki ke studiu a vyznamu motivace:

XXXI. Nepoustéj se do ucent, le¢ kdyz jsi je Ziku dobre doporudil.

Disledek: Vsim mozZnym zpusobem mdme usilovati, aby Zdk uceni, do nehoZ
se ddvd, poklddal za néco obdivuhodného. (Tento obdiv rozniti zdlibu, zdliba
touhu a touha pilnost.) ([18], str. 18)

XXXII. Nezacinej s ucenim, le¢ aZ kdyz jsi ndleZité vzbudil Zdkiv zdjem.
([18], str. 18)

CLXX. Smysly zZdki maji byti stdle povzbuzovdny tim, co je miZe navnadit.
([18], str. 75)

CLXXIII. Vsechno, ¢emu se vyucuje, budiZ promiseno prijemnou rozmani-
tostd. ([18], str. 76)

V nésledujici ¢asti clanku je uvedeno nékolik inspirativnich prikladt, nékteré
jsou pomérné zndmé. Pii vhodném podani mohou zdky a studenty prekvapit,
zaujmout, probudit v nich zdjem o matematiku, motivovat je k praci a ke
studiu. Neékteré mohou Sokovat svou jednoduchosti, origindlnim napadem ve-
doucim k jejich vyfeSeni, u nékterych se muze dostavit tzv. aha-efekt, ktery je
tzasnym intelektudlnim prozitkem navozujicim touhu po dalsim.

2 Na ucitelském studiu na MFF UK tyto cile plni napiiklad nésledujici pfednasky a se-
minafe: Z. Halas: Bakaldrsky semindr, Z. Halas: Aplikace matematiky, M. Hyksova: Teorie
her, P. Surynkova: Pocitacovd geometrie, P. Surynkova: Plochy stavebni praze, O. Odvarko:
Finanéni matematika, A. Slavik: Mathematica pro zaédatecniky, A. Slavik: Mathematica pro
pokrocile, J. Becvar, M. Be¢varova: Déjiny matematiky atd.
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3 Konkrétni naméty

Ctyflistek pro Stésti

V osmé tfidé na zakladni skole se mi velice libila tato uloha (viz nasledu-
jici obrazek): Vypoctéte obsah ¢tyflistku vepsaného do étverce.® Obréazek je
krasny, mé estetickou hodnotu. Navic se d4 snadno narysovat (klasicky i poci-
tacove). Soucasné je zasné, ze lze obsah ¢tyflistku snadno vypodcitat (pokud
ovSem umime vypoditat obsah ¢tverce a obsah kruhu). Stadi si obrazek pozorné
prohlédnout.

Hippokratovy mési¢ky, Archiméduv arbelos a salinon

Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pfi vrcholu C. TTi
pulkruznice sestrojené nad jeho stranami vymezuji tzv. Hippokratovy mésicky
(menisky). P¥i procvi¢ovani vzorcl pro vypocet obsahii rovinnych utvart lze
dat za kol vypocitat soucet obsahti obou mésicki. Studenty patrné piekvapi,
Ze soucet obsahtit M[; a My obou mésicki je roven obsahu T trojihelniku ABC'.

A B

Vyse uvedeny fakt, ze soucet obsahtt obou mésicku je roven obsahu vycho-
ziho trojuhelniku, v8ak nemusime vibec pocitat. Staci se na obrazek pozorné
podivat a pouzit Pythagorovu vétu modifikovanou pro podobné ttvary (misto

3 Matematicka olympiada 1960/61, kategorie D.
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¢tvercil) sestrojené nad stranami pravoihlého trojihelniku (zde se jedné o pul-
kruhy, ten nejvétsi je ,na druhé strané“ pfepony nez jsme zvykli). Pochopeni
této tvahy muze byt pro studenty velmi okouzlujici.

Poznamenejme, ze vyska v. spusténa z vrcholu C' na stranu ¢ rozdéli troj-
thelnik na dva mensi trojihelniky. Jejich obsahy vsak nejsou rovny obsahtim
odpovidajicich mésicki. Rovnost nastane pouze v pfipadé, zZe je trojihelnik
ABC rovnoramenny.

Podobnou tlohou je nalezeni obsahu S utvaru nazyvaného arbelos, ktery
zkoumal Archimédés (287-212). Jedn4 se o ¢ast roviny, kterd je omezena t¥emi
polokruznicemi (viz nésledujici obrazek):

Snadno se vypocte, Ze obsah S ttvaru arbelos je roven obsahu kruhu, ktery je
na nésledujicim obréazku ohrani¢en ¢arkovanou kruznici. Ani tento obsah vSak
neni nutno pocitat, staci se s porozuménim divat na obrazek a uzit Pythagorovu
vétu pro pulkruhy nad stranami trojihelniki ABC, ADC a BDC.

B

Dalsi Archimédova tloha se tyké obsahu S ttvaru ohrani¢eného ¢tyfmi polo-
kruZnicemi, z nichz dvé maji stejny polomér (viz nasledujici obrazek). Nazyva
se salinon.
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Z nésledujiciho obrazku lze nahlédnout, ze obsah S je roven obsahu kruhu
vymezeného ¢arkovanou kruznici.

Pythagorova a kosinova véta

Pythagorova véta a kosinova véta patii k zakladtim elementarni matematiky.
Snad je obecné znamo, Ze kosinové véta je zobecnénim véty Pythagorovy (tedy
z kosinové véty plyne véta Pythagorova). Malokdo vSak vi, Ze jsou tyto dvé
véty ekvivalentni. Z Pythagorovy véty totiz snadno dokazeme vétu kosinovou.

B

A b D C

UZijeme-li Pythagorovu vétu pro trojuhelniky C DB a AD B, dostavame rov-
nosti
a® = d? + 2, (b—e)?+d* =c?,
které upravime do podoby

a? = d? + €2, b2 — 2be = ¢? — d? — &%

Posledni dvé rovnosti jiz jen se¢teme a mame a? + b% — 2be = c?. Nyni si stadi
uvédomit, ze e = a cos~y. Dikaz jsme provedli pro pfipad, kdy je thel v ostry.
Obdobné se postupuje, je-li tthel v tupy.

Pro mnohé studenty (ale i pro ucitele) je velmi pfekvapivé, Zze mohou byt
ekvivalentni dvé tvrzeni, z nichZ jedno je vyraznym zobecnénim druhého.* Upo-
zornéme v této souvislosti na ¢lanek V. Dlaba Dikladné porozumeéni pojmu
ekvivalence [13] a na poucnou diskusi (z fady hledisek) k tomuto tématu, ktera
je vystavena na webové strance ¢asopisu U¢itel matematiky (viz [13]).

4 Autor tohoto piispévku se o tom v posledni dobé mnohokrat presvédéil.
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Rozdéleni kruhu tétivami

Dvéma riznymi body na obvodu kruhu je urCena jedna tétiva, kterd déli
kruh na dvé ¢asti. Tfemi riznymi body na obvodu kruhu jsou urceny tfi tétivy,
které déli kruh na étyfi ¢asti. Ctyfmi riiznymi body na obvodu kruhu je uréeno
Sest tétiv, které déli kruh na osm c¢asti. Péti rliznymi body na obvodu kruhu
je urCeno deset tétiv, které déli kruh na Sestnact casti. Jaky je nejuétsi pocet
¢dsti, na néz lze kruh rozdélit (}) tétivami uréenymi n body na jeho obvodu?
(Pfi nevhodné volbé vychozich bodi se pro n > 5 kruh rozdéli na mensi pocet
¢asti!) Nésledujici obrazky ukazuji situaci pron =2, n =3, n =4, n =25
an=_6.

Sest bodii vhodné umisténych na obvodu kruhu vsak nerozdéli kruh na 32
¢asti, jak bychom ocekévali na zakladé predchozich pripadd n = 2,3,4,5, ale
pouze na 31 &asti! Maximdlni pocet p(n) oblasti, na které lze kruh rozdélit
tétivami uréenymi vhodné rozmisténymi n body na obvodu je dan vzorcem
n* — 6n® +23n% — 18n + 24),

p(n) = ﬂ(

ktery neni tak uplné jednoduché odvodit.
Uloha o trojihelniku

V maturitnim ro¢niku jsem byl zaskoden touto ilohou (viz nésledujici obra-
zek): V roviné jsou dany polopfimky p a ¢ se spoleénym pocateénim bodem X.
Dén je bod A, kterj na nich nelezi, a tisecka d. Ukolem je sestrojit p¥imku
jdouci bodem A, kterd protne polopiimky p, ¢ v bodech Y, Z tak, aby byl
obvod trojthelniku XY Z roven délce tsecky d.”

5 Matematické olympiada 1964/65, kategorie A.
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d

Reseni ulohy je jednoduché, pokud pfijde spasny napad. Krasa matematiky
spociva rovnéz v tom, ze prichod spasnych napadi neumime ,naprogramovat*.

Uvazujme tzv. pfipsanou kruznici k& hledaného trojuhelniku XY Z (viz na-
sledujici obrazek). Vyuzijeme-li vlastnosti teGen ke kruznici, vidime, ze dvojice
tse¢ek YK a YL, ZL a ZM, XK a XM maji stejnou délku. Usecka XK
ma tedy délku rovnou poloviné obvodu trojihelniku XY Z, tj. poloviné délky
usecky d. Odtud jiz snadno vyplyva konstrukce hledaného trojihelniku (bod K
kruznice k dotykajici se polopfimek p, ¢ a prochézejici bodem K — jeji stied je
na ose uhlu, ktery sviraji polopfimky p, ¢, a soucasné na kolmici k poloptimce p
vztycené v bodé K; tena ke kruznici k z bodu A).
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Prvodéisla

Velmi zajimavym tématem jsou prvocisla. Studenty lze patrné pomeérné
snadno prekvapit tzv. Matijasevi¢ovou parabolou.b

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

6 Jurij Vladimirovi¢ Matijasevi¢ (nar. 1947), rusky matematik a informatik.



28

Mnozinu vSech prvocisel je moZzno zndzornit takto: Necht M je mnozina
vSech dvojic (a,b) celych &isel, pro kterd je b = a? (v kartézské sourfadnicové
soustavé to jsou body paraboly y = x2, které maji celo¢iselné souradnice). Pro
kazdou dvojici (a,b) € M je (—a,b) € M. Uvazujme vSechny priseciky dvojic
pfimek uréenych body (a1, b1), (—as,b2) a (az,bs), (—ai,by) mnoziny M, kde
a1, az jsou prirozend ¢isla vétsi nez 1. Lezi na ose y a ,vyhybaji se prvocislim®
(viz pfedchozi obréazek). Neni obtizné tento fakt dokdzat. Studenttim lze jako
tkol zadat narysovani predchoziho obrazku na pocitaci.

Dnes jsme svédky urputného hledani vétsich a vétsich prvocisel. S pomoci po-
¢itaci (pocitacovych siti) a velmi rafinovanych programt jsou hledana tzv. Mer-
sennova prvocisla, tj. prvocisla tvaru M, = 2P — 1.7

Od roku 1876 do roku 1951 bylo nejvétsim znamym prvocislem cislo

2127 _ 1 = 170141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727,

které mé 39 cifer. Mersennovo prvoéislo 257385161 _ 1 objevené roku 2013 ma

17425170 cifer. Fascinujici pokrok za Sest desetileti!

Studenty muzeme inspirovat k pravidelnému sledovani honby za dalsimi Mer-
sennovymi prvocisly. Stac¢i napriklad zadat na Google heslo Mersenne primes
a hned mame k disposici fadu webovych stranek, na nichz lze pozorovat aktu-
alni déni tykajici se Mersennovych prvocisel.

Poznamenejme, ze hledani velkych prvocisel neni jen samotcelnym hranim,
honbou za senzaci (i kdyZ také); velkd prvocisla se vyuzivaji pfi testovani rych-
losti a vykonnosti pocitaci, zcela zasadni roli hraji v kédovani.

Harmonicka rada

Aritmetickd posloupnost, geometrickd posloupnost a geometrickd fada jsou
snad stale jesté soucasti stifedoskolské matematiky. Byvalo zvykem odvodit pri
vykladu vzorce pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti, geomet-
rické posloupnosti a ziskat vzorec pro soudet geometrické fady (za soucasného
vymezeni tzv. kvocientu). Dikazy (resp. odvozeni) zminénych poznatkii jsou
vtipné a velmi poucné, daji se znazornit i geometricky.

Uzite¢né je v této souvislosti zminit harmonickou radu, ktera je velmi zvlast-
nim matematickym objektem:

1 1 1 1 1 1 1
totgt Tttt
AcC se to zda neuvéfitelné, harmonickd fada diverguje, tj. posloupnost jejich
castecnych souctt roste nade vSechny meze. Tézko si umime predstavit, ze
jakoukoli délku lze pfesahnout postupnym s¢itanim nasledujicich délek: mili-
metr, polovina milimetru, tfetina milimetru, ¢tvrtina milimetru atd. Dikaz je

7 Marin Mersenne (1588-1648), francouzsky matematik, fyzik a filozof. Snadno se ukaze,
ze kdyz je c¢islo 2P — 1 prvocislo, musi byt p prvocislo.
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pfitom velmi jednoduchy a nazorny.® Seskupime-li vhodnym zpiisobem éleny
uvazované posloupnosti, je vSe jasné:

1 13
Ity =353
1 1 11
3ta 721
1+1+1+1>4.171
56 7 8 g 2
11 1 11
DR T I TR T
atd. Pro kazdé n je tedy
1+1+1+--~+i>(n+2)-3.
23 2" 2

Harmonicka fada sice diverguje, ale neuvéfitelné pomalu. Secteme-li sto je-
jich ¢lent, je soucet asi 5,19, seCteme-li tisic ¢lent, je soucet asi 7,49, seCteme-
li milion ¢leni, je soucet asi 14,39, seCteme-li miliardu ¢lend, je soucet asi
21,30 atd. Na internetu snadno najdeme fadu webovych stranek vénovanych
harmonické fadé, objevime i kalkulator, ktery secte zadany pocet jejich ¢leni
(napf. www.math.utah.edu/carlson/teaching/calculus/harmonic.html).

Matematika a hudba

Zajimavym tématem, které muize studenty zaujmout, je popis pythagorej-
ského ladéni a jeho nasledna modifikace na tzv. temperovane ladéni. Matema-
tické zaklady hudby byly polozeny ve starém Recku, pfi¢itaji se piimo Pytha-
gorovi (6. stol. pf. Kr.). Studenti se mohou ptesvédéit pfeméfenim délky struny
a rozmisténi prazca na kytare, ze hudebni intervaly odpovidaji pomértum pri-
rozenych ¢isel. Pfipomeneme jen zékladni intervaly (oktdva, kvinta, kvarta,

sekunda) a nejdtlezitéjsi fakta a zajemce odkézeme na podrobnou stat Z. Ha-
lase Matematika a hudba, ktera je otisténa v [16].

Oktavu ziskame seskrcenim struny v poméru 1 : 2:

Kvintu ziskdme seskrcenim struny v pomeéru 2 : 3:

8 Autorem uvedeného ditkazu je Nicole Oresme (asi 1323 az 1382), francouzsky matematik,
fyzik a teolog.
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Kvartu ziskdme seskrcenim struny v poméru 3 : 4:

Sekundu (pythagorejsky t6n) ziskdme seskrcenim struny v pomeéru 8 : 9:

Pomoci poméri je mozno popsat i dalsi hudebni intervaly: tercie (64 : 81),
sexta (16 : 27), septima (128 : 243), maly ptltén (243 : 256).

Pfi vystavbé delsi posloupnosti tént (napiiklad na klaviru) se setkdme
s nepfijemnym problémem. Stavime-li ,nad sebe“ oktavy, mocnime zlomek %
Stavime-li nad sebe pythagorejské kvinty, mocnime zlomek % Sledy tvorenych
tént se vSak ¢im dale, tim vice ,rozchéazeji“. Je zfejmé, ze nikdy nemtzeme do-
jit do stejného bodu, nebot mocniny ¢&isla % jsou vzdy rtizné od mocnin ¢isla %
Velmi blizké jsou si sedmé a dvanicta mocnina:

1INT 9y 12
0,007812500 = (5) ”] (g) ~ 0,007 707 347.
Podil téchto hodnot je
(1)7 12
2) % 1.013643
@»* 2 ’
3

hodnota, o kterou se lisi od jednicky, tj. = 0,013 643, se nazyva pythagorejské
komma.

vvvvvv

intervaly, tj. oktdvy, a téméf neznatelné deformuje kvinty (a rovnéz ostatni
intervaly). Oktavu déli na dvanict stejnych pulténd, mezi néz se rozprostte
malinky interval, kterému odpovida pythagorejské komma. Kvinty pak ovSem
nejsou ,,Cisté*, rozdil je vSak zcela nepatrny. Rozdélime-li ,,rovnomérné* pomeér
1: 2 na dvanéct stejnych poméri, je kvocientem této geometrické posloupnosti

¢islo W/2. Tak dospéjeme k posloupnosti
1, W2, (V2r=vV2, V2, V2, (V2)° V2, (V2
V2%, (V2)%, (V2)°, (V2)M, 2
Temperovana kvinta (7. ptiltén) odpovida poméru 1 : ( V/2)7 2~ 0,667419927,
ktery se od poméru 2:3 = 0,6 lisi jen nepatrné.

Poznamenejme, ze vyse uvedeny nastin problematiky pythagorejského a tem-
perovaného ladéni 1ze rovnéz vyjadrit pomoci frekvenci uvazovanych ténu. Vy-
klad zalozeny na délce struny je vSak patrné nézornéjsi.

V souvislosti s temperovanym ladénim se vzdy pfipomina Johann Sebastian
Bach (1685-1750), jeden z nejvétsich hudebnich skladatelti vSech dob, a jeho
dva cykly skladeb nazvané Das wohltemperierte Klavier (1722, 1744).
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Obsah trojuhelniku

Obsah trojuhelniku se da vypoc¢itat mnoha zpisoby. Vedle klasického vzorce,
ktery operuje s délkou strany a prislusné vysky, resp. vzorce, ktery vyuziva
délku sousednich stran a velikosti jimi sevieného tthlu, zndme Hérénav vzorec,
mizeme k vypocétu vyuzit determinant matice sestavené ze soutadnic vrcholi
apod. Pojednani o souvislostech vSech téchto vzorci z hlediska klasické geome-
trie, analytické geometrie, trigonometrie, linearni algebry apod. by mohlo byt
vhodnou studentskou seminarni praci.

Obsah trojtihelniku ABC umisténého v roviné opatifené kartézskymi souiad-
nicemi muzeme snadno vypocitat pomoci komplexnich ¢isel. Jsou-li z,, 25, 2
komplexni ¢isla odpovidajici vrcholim A, B, C, je obsah trojuhelniku ABC
roven poloviné absolutni hodnoty imagindrni ¢asti ¢isla’® Z, 2y, + Zp2e + ZoZa, tj.

Sa :%-}Im(zzb + Zyzc + Zoza ) ‘

Neni obtizné tento fakt dokazat. Staéi zvazit, ze ¢islo Sa se nezméni ani
translaci ani rotaci, a vyjadfit obsah trojuhelniku ABC ve specidlni poloze:
bod A v pocatku, bod B na ose x.

Obdobny vzorec plati pro vypocet obsahu n-tthelniku A; A3 A3 ... A,.
Gaussova cela ¢isla

Ciselny obor Z[i] vSech komplexnich ¢isel s celo¢iselnymi realnymi a ima-
gindrnimi slozkami (tzv. Gaussova celd ¢isla) je v Gaussové roviné zndzornén
mnozinou vsech vrcholi jednotkové ¢tvercové sité. V urc¢itém smyslu je podobny
oboru celych ¢isel Z. Pro Gaussova celd ¢isla totiz rovnéz plati tzv. zakladni
véta aritmetiky: KaZdé nenulové Gaussovo celé ¢islo lze jedingm zpusobem roz-
loZit na soucin prvocisel.

Dtlezitou roli v tomto ¢iselném oboru hraje tzv. norma Gaussova ¢isla a+bi
definovana rovnosti
N(a+bi) = a® + V°.

7 geometrického hlediska je norma c¢isla a + bi ¢tvercem délky piislusného
vektoru. Jednoduchym vypoctem se snadno provéri, ze pro libovolnd Gaussova
celé cisla «, B plati rovnost

ktera je zakladem mmnoha dalsich vySetfovani. S jeji pomoci naptiklad snadno

zjistime, Ze jednotkami (neboli invertibilnimi prvky, tj. prvky, kterymi lze délit)

jsou v Z[i] pouze prvky 1,—1, i, —i.19

9 Poznamenejme, ze znaménko imaginarni ¢asti uvedeného &isla zalezi na zvolené orientaci
trojuhelniku. Proto je ve vzorci absolutni hodnota.
10 Jednotkami v Z jsou pouze +1 a —1.
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Cela ¢isla Z jsou podoborem Gaussovych celych éisel Z[i]. Kazdé slozené
celé ¢islo je pochopitelné slozené i v oboru Gaussovych celych ¢isel. Néktera
prvodisla ze Z jsou vSak v Z[i] ¢isly slozenymi, napfiklad

2=(1+ 1)(1-1), 5=(142i)(1-2i), 13 =(2+31)(2 — 31).
Prvodisly v Z[ 1] zustavaji napiiklad 3, 7, 11. ,Novymi“ prvoéisly jsou napiiklad
144,  14£2i, 144i, 243i, 2+5i, 2+7i

Podobné jako lze v oboru celych c¢isel zapsat kazdé nenulové ¢islo jako soucin
prvodisel (pifpadné vynasobeny jednotkou —1),!1 je mozno kazdé Gaussovo celé
¢islo zapsat jako soucin Gaussovych prvocisel. Naptiklad

5=(2+1)2-1)=(1+2i)1-2i)

tyto rozklady &isla 5 povazujeme za ekvivalentni, nebot jeden vzniké z druhého
nasobenim jednotkami.'?

(1+2i)(-i)=2-1, (1-2i)-i=2+1i
Uvédomme si, Ze ¢islo 10 muzeme v Z[1i] rozlozit dvéma zpisoby,
10=2-5=(143i)(1 - 31),
ale ani jeden z nich neni rozkladem na Gaussova prvocisla. Jak jsme jiz vidéli,

¢isla 2 a 5 jsou slozena, slozend jsou i ¢isla 1+ 3i a 1 — 3i. Rozklad ¢isla 10
v soucin Gaussovych prvocisel vypada takto:

10 = (1+ 1)(1 - (1 +2i)(1 - 21),

piitom je (1+ 1)(1+2i) = —1+3i, (1—1i)(1—-2i)=—-1-3i

VySetfovani délitelnosti Gaussovych celych ¢isel (hledédni novych prvocisel
a slozenych ¢isel, nejvétsiho spolecného délitele apod.) lze zadat studenttim
jako projekt v ramci tzv. badatelsky orientované vijuky.

Zajimavé cCiselné obory s vice jednotkami

Podobné ¢iselné struktury, v nichz plati zédkladni véta aritmetiky, jsou na-
priklad mnoziny realnych cisel

Z[V2] = {a+bV2]|a,be L}, Z[V3] = {a+bV3]|a,be L},
1 Napt. 6 = 2-3, 32 = 25 —15 = (—1) -3 -5 atd., prvoéislo chapeme jako souéin

jednoprvkové mnoziny prvocisel, ¢islo 1 chapeme jako soucin prazdné mnoziny prvocisel.
12V 7 je podobné 6 = 2 -3 = (—2) - (—3).
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k jejichz zkoumani vyuzijeme opét normy definované takto:
N(a+bv2) = |a® — 20?|, N(a+bV/3) = |a® — 3b?|.
V obou pripadech vypoctem provérime, ze
N(a- ) = N(a) - N(B).
Jednotky v Z[/2] najdeme feSenim rovnice |a2 - 2b2| = 1. Vychazi
+1, 14+v2, 3+£2V2, 7T45V2, 17+£12V2,  414+29V/2,
Podobné v Z[+/3] vypoc¢teme jednotky:

+1, 2 +/3, 7+ 43,

Velky pocet jednotek do jisté miry komplikuje situaci. Rozklady konkrét-
niho ¢isla, které na prvni pohled vypadaji jako razné, rtizné byt nemusi. Po
vynasobeni jednotkami pfejde jeden ve druhy.

Strasidelny éiselny obor

Velmi zajimavym piikladem éiselného oboru je podmnozina Z | \/51] mno-
ziny komplexnich ¢isel C definovana rovnosti

Z(V5i] = {a+bV5i|a,b e Z}.
Normu zavadime vztahem
N(a+bV51) = a® + 5b%,
pritom je opét
N(a-B) = N(a) - N(B).
Jednotky jsou pouze dvé: 1, —1. Nerozlozitelnymi prvky jsou napfiklad

+v5i, 1+v5i, 2+v5i, 3+V6i, 4+v6i, 1+2V5i, 3+2V5i, ..,

dale
2,3, 7, 11, 13, ...

Rozlozitelnymi prvky jsou napiiklad:
5=(V51)(—V5i),  29=(3+2V5i)(3-2V5i).

V tomto ¢iselném oboru maji n€ktera ¢isla rizné rozklady. Na to nejsme viibec
zvykli, pfipadd nam to hrizné. Napiiklad ¢islo 9 mé dva rtizné rozklady, ¢islo 21
dokonce tii riizné rozklady:

9=3-3=(2+V51)(2—V51i),
21=3-7=(1+2V5i)(1-2V5i) = (4+V5i)(4 — V5i).
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Navic zde neplati vlastnost prvocisel, ktera je ndm dévérné zndma z oboru
celjch ¢isel. Napiiklad nerozlozitelné &islo 3 déli soucin (2 + v/5i)(2 — V/51),
ale nedsli ani &slo 2 + /51 ani é&slo 2 — v/5i. V tomto &selném oboru proto
musime rozliSovat tzv. nerozloZiteln€ prvky a tzv. prvocinitele.

4 Zavér

Ucitelé maji dnes mnoho moznosti k obohaceni vyuky. Kromé klasickych
knih, které byvaly drive zakladem vzdélavani, maji na internetu k disposici
veliké mnozstvi digitalizovanych knih a c¢asopisi, které v naSich knihovnach
nejsou, fadu obrazku, fotografii a dalSich materiald, aktudlnich zprav, nejriz-
néjsich programu. Existuji podnétné webové stranky vénované matematice. Sle-
dovéani téch cizojazycnych vede i ke zdokonaleni jazykovych znalosti a podtrhuje
jejich vyznam.

Zcela zasadni je, aby byl uditel dostatecné na vysi a umél odlisit kvalitni
webové stranky od nekvalitnich, aby se vyhnul ned@ivéryhodnym zdrojtm.
A tuto schopnosti je tieba rozvijet u zédkt a student (identifikace hodnot-
nych zdroju, za néz nékdo odpovida, kritické vnimani vystavenych materialt
atd.). Rovnéz je dileZité, aby ucitel nebyl ve Skole zahlcen (a otraven) zby-
te¢nou administrativou a dalsimi povinnostmi a mél cas a chutf se vzdéldvat,
pfipravovat se na vyuku a inovovat ji.

P11 stastné konstelaci (8kola — ucitel — zdk — rodice — prostfedi) se matema-
tika mtize stat pro mnoho zakl a studentl (a soucasné pro jejich ucitele) okouz-
lujicim dobrodruzstvim, tajuplnou cestou, béhem které ¢eka fada prekvapeni.
Pfipomerime v této souvislosti zndmy vyrok Alberta Einsteina (1879-1955):

Nejkrasnéjsi, co muzeme prozivat, je tajemno. To je zdkladni pocit, ktery
stoji u kolébky pravého umeéni a veédy. Komu to meni zndmo, kdo se uz neumsi
divit, neumi Zasnout, ten je takiikajic mrtev a jeho oko vyhaslé. ([14], str. 117)

Na cesté poznavani provazeji zéky a studenty ucitelé. Dobry ucitel musi
byt pro své zaky, resp. studenty (a jejich rodice) ptikladem, vzorem, inspiraci,
autoritou, coz je oviem stale t&78{ a t&78i. Velmi pékné to vyjadril Karel Capek
(1890-1938):

Mnoho viny jest (nebo bylo) na hodné posetilych ucebnich metoddch; ale vice
viny je na lhostejném vyucovacim Temesle mnohych ucitelu, kteri, nemajice
osobniho poméru k své latce, vtloukaji Zdkum do hlavy prdvé to mejmechanic-
t€jsi na véci, co jim dd nejméné prace a vysvétlovdni: tedy letopocty, definice,
slovicka a vzorce. Profesor odbornik v dobrém slova smyslu, ten, ktery svou
latku miluje a sam si ji stdale myslenkove zpracovdvd a rozsituje, ktery si své
hodiny peclivé pripravuje, ktery svou nauku povaZuje za tak krdasnou a Zivotu
potrebnou, Ze poctivé a horoucné hledi Zakum z ni podat to nejcennéjsi a ideové
nejuyssi, je dobry a dokonaly pedagog, i kdyby koktal a byl prchly jako Svec;
a pravim, zZdci ho budou milovat a poslouchat jako bozZiho slova. ... Je to prilis
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stard pravda, Ze ve vyucovdani osobnost je vse; ale té se nelze ucit v pedagogic-
kych kursech. ([11], str. 16-17)

Neni-li ucitel dobrym odbornikem, neméa-li pedagogicky talent, je-li navic
ubity svym vlastnim Zivotem, pfivydélavanim v dal$im zaméstnani, je-li otra-
veny situaci ve spolecnosti, ve skole, doma apod., pak lze tézko ocekavat, ze
bude svym studentiim vzorem, ptrikladem, autoritou, Ze je bude inspirovat ke
studiu a vzdélavani. Vyucovani bude utrpenim pro obé strany.

Dnesni doba, prosazujici a podporujici vzdy a za vSech okolnosti indivi-
dualitu, nespravné chipanou svobodu (7&kt a studentt), uditeltim jejich roli
ztézuje. Uéitel musi byt silnou osobnosti, aby obstél (nebo dokonce jen prezil).
Britsky psychiatr a esejista Theodore Dalrymple (vlastnim jménem Anthony
Daniels, nar. 1949) v knize Zivot na dné napsal:

Vsechno je zredukovdno na pouhy souboj vili, a tak se dité nauci, Ze veskerd
omezeni jsou leda svévolnym bremenem, které na né wvalil nékdo ¢i néco, co
je vetsi a silnéjsi neZ ono samo. Jsou tak poloZeny zaklady ke tvrdohlavé ne-
toleranci kaZdé autority, byt by se tato autorita zaklddala na jasné nadrazené
a benevolentni znalosti a moudrosti. Autorita jakéhokoli druhu je vnimdna jako
urdzka vlastniho jd, a je tedy treba se ji postavit, protoze je to autorita. Svét je
tudiz svétem neustdle popuzenych eg, kterd se snazi navzdjem si vnucovat svou
vali. ([12], str. 117)

Némecky pedagog a filozof Wolfgang Brezinka (nar. 1928) v knize Filozofické
zdklady vijchovy uvadi jednu z tezi, kterou vzapéti uvazlivé komentuje:

Ucitelé se maji snazit zlepSovat své metody a pritom brat ohled na dobre
zduvodnéné védecké poznatky.

Je to formulovdno tak opatrné, protoZe se casto stdavd, Ze se velebi jako osvéd-
cené urcité metody vychovy a vyuky, které se pozdéji prokdzi jako pochybné, jed-
nostranné nebo jen omezené. Jako priklad vezmeéme globdlni metodu pri vjuce
¢teni nebo mnoZiny v matematice. Povinnost ddle se metodicky vzdéldvat tedy
nevyZaduje duveriveé prijimdni vZdy nejmodernéjsich metod. Spise znamend, Ze
ucitel md zustat kriticky vici vlastnim metoddam a otevieny vici vylepSenim.
Nemd upadnout do metodické strnulosti, ngbrz stdle se uéit. ([10], str. 164)

Dovolim si ukonéit sviij prispévek citatem, ktery jsem nalezl v Brezinkoveé
knize Filozofické zdklady vychovy [10] (str. 11).

Méjme tedy, pokud jde o budoucnost, onu blahoddrnou obavu, kterd vede
k bdélosti a k boji, a ne onen druh zmékcilé a necinné hrizy, kterd oslabuje
a vycerpdvd srdce.

Alexis de Tocqueville!

13 Alexis de Tocqueville (1805-1859), francouzsky historik, politolog, statnik. Citét je
z knihy Demokracie v Americe, Lidové noviny, Praha, 1992, str. 227. Dalsi vydéani: Academia,
Praha, 2000, Rozmluvy, Praha, 2012.
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MOTIVACNI PRIKLADY Z ANTICKE MATEMATIKY

7ZDENEK HALAS

V tomto piispévku uvedeme nékolik inspirujicich matematickych postupi,
které nejsou béznou soudasti skolské matematiky. Cerpat piitom budeme
zejména z antické teorie kuzelosecek.

Déjiny matematiky mohou zajimavé doplniovat vyuku ve vice rliznych smé-
rech, napiiklad:

1. osvétleni vzniku jednotlivych matematickych disciplin,

2. pripomenuti zajimavych pozapomenutych souvislosti ¢i postupi,
3. propojeni ¢isté matematiky s jejimi aplikacemi,
4

. vypravéni pribéht ze Zivota matematik.

V nasledujicim textu se zamérfime na prvni tfi body, pricemz ke kazdému
z nich uvedeme konkrétni priklad. Budeme se pfitom vénovat kuzeloseckam,
protoze na nich Ize pomérné dobfe ilustrovat kazdy z téchto tii bodt sa-
mostatné. Historické postupy budeme kvtli lepsi srozumitelnosti prezentovat
v modernizované podobé.

1 Nazvy kuzZeloseéek

Objev kuzelosecek je v antické tradici pfipisovdn Menaichmovi (1. polovina
4. stol. pf. Kr.), a to v souvislosti s feSenim problému nalezeni dvou stfednich
amérnych, tj. nalezeni dvou nezndmych délek x a y takovych, aby pro zadané

délky a, b platilo
a T y

r y b
Pravé na tuto tlohu pfevedl Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.) jeden ze
t¥1 slavnych problémt antické matematiky — zdvojeni krychle. Zvolime-li totiz
a = 2b, dostaneme po tpravé z predchoziho vztahu

y® =203,

Je tedy nalezena délka y hrany krychle, kterd mé oproti zadané krychli s dél-
kou hrany b dvojnasobny objem. Menaichmos vyfesil problém nalezeni dvou
stfednich imérnych pomoci kuzelosecek; algebraicky zapsano:

ry = ab, y? = bz,

nebo

? = ay, y* = b
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Z dochovaného zlomku obsahujiciho toto feseni! viak vyplyva, Ze Menaichmos
pracoval s kuzeloseckami na pomérné vysoké trovni. Zda se tedy byt pravde-
podobné, ze byly studovany uz pred nim.

Kuzelosecky byly zpocatku studovany jako kfivky vznikajici fezem plasté
kuzelu rovinou vedenou kolmo na nékterou povrchovou piimku. Jednotlivé ku-
zelosecky pak byly ziskdny volbou thlu p#i vrcholu kuzelu. Elipsa tak byla
nazyvana fezem ostrouhlého kuZelu, parabola Tezem pravouhlého kuZelu a hy-
perbola rezem tupothlého kuZelu. Podrobnéji je historie kuzelosecek zpracovana
napiiklad v [2].

Soucasnou terminologii vSak zavedl az Apollénios z Pergé (kol. 200 pf. Kr.)
ve svém dile Konika (viz napi. [8]),2 které se stalo na téméi 2 000 let zdkladnim
spisem o kuzeloseckach. Toto dilo se nezachovalo v aplnosti, z ptivodnich osmi
kapitol jich je dochovano pouze sedm, pfi¢emz posledni tii jen v arabském
prekladu. Apollénios studoval obecné fezy kosé kuZelové plochy. Jeho dilo je
pomérné narocné, proto se omezime na zjednodusené odvozeni paraboly jako
fezu kuzelové plochy, pricemz budeme vyuzivat moderni symboliku. O elipse
a hyperbole pak pojedname s vyuzitim analytické geometrie.

Uvazujme pro jednoduchost kolmou kuzelovou plochu a vedme rovinu rovno-
béznou s povrchovou pfimkou AG (viz obr. 1). UkadZzeme, Ze fezem je parabola.
Necht Fidici kruznice této kuzelové plochy prochézi body BDGE a necht kruz-
nice KM N lezi v roviné rovnobézné s rovinou fidici kruznice. Jeji prameér je
MN, bod K na ni lezi a KL je rovnobézna s DE a kolma na M N. Podobné
i DE je kolmé4 na BG. Jelikoz je trojihelnik KM N pravotuhly (Thalétova
kruznice), plyne z Eukleidovy véty o vysce

|KL|>=|ML|-|LN|.

Jelikoz je rovina fezu rovnobéznd s povrchovou pfimkou AG, tak |[LN| = |HG|.
Navic z podobnosti trojuhelnikit AZML a AZBH dostavame

IML|  |ZL|

|BH| |ZH|’
Proto

ZL|-|BH| |BH| - |HG)|

KL|?=|ML|-|LN =|7- HG|=|ZL| ————

7Z predchoziho vztahu také vyplyva, ze pomér \ngg‘\ = % nezavisi na volbé
kruhového fezu rovnobézného s Fidici kruznici, je proto konstantni. Podobné
se také zachovavd délka usecky HG. Vyraz % je tedy konstantou.

Oznaéime-li ji p, |[KL| =y a |ZL| = x, dostaneme zndmou rovnici paraboly
y*=pa.

1 Viz Eutokitiv komentai k Archimédovu spisu O kouli a vdlci, odst. 78.13-80.24, publi-
kovany v J. L. Heiberg (ed.), Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii, vol. II1.,
Teubner, Leipzig, 1915.

2 Nazvy parabola, hyperbola a elipsa se poprvé vyskytuji postupné ve vétach 11, 12 a 13
prvni knihy Konik.
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Obr. 1: Parabola jako fez kuzelu?

Tuto rovnici méizeme interpretovat jako tilohu nalézt k zadané tisecce délky p
usecku délky x takovou, aby mél obdélnik s témito stranami stejny obsah, jako
predepsany Ctverec se stranou délky y. Tato uloha se tyka tzv. prikldddni ploch
(fecky paraballd, srov. téz Eukleidovy Zdklady, I, 44). Odtud pochézi nizev
parabola (Fecky parabolé).

Obdobnym zpisobem bychom se mohli zabyvat i elipsou a hyperbolou. Od-
vozeni je viak v téchto piipadech naro¢néjsi.* Vysledny vztah by bylo nicméné
mozno v obou pripadech pfepsat pomoci podobné rovnice jako u paraboly,
rozdil by byl jen v jednom pfidaném ¢lenu. Snadno ji lze odvodit pomoci ana-
lytické geometrie. Rovnice elipsy, resp. hyperboly, jejiz jeden vrchol prochézi
pocatkem, je totiz

(zFa)® y

neboli po tpraveé

’ . 2 v . ’ .
Oznacime-li p = %, ptejde tato vrcholova rovnice na tvar

y'=paTF 2£ a?,
a
ktery muzeme v pripadé znaménka minus interpretovat jako tlohu ptilozit k za-
dané usecce délky p tsecku délky x takovou, aby vysledny obdélnik obsahoval
mensi obdélnik (plnou ¢arou) se stranou z, ktery by mél stejny obsah, jako
predepsany ¢tverec se stranou délky y, a zaroven byl mensi o obdélnik (Gar-
kovang) podobny zadanému obdélniku se stranami 2a, p. Velkému obdélniku

3 Tento obrazek vznikl na zakladé prekladu Apolléniovych Konik [8]. Podobné naértky
odréazejici schematizujici pfistup nachazime i ve starych edicich.
4 Viz napt. [8], kapitola I, véty 12 a 13.
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tedy ,chybi“ (fecky elleipd) ¢arkovany obdélnik a odtud maé elipsa sviij nazev
(elleipsis).

p
Obr. 2: Elipsa — prikladani ploch

V pifpadé znaménka plus by obdélnik o obsahu y? piesahoval (fecky hyper-
ballg) obdélnik se stranami p, z. Tento p¥ipad by odpovidal hyperbole (fecky
hyperbolé).

Strucné jsme tak nastinili ptivod nézvi jednotlivych regularnich kuzelosecek.
Pouzivali jsme pritom analytickou geometrii a moderni matematicky aparat.
Historicky presnéjsi odvozeni a znéni prislusnych vét, které je vsak o néco na-
ro¢néjsi, lze nalézt napiiklad v [8], pfipadné [7].

2 Konstrukce paraboly

Nyni vytézime z obrazku 1 jednoduchou, ale pomérné zajimavou souvis-
lost. Jedna se o konstrukci paraboly, kterd se nevyskytuje piilis casto. Poprvé
se objevuje v komentafri k Apolléniovym Konikdm, ktery sepsal persky lékar,
astronom a matematik ibn Sind (asi 980-1037), zndmy téZ jako Avicenna.

Pokud zakreslime do jedné roviny kruhové fezy kolmé kuzelové plochy vedené
rovinami rovnobéznymi s jeji Fidici kruznici (viz obrézek 1) a pfipojime také
prislusnou parabolu, dostaneme pfimo navod na jednoduchou konstrukci bodt
paraboly.

Obr. 3: Konstrukce paraboly



42

Na tuto geometrickou situaci miizeme néasledné pohlizet jako na pfimou apli-
kaci Eukleidovy véty o vysce, kterd je vSak také podstatou ptivodniho Apolls-
niova odvozeni na kuzelové plose. Oznacime-li p vzdélenost |T'Z| (primér kruz-
nice dotykajici se osy y), dostaneme ihned rovnici paraboly

¥’ =pz.

3 Kuzelosecky a sluneéni hodiny

V této kapitole si ukdzeme jeden z ptikladi, jak se poznatky o kuzelosec-
kéach projevily v praxi. Zpocatku se pro méreni ¢asu pouzival svisly obelisk,
tzv. gnomon. Cas se odeéital z délky jeho stinu, coZ bylo zatiZeno znaénymi
nepfesnostmi, nebot se délka stinu v pribéhu roku méni. Gnémony byly uzi-
vany napriklad v Egypté ¢i Mezopotamii. Odtud se jejich pouzivani rozsifilo do
Recka. Pravé tam se v pritbéhu 7. stol. pi. Kr. objevil novy, mnohem presnéjsi
typ — horizontélni duté polokulové sluneéni hodiny zvané skafé (viz obr. 4),
které mély rovnomeérnou stupnici nanesenou na vnitini plochu polosféry a hrot
ukazatele ve stfedu této sféry. Jejich vyhodou byla nezavislost na dni v roce,
éimz bylo dosazeno mnohem vét$i presnosti, nebot se ¢as neodeéital z délky
stinu, ale z jeho sméru. Vychéazelo se tak vlastné ze zemské rotace. Vyroba
takovychto polokulovych sluneénich hodin vSak byla pomérné naroc¢na.

Na konstrukei byly mnohem jednodussi sluneéni hodiny rovinné. Prvni ta-
kové se objevily v Egypté ve 4. stol. pi. Kr. Zohlednovaly rizné deklinace Slunce
béhem roku, ale byly zatim vytvafeny pouze experimentalné. Aby bylo mozZzno
zkonstruovat datové cédry, tj. kiivky, po nichz se pohybuje konec stinu ukazatele
v prubéhu daného dne v roce, bylo uzitecné znat jejich zakladni matematické
vlastnosti.

Neni nijak obtizné odvodit, Ze datovymi Carami jsou pravé kuzelosecky.
Pfedstavime-li si totiz denni drahu Slunce po obloze jako kruznici (éast ji je pod
obzorem) a $picku ukazatele slune¢nich hodin jako bod, je ihned zfejmé, Ze spo-
jenim vsSech bodi této kruznice s timto jednim bodem vznikne kuzelové plocha.
Jejim prunikem s rovinou ¢iselniku je tedy nutné kuzelosecka. V nasich zemé-
pisnych &fikach se jedna vesmés o hyperboly.® Jelikoz se vyska Slunce na obloze
v pribéhu roku méni, je moZno postupné pozorovat soustavu hyperbol (s vy-
jimkou jarni a podzimni rovnodennosti, kdy hyperboly pfechézeji v pfimku).
S jejich pomoci lze odecitat datum. Vyznadeni datovych ¢ar (alespoii pro slu-
novraty a rovnodennosti) na ¢éiselniku sluneénich hodin také usnadiiuje piesné
narysovani ¢ar hodinovych.

5 Na pdlu se jedna o kruznice, nebot draha Slunce v priibéhu dne se pozorovateli jevi
jako kruznice umisténa rovnobézné se zemi. Tato kruznice v pribéhu roku stoupa ¢i klesa
pod obzor (polarni den a noc). Smérem k rovniku se pak tato Fidici kruznice kuzelové plochy
nakléni ¢im d&l tim vice, takze datové ¢ary prechazeji postupné v elipsy, paraboly a v Sirokém
pasu mezi polarnimi kruhy v hyperboly.
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Obr. 4: Slune¢ni hodiny: skafé a rovinné sluneéni hodiny (zdroj: [6])

Rovinné slune¢ni hodiny opatiené datovymi carami se v antice skuteéné
objevily. Pfirozené az poté, co se rozsitila alespon zakladni znalost kuzelosecek.
Vzhledem k jejich relativné snadné vyrobé pak starsi typ — skafé — postupem
¢asu ustoupil slune¢nim hodindm rovinnym.

4 Zavér

Antické spisy obsahuji mnohem vice pfikladi, které mohou inspirovat, pod-
porfit porozuméni matematice i zdjem o ni. Stru¢né naznac¢ime nékteré zajimavé
moznosti, které tyto spisy nabizeji.

Vyznamnou oblasti jsou zejména vypocty obsahti a objemi geometrickych
atvart. Jedné se nejen o Eudoxovu ,exhaustivni“ metodu, ale i jiné postupy,
které se ndm dochovaly u Archiméda ze Syrakus (souvislost obsahu a obvodu
kruhu, vypocet konstanty 7, objem koule, objem tsece rota¢niho paraboloidu
a dalsi), viz napf. [1].

Inspirativni jsou také antické postupy, které bychom dnes zatadili mezi vy-
poCty hodnot elementéarnich funkci. Zde je tfeba poznamenat, ze se ve Skolské
matematice Casto pracuje s funkcemi, které jsou sice definovany, odvodi se
mnohé jejich vlastnosti, ale stale ztistavaji zc¢asti jakousi ,Cernou skiinkou”,
nebot neni na prvni pohled ziejmé, jak lze jejich hodnoty vypoditat. Pfitom
napiiklad k vytvofeni tabulky hodnot funkce sinus postacuje dobré znalost
souctovych vzorcu a elementarni geometrie, jak vyplyva z postupt popsanych
v prvni knize Almagestu alexandrijského astronoma a geografa Klaudia Ptole-
maia (modernizované zpracovani viz napt. [4], Cesky preklad pfislusné pasize
viz [7], str. 500-519). V této souvislosti mtzeme také pfipomenout odmocniny,
nékolik elegantnich postupi jejich vypoctu je predstaveno napiiklad v [5].

Jelikoz ma jiz zminéna goniometrie svij pocatek pravé v antice, muze byt
zajimavé sledovat, jaké vypocty byly tehdy v této oblasti provadény. Lze tak
ziskat pomérné dobrou pfedstavu o ranych aplikacich goniometrie a o tom, pro¢
vlastné vznikla. Podrobnéjsi zpracovani této otazky lze nalézt napt. v [3].

Obecné lze Tici, Ze matematice na atraktivité pridava srozumitelny a zivy
vyklad. Je zaddouci, aby byl dle moznosti dopliiovan zajimavymi souvislostmi,
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propojenimi s redlnymi aplikacemi a vysvétlenim toho, proc¢ vlastné nékteré ob-
lasti matematiky vznikly. Studium antické matematiky k tomu mize vyznamné
prispét.
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DIDAKTICKA PRIPRAVA
BUDOUCICH UCITELU MATEMATIKY A PRAXE

JARMILA RoBOVA, OLDRICH ODVARKO

1 Uvod

Naroky na praci a roli ucitele ve vychové a vzdélavani se v pribéhu vyvoje
spolec¢nosti méni v souvislosti s tim, jak se méni pozadavky spole¢nosti. K za-
kladtim tspésného piisobeni ucitele matematiky v praxi vSak stale patii jeho
odbornd matematicka troven a pedagogicko-didakticka zptisobilost. V ramci
vysokoskolské pripravy budoucich uciteld matematiky by mély byt tyto dveé
zékladni slozky vzajemné propojeny jiz od zacatku jejich studia.

2 Cesty ke studiu ucitelstvi matematiky z pohledu budoucich
pedagogu

Dulezitou soucasti pedagogicko-didaktické pfipravy ucitele matematiky je
rozvijeni schopnosti zaky zaujmout a motivovat k uceni v matematice. Mate-
matika Casto patfi mezi obavané a méné oblibené predméty, a proto nas zaji-
malo, jaké nazory a zkuSenosti maji budouci ucitelé z hlediska podpory zajmu
o matematiku u zak.

Na za¢atku letniho semestru akademického roku 2013/2014 byl studentim
— budoucim ucitelim v prvnim a ve ¢tvrtém rocniku na MFF UK zadan jed-
noduchy dotaznik se tfemi otevienymi otazkami:

e Co mne privedlo ke studiu matematiky, resp. ucitelstvi matematiky?
e Co se mi v hodinach matematiky na stiedni skole libilo?

e Jaké jsou podle Vas moznosti, jak podpofit zdjem studentd na stfedni
¢i vysoké skole o studium matematiky?

Dotaznik vyplnilo 35 studentii prvniho ro¢niku a 12 studentt ¢tvrtého roc-
niku, tedy celkem 47 respondenti.

Pfi zpracovani odpovédi jsme jednak sledovali uvadéné jevy a jejich cetnost,
jednak jsme se zamérili na identifikaci moznych vazeb a souvislosti. Ke kazdé
ze t¥i polozek dotazniku dale uvaddime tabulku (tab. 1 az tab. 3), ve které jsou
sefazeny jevy podle cetnosti jejich vyskytu v odpovédich; nasleduje strucny
komentaf. Vzhledem k tomu, Ze nékteri studenti uvadéli ve svych odpovédich
vice jevl soucCasné, je soucet Cetnosti vSech jednotlivych jevii ve vSech otazkach
veétsi nez celkovy pocet respondenti.
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Duvod Cetnost
Nadani na matematiku 29
Mij ucitel matematiky (jeho pFistup, metody) 16
Povolani ucitele 9
Vliv rodiny (absolventi MFF UK, ucitelé) 4
Vyznam, krasa matematiky 2

Tab. 1: Co mne privedlo ke studiu matematiky, resp. ucitelstvi matematiky?

Z tabulky je zfejmé, ze nadani na matematiku jako hlavni divod napsala
vyrazna vétsina respondentti. Tento duvod se Castéji vyskytoval u studentt
prvniho ro¢niku (pfiblizné 70 %) nez u étvrtého ro¢niku. Uvadime nékolik
konkrétnich odpovédi na tuto otézku:

e Matematika mne jiZ bavila od zdkladni skoly.

o Vliiv vgbornych uciteli v poslednim roce studia — zjistila jsem, Ze dobry
ucitel dokdze opravdu hodné.

o Spatni ucitelé matematiky, rozhodla jsem se, Ze to zménim.

Nyni se podivejme na vysledky druhé otézky v dotazniku, ve které jsme
sledovali oblibené ¢innosti student v hodindch matematiky na stfedni skole.

Ditvod Cetnost
Piistup ucitele v hodindch (jeho podéni, zaujeti) 13
Pocitani, radost ze spravného vysledku 10
Srozumitelnost, logi¢nost pfedmétu a vyuky 7
Subjektivni snadnost (nemusel/la jsem se pfipravovat) 7
Priklady souvisejici s uzitim matematiky 5
Konkrétni matematické téma (kombinatorika, algebra, ...) 8

Tab. 2: Co se mi v hodindch matematiky na stfedni skole libilo?

Je zajimavé, ze subjektivni snadnost pfedmétu zminovali predev§im stu-
denti prvniho roéniku; pouze jeden student ¢tvrtého ro¢niku uvedl tento diivod.
Z hlediska konkrétnich témat Skolské matematiky (posledni fddek v tabulce)
nebyl v odpovédich respondentti patrny zvyseny zajem o zadné z nich. Potésu-
jici je skutecnost, ze se nékolikrat vyskytla témata z geometrie. Opét uvadime
nékteré odpovédi respondentii:

e To, Ze se nemusim ucit tolik véci nazpamét jako u humanitnich pfed-
métu.

o Velkd autorita udcitele, ktery vse jasné, jednoduse VYSVETLIL (asi
tomu dobfe sdm rozumél).

e Pristup ucitele matematiky a logika — Zddné vyjimky a Zddné dlouhé
testy.

V posledni otézce jsme sledovali pfipady motivace, které studenti povazuji
za prinosné z hlediska podpofeni zdjmu o matematiku.
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Moznosti motivace Cetnost
Kvalitni ucitel matematiky 15
Ukézky uziti matematiky v praxi 11
Metody préace (soutéze, samostatné prace, aktivita, ... ) 9
Vyznam matematiky )
Historické zajimavosti a priklady 3
Modernizace vyuky, ICT 3
Zacit na zakladni skole 3

Tab. 3: Jaké jsou moznosti podporeni zadjmu student
na SS & VS o studium matematiky?

Respondenti uvadéli na druhém misté z hlediska cetnosti jako dilezity mo-
tivacni prvek ukazky vyuziti matematiky v praxi. Tento vysledek vSak nekore-
sponduje s odpovédmi na druhou otézku, kde tento diivod byl aZ na predpo-
slednim misté. Podivejme se opét na nékteré konkrétni odpovédi respondentii:

e Vyucovat dovednost, nikoliv znalost.

e Vychovdvat dobré ucitele, kteri by matematiku nepredkldadali jako snusku
LwuzoreCku“ a cisel.

o Ukdzat, Ze matematika nent jen nudné pocitdni.

Shrneme-li strucéné vysledky této malé dotaznikové sondy, je zfejmé, Ze i bu-
douci pedagogové jsou si védomi dulezité role ucitele. Diraz na kvalitniho uci-
tele se u dvou otazek vyskytl na prvnim misté, v jedné otazce na druhém.

3 Piiprava udéitelii matematiky na MFF UK

Z vysledki dotaznikové sondy je zfetelné patrné, Ze osobnost ucitele, jeho od-
borné znalosti a pedagogické schopnosti maji ve vychovné vzdélavacim procesu
dominantni roli. Uc¢itel matematiky by mél védomosti i dovednosti z jednotli-
vych oblasti efektivné propojovat a aplikovat ve vyuce.

3.1 Zmeny v pripravé budoucich uciteli matematiky

Na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze je od akade-
mického roku 2012/2013 realizovan na trovni bakalafského studia nové konci-
povany studijni obor Matematika se zamérenim na vzdeldvdni v ramci studij-
niho programu Matematika. Nové pojeti studia posiluje propojeni matematické
a pedagogicko-didaktické ¢asti pripravy. V nové zarazenych matematickych dis-
ciplinach, které v nazvu vzdy zacinaji Zdklady ..., je zdiraziovan zietel na
postupny prechod od stredoskolské matematiky k vysokoskolské matematice.

K podstatnym zménam doslo rovnéz v pedagogicko-didaktické pripraveé. Na-

sledujici schéma (obr. 1) ukazuje strukturu pfedmétt a vzéjemné vazby v této
Casti.
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Pedagogicko-didakticka
propedeutika
matematiky

Pedagogicka praxe |

Metody feseni
matematickych dloh

ZAKLADY

Zaklady aritmetiky a algebry |, Il Zaklady rovinné geometrie
Zaklady zobrazovacich metod Zaklady prostorové geometrie

Obr. 1: Schéma predméti

V souvislosti s uvedenymi zménami je na katedfe didaktiky matematiky
MFF UK fe$en rozvojovy projekt MSMT s nazvem Inovace didaktické pri-
pravy v studijnim oboru ,Matematika zamérend na vzdéldvani“. V ramci pro-
jektu jsme se zamérili na reformu predmétu Metody Teseni matematickych uloh,
ktery byl prefazen z magisterské trovné studia do bakalarské, dale na tpravy
Pedagogické praze I (rovnéz prefazené z magisterské trovné studia do bakalas-
ské) a na rozpracovani koncepce nového piedmétu Pedagogicko-didaktickd pro-
pedeutika matematiky. V navazujici ¢asti ¢lanku se podrobnéji zminime o vyuce
prvniho z uvedenych predméta.

3.2 Metody Teseni matematickych uloh

V inovovaném seminéfi Metody resent matematickych wloh jsou feSeny néa-
roénéjsi tlohy stiedoskolské matematiky (az do tirovné tilloh matematické olym-
piddy), v centru pozornosti je objevovani riznych metod feseni, sleduji se vazby
mezi postupy vysokoskolské a stfedoskolské matematiky.

Predpoklddame, ze v ramci domaci pfipravy na seminai sestavi kazdy stu-
dent seminarni praci zamérenou na nalezeni a zhodnoceni nékolika metod feSeni
zadaného matematického problému, a to jednak z hlediska matematické naroc-
nosti, jednak z hlediska pfiméfenosti a vhodnosti pro dany vék a troven zaki.

Ukazeme si nyni konkrétni matematicky problém z oblasti vyrokové logiky
a nacrtneme ruzné pristupy k jeho feseni. Uvedend ilustrace mé formalni cha-
rakter, poskytuje vsak fadu moznosti hloubéji pochopit vyroky a vztahy mezi
nimi.
Koncert

Ucast Anny, Barbory, Cyrila a DuSana na koncerté je vdzdna témito pod-
minkami: Prijde aspori jeden chlapec, nejvyse jedna divka a prdavé jeden ze sou-
rozenct Anna-Cyril. Barbora nepfijde bez DuSana, pritom je vSak vylouceno,
aby prisla Anna spolu s DuSanem. Které skupiny z této Ctverice se mohou zu-
castnit koncertu a kdo na koncert urcité nepujde?

Nejdiive vyhledame ,zakladni“ vyroky, z nichz lze sestavit vsechny pod-
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minky tlohy (v téchto slovnich tlohéch nemusi zaci podminky ze zadéni chapat
a interpretovat vzdy jednoznacéné):

A: Anna pfijde na koncert.
B: Barbora ptijde na koncert.
C: Cyril prijde na koncert.
D: Dusan prijde na koncert.
Déle s vyuzitim vyroka A, B, C, D vyjadiime v8echny podminky ze zadani,
které oznac¢ime ¢isly (1) az (5):
CcvD
-AV B, resp. 7(AA B)
(AVC)AN-(ANC), resp. (AVC)A(mAV-C)
-D = —B, resp. B=D
—(AA D), resp. "AV -D

N

W

A~ A~ N/~
ot w
o — N ~—

Reseni spociva v zakladni mysSlence, ze vSechny vyse uvedené podminky-
vyroky musi byt soucasné pravdivé, tj. ze vyrok

(CVD)A(—AV-B)AN[(AVC)AN=(ANC)|A (D = -B)AN—(AAND) (6)
je pravdivy.
Problém lze Fesit riiznymi metodami. TTi metody feseni ukdzeme podrobnéji,

o dalsich dvou se pouze zminime.

3.2.1 Tabulkovd metoda

Tabulkova metoda je casto pfi feSeni tloh z oblasti vyrokové logiky vyu-
Zivana, v pripadé vétsiho poctu jednoduchych vyroku je vSak Casové narocna
a mize vést k forméalnimu vnimani logickych vazeb jako hry s jednickami a nu-
lami. Reseni touto metodou je ukdzano v tabulce 4.

A B C | D CvD |sAv-B| AvC |-(AAC)| B=>D |~-(AnD)
1 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 [} 1 0
1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1 1 1 1
. I 1 1 1 i i
0 1 1 0 1 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 1 0 1
b ] i 1 1 i i
0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 1 1 1

Tab. 4
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Ze zvyraznénych fadka tabulky (platnd konjunkce uvedenych podminek-
vyrokt) je vidét, Ze na koncert ptijdou bud Barbora a Cyril a DuSan, nebo
Cyril a Dusan, nebo pouze Cyril. Na koncert urcité neptijde Anna.

3.2.2 Skrtaci metoda

Dalsi z moznych metod, kterymi lze danou tlohu fesit, je skrtaci metoda.
Ta je zalozena na vyskrtéavani téch c¢tvefic jednicek a nul, které odpovidaji
nepravdivym vyrokim. Naptiklad pravdivy vyrok C' V D znamend, Ze nemuze
nastat moznost, Ze neptijde ani Cyril ani Dusan. Proto skrtneme vSechny fadky,
které maji ve sloupcich odpovidajici vyrokiim C a D obé nuly (v tabulce jde
o tfeti a ¢tvrty sloupec, viz tab. 5).

A B C D A B C D A B C D
1 1 1 1

1 1 1 0 /1//
1 1 0 1

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 1 0

1 0 0 1 1 0 0] 1

0 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 Al 0 1 1 8] /l/
0 1 0 1 0 1 0] 1

0 0 1 1 0 0] 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0

Tab. 5, 6, 7

Obdobné postupujeme déle. V piipadé platnosti dalsiho vyroku —(A A B)
vySkrtneme ty fadky, které maji ve sloupcich odpovidajici vyrokim A a B obé
jedni¢ky (v tabulce prvni a druhy sloupec, viz tab. 6). Postupné tak na zdkladé
platnosti vyroku (1) az (5) ziskame FeSeni zachycené v tab. 7.

Uvedeny postup je Casové nenaroc¢ny, jde o efektivni a snadno pochopitelnou
metodu i z pohledu zak.

3.2.3 Grafickd metoda

V pfipadé grafické metody vyjadiime nejdiive vSechny vyroky (1) az (5)
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pomoci implikaci:

~C' =D (1)
A= B (2)
A= -C (3")
-A=C (3"
-D = -B (4')
A= =D (5")

Kazdy z vyroki A, B, C, D a jejich negace zndzornime kolecky (uzly), impli-
kace zobrazime orientovanymi ¢arami (orientovanymi hranami) od pfedpokladu
k z&véru. Sestavime schéma (orientovany graf) obsahujici vSechny uvedené vy-
roky, jejich negace a zadané implikace (1’) az (5’), viz obr. 2.

Obr. 2 Obr. 3

Graf obarvujeme podle téchto pravidel:

e Je-li vyrok vyznaceny koleckem pravdivy, obarvime jej zelen€, v opac-
ném ptipadé ¢ervené. Dale vyuzivame toho, Ze vyrok a jeho negace maji
opacné pravdivostni hodnoty.

e Kolecka spojené orientovanou ¢arou vybarvujeme na zakladé definice
implikace. Pripustnd jsou tedy jen ta obarveni dvou uzlt spojenych
orientovanou c¢arou, kterd jsou uvedena na obr. 4.

o—0 o—0 o—©0
Obr. 4

Neméame-li informaci o pravdivosti zddného z vyroka A, B, C, D, vybe-
reme na zacatku Feseni jeden z nich a prfifadime mu jednu z hodnot pravda,
¢i nepravda. Graf poté za¢neme obarvovat podle pravidel. Uvazujme napiiklad
nejprve piipad, ze D je pravdivy vyrok (pfijde Dusan). Graf postupné obarvu-
jeme a dojdeme do situace, ze mame obarvené uzly A, C, D i uzly -A, -C,
—D. Nemame vsak zadné informace, jak obarvit uzel B. Zvolime tedy moz-
nost, ze vyrok B je pravdivy (pfijde Barbora), a ziskdme obarveni na obr. 3.
Ze zobrazeného grafu vyplyva, ze pravdivé jsou vyroky B, C, D.
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Nyni musime prosettit pfipad, ze D je pravdivy vyrok a soucasné B je ne-
pravdivy (pfijde DuSan a nepfijde Barbora). Ziskdme obarveni na obr. 5, ze
kterého vyplyva, ze plati vyroky C, D.

Obr. 5 Obr. 6

Jesté ndm zbyva prosetiit moznost, ze vyrok D je nepravdivy. Z obarveného
grafu na obr. 6 je vidét, ze v tom pfipadé je pravdivy pouze vyrok C.

Tato metoda je ¢asové naro¢néjsi, podporuje vsak myslenkové postupy zak,
ktefi se opiraji o vizualizaci matematickych situaci.

3.2.4 Retézcovd metoda

Tato metoda je obdobné ptredchozi grafické metodé, avsak grafy se pfi ni
nepouzivaji. Vyroky (1) az (5) se usporadaji do takového fetézce, ktery vede
bud ke sporu se zvolenym predpokladem, nebo se postupné naleznou jednotliva
feseni.

Pfedpoklddejme nejprve, ze vyrok A je pravdivy. Z platnosti (2) plyne, Ze
vyrok B je nepravdivy. Z (5) zjistime, Ze D je nepravdivy vyrok, a déle z (1),
ze C je pravdivy vyrok. Z (3) dostavdme, ze C je nepravdivy vyrok. Odtud
plyne spor. Déle pokracujeme analogicky jako u grafické metody, vychazime
nyni z predpokladu, Ze A je nepravdivy vyrok.

Uvedeny postup feSeni je mySlenkové néro¢ny, nebot vyzaduje vyhledéni
vhodného Tetézce vyroki, ktery povede k vysledkim.

3.2.5 Booleovskd metoda

Pri této metodé fesime dany problém v algebfe pravdivostnich hodnot vy-
roki ({0,1},4,-,”) s bindrnimi operacemi s¢itdni a ndsobeni a s undrni ope-
raci komplement (doplnék), kterd je dvouprvkovym modelem Booleovy algebry.
V tomto modelu pracujeme s proménnymi — pravdivostnimi hodnotami a, b,
¢, d vyroku A, B, C, D. Pomoci téchto proménnych a pfislusnych operaci pre-
vedeme vyrok (6) na tvar

(ctd)-(a"+V)-[(a+c)-(a-)]-(d+P)-(a-d)

a zjistujeme, kdy je tento vyraz roven 1.
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Postupnymi tpravami podle axiomu a vét platnych v algebie pravdivostnich
hodnot dospéjeme k rovnici

a -b-c-d+d-b-c-d+d-b-c-d=1.

Odtud jiz ziskdme vysledek.

Tato metoda vyzaduje znalosti z oblasti Booleovych algeber, z tohoto po-
hledu se jevi vhodnéjsi pro vysokou skolu. Podrobnosti k této metodé lze nalézt
v publikaci [2] nebo [3].

4 Zavér

Domnivame se, ze v pripravé budoucich uciteli matematiky nelze odtrhnout
pedagogicko-didaktickou ¢ast pfipravy od pfipravy matematické. Je vsak tfeba
tyto obé slozky vhodné propojovat, nebot uéitel matematiky potfebuje mit
strukturované védomosti a dovednosti odlisné od matematika-védce. U¢itel po-
tfebuje znat souvislosti i navaznosti pfi zavadéni pojmu ve Skolské matematice,
moznosti jejich modelovani, mél by rovnéz umét uplatnovat didaktické zasady
i respektovat mentalni vyvoj svych zak.

LITERATURA

[1] J. Blazek, O. Odvarko, Tabulky k teseni logickych a mnoZinovych iloh, Ma-
tematika a fyzika ve skole, ro¢. 2, ¢. 10, 1971/1972.

[2] O. Odvérko, Booleova algebra, Edice Skola mladych matematik, Praha,
Mlada fronta, 1973.

[3] O. Odvéarko, Algebra pravdivostnich hodnot vgroki pro IV. roénik gymndzii
se zamérenim na matematiku, Praha, SPN, 1988.

[4] J. Robova, Grafické Teseni logickych dloh. In D. Jirotkova, N. Stehlikova
(eds.), Dva dny s didaktikou matematiky, Praha, PedF UK, 2005.

[5] J. Sedivy a kol., Metody Feseni matematickyjch tiloh II, Praha, SPN, 1987.

doc. RNDr. Jarmila Robova, CSc.
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovské 83

186 75 Praha 8
robova@karlin.mff.cuni.cz

doc. RNDr. Oldfich Odvarko, DrSc.
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovské 83

186 75 Praha 8
odvarko@karlin.mff.cuni.cz



54

NEOBVYKLE SADY HRACICH KOSTEK

ANTONIN SLAVIK

Snad zadny kurz elementarni teorie pravdépodobnosti se neobejde bez tloh
o hracich kostkach. Obvykle se jedna o klasické Sestisténné kostky ohodnocené
¢isly 1 az 6. Z pohledu matematiky je vSak celkem prirozené studovat i nékteré
modifikované druhy kostek, zejména

e kostky s libovolnym poctem stén,
e kostky, kde stény nejsou ocislovany po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly.
V praxi lze snadno vyrobit kostky ve tvaru pravidelnych mnohostént
o CtyTech, Sesti, osmi, dvanacti a dvaceti sténdch. Ani jiné poc¢ty stén nepredsta-
vuji konstrukéni problém. Spojime-li napiiklad podstavy dvou shodnych pra-
videlnych n-bokych jehlani, ziskdme ,kostku“ o 2n sténach. Jinou moZnosti
je vzit pravidelny n-boky hranol, kde rozméry podstavy budou zanedbatelné
vzhledem k vysce hranolu. Ocislovanim stén hranolu pak vznikne ,kostka“
o n sténach.

Nestandardni kostky nepredstavuji jen matematickou kuriozitu, ale skutec¢né
se vyuzivaji ve hrach jako napi. Dungeons & Dragons.

Kostky ze hry Dungeons & Dragons (Wikimedia Commons)

Kostku mizeme v matematice chapat jako diskrétni ndhodnou veli¢inu, ktera
nabyva hodnot z jisté kone¢né mnoziny s predepsanymi pravdépodobnostmi.
V tomto pfispévku ovSem vystacime s intuitivnim chédpanim kostek. Vzdy bu-
deme predpokladat, ze vSechny stény kostky padaji se stejnou pravdépodob-
nosti. Nebudeme studovat jednotlivé kostky, ale zamérime se na sady nestan-
dardnich kostek. Ty mohou vykazovat nejriznéjsi prekvapivé vlastnosti, které
jsou dobfe srozumitelné i laikéim. Ulohy o kostkéach tak mohou poslouzit jako
motivace ke studiu stfedoskolské, pripadné vysokoskolské matematiky, kterd je
k hlubsimu porozuméni problematice nezbytna.
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1 Netranzitivni sady

Asi nejznaméjsim piikladem neobvyklych sad hracich kostek jsou tzv. ne-
tranzitivni sady. Do $ir§iho povédomi vefejnosti (nejen z fad matematikil) se
dostaly diky ¢lanku M. Gardnera [3]. V ném je popsan nésledujici priklad po-
chézejici od B. Efrona, matematika ze Stanfordovy univerzity. Jedna se o sadu
CtyT Sestisténnych kostek s ohodnocenim

K1 =(4,4,4,4,0,0), K,=(3,3,3,3,3,3),
K3 =(6,6,2,2,2,2), K,;=(55,511,1).

Predstavme si nyni hru pro dva hrac¢e A a B s nasledujicimi pravidly: Hrac A
si na zacatku vybere libovolnou ze ¢tyt kostek, hra¢ B poté zvoli nékterou ze
zbyvajicich t¥i kostek. Oba hrac¢i pak opakované hazeji vybranymi kostkami.

Na prvni pohled vypada hra piiznivéji pro hrace A, ktery na zacatku muze
vybirat z vétsiho poctu kostek. Ukazme si, ze ve skutecnosti je ve vyhodé
hra¢ B. Oznaéme symbolem P(K; > K;) pravdépodobnost, ze na kostce K;

Ze plati

2 2 2 2
P(K1>K2):§7 P(K2>K3):§7 P(K3>K4):§7 P(K4>K1):§
Odtud plyne, Ze hra¢ B muze svou kostku vzdy zvolit tak, aby vyhraval pfi-
blizné ve dvou tretinach pripadi.

Predchozi priklad pfirozené vede k nasledujici definici: Sada n kostek je

netranzitivni, pokud je muzZzeme sefadit do posloupnosti K1, ..., K, tak, aby
platilo
1 1 1
P(K; > K3) > SUBEERE P(Kn-1>K,)> 3 P(K, > K;) > 3

Existence takovych sad ukazuje zdanlivé paradoxni skutecnost, ze relace ,na
kostce X pada ve vétsiné pripadi vétsi ¢islo nez na kostce Y“ neni tranzitivni;
odtud pochézi i ndzev ,netranzitivni sady“. Jedna se o jakousi obdobu znamého
Condorcetova volebni paradoxu (viz napt. [7]).

Pric¢teni stejného c¢isla k hodnotam na vSech sténach vsech kostek libovolné
netranzitivni sady zachovava netranzitivitu; je tedy zjevné, Ze existuje neko-
necné mnoho priklad netranzitivnich sad kostek. Pokud se nam napf. u vyse
uvedeného Efronova ptikladu nelibi nulové hodnoty na sténéch prvni kostky,
staci ¢isla na vSech sténach vSech kostek zvétsit o jednicku.

Mnohem zajimave€jsi jsou ovSem priklady netranzitivnich sad, které nelze
ziskat prictenim konstanty. Sam Efron navrhl jesté dalsi dvé sady, kde kazda
z nich se sklad4 ze étyf Sestisténnych kostek (viz [3, 5]). Kazd4 netranzitivni
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sada zjevné musi obsahovat aspon tii kostky. Jednoduchy piiklad netranzitivni
sady s pravé tfemi kostkami lze najit v ¢lanku [8]:

K1 =(1,5,9), K,=(3,4,8), Ks=(2,6,7) (1)

Jestlize pro néjakou netranzitivni sadu plati
P(Ky > Ky)=---=P(K,_1 > K,)=P(K, > Ky),

budeme spole¢nou hodnotu téchto pravdépodobnosti nazyvat mirou dominance
2

dané sady. Naptiklad vyse uvedend Efronova sada md miru dominance 3, za-
timco sada (1) ma miru dominance 2. Vratime-li se k vySe popsané hie dvou
hract, pak pro hrace B bude vyhodna netranzitivni sada s co nejvétsi mi-
rou dominance. V ¢lanku [8] je dokdzano, Ze mira dominance je vzdy mensi
nez %. Pro trojici kostek 1ze dosdhnout maximalni dominance 0,618, pro ¢tve-
Fici % = 0,667, pro deset kostek nejvyse 0,732; s rostoucim poctem kostek se
maximum limitné blizi ke %.

Netranzitivni sady kostek existuji nejen na papire, ale daji se zakoupit také
u vyrobcud hracek; na obrazku je fotografie Efronovy sady, kterou nabizi obchod
Grand Illusions [9].

Efronova sada kostek (Grand Illusions)
2 Sady se stejné pravdépodobnymi soucty

Uvazujme situaci, kdy hazime nékolika kostkami soucasné. Zajima nas, jaké
soucty mohou padnout a jaké jsou prislusné pravdépodobnosti téchto soucti.
Napf. pfi hodu tfemi klasickymi kostkami mutize nastat celkem 6 -6 -6 = 216
moznosti. Nejmensi mozny soucet 3 dostaneme pouze v jednom pfipad€, sou-
et 4 ve tfech pripadech, soucet 5 v Sesti pfipadech (jde o usporadané trojice
hodnot (3,1,1), (1,3,1), (1,1,3), (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2)), atd. Vysledky jsou
shrnuty v néasledujici tabulce.
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Soucet Cetnost
3 nebo 18 1
4 nebo 17 3
5 nebo 16 6
6 nebo 15 10
7 nebo 14 15
8 nebo 13 21
9 nebo 12 25
10 nebo 11 27

V pripadé vétsiho poctu kostek bude rozbor vsech pfipadi dost namahavy.
Problém vsak muZeme prevést na jinou tlohu, kterou snadno zvladneme s po-
moci pocitace. Prohlédnéme si nasledujici rovnost:

(x+ 22 + 2% + 2 +2° +2%)3 = 2® + 32 + 62° + 102° + 1527 + 212° + 2527+
+27210 + 272 + 25212 4 21213 + 1521 4 102'° + 6216 + 3217 4 218

Vidime, ze koeficient u ¢lenu z™ na pravé strané presné odpovidd poctu
moznosti, kdy pfi hodu tfemi kostkami padne soucet n. Zdivodnéni je jed-
noduché, staci si levou stranu predstavit ve tvaru soucinu t¥i polynomi
x + 22 + 23 + 2* + 2° 4+ 28. P¥i roznasobovani tohoto soucinu ziskame po-
lynom, ve kterém se ¢len =™ objevi tolikrat, kolika zptisoby lze n zapsat jako
soulet uspofadané trojice ¢isel 4, j, k € {1,...,6}.

Predchozi postup snadno zobecnime na piipad, kdy hazime soucasné k kost-
kami; pak sta¢i najit koeficienty polynomu (z + 22 + 2% + 2* + 2° + 2%)*. Pro
Cloveéka je roznasobovani soucinu zhruba stejné pracné jako vypisovani vSech
kombinaci, mizeme vSak pouzit vhodny pocitacovy program pro symbolické
vypocty (stac¢i i volné dostupny systém Wolfram Alpha).

Uvazujme nyni pfipad, kdy hazime dvéma klasickymi kostkami. Vime, ze
soucty 2 a 12 padnou se stejnou pravdépodobnosti; totéz plati o dvojicich souctt
3all,4a1l0,5 a7 Mohli bychom néjakym vhodnym ocislovanim stén ziskat
dvojici Sestisténnych kostek, které budou opét davat soucty 2, ..., 12, ale
vSechny se stejnou pravdépodobnosti? UkaZme, Ze to neni mozné. Pfi hodu
dvéma kostkami muiZe nastat celkem 62 = 36 piipadt. Kazdy z uvazovanych
jedenacti souctt ma padat stejné Casto, tj. v % pripadech, coz ovsem neni celé
¢islo.

Pokud se nebudeme omezovat na soucty 2, ..., 12, d& se snadno najit dvo-
jice Sestisténnych kostek, kde vSechny soucty padaji stejné casto. Vezméme
napft. dvojici kostek s ocislovanim

K1 =(1,2,3,4,5,6), Ky=(1,1,1,7,7,7).

Vidime, Ze pfi hodu obéma kostkami soucasné ziskame soucet aspon 2 a nej-
vysSe 13. Rozborem vsech piipadi bychom zjistili, ze kazdy soucet z mnoziny
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{2,...,13} pad4 stejné ¢asto. Ponékud elegantnéji miizeme postupovat tak, ze
vynasobime polynomy

(xl+$2+$3+$4+I5+LE6)(I1+$1+$1+$7+I7—|—1¢7):
= 32% + 32 + 32* + 32° + 32 + 327 + 32® + 32° + 3210 + 31! + 3212 4 3213

a uvédomime si, ze koeficient u " ve vysledném polynomu odpovida ¢etnosti
souctu n. Vsechny soucty tedy padaji se stejnou pravdépodobnosti 3—?’6 = %

Jak se situace zméni, jestlize budeme uvazovat sady n Sestisténnych kostek?
U klasické sady nabyvaji soucty hodnot n,...,6n. Chceme najit sadu, ktera
zachova tyto soucty, ale vSechny z nich budou padat stejné ¢asto. Podobné jako
u dvojice kostek musi platit, ze celkovy pocet pfipad 6 musi byt délitelny
celkovym poctem soucti, tj. 6n — n + 1. Postupnym dosazovanim zjistime, Ze
nejmensi n > 2 takové, ze % jecelé, jen="1.

Prislusna sada sedmi kostek skuteéné existuje; ¢tenar si mize oveérit, ze
napf. pro sedm kostek s ohodnocenim

Ky =(1,2,3,4,5,6), K,=(1,1,7,7,13,13),
Ky =(1,1,1,19,19,19), K, = Ks= K¢ =K, =(1,1,1,1,1,1)

dostaneme stejné soucty jako u sedmi klasickych kostek, tj. 7, ..., 42, pfiCemz
vSechny padaji s pravdépodobnosti 3—16. Tato sada sedmi kostek je prevzata
z ¢lanku [1], kde je problém studovén v obecnéjsim kontextu n kostek o m sté-
nach. Snadno si rozmyslime, ze pro existenci feseni musi byt ¢islo m™ délitelné
¢islem mn — n + 1, tato podminka v8ak neni postacujici. V ¢lanku [1] je po-
drobné rozebran ptipad m = p- ¢, kde p, ¢ jsou prvocisla (v klasickém ptipadé
mame p = 2, ¢ = 3). Autofi se také zamysleji nad obtiznéjsi otazkou, zda se
Ize vyvarovat pfipadu, kdy na nékteré kostce budou mit vsechny stény stejné
ohodnoceni.

3 Sichermanovy sady

Existuji nestandardni sady kostek, u kterych je pravdépodobnost vyskytu
jednotlivych souctt stejna jako pii pouziti stejného poctu klasickych kostek?
M. Gardner uvadi [4], Ze tuto otdzku si zFejmé jako prvni polozil jisty plukov-
nik G. Sicherman z Buffala. Ten také objevil sadu dvou Sestisténnych kostek
s ohodnocenim

Kl = (1a272737374)3 K2 = (1737475a6’8)' (2)

Vidime, ze pfi hodu obéma kostkami soucasné ziskame soucet aspon 2 a nejvyse
12. Skutecnost, ze kazdy soucet z mnoziny {2,...,12} padne se stejnou prav-
dépodobnosti jako u dvojice klasickych kostek, miZzeme bud ovéfit rozborem
vSech pripadt, nebo vynasobime polynomy

(x1+x2+x2+x3+x3+m4)-(x1+x3+x4+x5+x6+x8):
=22+ 22% + 32 4+ 42° + 52% + 627 + 5% + 42° + 3210 + 22 + 12
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a ovérime, Ze vysledek se shoduje s polynomem
(z+2% + 2%+ 2% + 2% +25)% =
= 2% + 223 + 32t + 42 + 525 + 627 + 52 + 42% + 3210 + 2211 4 212

Sichermanovy kostky rovnéz nalezneme v nabidce obchodu Grand Illusions [9)].

< i

Sichermanovy kostky (Grand Illusions)

Nemusime se omezovat jen na dvojice Sestisténnych kostek. Kazdou sadu
kostek o m sténach, u které je pravdépodobnost vyskytu jednotlivych souctt
stejné jako u stejného pocétu ,klasickych® kostek s ohodnocenim (1,2,...,m),
nazveme Sichermanovou sadou.

Ctenéf si miize vyzkouset, Ze napf. tfi Sestnactisténné kostky s ohodnocenim
K, =(1,3,3,5,5,7,7,9,9,11,11,13,13,15,15,17),
K, =(1,3,5,5,7,7,9,9,11,11,13,13,15,15,17,19),
K3 =(1,2,2,2,3,3,3,4,9,10,10,10,11,11,11,12)
tvori Sichermanovu sadu.

Problém rozhodnout, zda je néjaka sada kostek Sichermanova, jsme pievedli
na rutinni algebraicky vypocet. Nabizi se vSak pfirozené otézka, jak takové sady
konstruovat, jestlize je predepsan pocet kostek a pocet stén na kazdé kostce.

Reknéme, 7e mame sadu n kostek K, ..., K,, pficem# kazd4 z nich ma
pravé m stén; tyto stény jsou ohodnoceny pfirozenymi ¢isly. Vime, ze kostce
s ohodnocenim (i1, ig, . .., 4, ) miZeme pfifadit polynom xt + z% + ... 4 gim;
timto zpusobem vznikne n polynomu Py, ... , P,, které odpovidaji jednotlivym
kostkam. Dana sada je pak Sichermanova pravé tehdy, kdyz

Pi(z)- Py(z)-- Poz) = (x + 2>+ +2™", z€R. (3)

Uloha nalézt Sichermanovu sadu n kostek o m sténach je tedy ekvivalentni
s hledanim rozkladu polynomu (z + 22 + --- + 2™)" na souéin polynomii P,
., P, jejichz koeficienty jsou nezapornéa celd ¢isla; od polynomu P, ..., P,
pak snadno prejdeme zpét ke kostkam. Vsechny dil¢i polynomy P; museji mit
nasledujici vlastnosti:
1) Soudet koeficienttt polynomu P; je roven m, tj. P;(1) = m.
2) Koeficient u nejvyssi mocniny polynomu P; je roven 1.
3) Polynom P; mé jednoduchy nulovy kofen a vSechny ostatni kofeny jsou
m-té odmocniny z jedné, tj. jsou to komplexni ¢isla z takova, ze z™ = 1.
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Prvni tvrzeni je zfejmé ze zplisobu, jakym pritazujeme kostkdm polynomy.
Druhé tvrzeni dokazeme sporem: Pokud by néktery polynom mél u nejvyssi
mocniny koeficient vétsi nez 1, pak v souéinu Py (z)- P2 (z) - - - P,(2) bude u nej-
vysSi mocniny také koeficient vétsi nez 1, coz odporuje vztahu (3). Pro dikaz
tfetiho tvrzeni pfepiSeme pravou stranu vztahu (3) do tvaru

2 myn n m—1\n xn(x"L B 1)n
(x4+2+--+2™"=2"14+z4+---+2m )" = @1
Vidime, Ze tento polynom ma n-nasobny nulovy kofen a vSechny ostatni kofeny
jsou m-té odmocniny z jedné. Zaroven vime, ze kazdy z polynomi P; ma nulovy
koten nasobnosti aspoti 1 (sestavé totiz z ¢lent 2%, kde i je ohodnoceni nékteré
stény, a tedy ¢ > 1). Z ptfedchozich fakti plyne, Zze P; méd jednoduchy nulovy
kofen a vSechny ostatni kofeny jsou m-té odmocniny z jedné.

Ukazme si, jak bychom tyto poznatky mohli vyuzit k nalezeni Sichermanovy
sady (2), pokud bychom ji neznali. Zaroveni dokdzeme, Ze to je jedind dvojice
Sestisténnych nestandardnich kostek, které tvoii Sichermanovu sadu. Hledame
tedy dvojici polynomu Py, P» tak, aby platilo

Pi(z)- Py(x) = (x+ 2>+ -+ 252, 2 €R.
Polynom v zévorce na pravé strané se da prepsat do tvaru

s+ 42t =a@+ 1)@ +2+ 1)@ —2+1), (4)

o ¢em? se snadno presvédéime rozndsobenim (rozklad 1ze snadno objevit pomoci
pocitace, napt. ve Wolfram Alpha). Bude tedy platit

Pi(z) - Py(z) = 2%(z + 1)2(2® + z + 1)%(2* — 2+ 1)}, 2z €R.
Kvadratické polynomy na pravé strané tohoto vztahu jiz nelze rozlozit na sou-
¢iny linedrnich polynomt s koeficienty v Z. Odtud plyne, Ze polynomy P;, Py
maji tvar

Pi(z)=a%(x+ 1)@ +o+ 1% @ -2+ 1%, e {1,2},
kde a;, b;, ¢;, d; € {0,1,2}. Jelikoz P; musi mit jednoduchy nulovy kofen, bude
a; = 1. Dosazenim x = 1 a vyuZitim vlastnosti 1 déle zjistime, ze 6 = P;(1) =
= 20:3¢%  a proto b; = ¢; = 1. Pro exponenty d; pfipadaji v iivahu moznosti
di = 0, di =1 nebo dz = 2, pfléemi dl + d2 = 2. Pokud dl = 1, pak

Pi(z)=Py(z)=a(z+ 1) (2> +z+D)@? -z +1) =2z +2%+ - +2°,

coz odpovida dvojici klasickych kostek. Pokud d; = 0, pak

P1 (Jf)
P2 (Jf)

(x+1)(z? +2+1) =2+ 22% +22° + 2%,
(x+ D)@+ + D)@ -2+ 1) =z + 23 + 2t +2° + 25 + 28,

T
T
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coz jsou polynomy odpovidajici Sichermanové sadé (2). Kone¢né pro d; = 2 se
pouze vymeéni role polynomt P;, P, a zddnou novou Sichermanovu sadu tak
nedostaneme.

K dalsimu zkoumani Sichermanovych sad je nutna znalost tzv. cyklotomic-
kych polynomi a jejich zakladnich vlastnosti. Nejprve potfebujeme pojem pri-
mitivni m-té odmocniny z jedné, coz je kazdé ¢islo z € C takové, ze 2™ =1
azF # 1prok € {1,...,m — 1}. Tuto vlastnost maji pravé vSechna ¢isla
tvaru e/ %, kde j € {1,...,m} a j je nesoudélné s m. Pro kazdé m € N pak
definujeme m-ty cyklotomicky polynom JA,, jako polynom, jehoz kofeny jsou
pravé vSechny primitivni m-té odmocniny z jedné, tyto koreny jsou jednoduché,
a koeficient u nejvyssi mocniny polynomu je 1. Naptiklad

A(z) =z —1,
Xo(z) =z +1,
As(z) = (z — ezgi)(a: - 64?) =24+ 1.

Nalezeni cyklotomického polynomu A, je obzvlasté jednoduché v piipadé, kdy
p je prvocislo. Staci si uvédomit, Ze jedina p-t4 odmocnina z jedné, ktera neni
primitivni, je 1. Odtud plyne, Zze p-ty cyklotomicky polynom m4a tvar

P —1
rx—1

Ap(z) = =l4+a+a?+-- Pl

Je znamo, ze koeficienty cyklotomickych polynomt jsou vzdy celoCiselné.
Druhou klicovou vlastnosti je ireducibilita cyklotomickych polynomu v Z; zadny
cyklotomicky polynom nelze rozlozit na soucin polynomt nizsich stupna s koe-
ficienty v Z.

Souvislosti mezi Sichermanovymi sadami a cyklotomickymi polynomy jsou
podrobné rozebrany v pracich [2, 5]. Zde se omezime pouze na piehled nékterych
vysledkd.

Nejprve ukazeme, ze pokud p je prvocislo a n € N, pak jedina Sichermanova

sada n kostek o p sténéch je sada n kostek s ohodnocenim (1,2,3,...,p). Vime,
7e nalezeni Sichermanovy sady n kostek o p sténach je ekvivalentni s nalezenim
polynomu P, ..., P, s nezdpornymi celoc¢iselnymi koeficienty tak, aby platilo

Pi(x) - Py(x)---Py(z) =21+ 2+ + 2P 1™
Polynom v zavorce je cyklotomicky, a tedy nerozlozitelny na soucin polynomi
nizsich stupni s koeficienty v Z. S prihlédnutim k dfive formulovanym podmin-
kédm 1, 3 vidime, ze pro vSechna i € {1,...,n} musi platit

P(z)=zx(1+z+ - +aP H=a42>+. . 427,

coz je polynom odpovidajici kostce s ohodnocenim (1,2,3,...,p).
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Dalsi tvrzeni jiz uvedeme bez dikazl (zdjemce odkazujeme na [2, 5]):

e Jestlize p > 2 je prvodislo, pak v kazdé Sichermanové sadé kostek o 2p
sténach se mohou vyskytovat pouze tfi druhy kostek s ohodnocenim

(1,273,...72]9),
(1,27273’3""’p7p7p+1)7
(1,3,5,...,p—2,p,p+L,p+2,....,2p—2,2p—1,2p,2p+2,2p+4,...,3p—1).

e Jestlize p > 2 je prvocislo, pak v kazdé Sichermanové sadé kostek
o p? sténich se mohou vyskytovat pouze t¥i druhy kostek s ohodno-
cenim

(1,2,3,...,p%),
(I1x1,2x23x3,....pxp,(p—1)x(p+1),...,2x(2p—2),1x(2p—1)),
(Ix1L,2x(p+1),3x(2p+1),...,px((p—Dp+1),(p—1) x (pp+1),...

1% (2p—2)p+1)),

kde zapis k x h znamena, ze hodnota h se vyskytuje na k sténach.

e Meéjme libovolnou kostku néalezici néjaké Sichermanové sadé. Necht nej-
vétsi Cislo na této kostce je k a ai,...,ar znaci pocty vyskytd Cisel
1, ..., k na sténéch kostky. Pak plati (ai,...,ax) = (ag,...,a1), ne-
boli a; = ag, as = ar_1, atd.

e Kazdy polynom P; s nezapornymi celo¢iselnymi koeficienty, ktery spl-
fiuje podminky 1), 2), 3), lze doplnit dal§imi polynomy Py, ..., P;_q,
Pii1, ..., P, tak, ze plati rovnost (3) a Py, ... , P, odpovidaji kostkdm
z néjaké Sichermanovy sady.

Specialni ptipad prvniho tvrzeni odpovidajici p = 3 jsme jiz odvodili v pred-
chozim textu, kdyZz jsme ukézali, Ze kromé Sichermanovy dvojice kostek (2)
a dvojice klasickych kostek uz neexistuji zadné jiné Sichermanovy sady dvou
Sestisténnych kostek. Ctenaf si miize zkusit rozmyslet, ze postup pro obecné
prvodislo p > 2 by byl velmi podobny. Staéi misto rozkladu (4) pouzit obecnéjsi

vztah )
P 1

a2ttt =g
z—1

a uvédomit si, ze pro kazdé prvodislo p > 2 plati

= 22 (2)Ap (7)Ao (2)

P+ 1

=l-ao+a®—2®+. . faP?
z+1

Agp(2) =
(oba vzorce plynou pomérné snadno z definice cyklotomickych polynomi).
4 Zavér

N4&s prispévek nepokryva vSechny zajimavé typy neobvyklych sad hracich
kostek. Dalsi zajimavy priklad pfedstavuji tzv. Lake Wobegon sady. Jedna se
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o sady kostek K, ..., K, kde kazda z nich je v jistém smyslu nadprimérna.
Presnéji, hodime-li vSemi kostkami soucasné, pak pro kazdou kostku K; je prav-
dépodobnéjsi moznost, ze prekond prumér sady v daném hodu, nez moznost,
ze na ni padne hodnota mensi nez primér sady v daném hodu. Symbolicky
vyjareno plati

1 — 1 &
P|K;>— K, | >P|K; < — K;

pro kazdé ¢ € {1,...,n}. Piiklady takovych sad a teoreticky rozbor jejich vlast-
nosti najde ¢tendf v [5, 6].
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MATEMATIKA S RADOSTI - INTERAKTIVNI TESTY A HRY

Eva DAVIDOVA

Obsahem prispévku je informace o vystupech projektu Matematika s ra-
dostt, v jehoz ramci vznikaji interaktivni materidly a hry pro podporu vjuky
matematiky na stfednich skolach. V prispévku jsou zafazeny a komentovany
i ukazky jednotlivych typt testt a her.

1 O projektu

V ramci projektu Matematika s radosti vznikaji interaktivni vyukové mate-
ridly, které by mély byt ndpomocny k oziveni vyuky matematiky na stfednich
skolach. Autofi interaktivnich testti a her si zvolili nelehky cil — nabidnout stie-
doskolskym studenttim a jejich u¢itelim zajimavou a nendsilnou formu nécviku
a procvicovani matematickych znalosti a dovednosti.

Na triletém projektu spolupracuji pedagogové z Vysoké skoly barské — Tech-
nické univerzity Ostrava s metodiky z péti stfednich skol z Moravskoslezského
a Olomouckého kraje. VSechny materialy jsou navrzeny stfedoskolskymi uciteli
ze ti gymnézii a dvou stfednich odbornych skol a jsou kontrolovany vysokoskol-
skymi pedagogy. Ve vicestupriovych kontrolach se autofi snazi o minimalizaci
vyskytu chyb, pouzivani spravné terminologie a symboliky.

Do tnora roku 2015 bude v rdmci projektu vytvoreno miniméalné 300 test,
170 péarovacich her, 300 her typu Neriskuj, AZ kviz a Odkryj obrdzek a cca 60
krokovanych tiloh. V soucasnosti je hotovo zhruba 75 % planovanych materialii.
V zavéru interaktivni materidly pokryji ramcové vSechny partie stiedoskolské
matematiky. Rozdéleni materialti podle oblasti je patrné z titulni stranky webu
projektu http://msr.vsb.cz:

rrls Kontakty | O projektu | Pro tuirce | Konference | Workshop
matematika s radost

Analyticka S Kombinaforika,
geometrie N pravd&podobnost
a statistika

v -
Diferencialni 1 = I

potet Integralni potet
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Testy a parovaci hry jsou vytvareny ve tfech tirovnich obtiZnosti, takze jsou
pouzitelné na vsech typech stfednich skol. V ramci projektu vznikaji jak ma-
teridly monotematické, slouzici k nacviku nové probirané latky, tak materialy
komplexniho charakteru, které mohou poslouzit k zavérecnému procviceni pro-
birané latky. Nékteré testy a zejména hry typu Odkryj obrdzek, AZ kviz a Neris-
kug, jsou sestaveny prevazné z tloh, u kterych se uplatni logicky tisudek opirajici
se o znalosti tématu, pfipadné vyzaduji jen kratky vypocet. Jiné typy materialt
obsahuji i tlohy vyzadujici hlubsi znalosti, pripadné delsi vypocet s pouzitim
kalkulatoru. Zajemci zde naleznou i naro¢né tlohy pro matematicky seminar
apod.

Pro zvySeni atraktivity materiala jsou nékteré z nich doplnény odkryvajicimi
se tajenkami v zavislosti na uspésnosti prace fesitele. V nékterych pripadech
jsou hry doplnény zajimavostmi o autorech citatt. V prilozené ukazce je spravné
vyfeSend parovaci hra a pfipojena informace o autorovi citatu.

Pokrok prinaseji ti, kdo se odvazuji stale ménit vSe, co neni v poradku. (Bernard Bolzano)p

Spérujte funkéni predpisy a grafy funkei

1) y=-2>-2 3) y=|-a®- 2z 5) y=—2?—2|z|

)]

2) y=|-a*—20a| 4) y—=—a?+2|z|

y = |71:Q + 2|IH

Grafy funkei

-
=
=

9
)

)

Reseni: 1b, 2a, 3d, 4e, 5f, 6¢.

(»)

Vsechny vyukové materidly maji jednotnou grafickou podobu. Vlastni texty
jsou vysazeny systémem TEX a nasledné pfevedeny do podoby interaktivnich
PDF. Uzivatel oznacuje zaklikdvanim spravné odpovédi a podle typu testu nebo
hry se dozvi bud okamzité, pfipadné po skondéeni prace, jak byl iispésny. Nésle-
duje zavérecné vyhodnoceni. Formulafe PDF soubori vyuzivaji Java Scripty,
proto je nutné soubory otevirat v prohlize¢i Adobe Reader, ktery zatim jako
jediny podporuje zminéné Java Scripty. Nicméné vyhodou takto vytvorenych
materiala je, ze k jejich spusténi ¢i vyhodnocovani spravnosti odpovédi neni
potieba pfipojeni k internetu ani specialni software. U¢itel miaze svym zakim



66

Bernard Bolzano (1781-1848) byl cesky (némecky hovorici) matematik,
filozof a knéz.

Bolzano je autorem mnoha revolu¢nich myslenek, ukazal napfiklad, jak je nutno
porovnavat nekoneéné velké mnoziny a Ze sudych Cisel je stejny pocet jako
&isel prirozenych.

Sestrojil funkci, kterd je viude spojita, ale nema v zadném bod& derivaci (smér)
a nenf tedy mozné nakreslit jeji graf. Tim zboural pfedstavu spojitych funkci

| Jjako funkei, jejichZ graf je moZno nakreslit jednim tahem. Soucasng viak
ukdzal, Ze presto majf spojité funkce mnoho p&knych vlastnosti, které bychom
od ,grafti nakreslenych jednim tahem® ocekavali — napiiklad, Ze spojita funkce
ma mezi dvéma body s opaénym znaménkem alespofi jeden bod s nulovou
funkéni hodnotou. Tuto skuteénost je mozno vyuZzit pfi hledani nulovych boda
nasledujicim zpasobem: Funkce ma nulovy bod nékde mezi body s kladnou a zdpornou funkéni hodnotou
Najdeme stfed mezi takovymi body a podle funkéni hodnoty uprostfed rozhodneme, jestli je nulovy bod
v levé nebo v pravé poloviné. Tento postup, zvany pileni intervalu, opakujeme, dokud nemame nulovy bod
s pozadovanou pfesnosti.

Metodu podobnou pilenf intervalu Bolzano pouZival pro &islovan( stranek rukopist: pokud potfeboval vlozit
mezi strany 9 a 10 dalsi stranu, ocisloval ji 9+% Pokud potfeboval vlozit dalsi stranu, ocisloval ji bud 9 + %
nebo 9 + % Podobné myslenky pouzil pfi pokusu definovat korektné a tiplné redlna &isla (ktera sice objevili

Pythagorejci okolo roku 500 pf. n. |, ale skute¢né korektné je zaved| aZ George Cantor koncem 19. stoleti).

Pro mnohé byl Bolzano, prvnim ceskym disidentem a humanistickym intelektudlem, ktery byl rezimem stile
zadupavany. Kvili nemoznosti publikovat vétSina jeho pracf zaistala v rukopisech. To je diivod, pro¢ byl Bolzano
matematiky dlouho piehliZzen tak, Ze nékteré jeho vysledky musely byt objevovany znovu jinymi védci.

Zdroj: www.cs.cas.cz, cs.wikipedia.org, sk.wikipedia.org, K. Rychlik Theorie realnych &isel v Bolzanové rukopisné poziistalosti

Casopis pro péstovani matematiky, Vol. 81 (1956), No. 4, 391-395 \)
C
I

stahnout podle svého uvazeni vhodné materidly a studenti pak s nimi mohou
pracovat bez pfipojeni na internet. Vysledné testy a hry je tedy mozné prohlizet
a spoustét jednak on-line pfimo z webu http://msr.vsb. cz, jednak z lokalniho
ulozisté, kam si je uzivatel stadhne dle vlastniho vybeéru.

2 Typy interaktivnich materiala
2.1 Testy

V projektu bude vytvofeno minimélné 300 interaktivnich testi. Podle funké-
nosti je lze rozdélit do ¢tyf skupin:
e testy s jednou spravnou odpoveédi,
testy s vice spravnymi odpovédmi,
testy typu ANO — NE,
testy s tabulkovym vybérem.

Vice napovi nésledujici ukazky:.
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Priklad testu s jednou spravnou odpovédi z oblasti Zdkladni poznatky z mate-

matiky:

Absolutni hodnota — porovnani vyrazii a geometricky vyznam

Test — stredné tézky

Pro kazdou otdzku v testu existuje pravé jedna spravné odpovéd, kterou oznaéite
kliknutim na prislusné poli¢ko. Tlaéitko Vyhodnotit slouzi k ukonceni testu,
zobrazeni vysledki a spravnych odpovédi. Dalsi informace k ovladéani testu

naleznete na msr.vsb.cz/navody.

Test byl vytvoren v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Martina Kotka.

T

1. Urcete, ktera z nabidnutych nerovnic ma mnozinu vsech reseni graficky znazornénou na obrazku.

—o
! ! ! ; | ‘ | : —
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
O jz1>1; zer O Iz+1<1;zeR
O |zl<1; zeR O [z-1>0 zeR

O jz-1<0zeR

2. Urcete, ktera z nabidnutych nerovnic ma mnozinu vsech teSeni graficky znazornénou na obrazku.

——2°
. . . ! . . : : oz
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
O jz-1<2zeR O |z-1>2 zeR
O lz+1<2 zcRr O lz-2/>1;zeR

O lz+1>2 zcRr
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7. Uréete, jaky vztah plati mezi vyrazy |z — y| a |y — z|, kde z,y € R.

O lz—yl>ly—=| O lz—yl=ly—=|

D Neni mozné jednoznacné urcit. Zalezi na D |z —y| <|y—=z|
hodnoté proménné z,y.

8. Jsou dany wyrazy |z|; | — z|; —|z|; —z, kde 2 € R™. Vyberte variantu, v niz je uveden vyraz nabyvajici
pouze zapornych hodnot.

O e O e
D |*$‘ ':] —T

9. Jsou dany vyrazy 1+ |z|; [1+ z|; 1— |z|; [1 -z, kde € (—o0; —1). Vyberte variantu, ktera obsahuje
vyraz, ktery mé v daném oboru proménné nejmensi hodnotu.

O 1+]s] O 1-Jaf
O +4 ]

D Stejnou nejmensi hodnotu ma vice uvedenych vyrazi.

Pokud si stejny test otevie jiny student, poradi odpovédi u kazdé otazky se mu
promicha. Po vyteseni testu si student necha test vyhodnotit. Pokud se dopusti
dejme tomu tii chyb, objevi se mu napf. toto hodnoceni:

Pocet spravnych odpovédi: 6 z celkovych 9

Opravy byly vyznaceny do testu. Pro jejich prohlédnuti se mizete vratit na predchozi stranky.
LT g 0000

Pokud si budete chtit test sami vyplnit, pouzijte odkaz
msr.vsb.cz/zakladni-poznatky/ciselne-mnoziny-a-teorie-cisel

a oteviete si test Absolutni hodnota — porovndni vyrazi a geometricky vyznam.
Aby vam vSe spravné fungovalo, nezapomeiite, Ze soubor je tieba oteviit pres
Adobe Reader.
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Ukézka vyfeseného testu nejlehéi tirovné s vice spravnymi odpovédmi z oblasti
Goniometrie:

Mmﬂﬂnﬂ!ﬂhﬂ s radosti

Goniometrie

Kofeny goniometrickych rovnic
Test — lehky

K nékterym otazkam mize existovat vice spravnych odpovédi. Otazka je zodpo-
vézena spravné, pokud jsou zatrZeny pravé vsechny spravné odpovédi. Tlaéitko
Vyhodnotit slouzi k ukonceni testu, zobrazeni vysledkd a spravnych odpovedi.
Dalsi informace k ovlddan testu naleznete na msr.vsb.cz/navody.

Test byl vytvoren v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Magdaleny Gazarové.

e

ST

Urcete, ve kterych kvadrantech budou lezet koreny nasledujicich goniometrickych rovnic, jestlize
je vyznaéime v radidnech na jednotkové kruznici.

I. kvadrant II. kvadrant I1. kvadrant IV. kvadrant
1. mz= Y2
. sine =5 O O
: V2
- 2% sin = —==

1
3, ing=—=
sin@ 6

o 0O O
®
Q

0
- 0
LA cosng @ O
& cos:E:*% O
6 conz = 0 0

(] ) L —— (00 0O



Urcete, ve kterych kvadrantech budou lezet kofeny nasledujicich goniometrickych rovnic, jestlize
Jje vyznacime v radianech na jednotkové kruznici.

I. kvadrant Il. kvadrant
- [ tgx =1 D
R 0
Lo e u)
- 10. tgz =—0,3 D
m11. cotgr = —1 D
L2 cotgr= V3 0
LB coga=- Y2 0
u 14. cotgr = 0,3 D

[ Cp—

(3)

Pocet spravné a Gplné zodpovézenych otazek: 14 z celkovych 14
Ziskané body: 20 z celkovych 20
Procento Uspésnosti: 100%

Opravy byly vyznaceny do testu. Pro jejich prohlédnuti se mtzZete vratit na predchozi stranky.

mntmriknsrmsrr 0 O e 0

Pokud si budete chtit test sami vyplnit, pouzijte odkaz
msr.vsb.cz/goniometrie/goniometricke-rovnice-a-nerovnice
a otevftete si test Koreny goniometrickych rovnic.
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Ukézka testu stfedni trovné typu ANO — NE z oblasti Integrdini pocet:

AN,
IO e TS s v § “-\\\\\\

Integralpi
pocet

Exponenciala a integraly

Test — stredné tézky

Pro kazdou otazku v testu existuje pravé jedna spravna odpoved, kterou oznacite
kliknutim na prislusné policko. Tlacitko Vyhodnotit slouzi k ukonceni testu,
zobrazeni vysledkii a spravnych odpovédi. Dalsi informace k ovladani testu
naleznete na http://msr.vsb.cz/napoveda/testy.

Test byl vytvoren v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Evy Davidové.

3
i o D

INVESTICE DO ROZVOUE VZDELAVANI

[ Cp——— (0000

Grafy funkei y = e®; y = e™®; y = e; y = 0 a primky o rovnicich z = —1; z = 1 vymezuji znazornéné
plochy o obsazich Sj, S3, S3, S4. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyrokii:
Ano Ne
—z £

y=e y=e ! T ! —
1./ € dz:/ e “dx DD
=il =il
e 2./ezdz:/e’1dz DD

o 5 3.8 > 8 00
1 S
4, S4 < ? DD
S3 Sy 5.9 + S, =2 — (51 + 59) 00
1

6. sin’e + cos’e = S DD

1
_.—/ 5 \\—_ 7.7r«/ &2 dz = 2me? DD

=2 =i 0 1 2 -

S3+ 5,

9. < 2 DD
0 1
10. / (efem)dz:A (e—e™dz (OO

=i

[ C—— (0000

8. Al(efe‘)dz:[elnzdz 00
So

Pro vase vlastni feSeni pouzijte prosim odkaz
msr.vsb.cz/integralni-pocet/aplikace-urciteho-integralu
a otevrete si test Fxponencidla a integrdly.
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Ukéazka leh¢iho testu s tabulkovym vybérem odpovédi z oblasti Diferencidlni
pocet:

'115 maAtematikA s radosti

Limity elementarnich funkci
Test — lehky
Pro kazdou otazku v testu existuje pravé jedna spravna odpovéd, kterou oznacite
kliknutim na prislusné policko. Tlacitko Vyhodnotit slouzi k ukonéeni testu,

zobrazeni vysledkl a spravnych odpovédi. Dalsi informace k ovladani testu
naleznete na http://msr.vsb.cz/napoveda /testy.

Test byl vytvoren v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Marcely Vondrové.

=] 10, O

INVESTICE DO ROZVOUE VZDELAVANI

[ R fEXaX<)(>)

Urcete limity funkci.

1. Ingé 0O- Do D1 O+
S O-= Qo O O+
3. lm o O- o O O+
4 |Jlm o’ O-co Oo Ot O +oo
5. lp tee O-oo Oo O1 O+oo
6. lm cotgx @ Do O: O-+oo
7. Jme @ Qo Ot s
B ime 0O-x Qo Ot O+co
9. limins O-o Oo O O+oo
0. Jimle O- Oo O 0O+

[ g —— (0000

Pro vyplnéni testu pouzijte prosim odkaz
msr.vsb.cz/diferencialni-pocet/limita-a-spojitost-funkce
a otevfete si test Limity elementdrnich funkci.
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2.2 Pdarovact hry

Resitel paruje otazky a odpovédi, pficemz ke kazdé otazce existuje jedina
spravné odpovéd. Odpovédi pfitom miize byt vice, neZ otédzek. U parovaci hry se
se spravnou odpovédi odhali ¢ast tajenky. Hru lze vidy dohrat do konce, ale ve
vyhodnoceni se objevi pocet Spatnych odpovédi. U nékterych her jsou doplnény
zajimavosti o autorovi citatu. P¥i kazdém novém otevieni téze parovaci hry
dojde k promichani poradi nabidnutych odpovédi.

Ukéazka vyresené stiedné tézké parovaci hry z oblasti Funkce:

Nasobeni a déleni vyrazii s odmocninami

Pérovaci hra — stfedné tézka
Cilem hry je sparovat otazky a odpovédi s co nejmensim poctem chybnych pokusi. Po

spravném vyreseni kazdého problému se zobrazi ¢ast tajenky. Dalsi informace k ovladani hry
naleznete na http://msr.vsb.cz/napoveda/parovaci-hry.

Hra byla vytvorena v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Vlastimila Smida.

o) 6 D

Baven e ISR I

INVESTIOE DO ROZVOLE VZDELAVAN
(I G
Co slysim, to zapomenu. Co vidim, si pamatuji. Co si vyzkousim, tomu rozumim. (Konfucius)o

Méjme kladna reélna &isla z a y. Ke kazdému vyrazu s odmocninami priradte vyraz bez odmocnin tak, aby
mezi nimi platila rovnost.

Vyrazy s odmocninami

@ oy Va3 Yyt Vat P
VIy
N = 2.3
T sy =y -y
v Ve Vytox VTV
Vyrazy s racionalnimi exponenty
@) 2848 @ 23 .48 ¥ .yE
3
@ @ (E) Ao
Yy
[Re§eni: 1a, 2d, 3b, 4e, 5f, 6¢. ]

[osnoceri [ ©

Hru naleznete na adrese msr.vsb.cz/funkce/odmocniny-upravy-vyrazu
-s-odmocninami-a-racionalnim-exponentem
pod nazvem Ndsobeni a déleni vyrazi s odmocninami.



http://msr.vsb.cz/funkce/odmocniny-upravy-vyrazu-s-odmocninami-a-racionalnim-exponentem
http://msr.vsb.cz/funkce/odmocniny-upravy-vyrazu-s-odmocninami-a-racionalnim-exponentem
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Ukéazka stfedné tézké parovaci hry z oblasti Trigonometrie:

m-«sm iRA s radosti

Goniometrie

Reseni pravouhlého trojihelnika v krychli
Parovaci hra — stfedné tézka
Cilem hry je sparovat otazky a odpovédi s co nejmensim poctem chybnych pokusi. Po

spravném vyreseni kazdého problému se zobrazi ¢ast tajenky. Dalsi informace k ovladani hry
naleznete na http://msr.vsh.cz/napoveda/parovaci-hry.

Hra byla vytvorena v ramci projektu Matematika s radosti dle navrhu Evy Davidové.

INVESTIGE DO ROZVOJE VZDELAVANI

1] - [— (SX>)
I

Vyznacenému Ghlu av prifadte jeho velikost ve stupnich zaokrouhlenou na minuty.
Body S a T jsou vzdy stfedy hran, na nichz lezi.

H S G (e

A B A B

4 a=24%6 bl a = 54044 cla=4811 d a=3857 el a=19°28 i a=3516

| J .

Pro zajemce prikladam odkaz
msr.vsb.cz/goniometrie/trigonometrie,
Pdrovaci hry, Reseni pravoihlého trojihelnika v krychli.

Tuto hru jsem s tspéchem odzkousela na niz$im i vyS$im gymnéaziu. Studenti
dokazali ¢ast tloh vyresit jen s kalkulackou, u nékterych si pomohli kratkym
pisemnym vypoctem. Grafické zadani vyznamné usetfilo cas.


http://msr.vsb.cz/goniometrie/trigonometrie
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2.8 Hry typu Neriskuj

Parafraze her typu riskuj — prejmenovano na Neriskuj, protoze snahou autortu
je docilit, aby zaci premysleli a pocitali, nikoli tipovali vysledky. Hra ma ¢tyti
tematicky zamétfené sloupce a 3 fadky za 100, 200 a 300 bodd. Je urcena pro
jednoho nebo dva hrace. Uzivatelé maji na vybér divéi a chlapecké obliceje.
Otazky sestavuji metodici ze souboru otazek vytvorenych pro testy s vybérem
odpovédi.

Ukéazka grafického prostiedi hry z tematické oblasti Rovnice a nerovnice a pri-
slusny odkaz pro zajemce:

Rovnice Nerovnice Rovnice Nerovnice
s neznamou s neznamou s absolutni s absolutni
ve jmenovateli ve jmenovateli hodnotou hodnotou

Y N —

100 Q 100 100
3 g . ; o —
[@j 200 200 200
p = — p . —_—

300 [@J 300

"15 matematikA s rAdosti e @

msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice—-a-nerovnice/neriskuij-az-kviz
—a-odkryij-obrazek

Nabidka her v oblasti Rovnice a nerovnice je velice obsahla. Uzivatel si miize
vybrat podle obsahu, druhu i Grovni. Uvedena hra se skryva pod nazvem Rov-
nice a nerovnice — nezndmd ve jmenovateli, absolutni hodnota.


http://msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz-a-odkryj-obrazek
http://msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz-a-odkryj-obrazek

T

2.4 Hry typu AZ kviz

Herni plan ma 21 nebo 28 poli. Pravidla jsou stejna jako u televizniho AZ
kvizu. Hry jsou zaméfeny podle oblasti a jsou v nich pouzity otazky z test
s jednoznacnou odpovédi. Hru mohou hrat dva tymy, resp. dva hraci. Pii za-
héajeni nové hry s timtéz nazvem, jsou otazky nové ndhodné vygenerovany ze
souboru vSech dostupnych testovych otazek.

Ukazka grafického prostiedi hry AZ kviz z tematické oblasti Funkce a piislusny
odkaz pro zajemce:

! Iw[[/j///////////////////// mST;i.:mm.s radost!

AZ kviz — 21 poli
Zaméfeni: Rovnice a nerovnice s nezndmou pod odmocninou
Rovnice a nerovnice s neznamou v absolutni hodnoté
Rovnice a nerovnice s nezndmou ve jmenovateli

Hra je urtena pro dva hrate. Pod kazdym polickem se skrjva jedna orazka. Cilem je ziskat politko sprévnou
odpovédi na otézku a pomoci ziskanych politek vytvofit cesty spojujici véechny ti strany trojahelnika. Na
tahu je vzdy protivnik hréte, ktery ziskal politko v minulém kole.

PFi nespravné odpovédi si protihra¢ miiZe vybrat, zda o otézku a politko ma zdjem & nikoliv. Politka krers
zlstala po $patné odpovézenych otszkich je mozno pHdélit jednomu z hraéd ndhodnym losem.

Hra byla vytvofena v ramci projektu Matematika s radosti.

(11 Cp—— (EX>)

[ i —— (EXa)

msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz

-a-odkryij-obrazek

Na této adrese najdete v soucasnosti vybér z 18 AZ kvizll se zaméfenim na
algebraické rovnice a nerovnice nejrtiznéjsich typt.


http://msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz-a-odkryj-obrazek
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Hry typu Neriskuj a AZ Kwviz patii k nejoblibenéjsim. Probouzeji ve stu-
dentech pfirozenou soutézivost a hravost. Lze je pouzit jednak jako hru pro
dva jednotlivce — pak je idealni, pokud jsou oba v matematice na stejné tirovni
védomosti a dovednosti — ale také frontalné, tfeba jako hru, kde soupefi proti
sobé divky a chlapci.

2.5 Hry typu Odkryj obrdzek

Uzivatel odkryva 12 poli, pod nimiz se skryvaji tlohy z dané oblasti. Pokud
odpovi spravné, odkryje se mu vyrez obrazku odpovidajici prislusnému policku.
Pokud odpovi Spatné, ma jesté jednu moznost opravy. Pokud znovu odpovi
Spatné, policko se jiz ve hie neodkryje. Otazky jsou opét ndhodné generovany
ze souboru testovych otazek.

Ukéazka grafického prostiedi hry Odkryj obrdzek z tematické oblasti Funkce
a prislusny odkaz pro zdjemce:

Odkryj obrazek

Linearni funkce

Pod kazdym z dvanécti policek se skryva jedna otazka a éast obrazku. Po spravném zodpovézeni
otézky toto polféko zmizi a kousek obrazku se odkryje. Na zodpovézeni kazdé otizky jsou
k dispozici nejvyse dva pokusy.

P¥i kazdém otevieni souboru se ze viech vlozenych otizek ndhodné vybere dvanact. Po skonéeni

Hra byla vytvofena v ramci projektu Matematika s radosti.

INVESTICE DO ROZVO.E VZDELAVANI
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Chcete udélat radost svemu matematikovi?
Kupte mu nase Matematické hodiny!*

o e

*Upozomnéni: Vyrobce neruti za pHpadr\ou Easovou dezorientaci matematika.

ondorn

Hra skonéila. Mazete se znovu podivat na otdzky pouzité béhem hry. Tlaéitkem| si miZete prepnout
zobrazeni odkazli na tyto otazky. Pfi dalsim otevieni hry budou pouzity jiné otazky.

‘115 matematikA s rAdost | @ @l

msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz
—a-odkryj-obrazek

Zde najde uzivatel devét her typu Odkryj obrdzek zaméfenych na elementarni
funkce. VySe uvedend ukazka demonstruje piipad, kdy soutézici nedokazal na
jednu z 12 otazek ani napodruhé odpovédét spravné.

3 Tipy pro uziti vystupu projektu ve vyuce

7 vlastni dlouholeté praxe vim, ze vyznamnym protivnikem ucitele mate-
matiky je ¢as. Jisté by bylo mozné shromazdit spoustu argumenti, pro¢ se to
¢i ono neda stihnout. Zdanlivé vse, co je nad ramec klasické vyuky, nam ubira
Cas, protoze bychom nedobrali, co musime stihnout, atp.

Aby vystupy z projektu Matematika s radosti byly pro ucitele i jeho zaka
pfinosem a nikoli zatézi, je tfeba pocatkiim prace s nimi vénovat trochu péce.
Osvédcilo se mi prichystat studenttim napf. pfi probirani goniometrie a trigo-
nometrie cca 10-12 testd a her a usporadat jim je podle naroc¢nosti. Soubory
umistim na Skolni sit a v pocitacové ucebné necham s uspoifddanymi mate-
ridly po kratké instruktazi zaky pracovat samostatné. Jen radim, odpovidam
na dotazy. Az dalsi hodinu pfipojim ukéazky her pro dva hréce (Neriskuj, AZ
kviz) a sezndmim je struéné s obsahem a strukturou webu msr.vsb.cz. Vic
¢asu vétsinou pro tento uc¢el nemohu obétovat. Ale obcéas se pak zminim, tfeba
pred pisemkou — tahle parovaci hra by vam pomohla pfi procvi¢ovani, onen
test obsahuje pfesné to, co mate umét. .. apod. Hodné studenti radéji ,,séhne”
doma po internetu nez po sbirce priklad.

Pokud se naskytne dalsi prilezitost, posadim k jednomu pocitaci studenty


http://msr.vsb.cz/algebraicke-rovnice-a-nerovnice/neriskuj-az-kviz-a-odkryj-obrazek
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se stejnou trovni matematickych znalosti a dovednosti a doporu¢im jim néjaké
hry pro dva hrace. Mnohdy mé piekvapi, jak usilovné studenti hledaji resent,
jak je mnohdy ovladnou emoce a zdrava soutézivost. Protoze v materidlech
Ize nalézt vedle tézkych testti a her i testy lehké, mohou pocit tispéchu zazit
i slabsi studenti. Casto mé pak volaji k obrazovce, abych se presvédéila, jak je
jim v zdvéru testu gratulovéano k slusnému vykonu. Pak opravdu pocituji, ze
nazev naseho projektu Matematika s radosti, neni reklamnim sloganem, ale pri
trose vile a snahy dojde svého naplnéni.

Dalsi informace o obsahové i technické strance projektu zaznély v obséah-
lém diskusnim pfispévku na konferenci ,,UzZiti pocitaci ve vyuce matematiky*
konané roku 2013 v Cesk§ch Budéjovicich, ktery prednesla RNDr. Petra Vond-
rakova (Sarmanova), Ph.D. z Katedry aplikované matematiky, FEI, VSB Tech-
nické univerzity Ostrava. Pfispévek s interaktivnimi odkazy muzete nalézt ve
sborniku konference:

http://home.pf.jcu.cz/ "upvvm/2013/sbornik/prispevky.htm

Préli bychom si, abychom uzivateltim vystupti naseho projektu dokézali pre-
dat aspon cast té radosti, kterou jsme si dali do nédzvu a kterd nas provézela
a provazi pfi tvorbé nasich interaktivnich vyukovych materiali.
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VYBRANE ULOHY PROJEKTU MATEMATECH

HANA MAHNELOVA

Clanek struéné prezentuje projekt MatemaTech, zaméfeny na hledani no-
vych postupd vyuky matematiky, vedoucich k zatraktivnéni vlastniho procesu
a zvySeni motivace zakt stiednich skol k uceni. Obsahuje pét konkrétnich ukéaz-
kovych prikladd s podporou programu GeoGebra, které jsou odzkouseny primo
v hodinach. Kazdy je doplnén internetovym odkazem na pfedem pripraveny
soubor, ktery je mozné pfimo pouzit.

1 Projekt MatemaTech

Jihodeska univerzita v Ceskych Budéjovicich (JCU) jako vedouci partner
spoleéné s dalsim partnerem Johannes Kepler Universitit Linz (JKU) realizuji
v letech 2012-2014 spole¢ny projekt Jak zvysit zdjem stredoskolskych studenti
o matematiku — vymeéna zkusenosti a hleddni novych cest, Matematika pres
hranice, ktery je financovan z operacniho programu Cil Evropska tzemni spo-
luprace Rakousko — Ceské republika 2007-2013. Ukazuje se, Ze pokles zajmu
74kl a studenttl stfednich skol o dosazeni kvalitnich vysledkil v matematice je
(nejen) problémem obou pifhraniénich regiond, Jihodeského kraje a Horniho
Rakouska. Hlavnim cilem projektu se tak stava vzajemna spoluprace obou uni-
verzit smérujici k hledani novych zptsobd pozitivni motivace jak zakd, tak
ucitell, a inovativnich metod vyuky vcéetné uziti pocitaci. To vSe za aktivni
cCasti zkusenych uciteld nékolika typt stfednich $kol obou zemi i studenti
ulitelstvi matematiky na obou univerzitach. Nové nédméty, tlohy a metody
jsou pilotovany pfimo na skolach a nasledné vefejné prezentovany na webovych
strankach projektu www.matematech.cz, prostfednictvim nékolika poradanych
seminafu pro ucitele, textové brozury s vybranymi priklady a navody a na pod-
zim vydanou dvojjazy¢nou publikaci. V samotném zévéru projektového obdobi
se uskute¢ni odborna konference zaméfend na zhodnoceni vysledku a cild pro-
jektu.

2 Zapojeni pocitace do vyuky

V dnesni dobé je dilezité posilovat roli modernich technologii ve vyuce, pro-
lomit nedtivéru ucitelti a ukazovat, ze pocita¢ mtze byt dobrym pomocnikem ve
vzdélavacim procesu. Casto se setkdvame s uzitim poéitace jako prezentaéniho
prostfedku, oblibené jsou programy propojené s interaktivni tabuli. Velkou mo-
tivaci pro zéky je jejich vlastni prace na PC. Z tohoto divodu zafazujeme téz
ulohy, které vyzaduji u¢ebnu se zakovskymi pocitaci a také zkuSenosti ucitele
s organizaci takové vyucovaci hodiny. Nabidka dnes dostupnych pocitacovych
programt je velmi rozmanitd a vybér zavisi na ucelu, ke kterému program
chceme vyuzit. Regitelé projektu vybrali program GeoGebra z nékolika diivodd.
Predevsim se jedna o volné dostupny, svétové znamy a popularni matematicky


http://www.matematech.cz
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software s velmi bohatou zasobou vytvorenych materidlt v rtznych jazycich.
Program patii do skupiny DGS (programy dynamické geometrie), v omezené
mife pracuje jako CAS (program pocéitacové algebry). Je priibézné vyvijen a ak-
tualizovan, pripravuje se také 3D verze. Ovlddani neni nijak slozité, uzivatelské
prostiedi s logicky uspofddanymi ikonami usnadnuje intuitivni uziti. Pomoci
tohoto programu miizeme provadét nacrtky (s vyuzitim stopy objektu), pfesné
a rychlé konstrukce, které Setii ve vjuce jinak drahocenny cas, nékteré alge-
braické a numerické vypocty. Program také pracuje s tabulkami, jez pfevadi
do grafi, ¢imz se priblizuje ¢innosti tabulkového procesoru. Propojeni geomet-
rie a algebry je zédkladem celého programu a jeho dynamic¢nost dobie poslouzi
k ovéfeni ¢i vyvraceni vyslovenych hypotéz.

Uziti pocitace vyzaduje v pripravné fazi ucitele jasné stanoveni edukacnich
cili a ucel aplikace ICT. Proto ve vSech materidlech projektu MatemaTech
autofi uvadéji u svych tloh prehled konkrétnich vzdélavacich ciltt a vlastni
zkusenosti s pouzitim ve vyuce. Z téchto materiald vybirdme pét prikladd. Po-
drobnéjsi informace ke kazdému z nich véetné metodického doporuceni a mnoho
dalsich dloh najdeme na strankach projektu nebo v chystané publikaci.

3 Vybrané alohy

Priklad 1 (H. Mahnelova)

a) Je déna usecka AB. Sestrojte mnozinu viech bodi roviny, které maji stejnou
vzdalenost od tsecky AB. Najdeme uplatnéni vysledné mnoziny v realném
zivoté?

b) Vypoctéte polomér zatacky atletického ovélu.

Hlavnimi vzdélavacimi cili tlohy jsou analyza pripadu pro nalezeni ne zcela
ucebnicového prikladu mnoziny bodt s vyuzitim jeji charakteristické vlastnosti,
ukazka propojeni matematiky s realitou, experimentovani pomoci pocitace,
tvorba pocitacového modelu pomoci programu dynamické geometrie, vyuziti
modernich technologii jako podptrného nastroje pro tvorbu modelu a pfesné
konstrukce, pro formulaci, ovéfovani, pfip. vyvraceni hypotéz.

a=2.1
C E
A B
D F

Obr. 1: Mnozina vSech bodt, které maji stejnou vzdalenost od tsecky AB

Zéci v ramci tikolu a) nékolik minut pracuji samostatné v prostfedi pro-
gramu GeoGebra, experimentalné zjistuji podobu hledané mnoziny s vyuzitim
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nastroje Vzddlenost. Poté spolecné s ucitelem sestroji dynamicky model ménici
se v zavislosti na hodnoté parametru a vyjadiujici pozadovanou vzdalenost
(obr. 1). Zakéim je mozné predvést praktickou ukazku vlozenim obrazku pitido-
rysu atletického ovalu jako pozadi a manipulaci s posuvnikem nastavit takovou
polohu, kdy se oba objekty prekryvaji (obr. 2).

a=1.95

100 meters

C me E

T Al
100 i ?( 100
meters 4&-meter—rm1nmg-trac meters

D F

T T

100 meters

Obr. 2: Porovnani vysledné bodové mnoziny a tvaru atletického ovalu

Vnitini dréha atletického ovalu ma délku 400 metr a sklada se ze dvou
rovnych tsekd dlouhych 100 m a dvou kruhovych oblouku také délky 100 m.
Na ovalu je 8 drah, pricemz obvykle byva sirka kazdé z nich 1,22 m. Nyni je
prilezitost k zadani tikolu b) a samostatnému pocitani zékt. Spoleénd kontrola
probéhne opét s vyuzitim pfedem pfipraveného pocita¢ového modelu (obr. 3,
dostupny z http://www.geogebratube.org/material/show/i1d/131871). P¥i
vlastni tvorbé pocitacového modelu pro ovéreni vypoctu poloméru zatacky bylo
tfeba zménit méritko, takze posuvnik d ukazujici délku rovného tiseku a posuv-
nik p ukazujici velikost poloméru zatacky maji hodnoty desetkrat mensi, nez
ve skutecnosti. Vypocet je proveden algebraicky a zobrazeni feSeni ovladame

kliknutim na zaskrtavaci policko.

délka pllkruznice e = 9.99 —_—

p=318

R CE =10 E
318 o=2mr
A B 100
r=—
s
r=31,83m
D F

~ feSeni

Obr. 3: Vypocet poloméru zatacky

Priklad 2 (H. Mahnelova)

Sestrojte mnozinu v8ech bodu roviny, které jsou stejné vzdaleny (napf. 2 jed-
notky) od hranice daného ¢tverce (pfip. jiného mnohothelniku). Setkdme se
s takovou mnozinou v praxi?

Tento priklad navazuje na predchézejici, kdy zéaci zpravidla samostatné vy-
slednou mnozinu pomoci nastroju programu GeoGebra sestroji. Ucitel pak pre-
zentuje dynamické modely vyslednych mnozin spojené s praktickou ukazkou
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ze zivota. Uloha spojuje matematiku s dopravni vichovou. Dopravni znacky
se vyrabéji z kovového materidlu a z bezpecnostnich divodt musi byt bez os-
trych zakondeni. ZAci si také mohou hotovy interaktivni obrazek otev¥it sami
z adresy http://www.geogebratube.org/material/show/id/131873 nebo
http://www.geogebratube.org/material/show/id/131874. V obou mode-
lech je umistén v levém dolnim rohu ¢tyiihelnik s vyznacenymi vrcholy M, P,
jejichz manipulaci roztahneme vlozeny obrazek jako pozadi zkonstruované mno-
ziny. Zakiim dame napf. za tkol najit ¥idici étverec (obdélnik), jemuz odpovida
ohraniceni vnitini modré (zluté) oblasti znacky (obr. 4). S modely je mozné
pracovat i dale, napf. nechat zaky pocitat poméry obsahti rizné zabarvenych
ploch.

a=1

-~

M P
Obr. 4: Ridici obdélnik cyklistické znacky

Priklad 3 (B. Kunova, M. Stejskalova, E. Vortelova)

Stredni pramyslova skola dostala zakdzku na vyhotoveni plechovych doprav-
nich znacek pro nové budované dopravni hiisté:

2 ks Dej prednost v jizdé

2 ks Zdkaz vjezdu vsech vozidel

1 ks Hlavni silnice

1 ks Prikdzany smer jizdy

1 ks Jin€ nebezpeci

1 ks Prechod pro chodce

1 ks Pozor, kruhovy objezd

1 ks KviZovatka s vedlejsi silnict

1 ks Prednost pred protijedoucimi vozidly
1 ks Stij, dej prednost v jizdé

Potfebné znacky ilustruje obr. 5 (pfevzato z webu [3]).

AS AR A
CRADOV

Obr. 5: Dopravni znacky



http://www.geogebratube.org/material/show/id/131873
http://www.geogebratube.org/material/show/id/131874

86

Podle Ministerstva dopravy musi byt dodrzeny tyto zakladni rozmeéry: rov-
nostranny trojuhelnik o délce strany 70 cm, ¢tverec se stranou 50 cm, kruh
o prumeéru 70 cm a pravidelny osmithelnik s délkou nejdelsi thlopficky 70 cm.
Vypoététe, kolik m? plechu bude potieba na vyrobu dopravnich znacek. Podafi
se klempifim vystfihnout vSechny potiebné znacky z plechové tabule o rozmé-
rech 3 m x 1,5 m? Kolik procent bude ¢init odpad? Zbyde jesté plech na
vyrobeni nékteré dalsi z pozadovanych dopravnich znacek?

7

Obr. 6: Model znacek na plechu

Prvnim tkolem z&kt je vypocet obsahti jednotlivych znacek, nasleduje zjis-
téni obsahu celkové plochy, kterou zaujimaji vSechny znacky dohromady, a jeho
porovnani s plochou daného plechu. Potud celkem tradiéni tiloha, z pohledu
zékt zdlouhava a naroc¢na na rutinni pocitani. Uzitim dynamického softwaru
ji mtiZzeme zatraktivnit. Zaktm zpifstupnime pfedem p¥ipraveny interaktivni
obrézek znacky.ggb s obdélnikovym modelem plechového platu a odpovidaji-
cim poétem geometrickych ttvart napodobujicich pozadované znacky (obr. 6).
Ti pak samostatné (nebo pfi vyuZziti interaktivni tabule spoleéné) zkousi roz-
mistit geometrické tvary tak, aby se nepfekryvaly. Tabulka ukazuje hodnoty
obsahil jednotlivych typt znacek i procentualni odpad. Vzorce pro jednotlivé
vypoCty muze ucitel vytvorit spolecné se zéky. Piiklad je ukézkou modelo-
vani pomoci pocitace a vede zadky k tivahdm potfebnym pro redlné feseni pro-
blémut. Napf. z praktického hlediska existuje nékolik zptusobti umisténi utvart
(obr. 7 a 8) a dilezité je neopomenout, Ze je tfeba jesté pomyslet na nutné
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Obr. 7: Jedna z moznosti vysledného usporadéni
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Obr. 8: Dalsi z moznosti usporadéani

Priklad 4 (P. Pochtrager, H. Pochtrager)

V Rakouskych méstech Wien, Linz, Innsbruck a Graz jsou umistény
stanice letecké zachranné sluzby s nékolika vrtulniky. Na obrazku mapy
http://www.geogebratube.org/student/mPD5JLAG6 (obr. 9) barevné vy-
znacte oblasti pouziti vrtulniki, jestlize vzdéalenost k mistu nehody musi byt
co nejkratsi.

Ze kterého mista bude vyslan zachranny vrtulnik, jestlize k nehodé do-
jde ve mésté Salzburg? Za jakou dobu muzeme predpokladat, ze vrtulnik do-
razi na misto nestésti? Pro vypocet vyuzijte idaje o vzdusnych vzdalenostech
zwww.luftlinie.org a pfedpokladejte, Ze praumérna rychlost letu je 200 km /h.

Opravy  Zobrazit Nastaveni Né&povéda

oA LA B[] @) [0 [ ) N foee] Lot [

TSCHECHISCHE REPUBLIK

o Graz 3 UNGARN

SCHWEIZ S~

ITALIEN SLOWENIEN
« Liublana
oTrento

Obr. 9: Mapa Rakouska

Priklad je zaméfen na realnou aplikaci mnozin bod@ dané vlastnosti. Navadi
zéky, aby si uvédomili prakticky vyznam grafického znazornéni takovych mno-
zin. Diky moznosti vloZeni obriazku mapy do pozadi grafického okna programu
GeoGebra a dalSich jeho néstroji mizeme experimentalné zkoumat a ovéro-
vat potrebné vzdalenosti. Zobrazeni celé situace motivuje zaky k diskusi, ze
které stanice poleti zachranny vrtulnik do Salzburgu. Spravnost svého odhadu
si ovéfi graficky (obr. 10) a také vypoctem. Z uvedeného internetového odkazu
zjisti informace o vzdusnych vzdalenostech mezi jednotlivymi mésty. Uzitim
znamého vzorce pro rovnomeérny pohyb pak spocitaji dobu letu.


http://www.geogebratube.org/student/mPD5JLAG6
www.luftlinie.org
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Obr. 10: Zasahové oblasti vrtulniki

Priklad 5 (H. Mahnelova)

Usecka AB na obrazku Lanovka.ggb (obr. 11) znazoriiuje profil lanové drahy
Lysa hora v Rokytnici nad Jizerou. Z grafu 1ze vy¢ist mnoho zajimavych infor-
maci, vite kterych? Urcete je.

Za jakou nejkratsi dobu vyjedeme sedackou nahoru, jestlize maximalni do-
pravni rychlost lanové drahy je 5 m/s?

900
[m]
8001 B

Usecka AB znazorfuje profil sedagkové lanové drahy
Lysa hora v Rokytnici nad Jizerou.

700 Co vée mizeme o lanovce z grafu zjistit?
600
500
400| g
3007
2001 |

100
.
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Obr. 11: Lanova dréha

Uloha je zaméfena na individualni praci s linearni funkei a provéfuje schop-
nost zaka vycist z grafu dulezita data potfebné k dalsim vypoctim. Obrazek lze
minimalizovat pohybem pravého dolniho rohu. Zéci pracuji samostatng, vyu-
zivaji konstrukce v nakresné nebo informace v algebraickém okné. Zaskrtavaci
policko ,napovéda“ odkryje informace, na které lze odpovédi vy¢ist z grafu.
Druhé zaskrtavaci policko zobrazi text dalsiho pocetniho tukolu. Vysledky
je mozné porovnat s informacemi na oficidlni strance http://www.lanove-
drahy.cz/7page=lan&lan=33. I v tomto pripadé pocita¢ simuluje realnou si-
tuaci a nenasilnou formou pfispiva k upevnéni zakladnich matematickych po-
znatk.



http://www.matematech.cz/wp-content/uploads/2014/03/Lanovka.ggb
http://www.lanove-drahy.cz/?page=lan&lan=33
http://www.lanove-drahy.cz/?page=lan&lan=33
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4 Zavér

Soucésti malého prizkumu na zacatku realizace projektu MatemaTech byly
dotaznikova Setfeni a fizené rozhovory mezi zaky rtiznych typt stfednich skol
za neucasti vyucujiciho. Diskuse sméfovala k vyjadieni zakd na t¥i zakladni
otazky: zda vyjmenuji kladné stranky matematiky, uvedou, co je na matema-
tice nejobtiznéjsi, a pokud by méli moznost ve vyuce néco zmeénit, aby se stala
matematika oblibené€jsi, co by to bylo? Vysledky byly podobné v obou zemich.
Ukazaly, ze v o¢ich zakl neni matematika zatracena véda, uvédomuji si jeji
vyznam pro dalsi obory a pro praxi. Za obtizné obvykle povazuji potifebnou
dtislednost, nutnost drilovych navykd a porozuméni probirané latce. Casto se
vyskytovaly nazory tykajici se vymény ucitele, potfeby zvyseni motivace k uceni
a poctu ukazek aplikovatelnosti matematiky. A pravé témito zavéry se inspi-
rovali FeSitelé projektu pfi tvorbé svych tloh. ZkuSenosti ukazuji, Ze motivaci
zakll miize zvysit propojeni matematiky s redlnym zivotem, ukazky jeji apli-
kovatelnosti pfedevsim v oblastech blizkych véku a zdjmim mladé generace.
Diilezitou roli v procesu uceni hraje také citlivé uziti vhodnych a modernich
pomucek, napf. stale oblibenych prostorovych modeld nebo inovativnich pro-
sttedk ICT. Hlavnim rezisérem vzdélavani je ucitel. Na ném zavisi, jak ochotné
se uci pouzivat nové technologie a jak vhodné je umi pouzit. I kdyZ neni v sou-
Casné dobé vibec jednoduché drzet krok v oblasti informacnich technologii se
zéky, prece jen oceni ucitelovu snahu a pfi néjakém problému radi poradi. A to
je velmi dilezité pro spravné fungovani vztahu ucitel — zak, ktery je nezbytnym
predpokladem tspésné motivace obou aktéri.

LITERATURA

[1] http://www.geogebratube.org

[2] http://www.matematech.cz

[3] http://www.zakruta.cz

Mgr. Hana Mahnelova, Ph.D.
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ZAJIMAVE ROVNICE A NEROVNICE

Dac HRUBY

Impulzem k napsani tohoto ¢lanku byla rovnice
29(6 — x) = 8u,

ktera ma kofeny =1 = 2, xo = 3, z3 = 4, jak se miZeme snadno presvéd-
¢it. Rovnici 1ze jednoduse geometricky interpretovat. Pro interpretaci zvolime
vyjadfeni ve tvaru

8x

2¢ = .
6—x

Grafem funkce na levé strané je exponenciela a grafem funkce na pravé
strané je hyperbola. Tyto kfivky se protinaji ve tfech bodech. Ukéazeme, jak lze
takovou rovnici sestavit. Vyjdeme z rovnice

ar +b
cr+d

x

a budeme tentokrat pozadovat, aby rovnice méla koreny
fEl:l, I’QZQ, $3:3.

Po dosazeni postupné dostavame

a+b 472a+b 873a+b
c+d’ C 2e+d’ " 3c+d’

a+b—2c—2d=0,
2a4+b—8c—4d =0,
3a+b—24c—8d=0.
Z nekone¢né mnoha FeSeni této soustavy K = {[—4t,—4t,t,—5¢], ¢t € R}
zvolime FeSeni {[—4,—4, 1, —5]}. Ziskdme tak rovnici

4dxr + 14
27 =
5—x’

ktera ma pozadované kofeny 1, 2, 3.
Nyni se pokusime sestavit rovnice tvaru 2% = P(z),
P(z) = ax +b,
P(z) = ax® + bx +c,
P(z) = az® + ba® + cx + d.
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Uloha 1. Sestavte rovnici 2% = ax + b, kterd méa kofeny x; = 1, 2o = 2.
Resent:
2=a+b 4=2a+0b

Pro feseni soustavy plati a = 2, b = 0. Hledané rovnice ma tvar 2% = 2x.

/

Uloha 2. Sestavte rovnici 2% = az? 4 bx + ¢ s kofeny 1 = 1,29 = 2,23 = 3.
Reseni:

2=a+b+c 4=4a+2b+c 8=9a+3b+c

a+b+c=2

4a+2b+c=4

9a+3b+c=38
1 11 2 1 11 2 1 11 2
4 2 1 4| —=10 2 3 4]—=10 2 3 4
9 3 1 8 0 3 4 5 0 0 1 2

Pro feseni soustavy plati
a=1, b=-1, c=2.

Hledana rovnice ma tvar
20 =72 — g+ 2.
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Uloha 3. Sestavte rovnici 2% = az® + bz? + cx + d s kofeny z1 = 1, 29 = 2,
T3 = 3, Ty — 4.

Reseni:
a+b+c+d=2
8a+4b+2c+d=4
27a+9b+3c+d =28
64a + 16b + 4c +d = 16

1 1 11 2 111 1 2
8 4 2 1 4 . 0 4 6 7 12
27 9 3 1 8 0 0 6 11 16
64 16 4 1 16 000 1 0
Pro feseni soustavy plati
1 8
= b = _]_, = -, d = 0
“=3 ‘T3
Hledana rovnice méa tvar
2”:§w3—x2+§m

n®=P(x), neN, n>2

Hledani Eulerova cisla
Nasledujici ulohu pouzijeme v pripadé, Ze Zaci neznaji pojem derivace funkce
a Eulerovo ¢islo. Uloha je vhodnou motivaci pro objeveni Eulerova ¢isla. Vy-

chozim bodem bude nasledujici véta:

Pro kterd a > 0 plati:

VeeR a*>14+2x

Dosadime-li x = 1, dostaneme a > 2. Ukazeme, Ze a > 2. Rovnice 2* =1+ =z
ma totiz dva kofeny x; = 0, xo = 1. Exponenciela protina pfimku ve dvou
bodech. Neplati tedy Vz e R 2% > 1+ x.
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]

’ . . 1 3
Zvolime-li x = 5, dostaneme \/a > 3,

resp. a > 2,25. Pokud mame cas a zaci
maji kalkuldtory, mtzeme postupné dosazovat r = %, r = i, atd. Logickym
vytsténim je dosazeni = 1, n € N. Dostaneme nerovnici avw >1+ % Odtud

no
jiz snadno plyne
1 n
a > (1 + ) .
n

Déle zdktum vysvétlime, ze pro dalsi dosazovéni je vyhodny interval (—1,0).
Naptiklad pro x = —% dostavame a~z > % a po upravé a < 4. Podobné pro
T = —% je "3 > % a plati a < 3,375. Pro = = —% plati a < 2,985984. Na
zékladé téchto pokusid miiZzeme s jistotou tvrdit, ze pro hledané ¢islo a plati
a € (2,3). Polozime-li nyni x = n € N, dostaneme @~ 71 > 1 — —L_

1

1'_51T7 n+l-

Pro a pak plati a < (1 + %)n+ , n € N. Spojenim predchéazejicich nerovnosti
mizeme vyslovit hypotézu:

1 n 1 n+1
VnEN:(1+> §a§(1+)
n n

Naprtiklad pro n = 100 dostaneme po zaokrouhleni 2,705 < a < 2,732.

RNDr. Dag Hruby
Gymnazium Jevicko
A. K. Vitdka 452
569 43 Jevicko
hruby@gymjev.cz
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MOTIVUJE STATNI MATURITNI ZKOUSKA
KE STUDIU MATEMATIKY?

JOSEF KUBES

Ve svém pfispévku se zamyslim nad moznosti motivace ke studiu matema-
tiky na gymnaziu a kladu si otadzku, zda zavedeni statni ¢asti maturitni zkousky
s moznosti volby matematiky zvysilo motivaci k jejimu studiu.

1 Zarazeni matematiky na nasi Skole do vyukovych plana

Moje nézory vychézeji z mnohaleté praxe na gymnéziu, které radu let pa-
tfilo ke skoldm, na kterych zaci absolvovali tfidu zaméfenou na matematiku
a byli do ni pfijimani pomérné naroénymi talentovymi zkouskami. Tento dobie
propracovany systém dostal vaznou trhlinu s nastupem viceleté formy vzdélani.
Pfesto se na nasi skole podarilo zaméfit jednu ze tiid viceleté formy opét na
matematiku. V této t¥id€ se na nasi skole vychovali velmi kvalitni budouci ma-
tematicky, pfirodovédné i technicky zaméfeni odbornici. Uvedenou trhlinu se
obsahové podafilo zacelit, ovSem cca na prelomu tisicileti byl obrovsky problém
takovou t¥idu viibec naplnit. Jeden z divoda byla naroc¢nost, ale také mnohem
snadnéjsi pristup k vysokoskolskému studiu s nizsi Grovni znalosti matematiky.
Vzdyt na piijeti stacilo absolvovani uéebniho oboru s maturitou, tak pro¢ se
uCit naro¢nou matematiku? To je pohled fady nasich studentt, ktefi s dosta-
teCnou z matematiky nastupuji na strojni fakulty.

Zatim nejvétsi tider matematickému vzdélani pfinesl SVP. V zakladnim
kurzu matematiky pro vy$si stupeti je podle RVP [1] 10 hodin. I kdyz fedi-
tel zvedl z disponibilnich hodin dotaci na 15 hodin u tzv. tfidy se zaméfenim
na matematiku a pfirodni védy [2], coZ byl maximalni mozny kompromis, proti
dotaci 24 hodin u matematickych t¥id je evidentni bytek, ktery se neda na-
hradit bez sniZeni rozsahu latky i dostateéného procviceni. Zaceleni tohoto
nepomeéru jsme c¢astecné provedli reorganizaci latky a rozdélenim studentd do
skupin a nasazenim volitelnych predmétti v maturitnim roéniku. Zakonité musi
byt vysledné kompetence nizsi, nez v pripadé zaméfené tfidy na matematiku.

2 Jaka ma byt poZzadovana naroc¢nost vyuky matematiky

V souvislosti se zménou zakoncovani studia a nastupem statni ¢asti matu-
ritni zkousky jsem si polozil otazku, zda je nutné, aby nasi absolventi opravdu
ziskavali solidni matematické zaklady s dostatecnym procvi¢enim a vyfeSenim
fady logickych a problémovych tloh. Radu tloh jsme pied zavedenim SVP
velmi Sikovné propojovali s vypocetni technikou. Mnohdy sami zaci formulo-
vali tlohy, které si ¢astecné zadali s vyuzitim programu Derive. Jako piiklad
uvedu dvé takové ulohy.
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1. Vysvétlete vijznam parametru a na prubéh funkce f:y = a - 2%.

2. Urcete mnozinu véech vrcholi parabol, které jsou grafy funkci
y =224+ bx +5, kde b je libovolné redlné ¢islo.

Ustfednim tématem naSeho setkani je motivace zakt k matematice. Ne-
troufam si na teoretické poucky a zavéry. Nasledujici poznatky spiSe vychazeji
z kazdodenniho kontaktu se studenty. Osobné jsem si studenty rozdélil zhruba
na Ctyii skupiny.

V prvni jsou zaci, ktefi jsou obdarovani matematickymi schopnostmi. Ty ne-
musime motivovat. Jejich schopnosti je tfeba rozvijet a smifit se s tim, Ze nas
tito studenti brzy pferostou. Takové studenty sméfuji do matematické olympi-
ady, korespondencnich soutézi a soustfedéni, kde se setkavaji se stejné talen-
tovanymi vrstevniky a mnohem fundovanéj$imi prednésejicimi. Nasim tkolem
je takové studenty i s jejich obcasnou slozitou povahou rozpoznat a spravné
je nasmérovat. SpiSe vidim nasi roli v socialni oblasti a pomoci zaclenéni do
zbytku t¥idy, nebot Gasto ziistdvaji nepochopeni.

Do druhé skupiny zafazuji studenty, ktefi nejsou matematickymi vyraznymi
talenty, ale jsou pfirozené inteligentni. Nelze s nimi dosahovat na tlohy olym-
pionického typu, ale pfi dostatecném vysvétleni pojmi a pfislusSnym procvice-
nim, jsou schopni nachazet souvislosti a matematicky aparat aktivné pouzivat,
aniz by jim to pfinaselo obtize. Tady vidim pro nés veliky prostor. Podnitit
chut premyslet a z danych poznatkii vyvozovat dalsi souvislosti, to je ta ob-
last, kterou budou potiebovat v dalsim studiu libovolného oboru. Tady vidim
nezastupitelnou tlohu matematiky.

Do tfeti oblasti zafazuji studenty, ktefi i pfi maximéalni snaze jsou schopni
zvladnout pouze typové tlohy. I kdyz zadame typové podobnou tlohu s pozmé-
nénym zadanim, nejsou schopni ji vyfesit. Napriklad dat do souvislosti predpis
linearni funkce a smérnicovou rovnici pfimky je na hranici jejich schopnosti.
V takovém pfipadé se snazim rozvijet alespon zakladni obraty a sméfovat je
na obory, ve kterych budou vice pouZivat pamét, nez logické uvazovani.

Ve ¢tvrté skupin€ se trapim se studenty, ktefi se studiu brani, a vzdélavam
je proti jejich vuli. Vétsinou jim staci absolvovani s minimélnim tsilim. Je to
jejich zptisob plnéni povinnosti a je tfeba jim nastavit minimum tak, aby nebylo
dosazitelné bezpracné.

Mé déleni je interni a urcité hrubé. Ale v mé praci vétsinou staci pro zvoleni
metod prace a komunikaci se studenty.

Aniz bychom si to uvédomovali, motivujeme sami sebou. Je-li ucitel matema-
tiky tvorivy, prenasi se takova vlastnost i na zaky. Pokud predava hotova fakta,
asi nevychova studenty hledajici souvislosti. V matematice je osobnost ucitele
snad jesté vyraznéjsi nez v jinych predmétech. Samostudia novych poznatki
v matematice je schopna jen velmi mald ¢ist populace. Situace se podstatné
zméni, pokud studentiim latku zasadime do kontextu, vyvodime nové zaveéry
z jiz existujicich. Pokud zadané tlohy zacinaji studenti zvladat, dostavaji zdra-
vou chut jit dal. Nastaveni obtiZnosti a jeji postupné zvySovani, pfipadné sni-



96

Zovani je zase na osobnosti ucitele. Vzhledem k naroc¢nosti vystupt v RVP pro
gymnazia a pozadavku ke sloZzeni statni maturitni zkousky z matematiky je
v omezené mife i prostor, kam snizovat.

Shrnu-li své uvahy, dochazim k zivéru, ze na mou polozenou otizku, zda
je nutné, aby nasi absolventi opravdu ziskavali solidni matematické zéklady
s dostatecnym procvi¢enim a vyfesenim rady logickych a problémovych tloh,
dochéazim k zavéru, ze se posunujeme spise k zakladiim, nez solidnim zakladtm.
Problémové tlohy dnes jiz vétsinou fesi pouze studenti z mé prvni skupiny.

Pri¢iny opravdu vidim v minimalni casové dotaci. Vétsina latky je spisSe
odprednasena bez dostateéného procviceni. Mame dvé moznosti. Vypustime
tradi¢ni stfedoskolska témata a budeme se drZzet pouze témat v RVP. Stu-
dentiim ovSem budou chybét napi. komplexni ¢isla. Jejich znalost ovsem fada
oboru vysokych skol vyzaduje. Nebudu tady rozebirat diferencialni a integralni
pocet.

Druhé moznost je spiSe prejit k faktickému predavani poznatki a soustfedit
se na feSeni uloh a aplikovat fakta. Prostor k motivaci studentt se tak docela
vyrazné snizuje. Tento pTistup ovSem docela dobre postacuje k dalsimu studiu,
nebot staci ovladat kalkul.

Dalsim nepfitelem je pro nas mensi doméci priprava a jeji pravidelnost.
Studenti vétsinou pracuji narazové. Jejich znalosti jsou v takovém piipadé ne-
souvislé a velmi tézko se na nich necha stavét. Soustavnou praci lze obvykle
u studentl pozorovat v zavéru studia, kdy se pfipravuji na pfijimaci zkousky
formou SCIO testt a nasledné maturitni zkousku.

3 Motivace a maturitni zkouska

Zaveér studia ukoncuje zatim ve statni ¢asti maturitni zkousky zkouska z ja-
zyka Ceského a volba mezi matematikou a cizim jazykem. Na nasi skole je ve
vétsi mife volena matematika. Ze 150 maturujicich zakt si matematiku vybralo
115 studentt. Takova volba je Castecné zapri¢inéna zamérenim, ale také zdan-
livé jednodussi formou. Z pohledu studenta staci zvladnout jeden didakticky
test oproti didaktickému testu, pisemné praci a tstni zkousce.

Statni maturitni zkouska z matematiky pro vlastni vyuku matematiky na
nasi Skole prinesla pozitivni, ale i negativni pfinos.

Za kladné lze hodnotit, Ze studenti musi zvladnout alespon zékladni kom-
petence a mit pfehled a jistotu ve znalostech danych pozadavky. Vzhledem
k poctu tloh musi byt kazda tloha v podstaté na jeden jev. Kromé znalosti za-
kladni matematiky musi mit student také solidni ¢tendfskou gramotnost, nebot
je tfeba v kratkém casovém okamziku pfecist a pochopit rozsah cca deseti stran
odborného textu. Radu studentii donutila k opakovani a utiibeni si minima,
ktery by mél gymnazista zvladat.

Za negativni povazuji pravé rozsah latky. Napfiklad talohu ¢. 3 jarniho ter-
minu roku 2014 [3]:
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Viraz (s proménnou a € R)
3la — a(a —1)]?

zjednoduste tak, aby neobsahoval zdvorky.

by mél zvladnout zak zakladni skoly, ktery se o studium na stfedni skole uchazi.
Pochopitelné, ze se najdou tlohy, které jsou typicky stredoskolské a vyzaduji
logické uvazovani. Presto po zadani testu z minulych let jej vétSina studentt
napise bez pripravy a ziska tak dojem snadného zvladnuti. Pokud si zaci odne-
sou jen znalosti v rozsahu statni maturitni zkousky, musi na fadé vysokych skol
technického, prirodovédného i matematického zaméfeni hodné dohanét a prvni
rok vysoké Skoly je pro né naroc¢ny. Z fady rozhovort se svymi absolventy
vim, Ze vyuka matematiky na vysokych Skolach s timto faktem v urcité mire
pocita, ale problémem jsou vétSinou prirodovédné a technické predmeéty, kde
se pouzije obrat naptiklad z matematické analyzy a student se latku nauci
mechanicky bez porozuméni. Dalsi paradox, ktery vnimam, je uziti moderni
techniky. V obecné roviné je v RVP [1] pozadovano vhodné vyuziti ICT, ale
zak pri zkouSce muze pouzit pouze kalkulator se zékladnimi funkcemi. Jdeme
trochu proti vyvoji v praxi. Spise mam pocit, Ze je podporovano pamétné uceni
nez tvorivy pristup.

Dalsi negativum vnimam v p¥inosu pro zdka. Student hodnoceny znadmkou
vyborné mé pieci perfektni znalosti, ale on sdm velmi tézce muze odhadnout,
7e ovlada jen zaklad. Ma opravnénou predstavu, ze je dostatecné pripraven pro
studium vysokoskolskych obort, kde je matematika hlavnim, pripadné pod-
purnym predmétem. Myslim si, Zze tomu tak Gplné neni a trochu studenttm
IZzeme. Porovnam-li komplexnost a naro¢nost maturitni pisemné prace ve t¥i-
déch zaméfenych na matematiku a matematiku a fyziku, které byly centralné
zadavané, a soucasnou maturitni zkousku, musim konstatovat, ze po zvladnuti
starsiho typu zkousky byly garantovany vyssi matematické kompetence. Pocho-
pitelné si uvédomuji, ze takto zamérené t¥idy nebyly pro kazdého stiedoskolaka
a trochu se dostavam na jiny tthel pohledu.

Pfesto povazuji statni maturitni zkousku za urcity piinos a donuceni ¢asti
studentské obce ke shrnuti a upevnéni matematickych kompetenci na zakladni
drovni. V tomto okamziku lze Fici, ze dochazi k motivaci studia matematiky,
ovSem asi ne takové, kterou bychom si predstavovali.

4 Zavér

M¢é kritické poznadmky jsou namétem k zamysleni. SpiSe chci apelovat,
abychom studenttim jasné sdélili, ze pozadavky stanovené statni maturitni
zkouskou jsou spiSe minimem, které by gymnazista mél zvladnout a ne cilem,
kam bychom méli dojit.
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MATEMATICKA ANALYZA NA STREDNICH SKOLACH:
MINULOST, SOUCASNOST A BUDOUCNOST

ANTONIN JANCARIK

Obsahem tohoto ptispévku je predstaveni alternativniho pfistupu k vyuce
matematické analyzy na stfednich skolach. Pfispévek reaguje na aktudlni zmény
vzdélavacich programi, v ramci kterych byla vyuka matematické analyzy vy-
fazena z uciva stfednich skol.

1 Pohled do historie

Matematickd analyza tvori jednu z fundamentalnich oblasti matematiky.
Zvladnuti nekonecCna, se kterym se v matematické analyze setkdvame, tvoii
zéklad pro studium jak technickych, tak i pfirodovédnych obori. Matematicka
analyza se jako védni obor zacala formulovat v prvni poloviné 17. stoleti. S né-
kterymi myslenkami, ze kterych matematicka analyza vychézi, se vSak miizeme
setkat jiz u starofeckych matematiki.

Z puvodné univerzitniho prostfedi se vyuka matematické analyzy zacala
presouvat na Skoly stfedni na konci stoleti devatenactého (pfipomenime Gesky
psany ucebni text Pridavek k Algebie pro vyssi gymndzia profesora Simerky
z roku 1864 ([1]), ktery zavadi zékladni pojmy diferencidlniho a integralniho
poctu). Systematické snahy o zavedeni matematické analyzy do stfedoskolské
vyuky lze datovat do prvnich let stoleti dvacatého. V roce 1905 na setkani
némeckych prirodovédct v Meranu vystupuje vyznacny matematik a pozdéjsi
prvni prezident ICMI Felix Klein a pozaduje zafazeni zakladd diferencidlniho
a integralniho poc¢tu do stfedogkolské matematiky, nebot tzv. funkéni mysleni
ma tvorit osu vyucovani v matematice.

Kleinova snaha, znama také jako Kleiniv program, se setkala s vielou ode-
zvou v mnoha evropskych zemich, vcetné zemi Ceskych. Za vSechny snahy
uvedme prednasku K otdzce infinitesimdiniho poctu na rakouské stiedni skole
gkolniho rady K. Zahradnicka z roku 1906 (citovano dle [2]), ve které uvedl:
»,Je velmi zadouci, aby ve stfedoskolské matematice byl obsazen pojem funkce
a prvky diferencidlniho a integralniho poctu; je to nutné pfi modernim pojeti
didaktiky matematiky, mé-li odpovidat souc¢asnému védeckému pojeti, a je to
nutné i pro pouziti matematiky ve fyzice, kterd svym charakterem spada do
oblasti infinitesimalni analyzy, jejiZz metody zde mohou byt jednoduse uzity.“

Argumenty, které pro zavadéni matematické analyzy zaznély, byly natolik
zavazné, ze matematickd analyza se postupné stala soucasti u¢iva matematiky
na gymnaziich a technickych skolach. Naptiklad na gymnéaziich se zaméfenim na
matematiku se studenti seznamovali se zdklady diferencidlniho a integrélniho
po¢tu povinné jiz od t¥etiho roéniku. Kromé specializovanych texti (napf. [3])
bylo obvyklé, ze studenti téchto skol Cerpali znalosti i z klasickjch vysoko-
Skolskych materialti, jako jsou napiiklad knihy profesora Jarnika. Ulohy, které
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byly v té dobé pouzivany napiiklad pii pisemné maturitni zkousce z matema-
tiky, jasné ukazuji, Ze troven vyuky matematické analyzy byla na velmi vysoké
arovni. Je také jasné, ze vyznamné pozitivnim zptsobem ovliviiovala znalost
fyziky.

2 Zmény RVP

K vyrazné zméné pristupu k vyuce matematiky na stfednich skolach doslo
s vydanim novych Ramcovych vzdélavacich programi. V ramci uprav obsahu
uciva doslo k tomu, Ze diferencialni a integralni pocet jiz neni soucasti po-
vinné vyuky matematiky na stfednich skolach. Ramcovy vzdélavaci program
pro gymnazia sice v ramci o¢ekavanych vystupid stanovi, ze student formu-
luje a zduvodniuje vlastnosti studovanych funkci a posloupnosti, feSeni tohoto
typu tloh pomoci diferencidlniho po¢tu vSak neni povinné. Ve statni maturité
(dokonce ani ve zkousce Matematika+) se proto dnes nesetkdme s zadnymi tlo-
hami na limity, derivace ¢i integraly. Vyuka matematiky na stfednich skolach
se svym obsahem vratila v jedné ze stéZejnich oblasti — v oblasti funkéniho
mysleni — zpét na troven devatenactého stoleti. Podobné jako v té dobé ma
vyuka diferencialniho poc¢tu podobu nepovinného rozsifeni, kterému se vénuje
par nadsenct na elitnich skolach.

Dopady, které bude mit tento krok na studium na vysokych skolach, je v sou-
Casnosti jesté tézké hodnotit. Je ale zfejmé, zZe se stéle vice rozeviraji ntizky mezi
studenty, kteti prichézeji ze skol, které matematickou analyzu vyucuji, a témi,
ktefi se s ni poprvé setkaji az na vysoké skole. Mnoho zaki se se zakladnimi
koncepty matematické analyzy — limitou, derivaci, ¢i integralem setkava az pri
studiu na vysoké skole. Neziidka se setkavame s tim, ze studenti nejsou schopni
tyto koncepty pochopit a jsou diivodem pro ukonceni jejich studia.

Vytazeni matematické analyzy z uciva stfedni Skoly sebou nese i podstatné
otazky teoretické, tykajici se pfipravy budoucich uciteliit matematiky. Zasadni
jsou predevsim nasledujici dve:

1. V jakém rozsahu ma byt matematicka analyza, ktera doposud s algebrou
a geometrii tvorila zédkladni pilite pfipravy budoucich ucitelt, soucasti
studia? Je smysluplné vénovat takovou ¢ast pfipravy predmétu, ktery
ucitelé nebudou ve své praxi viibec potiebovat?

2. Jakym zpiisobem s matematickou analyzou seznamovat jak budouci
uCitele matematiky, tak i stfedoskolské zaky, ktefi maji o tuto proble-
matiku zajem, nebo ji budou potfebovat pri svém studiu na vysoké
skole?

Prvni otazka je z velké miry otazkou politickou, o které budou rozhodovat
garanti studijni programi, reprezentace vysokych skol i akredita¢ni komise. Je
mozné, ze se soucasny trend otevieni stfedoskolského i vysokoskolského stu-
dia pokud mozno co nejvétsimu poctu studentd, tedy i studentiim primérnym
a podpramérnym, ¢asem zméni a naroky na studenty kladené se opét zvysi.
V takovém pripadé by se ustupovani ze soucasnych pozic a snizovani narokt
na budouci ucitele mohlo ukazat jako krok kratkozraky a chybny. Mnohem za-
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jimavéjsi se vSak jevi druha otdzka. Nedava presunuti latky z oblasti povinné
do oblasti volitelné prostor pro zménu ptistupu k vjuce? Je pravdou, Ze ja-
zyk epsilon-delta aritmetiky nam poskytuje piesnost vyjadfovani. Na druhou
stranu je pro mnoho studentd piekazkou pro porozuméni konceptlim a stava
se pouze jazykem nesrozumitelnym, ktery pochopeni véci pfispiva jen pramaélo.
V myslich zaku a studenti tak misto pfedstav a obrazl zlstavaji jen formélné
zapamatované a slovo od slova opakované definice. Vyrazeni analyzy z povin-
ného uciva otevird prostor pro navrat k pivodnimu, mnohem intuitivnéjsimu
pristupu k tomuto prfedmétu, ktery je zalozen na predstavé nekoneéné malych
velic¢in, pristupu, ktery pouzival Leibnitz a Newton. Na nekone¢né malych ve-
li¢inach je zaloZen i jiz vySe zmifiovany ucebni text Simerkv.

3 Nekoneéné malé velié¢iny

Nekonec¢né malé veli¢iny nejsou jen reliktem minulosti, mnoho soucasnych
matematikti se snazi o jejich rehabilitaci a zavedeni formou jasnou, nepostra-
dajici védecké presnosti, tak i o rehabilitaci tohoto konceptu z pohledu filozo-
fického. Za vsechny pfistupy jmenujme nestandardni analyzu A. Robinsona, al-
ternativni teorii ¢isel rozvijenou v ramci kombinatorické teorie her, ¢i myslenky
vyznac¢ného Ceského matematika a filozofa prof. Petra Vopénky, které jsou do-
stupné v jeho dile Calculus infinitesimalis. Vyuka matematické analyzy pomoci
nekonecné malych veli¢in je také pouzivana na riznych zahrani¢nich vysokych
skolach. Pro zavedeni na ¢eské stfedni skoly jsou vSak potfebné ucebnice a me-
todické materialy pro ucitele v Ceském jazyce. V soucasné dobé jsou dostupné
materialy, které vznikly v ramci projektu OP PA Podpora védy a prechodu
na VS. V ramci tohoto projektu byl vytvoien on-line kurz pro stiedogkolské
studenty a akreditovan kurz Nestandardni analyza pro ucitele, ke kterému byl
vydan kratky stejnojmenny ucebni material.

V dalsim textu se pokusim pfedstavit zdkladni myslenku infinitesimélniho
poc¢tu — nekoneéné malou veli¢inu a jeji pouziti zplusobem, je tento pojem
v obou kurzech zavadén a vyuzivan.

Pojem nekonecné malé veli¢iny je nejproblematictéjsim mistem celého in-
finitesimalniho poc¢tu. Nekone¢né mala je na jednu stranu vétsi nez nula, ale
soucCasné mensi nez vSechna realné cisla. Pro mnoho uvah si lze nekonecné
malou predstavit jako velice malé ¢islo (napf. takové, ze jej kalkulacka pfi vy-
poctech jiz ignoruje a zaokrouhluje na nulu). Takto malé ¢islo jiz neni nutné
brat v ivahu pri pocitani s redlnymi ¢isly, prostym pri¢tenim se nam jednoduse
ztrati. Pokud vynasobime redlné ¢islo nekoneéné malou veli¢inou, dostaneme
opét nekonecné malou veli¢inu, a tudiZz z naseho pohledu poc¢itani s redlnymi
¢isly nulu. Pokud ale napiiklad nekonec¢né malou veli¢inu umocnime na dru-
hou, dostaneme veli¢inu, ktera je i v optice nekone¢né malych tak mala, ze ji
muizeme zanedbat.

P1i praktickych vypoctech ndm nekoneéné malé veli¢iny vstupuji do vypo-
¢ta jako zmény. Otazkou, kterou si budeme opakované pokladat, je, jak se
zmeéni hodnota funkce pfi zméné proménnych. Tuto zménu budeme nazyvat di-
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ferencidlem a znacit pomoci §. Pokud mame funkci danou predpisem y = f(z)
a provedeme zménu proménné o Jx, zméni se hodnota funkce o dy. Dostavame
tedy rovnici

y+dy = f(z + dx),

odkud upravou a dosazenim dostavame zakladni vztah

oy = f(xz + 0x) — f(x).

Diferencial funkce nam popisuje, jak ,rychle“ roste funkce v okoli bodu =z.
Pokud je funkce dostatecné ,hladka“ muzeme jeji chovani v okoli bodu popsat
s dostateénou pfesnou pomoci pfimky (viz obrazek 1). Tuto pfimku budeme
nazyvat tecnou. Pro urceni pribéhu funkce je velice dilezité znat smérnici
te¢ny, nebot ta nam uréuje ,rychlost ristu“ funkce v daném bodu. Smérnici
teCny budeme nazyvat derivaci funkce a budeme ji vyjadfovat jako tangens
thlu, ktery svira te¢na s osou x. Pokud zname diferencial funkce, miize derivaci
snadno vypocitat pomoci vzorce pfi pouziti nekone¢né malého dx:

]
) =3

Obr. 1: Aproximace funkce teénou (zdroj: [4])

4 Ukazka pouziti — derivace funkce sinus

Je potfeba si uvédomit, ze podminka ,hladkosti“ je pfi naprosté vétsiné
vypoctu spojenych s redlnym Zivotem splnéna. Ke zménam fyzikalnich veli¢in
dochézi spojité, nikoli skokovité. Predstava aproximace kiivky na malém okoli
pomoci tsecky nam umoznuje pocitat nejen délku kiivky ¢i obsah a objem,
ale také urcit derivaci funkce. Jako praktickou ukazku si predstavime odvozeni
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vzorce pro derivaci funkce sinus. Pro derivaci sinu a kosinu musime pouzit jejich
geometrickou interpretaci (viz obrézek 2).

1.2

cos() A = (cos(a), sin(a))

sin(a)) \ T

(e}
0 02 04 06 038

1 -0.8 -06-0.4 -0.2 12 14 16 18 2

Obr. 2: Sinus a kosinus (zdroj: [4])

Pfi velmi malé zméné (zvétseni) thlu « o da lze kruznici aproximovat jeji
tecnou a bod A se posune po teéné o da, nebot velikost thlu je uvddéna piimo
obloukovou mirou, tedy délkou ptislusného oblouku na jednotkové kruznici. Na
nasledujicim obrazku je znazornén vyrez z obrazku 2, na kterém je zobrazen

jako bod A.

dov - cos(g —a)

A’ = (cos(a + dav), sin(a + dav))

da - 9117(% —a) do

o+ oo

- A = (cos(a), sin(a))

Obr. 3: Zmény hodnot goniometrickych funkei (zdroj: [4])

Z obréazku 3 je zfejmé, ze kdyz zvétsime velikost ihlu o o nekoneéné malou
velicinu o, zvétsi se hodnota funkce sinus o sin(§ — «)da = cos(a)dc. Plati
tedy, ze derivaci sinu je kosinus.
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5 Zavér

Matematicka analyza byla a je nastrojem, ktery je nezbytny pro studium pii-
rodnich véd. Soucasna situace, kdy bylo toto téma vyfazeno ze stfedoskolského
studia, vede k tomu, Ze na vysoké skoly pfirodovédného a technického zamé-
feni pfichazi studenti, kteri se s timto tématem nikdy nesetkali a maji tudiz
pfi svém studiu potize. Na druhou stranu vyrazeni tématu z osnov umoziuje
ucitelim seznamovat své zaky s timto tématem jinak, nez kdyby se jednalo
o latku povinnou. V rdmci projektu Podpora védy a prechodu na VS, jehoZ
vysledky jsou v ¢lanku pfedstaveny, byly zpracovany zakladni materialy, které
umoznuji alternativni pfistup k matematické analyze. Véfime, Ze intuitivni pfi-
stup vyuzivajici nekonecné malé veli¢iny je pro zaky srozumitelnéjsi a umoznuje
snazsi porozumeéni principtim kalkulku i jeho vyuziti pro praktické vypocty jak
v geometrii, tak i pfirodnich védach.
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NEKTERE PRICINY PROBLEMU
STREDOSKOLSKYCH STUDENTU V MATEMATICE

RUZENA BLAZKOVA

Prispévek uvadi zamysleni nad nékolika pfi¢inami, které zptisobuji stfedo-
skolskym studentim problémy v matematice, a nad moznostmi, jak studenttim
pomoci tyto problémy prekonavat. Soucasny stav trovné matematickych vé-
domosti neposkytuje pravé diuvod k radosti, vysledky maturit v matematice
nejsou také praveé uspokojivé. Jaké jsou pifi¢iny tohoto stavu a kde je mtizeme
hledat? Muzeme je nalézt v mnoha oblastech, jak spoleenskych, tak skolskych,
nékteré lze vyukou napravovat, jiné ne. Zamérime se zejména na oblasti, které
souviseji se studentem, jeho pfedpoklady ke studiu, moznostmi zvladnuti uciva
a postojem studenta k vzdélavani na stfedni skole.

1 Pfiéiny problému v matematice

Pri¢iny problémi stFfedoskolskych studentti v matematice je mozné rozc¢lenit
do nékolika skupin:
e piiCiny zptsobené specifickymi poruchami uceni,
e piiciny zptsobené osobnostnimi vlastnostmi studenta,
e piiciny zpisobené nevhodnou vyukou pro zdky s poruchami uceni,
e piidiny zpusobené systémem piijimani na stfedni skoly.

1.1 Specifické poruchy ucent

Problematika specifickych poruch uceni obecné je predmétem zéjmu uciteli
zékladnich skol, avsak v soucasnosti se posouvéa i na Skoly vyssich stupnid. Na
stfednich i vysokych skolach studuji studenti, ktefi méli v détstvi diagnostiko-
vanu nékterou ze specifickych poruch uceni, byl na né v této souvislosti bran
ohled ve vyuce, a tito zaci potifebuji pochopeni i na stfednich a vysokych sko-
lach (néktefi je dokonce vyzaduji). Nejde pfitom o tlevy ve vyuce matematiky,
ale o vypracovani vhodnych kompenzac¢nich a reedukacnich postupi, které na-
pomohou zaktm pii studiu zvoleného oboru. Téma poruch uceni je aktudlni
z mnoha davodi:

e Pocet zaku se specifickymi poruchami uceni na vsech typech kol neu-
stale narusta.

e Pozadavky na vystupni znalosti zak se zvySuji (napf. vzhledem ke
statni maturité z matematiky), pfitom vstupni védomosti ¢asto nejsou
stanoveny a jsou na nizké trovni.

e Na mnoha Skoldch nejsou jasné formulovany vstupni pozadavky na veé-
domosti v matematice, ani vystupni pozadavky na profil absolventa
tykajici se matematickych znalosti.

e Zvysuji se i pozadavky na matematické znalosti v mnoha povolanich.
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Mezi specifické poruchy uceni fadime dyslexii, dysgrafii, dysortografii,
dyskalkulii, dysmuzii, dyspinxii, dyspraxii. Jednotlivé poruchy se navzajem
ovliviiuji a témeér vsechny maji vliv na vysledky studenta v matematice.

1.2 Dyskalkulie a jeji projevy

Pod pojmem dyskalkulie rozumime specifickou poruchu, kdy zak ma zietelné
obtize pfi praci s matematickymi objekty, pfitom ma primérnou az nadprimér-
nou droven rozumovych schopnosti, pfiznivé sociokulturni zazemi, avsak pro-
jevuje se u néj dysfunkce centralni nervové soustavy v uréité oblasti (napf. ko-
gnitivnich center mozku). Dyskalkulie byva zpravidla diagnostikovdna na prv-
nim stupni zékladni skoly, avsak v poslednich letech neni vyjimkou, ze se dia-
gnostikuje i u stfedoskolskych studentid. Mizeme se setkat se zaky a studenty,
ktefl nepodcenuji matematické vzdélavani, vénuji pfipravé do matematiky ve-
liké tsili, avSak jejich vysledky neodpovidaji vynalozené namaze.

Klasifikaci dyskalkulie provadéji specidlni pedagogové (napf. Kos¢ 1972, No-
vék 2004) a podle toho, kterd oblast je postiZena, rozlisuji dyskalkulii:

e Praktognostickou — porucha manipulace s konkrétnimi predméty nebo
symboly, u zaka se nevytvori pojem prirozeného ¢isla a v névaznosti na
to i pojmy v dalsich &iselnych oborech (desetinné &islo, zlomek). Zak
neni schopen provadét diferenciaci geometrickych ttvart, méa poruchu
prostorového faktoru, pravolevé orientace.

o Verbdlni — 74k mé problémy se slovnim oznacovanim piredmétii, ope-
ra¢nich znaki, symbold, neumi vyjmenovat fadu ¢isel v urc¢itém uspo-
rfadani, nepochopi vyslovené ¢islo, symbol.

e Lexickou — zak neni schopen ¢ist matematické znaky, symboly, zamé-
nuje tvarové podobné ¢islice, mé poruchu orientace v prostoru, poruchu
pravolevé orientace.

e Grafickou — zak ma problémy se zapisem matematickych znaku, zapi-
sem vicecifernych ¢isel, zapisem cisel v algoritmech operaci, rysovanim
obrazcti. Velké problémy mu ¢ini psani ¢isel podle diktatu.

e Operacni — projevuje se naruSenou schopnosti provadét matematické
operace s prirozenymi Cisly (i s ¢isly v dalgich oborech), zék jednotlivé
operace zameénuje, ma problémy s osvojovanim pamétnych spojt, s pro-
vadénim algoritmid pisemnych operaci, s respektovanim priority operaci
apod.

e Jdeognostickou — jde o poruchu v pojmové oblasti, v chapani vztaht
mezi jednotlivymi pojmy, poruchu pfi zobecnovani, feseni slovnich tloh
apod.

Jde tedy o specifickou vyvojovou poruchu projevujici se v oblasti matema-
tiky, zejména v nabyvani a pouzivani zakladnich pocetnich dovednosti, jejiz
pri¢inou neni mentalni retardace nebo nevhodny zptisob vyuky.

Z4ci a studenti dosahuji v ostatnich pfedmétech priimérnjch az nadprimér-
nych vysledkt, v matematice maji vSak velké problémy, casto propadaji.
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1.8 Vliv dalsich specifickych poruch na uspésnost v matematice

Pokud ma zék nebo student diagnostikovanu nékterou dalsi ze specifickych
poruch uceni, je tfeba s nimi podcitat i pfi vyuce matematiky. Jednotlivé poruchy
se ovliviiuji a nedostatky v matematice nemusi byt zptisobeny neznalosti, ale
prévé nékterou z dalsich poruch uceni:

Dyslexie postihuje rozliSovani nékterych pismen, ¢islic, porozuméni textu,
zejména zadani matematickych a slovnich tiloh, pouzivani symbolického jazyka.
Nejvétsi problém ¢ini prepis textu slovni llohy do matematického symbolického
jazyka. Pomalost ¢teni omezuje zéka v matematice, student pak miize prozivat
stres z ¢asového faktoru.

Duysgrafie se projevuje v obtizich pfi osvojovani si zapisu jednotlivych éislic,
Cisel, znaktl, zapisem cisel v algoritmech jednotlivych operaci, problémy pii ry-
sovani. Chyby v matematickych operacich mohou byt zpisobené neupravenosti
zapist nebo vyraznou pomalosti pfi psani.

Dyspinzie se projevuje v neobratnosti pfi zvladani jemné motoriky ruky,
projevuje se v obtizich pfi rysovani, v chapani vztahu rovina — prostor.

Dysmuzie se v matematice projevuje zejména ztratou smyslu pro rytmus,
ktery je v matematice také duilezity.

Dysprazie mé vliv na upravenost matematickych praci, upravenost naryso-
vanych obrazk, ticelnost usporadani pracovniho mista apod.

Ucitel matematiky nemuze podceriovat ostatni specifické poruchy uceni, ne-
bot pravé tyto poruchy mohou byt pfi¢inou nékterych problému zaka v mate-
matice.

»

2 Dalsi pFiéiny netuspésnosti studenttt v matematice

Na tspésnost zakt a studenttt v matematice ma vliv fada dalsich Cinitelu.
Jde zejména o samotnou matematiku, osobnostni vlastnosti studenti, pfistup
ulitele matematiky, piistup rodict.

2.1 Obsah matematiky

Matematika je disciplina, kterd pracuje s abstraktnimi pojmy a jejich
spravné vytvareni je narocné na psychiku zaka. Ma presnou logickou vystavbu
a je budovana deduktivné. Proces zobectovani a abstrakce vyzaduje schop-
nost postupné prechéazet od konkrétnich predstav k obecnéjsim, a to je pro
zaky velmi slozité. I kdyz se ve Skolské matematice vyuzivaji vesmés induktivni
pristupy, uréité zobecnéni a abstrakce jsou nutné (napfiklad jiz p¥i vytvafeni
pojmu piirozeného éisla, zlomku apod.). Navic skolskd matematika je predmé-
tem, kde kazdy prvek nizsi irovné je nezbytnym predpokladem zvladnuti prvki
vy$si irovné, tedy zaci si musi to, co se jiz dfive naucili, neustale pamatovat.
Napriklad zvladnuti pamétného pocitani je nezbytné pri pocitani pisemném,
tedy pfi vyuce algoritmti pocetnich operaci. Pfitom zaci neustale vyuzivaji
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paméti dlouhodobé, kratkodobé i pracovni. Zasadni stanovisko pro vytvareni
védomosti v matematice je mozné uvést takto:
a) nejprve je nutné pochopeni kazdého z matematickych pojmt a jeho
spravné vytvoreni,
b) podle schopnosti zakt je tfeba stanovit miru védomosti a dovednosti,
které jsou schopni vzhledem ke svym predpokladim zvladnout,
c¢) neustéle je tfeba posilovat pamét.

2.2 Osobnost zZdka

ZAci se nerozvijeji stejné rychle, nékteré myslenkové operace mohou mit vy-
vinuty ponékud pozdéji, avSak pritom neni sniZzena troven jejich rozumovych
schopnosti a ani nemusi trpét specifickou poruchou uceni. Pri¢iny netspécht
zakll v matematice mohou byt zptisobeny urcitou nedozralosti vzhledem k da-
nému ucivu. Castokrat se stava, ze zak v daném okamziku ucivo nechape, ale po
ur¢itém ¢asovém tseku (napt. za ptil roku) chape toto ucivo jiz bez problémti.

Dalsi pfic¢iny problému zakt v matematice souviseji s jejich volnimi vlast-
nostmi. Matematika vyzaduje kazdodenni systematickou praci. Pokud zaci
nejsou schopni k této praci se sami pfimét a pokud v jejich okoli neni ni-
kdo, kdo by jim pomohl, nemaji Sanci na tspéch v matematice. Vétsinou se
objevi problém v nékterém useku uciva a zak jiz neni schopen sam navazat
a zvladat ucivo néasledujici. S malou tspésnosti zakti v matematice souvisi také
jejich nepozornost, nezdjem, ale také malé sebevédomi, tzkost, ztrata nadéje
na uspéch, role outsidera mezi spoluzaky aj.

Velmi dilezité je sledovat tzv. psychické bariéry, kterymi jsou napf. syn-
drom bilého papiru — obavy z pisemnych praci, pétiminutovek, dale obavy ze
sloupct prikladi, slovnich tloh, nékterého tématu aj. Tyto psychické problémy
jsou velmi zadvazné a je tfeba je vnimat jako varovné signdly v praci ucitele
a v komunikaci se zaky. Podezirat zaky, ze néco tzv. predstiraji, mtze byt
velmi nebezpecné.

2.3 Osobnost ucitele

Nejcastéjsi priciny poruch uceni déti v matematice, souvisejici s osobnosti
ucitele, mohou byt zptsobeny nedostateénou odbornou znalosti ucitele, jak
v oblasti matematiky, tak v oblasti pedagogicko-psychologické a specialné pe-
dagogické. Déle jsou pfi¢iny poruch ve stylu vyuky, ktery mize byt dobry, ale
neni vhodny pravé pro tohoto zaka, volbé metod préce, dale pak v oblasti ko-
munikace se zaky, v nedostateéné trpélivosti ucitele, formalnim pfistupu k praci
se zaky s problémy v matematice. Pfi¢iny mohou byt také v nedostate¢né moti-
vaci zaka k uceni i nedostateéné motivaci matematického uciva, v nezvladnuti
problematiky hodnoceni a klasifikace apod. Pro zaky je velmi malo motivujici
ucitelovo ocekavani snizeného vykonu zadkt s poruchou uceni bez nadéje na
zlepsSeni, nebo nedostatek empatie ucitele k zaktim s dyskalkulii.
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2.4 Vv rodici

Reakce rodic¢ti na netispésnost v matematice i na poruchy uceni v matematice
je rizna a mizeme uvést nékolik skupin podle vztahu k jejich ditéti. Do prvni
skupiny mizeme zaradit rodice, ktefi maji pro dité plné pochopeni, spolupra-
cuji s pedagogicko-psychologickou poradnou i ucitelem matematiky a snazi se
ditéti pomoci vzhledem k jeho handicapu. Pomahaji mu prekonavat problémy
v matematice a neocekavaji nerealné vysledky. Druha skupina rodi¢d jsou ro-
di¢e ambiciézni, nepfimérené ctizadostivi, kteri nejsou schopni smifit se s tim,
7e maji dité s problémy v matematice. Tito rodic¢e bud dité odmitaji, nebo
zaujimaji trpitelské stanovisko (pro¢ pravé my méame takové dité), nebo dité
pretézuji neustalym doucovanim a nepfiméfenymi naroky. Nékteri rodice déti
trestaji, nikoliv fyzicky, ale psychicky. Dalsi skupinou rodi¢t jsou rodice, kteri
se snazi za kazdou cenu ditéti pomahat tak, ze vymysleji nejriznéjsi postupy
a didaktickd zjednodusSeni, kterd se vSak v budoucnu v dalsim uc¢ivu projevi
jako chybna a zptsobi détem dalsi problémy. Dalsi skupina rodica se sice o dité
zajim4, ale rezignuje a neché dité bez odborné pomoci (nedd se nic délat, my
jsme na matematiku také  nebyli“). Existuje také skupina rodi¢i, ktefi nespo-
lupracuji ani s poradnou, ani s ucitelem a o dité se nestaraji. Prace s rodici je
nékdy naroc¢néjsi nez prace s détmi.

vy

2.5 Dalsi priciny

Mezi dalsi pfi¢iny, které maji vliv na tspésnost zakt v matematice fadime
rovnéz poruchy koncentrace, poruchy pravolevé orientace, poruchy sluchového
a zrakového vnimani, poruchy feci, poruchy jemné motoriky, poruchy chovani
apod.

3 Projevy dyskalkulickych chyb

Uvéadime nékteré priciny nejcastéjsich chyb v matematice, které jsou zpiso-
beny specifickou poruchou uceni, zejména dyskalkulii. Tyto problémy provazeji
¢lovéka po cely zivot a i kdyz mohou byt kompenzovany nové vytvorenymi
postupy, nebo reedukovany, vzdy se na né zadk musi koncentrovat. Navic se
uvédomit si, ze problémy zaki jsou vyrazné individudlni a také pristupy k jejich
napravé jsou individualni.

3.1 Nepochopeni matematickych pojmai

Nezbytnym predpokladem tspésné prace v matematice je spravné vytvoreni
a pochopeni matematickych pojmt. Proces vytvafeni matematickych pojmu
ma své zakonitosti a je nepfenosny. Kazdy zak by si mél vytvaret pojmy vlastni
¢innosti, na zékladé vlastni zkuSenosti a k poznatku by mél dospét zcela samo-
statné. Pokud pracuje pouze s predédvanymi informacemi a potfebné pojmy si
nevytvori tak, aby védél, jaky je vyznam daného pojmu a co znamena, nema
nadéji na tspéch v matematice na kterémkoliv stupni skoly. Zprostredkované
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védomosti (ja jim to Feknu, napisi a at si to opisi a naudi se to) nejsou dobrym
predpokladem k tuspéchu pfi budovani matematickych védomosti. Naptiklad
mnoho zakt nepochopi pojem pfirozeného ¢isla, nechape podstatu desitkové
soustavy, nerozliSuje mezi pojmy c¢islo a ¢islice, geometrickym ttvarem a jeho
velikosti (nap¥. obdélnik a obsah obdélniku), nechdpe vyznam zdporného &isla,
zlomku, vyznam pismene v algebraickém vyrazu apod. Pokud zék nechépe,
jaky ma dany pojem vyznam, je obtizné zvladat dalsi ucivo.

3.2 Zapis a ctend cisel a symboli

Spravny zapis ¢isel a symbolt ovliviiuji, mimo jiné, poruchy pravolevé orien-
tace. Pokud méa zék jiz v prvni tfidé problémy s psanim pismen a ¢islic, které
maji uréitou orientaci (napf. b, d, 3, 7, 6, 9), musi se vzdy, kdyz tyto symboly
piSe, plné sousttedit na to, jak mé prislusné pismeno ¢i ¢islici napsat, a to jej
odvadi od podstaty feSené situace. Porucha pravolevé orientace se dale pro-
jevuje pii zapisu vicecifernych ¢isel, napr. zak nerozlisuje zapisy 24, 42. Dalsi
problémy se vyskytuji pfi zapisu ¢isel s nulami (502, 52) a neschopnosti tato
¢isla piecist. Napf. ¢islo 2008 ¢tou dva nula nula osm. Zakéim ¢ini potize roz-
liSovat symboly pro porovnavéani ¢isel (vétsi, mensi), symbol pro odmocninu,
neumi spravné precist mocniny i odmocniny, algebraické vyrazy apod.

3.3 Operace s prirozenymi cisly

Problémy, které se vyskytuji v souvislosti s operacemi s prirozenymi ¢isly
a v navaznosti na to i s ¢isly v dalSich ¢iselnych oborech, mtzeme obecné
formulovat takto:

e nepochopeni dané operace,

e pievaha paméti nad porozuménim,

e nezvladnuti zdkladnich spojt kazdé z operaci,
nezvlddnuti algoritmi pisemnych vypocta.

Potize zaki vesmeés vychazeji z toho, ze zak viibec nepochopi podstatu ope-
race, vibec nevi, co s danymi ¢isly pii operaci provadét. Pocatek je jiz pri
pochopeni vyznamu odc¢itani prirozenych ¢isel, kdy zak nepochopi vyznam zna-
ménka minus, nepochopeni vyznamu operaci nasobeni a déleni. I kdyz se na
stfednich skolach ve vétsi mife vyuziva k vypoctum kalkulator, nenahradi to
plné potiebné vyuzivani operaci v dalSich tématech. Pokud méa zak problémy
s od¢itanim s pfechodem pres zaklad deset, napt. piiklad 17 — 9 pocita jako
19 — 7 = 12, bude mit problémy pfi feseni rovnic, ve kterych se vyskytne
17z — 9z. Podobné, pokud nezvlada zakladni spoje v oboru pfirozenych cisel,
bude mit problémy pii poc¢itani s mocninami, Gpravou algebraickych vyrazi aj.
Jestlize se nauci zdkladni spoje jednotlivych operaci zpaméti, bez porozuméni,
velmi brzy je zapomene. PTi pisemnych vypoctech je potfeba, aby byly spoje
zautomatizovany, aby se zak soustfedil na piislusny zapis algoritmu. Rovnéz
respektovani priority jednotlivych operaci je pro zdky problematické. Zacina to
¢iselnymi vyrazy napt. 4+ 3 -5 = 35, které pocitaji jako (4 + 3) - 5, tyto chyby
se dale projevuji pfi praci se zlomky a algebraickymi vyrazy. Chyby, které se
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vyskytuji pfi provadéni operaci s €isly pfirozenymi, se zcela jisté objevi pfi po-
¢itani s &isly desetinnymi. Casto Zaci chybuji pii pocitani se zlomky. Jestlize
zék fadné nepochopi pojem zlomku, napt. s¢itani zlomku provadi tak, ze soucet
Citatel lomi souctem jmenovateli.

3.4 Resent slovnich a aplikacnich iloh

Reseni slovnich tloh je kritériem pochopeni uciva, nebot zak by mél po-
znat, jaké operace zvolit, aby tlohu spravné vyftesil. Pro zaky se specifickymi
poruchami uceni je problémem zadéani tlohy precist s porozuménim a provést
prepis slovniho textu do matematického symbolického jazyka (pfikladu, rov-
nice, nerovnice). Zpravidla se zaméfi jen na éiselné udaje uvedené v zadani
ulohy, ale jen ty, které jsou zapsany pomoci cifer, a ty zpravidla sectou. Pfi
vlastnim feSeni se pak vyskytuji chyby, které se objevuji v souvislosti s ope-
racemi s ¢isly v jednotlivich oborech (nezvlddnuté operace s ¢isly, prace se
zdvorkami, se zlomky), takze se Casto stava, ze zak sice spradvné matemati-
zuje danou ulohu, ale vzhledem ke svym problémim nedokaze tlohu spravné
vytesit. Rovnéz spravné uplatnovani ekvivalentnich ¢i dtsledkovych tprav pii
feSeni rovnic nebo nerovnic ¢ini nékterym zaktim potize.

3.5 Problémy v geometrii

V ramci geometrického uciva je problematické:

aroven geometrické a prostorové predstavivosti,

spravné predstavy geometrickych pojmt a jejich vytvareni,
schopnost kresleni a rysovani geometrickych utvari,

feseni konstrukénich tloh,

pochopeni vztahti pro miry geometrickych atvart,

prace s jednotkami meér.

Pro nékteré zaky s dyskalkulii miZe byt geometrie zachranou, nebot se zde
mohou ¢asteéné vyhnout problémtm, které maji pfi pocitani s ¢isly. Tyto pro-
blémy se vSak objevi v rdmci pocetni geometrie pfi vypoctech obvodu a ob-
sahil geometrickych ttvart nebo povrchti a objemt téles. To je vsak mozné
fesit s vyuzitim kalkuldtoru, avsak zaci by méli mit odhad realnych vysledki
fesenych aplikac¢nich dloh. Rovnéz vyuzivani pocitace a riznych geometrickych
programti muze napomoci pochopeni geometrického uciva. Problematika ne-
zvladnuti uciva jednotek mér a jejich prevodid ma kofeny jednak v tom, Ze Zaci
nemaji predstavu o prislusnych jednotkach, jednak v nepochopeni nasobeni
a déleni desetinnych ¢isel mocninami deseti.

3.6 Prevaha paméti nad porozumeénim

Pokud jsou védomosti zaloZeny jen na pamétném zvladnuti uciva, zaci ne-
umi v podstaté nic. Nejprve se uci zpaméti zékladnim spojlim operaci s ptiro-
zenymi Cisly, avSak nikdy nevi, kdy jakou operaci vyuzit napf. pii feSeni prak-
tickych problému a slovnich tloh. Pozdéji se nau¢i memorovat poucky nebo
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rizné vzorce, avsak protoze jim nerozuméji, neumi je uplatnit pfi feseni tloh.
Toto se pak projevuje ve velké mife v algebie a v pocetni geometrii.

4 Postoje zaku a studentu k matematice

Na vsech stupnich kol se zpravidla setkdvame s urc¢itymi skupinami zakt
a studentti, ktefi maji jisté postoje k vyuce viibec a k vyuce matematiky spe-
ciadlné. Jedna se o tyto skupiny:

Z4ci se chtéji udit, maji ur¢ité predpoklady a jsou schopni na urcité
arovni matematické ucivo zvladnout.

Zaci se chtéji ucit, pfedpoklady nemaji, ale maji velkou snahu uéivo
zvladnout.

e Z4ici maji predpoklady, ale ucit se necht&ji.
e Z4ci nemaji predpoklady a udit se nechté&ji.
e Zéici maji na zakladé pfedchozich trvaljch nedspéchtl negativni vztah

k matematice a obavy cokoliv provadét, protoze to zase nebude spravné.

4.1 Pristupy studentu strednich skol

Zména chovani zaka na stfedni Skole oproti Skole zakladni, protoze né-
ktefi zaci svoji poruchu neprezentuji, skryvaji ji zejména pred spolu-
zaky, maji obavy z ohrozeni svého spolecenského postaveni ve t¥ideé.
Mmnoho zaki s dyskalkulii mé vytvoreny vlastni kompenzac¢ni postupy,
které si vypracovali v priibéhu predchozi skolni dochézky. Zéaci jsou
schopni vypracovat si sami své strategie feseni tloh, které mohou byt
odlisné od obecné uplatnovanych postupt, avsak jsou spravné.

Z4ci u¢elné vyuzivaji kompenzaé¢nich pomficek. I kdyz na stfedni skole
neni kalkulacka kompenza¢ni pomiickou, protoze ji vyuzivaji k vypo-
¢tam vsichni zaci, zak musi prekonavat problémy, které se v oblasti
vypocti objevovaly na zakladni skole.

74k umi zietelné formulovat své problémy. Protoze se matematice chce
naudit, je si védom oblasti, které vzhledem ke své poruse nezvlada
a hledd pomoc a napravné opatieni. Zpravidla zad4d pomoc v pocatku
feSeni tlohy (potfebuje ,nastartovat®).

e M4 zajem a snahu o napravu, hleda pro sebe vhodné postupy.
e Je schopen respektovat pravidla (napf. vyuzivd doucovéni nebo dalsich

forem pomoci). Zéaci s dyskalkulii jsou vesmés velmi pracoviti, musi
vykonat mnohem vice prace nez jejich spoluzaci a za to by méli byt
ocenéni.

4.2 Vztah spolecnosti ke vzdélavdani, specidlné ke vzdéldvani matematickému

Pii praci se zéky se specifickymi vzdélavacimi potifebami nelze pominout

i dalsi

faktory, které vztah k matematickému vzdélavani ovliviiuji. Nékteré

z nich jsou tyto (bez néroku na uplnost):

Celkové klima spolecnosti vzhledem k ocenéni vyznamu matematiky
pro rozvoj osobnosti lovéka i pro viechny ostatni obory. Rada ,VIP
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osob“ se chlubi svym negativnim vztahem k matematice (,na mate-
matiku jsem nikdy nebyl/a®). Pfitom tak zjevné nevystavuji své ne-
dostatky, které z jejich projevu vyplyvaji, i v ostatnich pfedmeétech,
zejména v jazyce Ceském.

e Pozadavky na vystupni a vstupni védomosti jednotlivych stupnt skol
se zménily, mnoho stfednich skol pfijimé zaka bez pfijimacich zkousek
z matematiky, u¢ivo tak neni upevnéno a zopakovano a je zapomenuto,
protoze néktera témata zak slysel jen jednou a nikdy se k nim nevratil.

e Vyuku matematiky na druhém stupni zakladnich kol ovliviiuje i od-
chod pomérné velkého procenta zakii z 5. roéniku ZS na viceletd gym-
nazia. Na zékladni skole neni pak ve tiidé nikdo, kdo by pomohl uciteli
ukazat vyssi troven védomosti.

e Vliv pfilisného vyuzivani pracovnich listd. Predpoklad, ze prostfednic-
tvim pracovnich list se zaci nauci vice, se zfejmé tak plné nenaplnil,
nebot mnoho price je za zaky vykondno a pracovni list se vétSinou
stava dopliiovackou. Je napi. pfedepsan zapis tlohy, misto pro vypo-
det, dokonce i odpovéd a Zaci jen dopliuji ¢isla bez hlubsiho rozboru
tlohy a zamysleni. I pro uéitele mohou byt ucebnice zpracované formou
pracovnich listdi brzdou, nebot se soustfedi na vypliiovani jedné stranky
za, druhou bez hlubsiho promysleni pripravy a souvislosti jednotlivych
témat.

e Projevuje se malé ochota zaki pfemyslet a systematicky pracovat. Nej-
Castéjsi dotazy jsou ,k ¢emu to je*, ,na¢ to budu potfebovat®, ,proc
se to vibec u¢ime“.

4.8 Priklady pripadovych studii

Zbynek. Zak stiedni skoly SPS elektr. a informacnich technologii — obor so-
cidlni ¢innost, dnes student VOS. Velmi houzevnaty 7ak, dyskalkulik, navic
s ofni vadou, avSak se snahou za kazdou cenu dokoncit studium, které si vy-
bral. Veskeré problémy, které mél s matematikou (v prvnim pololeti prvniho
ro¢niku propadal), i doporuéeni, aby zménil skolu, pfekonéval vyraznou praco-
vitosti, neustalymi konzultacemi s ucitelkou z jiného pracovisté, ktera dokazala
vystihnout jadro problému a najit Gc¢innd nipravnd cvieni. V zévéru studia
mél z matematiky dvojku, ale nematuroval z ni. Nyni studuje na Vyssi odborné
skole socidlniho zaméfeni.

Yvetta. Absolventka Vefejnospravni akademie, dnes studuje angli¢tinu. Na-
vstévovala nékolik stiednich skol, vzdy Skolu opustila z divodu netspésnosti
v matematice. Je dyskalkulicka a nikdo to nebral na védomi. Jeji neutéSena
situace vedla i k problémum somatického razu. Na skole, na kterou jiz v pokro-
¢ilejsim véku (ve srovnani se spoluzdky) byla pfijata, si uvédomila, Zze pokud
si nepomiize sama, nepomuze ji nikdo. Zacala se, za vyrazného prispéni spo-
luzaki, pfipravovat na pisemné prace tak, aby nedostala nedostate¢nou. Skolu
absolvovala, ma mnoho jingch dovednosti, které zvlada na vysoké trovni (hra
na housle, péée o postizené dité, péce o seniory aj.). V dospélosti se vyrov-
nala se svym handicapem a je schopna vyuzivat ¢isel v bézném zivoté, nema
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jiz stres, kdyz ji poc¢itani trva déle nez ostatnim. Nyni studuje anglictinu, aby
mohla pfipadné pracovat v zahranici.

Xénie. Zakyné SS obchodu a sluzeb, prechod ze stiedni skoly na ucéebni obor
kuchaika, cukraika. Zakyné, vyrazna dyskalkulicka, byla piijata na stfedni
skolu, avsak po poradé s pedagogicko-psychologickou poradnou, uciteli skoly
a jejim vedenim i s rodici pfesla na ucebni obor. I zde se vyrazné projevovaly
jejl problémy v matematice, zejména pii praktickych tlohéach, které vyzado-
valy vypoéty (napf. normovani). Velkou péé¢i a pochopenim ucitelt a postupem
podle individualniho planu skolu dokondila a Gspésné slozila zavérecné zkousky.

Valérie. Zakyné stfedni zdravotnické skoly, dnes studentka VOS. Zakyné,
ktera ve vsech predmétech prospivala bez problémt, avsak v matematice se ob-
jevovaly problémy, byla pomald, nic nestihla vypocitat do konce, méla problémy
s procentovym poctem (napf. s po¢itdnim koncentraci roztokt). S pomoci ro-
di¢tt a starsich sourozencit ucivo zvladdla tak, aby nepropadla. Nyni je velmi
aspésnou zdravotni sestrou a zacala studovat Vyssi odbornou skolu.

Ulrich. Student VUT. | Jsem diagnostikovany dyslektik a dysgrafik. V mate-
matice to nikdo nikdy nezohlediioval. Problémy v matematice jsem mél proto,
Ze jsem napt. Spatné opsal zadani, a i kdyz jsem pfiklad se zménénym zadédnim
vypocital spravné, nebylo mi z toho nic uznéno. Nékdy jsem si zapsal Cisla
neupravené, malo ¢itelné. Vyraznou vzpominku mam, kdyz na stfedni skole mi
ucitel celou praci skrtl a dal mi 5, Ze je necitelnd, i kdyz byly vSechny priklady
vypocitany spravné. AZ po pfezkouméni feditelem Skoly, také matematikem,
s mym vysvétlenim, se mi dostalo uznani. Velkou pomoci mi bylo, kdyz jsem
mohl psat pisemné prace na pocitaci. Od té doby jsem s matematikou velky
kamardad, nebot logick4 tivaha je mou zalibou. Studium na VUT zvladdm v po-
hodé.«

Tadeds. ,,Studoval jsem ucebni obor s maturitou, k maturité jsem si vybral
matematiku, i kdyz jsem diagnostikovany dyskalkulik. Bohuzel se mi nepodafilo
slozit ji ani napotteti, pii kazdé dalsi zkousce jsem mél méné bodu nez v pred-
chozi, i kdyz jsem se intenzivné pripravoval. Moje pfiprava byla asi netcinna,
ale naprosto mi nevyhovoval systém maturitnich testd s vybérem spravnych
odpovédi. Nepomohlo mi ani to, Ze jsem mohl mit vice ¢asu vzhledem ke své
poruse.*

Stépdn. Student stfedni odborné gkoly, dyslektik. K maturité si vybral mate-
matiku, avSak pii pfipraveé zjistil, ze jeho pfedchozi matematicka pfiprava byla
naprosto nedostatecné, objevovaly se zavazné chyby z uciva zakladni skoly. Po
dvou netspésnych pokusech a po intenzivni pfipravé s tfemi rtiznymi uciteli
(kazdy mi to vysvétlil z jiné stranky a pokaZzdé jsem néco pochopil) maturitu
nakonec tspésné slozil.

4.4 Moznosti ndpravnych opatrent

Pfi zamysleni nad volbou napravnych opatfeni mizeme pfipomenout mys-
lenky ucitele narodt Jana Amose Komenského:
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e Nikdo nechybuje, protoZe chce.

e Nemoci se lé¢i sprdvnou Zivotosprdvou, spise nez léky.

Néapravna opatfeni vychazeji z individualnich potfeb kazdého zaka. Vzdy
vychézejl z toho uliva, které zadk nezvlada. Je tfeba, aby ucitel matematiky
rozhodl, do jaké miry bude zak ,dohanét“ nezvladdnuté ucivo z nizsich rocéniki,
nebo jak bude toto ucivo kompenzovano. Zasady reedukacnich cviceni jsou:

e Oblast budovani pojmt — zadk by mél mit jasnou predstavu o kaz-
dém pojmu a mél by s nimi pracovat na zakladé pochopeni, nikoliv
jen na zdkladé formélniho pfistupu (napf. pamétné uceni bez pocho-
peni). Napi. zak nerozliSuje pojmy obdélnik a obsah obdélniku, zamé-
nuje vztahy pro obvod obdélniku a jeho obsah aj. Vjukové metody
volit tak, aby zak co nejvice manipuloval s pfedméty a vSechny vztahy
si odvodil samostatné.

e Vyvozeni operaci — kazda operace musi byt vyvozena nejprve v oboru
prirozenych cisel, aby zak védeél, co se s ¢isly pfi jednotlivych opera-
cich déje. Mél by zvladnout vlastnosti jednotlivych operaci a tcelné je
vyuzivat (napf. k snadnéjsim vypoéttim). Teprve po pochopeni operaci
s Cisly pfirozenymi mize zak pochopit operace s dalsimi ¢isly (racionél-
nimi, redlnymi). Velky vyznam pro vyuku algebry a tprav algebraickych
vyrazii ma spravné vyvozeni a pochopeni pocitani s ¢iselnymi vyrazy
a vyvozeni jednotlivych operaci se zlomky.

e Schopnost matematizace slovnich formulaci — vztahy vyjadfené pro-
stfednictvim ceskych vét zapsat pomoci matematického symbolického
jazyka (a naopak ¢teni matematickych zdpist). Schopnost pracovat
s matematickym textem svédci o urcité kulture zaka.

e Reseni aplika¢nich tiloh a problémii — slovni a aplika¢ni alohy jsou kri-
tériem aktivniho zvlddnuti uciva, kdy zak s porozuménim voli pocetni
operace vhodné k vyfeseni dlohy. Pro zéky s dyskalkulii je vhodné se-
stavovat metodické fady tuloh s rostouci naroc¢nosti tak, aby jednotlivé
tlohy byly vychodiskem k feseni tloh naro¢néjsich.

e Uziti matematiky v praktickém zivoté, jeji vyznam pro zdka — kazda
profese m4 jisté naroky na droven matematickych védomosti a ty by mél
zék zvladat predevsim. Pokud zék klade otazku ,k ¢emu mi to bude®,
a nevidi ucelnost uciva k feSeni praktickych problému nebo k rozvoji
mysleni, kdyz nevidi krasu matematiky, neni s vyukou matematiky néco
v poradku.

e Piiprava specifickych pracovnich listi, ve kterych je vzdy jeden priklad
vzoroveé vyfeSen a dalsi piiklady zaci pocitaji podle vzoru. Na zavér
pracovniho listu je uvedena slovni tloha, ktera uciva vyuziva. Ucivo je
uvadéno ve velmi jemnych metodickych fadach (napf. Gpravy algebraic-
kych vyrazl, feSeni rovnic, poéetni tlohy v geometrii aj.), kdy v kazdém
novém prikladu je jeden novy krok.

e Vyuzivani grafického znazornéni problematiky, barevné oznaceni, vyu-
ziti geometrické prezentace algebraického uciva. Pro zaky s poruchami
uceni ma velky vyznam vizualizace dané problematiky.

e Systematickd prace s chybou, kdy zak se postupné uc¢i hledat chybu
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sam a také ji opravit. Neustdle se navracime ke kofentim, nebot chyby
zpravidla vyplyvaji z nezvladnutého zakladniho uciva.

e Potfeba komunikace s zakem, sledovani jeho mysSlenkovych postupt
a nalezeni mist, v kterych potfebuje pomoc. Pokud je zaku poskyt-
nuta pomoc v okamziku, kdy si sdm uvédomi, zZe ji potfebuje, je vyuka
efektivni.

e Volba vhodnych diagnostickych a klasifikacnich nastroja. Zkousky tes-
tem s nabizenou odpovédi nejsou v mnoha ptipadech vhodnou formou
zjistovani védomosti dyskalkulickych zakt a studentti.

5 Zakladni kritéria, podle kterych muZeme usoudit, zda je zak
dyskalkulik

Existuje zfetelny rozpor mezi zjisténou inteligenci a podavanymi vykony
v matematice.

Uroveti rozumovych schopnosti neni v pasmu podpriiméru.

Porucha nem3 pfic¢inu v télesné nemoci, nevznikla na zakladé socialnim
nebo emocionalnim.

e 74k ma normalni rodinné zézemi.

e Lze prokazat dysfunkci kognitivnich center mozku.

Pokud Ize u zaka identifikovat nékteré z téchto priznaku, provadi se odborné
vysetfeni v pedagogicko-psychologické poradné, ktera prostiednictvim diklad-
ného odborného vysetfeni poruchu uceni diagnostikuje. U¢itel matematiky pak
zpracuje individuédlni vzdélavaci program (IVP), podle kterého zak pracuje.
IVP se zpracovava v soucinnosti s poradnou, vedenim Skoly, rodici, pripadné
i se zakem. V IVP se fesi, za jakych podminek bude zadk v matematice pracovat
podle svych predpokladi. Nejde jen o ulevy, ale o ti¢innou péci, ktera fesi i bu-
doucnost zaka. Dyskalkulie v zaddném pripadé neopraviiuje zaka k necinnosti
v matematice. V historii lze uvést mnoho pfikladt osobnosti, které vynikly
pravé v matematice nebo fyzice ¢i v technice, a pfitom jako déti mély potize,
i dyskalkulického razu. Je tfeba mit na paméti, Zze neexistuje matematicka sle-
pota, Ze kazdy ¢lovek si mize najit postupy, kterym porozumi (s pomoci ucitelt,
spoluzaki, rodic¢d, pracovnikl poraden apod.), a muze zvladat pozadavky na
matematickou droven znalosti potfebnych v profesi, kterou déla.

6 Zavér

Préace se zaky se specifickymi poruchami uceni vyzaduje od ucitele matema-
tiky velké nasazeni. Provadi diagnostiku matematickych védomosti vzhledem
k roc¢niku, ktery zak navstévuje, a ucini rozhodnuti, jak nedostatky elimino-
vat a jaké kompenzacni pomticky pouzivat, aby zak mohl pracovat na trovni
svych schopnosti. Musi se naucit komunikovat se zdkem s poruchou uceni, po-
chopit jeho problém, neustale zdka motivovat k dalsi praci a neustale chvalit
i sebemensi uspéch. Zpracuje individualni vzdélavaci plan a vhodna reedukacni
cviceni. Zvazi vhodné vyuziti ICT technologii tak, aby zaku byly piinosem.
Voli vhodné zpusoby hodnoceni a klasifikace zaka s poruchou uceni, aby pro
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néj byly motivujici, ale zaroven aby si zak byl védom svych limitt. Jsou oceka-
vany i osobnostni vlastnosti ucitele, zejména trpélivost, empatie. To vse a jesté
mnoho jiného podle individudlnich potfeb zaka zvlada vedle své bézné peda-
gogické ¢innosti. Odménou je mu zpravidla jen kazdy malicky tspéch zaka.
Rozhodnuti o volbé stiedni skoly v soucasnosti zalezi na zékovi a jeho rodi¢ich
a je na jejich odpovédnosti, zda volili spravné skolu vzhledem k matematic-
kym predpokladiim a volnim vlastnostem jejich ditéte. Zadny ucitel netouz
po tom, aby jeho zaci nezvladali matematické ucivo. Kazdého ucitele uspokoji,
kdyz zaci uc¢ivu rozuméji, zvladaji je a bavi je.

LITERATURA

[1] R. Blazkova, Dyskalkulie 3. Vliv dyskalkulie na profesni zatazeni jedinci
v dospélosti, Brno, MU, 2012.

[2] R. Blazkova, Training Teachers for Teaching Pupils with Leasing Disorders,
London, Lewisham College, 2005.

[3] S. Chinn, The Trouble with Maths, Abington, Routledge, 2012.

[4] L. Kos¢, Vyvinovd dyskalkulia ako porucha matematickych schopnosti v det-
skom veku, Praha, SPN, 1972.

[6] J. Novak, Dyskalkulie, Havlicktiv Brod, Tobias, 2004.

[6] O. Zelinkové, Pedagogickd diagnostika a individudlni vzdéldvaci program,
Praha, Portal, 2001.

RNDr. Ruzena Blazkova, CSc.
Katedra matematiky Pdf MU
Pofici 31

603 00 Brno
blazkova@ped.muni.cz



118

SBIRKA APLIKACNICH ULOH
ZE STREDOSKOLSKE MATEMATIKY

JANA HROMADOVA

1 Uvod

Kazdy ucitel jisté v souvislosti s probiranou latkou mnohokrat slysel otazku
,K ¢emu nam to bude?“. Matematika se fadi mezi pfedméty, v nichz schopnost
uCitele motivovat zaky ke studiu hraje velmi dilezitou roli. Jedna z mozZnosti,
jak studenta vtadhnout do vyuky, je ukdzat vyuziti probirané latky na skutec-
nych zivotnich situacich. To bylo cilem i pravé vydané Sbirky aplikacnich uloh
ze stredoskolské matematiky [1]. Sbirka nendsilnou formou ukazuje, Ze s ma-
tematikou se v zivoté potkdvame na kazdém kroku, af jiz pfi pokladani nové
podlahy, pfi rozhodovani, zda si koupit auto s benzinovym ¢i naftovym moto-
rem, nebo tfeba pri detekci spami v mailové korespondenci.

2 Predstaveni sbirky

Sbirku pripravil kolektiv autori z Katedry didaktiky matematiky MFF UK
v Praze (v abecednim potadi): RNDr. Jana Hromadova, Ph.D., RNDr. Magda-
lena Hyksova, Ph.D., doc. RNDr. Oldfich Odvéarko, DrSc., RNDr. Pavla Pavli-
kova, Ph.D., doc. RNDr. Jarmila Robova, CSc., RNDr. Antonin Slavik, Ph.D.
Na tvorbé publikace se aktivné podilel také RNDr. Ivan Saxl, DrSc. (zemfel
2009).

vvvvvv

lena do nésledujicich ¢tyt zdkladnich kapitol, které jsou dale ¢lenény na pod-
kapitoly:

e Zakladni poznatky

e Rovnice a nerovnice, funkce

e Geometrie

e Pravdépodobnost

Kazda kapitola obsahuje nékolik podrobné fesenych vzorovych prikladi, za
nimiz nasleduji nefesena cviceni obdobného charakteru. Vysledky cviceni spolu
s navody k TeSeni tézsich cviceni jsou k dispozici v zavérecné ¢asti sbirky.

K feseni nékterych vzorovych piikladta jsou kromé elementarniho matema-
tického aparatu zapotiebi jesté znalosti z dalsich obortd, pfipadné hlubsi ma-
tematické znalosti. Takovéto priklady jsou doplnény kratkym tivodem do dané
problematiky, pfipadné i pouénymi historickymi poznamkami.

Neékteré fesené priklady obsahuji kromé vypoctu a slovniho vyhodnoceni
zavéru i dalsi praktické rady ¢i pouceni plynouci z daného pfikladu.
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Snahou autorti bylo vyhnout se pseudoaplika¢nim tloham, které zdanlivé
vychézeji z praxe, pritom fesi problémy, které v redlném zivoté zak nikdy resit
nebude. Uvedme alespoii jednu ukézku takové tlohy:

Na dvore pobihaji slepice a ovce. Secteme-li vSechny hlavy, dojdeme k cislu
22. Secteme-li nohy, dostaneme c¢islo 58. Kolik je na dvote ovci?

Ukazky dalsich pseudoaplikac¢nich tloh naleznete napf. v ¢lanku docenta
Odvarka z minulého ro¢niku konference [2]. Takovéto pseudoaplikace mohou
negativné ovlivnit vztah 74dka k matematice. Zak ziskéva pocit, Ze matematika
je jen véda sama pro sebe, a nevidi jeji uziteCnost a vyznam pro praxi. Spravné
vybrané aplika¢ni ilohy mohou naopak poslouzit jako velmi efektivni motivacéni
nastroj, ktery vzbudi zajem studentd o danou problematiku. Pevné doufam,
ze priklady uvedené v nasi sbirce ucitele i studenty zaujmou a budou je dale
inspirovat k vytvafreni vlastnich zadani.

Pro ilustraci uvedme v néasledujicim textu nékolik feSenych piikladt z pied-
stavované sbirky. Dalsi ukazky naleznete na webovych strankach Katedry di-
daktiky matematiky MFF UK [3].

3 Ukazky resenych prikladu
Predjizdéni na ddlnici

Na délnici jel v pomalém jizdnim pruhu kamion dlouhy 12 m rychlosti vy =
= 80 km/h. Kdyz se k nému zezadu na vzdalenost 100 m pfiblizil druhy kamion
jedouci rychlosti 90 km/h, vybod¢il tento druhy kamion do rychlého jizdniho
pruhu a pustil se do predjizdéni. Kdyz byl 100 m pfed pfedjizdénym kami-
onem, vratil se zpét do pomalého jizdniho pruhu a pokracoval v jizdé. Pro
zjednoduseni ptredpokladejme, Ze oba Tidi¢i méli nastaveny tempomat, takze
udrzovali po celou dobu manévru konstantni rychlost.

a) Jak dlouho pii celém predjizdéni blokoval kamion rychly pruh délnice?

b) Odvodte obecny vztah pro dobu pfedjizdéni ¢, oznacime-li rychlost
predjizdéjiciho kamionu v. Sestrojte graf zavislosti doby predjizdéni ¢
v sekundéch na rychlosti v pfedjizdéjiciho kamionu pro 81 km/h S v <
100 km/h.

¢) Vypoctéte, jakou rychlosti by musel kamion pfedjizdét, aby rychly pruh
blokoval maximélné po dobu jedné minuty.

Resend.

a) Béhem predjizdéni musel druhy kamion ujet o (1004124-100) metra vice
nez kamion, ktery byl predjizdén. Druhy kamion se vzhledem k prvnimu
pohyboval rychlosti o 10 km/h vétsi. Cely pfedjizdéci manévr mu proto

trval dobu
1 .
‘ (100 + 12 + 100) - 0,001 h — 00212k,
10
tedy t = 76 s.

Rychly pruh dalnice byl blokovan po dobu 76 s, tedy déle nez jednu
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minutu. Nelze se proto divit, Ze na mnoha tsecich nasich silnic je jizda
kamiont v rychlém pruhu zakazana.
b) Pro ¢as t vyjadieny v hodinéch 1ze odvodit vztah

(100 412 4100) - 0,001 |~ _ 0,212

= h,
U — Vo vV — o
tedy
0,212 763,2
t=—"-"-3600 s :ﬂ s
vV —1 vV — 1

kde v je rychlost piedjizdéjiciho kamionu v km/h a vy = 80 km/h. Cas t
je linedrni lomenou funkei rychlosti v. Pro 81 km/h < v < 100 km/h
dostaneme ¢ast vétve hyperboly.

t [s]
300
250
200
150
100

50

‘ — - v [km/h]
85 90 95 100

c¢) Ozna¢me x &selnou hodnotu hledané rychlosti. Resime proto nerovnici
763,2
—— £ 60.
x — 80
Vzhledem k tomu, Ze jmenovatel zlomku je kladny, ziskdme feseni

x> 92,72.

Kamion by musel piedjizdét rychlosti alespori 92,72 km /h.

Schodisteé

Pan Novak stavi dvoupatrovy rodinny domek. P¥i stavbé schodisté je nutno
brat v ivahu normu (CSN 73 4130). Tato norma stanovuje minimélni dovolenou
hloubku schodu jako 250 mm, za optimalni byva povazovan sklon schodisté 25°

az 35°.
min. 250 mm

25°-35°
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Dle normy musi mit vSechny schody stejnou vysku, jedno schodistové rameno
smi mit v rodinném domé maximalné 18 schodt, v opacném piipadé musi byt
rozdéleno podestou do vice ramen.

1. patro

1. patro

podesta

prizemi prizemi

Vyskovy rozdil jednotlivych podlazi domku je 3 m, pan Novak pfedpoklada,
ze podlazi budou spojena jednoramennym schodistém.

a) V jakém rozmezi musi pan Novék zvolit vysku jednoho schodu, aby pfi
hloubce 280 mm dosahl optiméalniho sklonu?
b) Kolik schodii o jaké vysce bude zapotfebi?

Resend.

a) Pfi zvolené hloubce schodu h = 280 mm mtzeme vysku schodu v vy-

pocitat podle vztahu v = h - tga.

v

—

Pro sklon schodu o = 25° dostavame v = 131 mm, pro sklon o = 35°
je v =196 mm.
Vysku jednoho schodu musi pan Novak volit v rozmezi 131 mm az
196 mm.

b) Chce-li pan Novak napojit patra pouze jednim schodisfovym ramenem,
miize pouzit maximalné 18 schodi. Vysku jednoho schodu vypocitame
jako podil vyskového rozdilu pater (3 m) a zvoleného poétu schodi.

Pocet schodu 18 17 16 15
Vyska jednoho schodu (mm) 167 176 188 200

Pan Novidk miize zvolit t¥i varianty poctu schodu, a to 16, 17 a 18,
nebot pro nizsi pocet schodil je sklon schodisté vétsi nez 35°.
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Z hlediska optiméalniho navrhu dispozice je vyhodnéjsi zvolit mensi po-
¢et schodu, aby schodisté zabiralo co nejmensi uzitnou plochu domu,
z bezpecnostniho hlediska je naopak vyhodné zvolit co nejmensi vysku
schodu.

Streptokokovd infekce

Lékatr ma podezfeni, ze pfi¢inou potizi jeho pacienta, pana Veselého, je strep-
tokokova infekce. V takovém pfipadé by byla nutna lé¢ba antibiotiky. Mohlo by
se vSak také jednat o virézu. Pak by byla antibiotika zbyte¢na a pfinesla by jen
fadu nepriznivych disledkt. Na zékladé pozorovanych priznakt, které nejsou
prilis presvédcivé, 1ékai odhadne pravdépodobnost streptokokové infekce na
50 %. Pro upfesnéni diagndézy panu Veselému provede vytér z krku a do labo-
ratofe posle celkem pét stértu. Test neni dokonaly: ma-li pacient streptokokovou
infekci, bude vysledek pozitivni v 70 % pfipadd, ve zbyvajicich 30 % pfipada
bude negativni. U pacientii, ktefi streptokokovou infekci nemaji, je vysledek
v 90 % pripadt negativni a v 10 % pripadt pozitivni. Vysledek laboratornich
zkousek je nasledujici: pozitivni, negativni, pozitivni, negativni, pozitivni.

Jak na zakladé vysledk stéri lékar pavodni odhad pravdépodobnosti strep-
tokokové infekce prehodnoti?

Resend.

Kdyby urc¢ity pacient trpél streptokokovou infekci, byla by pravdépodobnost
uvedeného vysledku laboratornich zkousek

P(+ — + — + | streptokok) = 0,7-0,3-0,7- 0,3 - 0,7 = 0,03087, tj. 3,087 %.

Kdyby jeho potize mély jinou pfi¢inu, byla by pravdépodobnost uvedeného
vysledku

P(+ — + — + | jin4 infekece) = 0,1-0,9-0,1-0,9-0,1 = 0,00081, tj. 0,081 %.

Uvazujme napiiklad 100 000 pacientt s podobnymi pfiznaky. Podle 1ékatova
néazoru by priblizné 50 000 z nich trpélo streptokokovou infekci. Z toho by pfi-
blizné 1544 pacientlim vysel test stejné€ jako panu Veselému a pfiblizné 48 456
pacientim by test vysel jinak. U zbyvajicich 50000 pacientti by byly potize
zplisobeny jinou pfi¢inou. Pfiblizné 41 z téchto osob by test vysel stejné jako
panu Veselému, ostatnich 49959 pacienti by mélo jiné vysledky — viz nésle-
dujici obrazek. Celkem by tedy uvedené vysledky testu vysly pfiblizné 1544
pacientiim se streptokokem a 41 osobam s jinou pfi¢inou.
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100 000 pacienta

50 % 50 %
streptokok: jina pricina:
50000 50 000
96,913 % 3,087 % 0,081 % 99,919 %
jiny vysledek: test + —+ —+: test + —+—+: jiny vysledek:
48 456 1544 41 49 959

Pravdépodobnost, Ze jsou potize pana Veselého zptisobeny streptokokem, je
proto priblizné

1544
P(streptokok | + — + —+) = 15t =0,9741, tj. 97,41 %.
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LOKALIZACE VLASTNICH CISEL

MARTINA STEPANOVA

V matematickych seminafrich na né€kterych stfednich skolach jsou vyucovany
zaklady maticového poctu, zejména jeho vyuziti pfi feSeni soustav linearnich
rovnic. Odtud je jiz jen krucek k problematice vlastnich ¢isel matice. Diky jed-
noduché a ptivabné vété lze v komplexni roviné pomoci snadnych aritmetickych
operaci uréit oblast, ve které lezi vSechna vlastni ¢isla dané matice. Tato loka-
lizace vlastnich ¢isel je jedine¢nou moznosti, jak ve vyuce pro nadané studenty
propojit znalosti z linearni algebry, aritmetiky a geometrie. Pro studenty muze
byt motivujici, ze na zakladé stfedoskolskych znalosti rozsifenych jen o nékolik
nenaro¢nych poznatk® mohou zvladnout latku, kterd nebyva obsazena ani ve
vysokoskolskych kurzech linearni algebry.

Abychom nemuseli stiedoskolskym studenttim vykladat obecnou teorii deter-
minant® a seznamovat je s metodami hledani kofend polynomi vyssich stupni
nez tii, omezime se ve vyuce (a rovnéz u vétiny pirikladt v tomto piispévku)
na hledani vlastnich ¢isel matic druhého a tfetiho radu. Teoretické znalosti uve-
deme naopak spise v obecnéjsi formé, tj. pro matice fadu n. Budeme uvazovat
étvercové matice, a to nad polem komplexnich ¢éisel C. Symbolem FE budeme
znacit jednotkovou matici prislusného radu.

1 Vlastni ¢éislo matice

Zadame-li stredoskolskym studenttim soustavu n linearnich rovnic o n ne-
znamych x1, xs2, ..., T, z nichz ma byt alespon jedno x; nenulové, a kde
na pravych strandch rovnic jsou A-nésobky jednotlivych nezndmych (v prvni
rovnici A\-nésobek nezndmé x1, v druhé rovnici A-nasobek neznamé z, atd.),
tj. soustavu typu

1171 + a12T2 + + - + a1, Ty = AT,

a21%1 + A22%2 + - -+ + A2p Ty = AT2,

Ap1T1 + Ap2To + - -+ AppTp = ATy,

nejdriive zfejmé odectou od obou stran i-té rovnice vyraz Az;, i =1, 2, ..., n.
Ziskaji tak homogenni soustavu rovnic

(a11 — N1 + arox2 + - + a1pzy, =0,

a2121 + (@22 — A)zg + -+ + agny, =0,
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jejiz matice A — AE piesné odpovida pojmu, ktery ve vysokoskolskych kurzech
linedrni algebry nazyvame charakteristickou matici matice A. Neni vSak ne-
zbytné nutné tento pojem zavadét. Totéz plati pro charakteristicky polynom,
tj. determinant charakteristické matice. Abychom se vyhnuli definici obecného
determinantu, postac¢i se omezit na matice druhého, resp. t¥etiho fadu a uvést
nenarocné kiizové, resp. Sarrusovo pravidlo pro vypocet jejich determinanti.
Konkrétné pro matici A — AF poc¢itame jeji determinant |A — AE| (kterym je
polynom jedné neuréité \) podle nésledujicich pfedpisti:

e kiizové pravidlo (n = 2)

69\ /@

air — A a2

as1 g — \ = (a1 — A)(az2 — A) — aiza2

e Sarrusovo pravidlo (n = 3)

S ~ L S
@ \ a1 — A a2 as / ©
@ ~ a1 agy — A a3 / © =
as1 asz ass — A
aip — A a12 a13
a1 a2 — A az3

= (a11 — A)(a22 — A)(azs — A) + as1as2a13 + ag1a12023

—a13(az — N)asr — aszasa(air — A) — (ass — N)aiza2:

Predpokladame-li, ze studenti znaji zakladni aritmetické operace s maticemi
(séitani/odéitani matic, ndsobeni matice skaldrem), potom jsme pfedstavenim
kiizového a Sarrusova pravidla Gspésné preklenuli (alespori pro matice druhého
a tfetiho fadu) zdanlivou propast mezi stfedoskolskou a vysokoskolskou trovni
znalosti potiebnych pro dalsi vyklad.! Navic jsme nastinili roli koeficientu X
v soustaveé linearnich rovnic. Nyni ndm nic nebrani zavést pojem vlastniho ¢isla
matice a upevnit jeho pochopeni vypoc¢tem vlastnich ¢isel konkrétnich matic.

Definice 1. Kofen polynomu neurcité A € C, ktery je determinantem ma-
tice A—A\FE, nazyvame vlastni ¢islo matice A. Ndsobnosti vlastniho ¢isla matice
rozumime jeho nasobnost jako kofene zminéného polynomu.

1 Jistou, nicméné pomérné malou nadstavbu nad stiedogkolskymi znalostmi budeme
v tomto pFispévku potfebovat v dikazech nékterych vét a také ve Ctvrté Casti, ktera je
priméarné urcena vysokoskolskym studenttim a jejich ucitelim. Pro zdjemce o dalsi studium
matic obecného Fadu doporucujeme napt. uéebnici Jind¥icha Be¢vare Linedrni algebra [1].
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Uvédomme si, ze soucet nasobnosti vSech vlastnich ¢isel matice A je roven
stupni polynomu |A — A\E|, a tedy i fddu matice A.

Priklad 1. Uréete vlastni éisla matice
4 1
A= <1 2) .
Reseni: Nejprve zapiSseme matici A — \E:
4 1 A0 4— ) 1
A=A = (—1 2) B (o )\) B ( —1 2—/\>'
Pomoci kifZzového pravidla vypoéitdme determinant |A — AE| matice A — AE:

4— ) 1
-1 2—-A

‘:(4—/\)(2—/\)—1(—1)=9—6)\—|—>\2:(/\—3)2.

Matice A mé tedy jedno dvojnasobné vlastni ¢islo A\j o = 3.

Priklad 2. Naleznéte vlastni ¢isla matice

2 1 -1
A=11 i—-1 1-2i
1 -1 1-3

Reseni: Postupné urcime, ze

2—-A 1 -1
A—-)\E = 1 i—1—-X 1-2
1 -1 1—9—A
a
2—-A 1 -1
1 1—1—-X 1-2i |=
1 -1 1—9—A

=2-N0E-1-XMN1-i=N+(-1(-1)+(1—-29)
(D) —1=X)—(1=2)(-1)2 =N —(1—i—)) =
=-A+227 - N +2.

Pokusime se uhodnout alespoii jeden z kofent polynomu.? Je jim jisté ¢islo
A1 = 2. K nalezeni zbjvajicich kofenti vydélime polynom —A3 + 2A2 — X 4 2
polynomem X\ — 2 a z podilu —\? — 1 vypocitame dalsi vlastni ¢isla Ay = i
a A3 = —i. Matice A ma tedy tfi riznd vlastni ¢isla a kazdé z nich ma nasobnost
jedna.

2 Na stiedni skole musime proziravé volit pravé takové matice A t¥etiho ¥adu, aby byl
alesponl jeden kofen polynomu |A — AE| odhadnutelny.
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2 Lokalizace vlastnich ¢isel

Z teoretickych znalosti (a praktickych vypoé¢ti) mnozi z nds usoudi, Ze mezi
vlastnimi ¢isly matice neni zddny vztah, Ze mohou i u matic s ,,malymi“ cisly
nabyvat relativné velkych hodnot apod. O to vétsi pfekvapeni nas ¢eka, kdyz
zjistime, Ze oblast, v niz lezi vSechna vlastni ¢isla, 1ze v komplexni roviné vy-
mezit pomoci zcela triviadlnich aritmetickych operaci s prvky matice. Pojdme
se nyni naucit tuto oblast urcit.

Nez vyslovime hlavni tvrzeni, tzv. Gersgorinovu vétu, uvedme pro zdjemce
i jeho odvozeni z tzv. Lévyovy-Desplanquesovy véty. K tomu potfebujeme znat
nasledujici pojem.

Definice 2. Necht A je komplexni ¢tvercova matice ¥fadu n a necht A; znadi
soucet absolutnich hodnot prvkia ¢-tého Ffadku nelezicich na hlavni diagonéale

matice, tj.
A=) lagl,  i=1,2...,n
o

Jestlize |a;;| > A; pro kazdé i = 1, 2, ... | n, potom matici A nazyvame diago-
ndlné dominanind.
Mezi maticemi

9 1 2 24 1 0 7T 3 4

A=|-2 7 3|, B=|3+¢: -2 -1}, C=11 9 0

-3 2 -8 1 - 3 0 0 1

je diagonalné dominantni pouze matice A (pro jeji prvky plati |9] > |1]| + |2],

7] > | =24+ 3|, | — 8| > | — 3] + |2|). Matice B neni diagonalné dominantni,
nebot | — 2| % |3+ | + | — 1|, a matice C neni diagonalné dominantni, protoze
71 # 13+ 14].

Véta 1 (Lévyova-Desplanquesova véta). Determinant diagondlné do-
minantni matice je nenulovy.

Dikaz: Predpokladejme, Ze determinant diagondlné dominantni matice A je
nulovy. Potom homogenni soustava linedrnich rovnic s matici A mé netrivialni
feseni (z1, 2, ..., ,). Mezi indexy i = 1,2, ..., n vyberme index r, pro
ktery je |z,| maximalni. Z r-té rovnice soustavy dostaneme vztah

n

n
|a1‘r||mr| S Z |a7‘k:||xk:‘ S Z |ark‘|xr| = Ar|xr|a

k=1 k=1
k#r k#r

kde prvni nerovnost plyne z vlastnosti absolutni hodnoty sou¢tu a soucinu,
druhé z maximality |z,|. Odtud vyplyva nerovnost |a,.| < A,, coz je ve sporu
s predpokladem. H
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Uvedme pro zajimavost alespoii dvé modifikace véty pro specialni t¥idy ma-
tic. Pro nerozloZitelnou (neboli ireducibilni) matici fadu n, tj. ¢tvercovou matici,
kterou nelze simultannimi permutacemi fadku a sloupct pfevést na tvar

(6 ¢).

kde O je nulovd matice a A a C jsou Ctvercové matice alespon prvniho Fadu,
miizeme pro nejvyse n— 1 ¥addki pFipustit rovnost |a;;| = A; a tvrzeni Lévyova-
Desplanquesova teorému stéle plati. Rovnost |a;;| = A; pro vSechny fadky vsak
ani pro nerozlozitelnou matici uvazovat nemiizeme, jak se snadno presvédcéime
na nasledujicim protiprikladu:

3 2 1 3 2 1
A=12 4 -2, 2 4 =2|=0.
0 -3 3 0 -3 3

Rovnéz je zndmo, ze pro tzv. Minkowskiho matice, tj. redlné ¢tvercové ma-
tice, pro které plati a;; > A; (prvky na hlavni diagondle jsou tedy nutné kladna
¢isla) a a;; < 0 pro i # j, mizeme zesilit zavér véty: determinant Minkowskiho
matice je nejen nenulovy, ale dokonce kladny.

Lévyovu-Desplanquesovu vétu lze ekvivalentné formulovat nasledujicim zpt-
sobem: Je-li determinant matice A nulovy, potom matice A neni diagondlné
dominantni. Tento vysledek lze aplikovat na determinant |A — A\E|, ktery je pro
vlastni ¢islo A matice A nulovy, a musi tedy existovat alesponi jeden index i,
pro ktery |a;; — M| < A;. Z geometrické interpretace absolutni hodnoty ziskidme
nasledujici tvrzeni:

Véta 2 (Gersgorinova véta). Vsechna vlastni ¢isla ctvercové matice
A = (ai;) Tddu n lezi v oblasti

kde T'; jsou kruhy v komplexni roviné o stredu a;; a polomeéru r;, ktery se
rovnd souctu absolutnich hodnot prvka leZicich v i-tém rddku matice A mimo
hlavni diagondlu. Tyto oblasti se nazyvaji Gersgorinovy kruhy a jejich sjedno-
ceni Gersgorinova mnozina nebo Gersgorinova oblast.

Ve vété jsme poloméry Gersgorinovych kruht na zékladé zvyklosti oznadili
misto A; symbolem r; a budeme je tak znacit i v dalSim textu.

Ukazme vymezeni oblasti obsahujici vSechna vlastni ¢isla matice na konkrét-
nim ptikladu.
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Piiklad 3. Uréete GerSgorinovu mnozinu matice

2 1 -1
A=|1 i—1 1-2
1 -1 1—4

Reseni: Gersgorinovy kruhy matice A maji po fadé sttedy aj; = 2, age =4 — 1,
ass = 1 — i a poloméry r, = 2, ro = 1+ /5, r3 = 2. Sjednoceni téchto kruh,
tj. prislusnou Gersgorinovu mnozinu, muzeme snadno zakreslit v komplexni
roviné do soufadnicového systému. Na dalsich obréazcich jsou pouzity sourad-
nicové systémy se stejnymi jednotkami na obou osach, vlastni ¢isla matic jsou
znafena malymi Cernymi vyplnénymi krouzky (vlastni ¢isla Ay = 2, Ay = 4,
A3 = —i matice A jsme spocitali jiz v Ptikladu 2).

Obr. 1: Gersgorinova mnozina obecné matice

Radéji zdtraznéme, ze v kazdém kruhu nemusi lezet pravé jedno vlastni
¢islo. Existuji dokonce matice, jejichz nékteré Gersgorinovy kruhy zadné vlastni
¢islo neobsahuji. Souvisld komponenta Gersgorinovy mnoziny vytvorena pravé
z m kruht vSak musi obsahovat pravé m vlastnich ¢isel, a tedy izolovany Gers-
gorintiv kruh musi obsahovat pravé jedno vlastni ¢islo.
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Obr. 2: Pocet vlastnich ¢isel v souvislé komponenté

Pro matici druhého radu, jejiz GerSgorinovy kruhy se neredukuji na bod, lze
vyslovit dvé dalsi tvrzeni:

Véta 3. Spolecny bod dvou Gersgorinovych kruhi matice druhého tddu,
ktery nent jejich spolecnym hraniénim bodem, nemiZe byt viastnim cislem této
matice.

Dikaz: Uvazujme vlastni ¢islo A matice A = (a;;), které lezi soucasné v obou
kruzich, ale neni jejich spole¢nym hrani¢nim bodem. Pro ¢islo A tedy predpo-
kladdme soucasnou platnost vztahll |a;1 — A| < |a12| a |age — A| < |az21| (nebo
vztahtl |a11 — A| < |aiz| a Jaga — A| < |ag21]| — v tomto piipadé bychom po-
stupovali zcela analogicky). Uvazujme soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou
neznamych

(a11 — N1 + apz2 =0,

a2121 + (a22 — )\)1’2 =0.

Jelikoz je A vlastnim ¢islem matice A, existuje k nému netrivialni feSeni uvedené
soustavy. Ozna¢me FeSeni (z7, x3). Pro kazdou dvojici ¢isel samoziejmé plati,
Ze jsou jejich absolutni hodnoty bud sobé rovny, nebo je jedna vé&tsi nez druha.
Proto také pro slozky FeSeni plati jeden ze vztahd |z]| > |23, |x]| = |z3| nebo
|z3] < |23, z nichz je vSak kazdy ve sporu s pfedpoklddanymi nerovnostmi. l

Véta 4. Dvojndsobné vlastni ¢islo matice rddu dva mize byt spolecnym hra-
nicnim bodem jejich Gersgorinovych kruhi pouze v pripadé, Ze se kruhy doty-
kaji a maji stejny polomer.
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Diikaz: Konkrétnim piikladem matice druhého fadu, kterda ma jedno dvojné-
sobné ¢islo A (a neni diagonélni, nebot jinak by se jeji kruhy redukovaly na

bod), je matice
A0
5=(1 %)

7Z teorie podobnosti matic vime, Ze kdyZ pro ¢tvercové matice A a B téhoz fadu
plati B = S71AS, kde matice S je regularni, tj. jeji determinant je nenulovy,
a matice S a S~! jsou navzdjem inverzni, tj. SS™! = E = S~1S, potom matice
A a B maji stejna vlastni ¢isla. K matici druhého fadu

existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz D = aji1a90 — aj2a21 # 0. Touto
inverzni matici je matice

(it DY,

Nejobecnéjsi pfipad (nediagondlni) matice fddu dva, jez mé dvojndsobné
vlastni ¢islo A, lze proto psat ve tvaru

_ A0 age/D  —aya/D
A= SBS 1_ a1 612) < ) ( 22 12 >
(1121 as2 1 )\ 7&21/D CL11/D ’

tj. (po roznasobeni a tipravé) ve tvaru

A= </\—|—a212a22/D —a%z/D )
a22/D A — a12a22/D
Jestlize vlastni ¢islo A lezi uvnitf nebo na hranici kruhu odpovidajiciho prvnimu
fadku matice, plati [X — A\ — ajpas2/D| < | — a3,/ D| a po tGpravé |ass| < |ajal.
Jestlize A lezi uvnitf nebo na hranici druhého kruhu, dostavame zcela analo-
gicky |agza| > |a12|. Proto |asz| = |a12| a po dosazeni do vySe uvedené matice A
vidime, Ze oba poloméry kruht jsou stejné (rovné &islu a?,/|D|) a kruhy se
dotykaji (nebot jejich stfedy jsou stfedové soumérné dle bodu A a vzdaleny
2a3,/| D], coz je dvojnasobek jejich poloméru). B

Vétu 3 je vhodné aplikovat, jestlize se Gersgorinovy kruhy znac¢né prekryvaji

nebo dokonce jeden lezi uvnitt druhého. Pro ilustraci obou vét vyfesime nékolik
konkrétnich priklad.

Piiklad 4. Naleznéte vlastni ¢isla a GerSgorinovu mnozinu matice
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Reseni: Vyjadiime matici A — AE a vypocitame jeji determinant

AN =(i—A(=i—A)—12=A2—11 = (A = VI1)(A + V11).

i—A 4‘

Matice A mé tedy dvé rizna vlastni ¢isla A\ = V11 a Ay = —/11. Gersgorinovy
kruhy matice A maji po fadé stiedy a1 = 4, aze = —i a poloméry r; = 4,
ro = 3. Oblast, v niz lezi vSechna vlastni ¢isla matice A, je na nasledujicim
obrazku:

Obr. 3: Prolinani dvou Gersgorinovych kruht

Piiklad 5. Urcete vlastni ¢isla a GerSgorinovu mnozinu matice

p-(21).

Reseni: Determinant matice B — \E je

‘2? 13‘:<2—A)(1—A)—8=A2—3A—6=
_(A 3+\/?§> (/\ 3\/5%)
= —T _T :

Matice B ma tedy dvé rtizné vlastni ¢isla Ay = % al = 3_2@ Gers-
gorinova mnozina matice B je sjednocenim kruhti po fadé o stfedech a1 = 2,
a2 = 1 a s poloméry r; = 4, ro = 2, oblast obsahujici vSechna vlastni ¢isla
matice B proto vypada takto:
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Obr. 4: Jeden Gersgorintv kruh uvniti druhého

Priklad 6. Urcete vlastni ¢isla a GerSgorinovu mnozinu matice
3 -3
c=(3 3.

Reseni: Od zadané matice C' odeéteme A-nésobek jednotkové matice a vypodci-
tame determinant |C' — AE| tohoto rozdilu:

3—A -3 2

’ 3 _3_/\’—(3—/\)(—3—)\)—&-9—)\.

Matice C' m4 jedno dvojnédsobné vlastni ¢islo A2 = 0. Gersgorinovy kruhy
matice C' maji po fadé stfedy a1; = 3, azs = —3 a poloméry r; = 3, r2 = 3.
GerSgorinova mnozina je nize zakreslenou oblasti komplexni roviny. Dvojné-
sobné vlastni ¢islo 0 je spoleénym hrani¢nim bodem dvou kruhti, které se v ném
dotykaji a maji stejny polomér.

Obr. 5: Dvojnasobné vlastni ¢islo na spoleéné hranici kruhi
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Piiklad 7. Urcete vlastni ¢isla a GerSgorinovu mnozinu matice
2 4
p-(2 1)

Reseni: Vyjadiime matici D — AE a vypocitame jeji determinant

‘2;A _4A‘ =2=N(=N)—-8=X2-22-8=(A+2)(\—4).
Matice D ma dvé jednoduchd vlastni ¢isla Ay = —2 a Ay = 4. GerSgorinova

mnozina je sjednocenim kruhu, které maji po radé stfedy a1 = 2, ass = 0
a poloméry ry = 4, ro = 2. Vlastni ¢islo —2 je spoleénym hrani¢nim kruhem
obou kruhti. Protoze neni dvojnasobné, nemusi mit kruhy tentyz polomér.

Obr. 6: Jednoduché vlastni ¢islo na spole¢né hranici kruht

Prozatim jsme vyuZzivali GerSgorinovu vétu formulovanou s pomoci soucéti
absolutnich hodnot prvkt v tomtéz fadku matice. Zcela analogické tvrzeni vSak
plati i pro jeji sloupce. Kombinaci obou pfistupti mizeme zmensit oblast ob-
sahujici vSechna vlastni ¢isla. Vyuzijeme-li napriklad nejprve ,fadkovou verzi“
teorému a poté ,sloupcovou“, ziskdme dvé Gersgorinovy oblasti prislusné k téze
matici. Vlastni ¢isla musi proto lezet v priniku obou oblasti.

Napftiklad pro matici A z P¥ikladu 4 s vyuzitim souéti ,,po sloupcich“ do-
staneme nasledujici Gersgorinovu oblast:
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Obr. 7: Prolindni dvou kruhti matice A — ,sloupcova verze“

Vlastni ¢isla tak musi leZet v priniku obou oblasti:

Obr. 8: Oblast obsahujici vSechna vlastni ¢isla matice A

Analogicka vymezeni oblasti, v nichz lezi vlastni ¢isla matic B a D z Pfi-
kladt 5 a 7, jsou velmi podobna. Uvedme proto ,transponovanou“ Gersgori-
novu mnozinu pouze pro jednu z matic, napf. pro matici D z Piikladu 7:
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Obr. 9: Jeden kruh matice D uvnitf druhého — ,sloupcova verze*

Vlastni ¢isla matice D nalezneme v priniku ptivodni a ,transponované“ oblasti:

=~

Obr. 10: Oblast obsahujici vSechna vlastni ¢isla matice D

Pro matici C' z Piikladu 6 obé Gersgorinovy oblasti splyvaji, jejich prunik
tedy oblast vyskytu vlastnich ¢isel neupfesni.

3 Gersgorinovy mnoziny specialnich tfid matic

Pro nékteré tfidy matic je uréeni Gersgorinovych oblasti velmi jednodu-
ché, u jinych tiid jsou kruhy jednotlivych matic shodné ¢i stejnolehlé apod.
Predstavme nyni alespon nékteré specialni pfipady. V nasledujicich prikladech
vlastni ¢isla jiz pocitat nebudeme, pouze je znazornime v obrazcich. Vypocet
jejich presnych hodnot nechédvame na ¢tenafi.
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Zcela trivialni je situace u diagonalnich matic. Jsou-li prvky matice mimo
jeji hlavni diagonalu nulové, redukuji se kruhy na body a vlastni ¢isla jsou
pfimo stiedy kruht, tj. prvky na hlavni diagonale. Pro diagonalni matice jsme
takto schopni ,,vypocitat“ vlastni ¢isla matice obecného fadu n.

Priklad 8. Urcete Ger§gorinovu mnozinu diagonalni matice

2 0 0 0 0
0 -3 0 0 0
A=10 0 2 0 0
0 0 0 1—4i O
0 0 O 0 -3
Reseni:
y
2i ®

Obr. 11: GerSgorinova mnozina diagonalni matice A

Specidlnim pfipadem diagonalnich matic jsou matice skalarni, v nichz je
na hlavni diagonale tentyz prvek. Vsechny kruhy maji tentyz stied a nulovy
polomér, Gersgorinova mnozina degeneruje na jediny bod.

Priklad 9. Urcete GerSgorinovu mnozinu skaldrni matice

1424 0 0
B = 0 1424 0
0 0 1424
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Reseni:

® 1+ 2]

Obr. 12: Gersgorinova mnozina skalarni matice B

Sjednoceni navzajem soustfednych Gersgorinovych kruht tvori Gersgori-
novu mnozinu u tzv. Toeplitzovych matic, tj. matic, jejichz prvky na hlavni
diagondle jsou stejné a na kazdé rovnobézné linii jsou rovnéz stejné. Stiedem
vSech kruznic je prvek opakujici se na hlavni diagonéle, hranici Gersgorinovy
mnoziny kruh s nejvétsim polomérem.

Piiklad 10. Urcete Gersgorinovu mnozinu Toeplitzovy matice

C:

—_ o
O =N
=N W

Reseni:

Obr. 13: Gersgorinova mnozina Toeplitzovy matice C'
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GerSgorinovy kruhy jsou soustfedné i pro tzv. Kacovy matice. Kacovou
matici K, rozumime ¢tvercovou matici fadu n + 1, jejiz prvky v prvni linii
nad diagonalou jsou 1, 2, ..., n, v prvni linii pod diagondlou n, n — 1, ..., 1
a ostatni prvky jsou nuly, tj. matici tvaru

0 1 o --- 0 0 0
n 0 2 -0 0 0
0O n-1 0 --- 0 0 0
K, = | : : . .
0 0 0 0 n—1 0
0 0 0 2 0 n
0 0 0 0 1 0

Piiklad 11. Urcete Gersgorinovu mnozinu Kacovy matice
010
Ko=12 0 2
010

Reseni:

Obr. 14: Gersgorinova mnozina Kacovy matice Ko

Pro obecnou Kacovu matici K,, je znamo, Ze jeji vlastni ¢isla jsou rovna
+n, £(n — 2), ..., pfiCemz posloupnost konéi ¢isly +1, jestlize je m liché,
resp. £2,0, jestlize je n sudé. VSech n + 1 Gersgorinovych kruhtt Kacovy ma-
tice K, se redukuje na dva soustiedné kruhy se stfedem v pocatku souradnico-
vého systému. Prvni z nich vznikne splynutim dvou kruha pfislusnych prvnimu
a poslednimu fadku matice a jeho polomér je vzdy roven jedné, druhy vznikne
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splynutim kruhti pfislusnych vsem zbyvajicim fadktim matice a mé polomér,
ktery je o dvé jednotky vétsi nez nejvétsi vlastni ¢islo matice K, (tj. o jednicku
vétsi nez fad matice K, tj. n+2). Napiiklad GerSgorinovy mnoziny Kacovych
matic K3 a K4 vypadaji takto:

01 0 0O
0100 10200
K3 = K,=10 3 0 3 0
0203 0 0 2 0 4
00 10 0 0010
y
X
1 3

Obr. 15: Gersgorinovy mnoziny Kacovych matic K3 a Ky

4 Gersgorinova mnozina transformované matice

V této ¢asti nastinime smér, kterym se mizeme v problematice Gersgorino-
vych mnozin vydat se studenty na vysoké skole. Po absolvovani vysokoskolského
zékladniho kurzu linedrni algebry zname tvrzeni®, Ze kdyz pro matice A a B
téhoz Fadu existuje reguldrni matice S takova, ze B = S™1AS, kde S~! znadi
matici inverzni k matici S (matice A a B jsou tzv. podobné), potom matice A
a B maji stejnd vlastni ¢éisla. GerSgorinovy mnoziny podobnych matic se vSsak
mohou lisit. Pfechodti od dané matice k podobné matici mtizeme vyuzit vice
a vlastni ¢isla (stejnd pro v8echny podobné matice) musi lezet v kazdé z Gers-
gorinovych mnozin nové vypocitanych matic, musi tedy nalezet priniku vsech
téchto mnozin.

3 Pouzili jsme jej jiz v ditkazu Véty 4.
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Pfi transformacich 1ze uvazovat specialni pfipad regularnich matic S. Bu-
deme-li pracovat s maticemi S, které se lisi od jednotkové matice pouze v jed-
nom prvku na hlavni diagonéle, kde maji vhodny nenulovy prvek g, ziskdme
transformace, které neméni prvky na diagonale ptivodni matice a neméni tedy
ani stfedy Gersgorinovych kruhd. Méni se vSak poloméry vsech kruhti (novy
kruh prislusny #tému fadku transformované matice bude mit polomér rovny
1/¢ nésobku poloméru ptivodniho kruhu p¥islusného k i-tému fadku pivodni
matice).

Ukazme promény kruht pfi transformaci na matici

—4—-9 -2—-1 241

A= -242i -142i 2—-2i
—6 -3 4
Jeji vlastni ¢isla jsou A\; = —2, Ay = 1 a A3 = i. P¥islusné Gersgorinovy kruhy
maji sttedy v bodech a1 = —4 — 7, ass = —1 4+ 2¢ a azs = 4, poloméry kruhi

jsou po fadé r1 = 2v/5, 79 = 4v/2 a r3 = 9. Vlastni &sla matice A proto
nalezneme v nasledujici oblasti komplexni roviny:

Obr. 16: GerSgorinova mnozina matice A

Uvazujme nejprve reguldrni matici

1 00 1 0 0
S=10 1 0], kniZjeinverzni matice S '=|[0 1 0
0 0 2 0 0 1/2
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Vynésobime matice S~!, A a S, a tim ziskdme matici

—4—F —2—i 4+2
B=S"1AS=| —242 —-1+2 4—4
-3 —-3/2 4

Gersgorinovy kruhy pifslu$né matici B maji poloméry r1 = 3v/5, rp = 6v/2
a r3 = 4,5. Transformaci B = S™1AS se tedy zmensi polomér kruhu piislus-
ného ke tfetimu fadku matice A na polovinu a zméni se soucasné i poloméry
zbyvajicich dvou kruhi. Vznikne nasledujici GerSgorinova mnozina:

Obr. 17: Gersgorinova mnoZina matice B = S~1AS

Provedme dale transformaci C = T~'BT, kde

1 00 1 0 0
T=(0 2 0], atedy T7'=[0 1/2 0
0 0 1 0 0 1

Nejprve vypocitame matici

—4—F —4-2 4492
C=T'BT=|-1+7 —-14+2i 2-2i
-3 -3 4

a poloméry piislusnych Gersgorinovych kruhii: 71 = 4v/5, 7 = 3v/2 a r3 = 6.
Uvedenou transformaci se polomér kruhu pfislusného k druhému fadku ma-
tice B zmensi na polovinu a opét se zméni i poloméry zbyvajicich dvou kruht.
Nova Gersgorinova mnozina vypada takto:
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Obr. 18: Gersgorinova mnozina matice C = T-'BT = T~ 1S~1AST

Vlastni éisla matice A (a tedy i matic B a C) lezi v priniku tfi uvedenych
mnozin:

Obr. 19: Prunik GerSgorinovych mnozin matic A, B a C
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Mizeme samoziejmeé rezignovat na pozadavek zachovani stfedd kruhti a uva-
zovat zcela obecné podobné transformace. Tim se ndm mnohdy podafi oblast
komplexni roviny obsahujici vSechna vlastni ¢isla dané matic jesté vice ,zuzit“.

Na zavér ¢asti vénované vysokoskolskym studentiim se vratme jesté k Lé-
vyové-Desplanquesové vété. Nejenze je stézejnim teorémem pro odvozeni Gers-
gorinovy véty, ale zna¢né urychli feseni nékterych prikladi zadavanych v kur-
zech linearni algebry na vysokych skolach. Pokud mame napiiklad vyfesit ho-
mogenni soustavu linearnich rovnic

93?1 + X2 + X3 — 432‘4 — Ty = 07

721‘1 + 1].582 + 21‘3 + T4 + \/§SC5 = O7
T2 —+ 51’3 —+ Xyg —+ 21’5 = 0,

—\/gxl - Xy + X3 — 9{E4 + Is = 0,
31 + 229 — a3 — V224 — 1025 = 0

)

ktera na prvni pohled nevypada ,prilis pékné“, za¢neme tlohu patrné pocitat
Gaussovou elimina¢ni metodou. Pokud se vSak podivame na soustavu pozor-
néji, vSimneme si, Ze matice soustavy je diagonalné dominantni, a tedy re-
gularni. Homogenni soustava mé proto jediné feseni, a tim je triviadlni feSeni
(0, 0, 0, 0, 0). Soustava je timto usudkem vyfeSena. V piipadé nehomogenni
soustavy bychom takto alespon zjistili, Ze ma jediné FeSeni.

Obdobné lze ,od pohledu® vytesit, zda napiiklad vektory a = (1, 5, 0, —8),
b=1(10,1, -3,2),c=(2,-2,7,2) ad = (0, 5,0, —1) tvoii bazi vektorového
prostoru R*. Pokud si pfedstavime matici, jejiz fadky jsou tvofeny vektory
b, d, ¢, a, tj. matici

0 1 -3 2

0 5 0 -1
2 =2 7 2|’
1 5 0 -8

usoudime, zZe je diagonalné dominantni, tedy regularni, a proto jsou uvedené
vektory linedrné nezéavislé a tvoil bazi vektorového prostoru R*.

5 Cesty k problematice vlastnich éisel

Vidime, Ze i na stiedni skole se mizeme se studenty vénovat ptivabné proble-
matice vlastnich ¢isel a jejich lokalizace v komplexni roviné. Musime k ni vSak
vhodné , proklickovat®*, abychom se vyhnuli fadé novych pojma a studenty
naopak od této discipliny neodradili. Na vysokych skolach na cesté k vlastnim
¢isliim poctivé zdolame nékolik kopcti napt. v podobé definice permutace, ktera
nés pripravi na nasledny vystupu na vrchol nazvany definice obecného determi-
nantu a na dlouhou tiru po hiebenu nazvaném podobnost matic s mnozstvim
vyvySenin typu charakteristicky polynom matice, spektrum matice ¢i vlastni
vektor matice. Pokud vibec ke Gersgorinovym mnoZindm dorazime, nemusime
byt vycerpanim schopni jednoduchost a eleganci Gersgorinovy véty ocenit. Na
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stfedni skole si vS8ak omezenim na matice druhého a tfetiho fadu, predstavenim
kfizového a Sarrusova pravidla, jednoduchou definici vlastniho ¢isla a uvedenim
GerSgorinovy véty pFichystame pfijemny vylet (jdeme-li se schopnymi turisty),
béhem néhoz si zopakujeme pocitani s komplexnimi ¢isly, vyresime nékolik
rovnic, uvédomime si geometrickou interpretaci absolutni hodnoty d¢isla, pro-
cvi¢ime sjednoceni a prinik mnozin a vysledky nasi snahy muzeme graficky
zaznamenat nenarocnymi obrazky.

6 Gersgorinovy mnoziny — pouhé hrani?

Znazornovani Gersgorinovych kruht vsak neni pouhym zadbavnym ,malova-
nim dle matematickych pravidel“. M4 i své vyuziti pfi feSeni dulezitych problé-
mi. V nékterych praktickych tlohach neni nutné pocitat vlastni ¢isla matic
presné, postaci vymezeni oblasti, v niz vSechna vlastni ¢isla lezi.

Gersgorinovy mnoziny vhodné vyuzila naptiklad vyznamné algebraicka Olga
Taussky-Todd (1906-1995), kdyZ béhem druhé svétové valky pracovala v Anglii
na Ministerstvu leteckého priumyslu ve skupiné zvané flutter group, kterou vedl
Robert Alexander Frazer (1891-1959). Pouzila je pfi vyzkumu aerodynamic-
kych sil zptsobujicich vibrace trupu nadzvukovych letounti, jez se pri jisté
rychlosti letadla stavaji nestabilnimi a vedou k tzv. jevu flutter. Tato rychlost,
nazyvana flutter speed, je jednou z podstatnych charakteristik, kterd musi byt
zndma jesté pfed konstrukci letounu, nebot jev flutter mize vést az ke ziiceni
letadla. Prikladem takové udalosti muze byt katastrofa pii letu stroje Lock-
heed L-188 Electra z Houstonu do Texasu dne 29. zafi 1959.4 P¥i studiu jevu
flutter ve zminéné pracovni skupiné bylo nutno vyresit diferencialni rovnici, coz
vedlo k hledéani vlastnich ¢isel pfislusné matice. Vypocty vsak byly velmi zdlou-
havé, proto Olga Taussky-Todd aplikovala poznatky o GerSgorinovych kruzich,
o nichz védéla jiz od svych studii, k ziskani oblasti, v niZ se vSechna vlastni
¢isla nachazeji. Tyto informace stacily k vyfeseni problému.

Olga Taussky-Todd byla prvni, kdo poprvé uvefejnil jasny a strucny di-
kaz Gersgorinovy véty. Stalo se tak v ¢lanku A recurring theorem on determi-
nants [3] z roku 1949. A byla to pravé ona, kdo tuto problematiku zpopularizo-
val v celosvétové matematické komunité. Zajem o Gersgorinovy kruhy neuticha
ani ve 3. tisicileti, roku 2004 o nich Richard S. Varga publikoval monografii
Gersgorin and His Circles [4].

Na zavér jesté poznamenejme, ze nazev véty odkazuje na Semjona Aranovice
Gersgorina (1901-1933), ktery tento vysledek zvefejnil jiz roku 1931 v préaci
Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matriz [5]. Jeho tvrzeni viak nebylo
zcela v poradku.

4 O problematice jevu flutter se mizeme dozvédét vice z pomérné velkého mnozstvi élanki
a videil dostupnych na internetu. Z knizni literatury jmenujme knihu Elementary Matrices
and Some Applications to Dynamic and Differential Equations [2] z roku 1938, jejimz spo-
luautorem je zminény R. A. Frazer. V roce 1958 byla pfelozena do CeStiny.
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NAHODA KOLEM NAS

JAKUB STANEK

1 Uvod

Spousta jevi kolem nas ma nahodny charakter, i kdyz si to mozna nékteri
z nas vibec neuvédomuji. Jaké bude zitra pocasi, jak dlouho budeme cestou
do prace ¢ekat na autobus, zda potkame v pristim tydnu spoluzika ze zakladni
skoly ¢i zda budou mit jesté v pekarné nas oblibeny chléb, to jsou jen priklady
jevi, které v sobé nesou prvky nahody.

Proto je teorie pravdépodobnosti zivy obor, ktery mé velkou fadu praktic-
kych aplikaci. Na nékteré situace nam stac¢i pouzit jednoduché vypocty, které
se vyucuji na zakladni nebo stfedni Skole (napf. rtizné spolecenské hry), jiné
pfipady (napf. pfedpovédi pocdasi nebo vyvoje cen na finanénich trzich) uz vy-
zaduji praci se slozitéjsimi modely.

V tomto ¢lanku se budeme okrajoveé zabyvat dvéma tématy, na jejichz zvlad-
nuti ndm bude staci stfedoskolskd pravdépodobnost. V prvni ¢asti se budeme
zabyvat teorii rekordi, jelikoz nejriiznéjsi rekordy jsou spolec¢nosti velmi sledo-
vany, avSak pravdépodobnostni zaklad rekordd uz tak znamy neni. Ve druhé
Casti se podivame na hru poker, jelikoz je to hra, jejiz obliba posledni dobou
stoupé, a navic tlohy o hazardnich hrach lze oznacit za kolébku pravdépodob-
nosti.

2 Rekordy

Lidé jsou odpradavna fascinovani raznymi rekordy. Treba zaznamy o ex-
trémnich srazkach ¢i teplotach lze nalézt jiz ve starych kronikidch. V moderni
dobé se vsak oblast, ve které se rekordy sleduji a zaznamenéavaji, velmi rozsitila,
a tak lze v soucasnosti najit zdznamy o rekordech z témer kazdé lidské ¢innosti.
Kromé rekordti, které vznikaji pomérné prirozené, jako napi. sportovni rekordy
¢i rekordy v pocasi, lze nalézt i fadu pokusti o rekordy, které ptisobi docela ku-
riézné, napr. soutéze v pojidani parka v rohliku ¢i sledovani nejdelsich nehtt
na rukou. Na téchto prikladech je lidska posedlost rekordy vidét snad jesté
vyraznéji.

Podivejme se nyni na rekordy z matematického hlediska. Tato c¢ast clanku
piimo vychdzi z knihy Andél (2000), kapitoly IV. Rekordy, ve které lze najit
detaily k nésledujicim fadkdm.

Nejprve si polozme otézku: Kdy je néjakd hodnota rekordem? Odpovéd je
pomeérné prirozend: Uvazujeme-li posloupnost x1, o, ... ,x, redlnych ¢isel, pak
k-ty ¢len posloupnosti z (¢i k-t4 hodnota) je rekordem, pokud

TE > max x;, Tresp. xp < min x;,
i=1,...k—1 i=1,...k—1
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tedy je-li nejvétsi, resp. nejmensi z prvnich k£ hodnot. PovSimnéme si, Ze prvni
hodnota je vzdy rekordem.

Nyni predpokladejme, ze hodnoty x; jsou vysledkem néjakého nahodného
pokusu ¢éi ndhodného déje (lze je popsat pomoci ndhodnych veli¢in Xy, viz
napf. Andél (2000)). Pak vyvstévaji otdzky typu:

e Jaka je pravdépodobnost py, Ze k-t4 hodnota xj bude rekordem?

e Kolik rekordiu zaznameniame, mame-li n pozorovani?

e D4a se z poctu rekordd usuzovat, zda jsou hodnoty x; realizaci téhoz
pokusu ¢i dé€je, neboli odbornéji feceno, zda je rozdéleni nadhodnych
veli¢in X;, i =1,...,n stejné?

matického aparatu, budeme predpokladat, ze X; jsou nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny, jinymi slovy x; jsou realizacemi stejného ndhodného pokusu
¢i déje a zadna hodnota zj neni nijak ovlivnéna hodnotami x; pro i # k. Pak
k-t4 hodnota bude rekordem pravé tehdy, kdyZ je nejvétsi (nejmensi) z prvnich
k hodnot, a jelikoZ nejvétsi (nejmensi) hodnota z prvnich & hodnot mtize byt
na k mistech a kazda z téchto variant méa stejnou pravdépodobnost, pak je
pravdépodobnost, Ze je k-t4 hodnota rekordem,

_1
Pk—k.

Oznacme y;, = 1, je-li z; rekordem, a y; = 0 v opa¢ném piipadé. Pak po-
¢et rekordi v posloupnosti {z;}1; je > ., y;. Tedy stiedni (prmérny) pocet
rekordil je roven

n n n

> -Pyi=1)+40-Plyi=0)]=>_ 1-Plyi=1)=>_

i=1 i=1 =1

.9

kde P(y; = 1) znadi pravdépodobnost, Ze y; = 1, tedy Ze i-t4 hodnota je
rekordem.

V nasledujici tabulce jsou uvedené pocty pokusu n, které primeérné potre-
bujeme k tomu, abychom dosahli N rekordt:

N|1 ]2 |3 4 5 6 7 8 9 10
n |1 |4 |11 |31 |8 | 227 | 616 | 1674 | 4550 | 12367

Z tabulky je vidét, jak rychle pocet potfebnych pokust roste, presto ale pro
kazdé zvolené prirozené N existuje n € N, takové, ze stfedni pocet rekordi
pfi n pokusech je vétsi nez N. Toto plyne pfimo z faktu, Ze harmonicka fada
14 % + % + - -+ ma nekonecny soucet. Tedy zaznamendvame-li naptiklad kazdy
rok svého Zzivota maximalni roéni nameérenou teplotu v misté svého rodisté,
pak zaznamename v prumeéru dva rekordy, nez nastoupime do zakladni skoly,
dalsi rekord do konce povinné skolni dochéazky, ale uz jen jeden nebo dva dalsi
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rekordy do konce naseho zivota. V piipadé, zZe se pocet rekordi od vypocitané
stfedni hodnoty podstatné lisi, je tfeba se zamyslet, zda jsou splnény predpo-
klady nezavislosti pokust a zda se v jednotlivych pozorovanich jedna o realizaci
stejného pokusu. Tedy v ptripadé€ pocasi vétsi pocet teplotnich rekordd v jistém
smyslu podporuje teorii postupného oteplovani (i kdyZz ne nutné globélniho).

Pojdme se nyni podivat na rekordni vyhry v na$i nejzndméjsi ¢iselné lo-
terii Sportka. V nasledujicim grafu jsou uvedeny vysSe rekordnich vyher od
17. 1. 1993 do soucasnosti. Poznamenejme, ze kazdy rok je provedeno pfiblizné
sto tahi této loterijni hry, jen v prvni éasti sledovaného obdobi (do dubna 1995,
kdy probihalo slosovéni jen jednou tydnég) byl pocet tahii v roce kolem padesati.
Podivame-li se na data, zjistime, ze do roku 1995 probéhlo asi 100 taht Sportky,
tudiz bychom ocekavali béhem této doby pét rekordd, Sesty rekord bychom pak
ocekavali do konce roku 1995 a dalsi do konce tisicileti. V nasledujici dekadé
uz by pak byl o¢ekavan jen jeden rekord. Ackoliv v prvnim tseku rozlozeni
rekord@i pomérné dobie odpovid4d nasemu ocekavani, pét rekordti v novém ti-
sicileti uz je nad ocekavani a stoji za to se zamyslet, zda jsou u jednotlivych
taht splnény podminky nezavislosti a stejného rozdéleni. Podivame-li se do
pravidel a historie Sportky, zjistime, ze v roce 1993 byl zaveden jackpot neboli
kumulativni vyhra, ktera se preléva do néasledujiciho slosovani, pokud nepadla
vyhra v prvnim poradi. A pravé zavedeni jackpotu nam zru$i nezévislost mezi
jednotlivymi vyhrami. Navic se ve sledovaném obdobi meénila pravidla na roz-
délovani vyher, takze jednotlivé tahy nemaji ani stejné rozdéleni. V roce 1998
byla zavedena mimotradné prémie a doslo k Gpravé ceny sazky a prerozdéleni
vyher, které umoznovalo generovat vyssi jackpoty nez v minulosti. Dalsi zmény
pak byly provedeny v roce 2003 a 2004 a nasledné v roce 2010, kdy byl zave-
den superjackpot. Pravé uvedené zmény vysvétluji nesoulad mezi ocekdvanym
vyvojem poctu rekordu a skutecnosti.

2e+08 3e+08 4e+08
| | |
o

1e+08

0e+00
|
o
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Snad jeSté vyraznéji je vyvoj rekorda vidét ve sportu. Asi nejsledovanéjsi
atleticka disciplina — béh muzi na 100 m — zaznamenala béham t¥iceti letnich
olympiad 10 rekordfi'. Ackoliv i pii zachovani nezavislosti a stejného rozdéleni
pokust lze takového vysledku dosdhnout, pravdépodobnost tohoto vysledku by
byla tak mald, ze je tieba uvazovat o jiném vysvétleni tohoto jevu. V tomto
piipadé se nabizi jako vysvétleni fakt, ze vykonost vrcholovych atlett se stale
zvysuje.

Vice informaci o teorii rekordii, napiiklad jaka je pravdépodobnost k rekordt
¢ rozdéleni doby ¢ekani na dalsi rekord, lze nalézt v knize Andél (2000).

3 Poker

Posledni dobou u nas velmi stoupa popularita hry poker, a to konkrétné
jeji varianty Texas Hold’em. Ackoliv ndhoda rozhoduje o vyhie v této hie jen
Castecné a vyznamnou roli hraje um hracd rozpoznat, kdy maji karty slozit
a kdy pokracovat ve hie (coz vede ke sportim, zda zafadit tuto hru mezi hry
hazardni ¢ nikoliv), je vliv ndhody u této hry nepopiratelny. Pojdme se tedy
na hru poker podivat z pohledu pravdépodobnosti.

Hra poker se hraje zpravidla s francouzskymi kartami (52 listt — kiize, kary,
srdce a piky). Cilem hry je vybudovat jednu z mnoha hernich kombinaci, které
rozhoduji o ztraté ¢ zisku. Vyherni kombinace jsou nasledujici (sefazené od
nejnizsi po nejvyssi vyherni kombinaci):

High card (karta nejvyssi hodnoty)

One pair (dvojice karet stejné hodnoty)

Two pairs (dva pary karet stejnych hodnot)

Three of a kind (trojice karet stejné hodnoty)

Straight (pét karet v fadé v raznych barvéch)

Flush (pét karet stejné barvy)

Full house (dvojice a trojice karet stejnych hodnot)

Poker (¢tverice karet stejné hodnoty)

Straight flush (Gistd postupka — pét karet v fadé ve stejné barvé kromé
postupky 10, J, Q, K, A)

e Royal flush (krélovska postupka — 10, J, Q, K, A v jedné barveé)

Jsou vsak tyto vyherni kombinace sefazené postupné i podle pravdépodob-
nosti jejich padnuti? Jelikoz je pocet vSech moznosti, jaké karty mtzeme dostat,
roven (552) a jelikoz pravdépodobnost jednotlivych kombinaci pocitdme pomoci
klasické pravdépodobnosti, tj. pocet pfiznivych karetnich kombinaci déleno po-
¢tem v8ech moznych karetnich kombinaci (coz je pravé (552)), je pro nas pod-
statny jen pocet ruznych karetnich kombinaci, které nam davaji sledovanou
vyherni kombinaci.

e Royal flush. Jelikoz méame jen ¢tyfi razné barvy karet a hodnoty karet
jsou jiz pfedem uréeny (10, J, Q, K, A), mdme pouze 4 moZnosti této
kombinace.

Thttp://www.timetoast.com/timelines/mens-100m-sprint-olympic-record-evolution
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Straight flush. Postupka mize zacinat kartami A, 2, 3, ..., 9 (kartou
10 za¢ind Royal flush) a opét méme Cty¥i moZnosti barev, proto mame
9 -4 = 36 moznosti.

Poker. Mame 13 moznosti (2, 3, ..., K, A) volby étyf karet stejné
hodnoty, posledni kartu volime libovolné ze zbyvajicich 48 karet, tedy
dostaneme 13 - 48 = 624 moznosti.

Full house. Mame 13 moznosti hodnot karet pro trojici a zbyvajich
12 moznosti pro volbu hodnot paru karet, tfi karty urcené hodnoty
Ize vybrat (g) zpusoby, dvé karty urcené hodnoty (g) zpusoby, tedy

dostaneme 13 -12 - (g) . (;) = 3744 mozZnosti.

Flush. Barvu lze vybrat ¢tyfmi zptisoby a pét karet jedné barvy (153)
zpusoby. Od tohoto poctu vsak musime odecist vSechny ¢isté postupky
(véetné kralovské postupky), jelikoZ to jsou vyssi vyherni kombinace.
Tedy pocet moznosti je 4 - (153) —4-10 = 5108.

Straight. Pocatek postupky lze vybrat 10 zpisoby (A, 2, ..., 10) a pro
kazdou kartu v postupce mame ¢tyfi moznosti volby barvy, musime ale
odecist véechny ¢isté postupky. Pocet moznosti je tedy 10-4° —10-4 =
= 10200.

Three of a kind. Mame 13 moznosti hodnot karet pro trojici, trojici
karet dané hodnoty lze vybrat (3) zpUsoby a posledni dvé karty lze vy-
brat (428) zpusoby, je vSak tfeba odecist vSechny kombinace Full house.
Dostaneme tedy 13 - (é) . (428) — 3744 = 54 912 moznosti.

Two pairs. Hodnoty pro dva pary lze vybrat (123) zpusoby, dvé karty
dané hodnoty (3) zptisoby a posledni kartu 52 — 8 = 44 zpiisoby, proto

je vysledny pocet moznosti (123) . (;)2 -44 = 123 552.

One pair. Hodnotu pro par lze vybrat 13 zpusoby, hodnoty dalsich
tii karet (132) zpusoby, par stejné barvy vybereme (g) zpusoby a pro
dalsi tii karty mame vzdy ¢tyfi moznosti volby barvy. Moznosti je tedy
13- () - (3) - 4% = 1098 240.

High card. Méame (153) moznosti, jak vybrat pét rtiznych hodnot péti
karet a pro kazdou kartu ¢tyfi moznosti volby barvy. Je ale tfeba ode-
¢ist vSechny postupky a vSechny kombinace jedné barvy, tj. vsechny
moznosti Royal flush, Straight flush, Flush a Straight. Dostaneme tedy

(153) 4% — 4 — 36 — 5108 — 10200 = 1302 540 moznosti.

Vyherni kombinace jsou tedy skutecné sefazeny podle pravdépodobnosti je-
jich ziskani. Otazka je, zda by mélo byt pofadi vyhernich kombinaci stejné
v ptipadé, Ze bychom se rozhodli hrat poker s maridSovymi kartami. Stejnym
zplsobem vypoctu, jaky jsme uvedli vysSe, dostaneme nésleduji pocéty variant
u jednotlivych vyhernich kombinaci:

Royal flush — 4 moznosti
Straight flush — 12 moznosti
Poker — 224 moznosti

Full house — 1344 moznosti
Flush — 208 moznosti
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Straight — 4080 moznosti

Three of a kind — 10 752 moznosti
Two pairs — 24192 moznosti

One pair — 107 520 moznosti
High card — 53 040 moznosti

Vidime, ze oproti hie s francouzskymi kartami doslo k pfefazeni variant ve
smyslu poc¢tu kombinaci, a tedy i ve smyslu pravdépodobnosti ziskani téchto
kombinaci. Nové fazeni vyhernich variant (od nejvyssi) by tedy bylo Royal
flush, Straight flush, Flush, Poker, Full house, Straight, Three of a kind, Two
pairs, High card a One pair.
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GEOMETRICKE PROJEKCE
S VYUZITIM 3D POCITACOVEHO MODELOVANI

PETRA SURYNKOVA, YULIANNA TOLKUNOVA

Clanek pojednava o realizovanych metodach inovace vjuky deskriptivni geo-
metrie na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Zakladni
ideou modernizace vyuky této klasické discipliny je pouziti pocitacového mode-
lovani a rozsireni deskriptivni geometrie o poznatky z pocitacové grafiky a poci-
tacové geometrie. Vyuziti pocitacového modelovani pfedvedeme na piikladech
typickych tloh z deskriptivni geometrie, kterymi jsou rovnobézné a stiedové
projekce. Zde se specidlné zaméfime na projekce ploch uzivanych v geometrii
a inzenyrské praxi. V ramci zlepSovani vyuky deskriptivni geometrie neustéale
rozsifujeme elektronické sbirky tloh a pripravujeme nové studijni materialy. Do
prace s pocitacovymi programy se v ramci svych bakalarskych a diplomovych
praci ispésné zapojuji i nasi studenti.

1 Uvod a motivace

Deskriptivni geometrie, jedna z klasickych disciplin matematické védy, se
zabyvé reprezentaci trojrozmérnych objektd pomoci dvojrozmérného obrazu.
Typickou tulohou, kterou deskriptivni geometrie Tesi, je projekce trojrozmeér-
ného objektu na rovinu a zpétna rekonstrukce trojrozmérného objektu z tohoto
obrazu. Abychom uméli s projekci spravné pracovat, je nutné porozumét geo-
metrickym principtim, vlastnostem geometrickych objektti v roviné i v prostoru
a vztahim mezi nimi. V tomto Sirsim pohledu se tedy deskriptivni geometrie
zabyva také specidlnimi technicky vyznamnymi kiivkami a plochami.

Mohlo by se zdat, Ze s nastupem modernich pocitacovych programi jsou
metody deskriptivni geometrie prezitkem. V dnesni dob€ je ve vyrobnich pro-
cesech, kde drive méla deskriptivni geometrie své nenahraditelné misto, samo-
ziejmosti prace s pokroCilymi grafickymi softwary. Deskriptivni geometrie, jejiz
soucasti bylo vzdy klasické rysovani a ¢rtani, vSak ani pfes tento fakt neztraci
na svém vyznamu. | pfi pouziti grafickych a modelovacich poécitacovych pro-
gramtl je potfeba metody deskriptivni geometrie ovladat, nebot i kdyz se jedné
o projekci, technicky vykres nebo vymodelovanou prostorovou situaci, které
jsou vytvorené na pocitaci, pro spravnou interpretaci takového vystupu se bez
znalosti geometrie neobejdeme. V oborech, ve kterych je spravna vizualizace
a nazorné zobrazeni prostoru a prostorovych objektd rozhodujici, mé proto
geometrie a specialné i deskriptivni geometrie stale své misto.

Klasické rysovani a ¢rtani neni na prvni pohled v praxi uzivano, ovSem je
ziejmé, Ze se na tyto postupy spoléhame ve fazi rozvijeni napadu ¢i prvotniho
hledani feseni geometrickych problému a to samoziejmé nejen v praxi, ale i ve
vyuce a pii studiu geometrie.
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Geometrie se vSemi svymi podobory je soucasti mnoha modernich prak-
tickych aplikaci a zasahuje tak do fady odvétvi. VSeobecné patii geometrie
mezi velmi naro¢né védni oblasti vyzadujici logické mysleni a soucasné jeji stu-
dium Siroce rozviji prostorovou predstavivost. Studium geometrie a specialné
deskriptivni geometrie predstavuje proto skute¢nou vyzvu pro vyzkum i praxi.

V ¢lanku se vénujeme moznym inovativnim zpusobim vyuky deskriptivni
geometrie zalozenych piredevsim na vyuziti po¢itacového 3D modelovani a pied-
stavujeme nové vznikajici studijni materidly a webovou podporu deskriptivni
geometrie. Vyuziti modelovacich a grafickjch programi ve vyuce geometrie
rovnéz zvysuje zdjem studentii o danou problematiku, coz vyplyva z témat za-
vére¢nych praci. Rovnéz zaznamenavame uspéchy nasich studentt v soutézich
SVOC préavé s geometrickymi tématy zpracovanymi s vyuzitim pocitacového
modelovani.

2 Vyuka deskriptivni geometrie na MFF UK

Pii vyuce deskriptivni geometrie na Matematicko-fyzikalni fakulté UK se
snazime o vyraznéjsi propojeni s praxi (zejména v predmétech Deskriptivni
geometrie ITI, Geometrické plochy, Plochy stavebni praxe, Aplikace deskriptivni
geometrie) a také o rozsifeni deskriptivni geometrie o poznatky z pocitacové
grafiky a poditacové geometrie (pfedméty Pocitacovd geometrie I a II). Pfi
pouzivani modelovaciho softwaru ve vyuce deskriptivni geometrie se tato snaha
ukazuje jako prirozeny krok.

Pokud chceme sledovat trend, ktery je bézny v technické praxi, na niz chceme
pripravovat nase absolventy, je nezbytné pfizpusobit se moderni dobé. Ve vy-
robnich procesech jsou v praxi pfi konstruovani, navrhovani ¢i modelovani nej-
riznéjsich objektt dnes jiz béZné uziviny moderni CAD (Computer Aided
Design) systémy [1]. Podobny software lze pouzit ve vyuce vSech klasickych
geometrickych témat i deskriptivni geometrie.

Deskriptivni geometrii tak mtizeme chapat ve zcela novém svétle. Pokud
kromé klasického (a nezbytného) ruéniho rysovani a ¢rtani zarazujeme do vy-
uky také pouziti 3D pocitacového modelovani, mize byt deskriptivni geometrie
chapana znovu jako moderni disciplina. Diky tomu, Ze nasi studenti absolvuji
také pocitacovou geometrii, je mozné zduraznovat, na jakém principu takovy
graficky software funguje. Nejedna se tedy v zadném pripadé o pouhé uzivani
grafického softwaru, vzdy je nasim cilem dojit k hlubsimu porozuméni pozadi
daného programu. Vyhodou je, ze pravé v ramci predmétid Pocitacové geo-
metrie I a II se studenti setkdvaji s geometrickymi algoritmy a diferencidlni
geometrii kiivek a ploch uzivanych v pocitacové grafice.

3D modelovani a rysovani na pocitaci ve vyuce deskriptivni geometrie
Ve vyuce zminovanych prfedméti na Matematicko-fyzikalni fakulté vyuziva-

me pro tvorbu 3D modelt a modelovani prostorovych situaci komeréni 3D
modelovaci software Rhinoceros (NURBS modeling for Windows). Rhinoceros
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je levny a dostupny software obsahujici mnozZstvi profesionalnich modelovacich
nastroju a funkci a je v praxi bézné uzivan. Program Rhinoceros vyuzivame
rovnéz k tvorbé ryst, tedy k rysovani v roviné. V zadném piipadé neopoustime
klasické ru¢ni rysovani. Pocitacovou tvorbu pokladame za podptirnou a mo-
derni metodu rysovani.

Kromé programu Rhinoceros pouzivame ve vyuce také dynamicky software
GeoGebra a to pfedevsim k tvorbé rovinnych konstrukci pfipadné k demon-
straci platnosti geometrickych zakonitosti. GeoGebra je uzivatelsky velice pfi-
jemnd a i uplny zacatecnik si jeji ovladani rychle osvoji. Navic je GeoGebra
bézné uzivana ve vyuce matematiky a geometrie na mnoha nasich zékladnich
a stfednich skolach.

vvvvvv

¢asto velmi obtizné. K pochopeni prostorové situace, vztahit mezi prostorovymi
objekty ¢i k nalezeni feSeni rovinné nebo prostorové geometrické tlohy miize
napomoci pravé pocitacové 3D modelovani nebo vhodny dynamicky geomet-
ricky software.

Samoziejmé neni nutné pracovat ve vyuce pravé se zminovanymi grafickymi
programy. Na trhu existuje celd fada levnych nebo dokonce volné dostupnych
programu pro geometrii a matematiku.

Rozsirovant sbirky prikladd, tvorba novych studijnich materidlid a webovd pod-
pora pro deskriptivni geometrii na MFF UK

Pocitacové programy neuplatnujeme pouze ve vyuce, ale vyuzivame je také
k tvorbé sbirek priklad®, novych studijnich materidli a k webové podpotre vy-
uky deskriptivni geometrie. V letosnim roce jsme (i diky projektu FRVS) vy-

razneé rozsifili sbirku prikladd pro deskriptivni geometrii a zapocali jsme s tvor-
bou novych studijnich materialt, které se tykaji rtiiznych geometrickych témat.

Sbirky prikladi k predméttim Deskriptivni geometrie III, Plochy stavebni
praxe, Geometrické plochy a Aplikace deskriptivni geometrie jsou k dispozici
v elektronické formé na strankach http://surynkova.info/MFF . php. Priklady
jsou rozdéleny podle témat a sefazeny chronologicky do jednotlivych predné-
Sek a cvifeni. Sbirky pfikladu jiz nékolik let neustale rozsifujeme, pfipadné
pfidavame k nékterym prikladtim i jejich feseni.

Za vyrazné posileni vyuky a studia deskriptivni geometrie povazujeme
tvorbu novych studijnich materidlti a prikladi pro samostudium, které jsou
k dispozici na strankach http://surynkova.info/topics.php. Jedné se o po-
pisy a navody k rtznym konstrukcim, pocitacové modely, ukizky rysu a stu-
dentskych praci apod. Jmenujme naptiklad konstrukce kuzelosecek jako obrazt
kruznice ve stiedové kolineaci ¢i ptiklady konstrukci kuzelosecek z danych prvki
pomoci stredové kolineace.

Webové stranky jsou neustale pribézné aktualizovany a jsou urceny nejen
studentim nasi fakulty, ale vSem zéjemctim o geometrii (nékteré odkazy jsou
v anglickém jazyce).


http://surynkova.info/MFF.php
http://surynkova.info/topics.php
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3 Geometrické projekce

Vyuziti pocitacového modelovani a rysovani na pocita¢i pfedvedeme na
ptikladech klasickych tloh z deskriptivni geometrie, kterymi jsou rovnobézné
a stredové projekce. Zaméiime se zde na projekce ploch uzivanych v geometrii
a v inzenyrské praxi, které jsou na MFF UK vyucovany ve vyssich ro¢nicich.

Ukazme si zaddni a FeSeni typické tilohy z deskriptivni geometrie. Necht je
déna Sroubové plocha tvofici kfivkou (zde specialné tseckou) a Sroubovym po-
hybem (Sroubovy pohyb je zadan osou, smyslem a vy$kou zavitu). Aby méla
tato tloha smysl, predpokladame, ze tvorici tsecka nelezi na ose Sroubového
pohybu a neni s ni ani rovnobézna. Dale predpokladejme, Ze je dana libovolna
rovina, ktera protina Sroubovou plochu vzniklou sroubovanim tvorici tsecky.
Ukolem studentii je sestrojit (ruéné nebo rysovanim na pocitaci) nékolik poloh
Sroubujici se usecky, zdanlivy obrys ¢asti plochy (napfiklad jednoho zavitu)
a fez Gasti plochy zadanou rovinou — ve v daném promitani. Ulohu fesime
nejprve v rovnobézném promitani a to v pravouhlé axonometrii. Zadani tlohy,
tj. osa Sroubového pohybu, poloha tvofici tsecky a rovina fezu v pravouhlé
axonometrii, je znazornéno na obrazku 1 vlevo. Na obrazku 1 uprostied vidime
vysledek dané tlohy (jiz bez pomocnych ¢ar), pfi¢emz se jedna o rys vytvofeny
na pocitaci. 3D modelovaci software Ize ale vyuzit také k vymodelovani prosto-
rové situace, kterou mizeme vidét na obrazku 1 vpravo. Nutno podotknout, ze
pfi praci primo se softwarem lze s prostorovym objektem hybat, prostorovou si-
tuaci je mozné ruzné natacet, priblizovat ¢i oddalovat. Diky tomu je mozné 1épe
porozumét prostorovym vztahlim a prace v roviné, tedy s vyslednou projekci,
je tak snazsim tkolem. Na obrazku 1 vpravo je pfitom pohled na 3D model
plochy nastaveny tak, aby pfesné odpovidal zadané rovnobézné projekci.

wevs

Na obrazku 2 vlevo je znézornéno opét zadani tlohy. Na obrazku 2 uprostied
miizeme vidét poéitacovy rys s feSenim tlohy (opét bez pomocnych éar) a na
obrazku 2 vpravo pocitacovy 3D model. Opét je pohled na 3D model nasta-
veny tak, aby presné odpovidal zadanému stfedovému promitani. Zde se mu-
zeme setkat s obtizemi jiz pfi zadavani dlohy. Obrazy prostorovych objektt se
v obecném stfedovém promitani mohou velmi vyrazné zkreslovat, pfiéemz mira
tohoto zkresleni se pfedem velmi tézko odhaduje. Pomoci ndm miiZe pti tvorbé
takového zadani tlohy samoziejmé zkusSenost nebo opét 3D pocitacové mode-
lovani. Po vymodelovani prostorové situace v programu Rhinoceros je mozné
s objektem hybat a nastavit tak pohled na prostorovy objekt, ktery nadm vyho-
vuje. Vétsina grafickych softwartt podobnych programu Rhinoceros umoziuje
prostorovou situaci ve zvoleném pohledu promitnout do roviny, tj. vytvorit vy-
slednou projekci (rovnobéznou i stfedovou). Tuto funkci hojné vyuzivame pravé
k tvorbé zadavani podobnych tloh a rovnéz ke kontrole vysledné projekce pro-
storovych objektti vytvorenych bud ru¢éné, nebo rysovanim na podéitaci v roving.
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Obr. 1: Sroubova plocha v pravotihlé axonometrii:
zadéani (vlevo), vysledek rovnobézné projekce (uprostfed), 3D model (vpravo)
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Obr. 2: Sroubova plocha ve stfedovém promitani:
zadéni (vlevo), vysledek stfedové projekce (uprostied), 3D model (vpravo)

4 Studentské prace

Vyuziti poc¢itacového modelovani a rysovani na pocitacéi ve vyuce deskrip-
tivni geometrie vyrazné zvysuje zdjem studentt o danou problematiku a zajis-
tuje jejich aktivni zapojeni do vyuky. To vyplyva z reakci studentt a také ze
zajmu vénovat se geometrickym témattim v ramci semestralnich, bakalarskych
a diplomovych praci. Uvedme piiklad bakalaiské prace Geometrie stinu [3] stu-
dentky Yulianny Tolkunové, které se v roce 2014 umistila na druhém misté na
mezinarodni soutézi SVOC v didaktice matematiky v kategorii bakalaiskych
praci. Bakalaiska prace Geometrie stinu se vénuje geometrickému osvétleni ele-
mentarnich téles a metodam sestrojeni jejich stint v ruznych projekcich. Prace
je zaméfena zejména na rovnobézné osvétleni téles v rovnobéznych projekcich.
Obsahuje prehled zékladnich pojmt a vlastnosti geometrického osvétleni a je
doplnéna vlastnimi nazornymi ilustracemi, které vznikly s pouzitim modelova-
cich néstroji v programu Rhinoceros. Sou¢éasti prace je sada FeSenych i nefe-
Senych ptikladi, které mohou slouzit jako sbirka tloh pro studenty v hodinach
deskriptivni geometrie.
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5 Shrnuti a zavér

V ¢lanku jsme prezentovali realizované metody inovace vyuky deskriptivni
geometrie na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze. Modernizace vyuky je
zalozena ptredevsim na pouziti pocitacového modelovani a rysovani na pocitaci
a také na rozsifeni deskriptivni geometrie o poznatky z pocitacové grafiky a po-
Citacové geometrie. Pocitacové modelovani vyuzivame nejen pri vyuce, ale také
pri pripravé materiali pro cvieni a prednasky a pro tvorbu sbirek prikladi
a novych studijnich materialt publikovanych na webovych strankach [2].

Pfi vyuce se nam osvédcCuje, Zze studenti povazuji rysovani a modelovani
na pocitaci za vhodnou pomucku a vnimaji geometrii skutecné jako moderni
disciplinu.

Inspiraci v nasem pristupu pfi vyuce geometrie snad naleznou i ucitelé a stu-
denti na nizsich stupnich vzdélavani.
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SCITANI KRIVEK A PLOCH

ALENA SAROUNOVA

Mnozi lidé maji téméf posvatnou hriizu z geometrie. Mysli si, Ze je to bud
vcelku nepotfebna disciplina, nebo naopak cosi ,normalnim lidem*“ nepfistup-
ného. Rada bych na jedné zajimavé geometrické metodé poukazala na neo-
pravnénost obou téchto krajnich nazora. Tusim, Ze Seneca napsal zhruba toto:
O nekteré véci se nepokousime, protozZe se ndm zdaji prilis obtizné. Ale pri-
lis obtizn€ se ndam zdaji, protoze jsme se o né nepokusili. Pokusme se tedy
celkem nazornym zpusobem rozsirit své predstavy o ,sc¢itani“. Budeme séitat
kiivky v roviné (nékteré ptipady dobfe zndme) a pak i plochy v prostoru (jako
mnozi stavitelé, protoZe si to vynutila sama stavebni praxe). Budeme se za-
byvat zejména grafickym feSenim a obcas priddme par namétiu k zamyslent,
k zadani seminarni prace atp. Pri feseni tloh se mi zda v tomto pfipadé uzitec-
néjsi ,rucni prace” studentti, protoze pri ni se kazdy musi dikladnéji soustredit
na jednotlivé kroky a mé vice ¢asu na ,napady“. (Vlastni hypotézy lze ovétit
napt. v GeoGebfe, ale neni to nutné.)

1 Séitani krivek

Se s¢itanim krivek se zaci setkavaji v podstaté uz na zakladni skole, jakmile
pracuji s nékterymi grafy z praxe. Na obr. 1 je graficky uren pfiblizny pri-
tok vody, jsou-li zndmy k¥ivky z vodomért obou tokd pred jejich soutokem.
V tomto pfipadé jinou metodu nez prosté sé¢itani naméfenych hodnot ve zvo-
lenych ¢asovych okamzicich pouzit nelze.

soutok
mé/s

40

20 Studena

R e it o
-
-

[=]
A4

1.8. 2.8, 3.8 4.8 58 6.8 7.8 88 98

Obr. 1: Odhad prutoku vody z prubéznych zaznamu
automatickych vodomeéri nad soutokem dvou Ficek

Souctem linedrnich funkci k, [ na obr. 2 je funkce r, coz Ize snadno ové-
it graficky nebo sestavenim pfislusnych pocetnich zadani. Soucet casti grafa
funkei dvou sinusovek na obr. 3 je vyznacen Cervenou kiivkou s.
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y=sinx s=y+y'
y'=sin2x

N4

2
-
Obr. 2 (vlevo): Grafy linedrnich funkci &, I, r
Obr. 3 (vpravo): Souctova kiivka dvou sinusovek

Ve vsech tfech pfipadech jednotlivé body souctové kiivky s ziskdme souctem
orientovanych tise¢ek (na ZS) & vektorii s po¢atkem na ose x. Tento postup
zobecnime na grafické séitani kiivek (obr. 4). (Za ,k¥ivku“ budeme povazovat i
lomenou ¢4ru, experimentalni k¥ivky zapisovadi i grafy matematickych funkei.)

VO / /v ©

Obr. 4: S¢itani dvojice k¥ivek k, I (vzhledem k ose o a sméru s)

Je dana pfimka o (osa s¢itani), s ni riznobéznad piimka s (smér scitani)
a kiivky k, [, které budeme séitat. S¢itat lze pouze na téch primkach sméru s,
na nichz lezi body obou zadanych kfivek, zde tedy na pfimkach rovinného pasu
ohrani¢eného primkami s, s’. Soucétova kiivka kiivek k, [ je souhrnem bodu
souctu lezicich na vSech pfimkach sméru scitani. V praxi po ziskani dostatec-
ného poctu bod jimi prolozime kfivku, kterd se blizi té skutecné souctové
kfivce podobné jako graf funkce nacrtnuty zaky pomoci tabulky s hodnotami
funkce v nékolika bodech grafu idealnimu.

Pokud znédme pocetni vyjadieni s¢itanych kfivek, uréime jejich souctovou
kiivku presnéji. Je-li jedna ze sc¢itanych kfivek pfimkou rovnobéznou s osou,
souctovou kfivku ziskdme pouhym posunutim kiivky v daném sméru scéitani
o dany vektor. Déale se budeme zabyvat pouze pfimkami, kruznicemi a elipsami.
Daji ndm zajimavé souctové kiivky a lze zde k experimentim snadno pouzit
GeoGebru.

Na obr. 5 je zadand osa o, smér s¢itdni kolmy k ose, kruznice k(K, KT)
a pfimka [ prochézejici bodem M. Souctem bodu M, K je bod S. Stejné se-
strojime body M, H, N, G souctové kiivky (a pfipadné jesté nékteré dalsi).
Studenti mohou ovéfit, ze jimi ziskané body lezi na elipse a jesté ze obsah
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vnittku této elipsy je roven obsahu kruhu K (K, KT). (Kdo zna osovou afinitu,
muze nalézt afinni vztah mezi touto elipsou a kruznici k. Smérem afinity je
smér s¢itani a lze nalézt dvé (!) riizné osy afinity.)

Obr. 5: Souc¢tova kiivka kruznice a primky

2 Souctové kiivky dvojice shodnych kruznic

V matematickych seminaiich mizeme studovat souctové krivky dvojice
shodnych kruznic. Protoze v téchto tilohach pfimky sméru s¢itdni protinaji
jednu ¢i obé kiivky i ve dvou rtznych bodech, dostavame souctové kiivky za-
jimavych vlastnosti. Mtzeme tak studentiim umoznit ,objevovani“ dtlezitosti
pojmi: algebraickd kiivka, stupeii algebraické kiivky, k¥ivky vyssiho (zde ¢tvr-
tého) stupné, rozpad kfivky na dvé ¢asti, ,dvojnisob pocitand tsecka“ ...

I zde jsou zadani tloh podlozena ¢tvercovou siti. Usnadnuje to studentiim
orientaci v obrazcich a svym zptusobem ,napovida“, jak konstruovat body souc-
tovych krivek. PopiSme tfi zajimavé tulohy.

Prvni tlohou je sestrojeni souctové kiivky dvou polokruznic (viz obr. 6).
(Zde jesté odpada problém dvou priise¢iki kiivky s pfimkami sméru séitdni.
Doporucuji zvétseny obrazek vytisknout a zadat studenttim k ru¢nimu vyhle-
déavani bodt souctové kiivky.)

Obr. 6: Sestrojte souctovou krivku kruznicovych
oblouktt CUD a EV F pro osu o a smér s¢itani UV
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Vyslednou k#ivkou je v tomto pfipadé polovina elipsy se stfedem S. (Opét
je mozné jovéreni“ na PC: Pouzijeme tlacitko ,kuzelosecka zadana péti body*
a zadadme body, které jsou sestrojeny co nejpiesnéji. Programem nakreslena
kuzelosecka bude (s jistou mirou nepfesnosti ,rucni prace“) prochézet i ostat-
nimi uz sestrojenymi body. Zajimava by jisté byla i debata o tom, nakolik
jde ¢i nejde o ,dtkaz“ z pohledu matematika ¢i praktika — ale takové diskusi
se zde vénovat nebudeme.) Zvolime-li vhodnou kartézskou soustavu soufadnic
s pocatkem v bodé S, snadno ziskdme jeji rovnici.

Druh4 dloha je rozsifenim tlohy prvni. Budeme hledat sou¢tovou kiivku ce-
Iych kruznic se sttedy K, L z pfedchoziho obrazku. Vyhledavani jednotlivych
bodu této kfivky je naznacCeno ve ¢tvercové siti na obr. 7. Jisté neni prekva-
penim dokresleni druhé casti elipsy z predchozi dlohy. Ptibyla zde ale jesté
tsecka XY. Jeji krajni body jsou soucty dvojic bodtd E, C' a D, F' soumérnych
podle osy o. Na tiseéce XY ale lezi i souc¢tové body oblouku CUD a oblouku
k nému osové soumérnému — a stejné tak body zbyvajicich oblouk protinaji-
cich osu o.

e
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Obr. 7: Konstrukce bodi souctové kiivky dvou kruznic
a vysledna souctova kiivka

V pravé ¢asti obrazku je uvedeno Cisté feseni ulohy se zvyraznénim souctové
kfivky. V tomto pripadé se souctova kiivka rozpadla na elipsu e a tsecku XY,
kterou je tfeba oznadit jako dvojnasobnou (podobné jako ,dvojndsobny kofen
rovnice“), protoze kazdy jeji vnitini bod je sou¢tem dvou riznych dvojic bodu.
(Pfipomenime: KuzZelosecky jsou kfivky druhého stupné. Séitame zde dvé kruz-
nice — tedy dvé kiivky druhého stupné — a ziskdvame kfivku slozenou z elipsy
a dvojnasob pocitané usecky — tedy kfivku sloZzenou ze dvou kfivek druhého
stupné. Vyslednd souctova kiivka je algebraicka kiivka ¢tvrtého stupné.)

I ve tfeti tloze vyjdeme ze dvou shodnych navzajem se protinajicich polo-
kruznic se stfedy K, L (obr. 8). Osou s¢itani je stfednd KL, smér s¢itani je
k ose kolmy. Je ziejmé, Ze body souctové kiivky lezi pouze na primkach CD,
EF a v rovinném péasu jimi omezeném.
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Obr. 8: Zadani tlohy: Sestrojte souc¢tovou kiivku dvojice
polokruznic se sttedy K, L pro osu KL a smér EFF.

(Zde mZeme upozornit na obecné pravidlo: Je-li celé zadani rovinné geomet-
rické tulohy soumérné podle osy, bude podle ni soumérny i ,vysledek®* — tedy
jeji feseni. Nase zadani je osové soumérné podle dvou navzajem kolmych os,
je tedy i stfedové soumérné podle stfedu S. Myslim, Ze je tfeba na to ziky
upozornovat pii kazdé prilezitosti. Mtze to ovlivnit jejich ,strategii feseni“,
pokud se nejprve zamysli a pak teprve ,fesi“ zadany tkol.)

Souctova kiivka mé tvar osmicky (,souctovd lemniskata“). Jeji vrcholy
snadno ur¢ime pomoci ¢tvercové sité. Kazda dalsi pfimka rovinného pasu ome-
zeného ptimkami CD, EF (s vyjimkou pfimky prochézejici bodem S) vsak
protina kazdou z polokruznic ve dvou bodech. Mame zde tedy Ctyfi rtizné dvo-
jice bodu ke scitani a ziskame ¢tyfi body souctové krivky. Na obr. 9 je pro
kontrolu tato lemniskdta nakreslena pocitacem. (Myslim, Ze by nebylo vhodné
studentiim tento tvar prozrazovat predem. Témito tilohami chceme podnitit
y,hledani“ a pripadné tvorbu ,hypotéz“ — detektivka, jejiz konec zname pie-
dem, neni uz zajimava.)

i EaY
far =

Obr. 9: Souc¢tova kiivka dvou kruznic

Tvar souctové kiivky dvou protinajicich se shodnych polokruznic se pfi za-
chovani osy a sméru sc¢itani méni v zévislosti na poméru vzdalenosti jejich
stfedti a velikosti polomért. Vzdy vsSak dostaneme ,souctovou lemniskatu®,
algebraickou kfivku ¢tvrtého stupné.

(Zé&vér tohoto odstavce miizeme korunovat vyslovenim véty, ktera shrnuje nase
,objevy“: Souctem dvou rovinnych algebraickych kiivek stupna p, ¢ je souctova
algebraicka kiivka stupné pq. Je tfeba dodat, Ze to plati jen v pripadé, ze takova
souctova kiivka pro piislusné konkrétni zadani skuteéné existuje.)

3 Poloviéni soucty a prakticka uplatnéni

Kromé vyse popsaného typu s¢itani krivek se pouziva i tzv. ,poloviéni soucet
kiivek“. Na jednotlivych primkach s¢itani hleddme stfedy tsecek omezenych
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pruseciky piimek se s¢itanymi kfivkami. Na obr. 10 je zadana osa séitani —

pfimka o — a dvojice kiivek k, [. Smér s¢itani je kolmy k ose. Sou¢tem krivek
k, [ je kiivka r. Obrazek je doplnén kiivkou polovi¢niho souctu kiivek k, I.

E ke ol T TSN

-

Obr. 10: Kfivka g jako poloviéni soucet kiivek k, [

Z obrazku je patrno, jak kfivka ¢ pfisla ke svému nazvu. Pokud bychom
povaZovali k¥ivku r za graf funkce y = r(z), byla by kfivka ¢ grafem funkce
y= % -r(z). Kfivka ¢ je jakymsi ,aritmetickym prameérem kiivek k, {“. K jeji
konstrukci osu o nepotiebujeme.

V praxi lze tyto soucCty uzit v mnoha situacich. Na obr. 11 je piehledna
grafickd tprava ziskanych dat (napf. vysledky sbéru odpadniho papiru dvéma
t¥idami ZS, mési¢éni trzby atp.) zakreslenymi éervenymi a modrymi body. Lo-
mené cary jimi prolozené jsou nasimi zadanymi kiivkami. Lomena ¢ara s je
sou¢tovou kiivkou a ¢ara ¢ kfivkou poloviéniho sou¢tu vychozich udaji (tedy
znézornuji celkovy sbér roéniku i pramér na t¥idu).
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Obr. 11: Aritmetické praméry a soucty dat ziskanych z praxe
(Pokud budeme kreslit v GeoGebfe, je nejrychlejsi ziskat nejprve body kiivky

polovi¢niho souctu bez pouziti osy s¢itani — tedy uzitim tlacitka ,stied tsecky“.
Pak uzijeme tlacitko ,stfedova soumérnost® a hledame body stfedové soumérné
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k bodim osy scitani podle boda kfivky poloviéniho souctu. Zkuste si najit
napf. polovi¢ni soucet u souétovych kiivek kruznic z predchoziho odstavce.)

Starsi knihy urcené stavbaiim byvaly vybaveny mnoha nazornymi obrazky,
ve kterych se stavebni mistfi vyznali lépe a rychleji nez v textovych partiich
popisujicich stavebni konstrukce a postupy. Jeden takovy list je uveden na
obr. 12. Jsou tu navodné obrazky ke konstrukei rtiznych obloukd. Dvou z nich
si vSimneme podrobnéji.
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Obr. 12: Geometrie klenebnich oblouki — ukazka kreslenych navodt
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Ve stavebnictvi byla a je stale velmi dilezitou kiivkou kruznice. Jeji vel-
kou prednosti (kromé fady jinych) je velmi jednoduchéd a pfesnd konstrukce.
Uz predhelénistické kultury kruznice vyuzivaly k rozvrhovani staveb i ztvarno-
vani stavebnich prvka. Kruhové oblouky (spravné kruznicové oblouky) znime
ze staveb antickych, fimskych, romanskych — i souasnych. Renesance zacina
a baroko velmi ¢asto uplatiiuje oblouky snizené, tvorené bud polovinou elipsy
¢i kombinaci nékolika obloukt kruznice apod. Na obr. 13 je znazornén dalsi sta-
vebné pouzivany postup konstrukce poloviny elipsy (sniZeny elipticky oblouk)
jako poloviéniho souctu polokruznice a jejiho pruméru.

S (0]
Obr. 13: Konstrukce eliptického oblouku

Na obr. 12 si mizeme vSimnout jesté navodu ke konstrukcim tzv. kobyli
hlavy — stoupajiciho oblouku, ktery podpira schodisté. Na obr. 14 jsou uvedeny
dva takové postupy. Oblouk vlevo je tvofen dvéma oblouky kruznic s riznymi
poloméry, oblouk e je sou¢tovou kiivkou polokruznice k a tsecky UV pro osu
UZ a smér s¢iténi VZ. (Délka tsecky V Z vychézl ze stoupédni schodisté, které
oblouk podpira.)

Obr. 14: Navody ke konstrukcim stoupajicitho oblouku kobyli hlavy
4 P&kné pohledy na stereometrii

Mnoho podnéti ke studiu rtznych geometrickych kiivek a ploch pfichazi
z technické praxe. Strojnictvi mé velky podil na rozvoji kinematické geome-
trie, gotickd architektura na primkové a Sroubové plochy atd. Protoze jsme
se zabyvali souc¢tovymi kfivkami, jsme dostatecné vybaveni k tomu, abychom
se poucené podivali na nékteré ze stavebnich ploch, jejichz ¢asti nas v rozlic-
nych tvarech architektury obklopuji. Vim, zZe vétSina uciteld neprosla kurzem
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deskriptivni geometrie. VSichni se vSak cely Zivot uCime ,divat se a vidét“.
Lidé, ktefi se nesetkali s nasi ,moderni“ kulturou, ¢asto nechapou, Ze miZeme
na nasich obrazcich vidét néco prostorového (a my zase nechapeme mnoho jejich
dovednosti, které jsou nam uz diky civilizaci nedostupné). N4s$ zptisob vidéni
je v podstaté uz od détstvi formovan grafickymi vytvory, kterymi je (zejména
,diky“ reklamé&) naSe Zivotni prostfedi téméf zahlceno. Pracujeme s mapami,
symboly, ,Cteme“ loga na vyrobcich, kreslené navody, jak sestavit nabytek,
tvofime a luStime rdznd schémata. Méli bychom tedy jisté i ,vidét“ pékné
prostorové tvary zakreslené v rysech nasich byvalych posluchacti, soucasnymi
geometrickymi programy ¢i okem fotoaparatu.

Ve stavebni praxi se velmi ¢asto pracuje s ruznymi typy leseni. Nékteré pod-
purné konstrukce se mohou uzivat opakované. Muzeme z prken sestrojit napfi-
klad sablonu pro zaklenuti oblouku. Po stavebnim dohotoveni tohoto oblouku
Sablonu o kousek posuneme a miZeme zdit dalsi ,pruh“ (napf. pii budovani
valené klenby). Takovym pfipravenym Sablondm se ¥ika ramenéty. Césti jejich
okraje hraji roli nasi kiivky (¢i plochy) a spolu se zpiisobem jejich postupného
posouvani tak urcuji vysledny tvar stavebni plochy. Pri stavbé kopule by tako-
vym ramenatem mohla byt Sablona tvaru ¢tvrtkruhu a jejim pohybem rotace
kolem osy budouci kopule.

7

Ramenéaty zpravidla ,modeluji“ rovinnou kiivku. Pokud je postupné posou-
vame (ve smyslu translace v geometrii), ziskdme tak plochu, na niz lezi celd
fada kiivek ,téméf shodnych“ s kiivkou ramenatu. (Tak to plati v praxi. Teo-
reticky kazdym bodem takové plochy prochazi kfivka shodné s uréenou tvorici
kiivkou. Jsou to plochy transla¢ni.) Bude-li ramenat rotovat, ziskdme plochy
rotaéni. Ramenatem pfi vyrobé hrnecki na hrnéifském kruhu mize byt sablona
poledniku vystfizena z plechu, ale i ruka femeslnika. Bude-li pohyb ramenatu
fizen Sroubovicemi, ziskdme plochy Sroubové. Na néasledujicich obrazcich jde
vétsinou o pohyb kruznice, ktery je fizen néjakou dalsi plochou. Popis je slo-
Zity, ale na obrazcich pozname mnoho situaci znamych z naseho okoli.

5 Soucétové plochy kreslené pocéitacem

Nejprve se zamérime na zaklenuti kiizeni dvou stejné sirokych i vysokych
chodeb zaklenutych valenou klenbou. Opomineme svislé stény a soustfedime
se na horni poloviny valcovych ploch, jejichZz vodorovné osy se protinaji kolmo
(obr. 15). Klenba nad ¢tvercem ABCD je tvofena posunem modré polokruz-
nice k ve svislé roviné svym koncovym bodem B po ¢ervené kruznici I. Jedna
z dal$ich vyznacenych poloh modré polokruznice je rovnéz vyznacena modie.
Stejné tak lze ale fici, Zze tutéz klenbu ziskdme posouvanim Cervené kruznice [
tak, aby se bod B posouval po kruznici k. Jde tedy o plochu transla¢ni. V li-
teratufe je popsana jako plocha Tilserova.

Tato plocha vznikne i jako plocha souc¢tova. Séitaji se ¢asti obou valco-
vych ploch. Rovinou sé¢itani je rovina ¢tverce ABCD a smér séitani je k ni
kolmy. Ve svislych rovinach prochézejicich pfimkami AB nebo BC ¢ v rovi-
néch s nimi rovnobéznymi a protinajicimi ¢tverec ABC D lezi vzdy polokruznice
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jedné a pfimka druhé valcové plochy. Jejich souétem (v pfislusné svislé roviné!
— to uz umime) je polokruznice plochy klenby. Porovnanim obou obrazkl si
uvédomime, Ze na obrazku vlevo chybi (zdmérné) obrysova kiivka. Nase o¢i
vétSinou iniciativné doplnuji v dostatecné zaplnénych obrazcich i to, co tam
neni. AZ p¥i peclivéjsi prohlidce zpozorujeme, Ze ,obrys“ plochy je ponékud
kostrbaty a zfejmé neni néco v poradku, protoze ,ta plocha je urc¢ité obla,
hladka ...«

RN
AR
tia

Obr. 15: TilSerova plocha nad ¢tvercem ABC D: vlevo jednotlivé
polokruznice plochy, vpravo klasicky rys s vyznacenymi polokruznicemi
a obrysovou kfivkou plochy

Na nasledujicim obrazku jde o ,,prostorovou obdobu“ kobyli hlavy. Jestlize
jsme deformovali polokruznici sou¢tem s pfimkou na polovinu elipsy, budeme
tentokrat deformovat polovinu kulové plochy souctem s rovinou (obr. 16). Po-
lovina kulové plochy « lezi na vodorovné roviné w, ktera bude rovinou sé¢itani.
To je vychozi situace (leva ¢ast obrazku).

K

Obr. 16: Sc¢itanim poloviny kulové plochy a sikmé roviny
ziskdme polovinu obecného elipsoidu
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Souctem roviny A s Casti kulové plochy je plocha o — ¢ast nerotacniho elip-
soidu. Jednotlivé vyznadené kiivky (Cervend, modra i dalsi poloviny elips) jsou
souctovymi kfivkami polokruznic a pfimek ve zvolenych svislych rovinach. Na
tomto obrazku méate moznost porovnat dva rtzné zptisoby tpravy — verzi s vy-
branymi barevnymi ¢arami a déale verzi ,,obarvené plochy“. Barvy mohou byt
uzitecnym pomocnikem a velmi pfispét k nézornosti obrazki. Je vSak tfeba
pouzivat je pouze tam, kde to ma smysl (tj. uzivat je, ale nezneuzivat). Také
by vzdy mély byt jemné, aby nepiehlusovaly svou vyraznosti podstatu obrazku
a nenamahaly zbyteéné oko. I barevné ladéni miize pfispét k vétsimu zajmu Cte-
nart o geometricky text. (Neméli bychom opominat estetickou stranku prace
— o0 tom by nam mohli mnohé ¥ici tieba vytvarnici. Konec konctt — pravé v ho-
dinach vytvarné vychovy by se studenti mohli dozvédét o mnohych aplikacich
geometrie v umeéni. Procvicovali by tim i ,nasi latku“ — a ani by nemuseli tusit,
Ze ,jde o skrytou geometrii“.)

6 Staré studentské rysy

Jiz témér 50 let staré jsou mnohé rysy z diplomovych praci ulozenych na nasi
katedfe. Jsou tvorené jesté ,po staru — ru¢né“, ale stale stoji za povSimnuti.
Nejprve popisme tfi rysy zabyvajici se plochami vytvofenymi Sroubovym pohy-
bem kruznice. Pro jednoduchost volime kruznice lezici v roviné osy sroubového
pohybu (tento pohyb lze nahradit pfedstavou tocitého schodisté, jehoz hrany
nazna¢uji vysku ,povytazeni* kruznic (soucty kruznice a vodorovné piimky).
Rovinou s¢itani je vzdy vodorovna rovina — ptdorysna, smér sc¢itani je kolmy
k roviné sc¢itani a plochy, které budeme scitat, jsou anuloid, axoid ¢i plocha
kulova (reprezentuji vzdy vSechny kruznice, jichz se séitani tyka) a pfimy Srou-
bovy konoid (v praxi jednotlivé hrany schodil) se spoleénymi osami.

Na obr. 17 je zndzornéna souctova plocha axoidu (ktery vznikne rotaci kruz-
nice podle své teény — je piibuzny anuloidu, ale nem4 otvor) a konoidu, ktery
je na ryse znazornén modrymi tuseckami kolmo protinajicimi osu. (Foto modelu
této plochy viz na obr. 21.) Tento obrazek je vytvoren v pravothlé axonometrii
a blizi se nasemu pohledu sikmo z vysky na dané objekty. Je celkem nazorny
(ale neni to druh perspektivy). Sousedni obr. 18 je proveden v klasickém Mon-
geové promitani. Jde o piidorys a narys plochy svatého Jilji (hojné vyuzivanou
v baroku). K jejimu vytvofeni je vyuzit anuloid a opét nas sroubovy konoid
nebo Sroubovice udavajici vysunuti stfedu kruznic podél svislé osy. Vysrafované
plochy dole v ptdorysu jsou dva Castecné se pfekryvajici obrazy fezi plochy
sv. Jilji dvéma vodorovnymi rovinami, které se v narysu jevi jako vodorovné
primky. Pro laiky je tento zptisob zobrazeni méné prijemny, ale techniktim
a geometrum podava rychle vice informaci nez jiné zpisoby zobrazovani.

Dekorativni plochou je tzv. kader, vytvorena jako souctova plocha plochy
kulové a pfimého Sroubového konoidu. Lépe si jeji vytvoreni predstavime jako
postupné Sroubovani kruznice, jejiz primér je osou sroubového pohybu. (Foto
redlného modelu je mnohem nazornéjsi — viz obr. 21.)
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Obr. 17 (vlevo): Sou¢tova plocha axoidu s pfimym Sroubovym konoidem
Obr. 18 (vpravo): Plocha svatého Jilji

Souétovd plocha vdlcové plochy a kulové plochy
z

Obr. 19 (vlevo): Plocha kadefe — technicky vykres
Obr. 20 (vpravo): Sou¢tova plocha plochy kulové a valcové
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Poslednim ukazkovym rysem je souc¢tova plocha na obr. 20. Vznikla souctem
valcové plochy s kulovou plochou, ktera je ji vepsana. Vysledkem je plocha zdan-
livé | prestipnutd“ na dvé shodné ¢asti. Kazdou z téchto ¢asti muzeme v pred-
stavé vytvorit postupnym zavéSovanim kruznic kulové plochy na tisecku YY",
Myslim, Ze po tomto slovnim navodu — co na obrazku hledat — se ve spleti ¢ar
rychleji zorientujeme. (A pfipomeneme-li si princip pana Cavalieriho, mizeme
snadno dokazat, ze objem prostoru uzavieného v kazdé z téchto dvou c¢asti je
roven objemu koule, jejiz povrch jsme pii séitani pouzili. Zajimavé — ze?)

7 Fotografie modelu ploch

Pro porovnani vlastnich predstav o plochach uvedenych v tomto ¢lanku pfi-
davam aspon tii fotografie modeld ploch (rovnéz studentské prace). Na obr. 21
je fotografie plochy kadefe a sou¢tové plochy axoidu s pfimym Sroubovym ko-
noidem. Na obou modelech vidime fadu rtiznych poloh kruznic, které obé tyto
plochy vytvofily. Vychozi axoid ani plochu kulovou vSak modely neukazuji.
(Mohli bychom je ziskat ,shrnutim®“ vSech kruznic kazdého z modelu svisle
dolti podél osy, aby se dotkly podlozky modelu — tedy roviny s¢itani. Porov-
nejte fotografie se studentskymi rysy.)
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Obr. 21: Model plochy kadefe a souctové plochy
axoidu se Sroubovym konoidem

Posledni fotografie predstavuje stavebné pouzivanéjsi variantu k TilSeroveé
plose z obr. 15. Misto polokruznic se zde posouvaji poloviny elips, takze plochu
lze definovat jako sou¢tovou plochu dvou eliptickych valcovych ploch. Jeji vy-
hodou je mensi vyska. Vyhodou konkrétniho papirového modelu je jeho snadna
konstrukce a vyhovujici pevnost. O ¢astém uzivani pravé tohoto kousku svédci
jeho znacéné opotiebovanost (i oblibené knizky jsou odfené vice neZ ty nectené).
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Obr. 22: Elipticko-eliptické transla¢ni plocha
8 Zavér

Muj prispévek je vice obrazkovy nez teoreticky. Teorie také nebyla jeho ci-
lem. Chtéla jsem obratit vasi pozornost k nékterym zajimavym nebo praktic-
kym strankam geometrie, k jednoduchjm postuptim se zajimavymi vysledky,
k analogiim, které mohou byt objevovany postupné pfi feSeni jednoduchych
ukolti. Nékteré naméty prace jsou zcela nenarocné, jiné uz predpokladaji urcité
predchozi znalosti, vSechny vSak mohou obohatit predstavy nasich studentii
o geometrii (a snad i svété kolem nés). Setkaji-li se v budoucnu s teoretickymi
geometrickymi partiemi, mohli by jim snad lépe porozumét. A pochopit, Ze
geometrie je nejen uzitecna, ale i krasna.

9 Poznamky

V publikaci [1] najdete celou fadu vhodnych motivaci, ¢etné ilustrace dtle-
zitosti celkem jednoduché geometrie pro praxi i ndméty k zadani samostatné
prace (referaty, modely, ... ).

V diplomové préaci Riizeny Stichové vam doporucuji zejména kapitolu Geo-
metrie kleneb, kterd je vhodna i pro seminarni prace na SS. Mnoho zajimavych
poznatkii zde uvedenych muze potésit kazdého, kdo mé zajem o architekturu,
bez ohledu na studium deskriptivni geometrie.

Na strankach Katedry didaktiky matematiky MFF UK vfele doporucuji jesté
dvé vystavené prace: Plochy stavebni praze (bakalaiska prace) Petry Surynkové
z roku 2006 (rozvinutelné plochy — moZnost tvorby modelt) a Klinové plochy
(diplomové préace) Jany Veckové z roku 2003. Obé& jsou bohaté ilustrovany
pomoci raznych aplikaci geometrickych programt (miZete porovnat ndzornost
jimi vytvofenych obrazki), fotografiemi atd.

Cést obrazki v mém textu je prevzata z ¢lanku [3], ktery je pravé v tisku.
Celkem jsme se na obréazcich podileli tfi: kolegyné RNDr. Jana Hroma-
dové, Ph.D. (PC-stereoobrazky a tpravy obrazkd pro tisk), Jakub Saroun
(Gpravy obréazki pro tisk) a ja. Staré rysy a vyfotografované modely jsou majet-
kem Katedry didaktiky matematiky. Svym spolupracovnikiim srdec¢né dékuji.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/surynkovabp/Bakalarska_prace.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/veckova/klinove_plochy.pdf
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MATEMATICKA OLYMPIADA - JEDNA
Z CEST K MATEMATICE

LEo BOCEK

Pfed dvéma lety jsme slavili 150 let od zalozeni Jednoty ceskych matema-
tikt a fyzika, jedné z nejstarsich védeckych spole¢nosti Evropy. Jejim hlavnim
poslanim a ukolem je nejen podpora matematiky a fyziky jako védy, ale i péce
o vyuku téchto predméti na zdkladnich, stfednich i vysokych skolach. Patii
sem i péce o talentované zaky uvedenych oborid. Zvlasté v dobé mezi obéma
svétovymi valkami plnila Jednota ¢eskych matematikt a fyzika tyto své tkoly
velmi U¢inné, méla své vlastni nakladatelstvi a tiskdrnu a vedle ucebnic vyda-
vala i dalsi literaturu pro zadjemce o matematiku a fyziku. Jednota vydéavala
také Casopis pro péstovani matematiky a fyziky a v Pfiloze tohoto éasopisu,
pozdéji v Rozhledech matematicko-prirodovédnich, pfinasela pro stiedoskolské
studenty rtizné matematické, ale i fyzikalni tlohy, a také lohy z deskriptivni ge-
ometrie. Rovnéz na tuto tradici navazala Matematicka olympiada, prvni pred-
métova olympidda na nasich skolach. Vznikla v roce 1951 z iniciativy profesora
Eduarda Cecha, ktery se vedle své védecké prace v diferencidlni geometrii a to-
pologii hodné zabyval i otdzkami vyuky matematiky, véetné psani ucebnic pro
stfedni skoly. Dalsimi pracovniky pfi zrodu MO byli slovensky matematik profe-
sor Jur Hronec a profesor Frantisek Kahuda, ucitel matematiky a fyziky v Brné,
pozdé&jsi ministr skolstvi a mimo jiné i piedseda Jednoty v letech 1956-69. Ces-
koslovenska MO se mohla opfit jednak o vyse zminénou tradici vypisovani tloh,
ale také o zkuSenosti kolegti v Polsku a v Sovétském svazu, kde se MO konala
uz v dfive. U nas probéhl prvni ro¢nik MO ve skolnim roce 1951-52 ve dvou
kategoriich, kategorie A byla uréena pro posledni dva ro¢niky st¥ednich $kol,
kategorie B pro prvni a druhé ro¢niky. Hlavnim vyhlasovatelem soutéze MO
bylo Ministerstvo Skolstvi, véd a uméni, odborné zajistoval soutéz Ustiedni
matematicky ustav, dnes Matematicky tstav AV CR, a samoziejmé Jednota
ésl. matematikia a fyzik. Dnes soutézi v kategorii A studenti poslednich dvou
ro¢niki stfednich skol, v kategorii B studenti druhych ro¢niki, v kategorii C
studenti prvnich ro¢nikd, a vzdy také studenti odpovidajicich ro¢nik gymnéa-
zii. Pro zaky zékladnich Skol a zaky nizSich ro¢nikt viceletych gymnazii jsou
urceny kategorie Z5 az Z9. Poznamenejme, ze zdk mize soutézit i v kategorii,
ktera je urCena pro zaky vyssi t¥idy nez je tfida, kterou pravé studuje.

Hlavnimi cili Matematické olympiady byly pfi jejim vyhlaSeni a jsou jimi
v podstaté i dnes:

1) zvysit troven vyuky matematiky,
2) ziskat véts] zdjem mladeze o studium technickych obort.
Domnivam se, Ze ten prvni cil plni MO velmi dobie. Spolu s MO vzniklo velké

mnozstvi raznych matematickych korespondencnich seminari, konaji se mate-
matickd soustfedéni tspésnych fesiteld uloh MO, vyslo pres 60 svazku edice
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Skola mladych matematikii, takze matematické znalosti dnesnich acastniké MO
jsou nesrovnatelné vyssi, nez tomu bylo v prvnich letech soutéze. Tenkrat bylo
k dispozici pouze nékolik svazki edice Brana k védéni a edice Cesta k védéni.
Je ovSem tieba konstatovat, ze i ilohy MO byly podstatné snadnéji fesitelné
nez je tomu dnes. Ilustroval bych to pouze na jednom piikladé. V 2. roéniku
MO dokazovali studenti v kategorii B nerovnost: Pro libovolnd kladna ¢isla a,
b, ¢ plati, Ze soucet cisel a/b, b/ec, ¢/a je aspori 3. Dokazte. Zkuste si nejdiive
nerovnost dokazat sami. Vzorové feseni je tak trochu umélé. Protoze jsou danéa
¢isla cyklicky usporadana, bude tieba vzdy pfi klasickém postupu rozdélit fe-
Seni na dva pripady. Dnesni studenti by pouze uvedli, ze dokazovana nerovnost
plyne okamzité z nerovnosti mezi aritmetickim a geometrickym priimérem.

Studenti, ktefi se dnes zajimaji o matematiku a fesi tlohy MO, maji velmi
slusné znalosti a zkuSenosti s feSenim matematickych tloh, znaji a dovedou
pfitom pouzit znalosti Cauchyovy nerovnosti pro skalarni soucin, Ptolemaiovy
nerovnosti pro konvexni ¢tyfiuhelnik, dovedou urc¢it extrémy funkce pomoci di-
ferencialniho poctu. Je pravda, ze jde jen o malou ¢ast student, neméli bychom
to brat jako dikaz vSeobecné vyssi trovné vyuky matematiky. Ale je to pozi-
tivni vysledek, na kterém ma svtij podil i MO.

Pokud se tyka druhého cile MO — ziskat studenty vétsi mérou pro studium
technickych obori, tak vysledek je nékdy spise opacny. Napiiklad Juraj Bosak
z Bratislavy priznal v jednom rozhovoru, Ze chtél ptvodné studovat na vy-
soké skole technické, matematika se mu zdala byt védou prili§ abstraktni. Pti
feSeni tloh MO poznal krasu matematiky a po jejim tspéSsném studiu pra-
coval v Matematickém tustavu Slovenské akademie véd a dosidhl vyznamnych
vysledku tfeba v teorii grafi. A podobnych pfipadid bychom mohli uvést vice.
Na druhé strané nutno uvést, Ze ti aspésni FeSitelé uloh MO, ktefi §li studo-
vat vysokou skolu technickou, byli tispésni i tam, rozhodné zvladli velmi dobie
studium matematiky v prvnich roc¢nicich studia na technice.

Myslim, ze mizeme s plnou vaznosti vyslovit tvrzeni, ze Matematicka olym-
piada je dobrou a hodné vyznamnou cestou k matematice. Neni to matematické
tvrzeni v pravém slova smyslu, takze ani dikaz nemutze byt matematicky pre-
cizni. Jen si ukdzeme, jak mnoho matematiki bylo v dobé svého stfedoskolského
studia tspésnymi soutézicimi v MO. Neni tieba jit daleko a zaéneme ,nahoie”.
Dékanem Matematicko-fyzikalni fakulty UK je dnes profesor Jan Kratochvil.
A student pardubického gymnéazia Jan Kratochvil patfil mezi vitéze celostat-
niho kola MO v letech 1975, 1976 i 1977, tedy v 24.-26. ro¢niku MO. Prtes
zdravotni indispozici nechtél tenkrat vzdat ani ucast v celostatnim kole dal-
§iho ro¢niku, které se konalo v Jihlavé. Pfivezl ho tam autem jeho profesor
matematiky, mimochodem dnesni piedseda JCMF doktor Josef Kubat, a Jan
Kratochvil se na tomto kldni umistil na 1.-3. misté. V zdjmu objektivity je
nutno zde uvést vyjadieni profesora Kratochvila, ze jeho zdjem o matematiku
byl uz na stfedni skole tak hluboky, ze by byl studoval matematiku i kdyby
nebyl tak tspésnym v MO nebo kdyby MO vibec neexistovala. Podobné pro-
fesor Jifi Andél uvedl, ze tspéch v MO bral pouze jako potvrzeni toho, ze
jeho rozhodnuti studovat matematiku bylo spravné. Profesor Ivan Netuka (vi-
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téz 11. ro¢niku MO a pozdéjsi dékan MFF) hodnotil MO v§znamnéji, kdyz
prohlésil, ze MO byla pro ného rozhodujicim ¢initelem pfi vybéru dalsiho stu-
dia po stfedni skole. Ocenil také, ze tcastnici MO jsou zpravidla i ispésnymi
studenty na vysoké skole.

Dalsim pfikladem je dnesni prodékan MFF UK profesor Jan Trlifaj. Byl
trikrat ispésnym resitelem uloh celostatniho kola MO, a to v 21.-23. roc¢niku.
S ohledem na slozeni tcastniku této konference, musime pripomenout i docenta
Jaroslava Sedivého, propagéatora modernizace vyuky matematiky, autora celé
fady ucebnic matematiky a organizatora mnoha matematickych konferenci. Pa-
tfil mezi vitéze hned 2. roéniku MO v roce 1953, kde v celostédtnim kole fesil
mimo jiné tuto ulohu: Dokazte, Ze pro kazdé celé mezdporné cislo n je cislo
212n+8 _ 36n+2 delitelné cislem 13. Zatimco jeho kolega Jan Hejcman (pozdéjsi
pracovnik katedry matematické analyzy) pouzil matematickou indukci, Jarou-
Sek Sedivy k danému vyrazu piicet]l a odecetl ¢islo 28 - 35" a po upravé stacilo
stacilo pouzit znamé pravidlo, ze a — b déli a¥ — b*, kde k je pFirozené.

A tak bychom mohli vzit jména dalsich soucasnych matematikt na fakulté
a skoro ve vSech pfipadech najdeme stejna jména mezi feSiteli tloh MO. Neni
ani tfeba se omezit na starsi pracovniky fakulty. Jako priklad mtizeme vzit
doktora Libora Barto, pracovnika katedry algebry, ktery ziskal neddvno cenu
Nadace K. Janecka a byl vitézem 46. a 47. ro¢niku MO.

Rozhodné neplati uvedené jen o MFF. Podobné bychom mohli uvadét mate-
matiky z Matematického tstavu Akademie véd, napi. profesora Pavla Pudlika,
ktery ziskal loni jako jediny v CR prestizni grant od Evropské rady pro vizkum
(ERC), ale uz v 19. roéniku MO pat¥il mezi vitéze. Neni mozné zde uvést
vsechny matematiky na katedrach matematiky ceskych vysokych skol a jejich
uspéchy v MO. A tyka se to i vysokych kol technického zaméfeni.

Je pravda, Ze méalo velmi tspésnych fesiteld tloh MO v celostatnim, dnes
ustiednim kole MO, se po studiu vénuje pedagogické praci na stfedni skole.
Mnozi vSak pusobi na fakultdch pripravujicich budouci ucitele matematiky.
Tady bych jmenoval napfiklad profesora Jifiho Cihlafe z Univerzity J. E. Pur-
kyné v Usti nad Labem, na které pracuje také doktor Jan Spévak, vitéz 45. roc-
niku MO. Na Pedagogické fakulté UK Praha uéi profesor Ladislav Kvasz, dok-
tor Antonin Jancafik a profesor Milan Hejny. I jejich jména najdete v roc¢enkéch
MO mezi Gspésnymi soutézicimi. Stejné to plati o jménech Jaromir Vosman-
sky, Otto Reimer (oba ptisobili na Masarykové univerzité v Brné) nebo Karel
Macak (TU Liberec).

Vsimli jste si, Ze jsme zde neuvedli Zadnou studentku tspésnou v MO a jeji
dnesni plisobisté? Ne, Ze by nebyly. Ale divky méni obycejné své pfijmeni a tak
je tézké hledani, které matematicky byly také tspéSnymi ucastnicemi v MO.

Jak asi vite, od roku 1959 se konaji z iniciativy rumunskyjch kolegi Mezi-
narodni matematické olympiddy (MMO). To, co jsme uvedli o vitézich nasi
MO, plati dvojnasobné o studentech, ktefi se probojovali az na MMO. Kolega
H. Sewerin z Némecka se snazil zjistit, jak se uplatnili v matematice tspésni
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ucastnici MMO. Je prirozené, ze vétsina pusobi na akademickych postech a uz
po mélo letech po ukonceni vysokoskolského studia publikuji védecké prace, jak
je mozno zjistit v databazich Mathematical Reviews, Zentralblatt Mathematik
nebo v Referativnim Zurnalu. Ve své knize jmenuje zvl4sté madarské matema-
tiky Lészlé Lovésze a Josefa Pelikdna (byl organizatorem MMO v Madarsku
v roce 1983), Marcina E. Kuczmu z Polska a dalsi. Z ¢&sl. Giéastnikti prvnich
MMO se pozitivné vyjadiuje o Bohuslavu DiviSovi, ktery bohuzel velmi mlady
zemiel v USA, nebo o Davidu Preissovi, ktery ptisobi dnes ve Velké Britanii.

Kdyz prazsky vybor MO poradal soustfedéni tspésnych fesiteld MO, pii-
vedla jedna maminka k odjezdu ucastnikd svého syna, tehdy jesté zaka za-
kladni skoly, ktery se chtél soustiedéni také zucastnit. Vzhledem k tomu, ze
nékdo tcast odiekl, bylo mu vyhovéno. Zak se jmenoval Jan Nekova¥, byl pét-
krat aspésnym fesitelem celostatniho kola MO a tiikrat reprezentoval tspésné
Ceskoslovensko na MMO. Byl by asi reprezentoval ¢tytikrat, ale v roce 1980 se
zcela vyjimeéné MMO nekonala. Dnes je Jan Nekovaf profesorem na Université
Paris, v roce 2004 prednasel na MFF v ramci tzv. Jarnikovskyjch prednasek.
I dalsi velmi Gspésny cCeskoslovensky reprezentant na MMO Igor Kiiz, dnes
profesor na Michiganské univerzité v USA, mél u nds Jarnikovskou prednéasku
a nedavno vydal v angli¢tiné spolu s profesorem AleSem Pultrem z MFF UK
rozsdhlou knihu zaméfenou na matematickou analyzu. Udrzuje tak dobré kon-
takty se svou Alma Mater a rodnou zemi.

Jak shrnout uvedené vysledky? Muzeme a musime konstatovat, ze Gspésni
fesitelé iloh MO zustavaji vétsinou matematice vérni a po studiu matematiky
(nebo i fyziky) se stdvaji pracovniky jak na vysokych skolach, tak v rtznych
vyzkumnych tstavech nasi republiky, nékdy i na prestiznich institucich zahra-
ni¢nich. Jsou samoziejmé vyjimky, kdy tspésny soutézici v MO Sel studovat
lékatstvi. Na druhé strané ne kazdy matematik byl ti¢astnikem MO. Ale prunik
uvazovanych dvou mnozin osob je velky. Néktefi tcastnici MO pracuji v mate-
matice, jen docasné se vénovali vyssimu poslani, napf. profesor Petr Vopénka
byl nékolik let ministrem Skolstvi, mladeze a télovychovy, profesor Milan Hejny
nameéstkem ministra Skolstvi.

Nemohu se zde nezminit o faktu, ze Matematicka olympidda zistala v nasi
zemi instituci federalni. Ulohy jednotlivich ro¢nikii pfipravujeme spoleéné se
slovenskymi kolegy, velkou zasluhu mé na tom docent Jaromir Simsa, dnesni
predseda Ustfedni komise MO, ktery zalozil spolenou &eskou a slovenskou
tlohovou komisi MO pro kategorie A, B, C a podobné pracuje i spoleéné komise
pro vybér uloh pro kategorie Z.

Matematicka olympidda by se nemohla konat bez obétavé prace mnoha udi-
telt zakladnich a stiednich kol. Ulohy piipravuji vyse uvedené ilohové komise,
i v nich pracuje fada ucitelt, ale oprava tloh prvnich kol soutéze je uz vylucné
praci uciteltt na Skoldch. A odménou je jim témér vZdy jen radost z tspéchti
jejich zakt v dalsich kolech MO.

Pro zajimavost a srovnani uvedeme jesté vysledky Ceskoslovenska, Ceské
republiky a Slovenské republiky na poslednich Mezinarodnich matematickych



178

olympiadach. Jde ovSem o neoficidlni pofadi zemi podle sou¢tu bodu ¢lent
druzstva. Oficidlné jde o soutéz jednotlivci.

Rok Misto konani Poradi &sl. | Pocet
druzstva zemi
1982 Madarsko 7 30
1983 Francie 8 32
1984 Ceskoslovensko 13 34
1985 Finsko 12 38
1986 Polsko 9 37
1987 Kuba 9 42
1988 Australie 14 28
1989 | Spolkova rep. Némecko 6 50
1990 | Cinska lidova republika 8 54
1991 Svédsko 11 56
1992 Rusko 13 56
Rok Misto konani P(gﬁdl P%Ii;%dl Iz)gfr?it
1993 Turecko 10 12 69
1994 Hong-Kong 21 22 69
1995 Kanada 17 21 73
1996 Indie 28 17 75
1997 Argentina 18 36 82
1998 Tajwan 15 33 76
1999 Rumunsko 49 21 81
2000 Korea 42 18 82
2001 USA 45 48 83
2002 Velka Britanie 28 25 84
2003 Japonsko 34 35 82
2004 Recko 34 31 85
2005 Mexiko 16 20 91
2006 Slovinsko 48 18 90
2007 Vietnam 40 37 93
2008 Spanélsko 39 46 97
2009 Neémecko 40 53 104
2010 Kazachstan 48 39 96
2011 Nizozemsko 39 34 101
2012 Argentina 47 44 100
2013 Kolumbie 37 34 97
2014 | Jihoafricka republika 32 34 101
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Na zavér uvadime, které zemé se umistily na prvnich péti mistech na po-
slednich MMO.

Rok 1. misto 2. misto | 3. misto 4. misto \ 5. misto
1997 CLR Madarsko Irdn Rusko + USA
1998 Iran Bulharsko Madarsko + USA Tajwan
1999 CLR + Rusko Vietnam | Rumunsko Bulharsko
2000 CLR Rusko USA Korea Bulharsko
2001 CLR Rusko + USA Bulharsko + Korea
2002 CLR Rusko USA Bulharsko Vietnam
2003 | Bulharsko CLR USA Vietnam Rusko
2004 CLR USA Rusko Vietnam Bulharsko
2005 CLR USA Rusko Irén Korea
2006 CLR Rusko Korea Némecko USA
2007 Rusko CLR Vietnam + Korea USA
2008 CLR Rusko USA Korea Irén
2009 CLR Japonsko Rusko Korea KLDR
2010 CLR Rusko USA Korea Kazachstan
2011 CLR USA Singapur Rusko Thajsko
2012 Korea CLR USA Rusko Kanada
2013 CLR Korea USA Rusko KLDR
2014 CLR USA Tajwan Rusko Japonsko
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