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Abstrakt

Nazev prace:Elipsa

Autor: Véra Setmaukova

Katedra: Katedra didaktiky matematiky
Vedouci prace:RNDr. Jana Hromadova, Ph.D.
e-mail vedouciho:Jana.Hromadova@mff.cuni.cz

Abstrakt

Tato prace je dena Siroké viejnosti, zejména lidem se zajmem o geometrii. Lzw§em
pouzit i jako didaktickou pofcku @i vyuce kuzelosg&ek — jmenovié elipsy — na $ednich
Skolach. Jedna se o uceleny text shrnujici defiracalytickd vyjatkeni, Wty, vlastnosti a
konstrukce elipsy. Jednotlivé konstrukce jsou éeatly do rékolika kategorii podle toho,
z jakych vlastnosti nebagdpoklad vychazeji. Najdete zde jak notoricky znamé korksteu
(Rytzova, trojuhelnikova, zahradnicka, ...), tak ékolik méné znamych az netypickych
konstrukci (Frézierova, Chaslesova, konstrukce ahijh papiru,...). Navic jakoiiohu
prace obsahuje sbirkuigladi raizné obtiznosti (ndap od narysovani elipsy dané vedlejsi
poloosou a bodem, az pdkéz funkce Artobolevského elipsografu). VyhodouZe,rektere
piiklady maji vyhotovendéeSeni a je mozné si je ihned zkontrolowé&. vtSiné sowtasnych
ucebnic najdeme uz jen utrzky toho, co vyoa bakalska prace nabizi. Text je dopin
nazornymi obrazky a rysy, vytienymi v aplikacich DesignCAD pro 2000, Rhinoceros a
barevnymi fotografiemi.

Kli ¢éova slova:elipsa, normala a tea elipsy, konstrukce elipsy, elipsograf

Title: The elipse

Author: Véra Setmaukova

Department: Department of Mathematics Education
Supervisor: RNDr. Jana Hromadova, Ph.D.

Supervisor's e-mail adderss:Jana.Hromadova@ mff.cuni.cz

Abstract

This work is meant for general public, especi&diiypeople with interest in geometry. It can
be also used as didactic help by education of sofetlipses) at secondary schools. It is a
comprehensive text witch includes definitions, tie@as, analytical representations, properties
and constructions of ellipses. These constructiares divided into separate categories
according to their presumptions or their properti¥su can find there both notorious
constructions (Rytz's con., Triangular con., Harliaral con., ...) and several less known,
may be untypical constructions ( Frezier's con.a€lés’s con., Bend Paper con.,...). In
addition you can find a compilation of examplesaoldendum of this work. The examples
have various difficultness (e.g. to delineate dips#, if you know its semimajor axis and one
point; or to prove a functionality of Artobolevslsytllipsograph). Its advantage is that some
examples have executed their solutions, so it ssipte to check them quickly. Today it is
hard to find any textbook where every informatian together like here. The text is
supplemented with illustrative pictures made ini@SAD pro 2000, Rhinoceros and digital
photographs.

Keywords: ellipse, normal and tangent of ellipse, constructbellipses, ellipsograph



Uvod

Bakaldska prace Elipsa si klade za hlavni cil seznéteitde s vlastnosti a konstrukcemi
elipsy. Je ufena nejen studeirn a W&itelam, ale také fiznivcim matematiky a geometriéi,
Siroké véejnosti, nebd negedpoklada krom znalosti siedoskolské matematiky zadné
specialni znalosti z oblasti deskriptivni geometaieobecné geometrie. VSe fadiné je
uvedeno v podabdefinic, Wt a tvrzeni. Prace je sestavena jakeluni text prohlubujici a
scelujici znalosti o elipse, Ize ji pouzit jakoaktickou ponficku.

Prace je roztlena do Sesti kapitol. Prvni z nich definuje a po@ elipsu. Pro mnohé
ctende miZze slouzit spiSe jako fipomenuti termifi, nejzakladgjSich vlastnosti a
analytickych vyjadeni elipsy.

Druha kapitola je celaémovana Quételet@vDandelino¥ vété a jejimu dikazu. Nahlizime
zde na elipsu jako ni@z rot&ni kuzelové, resp. valcové plochy a tim wthyjeme z@azeni
elipsy mezi kuzelossy.

Nasledujici kapitola zavadi dalSi pojmy, jakysoy nap. tetha, normala a evoluta elipsy.
Vyzdvihuje velice dlezité, tzv. ohniskové vlastnosti, diky kterym jépga vyznamnou
kiivkou nejen v geometrii.

Kapitolacétvrta je jadrem této bakakké prace. Obsahuje souhrn mnolenych konstrukci
elipsy. Konstrukce jsou rozlkny do rékolika kategorii (podkapitol) podle toho, z jakych
vlastnosti nebo #edpokladi vychazeji. Nkteré podkapitoly jsou dopiny o potebné
informace, ¥ty ¢i tvrzeni, které je nutné pro dané konstrukce zZdattomto mist bych rada
poznamenala, Ze na ¢&ku psani této prace jsem netuSila, Ze moZnosti gjgsu
zkonstruovat bude tolik. Zadné prace shrnuijici koise elipsy bohuZel neznam, a protd m
udivilo ¢islo 16 - p@et konstrukci, které jsou uvedeny v této praci.

Paté kapitola jist oslovi éten&e — techniky, jelikoZ je to kapitolaémovana elipsogréam,
COZ jsou pistroje vykreslujici elipsy, a prindim, na kterych jsou zaloZeny. Uvedeny jsou jen
ty nejznangjsi, zakladni, jakymi jsou n&pBrauniv a Brameitv elipsograf.

Posledni kapitola uvadi aproximace elipsy krumovypblouky, s nimiz je mozné elipsu
dolie nahradit. VyuZziti maji hlawnpii ,ru¢nim* rysovani, protoze diky nim nemusime
mnohdy ani pouzitikvitko.

VSechny kapitoly jsou dopémy fadou pehlednych obrazk které byly vytvdeny
v programu DesignCAD pro 2000 a nebo v aplikacineberos.

Prilohou bakaléské prace je sbirka uloh vztahujicich se$eni problematiky kolem elipsy.
Ulohy jsou fhizného stup# obtiznosti a #které maji vyhotoveny i vysledek, ktery se nachazi
na konci sbirky. Sbhirka v podstgiredstavuje pracovni listy, které je mozné pougivjuce,

v testech nebo jenom jako kontrolu pochopeni I&ilswétiené v této praci.

Souasti bakaléské prace je iilozené CD, na émZ se nachazi cela bakaka prace v
elektronické podoh Déle jsou zde vSechny obrazky vyiené ve vySe jmenovanych
aplikacich.



KAPITOLA 1. : Definice a zakladni vlastnosti

Zpiasohn nadefinonani elipsy jeékolik. V pribéhu se seznamime &i nejdilezitejSimi
definicemi, také si odvodime vlastnosti elipsy &taré més znadmé, pesto zajimavé a
dulezité &ty.

Naobrazku 1.1je narysovan&lipsa, které se budeme v nasledujicich kapitolaéhovat,
proto si ji pdadre prohlédrime!

D
Obrazek 1.1 - Elipsa

1.1 Definice 1.1 — mnozinova definice

Definice 1.1 (Obrazek 1.2) Nech’ jsou dany dva pevné&izné body E,F v rovire a
konstantaa > 0, pro kterou plati2za > ‘EF‘ :

Elipsou € budeme rozu#h mnoZinu bod, které maji konstantni seet vzdalenosti od bdd
E a F rovenZ2a.

Tedy : &={L:|EY +|FL|=2a}.

Body E,F nazyvameohniska (n¢kdy také fokusy) elipsy a vzdélenosti‘EL‘,‘FL‘
libovolného bodu elipsy od ohnisek jsou jgnévodice.

C
//_ <
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E S £ /B
D

Obrézek 1.2 - Definice 1.1
Poznamka:
: Definice 1.1piedstavuje elipsu jako mnozinu definovanou pomodaélemosti. Proto se tiSe
predpoklada, Ze se pohybujeme v Eukleidovské gotin.



Pro body A, B lezici na spojnicEF plati:

|AE| +|AF| =|BE| +|BF| = 2a

|AF|=|AE| +|EF| =|FB| +|EF|

2a=|AE +|AF|=|AE| +|EF| +|FB|=|AB

= a=|AY=|SE
Z rovnosti vyplyva, Ze zvolenou konstaraupredstavuje délka tgky AS nebo SE.

Piimku AB budeme nazyvahlavni osou elipsy. Elipsa je podle hlavni osy sotnma.
VSimnéme si, Ze je soudnna i podle pimky CD. Tu budeme nazyvatedlejsi oseelipsy.
Hlavni a vedlejSi osy jsou navzajem kolmé.

Konstan¢ a budeme tikat délka hlavni poloosy Zavedeme si dalSi konstantu
b= ‘CS = ‘Sq tzv. délku vedlejsi poloosy

Body A,B,C,D jsouvrcholy elipsy pricemz A, B nazyvamehlavnimi vrcholya C,D
vedlejSimi vrcholy

Hlavni a vedlejSi osy se protinaji v Bo&, ktery je stedem sourrnosti elipsy, proto ma
nazevstiedelipsy (viz. obrazek1.3a1.4).

C
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D
Obrazek 1.3 — Hlavni a vedlejSi osy elipsy Obrazek 1.4 — Soérnosti elipsy

Vratime se na chvili kbrazku 1.2 ten popisoval elipsu jako mnoZzinu Iiiod konstantnim
soutem vzdalenosti od danych ohnisék F . Pokud jsme si za jeden libovolny bod elipsy
zvolili bod L3 =C avime, Ze elipsa je podle vedlejsi ds{p sounérna, plati:
[EC|=|CF|
[EC +|CF|=2a =|EC|=|CF|=a

Jestlize tedya- délku vedlejsi poloosy vyzisime pra¢ jako Useéku EC, objevi se nam
v elipse pravounhly trojaheiniiESC s peponou EC délky a, jak je tomu nabbrazku 1.5
Odwsna CS ma délkub. Délku druhé odésny ES ozname €, je to tzv. linearni
(délkova)excentricita(vystednost) elipsy. MZeme ji vypgitat pomoci Pythagorovyety:



e2 =32 —p?
a b e= /az _ bz
¢ 4 . B  Excentricitaelipsy jecislo, které
E € S F uréuje vzdalenost ohnisek od #edu
elipsy.
(Pozn.: Nazev pochazi z latiny
ex = mimo ; centrum = id)

e=[ES=[FS

Obrazek 1.5 - Lineéarni excentricita

Tvar elipsy je tedy pevnizadan jednou z dvoji@,b
a, €
b,e.

1.2 Analytické vyjadieni - rovnice elipsy
1.2.1 Obecna rovnice

Budeme vychazet definice 1.1 tedy elipsa € ={L:‘EL‘ + ‘FL‘ = 2a} , kde E,F jsou
ohniska elipsy & je velikost hlavni poloosy.

Nyni si vhodg zvolime kartézskou soustavu gadnic (dale jen KSS), a to tak, Zdéest
elipsy S bude lezet vjejim pa@tku. Ohniska budou mit vKSS gadnice:
E =[-e0], F =[e;0] alibovony bod oznime X =[x;y].

Umluva Nadale vtextu budeme pouZivat termin elipsaonmalni polozevzhledem ke
zvolené KSS. Bude to poloha, kdyest elipsy lezi v p&atku KSS a hlavni a vedlejSi osy
splyvaji s osami sdadnicovymi.

Souwet vzdalenosti boduX od ohnisekE, F vyjadiime analyticky a dale budeme rovnost
upravovat:

\/(x+e)2 +y? +\/(x—e)2 +y? =2al/?
(x+e) +(x—e)f? +2y* —4a% =-2,/(x + €)* + y* |/ (x — &)’ + y*

X2 +y? +e? —2a° =—/(x+e) +y*\/(x—ef + y* I

TN O TN
(x2+e ) +2(x +e )( 2a2)+(y2—2a2)2:

=[b +e?)+ (v + 2ex[lox” +€?)  (y* - 205



2x°y? +2e’y? —4a’x* —4a’e’* + y* —4a’y® +4a* = 2y? (x2 + e2)+ y* —4e*x?

_ a2X2 _ azez _ a2y2 + a4 — _eZXZ

(az _ez)xz +aly? = z(az _ez)

V posledni rovnici si vzponigne na rovnost : € =a* —b?® |

z té Ize jednodude odvodit, e b* =a* —€” , a tak do posledni rovnice misaf — €°

mazeme psab’:
b’x* +a’y? =a’h® /:a’b?

po této Upra¥ nam vyjde tzvobecna (klasicka) rovnice elipsy

2 2
X—2+§:1
a

Poznamky:
az0Cb#0, ale to uz je sphno diky definici 1.1, kde a>0 a

EZF =eZ0=Db#0 anavic pIatQa>‘EF‘=2€.
X2 y2
h2

: Klasicka rovnice elipsy, tak jak nam vysla— + =1, je rovnici elipsy, jez ma &y
a

stted S v posatku KSS. V mnohychifpadech se ale musi @tat s tim, Ze $éd elipsy je
posunuty o x-ovou a y-ovou slozku. Jiriakeno, sted leZi jinde nez v gatku KSS.

Necht’ mé& sted soiiadnice S = [XO; yo], potom mé&becnarovniceelipsytvar:

(x-x) , (y-yof _,
a’ b?

Situaci si nizete prohlédnout nabrazku 1.6.

Y Y

\
/

-
—

00  [0]

Obrazek 1.6 - Elipsa v KSS se Btdem v p&atku a v posunuti



: Pfipus’me nyni, Ze ohniskd&, F splynou v jeden bod a pozastavme se nad titiipagem
(i kdyz definice elipsy to népousti).

E =F atedy excentricita se bude rovnat nles 0= €* = 0.
Pokud se vratime zpatky k odvozovani analytickéf@dieni elipsy, vySla nam skoro ke
konci rovnost:

(az _ez)xz +a2y2 - 2(a2 _ez)
Nyni vime, 7ee” =0 a zarové a>0= a? >0, mizeme proto provést nasleduijici:
(a2 -0)x* +a%y? = a2(a® - 0)
a’x’*+a’y’ =a*/:a’
X2 + y2 - a2
Posledni rovnice je rovnickruznice o polongéru a. Pra¢ jsme dokazali, Zze limitnim
pripadem elipsy pree — O je kruznice, jejiz pologr ma délku hlavni poloosy resp. i
vedlej&i poloosyd, protoze zde platb® = a® — €?
b>’=a’*=b=a.

Obrazek 1.7n4zorr ukazuje, co se v tomtaipad dje.

¢ £ f E=h
ax C =F ax

Me
w
Tis
8
m

Obréazek 1.7 - Limitni obraz elipsy

1.2.2 Parametricka vyjadreni

NejcastjSim parametrickym vyjagienim elipsy £ —X
v normalni poloze je: \
baincL }
x(a) = (acosa, bsina)| |, A
Slaces o @x
kde parametr aD(O,Zn), nekdy  tzv.
excentrickd anomalieudava uhel spojniceSX

od osy X, kde bod X je libovolny bod leZici na
elipse.
(viz. obrazek 1.9

Obrazek 1.8 — Parametrizace elipsy
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V dalSim gipadt je elipsa popsana parametricky pomoagionélnich funkcia jde tedy o
racionalni parametrizaci

1-t* 2t
X(t)=£al+t2,bl+t2j , kde paramett JR.

1.3 Definice 1.2 — spolma vSem kuZelosgkam

Elipsa obec# pati mezi Kivky nazyvanékuzeloséky. Podle ndzvu jeiejmé, Ze vznikne
pii fezu kuzele rovinou. O tom si ale povime vice vidhl&apitolach.
Mezi regularni kuzelos&y pati také parabola a hyperbola. Tytoltivky vykazuji podobné
vlastnosti, a to nejen spdley pavod (vznikiezem kuZzele).

Definice vychazi ze spaleé vlastnosti kuzelogek. Budeme ofi vyslovovat spiSe
mnozinovou definici zaloZzenou na pé&m vzdalenosti. (ProtoZe havme o vzdalenostech,
pracujeme v Eukleidovské rowir

Definice 1.2 :Nech je v rovire dana gimka d a bod F , ktery na ni nelezi. Kuzelekeu

XF
budeme rozugt mnozinu k = {X :ﬁ = 8} , kde £ je konstanta zvolena z intervalu
(0,+).
Poznamky

: Déle pIati:‘XF‘ X ‘X : d‘ =e:a=¢&.(Cislo & se nazyvéiselna excentricitavysFednosy.

Pokud budeme konstante volit pouze
z intervalu(O,l), bude se jednat préw elipsu
To je Zejmé, nebd a > €.

: Pokud £ neni z intervalu(01), nybrz £ =1,
pak se jedna parabolu
Prog ] (ZL+00) je definice uéenahyperbole

: Pimka d se nazyvéridici pfimka, nebo téz
direkéni piimka.
: Bod F je jednim z ohnisek elipsy.

K definici 1.2 se vztahuj@brazek 1.9
V dalSim obrazku ¢islo 1.10 je znazorani
konstrukce elipsy pomodiefinice 1.2

Obrazek 1.9 - Definice 1.2

1
Zvolili jsme zde bodF afidici piimku d , ¢iselnou vystednoste =§ . Tedy vzdalenost

11



bodu elipsy odF a od d je v pongru 1:2 . Pro snazsi nalezeni baglipsy je dobré vytvit

si ngkolik soustednych kruznic se itdem v F , jejichZ polongr roste o jednotku, a také si
vytvorit svazek rovno&znych gimek s pimkou d vzdaleny od sebe vzdy o dvojnasobek
jednotky. (Abychom dodrZeli pogn délek 1:2.) Jednotlivéipmky a kruznice jsou oziany
postupr paradovymeéislem, tak jak se od= ¢i od d vzdaluji. Nakonec stéjen dohledat
praniky piimek a kruznic, které maji stejné oZuogci ¢islo. Tyto phiseiiky leZi na elipse.

7 T T

6 S\

5 Vi D\

4 [/// AN

3 L] VI

2 LAY /)]

1 \\N\e&s—"///)
Neoo——~//

1 N d

Obréazek 1.10 — Konstrukce elipsy pomoci definice 2.
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KAPITOLA 2.: Quételetova-Dandelinova wta

Jak jiz bylo zmigno, elipsa jekuzelos€ka. Tento termin napovida, Ze se jednarivkk,
kterou lze ziskat jako rovinmgz kuzelové plochy.

Definujme tedy nejprve pojemotaéni kuzelové plochy
(viz. obrazek 2.):

Definice 2.t Neclr je v eukleidovském prostork, dan

pevny bodV , pevna pimka O prochazejici bodenV a
thel @ =0(0,a), kde a#0,alloje libovolna pimka
prochéazejici boder¥ .

Rotacni kuzelovou pIochouK(V,O,a) rozumime mnozinu
vSech pimek prochézejicich bodeM (tzv. povrchovych
primek resp.povrseR, které sviraji s imkou O (tzv.osou

kuzelové plochy) Uhel o velikostr. Bod V se nazyva
vrchol kuzelové plochy.(Cerpano z Lawka, M. [7] str. 93)

Nasledujici ¥ta tika, kdy je pénikovou Kivkou i
rovinném fezu rotaniho kuzelu elipsa, resp. parabadia
hyperbola.

Obréazek 2.1 - KuZelova plocha

2.1 Elipsa jakorez rotatni kuzelové plochy

Quételetova-Dandelinova ¥ta 1 :

Rezem na roténi kuzelové plose rovinou, kterd neni vrcholovakijgeloseéka, jejimiz
ohnisky jsou dotykové body kulovych ploch, kteeévizpsat do kuZelové plochy tak, Ze se
dotykaji rovinyrezu.

Jestlize rovina protinda vSechny povrchovémky kuzZelové plochy, jgezemelipsa (je-li
rovina navic kolma k ose plochy, potom gzemkruZnice jakozto specialni fipad elipsy —
dotykové body vepsanych kulovych ploch potom gplyva

je-li rovinaezu rovnobzna pra¥ s jednou povrskou plochy, jezemparabola(do kuzelové
plochy Ize vepsat jedinou kulovou plochuiggti dané podminky);

je-li rovina 7ezu rovnobzna se déma povrskami plochy, gezemhyperbolaa ony povrchové
primky udavaji seéry asymptot.

(citace z Lauwika, M. [7] str. 95)

Poznamka:
: Necht rovinatezu g, ktera neni vrcholova, svira Gh@ s osou kuZelové ploch@, pak

pro priisenou Kivku K plati
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71
a) f>a = Kjeelipsa (pricemz prof3 = > je kruznice);

b) B=a = K jeparabola;
c) f<a < K jehyperbola.  (viz.obrazek 2.2

)
&

Obrézek 2.2 -Rezy kuZelové plochy

My se z celého zmi Quételetovy-Dandelinovyety 1 (déle jen Q-D &ty 1) budeme &novat
pouze elipse.ipadu, kdy feznd“ rovina protina vSechny povrchovémiky kuzelové plochy
(viz. obrazek 2.3 a wtu si pro tento fipad nazoré dokdzeme.

Obrézek 2.3 - Elipticky fez rot. kuzele

Dikaz Q-D wty 1:

(K dtikazu paiti obrazek 2.4

Necht je dana kuzelova plochK a rovinag je rovinouiezu, jez protind vSechny povrsky
K . Chceme-li dokazat, Ze iprikova Kivka je elipsa, musime dokazat, Ze jeji body maiji
konstantni satet vzdalenosti od dvou pevnych lied ohnisek.

14



Budeme nasledovatétu a do kuzelové plochy vepisemegdsféry &, k' (dotykajici se ji
podél kruznick,k') tak, aby rovinag byla jejich spoléna te&na rovina, body dotyku
nazvemek, F .

Obrazek 2.4 - Oikaz Q-D wéty 1

Zvolme nyni libovolg bod M =K n g (lezi na elipse — to chceme dokazatpabude
povrska jim prochazejicifigemz X = pnk, Y=pn k'.

Plati: ‘ME‘ =‘MX‘, protozeME i MX jsou t&ny sféry k', body E a X na ni lezi, tudiz
maji shodnou vzdalenost od bodid .

Stejre tak plati:|MF| =|MY].

Odtud [ME] + [MF| =|MX]| +|MY| =|XY] .

Pokud si navic povrsky s usékou XY otatime do polohyp® (viz. obrazek 2.4, uvidime
jeji skut&nou velikost, tudiz velikost Gsey X°Y°.

Dokazali jsme, Ze libovolny ba@zu ma od bad E, F konstantni vzdéleno%)( °Y°

Zbyva dokazat, z@( oyo

=|AB = 2a.

15



Plati:[Y°B =‘BF‘ a
‘XOB =‘BE‘, jelikoz Y°B a BF jsou teény sféry k' z boduB. Obdob X°B a BE
jsou t&ny sféry K .

Dale plati:

|AE| +|AF| =|BE| +|BF|

2 AE +|EF| = 2BF| +|EF| = |AE| =|BF|

Odtud plyne nasleduijici:

\X°Y° =\><°B +|Y°B =|BE +|BF| =|BE +|AE =|AB = 2a

To znamend, Ze kazdy bddzu je bodem elipsy, jejiz ohniska jsou bolly F a hlavni
Ag
2

Snadno zjistime, Ze obracekazdy bod elipsy je také bodewrru a tim je &ta dokazana.

poloosa jea .=

2.2 Elipsa jakorez rotaéni valcové plochy

Definice 2.2 : Neclr je v eukleidovském prostork,
dana pevna fimka O (tzv.osarotacni valcové plochy) a

m kladn& konstantar . Rotani valcovou plochou V

; ny budeme rozudgt mnozinu vSech/fmek a (tzv. povrsek)
rovnol¥Zznych s osow majici od osyo vzdalenost pra&
. (viz. obrazek 2.5

|

|

|

|

|

I Poznamka :

| : Na rot&ni valcovou plochu se Ize divat také jako na
: rotasni kuzelovou plochu, kterd ma vrchdl ,posunuty
i r do nekonéna“, ma nevlastni vrchol.
I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

Povrsky valcové plochy nemaji spéhy viastni bod,
avSak maji spolmy sner — jsou navzajem rovnébné.

Zeiezem rotani valcové plochy je kuzelosea
a Ze se jmenowitiedna o elipsiiika nasleduijici &ta:

_/

Obrazek 2.5 — Rot&ni valcova plocha
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Obrazek 2.6 — Elipticky rez rot. valce

Quételetova-Dandelinova ¥ta 2 (= Q-D Wwta 2):

Rezem rotani valcové plochy rovinou, kter4 neni rovebba s osou0, je elipsg jejimiz
ohnisky jsou dotykové body kulovych ploch, kteeévigpsat do valcové plochy tak, Ze se
dotykaji rovinyrezu. Je-li rovina navic kolma k ose plochy, poteregzemkruznice jakozto
specialni pipad elipsy — dotykové body vepsanych kulovychhglotom splyvaji.

Diikaz Q-D wty 2:

(K dukazu patti obrazek 2.7

Dukaz Q-D ¥ty 2 bude skoro stejny jako jsme
ho ctlali v pripact Q-D wty 1.

Opét musime dokazat, Ze prikova Kivka ma
od dvou pevnych bdd (dotykovych bod sfér
s rovinou fezu) konstantni s@et vzdalenosti,
tedy Ze se jedna o elipsu.

Neclt je dana valcova ploch® a rovinag je
rovinoutezu, jez neni rovn@ina s osol0.

Nyni do valcové plochy vepiSeme cwsféery
K,K' (dotykajici se ji podél kruzni&, k') tak,
aby rovinag byla jejich spoléna t&na rovina,
body dotyku nazvemé, F .

Zvolme libovolrt bod M =V n o (lezi na
elipse — to chceme dokézat) @ bude povrska
jim prochazejici, pcemz
X=pnk,Y=pnk'.

K- / Plati: ‘ME‘:‘MX‘, protoze ME i MX jsou
>

N

tecny sféry K, body E a X na ni lezi, tudiz
maji shodnou vzdalenost od bodid .

Obrazek 2.7 - DOikaz Q-D wéty 2

Stejre tak plati:|MF| =|MY].

Odtud [ME] + [MF| =|MX]| +|MY| =|XY] .

(pozn.: Naobrazku 2.7 je vidt skute&na velikost Gsgky XY, proto ji uz nemusime atét.)
Dokazali jsme, Ze libovolny ba@zu ma od bad E, F konstantni vzdélenoJ\aXY‘ .

17



Jesk je nutné dokazat, jé(Y‘ = ‘AB‘ =2a.

Nejprve si uséku XY ototime do poziceX °Y°. (‘XY‘ =X°Y°)
Plati, ze|Y°B|=|BF| a
X°B =‘BE‘ , jelikoz Y°B a BF jsou teény sféry k' z boduB.

Obdobrg X°B a BE jsou teény sféryx .
Navic| AF| =|BE|.

X°Y° =|X°B/+|Y°B

= |XY|=

=|BE| +|BF| =|AF| +|BF| =|AB:= 2a

A
—> jedna se o elipsu s hlavni poloosﬁu=g, kde bodyE, F jsou jeji ohniska.

Tedy plati, Ze kazdy boikzu je bodem elipsy. @psnhadno zjistime, Ze to plati i obragen
kazdy bod elipsy je bodeiezu, tim je ¥ta dokazana.
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KAPITOLA 3.: Te éna elipsy a ohniskové viastnosti

V této kapitole se budeme zabyvat specialnimi mlastimi elipsy a jejich ohnisek. Jsou to
velice dileZité a patebné informace, které nam p@éjdudou slouZit jako indicie kiznym
konstrukcim této kuzelogky a jeji te&ny.

3.1 Vzajemna poloha @imky a elipsy

Nejprve si ujasnime, co rozumime pojmenitini, resp.vng&jsi ¢astelipsy €.

Vnit¥ni ¢ast elipsy budemenazyvat tucast, ktera obsahuje ®lohniska a jejiz ,hragni
cara“ je pra¢ dana elipsa (i elipsa je s@sti vnitni ¢asti). Pro takové bodyX plati:
EX +‘FX‘ < 2a, rovnost nastava wipac, kdy X L1E.

Vngjsi ¢asti elipsy rozumime zbylogast roviny. Pro bodyX z vrgjsi ¢asti plati, Ze saiet
pravodica je wtsi nez2a.(viz. obrazek 3.1

vnitini m
J

vhéjsi cast

@kek 3.1 - Vnittni a vréjSi ¢ast elipsy

Nyni se nfizeme podivat, jaké polohyimky a elipsy mohou nastat.
Pfimka miZze mit s elipsouitriazné vzajemné polohy, vice narazku 3.2

"
N TN
N 4

a) b) €)

,,,,,,



Nema- Ii gimka s elipsou iédny spéha] bod (coz znamené Ze véechny boéiynhy jsou
obrazku 3.2 a)

Pfimka majici s elipsou prédjeden spolény bod se nazyvéecna elipsy a jejich spolény
bod nazyvaméodem dotyku. (Vyobrazeno nabrazku 3.2 b))

Posledni situaci, jeZ iwe nastat, je tzvsena. (Na obrazku 3.2 c)nejvice vpravo.) Tedy
piimka, kterd ma s elipsou dva spomlé pasesiky. Cast gimky prochazi vnini ¢asti elipsy.
(Specialnimi sénami jsou tzv.praméry, které prochazeji sdem elipsy — ndp hlavni a
vedlejSi osa.)

3.2 Tetna elipsy

Zpravidla nas nejvice bude zajintetna elipsy, proto si odvodime i jeji rovnici.
2 2
@
< &+ y2 =1
BudemereSit soustavu rovnic a b (3.1),

t:cx+dy+e=0

0 niz vime, Ze musi mit pr&yednoreSeni, protoze elipsa St®u maji spolény prav jeden
bod — bod dotyku. Neetje to bodT =[x,, y,].

9 ~ X ~
ResSit soustavu (3.1) by bylo pgkud slozité, proto pouzijeme substitugi:=—, y := %
a
V E: &2 +y%=
ReSime tedy soustavu: - (3.2).
;acX +bdy +e=0

Prakticky jsme provedli afinni transformaci, kdépsh £ prejde na kruinicig, obrazem

tesny t elipsy € bude téna t kruznice€ a bodT = {XO {ﬂ je obraz bodu dotykd .

Nyni budeme hledat rovnicidey kruZniceg.
Pro kruznici plati, Ze jeji tma v libovolném boé je kolm& na fimku prochazejici danym

bodem a sedem kruznice. Tedy plaﬁ On a'F 0N - zobrazku 3.3

Rovnice gimky N je ﬁ)? % y=0.
b a
Z kolmosti  vyplyva: t ﬁi +ﬁy =0
a b
Tedy plati: ac—ﬁ = C=ﬁ; a
a

Obrazek 3.3 - Té&na ke kruznici
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Tim jsme dohledali koeficientg, d v obecné rovnici ty v soustay (3.1). Mame rovnici

ve tvaru: :ﬁéx+§y+ e=0. Zbyva dohledat koeficiene. Pomohou nam nasledujici
a
X , Yo
informace:T =[x,,y,]0E = 2 + b—g =1
%o Yy _
TOt = 2% +b—2y0 +e=0
%/—/
=1
1+e=0
e=-1
X
a proto t:X';2+%—1=O . OvSem obecny tvar rovnicectyy elipsy se uvadi
a
v nasledujicim tvaru:
(20X YoY g
a b

Poznamka:
: Rovnice tény je uvedend pro situaci, kdy ma elipsa norméiblpu v KSS. OvSem

jestlize sted elipsy nelezi v p@tku, ale ma sdadnice S=[Xs,ys], potom ma elipsa

(x=xs) , (y=ys) -,
>

analytické vyjadeni: 5
a

Rovnice jeji tény v bod T = [XO, yo] je nasleduijici:

o X)X %) (¥ - y;)z(y- Ys) -4

3.3 Normala elipsy

Zvlastnimi a vyznamnymi geami elipsy jsou ty, které
jsou kolmé na t&y elipsy v pislusnych bodech dotyku
Nazyvaji se normaly. (Na obrazku 3.4 oznaena
pismenem N.) Vyznam normal spdva v rekterych
konstrukcich elipsy, kde se pomoci nich dohled
jednotlivé body elipsy.

Jak zkonstruovat normalu elipsy v danémdlodde
podrobr vyswtleno vkapitole 4.

fAkzek 3.4 — T€éna a normala elipsy v bod T
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Jako tény obaluji elipsu, tak obalovétilkka normal
elipsy se nazyvévoluta elipsy (viz. obrazek 3.5 Je to
mnozina vSech &di kiivosti dané elipsy. Tedy vrcholy
evoluty jsou stdy kivosti oskul&nich kruznic ve
vrcholech elipsy. Pomoci trojuhelnikové konstrukoe
piesré dohledat nejen normalu, ale ifed kivosti
v boct — tedy bod evoluty. (vice kapitole 4.3

Obrazek 3.5 — Evoluta elipsy

3.4 Ohniskové vlastnosti
DalSi vlastnosti elipsy odhali nasledujtiniskové \&ty:

Bu/ t* tecna elipsy v jejim libovolném bedX . Ozname dale QF, resp. QF bod
soun@rné sdruzeny s ohniskert, resp. F podle teny t* a P® =t* n EQ® (resp.
PF =t* n FQF) patu kolmice spu&né z ohniskéE ¢i F natenut” . Potom plati:
3.1) Terna elipsyt ™ v jejim libovolném bad X pili vnéjsi thel prvodics EX  a FX .
3.2)Bod QE (resp.QF) sounerné sdruzeny sislusnym ohniskem podle‘tsy t* lezi na
kruznicid " (F : 2a) (resp.d E(E, 2a)), ktera se nazyvéidici kruZniceelipsy.

3.3) Paty kolmic PE, resp. PF spusénych z ohniskak, resp. F na tenu t* lezi na
kruznici u(S, a) - tzv.vrcholové kruznicielipsy.

Poznamky:
: K bodu3.1) - je Zejmé, Ze to samé plati také pro normalu elipéﬂzv boct X .

: K bodu 3.3) — vrcholova kruznice elipsy je obrazeiidlici kruznice df, resp. df ve
1
stejnolehlosti se sdemF , resp.E a koeficientemé :

: K témto wtam pati obrazek 3.6

Na obrazku 3.6 je navic vyzn&eny bod L, cozZ je libovolny bod &y t* tak, zeL % X.
Zde si mizeme o¥iit, Ze takové body jsou ¥fEimi body elipsy. Plati:

[EX| +|FX] =‘QEX‘ +|FX| =‘QEF‘ =2a ... bod X leZi na elipse
‘LE‘ +‘LF‘ :‘LQE‘ +‘LF‘ >‘QEF‘ =2a ...podle trojuhelnikové nerovnosti, tedy lezi

Vv s
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Obrazek 3.6 - Ohniskové vlastnosti
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KAPITOLA 4.: Konstrukce elipsy

Kapitola 4 je souhrnem &kolika konstrukci elipsy, které vychazeji z jejifidece nebo také
z jejich ohniskovych vlastnosti.

4.1 Konstrukce vychazejici z definice elipsy

4.1.1 Bodové konstrukce |
Bezprostedre z definice vyplyva tzvbodova konstrukce elipsy(obrazek4.1).

Neclt jsou dany dvaiizné body — ohniskd&, F a délka hlavni poloos@. Budeme hledat
body, které maji konstantni sm vzdalenosti rovny®a od ohnisekE, F . Za timto @elem
si na fimce EF sestrojime hlavni vrcholyA, B elipsy, ﬁiéemi‘AS =‘SE¥ =a,kdeS je
stted Useéky EF . Dale budeme volit libovothbod R EF, jenZ nam Gs&ku AB rozdli
na dw ¢asti o délkach, = ‘AH, r, =‘RH, (r, + r, = 2a). Sestrojme kruznice

 ndC.

Obrazek 4.1 - Bodova konstrukce |

kE(E,r,) k" (F,r,) a k5(E,r,),k"(F,r,) opsané z ohnisek. Jéeimé, 7e kruznice
KE, kP (resp.kE, k") se protinaji v bodech elipskE n k" :{I Al }

kKE nkF :{III ,IV}). Riznou volbou boduR ziskame i&zné polondry kruznic a tim i
razné body elipsy.

Poznamka:
: Pokud bude elipsa zadana délkou hlavni a V@dbejloosy, pak samgme neni problém
si ohniska dohledat (viz1.1 Definice 1.1 — mnoZinova definijea provést bodovou

konstrukci.
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4.1.2 Zahradnicka konstrukce

Zahradnicka konstrukce vychazi z vlastnosti kamstiho so&tu délek od obou ohnisek
stejre tak jako bodova konstrukce. Ma ovsem mnohem pit&j&i vyuZziti v Zném Zivog.
Napr. jestlize si na zahradce chcemeslatl zahon tvaru elipsy, p@bujeme pouze jeden
provazek délky2a, 2 pevné bodyE, F (ohniska) - zapichnuté koliky a potorgjaké rydlo
R, resp. kidu, propisku atd. (jako je tomu oarazku 4.2).

C

[TI8%e
N
Tiee
o~

Obrazek 4.2 - Zahradnicka konstrukce

Oba konce provazkuiipazeme na kolikyE a F . Rydlem pak pohybujeme po provazku a
vykreslime Kivku (viz. obrazek 4.2. Dulezité je, aby provazek byl pid napnuty!

Poznamka:
: Konstrukce je do jisté miry amatérska a neazgalsna, jeji vyhodou ale je jednoduchost.

4.2 Kinematické vytvareni elipsy

Kinematické vytveéeni Kivky znamend, Ze jetkrka vykreslena uwitym pohybem. Takovéto
pohybové vytvéeni byva podkladem nappro gistroje slouzici k rysovaniikek.

4.2.1 Prouzkova konstrukcd.

Na prouzek papiru sitpneseme délku hlavni poloosy, vznikne tak Ustka 1_3 a velikost
vedlejSi poloosyb=‘23, jako naobrazku 4.3 (body 1, 2, 3 lezi naipmce). Prouzkem

pohybujeme tak, aby bod Iistaval na vedlejSi poloose, bod 2 na hlavni poloBsel 3
uréuje jednotlivé body kvky. Tedy, pohybujeme-li spra¥rprouzkem, bod 3 vykresli elipsu.
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Obrazek 4.3 - Prouzkova konstrukce 1.

4.2.1.1 Rozdilova prouzkova konstrukce

Mame-li sestroijit elipsu, kterd je zadana pohlsni osouAB a jednim bodemX , Ize
lehce dohledat délku vedlejSi poloosy pomoci prougkkonstrukce 1. a tim elipsu upin
doucit.

Najdeme sed S Useky AB (‘AS =‘B$ =a) a vztgime v rem kolmici p na AB.
Vedlejsi vrcholy, které hledame, budouifmikou p incidentni. BodX piedstavuje bod 3 z

prouzkové konstrukce I. Pokur
bychom n&li papirek, genesli bychom

na rgj velikost a=‘13 a pokr&ovali
podle uvedené konstrukce.

Jestlize ale papirek pouzivi
nechceme, budeme postupov
nasledujicim zfisobem (podle
obrazku 4.4).

Sestrojime  kruznici k(X,a) a
najdeme jeji piseik 1 s gimkou p
tak, aby Usé&ka 13 protla  Useéku
AB. Bod 2 je pisetikem 13 a AB.
Tim jsme naSli velikost vedlejs
poloosy b=‘23 a elipsu jsme
doucili. Tato konstrukce secasto
nazyvarozdilova prouzkova konstrukce i kdyz, jak jsme seipswdCili, prouzek papiru
viibec nepdtbujeme.

Obréazek 4.4 — Rblbva prouzkova konstrukce elipsy
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Poznamka:
: 'V nazvu je ejm¢ slovo rozdilova, jelikoz velikost vedlejSi poloosy je rovna rozdil

b=3-n2.
4.2.2 Prouzkova konstrukcdl.

Prouzkovou konstrukci je mozné provéstggétinim zpis_obem. Ogt si na prouzek papiru
preneseme délku hlavni poloosy, vznikne tak usika 12. Velikost vedlejSi poloosy je
b=‘23, jako naobrazku 4.5 Body 1, 2, 3 jsou kolinearni. Prouzkem pohybujenie aby

bod 1 Zistaval na vedlejSi ose, bod 3 na hlavni ose. Pdkhatuje jednotlivé body kvky.
Tedy, pohybujeme-li spra¥mprouzkem, bod 2 vykresli elipsu.

Obréazek 4.5 - Prouzkové konstrukce |I.
4.2.2.1 Sottova prouzkova konstrukce

Naskyta se znovu otazka, jak sestrojit elipser&tie zadana pouze hlavni os@AB a
jednim bodemX . Vedlejsi vrcholy nyni dohledame pomoci prouzk&weéstrukce Il.&imz
bude elipsa dodena.

Najdeme sed S useky AB (‘AS=‘B$=a) a vztgime v rem kolmici p na AB.
Vedlejsi vrcholy, které hledame, budou leZet dampep. Bod X predstavuje bod 2 z
prouzkove konstrukce Il. Pokud bychom situasili pomoci papirku,ienesli bychom nadp
velikosta = ‘121 . Pak bychom bo@ na papirku ploZili presré na bod X a bodl nastavili

tak, Zze bude leZet ng - vedlejsi ose, fixemZ bod3 by byl pinikem gimek 12 a AB.
Délka‘23 by byla velikosti vedlejsi poloosy.

.....

(viz. obrazek 4.9. Sestrojime kruZnick(X =2, a) a najdeme jeji pisetik 1 s gimkou p
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tak, aby Us&ka 12 neprotla Usgku AB. Bod 3 je piisesikem ﬁimekl_Z a AB. Tim jsme
zjistili velikost vedlejsf poloosy =|23 a elipsu jsme doii.

p

Obrazek 4.6 — Sottova prouzkova konstrukce elipsy

4.3 Konstrukce vyuzivajici afinni vztah elipsy a kaznice
4.3.1 Obraz kruznice v osové afinit

Rovnol#znym pamétem kruznicek v rovine o do roviny p' je v obecném ippack
elipsa. Specialhse niize kruznice promitnout do kruznice nebo dockgeale tento fipad
nyni uvazovat nebudeme. Dana kruZnikea jeji rovnokzny ptimét - elipsak' =& - si
odpovidaji vosové afini# mezi rovinami obou ikvek, rovinami o a p'. Pokud si celou
situaci rovnobzné promitneme do libovolné roving , ziskdmenpsovou afinitu v rovi# 71.

Osova afinita v roviéije nefastji danasmeérem S, osou O a dvojici odpovidajicich si béd
A A’ Je-li sngr S kolmy k ose0, nazyva se takova afiniavouhl4 jestlize s|| 0, jedna
se o0 tzv.afinni elaci. Odpovidajici si body lezi natimkach, které jsou rovnébné se
smérem Sdané afinity, odpovidajici siffmky se protinaji na osedafinity v tzv.
samodruznych bodech

Obrazek 4.7 - Afinni obraz
kruznice
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Priklad pravouhlé afinity mezi kruznici a elipsou rja obrazku 4.7. Na zaklad tohoto
afinniho vztahu mezi kruznici a elipsou Ize odvaxkteré uzit€né konstrukce elipsy.

4.3.2 Trojuhelnikova konstrukce

Trojuhelnikovéa konstrukce je jedna z ngigréjSich konstrukci bail elipsy. Vyuziva se zde
pravouhla osova afinitamezi kruznici a elipsou. Podivejme se nejprve m& specialni
moznosti zadani osové afinity, které konstrukibli¥i :

1) (Obrazek 4.9 Neclt osa afinityO je totoZna s vedlejSi osou elipéy a pro smir plati:
s [Jo. Budeme-li hledat obraz kruinicﬁe’(S,‘SN), jimZ je elipsak =& se stedem S,

musi byt afinita dowena obrazem jednoho bodu kruzniéé, ktery nesmi leZet na os@.
Tedy jednim bodem, jenz lezi na hledané elipsehfNjecto dvojice A — A.

Obrazek 4.8 - Specialni zadani afinity mezi elipsoa kruznici 1.

VedlejSi vrcholy elipsy jsou samodruzné body, likjsou incidentni s oso@. Jeji dalSi
body dohledame snadno. Zvolime si libovolny b¥d]&” a najdeme jeho obraX , ktery
bude piseiikem gimky rovnol#zné se sirem S a prochazejici bodenX™ a gimky 1A,

kdel= A X no0. Takto Ize dohledat viechny ostatni body elipsy.

2) (Obrazek 4.9 Neclt osa afinity0 je totozna s hlavni osou elipdy a pro smir plati:
s[Jo. Neclr je afinita dodefinovana dvojici vzor a obrab: —» D .

Opst hledame obraz kruinicﬁ’(S,‘SDD, tedy elipsuk = & (se stedemS).

V tomto pipact jsou hlavni vrcholy elipsy samodruzné body. Daiddly elipsy dohledame
uplre stejre jako v prvnim pipact (vice naobrazku 4.9).
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Obrazek 4.9 - Specialni zadani afinity mezi elipsoa kruznici 2.

Pokud vyuZijeme vlastnosti obou zadanych afinit spojime

je, ziskame tzv.
trojuhelnikovou konstrukci elipsy, ktera je nabrazku 4.1Q resp4.11

-

e’=s"

Obrazek 4.10 - Trojuhelnikova konstrukce elipsy |

Neclt je elipsa€ zadana svymi hlavnimi a vedlejSimi vrchofy, B,C, D . Zname tim tedy
a=‘AS =‘BS, b=‘CS =‘DS, kde S je sted elipsy. Sestrojime kruznide = (S, b) a
k= (S, a). Narysujeme libovolnouifmku € prochazejici sedem S. Ta protne kazdou
kruznici ve dvou bodech. Zvolme jednu dvojici Bod N 8= X", € n £""= X" takovou,
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ze X', X" lezi ve stejném kvadrantu s@ném osami elipsy (vizobrazek 4.10, resp.
takovou dvojici bod X, X™", Ze kazdy z nich lezi v jiném kvadrantu (visbrazek 4.1).
Nyni si uddomme, Ze kruZnic&~ se ¥ pravouhlé osové afinits osoue ' =CD (s 'e")
zobrazi na elipsl€ a kruzniceR”~ se zobrazi na tutéz elipsti pravoihlé osové afinit
uréené osoue”’= AB a smérem s ""[Je””. Tedy obrazX bodu X~ budeme hledat na
piimce rovnobzné s pimkou AB a zarové bod X bude obraz bodX"”, tudiz bude lezet
na rovnolsZce s pimkou CD. Raznou volbou fimky €, ziskameizné body elipsy.

a=s""

Obrazek 4.11 — Trojuhelnikova konstrukce elipsy I

Poznamka:
: Konstrukce se nazyva trojuhelnikova z prostéinodu, jelikoz pi ziskavani bodl elipsy
nam v rysu vznikaji trojihelniky. Zde naptrojihelnik XX X",

4.3.2.1 Dohledani normal — sattova konstrukce

Na zé&klad trojuhelnikové konstrukce lze snadno dohledat takémdly v nalezenych
bodech elipsy. Znamé jsou &wmetody. Pomoci prvni, tzwsouwtové konstrukcebudou
dohledany nejen normaly, ale také body evolutysgliCela situace je rabrazku 4.12

Neclt¥ mame pomocirojuhelnikové konstrukce | bod elipsy X . (Tzn., Ze jiz mame

narysované kruznic&”, £°” a zvolenou fimku € [ X .) Sestrojime kruznick® se stedem
vbodk S a polonérem rovnym sottu délek hlavni a vedlejsi poloosyr €a+b).

Ozname X° bod , ktery je pinikem gimky € a kruznice >a ktery lezi ve stejném
kvadrantu jako bodX . Spojnice XX?* je hledanaormala n k elipse€ v bodk X .

Poznamka

: Zndme-li normalun v bodt X, potom protecnu t kelipse € vtomto bod plati:
X ot tdn.
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Za (Eelem nalezeni bddevoluty elipsy zkonstruujemeifmku t'rovnoksZznou s ténou t,
kterd prochazi ginikem normaly n a hlavni osye”'= AB. Neclt bod Y je prisaik
piimky t'a ptiméru SX bodu X. Bod E evoluty elipsy € je prinikem gimky
rovnokezné s vedlejSi osou prochazejici bod¥m normalyn.

a=s"

Obrézek 4.12 — Dohledani normaly — saitova konstrukce

Poznamka
: Dikaz ke konstrukci normal a oskatdch stedi je predveden v Kad@vek, F. [4] str.50.

4.3.2.2 Dohledani normal — rozdilova konstrukce

Druhy zpisob jak nalézt normalu elipsy v daném begchazi z trojahelnikové konstrukce
Il. Situace je nabrazku 4.13

a=s""

Obrazek 4.13 — Dohledani normaly — rozdilova konstrkce
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Necht mame pomodirojuhelnikové konstrukce Il sestrojen bodX elipsy €. Narysujeme
kruznici £*se stedem vbod S a polongrem rovnym rozdilu délek hlavni a vedlejSi
poloosy  =a—b), proto se tato metoda nazyngzdilova konstrukceOzname X * bod ,
ktery je pfinikem pgimky € a kruznice®’ a ktery lezi ve stejném kvadrantu jako bd .
Spojnice XX* je hledanaormala n k elipse€ v bodt X .

Poznamky
: Stejr jako v gedchozi situaci i zde Ize jednoduse dohleetitu t k elipse€ v bod X,

Xt tn.

: Obecs se trojuhelnikova konstrukce Il a rozdilova koakte normély pouzivaji mnohem
mere ¢astji nez trojuhelnikova konstrukce | a sbova konstrukce normaly.

4.3.3 Normalova konstrukce |

Jedna-li se o sestrojerady bodh

na elipse £ a jejich normal, je-li
elipsa zadana hlavni a vedlej
poloosou (dvojici a, b), potom 7 "

.........
",

muzeme vyuzit specialmiormalové
konstrukce 1. Ta je zaloZena ne
spojeni rozdilové a soétové
konstrukce  (dohledani  norma
pomoci trojuhelnikové kon.).

Predstavme si nyni @bkonstrukce
najednou. Pohybem  fipnky

(normaly) X°3X* tak, aby bodX?®
opisoval kruznici A% o polonEru
a+b, druhy bod X * kruznici %o
polomeru a-b, a hel
X3sSx* aby byl osami elipsyigen, Obrazek 4.14 — Normalova konstrukce | bod elipsy

dostavame elipsé€ jako trajektorii stedu X Gseky X°X*. To dava nasleduijici konstrukci
jednotlivych bod elipsy € a jejich normal (vizobrazek 4.14.

Zvolime na £>nekolik bodi, naf. X3, Y*. Najdeme k nim bodyX?3,Y ®soungmg

. |

poloZzené vzhledem k hlavni ose elipsy. Dale progeolongry SX3, SY® kruznici £*v
bodech X*, Y*. Potom jsou spojniceX*X*, Y3Y* normalami elipsy a sedy X, Y
usesek X°X*, Y3Y* body zadané elipsy.
(Cerpano z Sobotka, J. [9] str. 236 a 237)

4.3.4 Normalova konstrukce Il

Pohodirji Ize normélovou konstrukci | upravit takto ¢brazek 4.15:
Sestrojime-li kruznice napé’, €2, €° prochazejici ohnisk{E, F elipsy £ a protneme-li

33



kazdou Z nich kruznicemi
% B8*, pak ty spojnice
prase&nych bod, které nejsou
s hlavni osou elipsy rovnébné
a zarové neprochazeji sdem
S, jsou normalami elipsy.
Pramery  kruznic €', €%, ¢°
kolmé na nalezené normaly jso
tecnami elipsy a paty X,Y,”Z
téchto pamérd  jsou  body
dotyku, tedy body elips¥ .
(Cerpano z Sobotka, J. [9] st
237)

Obrazek 4.15 — Normalova
konstrukce Il bodi elipsy

4.3.5 Bodova konstrukce Il

Obrazek 4.16 — a) Bodova konstrukce Il b) obr. z Breymann, G. A. [1]

DalSi zpisob jak sestrojit jednotlivé body elipsy, pokudysdany délky hlavni a vedlejsi
poloosy, je tzvbodova konstrukce Il. Pravem je Zazena do této kapitoly, protoZzékaz
jeji funkénosti vychazi oft z afinniho vztahu mezi kruznici a elipsou. Jejvitsi vyhodou je
fakt, Ze na celou konstrukci — sestrojeni bednepotebujeme kruzitko. Zsmeme samotnym
postupem a poté si sigmime jeji dkaz.

Postup je vyznn naobrazku 4.16 Dany jsou velikosti hlavni a vedlejSi poloosy.
Sestrojme vrcholyA, B, C, D elipsy €. Pro dohledani dalSich bibdbudeme pdebovat
spojnice hlavnich a vedlejSich vrchoHledejme nap body elipsy, které leZi v kvadrantu,
jenZ je incidentni se spojnicAC. Nejprve zvolime na Ggee AC libovolny bod 1, jim

vedeme gimku 1D (spojnici s druhym vedlejSim vrcholem) a také miwzku s hlavni
osou. Pinik této rovnobzky a vedlejSi osy ozdane 2. Bodem 2 a druhym hlavnim

vrcholem B proloZzime pimku 2B . Prinik piimek 1D a 2B je hledany bodX elipsy €.
(¢erpano z Breymann [1] str. 157 a 158)

34



Naznak dkazu: Kruznice£” naobrazku
4.17je afinnim obrazem hledané elipéy
Prislusna afinita je dana osaw= AB a
smérem s[le. Jestlize  bodova
konstrukce Il bude platit pro kruznid ",
pak bude platit i pro elipsu diky afinnim
vztahu. Pomoci metod analytick
geometrie bychom snadno dokazali,
takto sestrojeny bodX' lezi na kruznici
£’ atedy konstrukce pro boX plati.

Obrazek 4.17 — Ghkaz bodové konstrukce I

4.4 Konstrukce pomoci
sdruzenych priméru elipsy

4.4.1 Sdruzené piméry
V néasledujicich konstrukcich budeme pouzivat pomfimeér a sdruzeny mmeér elipsy,
proto si oba terminy nadefinujeme a &iawe se je vyhledat.

Definice 4.1: Pramérem elipsy budeme rozuhkazdou pimku prochazejici jejim /dem
S.

Poznamky:
: Pozor, pimér neni Us&ka, jak to byva chapano u kruznice, ale jedna selou gFimku.

OvSem wrkdy, hovdi-li se o délce prmeru, mysli se tim samoegjm¢ jen délka, jez lezi ve
vnitini ¢asti elipsy — tzvomezenypramér.

.V projektivni geometriise ptimér kuZeloseéky zavadi jako vlastni ffmka, jejiz pol
vzhledem k dané kuzelasz (elipse) je nevlastni bod.
To, Ze pro sedové kuzelosky (elipsa, hyperbola) je jim kazdéimmka prochazejici sdem
kuzZeloseky, se bere jakodia, jeZ se dokaze prapomoci ,projektivni definice*.

Proprameér elipsy plati nasledujici tvrzeni, ktera diygi obrazky 4.18, 4.19, 4.20
Tvrzeni 4.1 Spojnice pise’iku dvou téen elipsy se sédem Useky, jejiz
krajnimi body jsou body dotykchtto te’en s danou elipsou, je
pémer elipsy.
Tvrzeni 4.2 Spojnice bod dotyku dvou rovnatinych téen elipsy je jejim
pimerem.
Tvrzeni 4.3 Spojnice sted: rovnoleZnych é&tiv elipsy je jejim pimeérem, kde
dtivou rozumime Ugku, jejiz krajni body jsou body dané elipsy.
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Obrazek 4.18 - Tvrzeni 4.1

Obrazek 4.20 - Tvrzeni 4.3 Obréazek 4.21 - Sdruzepé&iméry elipsy

Definice 4.2: Dva priaméry se nazyvajsdruzene jsou-li te'ny v krajnich bodech jednoho
prizmeru rovnok¥zné s druhym gimerem a naopak.
(Obrazek 4.2)

Poznamky:
: Sdruzenost iméra se rovnobznym promitanim a tedy i osovou afinitou zachovava.

: U kruznice jsou kazdé dva sdruZzenénpiry navzajem kolmé. Zato u elipsy, kterd neni
kruZznici, existuje pravjedna dvojice sdruzenych a sasré kolmych paméra — hlavni a
vedlejSi osa.

Pro sdruzené pmméry plati tvrzeni sfslusnymi obrazky 4.22, 4.23, 4.24, 4.25
Tvrzeni 4.4 Kazdy ze dvou sdruZzenychipera elipsy pili jeji tetivy
rovnatiné s druhym gmeérem.

v~ 7

Tvrzeni 4.5 Uhlopricky rovnolZnika elipse opsaného jsou jeji sdruzené
pimery.

Tvrzeni 4.6 Stredni giicky rovnolgZnika elipse vepsaného jsou jeji
sdruzenémery.

Tvrzeni 4.7 Spojnice libovolného bodu elipsy s krajnimi béidgvolného
pimeru jsou rovnoldzné se sdruZzenymimery této elipsy.
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Obrazek 4.22 — Tvrzeni 4.4

P

AV

Obrazek 4.24 — Tvrzeni 4.6 Obrazek 4.25 — Tagni 4.7

(Informace o sdruzenychipnérech byly¢erpany z webovych stranek [11].)
4.4.2 Rytzova konstrukce

Rytzova konstrukce se pouziva igadech, kdy zname dvojici sdruzenych omezenych
prameéru elipsy a patebujeme dohledat hlavni a vedlejSi poloosy.

Je to velic&asto pouzivan4, ,standardni“ konstrukce, a protbydy dobré nejen ji znét, ale
také ji un®t dokazat. Sam autor, Svycarsky matematilkCiselD. Rytz (1801 - 1868), sice
konstrukci vymyslel, ale ikaz k ni jiz nedoloZil. Konstrukce byla dok&zanazgifi, a to
Leopoldem Mossbrugeremytzovym kolegou. Konstrukce je z roku 1845.

Neclt jsou dany sdruzené omezené&méry KL a MN (ke konstrukci pat obrazek
4.26). Jejich ptinik, ozn&me ho S, je stedem elipsy. Zvolime jeden z koncovych Hod

pramérd, nech’ je to K , otatime ho okolo sedu S 0 9C°. Vzniklym otasenym bodemK °
vedeme fimku p, ktera téz prochazi bodemM - koncovym bodem @meéru sdruzeného.

Déle najdeme &d S . o 1| Do

pitimku P ve dvou bodecH a Il . Jsou to body, jimiZ prochazi osy elipsy. Velikbkvni a

useky NK° a sestrojime kruZnick(SN ) ktera protne
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vedlejsi poloosy nalezneme nairpce p, plati: ‘IN‘ =a,‘NII‘=b. Stai uZ jen vynést

vzdalenostia,b ve spravném padi na 0syo,,0, .

Obrazek 4.26 - Rytzova konstrukce

Nyni nastava doba, kdy se dozvime,&se postupuje zrovna takto. Konstrukciremi
nésledujici dkaz Obrazek 4.27%:
Neclt je dana elipsa svymi hlavnimi a vedlej$imi vrchdyB,C, D . Sestrojme kruznice

k' = (S, b) ak'= (S, a), kde S je sted elipsy. Jak je nam jiz znamo z kapitdl@, je dana
elipsa afinnim obrazem kruznid€ a takék”. (Jde o specialniifpad pravouhlych osovych
afinit s osami totoZnymi s osami elipsy.)
Zvolime dva navzajem kolmé poleny SK",SN" kruznice k". V kolmé afinig jim
odpovidaji sdruzené polamy SK,SN.
Oznaime-li K',N' priseiky obou kolmych piméra s kruznici k', pak je
AN'NN' CAK"KK', nebe N'N'=K"K'CN'N' OK'K'CNN' OK'K.
Ototime-li AK"KK' okolo stedu S 0 9C°, bod K" splyne s bodenN”, bod K’ s bodem
N’ a bod K ptejde do boduK ° a zarové budeétvrtym vrcholem obdélnikd\N'NN"K °.
Ozname | a |l praseiky jeho thlopicky NK°s vedlejsi a hlavni osou. Z rovrdimosti
N'N || K°N"||SEC N"N || K°N'||CS vyplyva rovnost Gseek:

SN'=NIl =K°l =b

SN"=K°ll =NI =a.
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Poznamka:

: Vzhledem k dkazu jsme
mohli Rytzovu konstrukci
zaradit do kapitoly 4.3
Konstrukce vyuZivajici
afinni  vztah elipsy a
kruznice, ale podle mého
nazoru je zde sijSim
aspektem to, Ze vychazime
ze sdruzenych pmeéra
elipsy.

Obrazek 4.27 -Gikaz Rytzovy
konstrukce

4.4.3 Frézierova konstrukce

A. D. Frézier(1682 - 1773) byl bezpochyby nejpozoruhgdnwvédec 18. stoleti. isobil ve
francouzském wst¢ Savoie, ale jivodem pochazel za Skotska, jeho originalni jménio by
Frazer. Mnozi ho povazuji za zakladatele deskmptieometrie.

(cerpano z webovych stranek [12])

Frézierova konstrukce je o vice jak sto let $taeZ Rytzova konstrukce, pochazi z roku

1737. Z naSeho pohledu ovSem bude jen jakymsitnitd3rovedenim konstrukce Rytzovy.

Nech’ jsou dany sdruzené omezené&méry KL a MN (ke konstrukci pat obrazek
4.29. Jejich piinik ozna&me S, je to zarove stred hledané elipsy. Z koncového bod\i
krat$iho piméru spustime kolmich na Gseku SL, na které najdeme boD", pricemz plati
; ‘ND’ =‘SL\=‘SK‘. Sestrojime sed Sy Useky SC'. Tim jsme ziskali bod, ktery je

totozny se sedem SNKO z Rytzovy konstrukce. Déle tedy budeme postupaphic stejre

jako u Rytzovy konstrukce. Sestrojime kruid'{c(iSSD, ‘S%DD a gimku p=NS;, jejich
prinikovymi body |, Il prochazeji osy,,0, elipsy. Délku hlavni a vedlejsi

poloosy odéteme na fimce p: ‘IN‘ —a a‘NII‘=b.
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Obrazek 4.28 - Frézierova konstrukce

Jiz na z&atku bylotreceno, Ze tato konstrukce je ve své podsjah zvlaStnim fipadem
Rytzovy konstrukce. i@swdc¢me se o pravdivosti tohoto tvrzeni.

Stai dokazat, ze ®d S, z Frézierovy konstrukce je totozny zefesiem SNKO
z konstrukce Rytzovy. Pokud ®lxonstrukce narysujeme dohromady, vznikne namjeye,
je naobrazku 4.29 Na obrazku vznikétyrahelnik SND'K ° a jestli dokaZeme, Ze se jedna o
rovnoteznik, dokdzeme zéroiieZe stedy Sy a S . splyvaji.
Zrejmeé Useky SK°a ND' jsou rovnobzné, protoZze abmaji kolmy snér na Gséku KL .
Také plati, Ze jsou stejrdlouhé {ND" =‘SK‘ =‘SK°

). Z téchto dvou vlastnosti uZimo

plyne rovnolZnost a shodnost délek dsk& SN a K°D', plati tedy: Sg; = S

Obrazek 4.29 -
Frézierova versus
Rytzova konstrukce
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4.4.4 Chaslesova konstrukce

Chaslesova konstrukce jdilglizn¢ ze stejné doby jako Rytzova (je
z roku 1837), ovSem pouziva se hlavide-li nam o ohniska elipsy,
dané parem sdruzenychipréra.

Jejim autorem je francouzsky matemalilichel Chasles (1793 -
1880), ktery seigdevsim ¥noval algebe a projektivni geometrii.
(¢erpano z webovych stranek [13])

Obrazek 4.30 — M.Chasles

Chaslesov&onstrukce vyplyva ze vztétpopsanych vévrzeni 4.8(obrazek 4.3).

Tvrzeni 4.8 Pohybuji-li se dva body a R
po dvou sougednych kruznicich
S, I stejnymi Uhlovymi rychlostmi, ale
opa’nych srdri, jsou jejich spojnice
N = SF normalami téZe elipsy, jejiz body S,
pili vzdalenosti bodl S, R a jejiz hlavni N
poloosa se rovna pola¥iimu sodtu a
vedlejSi polovinimu rozdilu polomrii
obou kruznic.

(citovano z Kadi&vek, F. [4] str. 76)

Blek 4.31 — Tvrzeni 4.8

Postup je nasledujicblrazek 4.33:

M&me dany sdruzené amery KL, MN, jejich piisesik S . Koncovym bodemN kratsiho
praméru vedeme fimku N kolmou na pimér KL . JelikoZ téna v bod N je rovnolzna
s pamérem KL , je N normala elipsy v bad N (viz. definice 4.3. Na gimce n sestrojime

body 1L,20In tak, zZe pIati:‘lN‘ =‘2N‘ =‘K§‘. (Tedy podletvrzeni 4.8 1=Sa 2=R))
Osy 0,,0, spojnic1S=p, a 2S = p, predstavuji osy elipsy. Zname poldm kruZnic
S, ztvrzeni 4.8 (‘l§‘, ‘2§‘), nyni bude nutné dohledat:(]lg‘ +‘2§‘):2= a a
q1§‘—‘2§‘):2= b. Sestrojme body3, 5 jako pfiseiky ptimky p,a kruiniceﬁ(g,EZ‘).

Bod 4 je stedem Uséky 13a bod 6 je stedem Uséky51. Délky hlavni a vedlejSi poloosy
predstavuji tyto Usiky na fimce p;: a= ‘41 = ‘34\

b=[61=/56 =54,
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Obrazek 4.32 - Chaslesova konstrukce

Pokud nas zajimaji ohniska, F hledané elipsy, dané parem sdruzenydmpra, pak po
sestrojeni os opiSeme kruznifi majici sted na vedlejSi ose a prochazejici bdgdy . Sted
najdeme na kolmici vbad N k piimce 12. Kruznice £ protin& hlavni osu v ohnicich
E,F; plati totiz:

Se” =|SF[* =|ES 0FS| =[S11153 =[S1152| = (a+ b){a—b) = a? ~b? =€

(¢erpano z Kade@évek, F. [4])

4.4.5 Rickova konstrukce

Jako posledni fiiklad konstrukce elipsy, ktera je zadana sdruzengraméry, uvedeme
konstrukci pri¢kovou. Vyuziva se hlavdv rysech, v nichZz chceme elipsu déitibodow,
sestrojit ji, ale nezajimaji nas jeji hlavni andlggsSi poloosy nebo jiné dalSi prvky. Hojee

pouziva pro konstrukci kruznice veresiovém
3 2 1 promitani - nejasgji pro kruznici ve svislé
~_ roving.

Konstrukci nejtive predvedeme na Kruznici
(obrazek 4.33 a poté uz bude jasné jak funguje
pro elipsu.

Neclt jsou dany kolmé pmmery AB, CD
kruznice £ a S je jejim stedem
(S=ABn CD). Chceme-li najit dalsi body
lezici na kruznicif , vytvarime ¢tverec OPQF
opsany kruznici tak, Z&B, CD jsou jeho
Obréazek 4.33 —Ri¢kova kon. kruznice stredni fFicky.
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Nag. body c¢tvrtkruznice AC  dostaneme  jako  fseliky  polopimek
IR2 _|S2
'c2 |c2

Aln BI, A2n B2,..., kde pro body 11,2 2,... plati: il = St
et

Obdobré bychom hledali body kruznicé v dalSich kvadrantech.

Poznamka

: Ctverec OPQF naobrazku 4.33je kruZznici £ opsany. Pokud bychom ngjraplikovali
néjakou z afinnich transformaci, jednodusggfeno rjakym zpisobem ho zdeformovali
(nag. natahli nebo zbortili), stane se rovidbikem OPQF opsanym elipse! Vice na
obrazcich 4.34a4.35

\
i
i
i
|
i
o *
O D 3 2 1 P

Obrazek 4.35 — Ri¢kova kon. elipsy, zadany jsou sdruzené jiméry

4.5 DalSi konstrukce elipsy

4.5.1 Konstrukce elipsy ohybanim papiru

Jedna z netypickych konstrukci jecitk konstrukce elipsy ohybanim papiru Pokud
zname hodnost excentriciy a hlavni poloosya, miZzeme ji pouZzit.
Na papir, nejlépe tzv. ,pauzék®, narysujeme kiciznk se stedem v libovols

zvoleném bod E a polongrem 2a. Druhy bod F zvolme tak, Ze platl'tEF‘ = 2e. Nyni
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budeme ohybat papir tak, aby vzdy ohntést kruznicek prochazela boderk . Presre jak
je tomu naobrazku 4.36 a), b)

Kazdy ohyb je v podstattecnou elipsy. Dostavame tedy mnozinkee, které zadanou
elipsu obaluji (vizobrazek 4.36 c), d).

Pro sestrojeni elipsy si jésttuto konstrukci volit nebudeme. M& ovSem jingell a to
didakticky. Je krasnym fifkladem pro zaky, jelikoZz demonstruje funkci ohmgich
vlastnosti elipsy, konkrétnse jedna ovétu 3.1 Kruznice K predstavujeFidici kruznici
opsanou z ohniskaE. Je tedy mnoZinou vSech hbdsoungrné sdruzenych s druhym
ohniskemF podle t&en elipsy — ohyb papiru.

a) b

Obrazek 4.36 — Konstrukce ohybanim papiru
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KAPITOLA 5.: Elipsografy

Tak jako na rysovani kruznic pouzivame kruZitkarysovani elips lidé vynalezli specialni
piistroje zvanéelipsografy Existuje rékolik druhi elipsografi fungujicich na rozéinych
principech. Tato kapitola ma za Ukdllpizit alespa n¢jakeé z nich.

Pro [fedstavu, jak &které elipsografy vypadaji, jsou zde k dispopiciazky 5.1a5.2

Obrazek 5.1 - Elipsograf 1 Obrazek 5.2 - Elipsograf 2

5.1 Brauniv elipsograf

Brauniv elipsograf je zaloZzen na afinit kruznice s elipsou (vice o afinnim vztahu je
v kapitole4.3). Naobrazku 5.3 je vyzna&en jeho princip.

Okolo stedu S se oté&i ramenoSC o délcer, a okolo boduO se otéi rameno‘OP‘ =T,

a sice tak, opiSe-li ramenoSC od
pocatesni polohy ‘AS =r, +r1, thel a,
otaci se ramendOP o Ghel 20 ve smyslu
opaném. Tento fevod rotaci se
uskuté€nuje nmizreé, bud ozubenymi koly,
nebo fetizkem atd. BodP pritom opiSe
elipsu & afinni s kruznici k(S,r, +7,),
pricemz osa afinity je SA, smr
PP USA Délky r, ar, Ize nenit, tim
dostaneme wzné elipsy o0 polooséach
I'1+I'2, rn=r.

(citovano z Kad#&vek, F. [4] str. 76, 77)

Obréazek 5.3 — Princip Braunova elipsografu
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5.2 Burstowmiv elipsograf

PrincipBurstowova elipsografy vyznaen naobrazku 5.4, je také zalozen na afiit
Rameno‘SFl"=r1 se otéi kolem stedu S a druhé ramench’l'P‘=l’2 kolem kolmého

praimétu P’ bodu P, na pimér aa to tak, Ze staletstava PP || SR. Aby bod P byl
v pat kolmice PP, je zde vsunutaiftka P,M ot&iva kolem P,, jejiz druhy konec se

1
posouva poa, a dale je zde pomocné rame{@Pl" =E‘F’1M‘ ot&ivé okolo piliciho bodu

O pricky P,M , jehoz koncovy bod? se téZ posouva pa. Bod P opise pak elipsd . Je-

N . PP _r, |PR|_r
li totiz P’ patou kolmicePP' O a, pak —— =-2, =-2,
PRl ' [
‘SDJ _‘P,PJ — ‘SD' _h-n

z posledni Grgry potom plyne = =
SHINS (I

Body kiivky € vznikaji tim, Ze
useky SP kratime v poraru
(r,=r,):r, a kolmice PP,

vpomsru I,:r. Tedy € je
elipsa o poloosach —r1, ar,.

Zménou  délek r, I,

dostavametizné elipsy.

(citovano z Kad#avek, F. [4]
a str. 77)

Obrazek 5.4 - Princip Burstowova elipsografu

5.3 Brameniv elipsograf

Brameniv elipsografje velice jednoduchy ifstroj.
Je zaloZeny na principu prouzkové konstrukce elip
Sestavd se ze dvou navzajem kolmych kaleji

0,, 0,, ktere pedstavuji osy elipsy. Po nich se  Obrazek 5.5 — Princip Bramerova elipsografu
pohybuji svorky (body)M, N upevréné na pohyblivé & p (viz. obrazek 5.5. Na tyi je
také upevan pisici hrot X , pricemz plati nasledujicia = ‘NX‘, b= ‘MX‘, a-b =‘MN‘.
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Pohybujeme-li t§i P, hrot X opisuje elipsu o vySe uvedenych velikostech hlavaédlejsi
poloosy.
Na ty@i P je mozné ranit délku ‘MN‘ a podoba i polohu piSiciho hrotuX , ¢imz

dostavame elipsyiaenych tvafi a velikosti.
(Cerpano z Kad&vek, F. [4])

5.4 Artobolevského elipsograf

Elipsograf existuje spousta, my si ukazeme geptincip jednoho, a t@Artobolevského
elipsografu

Na obrazku 5.6 jsou dany dva pevné bodl, F a dva bodyM, N pohyblivé, gicemz
plati [EM| =|FN|, |[EF| =|MN|. Délky tseek EF, MN, EM, FN jsou pevné, jedna se o
spojena otédva ramena. Pokud budem
pohybovat bodemM (resp. bodemN ) a budou
platit predchozi podminky, potom se bo
X =EM n FN pohybuje po elipse, jejiz
ohniska jsouE, F a jejiz délka hlavni osy je
rovna‘EI\/I‘.

(Cerpano z Horék, S. [2] str. 13 a z webovy
stranek [14])

Poznamka
: RamenaEM a FN jsou phvodice dané
elipsy.

Obréazél6 — Princip Artobolevského elipsografu
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KAPITOLA 6.: Aproximace elipsy kruhovymi oblouky

F¥i rysovani elipsy obvykle u sebe nemame elipsogkédry by Kivku vykreslil, ale
pouzivame snadji dostupna kvitka. Vyrysovani elipsy pomociftiitek déld mnohym
zakam problémy. Vysledky se na prvni pohled nedaji govat za hladké fkvky, kterymi
ovSem elipsy jsou. Proto je zde tato kapitola,&t@nohé usnadni. N&ime se, jak Ize elipsu
aproximovat kruhovymi oblouky, neboli, jak Ize pochd&ruhovych oblouk do zn&né miry
elipsu napodobit.

6.1 Hyperoskulani kruznice

Pri dokresleni elipsy se nggstji pouzivaji
oskulacni kruzniceve vrcholechA, B, C, D.

Definice 6.1 KruZnici, ktera prochazi danym
bodem elipsy a ma s toutéiwou styk nejmen
druhého 7adu, budeme nazyvabskula‘ni
kruznice (kruznice Kivosti).

Polomer oskula’ni kruZnice se nazyvrini)
polomer kiivosti. St'ed oskul@ni kruZnice, tzv.
stred Wivosti, lezi na normale elipsy v daném

bock.
P ,
Poznamky
\SC . Styk elipsy a oskutmi kruznice druhého
o, fadu (vdefinici 6.1) znamena, Ze oskuliai
kruznice ma v bagldotyku s elipsou shodnou
Obrazek 6.1 — Hyperoskula&ni kruznice prvni a druhou derivaci. Jednodu&ejieno,

oskutai kruznice v okoli bodu dotyku elipsu
ddle aproximuje.

: Ve vrcholech elipsy maji oskuai kruznice s elipsou styiadu vyssiho nez dva. Takoveé
kruznice se pak ozgaji jako hyperoskula@ni kruzniceelipsy v daném bad

Najit stedy hyperoskuknich kruznic neni nijak slozité (vizobrdzek 6.). Nech’
A, B, C, D jsou vrcholy elipsy aS je jeji sted. Doplnime-li trojuhelnik tv@ny body
A, S, C bodem X na obdélnik a spustime-li z bodd kolmici na tuseku AC, stedy
S,y S. hyperoskulanich kruznic ziskame jako imsesiky kolmice s osamio,, O, elipsy.
KruZznice £, se stedemS,a polongrem ‘ASA‘ aproximuje elipsu v oblasti kolem hlavniho
vrcholu A (resp. £, (SB,‘BSB‘) aproximuje elipsu ve vrchollB). Obdobi kruZnice

KC(SC,‘CSCD (resp. ZD(SD,‘DSDD) je oskul&ni kruznici ve vedlejSim vrcholC (resp.
D).
Je patrné, Zeiptakové situaci na sebe jednotlivé hyperoskoiakruznice nenavazuiji.

Aproximuji jen konkrétnic¢asti elipsy. Chydjici ¢asti elipsy bychom museliftikitkem
dokresilit.
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6.2 Ctyrobloukovy oval

Vyhodre Ize elipsu nahradit fivkou, jeZz je sloZzena z kruZnicovych obldukekolika
kruZnic o fiznych polongrech, takova #Kvka se nazyvaval. Zarover musi platit, Ze v bad
napojeni jednotlivych kruZnicovych obloluknaji oba oblouky spotaou t&nu (jejich stedy
a bod napojeni musi byt kolinearni). Toto napogenhazyvédladké

Obrézek 6.2 —Cyiobloukovy oval

Naobrazku 6.2 je zndzorgn tzv. étyFobloukovy oval i nahrazovani elipsy timto ovéalem
obvykle sestrojime kruznici o polamu mensim nez je velikost vedlejSi poloosy seddm
na hlavni ose a prochazejici bodein(respB). Za tuto kruznici obvykle volime oskufai

kruZnici éi(l_l,‘ALi‘) (resp. éi'(l_l', BL, )) (viz. obrazek 6.9. Sted druhého kruZnicového
oblouku, jehoZ t&na ve vrcholuC je primka C|| AB a jenz se dotyka kruznicg (resp¥; ),

nalezneme nasledujici igobem: Najdeme bo&', ktery leZi na vedlejsi poloose elipsy a
ICC'| =|AL|. Potom sestrojime 0s0, . Useky L,C'. Sted L, oblouku?, je prisesik

0syO . a vedlejSi osy elipsy. Symetricky podle hlavni eBgsy mizeme dohledat &d L;

oblouku ¢, . Body napojeniB, P,, B, P, jsou kolinearni se &tdy stykajicich se obloik
(nag. B, L, L, lezi na jednéiimce).
(Castene cerpano z Urban, A. [10] str. 42)

6.3 Osmiobloukovy oval

Osmiobloukovy ovaklipsu nahrazuje lIépe nez vyse zéninctyrobloukovy oval. Budeme
celkem potebovat ti rizné kruznice, z jejich osmi oblotilpak sestavime hledany oval.
F¥i nahrazovani elipsy osmiobloukovym ovalem volime d& z danych aproximaich

kruznic (celkem ¢tyii oblouky) oskul&ni kruznice o polorech r, I, vhlavnich a

49



vedlejsich vrcholechA, B, C, D . Naobrazku 6.3to jsou obloukyf,, &,, £ . K sestrojeni
ovalu potebujeme je$t najit ¥eti kruznici, jejiz ctyfi oblouky (na obrazku 6.3 jsou
vyobrazené jen oblouk%,lééf) doplni oblouky oskuknich kruznic. Jeji pologr I,

muzeme volit z intervalu I, I,) libovolné. Konstrukce jednoho zeistii oblouku této
kruZnice je naobrdzku 6.3 Nech’ tedy L, je stedem £ a L, stedem &,. Sted L,
hledaného obloukit, je prisesikem, jenz je blize k vedlejsi ose, kruimc(l_l, r,— rl) a
n(Lz, r, —r3). Opst plati, Ze bod napojenP, je kolinearni sbodylL, L, a P, leZi na
piimce L, L.

Obrazek 6.3 — Osmiobloukovy oval

(Informace o osmiobloukovém ovalu bydgrpany z Urban, A. [10] str. 42 a 43.)
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Zaveér

V geometrické si@ existuji stovky roztinych tvafi. Mezi ty rovinné paf praw elipsa.
Neni ani kulata, ani hranata, ani kosa. Je hladkpggitd. Dle mého nazoru je to krasna a
sympaticka kivka. Kdo ji dolfe neznal, doufam, Ze se s ni diky této praci dgaamil a
nasel i své stanovisko k ni.

Mnohdy, kdyZ ndsdto zajima nebo kdyZ sami nevime a snazime seoukgcwdi, patrame
a patrame. Také jsem patrala a snazila se naléghpe@ informace, které jsou spojeny
s hlavnim tématem - elipsou. Sestavila jsem a plekise zkompletovat vlastnosti a
konstrukce elipsy.

Jak jsem jiz vySe zminila, elipsu povazuji za pgtitkou Kivku, co to v podst&tznamend,
nech’ si kazdy domysli sam. Dikg¢rmto sympatiim prace prodbyla konékem. Doufam, ze
to ¢ten& pozna a oceni a Ze poefteni této prace bude obohacen o dat&iomosti, které
snad gkdy vyuZije.

51



SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1] Breymann, G. A. Allgemeine Baukonstruktionslehre mit besondereziBhung auf
das Hochbauwesen. J. M. Gerhard’s VerlaipZig, 1903.

[2] Horak, S.: Elipsa; Nakladatelstweskoslovenské akademigdy Praha 1953

[3] Horak, S.: SbirkateSenych uloh z deskriptivni geometrie I1.dil; Stftedagogické
nakladatelstvi, Praha 1966

[4] Kaderavek, F. - Klima, J. — Kounovsky, J.Deskriptivnhi geometrie | ; nakladem a
tiskem Jedno®§eskoslovenskych matemaiila fysiki, Praha 1929

[5] Kalal, J.: Sbirka tloh z deskriptivni geometrie; naklademindty ceskoslovenskych
matematik a fysiki, Praha 1912

[6] Klima, J. —Ingrid, V.: Deskriptivni geometrie pro VI. a Vlliitlu realek; Druhé,
gehlédnuté vydani; ndkladem Jednédgkoslovenskych matemaiila fysiki, tiskem
knihtiskarny ,Prometheus”, Praha 1947

[7] Laviéka, M.: KMA/G1 Geometrie 1, Pomocnyebni text; Zapadeeska univerzita
v Plzni, Plz& 2008 — v elektronické pods&b
http://home.zcu.cz/~lavicka/subjects/G1ifE31 texty.pdf

[8] Mensik, M.: Deskriptivni geometrie, 1. dil, 22. svazek Potytrické kniznice, llfad;
Statni nakladatelstvi technické literati?yaha 1962

[9] Sobotka, J: Deskriptivni geometrie promitani paralelniho; ladlem Jednotyeskych
matematik aceské matice technické, Praha 1906

[10] Urban, A.: Deskriptivni geometrie I, 3., nezmené vydani; SNTL — Nakladatelstvi
technické literatury, Alfa, vydavatelstexhnickém a ekonomickém literatury, r. 1982

weboveé stranky:

[11] http://math.muni.cz/~xhalfaro/diplomka/kap_a3/kap.haml

[12] www.electricscotland.com/canada/fraser/french_cotioes.htm

[13] http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Math#&ai@ns/Chasles.html

[14] www.math.uoc.gr/~pamfilos/eGallery/problems/ArtabadkyEllipsograph.htmi

52



PRILOHA

Shirka uloh

Sbhirka obsahuje 1&igladi na téma problematiky kolem elipsyie slouZzit jako kontrolni
pomicka, zdactend ¢i student latku popsanou v baki@éé praci pochopil. &které giklady
Ize vyuzit také jako zadani testtirpo ve Skolach, kde byly probrany viastnosti eligdiohy
nejsou nutd spojeny s touto bakadkkou praci a jejim obsahem, mohou tedy byt vyuzity
samostaté

Shirka je sestavenaizre obtiznych Uloh. Nkteré giklady maji vypracovany vysledek, ty
jsou oznéeny symbolent*) . JejichfeSeni naleznete na konci této sbirky.
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Piiklad 1. (*)

Sestrojte elipsiE, jez je dana jednim hlavnim vrcholeA, jednim vedlejSim vrcholer® a
délkou hlavni poloosy.

Al

Priklad 2.
Sestrojte osy elipsy, jsou-li dany jeji sdruzeninpry KL, MN .
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Priklad 3.
Narysuijte elipsu, je-li dana =7 (délka hl. poloosy) & =4 (velikost excentricity).

Priklad 4. (*)
Najckte a omezte hlavni osu elip€y, jsou-li dany oba vedlejsi vrchokg, D a bodM [ E.

Te
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Priklad 5. (*)
Sestrojte elipsiE, je-li dana hlavni os®,, ohniskoE [J0, a t&nu t s bodem dotykd .

Priklad 6. (*)
Doursete elipsu€ (tj. najcste jeji hlavni a vedlejsi vrcholy), pokud je darésledujici:
ohnisko E, bod M 1€ ate&nat s bodem dotykd .

56



Priklad 7. (*)
Sestrojte elipsiE, jestlize jsou dana éheji ohniskaE, F atenat.

Me
Tle

Priklad 8.
Na elipse€, pro niz plati :a =6, b =4, najdte viechny mozné body, jejichZ jeden
pravodic ma délku2 . Déle v &chto bodech sestrojtectay k elipsef .
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Piklad 9. (*)
Sestrojte ténut z boduM k dané elipsef.

¢ =

Priklad 10.
Sestrojte obraz kruznicg v osové afini& dané osolo0, smérem s [1 0 a dvoijici

odpovidajicich si bad X — X'.

>§|h
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Priklad 11.
Pomoci trojuhelnikové konstrukce sestrojte k elifseadané hlavnimi a vedlejSimi vrcholy
A, B,C,D tenut vbock TLE ataké najéte bod E evoluty elipsy, ktery lezi na

normélen elipsy € v boct T .

Priklad 12.
Najckte ptimer MN elipsy €, ktery je sdruzeny se zadanynimerem KL , znate-li oba
hlavni vrcholy A, B elipsy €.
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Piiklad 13. (*)

Pomoci vhod# zvolené osové afinity sestrojtesigy t,,t, z boduM k elipse&, ktera je

dana hlavnim vrcholenf a vedlejSimi vrcholyC, D .

Priklad 14.
Elipsu zadanou hlavnimi a vedlej$imi vrchody B, C, D nahral’te vhodnym
osmiobloukovym ovalem.
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Piklad 15. (*)

DokaZzte, Zze Artobolevskeho elipsograf opravdu kregbsu. Na obrazku jefijpomenut jeho

princip. (Platl"EM‘ =‘FN‘, ‘EF‘ = ‘MN‘).

Priklad 16.
Zkuste dokazat, Ze Bratwm elipsograf opravdu rysuje elipsu. (Princip je resken na

obrézku. PlatjA§ =1, +r,.)
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reSeni Fikladu 1.

reSeni Fikladu 4.
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reSeni Fikladu 5.

reSeni Fikladu 6.
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reSeni Fikladu 7.

me
—e
e

reSeni Fikladu 9.
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reSeni Fikladu 13.

reSeni Fikladu 15.

Doplnime-li si do obrazku tgky EN, FM , snadno zjistime, Ze trojuhelni@deEMN a

E F

EM
jejiz délka hlavni poloosy jLT‘.

ANFE jsou shodné podlesty sss. Plati totiz:
|EM|=|NF|, |EN|=|NE, [MN| =|FE|. Diky
této skuténosti dale pIati.D ENF‘ = ‘DMEN‘ =
[OENX| =|OXEN|, tedy ze jeAEXN
rovnoramenny‘d\lX‘ = ‘EX‘). Dusledkem toho
zarove plati: ‘FX‘ = ‘MX‘ . Diky ttmto rovnostem
miZeme pséttEX‘ +‘FX = ‘EX‘ +‘MX‘ = ‘EM‘,
coz je rovnost, kteréika, ze bodX ma konstantni
soutet vzdalenosti rovny déIdEM‘ od dvou

pevnych bod E, F . Neboli, Ze bodX se
pohybuje po elipse, jejiz ohniska jsou body F a
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