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Uvod

Témou préce si tri skupiny ¢isel objavujicich sa (mimo iného) v kombina-
torike. St to kombinacéné ¢isla, kombinacné ¢isla druhého druhu a Lahove éisla.
Sirsej spolocnosti st zndme iba kombinaéné ¢isla, kedze si stc¢astou vyuky na
strednej skole. Napriek tomu je praca pisana zviésa natolko jednoduchym a zrozu-
mitelnym §tylom, Ze bezny ¢itatel text zvlddne aj bez predchadzajicich znalosti.

Kazda téma je vybudovana od zakladnej definicie postupne ku zlozitejsim
identitam, pripadne ku aplikacii. V pripade komplikovanejsej vety, a ak je to
mozné, je veta znazornena v trojuholnikovom schématu.

Ku zneniu vety sa skoro vzdy dopracujeme otazkou, na ktoru, ako ukazeme,
sa d4 odpovedat roznymi sposobmi. Budeme sa pytat na rézne situdcie v beznom
zivote kazdého nerdaﬂ V prvej kapitole, pri rozoberani kombinaénych ¢isel sa bu-
deme pytat na nerdov a kandidatov, v druhej kapitole na nerdov a karamelky a
v tretej kapitole to budu nerdi a kolony. Vyber takychto slov slizi ku lepsiemu
zapaméitaniu si jednotlivych vztahov pomocou fonetickej podobnosti, rovnako
ako ku odlahceniu ¢itania. Otdzka a na nu rozne odpovede ktoré st obe prav-
divé a dospeju k vysledku roznymi cestami a daju vysledok v roznych podobach,
povazujeme za kombinatoricky dokaz, vacsinou sa ale dokaz prevedie aj alge-
braicky.

Text je uréeny vsetkym, ktori sa snazia nieco dozvediet o tychto skupinich
¢isel, ale nevedia kde zacat. Rovnako moze sluzit studentom, ktorym kombinato-
rika robi problém, pretoze sposob ktorym prichdadzame na identity je ¢asto dobry
sposob, ako riesif niektoré zlozitejsie kombinatorické tilohy.

!Nerd je pojem prevzaty z angli¢iny. Je to osoba vnimana ako nadpriemerne inteligentnd,
vicsinou s nedostatkom socidlnych dovednosti. Znaéi ¢loveka natolko zabratého do vzdelania
alebo vedy, ze zanedbava dokonca ignoruje okolity svet.



Kapitola 1
Kombinac¢né c¢isla

Definice 1.1: Kombinaé¢né cislo (Z), n,k € Ny definujeme ako pocet k-prvkovych
podmnozin n-prvkovej mnoziny. V pripade ze k > n, pocet takychto podmnozin
je 0.

Otazka 1.1: Kolkymi sposobmi mozeme vybrat k& kandiditov z n nerdov?
Odpoved 1: Podla definicie (}).
Odpoved 2: Vyberme z n nerdov jedného, ktory bude jeden z nasich k kandiddtov,
noznosti takéhoto vyberu je n. Potom do k-prvkovej skupiny kandidatov vyberme
d'algieho zo zvysnych n — 1 nerdov, moznosti vyberu je teda n — 1. Potom vy-
berdme dalsich, az kym nemdme k vybranych. Celkovy pocet moznosti takychto
vyberov je n(n — 1)(n — 2)...(n — k). Teraz ale treba zohladnit, ze nezdlezi na
poradi nerdov v samotnej vybranej k-prvkovej mmnozine, preto vydelime pocet
moznosti k!.

Veta 1.1 (|2, str. 63]): Vn,k € Ny
<n) _nn—1)mn—-2)---(n—k+1)

k k!

Otazka 1.2: Kolkymi sposobmi sa d4 vybraf k kandiddtov na prezidenta z n
nerdov?

Odpoved 1: Podla definicie, (}) sposobmi.

Odpoved 2: Kandidatov uréime tak, Ze vyberieme vsetkych ¢o nebudi kandido-
vat, ¢ize n — k Tudi z n nerdov, a pocet takych moznosti je z definicie (nfk)

Veta 1.2 ([2, str. 64]): Vn,k € Ny n >k

Algebraicky dokaz:

(71)::Mn—n~-%+1) n! Mn—D~-m—k+1X:Cﬁ

n—k (n— k) T K-k k! k




n\k(0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 10 0 0 O 0O 0 0 0 0
1 11 0 0 O 0O 0 0 0 0
2 12 1 0 0 0O 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0O 0 0 0 O
4 1 4 6 4 1 O 0 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0O 0 0 O
6 1 6 15 20 15 6 10 0 0
7 1 721 3 3 21 7 1 0 O
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0
9 19 36 8 126 126 84 36 9 1

Tabulka 1.1: Pascalov trojuholnik

Otéazka 1.3: Opat rovnakd otdzka, kolkymi sposobmi sa d4 vybrat k kandidatov
n nerdov?

Odpoved 1: Podla definicie (}).

Odpoved 2: Podmienku si ddme na jedného konkrétneho nerda, podla toho ¢i
bude alebo nebude kandidit. Ak bude, tak ndm treba dourcit & — 1 kandiddtov
z n — 1 prvkov, podla definicie sa tak d4 spravit (Zj) sposobmi. Ak vybrany
nerd kandidovat nebude, tak ndm treba vybrat & kandiddtov z n — 1 nerdov, ¢o
zase ide (”;1) sposobmi.

Veta 1.3 ([2, str. 64]): Vn,k € N
n\ (n-—1 n n—1
k) \ k k—1
Algebraicky dokaz:

("21)+(Zii) B (n—1)(n—k2!)...(n—k)+(n—1)(n—(k2)_..1.)!(n—k+1)

Upravami na spoloéného menovatela dostdvame
n-1)n-2)..n—k+1)n—Fk)+n—-1)n—-2)...(n—k+1k
k!

:n(n—n..].d(n—kﬂ) _ (Z)

Ak vezmeme predchadzajicu identitu a uvedomime si, ze (Z) =0prek>n
a (g) = 1, vieme vytvorit obrazec zndmy ako Pascalov trojuholnik bez pouzitia
vety 1.1 (Tabulka 1.1).

Otazka 1.4: Kolko existuje moznych skupin kandiddtov, ktoré mozeme vytvorit
z n nerdov?

Odpoved 1: Kedze mnozina kandiddtov moze nadobudnit kazdej velkosti medzi
0 az n, spocitame to cez tieto velkosti a podla definicie dostaneme Y, (Z)
Odpoved 2: Budeme rozhodovat nerd po nerdovi, ¢ v danej skupine kandidétov
bude alebo nie. Kazdy nerd m4 dve moznosti rozhodnutia, teda zohladnenim jeho
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n\k|[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 sucet
0 1 =1
1 1 +1 =2
2 1 +2 +1 =4
3 1 +3 +3 +1 =8
4 1 +4 +6 +4 +1 =16
5 1 +5 +10 +10 +5 +1 =32
6 1 +6 +15 +20 +15 +6 +1 =64
7 1 +7 +21 +35 +35 +21 +7 +1 =128
8 1 +8 +28 456 +70 456 +28 +8 +1 =256
9 1 49 436 +84 +126 +126 +84 +36 +9 +1 =512

Tabulka 1.2: Stcet kombinaénych cisel

volby sa ndm zdvojndsobi pocet moznych skupin kandidatov. Z n nerdov sa teda
d4 vytvorit 2" roznych skupin kandidétov.
Veta 1.4 ([2, str. 64]): Vn € Ny

k
k=0

Algebraicky dokaz prevedieme indukciou podla n, pre n = 0 dostévame () = 2°,
¢ize indukénd podmienku by sme mali. Nech rovnost plati pre n, teda nech plati
predpoklad Y~ _ () = 2". Ukézeme Zze rovnost plati pre n + 1:

n+1 n4+1 n+1 n+1 n n n+1 n n+1 n

= — ]_
(=00 R0 () B2
k=0 k=1 k=1 k=1
Jednotku prepiseme ako (g), prvok (nil) je rovny nule, sumy teda mozeme
prepisat na vhodny tvar a dostat:

Zn:(D*%(kﬁl):?Z(Z) Py on _ gni

k=0

Otéazka 1.5: Kolkymi sposobmi sa d4 vybrat skupina kandidatov z n nerdov, tak
aby pocet kandidatov bol parny?

Odpoved 1: Pocet sposobov, ako vybrat 2k-ticu kandidétov je (272:) a ak chceme
vietky mozné pérne &fsla, vysledkom bude suma Y, (5;)
Odpoved 2: Odlozime si jedného nerda bokom, vyberieme Iubovolnti k-ticu kan-
didatov zo zvysnych n — 1 nerdov, a ak bude k£ neparne, pridame do k-tice naseho
bokom odlozeného nerda. Pocet vSetkych skupin s parnym poctom kandidatov
z n nerdov bude rovny poctu vsetkych moznych skupin kandidatov z n — 1 ner-

dov, teda podla definicie Zz;é (”;1), ¢o sa rovna 2771

Veta 1.5 (|2, str. 65]): Yn € N



n\k|[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 soucet
0 1 =1
1 1 -1 =0
2 1 -2 41 =0
3 1 -3 +3 -1 =0
4 1 -4 +6 -4 +1 =0
5 1 -5 410 =10 45 —1 =0
6 1 -6 415 =20 415 —6 +1 =0
7 1 -7 +21 =35 +35 21 +7 -1 =0
8 1 -8 428 —56 470 —56 +28 -8 +1 =0
9 1 -9 436 -84 +126 —-126 +84 -36 +9 -1 =0

Tabulka 1.3: Znazornenie vety 1.5

Posledné veta nam hovori (s vynimkou pre n = 0), Ze presne polovica vsetkych
podmnozin (na kone¢nej mnozine) mé parny pocet prvkov. Co ale znamend,
7e podmnoziny s neparnym poc¢tom prvkov budi tiez tvorit polovicu vsetkych

mmm(a%gqgw.cy@y@%m

Na chvilu odboéim, lebo tato identita je kratky a pekny dokaz principu inkluze
a exkluze (PIE). O ¢om pojednava PIE (][4, str. 101]):
Majme stibor mnozin A, ... A,. Potom velkost zjednotenia vSetkjch mnozin

dostaneme ako
n

=1

Jeden z moznych postupov urcovania velkosti celého zjednotenia je, Ze vezmeme
nejakt skupinu mnozin z A; az A,, pozrieme sa akd je velkd (kolko mmnozin
sme vybrali), a podla toho bud’ pri¢itame alebo odéitame prvky prieniku tychto
mnozin. My ukazeme, ze takto kazdy prvok z kazdej mnoziny pri¢itame prave raz.
Nech x patri kK mnozindam z Aq, ... ,A,. Teda x sa nachadza prave v k mnozinach,
prave v (’;) roznych prienikoch dvoch mnozin, prave v (’;) roznych prienikoch
troch mnozin atd. x teda pripocitame tymto sposobom presne

(-6 ()= r()

k

o) celé by sa to rovnalo nule, ale ked'ze tam

krat. Keby na zaciatku bolo este —(



—(’8) = —1 nie je, je x pric¢itany prave 1 krat.
Otazka 1.6 ([2, str. 65]): Kolkymi sposobmi mdzeme vybrat k kandidatov z n
nerdov, ak eSte jedného z kandidatov zvolime za favorita skupiny?

Odpoved 1: Najprv vyberieme k-ticu kandiddtov, potom zvolime favorita. Moz-
nosti k-tic je podla definicie (Z) a pre kazdu k-ticu je k moznosti, ktorého nerda
z nich zvolime za favorita. Spolu je teda /{:(Z) moznosti vyberu.

Odpoved 2: Péjdeme v opaénom poradi, najprv zvolime favorita, takych moznosti
je n, potom zvolime k — 1 zvysnych kandidatov, ¢ize vyberame k — 1-ticu z n — 1
nerdov. Celkovy pocet moznosti vyberu kandidatov s favoritom je teda n(Zj)

Veta 1.6 (|2, str. 65]): Vn,k € N
n n—1
k _
<k:) ”<k - 1)
Algebraicky dokaz:

nclj)zﬁn—nmz;lbp—k+n:kmn—m”;n—k+n:kcg

Otazka 1.7: Kolkymi sposobmi vieme z triedy n nerdov vybrat k kandiddtov a
k nim jedného nerda pomocnika (ndhradnik sam nie je kandidat)?

Odpoved 1: Najprv vyberieme mnozinu k kandiditov z n nerdov, to sa d4 spra-
vit (Z) sposobmi, potom vyberieme zo zvysku nerda pomocnika, to sa da n — k
sposobmi.

Odpoved 2: Najprv vyberieme nerda pomocnika z n nerdov, ¢ize tak moZeme
spravit n sposobmi, tak vyberieme z n — 1 zvysnych nerdov k kandidatov.

-1
()=o)
Algebraicky dokaz:

nn—-1)...(n—k+1)  (n—=1)(n—-2)...(n—k)
(n = k) 0= 1)1 =n = 1)

Veta 1.7: Vn,k € N

Otézka 1.8: Kolkymi sposobmi vieme z triedy n nerdov vybrat k& kandidatov, a
z tych kandidatov este vybraf f favoritov?

Odpoved 1: Z n nerdov vyberame k-ticu, podla definicie (}) moznymi sposobmi.
Potom z tejto k-tice vyberieme f-ticu favoritov, takych moznosti je (];) Spolu je
teda (Z) . (];) moznosti ako vybrat kandid4tov a favoritov.

Odpoved 2: Ideme v opacnom poradi, najprv vyberieme f kandiditov z n ner-
dov, ktory budu priamo favoritmi. Tak vyberieme zo zvysku kandidatov, ktori
favoritmi nebudu. V prvom kroku méame na vyber (;ﬁ) moznosti, v druhom (Z:]{)
Spolu je teda (") : (Z:f ) moznosti, ako dostat k kandidatov z n nerdov, medzi

f !
ktorymi bude f favoritov.



Veta 1.8 ([2, str. 67]) : Vnk,f €Ny k>f n>f

() ()= () G=)
k) \f f)\k—Ff
Algebraicky dokaz: pre k = f je dokaz trividlny, ukazeme pre k > f

(Z)G) :n(n—1)..].{:!(n—k+1)k(k—1)..}§k—f+1)

:”(”_1)”J'cl(”_f+1)(n—f)...(n—k+1) - _

:n(n—1)..}.0!(n—f—|—1)(n—f)(n—](”k—i—_lic.)!..(n—k—l—l) B (;z) (Z:j:)

k(k—1)...(k— f+1)

Otéazka 1.9: Kolkymi sposobmi vieme z n nerdov vytvorit skupinu kandidatov
Tubovolnej velkosti, kde jeden z kandiddtov bude vybrany za favorita?

Odpoved 1: Pre konkrétny pocet kandiddtov k je pocet moznosti ako vytvorit
takiuto skupinu k(Z) Vsetkych moznosti pre vsetky mozné pocty kandidatov je
potom pocet moznosti suma cez vietky mozné k, tj. > ) _, /{:(Z)

Odpoved 2: Najprv vyberieme favorita, v skupine n nerdov je n moznosti takejto
volby. Pre kazdu takiito volbu potom ostéva vybrat mnozinu kandiddtov nefavo-
ritov z n — 1 nerdov. Z vety 1.3 potom existuje 2" ! rdznych mnozin kandidétov,
ktoré pridame ku vybranému favoritovi.

Veta 1.9 (|2, str. 66]): ¥n € Ny

Algebraicky dokaz:
n n n n—1
nY\ id.L5 n—1 n—1 n—1Y\ ia13 _1
2 (k) ”(k—l) " (k—l) " ( K ) "
k=0 k=1 k=1 k=0

Otéazka 1.10: Kolkymi sposobmi méz skonéit pokus, kde kazdému z n nerdov
ddme vyriesit bud jeden z x réznych matematickych problémov alebo jeden z y
roznych fyzikdlnych problémov (kazdy nerd si urcite vyberie prave jeden problém,
jeden problém moze riesif naraz viacej nerdov)?

Odpoved 1: Je n nerdov a kazdy mé z+y moznosti vyberu, celkovy pocet roznych
kombindcif rozhodnuti je (z + y)"

Odpoved 2: Ddme si podmienku, Ze pre matematicky problém sa rozhodne k ner-
dov. Kolko moznost{ kombindcii rozhodnuti pre problémy budeme mat? Pocet
moznosti, ako vybrat k z n je (Z) . Kazdy z tych, ¢o si vyberi matematicky
problém, m4 = moznosti. Spolu teda 2* roznych kombindcif pre matematiku. Po-
dobne pre fyzikalne problémy, je 3" * réznych kombindcii, aké si nerdi vyber,
s tym ze vyberom nerdov fyzikov sa netrapime, vybrali sme ich rovno pri vybere
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matematikov. Dohromady pre jedno konkrétne £ je (Z) 2*y"~* r6znych kombin4cii,
a pre vSetky rozne k spolu to je >, (Z) xFynk

Veta 1.10 (Binomicka veta) ([2, str. 66]): Vn,z,y € Ny

k=0
Dokaz: Predstavme si nasledujtci zapis, kolko krat dostaneme po rozndsobeni élen
2¥y"=* alebo inak, kolkymi réznymi sposobmi pri nasobeni dostaneme z*y"=*?
V n zatvorkéch vyberieme x, vo zvySnych nam ostane y.

(z+y)"=(@+y)lr+y)(z+y).(z+y)

~ /
-~

n kréat

Takze ¢len 2"y"* dostaneme rovnako vela krat, ako je pocet shosobov ako vybrat
k zatvoriek z n, teda (Z)

Binomicks veta plati obecne pre x,y € R. Staéf si uvedomit, Ze na oboch
strandch mame polyném dvoch premennych, a rovnost plati pre kazdé prirod-
zené x a vy, ¢ize pre nekonecne vela hodnot z a y. To znamend, Ze sa polynémy
rovnaju aj vo vSetkych zvysnych z a y redlnych.

Binomicka veta ponika pekny algebraicky dokaz viet 1.4 a 1.5. Polozme
x = 1,y = 1 a rovno dostaneme pozadovany vysledok vety 1.4. Podobne, ak

polozime x = 1,y = —1 dostaneme 0" = Zzzo(_l)k(;;)'

Otazka 1.11: Mame skupinu nerdov zlozenu z n nerdov fyzikov a m nerdov
matematikov. Kolkymi sposobmi vieme vytvorit skupinu & kandiddtov z tychto
nerdov?

Odpoved 1: Podla definicie, ("1™)

Odpoved 2: Uréime si podmienku, kolko z kandiddtov bude matematikov a kolko
fyzikov. Nech 0 < j < n je pocet matematikov medzi kandidatmi, tych vieme
vybrat (7;) sposobmi. K tomu dovyberieme k — j fyzikov (k”fj) sposobmi, a dosta-
neme pocet roznych moznosti vyberu pre konkrétne j. Potom pre vsetky mozné
7, teda pre vsetky mozné pocty matematikov v skupine kandidatov dostaneme

-0 (D ().

Veta 1.11 (Vandermondeova identita) (2], str. 66]): Vn,m.k € Ny

-6

Algebraicky dokaz: Pouzijeme binomicku vetu. Plati, ze

m+n

k=0

(z+1)""=(z+1)"(x+1)" = Zm: (T) 2 - (;l) 4
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© 0O Utk WNHFOL—
,_.,_.,_.,_.,_.-,_\,_.,_.,_.o

() () () ) () + G () )
(= ()
GO BIGRGIG R (I RNE

Porovname koeficienty pred * a dostdvame rovnost
m-+n i m n
( k ) _jzo(j)(k—j)'

Ak teraz zvolime za k priamo n dostaneme pekny pripad predchadzajicej

identity:
") -2 0)0)

Podobne pekny specidlny pripad, ak m a n sa rovnaju:

() -()

=0 N "
Otéazka 1.12: Kolkymi sposobmi sa dd z n + 1 o¢islovanych nerdov vybrat k + 1
kandidatov?
Odpoved 1: Podla definicie (Zﬁ) sposobmi.
Odpoved 2: Uréime podmienku, a to maximdlne ¢fslo m nerda medzi kandiddtmi
ocislovanymi ¢islami 1 az n + 1. Ked'ze kandiddtov m4d byt k + 1, toto ¢islo moze
byt zvolené medzi k + 1 a n + 1. Potom pre kazdé takéto m zvolime zvysnych

kandidatov s ¢islami ostro nizsimi ako m. Takych moznosti mame (mgl) pre kazdé

m. Spolu pre vSetky rozne m potom mdame Z"milk 41 (mk_ 1) =5 . (TZ) moznosti.
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15 +20 15 6 1

21 +35 35 21 7 1

28 +56 70 26 28 8 1
36 84 =126 126 84 36 9 1

n\k|[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1
1|1
2 |1 1
3 |1 3 1
4 |1 6 44 1
5 |1 +10 5 1
6 |1
7 |1
8 |1
9 |1

© 0 N O Ot = W N =
—_
=}

Tabulka 1.5: Znazornenie vety 1.12

Veta 1.12 ([2, str. 67]): Vn,k € Ny

(2)-2(7)

k+1 k k

Algebraicky dokaz:
n+1_n+n_n+n—1+n—1_
k+1) \k k+1) \k k k+1)

)
e () () ()
() () () () -2 0+

K rovnakému zaveru by sme prisli, ak by sme si ako podmienku nekladli ma-
ximalne ¢islo v skupine kandidatov ale minimalne.
Vyuzitim symetrickosti kombina¢nych ¢isel dostaneme podobnt vetu. Zamenme

vo vete 1.12 (Zﬂ) S (ZJ_F;IC) a (i) s ()

Veta 1.13: Vn.ke Ny n>k

n+1 - m
(n—k:) _7;<m—k>
Priamo z toho ako sme ku vete prisli plynie aj dokaz. Zide sa ale vidiet v ta-

bulke, ako symetrickost Pascalovho trojuholnika poskytuje ku mnohym identitdm
,Symetricki dualnu® vetu.

Na zaver prvej kapitoly zobecnime vetu 1.12, uz bez algebraického dokazu.
Vezmime si nie maximalne ¢i miniméalne ¢islo v skupine, ale vezmime obecne
niektoré z nich. Majme vybrat k-prvkovii mnozinu kandid4tov z n nerdov, ktor
su oc¢islovany. Postupujme tak, ze vyberieme najprv napriklad piate najvacsie
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15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1
84 126 126 84 36 9 1

O O UL = W N =
—_
)

n\k(0O1 2 3 4 5 6 7 89
0 |1

1 |1

2 |1 1

3 |1 3 1

4 |1 6 1
5 |1 10 5 1
6 |1

7 |1

8 |1

9 |1

NeJ
w
D

Tabulka 1.6: Znazornenie viet 1.12 a 1.13

¢islo p, ktoré sa vyskytne v mnozine kandidatov, potom pred p budu styria kan-
didati s mensim éfslom, za p bude k —4 kandidatov s viacsimi éislami. Obecne, ked
vyberieme &islo [ ktoré je r-te v poradi kandiddtov, musime vybrat (r — 1)-ticu
z | —1 prvkov a (k —r)-ticu z n — [ prvkov. Na zaciatku teda zvolime r, a s¢itame
to cez vSetky mozné [, s tym ze [ je aspon r a maximalne n +r — k.

Veta 1.14 ([2, str. 69]):VnkreN k>r>1

60

V pripade volby r = 1 dostédvame priamo vetu 1.12.
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Kapitola 2

Kombinacné c¢isla druhého druhu

Definice 2.1: Kombinaéné ¢isla druhého druhu ((Z)) vyjadruju pocet moznosti,
ako vybraf z n prvkov neusporiadand k-ticu, ak sa kazdy prvok moze v k-tici
vyskytnif neobmedzene krat. V takychto pripadoch hovorime o kombindciach
s opakovanim.

Otézka, ktorid budeme ¢asto klast bude poc¢et moznosti, ako moze prebehnit
rozdelovanie k karameliek n hladnym nerdom. Jedna z odpovedi bude kombina¢né
¢islo druhého druhu ((2)) Ked sa totiZzto rozhodujeme ¢i danému nerdovi ddme
karamelku, rozhodujeme sa vlastne ¢ ho vyberieme do mnoziny majitelov ka-
ramelky. Do tej mnoziny ho ale mézeme vybrat viac krat, za kazdi karamelku
ktoru vlastni. Rovnako, nech x; znaci pocet karameliek pre i-tého nerda, potom

((Z)) vyjadruje po¢et moznych rieSeni rovnice
I1+.Z‘2+"'+l’n:k’.

Otazka 2.1: Kolkymi sposobmi vieme rozdelit & karameliek n nerdom?
Odpoved 1: Podla definicie kombina¢ného ¢isla druhého druhu to je ((Z))
Odpoved 2: Pozmenime otézku na podobnii. Mdme k karameliek (budeme znagcit
k) poukladanych v rade, a oddelime ich od seba n — 1 oddelova¢mi (budeme
znacit | ). Vznikne tak postupnost dizky n+k — 1 tvorené k karamelkami a n — 1
oddelova¢mi. Nova otdzka teda znie: kolkymi sposobmi vieme vytvorit takiito
postupnost? Kedze sa jedna o identické oddelovace | i karamelky s, vyberdme
n — l-ticu z n + k — 1 prvkov, kam moéZzeme polozit oddelova¢. Na zvysné miesta
idi automaticky karamelky. Rovnako naopak sme mohli najprv vybrat k-ticu
z n + k — 1 pozicii na ktoré by sme polozili karamelky, a oddelovace by isli na
zvysSné miesta.

Veta 2.1([2] str. 71]) : Vn,k € No,n >1

(E)-C2E) -0

Priklad: majme 4 nerdov a 6 karameliek ktoré im chceme rozdelit, potom jedna
z moznosti ako to spravit je poukladat karamelky do rady a nahodne medzi ne

vtlacit 3 oddelovace:
KlkKk| | KKK

123456789

13



V tomto konkrétnom pripade prvy nerd dostane jednu, druhy dve, treti ziadnu
a §tvrty tri karamelky. D4 sa ocakdvat, Ze vdaka vztahu medzi kombinaénymi
¢islami prvého a druhého druhu budu identity medzi kombina¢nymi ¢islami dru-
hého druhu pripominat mnoho predchadzajicich identit. Co ak sa chceme zacho-
vat trochu férovo a postarame sa aby Ziaden nerd neostal bez karamelky?

Otazka 2.2: Kolkymi sposobmi sa d4 rozdelit k& karameliek n hladnym nerdom,
ak chceme, aby kazdy dostal aspon jednu karamelku?

Odpoved 1: Najprv rozdelime n karameliek, kazdému nerdovi po jednej. Potom
rozdelime zvysnych k — n karameliek bez podmienok, ¢o sa d&a ((kfn)) sposobmi.
Je jasné, ze ak k < n, tak ziadnu takd moznost neméme.

Odpoved 2: Znova ako v otdzke 2.1, poukladdme karamelky za sebou a poddvame
medzi ne oddelovace. Tento krat ale musime dodrzat dve podmienky, oddelovac
nesmie byt na zaciatku ani na konci a dva oddelovace nesmi byt vedla seba. Cize
vyberdme, medzi ktorymi dvoma karamelkami bude oddelova¢ a medzi ktorymi
nie. Karameliek mame k, ¢ize mame k — 1 moZnych pozicii pre oddelovaé, ktorych
je n — 1. Vyberame teda n — 1-ticu z k — 1 prvkov. Pocet moznosti, ako toto do-
siahnut je (Zj)

Veta 2.2 ([2, str. 72]): Vn,k € N, k>n

(2)=Go) =62

Samozrejme sme mohli k tomuto vysledku prist aj jednoduchym dosadenim a
pouzitim vety 2.1.

Uk4zali sme, Ze ak chceme zostavit postupnost z k karameliek a n—1 oddelovacov,
mozeme to spravit ((Z)) roznymi sposobmi. Co ak vymenime pocet karameliek a
pocet oddelovacov? Ak v kazdej z tychto moznosti vymenime vsetky karamelky
za oddelovace a naopak? Kazdej postupnosti n — 1 oddelovacov a k karameliek
tak pripadne prave jedna jedind postupnost n — 1 karameliek a & oddelovacov.
Celkovy pocet moznosti sa teda nemeni a dostavame tak nasledujicu vetu.

Veta 2.3 ([2, str. 72]): Vn,k € No,n > 1

0)-¢)
()~ ( - (o) - (20 (40)

Otédka 2.4: Kolkymi sposobmi vieme rozdelit k& karameliek n nerdom?
Odpoved 1: Podla definicie, ((})).

Odpoved 2: Uréime si podmienku, ¢i jednému zvolenému nerdovi ddme alebo
nedame aspon jednu karamelku. Ak dame, tak ndm ostava k — 1 karameliek ktoré

14



k\n[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o |0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 o123 4 5 6 7 8 9
2 |0 13 6 10 15 21 28 36 45
3 |01 4 10 20 3 5 8 118 163
4 |0 1 5 15 35 70 124 206 324 487
5 |0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 |0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 |0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 |0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.1: Kombinac¢né ¢isla druhého druhu

musime rozdelit n nerdom, ¢o mézeme spravit ((,”,
neme Ze zvoleny nerd karamelku nedostane, ostdva ndm rozdelit k karameliek

n — 1 nerdom, ¢o sa d4 spravif ((”;1)) sposobmi. Dohromady dostavame:

)) sposobmi. Ak sa rozhod-

Veta 2.4 ([2, str. 73]) : Vn,k € N

@)-()- )
@)= () ()

Vdaka tejto vete (ktori budeme hojne pouzivat pri nasledujiicich dokazoch)
mame rekurentné vyjadrenie kombinac¢nych ¢isel druhého druhu. Ak is uvedomime,
ze pre n > 1 plati ((3)) = 1 a pridame si, ze pre k > 1 plati ((2)) = 0, vieme vytvo-
rit kombinatoricky trojuholnik bez vypocitavania jednotlivych hodnot. Cislo ((8))
nieje definované, dodefinujeme ho teda ako ((8)) = 0. Trojuholnikovo vyzerajica
tabulka md podobne ako Pascalov trojuholnik osu symetrie (ak odignorujeme
prvy stfpec). T4to osa ale bude diagondlou tabulky. Tiito symetriu popisuje veta

2.3.

V nasledujicej otdzke bude uzitoéné si uvedomit jednu vec. Vsetky moznosti
ako rozdelit karamelky nerdom vieme prirovnat ku vstvaniu oddelovacov do rady
karameliek, ale aj ku vyberaniu neklesajiicej postupnosti ¢isel. Majme k karame-
liek, tak postupnost 1 < a; < --- < a;, < n ndm povie, ako st tieto karamelky
rozdelené medzi n nerdami, totiz ¢islo a; znaci, u ktorého nerda sa i-ta karamelka
nachadza.

Otazka 2.5: Kolkymi sposobmi vieme rozdelit k& karameliek n nerdom, pricom
jedna z karameliek ma vyrobnu vadu, a navyse zalezi na poradi vadnej karamelky
medzi karamelkami priradenymi nestastnému nerdovi?

Odpoved 1: Rozdelime karamelky normélne, takych sposobov je ((2’)), tak vy-
berieme jednu karamelku, ktord bude mat vadu. Spolu je teda /4:((2”) moznosti
takehoto rozdelenia.
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Odpoved 2: Predstavime si karamelky ako neklesajiicu postupnost 1 < a; <
-+ < ap < n. Najprv vyberieme hodnotu chybnej karamelky (uréujeme takto,
ktory chudédk nerd dostane karamelku s vadou). Nech tato hodnota je v, a takychto
hodnot vieme vybrat n. Potom vytvorime postupnost dlhi & — 1 prvkov medzi 1
az n + 1. Takychto postupnosti je ((Zﬂ)) i-ty nerd, kde i # v, dostane tolko ka-
rameliek, kolkokrét sa v postupnosti k — 1 &fsel vyskytlo éfslo 7. v-ty nerd dostane
zbyvajice karamelky: najprv tolko bezchybnych, kolkokrit sa v postupnosti ob-
javilo ¢&fslo v, potom jednu chybnt, potom tolko bezchybnych, kolikrat se objavilo
¢islo n + 1. Berie sa tak v ivahu aj poradie a vadnd karamelka se moze objavit

na kazdej pozicii.

Veta 2.5 ([2, str. 73]): Vn,k € N

n n+1
()G
Algebraicky dokaz:

k((;)) :k<n+llz—1> :k(n—l—k—l)(n;k—Z)---(n) _

:n(n—l—k—1)(7”2;1{1—)!2)...(n+1) :n<n;€rle> :n((ZJ_FD)

Otéazka 2.6: Kolkymi sposobmi vieme rozdelit & karameliek n nerdom, pricom
jedna z karameliek ma vyrobnu vadu a navyse zalezi na poradi vadnej karamelky
medzi karamelkami priradenymi nestastnému nerdovi?

Odpoved 1: Ako sme ukézali u otdzky 2.5, n((Zfi))

Odpoved 2: Najprv vyberieme, ktory z nerdov dostane vadni karamelku. Tak
sa zvysnych k£ — 1 karameliek rozdeli obycajnym sposobom, nésledne aby sme
zahrnuli vSetky moznosti poradia vadnej karamelky, vynasobime celkovy pocet
moznosti vzdy mnozstvom karameliek priradenych nerdovi s vadnou karamelkou.
Napr. celkovy pocet moznosti ako nami vybranému nerdovi dame 4 karamelky
(a jedna z toho je vadnd) bude 4((Z:i)) Ak to spoc¢itame cez vSetky moznosti
poctu karameliek, ktoré moze dostat nami vybrany nerd, budeme mat stcet
L) + 2000 + 3G+ + k(D) = T i(( D) Bste nesabudni
na to, ze na zaciatku vyberame jedného z nerdov.

() - (G5

Algebraicky dokaz prevedieme nasledovne, prepiSeme kombinaéné ¢isla druhého
druhu na ¢isla prvého druhu.

()= () () = ()

7 K3

Veta 2.6:Vn.k € N
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k\n|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o |0 L 1 1 1 1 5x1 1 1 1
1 |0 1 2 3 4 5 +4x6 7 8 9
2 |0 1 3 6 10 15 +3x2l 28 36 45
3 |0 1 4 10 20 35 42x54 82 118 163
4 |0 1 5 15 35 70 4124 206 =324 487
5 |0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 |0 1 7 28 8 206 454 908 1686 2951

Tabulka 2.2: Znazornenie vety 2.6 pre n =7 k=25

Chceme ukézat, ze plati Zle i("+::22_i) = ("J“f;_l), sumu na lavej strane si chytro

rozpiSeme na viacero mensich sim a nasledne dva krat pouzijeme vetu 1.10.

(n+k—2—1 n+k—2—1 n+k—2-—1
Zz( oy )_Z( o )+Z( oy )+...+

i=1 i=1 =2

X i B o PR F ol RN RS ol

i=k m=n—2

110 (n+k—2 n+k—3 n+k—k—1
= + +...+ =
n—1 n—1 n—1

_n—iZk_Z m 1.10 n+k—1
- n—1) n

m=n—1

Otazka 2.7: Kolkymi sposobmi sa d4 rozdelit k karameliek n nerdom?
Odpoved 1: Podla definicie, ((})).

Odpoved 2: Oznacime si nerdov ¢islami od 1 do n, a dame si podmienku na
najvacsie ¢islo v nerda, ktory este dostane karamelku. Napr. ak v zvolime 2, bude
to znamenat, ze vietky karamelky budi rozdelené medzi prvych dvoch nerdov a
zvysni nedostanu ni¢. Potom pre kazdé jedno zvolené v existuje ((kﬁl)) moznosti
ako rozmiestnit zvysné karamelky. Sumou cez vsetky mozné vybery v dostaneme

2= (1)

Veta 2.7 ([2, str. 73]): Vn,k € N

Algebraicky dokaz:

()2 (6)

v=1 v=1

n+k—2 m 110 n -+ E—1
k—1) k
k—1

m=

(]

17



k\n| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0 1 4 10 20 35 o4 82 118 163
4 0 +1 +5 +15 +35 470 +124 +206 324 487
5 0 1 6 21 o4 124 248 =454 778 1265
6 0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.3: Znazornenie vety 2.7 pre k=5 n=7

Otazka 2.8: Kolkymi sposobmi sa dé rozdelif k karameliek n nerdom?
Odpoved 1: Podla definicie, ((})).

Odpoved 2: Znovu si nerdov oéislujeme, podmienku si ddme na pocet karameliek
rozdanych nerdom s ¢islami 1 az n — 1. Pre kazdé ¢islo v medzi 0 az k budeme
mat ((";1)) moznost{ ako rozmiestnit danych v karameliek, zvysnych k —v je jed-
noznacne priradenych poslednému n-tému nerdovi. Potom vSetky moznosti spolu
budu sucet tychto moznosti, a teda ZIZ:O (("_1))

v

Veta 2.8: Vn,k e Ny, n>1

Algebraicky dokaz:

(=)= )= O)

v=0 v=0

Opat pre n = 7, k = 5 dostavame sicet vyznaceny v nasledujicej tabulke.
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k\n{0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0O 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0O 1 4 10 20 35 o4 82 118 163
4 0 1 5 158 35 70 124 206 324 @ 487
5 0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 0O 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.4: Znazornenie viet 2.7 zltou a 2.8 ¢éervenou

A znova je pekne vidiet ako si k sebe vety 2.7 a 2.8 ,symetrické®.
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Kapitola 3

Lahove c¢isla

Lahove ¢isla st pomenované po slovinskom matematikovi Ivovi Lahovi, ktory
sa k tymto ¢islam dopracoval vo svojej praci v roku 1955 pri hladani vztahu
medzi rasticou a klesajicou mocninou ([5]). Vetu ktord je po iom pomenovana
a popisuje tento vztah si ukdzeme na zaver kapitoly.

Definice 3.1: Lahove ¢isla [ZJ vyjadruju poc¢et moznych rozdeleni n odlisnych
prvkov do k neprazdnych usporiadanych mnozin. V tejto kapitole si ukdzeme me-
nej identit nez v predchadzajicich kapitolach, zato ukdZeme niekolko vztahov,
kde sa Lahove ¢isla objavia. Zaéneme explicitnym vyjadrenim U;J

Otdzka 3.1: Kolkymi sposobmi sa da rozdelit n nerdov do k kolén (koléna je
neprazdna usporiadand mnozina)?

Odpoved 1: Podla definicie |7|.

Odpoved 2: Zoradme vsetkych n nerdov do jednej velkej kolény. To sa d4 spra-
vit n! sposobmi. Teraz vlozime do kolény medzi jednotlivych nerdov oddelovace
tak, aby sme velkd kolénu rozdelili na k mensich kolén. To sa d4 spravit (};)
moznymi sposobmi. Na zdver treba doplnit, Ze nezalez{ na usporiadani samotnych
mensich k kolén. Takychto usporiadani je k!. Preto celkovo dostdvame:

Veta 3.1 ([3, str. 2]): Vn,k € N
n| nlfn—1
k|l K'\k—1

Je zrejmé, ze vytvorenie k nepraznych kolén z n nerdov, ak je n < k sa da spra-
vit 0 sposobmi. Dodajme este, ze pocet moznosti ako rozdelit n nerdov (n > 1)
do 0 kolén je 0, teda U)‘J = 0. Na usporiadanie do trojuholnikoveho schéma by sa
nam zisiel rekurentny vzorec.

Otazka 3.2: Kolkymi sposobmi sa d4 rozdelit n + 1 nerdov do k kolén?
Odpoved 1: Podla definicie || sposobmi.

Odpoved 2: Dame si podmienku na to, ¢i bude (n+1)-vy nerd v koléne sam alebo
nie. Ak bude sdm, ostédva ndm rozmiestnit n nerdov do k — 1 kolén, a to kalj
sposobmi. Ak (n + 1)-ty nerd sdm nebude, musime ho k niekomu priradit. Naj-

prv rozmiestnime zvysnych n nerdov do k kolén, ¢o sa dé spravit LZJ sposobmi,
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720 1800 1200 300 30 1
5040 15120 12600 4200 630 42

n\k|0 1 2 3 4 5 6 7
0 |1 0 0 0 0 0 0 0
1 |0 1 0 0 0 0 0 0
2 |0 2 1 0 0 0 0 0
3 |0 6 6 1 0 0 0 0
4 |0 24 36 12 1 0 0 0
5 |0 120 240 120 20 1 0 0
6 |0 0
7 |0 1

Tabulka 3.1: Lahove ¢isla

potom (n+ 1)-vého nerda vtlaéime medzi nich. Bud ho ddme na zaciatok nejake;
kolény alebo za nejakého nerda. Miest kam ho mozeme dat je teda n + k. Spolu
celkovo méme teda |,",| + (n+k)|}] moznosti, ako rozmiestnit n + 1 nerdov do
k kolon.

Veta 3.2 ([1, str. 41]): Vn,k € Ny k>1

n+1 n n
=L eeml
Algebraicky dokaz:

) i) i)

k! .

!
n! *

men( ") 26 sy) s (i) -
g (8 oy R oy
(Hl)(kﬁl) 1k(kﬁl) M(Zj)
mrr=n(," ) a0 )

Teraz na vytvorenie tabulky Lahovych ¢isel ndm staci predchadzajica veta, H =

1 a to ze mame definované m =0a LZJ =0 pre k > n. '

Obe strany vynasobime

Otazka 3.3: Kolkymi sposobmi sa dé rozdelit n nerdov do % koldén, ndsledne
vybrat koléna ktord sa oznaéi cervenou a potom dalsia, ktord sa ozna¢i modrou
farbou ?

Odpoved 1: Rozdelime n nerdov do k kolén, podla definicie LZJ moznymi sposobmi,
potom vyberieme ¢ervenu kolénu, pre nu mame k moznosti vyberu a potom vybe-

rieme modr kolénu, pre iiu mame k—1 moznost{ vyberu. Spolu mame k(k—1)|}|
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moznosti takého vyberu.

Odpoved 2: Rozdelime n nerdov do k& — 1 kolén, podla definicie kalj roznymi
sposobmi. Potom vloZime oddelova¢ medzi Tubovolnych dvoch nerdov, ktorym
rozdelime jednu kolénu na dve, prvi oznac¢ime ¢ervenou a druhou modrou. Mozno-
sti, kde vlozit oddelovac je n — (k — 1), pretoze oddelova¢ musime poloZit pred
nejakého nerda, ktory nestoji na zaciatku zo ziadnej z k£ — 1 kolén. Spolu méame
teda (n —k + 1)|,",| moznostf takého vyberu.

Veta 3.3 ([3, str. 3]) : Vn,k € N

n

k(k—nM —(n—k+1){kﬁlJ

Algebraicky dokaz:

-0 (30 ) =kt (D)

nn—1)--(n—k+1) » n! n—1)---(n—k+2

W“‘”H( >(k—(1)! ):(”_k+1)(k_1)!( )<k_(2)! )

n' (n-1)(n—-2)---(n—k+1) nl m-1)n-2)---(n—Fk+1)
(k—1)! (k—2)! (k-1 (k—2)!

Vystavanie trojuholnikového schématu Lahovych ¢isel by teda slo tiez spravit
tak, ze dostaneme prvy Stipec a pouzijeme predchadzajicu vetu. Navyse prvy
stipec nieje nic¢ iné ako faktorialy prirodzenych cisel.

Skombinovanie viet 3.2 a 3.3 nas dovedie ku vztahu L"le a LZJ Kombinatoricky
dokaz tento krat neuvadzame, slo by o skombinovanie otazok 3.2 a 3.3 a ich od-
povedi, najprv by sme dali podmienku na (n + 1)-vého nerda, potom by sme

vyberali farby.

Veta 3.4 ([3, str. 3]): Vn,k € N

(n+1—k){”zlJ :n(n+1)m

Algebraicky dokaz:

S R A e A N

_ k(=1 +(n—k+1)(n+k) H ~ n(n+1) m

n—k+1 El n—k+1|k

Co ak by sme ale cheeli, aby niektori hddavi nerdi boli alebo neboli spolu
v jednej kolone? Situacia, kde chceme aby boli spolu je jednoduchad, tvarime sa ze
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dani nerdi st ako jeden jediny, potom sa postarame o poradie v ich kolone a sme
hotovi. Na to aby prvych r hddavych nerdov nebolo spolu budeme potrebovat
trochu viac usilia.

Definicia 3.2 ([3, str. 1]): r-Lahové &fslo |7| . n > r znaél pocet moznosti ako
rozdelit n roznych prvkov do k neprazdnych usporiadanych mnozin, ak prvych r
prvkov nemdze byt spolu v jednej koléne.

Ak za r zvolime jednotku, dostaneme priamo obycajné Lahove ¢isla. Preto
identity, ktoré ukdzeme ze platia pre LZJ . budu iba zobecnenim uz ukazanych pre
Lahove ¢isla. Treba ndm esfe poznamenat jeden pripad, ak r > k, |}] =0

Otéazka 3.5: Kolkymi sposobmi vieme rozmiestnit n nerdov do k kolén tak, aby
ziadni z prvych r hadavych nerdov neboli spolu v jednej koléne?

Odpoved 1: Podla definicie U;Jr

Odpoved 2: Najprv rozmiestnime hddavych nerdov do samostantych r kolén. Po-
tom zo zvysku vyberieme k—r nerdov ktor{ budi stat na zaciatku k—r prazdnych
kolon. Pocet moznosti tohoto vyberu je (Z::) Potom zo zvysnych n — k ner-
dov berieme po jednom a urcujeme kazdému samostatne, kolko mé moznosti na
umiestenie sa. Vezmeme prvého nerda ny, ;1 (zo zvysku), ten sa moze zaradit za
jedného z k — r nehddavych nerdov (pretoze ti s vybrany ako zaciatok kolény)
alebo moze st do kolény s hddavym nerdom. Hadavy nerd vsak nemusi nutne
staf na zaciatku kolény, preto sa nerd n,,; moze postavit na dve rozne miesta
pre kazdého hadavého nerda. Spolu mame pre neho 2r + k — r = r + k moznosti
umiestenia. Nerd nj,, mé o jednu moZnost umiestnenia viacej, vytvoril mu ju
predchadzajici nyyq, bude mat teda r + &+ 1 moznost{ na umiestnenie. Rovnako
dostane nyy3 0 moznost viac nez ny, atd. Posledny nerd n,, bude mat r +n — 1
moznosti. Celkovo tak dostévame (1) (r +k)(r+k+1)...(r+n—1).

Veta 3.5 ([3, str. 2]): Vnkor e N, n>r k>r7r
n|  (nt+r—1n—-r
k|, (k+r—1)1\k—r

Otazka 3.6: Kolkymi sposobmi vieme rozmiestnit n + 1 nerdov do k kolén tak,
aby ziadni z prvych r hadavych nerdov neboli spolu v jednej koléne?

Odpoved 1: Podla definfcie |"}*] .

Odpoved 2: Postupujeme identicky ako v odpovedi 2 otézky 3.2. Predpoklddame,
ze n + 1-vy nerd nieje hadavy, a teda v odpovedi nijako nezalezi na r.

Veta 3.6 ([3, str. 1]): Vnkyr e N, n>r k>r

R H]

Algebraicky dokaz: po prepise r-Lahovych ¢isel pomocou vety 3.5 dostaneme

n+7r)! (n—r+l)n—-r)---(n—Fk+2) 2
(k+r—1)! (k—r)!
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r(n+r—1In—-r)---(n—k+2)
(bt —2)! (k—7r—1)!

m+r—(n—-r)---(n—k+1)
(k+r—1)! (k—r)!

+(n+k)

(ktr—1)1(k—r)!

T Ti(n—r) —(n—kF2) 1am ostane:

a po vynasobeni (

m=—r+Dm+r)=(k+r—Dk-—r)+m+k)(n—k+1)

¢o po roznasobeni ukazuje platnost vety.
Nasledujuca veta predstavuje zobecnenie vety 3.3.

Veta 3.7 ([3, str. 3]): Vnk,r e N, n>r k>r7r

:(n—k+1){kﬁlJr

K dokazu sa opat dd dopracovat rozpisom pomocou vety 3.5 a ipravami.

(k—ﬂ%+¢—1ﬂﬂ

r

Na zéver ku vztahom medzi r-Lahovymi &fslami navzajom doddvame reku-
rentné vyjadrenie vzhladom ku poétu hadavych nerdov 7.

Veta 3.8 ([3, str. 3]): Vn,kyr e N, n>r k>r

n _(k_r+1)n+r—2 n—1 +n+r—2 n—1
k], k+r—10 k |, , k+r—2k—1]_,

Algebraicky dokaz:
n|  (n+r—D'/n—r\ Om-r)/nt+r-1\
k., (k+r—D)\k-r) (k-1 \k+r—1,)

()
(

_(n— n+r—2(n+r—3 n+r—2 n+r—3\\
(k- k+r—1\k+r—2 /{:—1-7‘—2 k+r—3))
n+r—2 (m—nr) (n+r—3\ n+r—2n-r)/n+r—3
—(k: r+l)—m—m + =
E+r (k—r+D)!'\k+r—-2) k4+r—2(k—-r)\k+r—3
n+r—2 (n—r)(n+r—3)---(n—k)
—(k — 1
ey LGl Sy e § 1T/ (R

n+r—2(m-—r)! (n+7°—3)«~(n—k+1):

R k— Mk +7—3)
. ntr=2((n=1)+(r =)= Dl fn=r)--(n— k)
= T G- DT (D)
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+71—1—7“—2((71—1)—1—(7“—1)—1)!(n—r)-~-(n—k+1)
k+r—2(k=1D+@r-1)-1)! ((k—=1)—=(r—1))

_(k_r+1>n+r—2 n—1 +n+r—2 n—1
B k+r—10 k |, , k+r—2k—1]_ ,

_ (k=r+1)(k+r—2) Ln
r—1 n—k+1 k

===l I

Navyse ak uvazime ze z vety 3.7 plynie M_‘J Jr71 dostavame

Otazka 3.9: Kolkymi sposobmi sa moze rozostavit n nerdov pred x stankov
s roznymi uéebnicami (kazdy stanok pontka iné uéebnice a moze sa stat, ze pred
nejakym stdnkom nebude nikto st4t)?

Odpoved 1: Pojdeme nerd po nerdovi, a zakazdym uréime, kolko mé moznost{ na
umiestnenie. Prvy mé z stdnkov, pred ktorych sa moze postavit. Druhy sa moze
postavit na koniec jednej z x front alebo sa méze obehnit a postavit pred jedného
nerda, ma teda x+ 1 moznych pozicii, kam pojde. Treti ma x + 2 moznosti, stvrty
x + 3 atd. Posledny nerd ma = +n — 1 moZnosti kam si stipnut, dohromady teda
celé rozmiestnenie moze prebehnut z(z + 1)(z +2) - - - (x +n — 1) spésobmi.
Odpoved 2: Podmienku si uréime na pocet stankov, pred ktoré sa nepostavil Ziade
nerd. Nech pocet neprazdnych front pred stdnkami je k. Najprv musime vybrat
pred ktoré z x stdnkov budeme umiestiiovat nerdov. Pre k& neprdzdnych kolén sa
to d4 spravit x(z — 1)(z — 2)...(x — k + 1) sposobmi. Potom musi dojst k sa-
motnému rozdeleniu n nerdov do k kolén, ¢o sa d4 spravit [ZJ sposobmi. Teraz
este musime séitat pocet moznosti pre vietky k, ¢ize findlny vysledok bude suma
oot [i]z(z = 1) ... (z — k+1). Je dobré poznamenat, ze vietky séitance, kde
je k > x si nulové.

Veta 3.9 (Lahova veta) ([5]): Vn,x € N

k=1

kde 2™ = (x)(z + 1)(x + 2)...(x + n — 1) je tzv. stipajica mocnina a x =
z(r —1)(z —2)...(x —n+1) je tzv. klesajica mocnina.

Ukazali sme, ze veta plati pre kazdé prirodzené x. Ale rovnako ako pri binomickej
vete v kapitole 1, na oboch stranach rovnice si polynémy stupna n, takze nam
stacilo ukdzat, Ze rovnost plati pre n+ 1 roznych hodnot. My sme to vsak ukazali
pre nekonec¢ne vela hodnot (vietky prirodzené ¢isla), preto rovnost musi platit aj
pre vSetky redlne cisla.

s e .. 1
Lahove cisla a derivacie e=

y . .1 .
Co dostaneme, ak opakovane derivujeme funkciu ez podla premennej z?

. , 1 , , L . .
Urcite tam bude samotné ex vynasobené sumou mocnin z=1. Aké budi koefi-
cienty pred tymito mocninami? Pozrime sa na prvych par derivacii:
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dx™
—erg?
er (2078 + 274)

—er (6374 + 627° + 27F)
ev (24275 4 36276 + 12277 + %)
—ex (120276 + 24027 + 120278 4 20270 + 27 19)
ex (72027 4 180028 4 120029 4 300210 + 30211 4 z~12)

(=211 BN CUR VR

Tabulka 3.2: Derivécie e'/®

-1

Vidno, ze koeficienty pred jednotlivymi mocninami =" su presne Lahove ¢isla.

A ako dokazeme, skutocéne plati nasledujica veta:
Veta 3.10 [1], str. 40]: Vn € N, Vz € Ry

L EEDD s

Algebraicky dokaz prevedieme indukciou podla n. Platnost rovnosti pre n = 1 je
zrejmé. Nech rovnost plati pre n, ukdZeme Ze plati pre n + 1.

dmtt oy d noine |n|
dani :_((‘” ZM k):

1)"te (Z { J ke zn: m (n+ k)x_"_k_1> =

QL
&

= (= 1)”“6“15:21(&24 + {ZJ(nJrk))x" ko132
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