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Praha 2018



Poděkováńı
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Úvod

Témou práce sú tri skupiny č́ısel objavujúcich sa (mimo iného) v kombina-
torike. Sú to kombinačné č́ısla, kombinačné č́ısla druhého druhu a Lahove č́ısla.
Širšej spoločnosti sú známe iba kombinačné č́ısla, ked’že sú súčast’ou výuky na
strednej škole. Napriek tomu je práca ṕısana zväčša natol’ko jednoduchým a zrozu-
mitel’ným štýlom, že bežný čitatel’ text zvládne aj bez predchádzajúcich znalost́ı.

Každá téma je vybudována od základnej defińıcie postupne ku zložiteǰśım
identitám, pŕıpadne ku aplikácii. V pŕıpade komplikovaneǰsej vety, a ak je to
možné, je veta znázornená v trojuholńıkovom schématu.

Ku zneniu vety sa skoro vždy dopracujeme otázkou, na ktorú, ako ukážeme,
sa dá odpovedat’ rôznymi spôsobmi. Budeme sa pýtat’ na rôzne situácie v bežnom
živote každého nerda1 V prvej kapitole, pri rozoberańı kombinačných č́ısel sa bu-
deme pýtat’ na nerdov a kandidátov, v druhej kapitole na nerdov a karamelky a
v tretej kapitole to budú nerdi a kolóny. Výber takýchto slov slúži ku lepšiemu
zapamätaniu si jednotlivých vzt’ahov pomocou fonetickej podobnosti, rovnako
ako ku odl’ahčeniu č́ıtania. Otázka a na ňu rôzne odpovede ktoré sú obe prav-
divé a dospejú k výsledku rôznymi cestami a dajú výsledok v rôznych podobách,
považujeme za kombinatorický dôkaz, väčšinou sa ale dôkaz prevedie aj alge-
braicky.

Text je určený všetkým, ktoŕı sa snažia niečo dozvediet’ o týchto skupinách
č́ısel, ale nevedia kde začat’. Rovnako môže slúžit’ študentom, ktorým kombinato-
rika rob́ı problém, pretože spôsob ktorým prichádzame na identity je často dobrý
spôsob, ako riešit’ niektoré zložiteǰsie kombinatorické úlohy.

1Nerd je pojem prevzatý z angličiny. Je to osoba vńımana ako nadpriemerne inteligentná,
väčšinou s nedostatkom sociálných dovednost́ı. Znač́ı človeka natol’ko zabratého do vzdelania
alebo vedy, že zanedbáva dokonca ignoruje okolitý svet.
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Kapitola 1

Kombinačné č́ısla

Definice 1.1: Kombinačné č́ıslo
(
n
k

)
, n,k ∈ N0 definujeme ako počet k-prvkových

podmnož́ın n-prvkovej množiny. V pŕıpade že k > n, počet takýchto podmnož́ın
je 0.
Otázka 1.1: Kol’kými spôsobmi môžeme vybrat’ k kandidátov z n nerdov?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

(
n
k

)
.

Odpoved’ 2: Vyberme z n nerdov jedného, ktorý bude jeden z našich k kandidátov,
nožnost́ı takéhoto výberu je n. Potom do k-prvkovej skupiny kandidátov vyberme
d’aľsieho zo zvyšných n − 1 nerdov, možnost́ı výberu je teda n − 1. Potom vy-
beráme d’aľśıch, až kým nemáme k vybraných. Celkový počet možnost́ı takýchto
výberov je n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k). Teraz ale treba zohl’adnit’, že nezálež́ı na
porad́ı nerdov v samotnej vybranej k-prvkovej množine, preto vydeĺıme počet
možnost́ı k!.

Veta 1.1 ([2, str. 63]): ∀n,k ∈ N0(
n

k

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

k!

Otázka 1.2: Kol’kými spôsobmi sa dá vybrat’ k kandidátov na prezidenta z n
nerdov?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie,

(
n
k

)
spôsobmi.

Odpoved’ 2: Kandidátov urč́ıme tak, že vyberieme všetkých čo nebudú kandido-
vat’, čiže n− k l’ud́ı z n nerdov, a počet takých možnost́ı je z defińıcie

(
n

n−k

)
.

Veta 1.2 ([2, str. 64]): ∀n,k ∈ N0 n ≥ k(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
Algebraický dôkaz:(

n

n− k

)
=
n(n− 1) · · · (k + 1)

(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1 0 0
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 0
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Tabulka 1.1: Pascalov trojuholńık

Otázka 1.3: Opät’ rovnaká otázka, kol’kými spôsobmi sa dá vybrat’ k kandidátov
n nerdov?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

(
n
k

)
.

Odpoved’ 2: Podmienku si dáme na jedného konkrétneho nerda, podl’a toho či
bude alebo nebude kandidát. Ak bude, tak nám treba dourčit’ k − 1 kandidátov
z n − 1 prvkov, podl’a defińıcie sa tak dá spravit’

(
n−1
k−1

)
spôsobmi. Ak vybraný

nerd kandidovat’ nebude, tak nám treba vybrat’ k kandidátov z n− 1 nerdov, čo
zase ide

(
n−1
k

)
spôsobmi.

Veta 1.3 ([2, str. 64]): ∀n,k ∈ N(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
Algebraický dôkaz:(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
=

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

k!
+

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

(k − 1)!

Úpravami na spoločného menovatel’a dostávame

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)(n− k) + (n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)k

k!
=

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
Ak vezmeme predchádzajúcu identitu a uvedomı́me si, že

(
n
k

)
= 0 pre k > n

a
(
n
0

)
= 1, vieme vytvorit’ obrazec známy ako Pascalov trojuholńık bez použitia

vety 1.1 (Tabulka 1.1).

Otázka 1.4: Kol’ko existuje možných skuṕın kandidátov, ktoré môžeme vytvorit’

z n nerdov?
Odpoved’ 1: Ked’že množina kandidátov môže nadobudnút’ každej vel’kosti medzi
0 až n, spoč́ıtame to cez tieto vel’kosti a podl’a defińıcie dostaneme

∑n
k=0

(
n
k

)
.

Odpoved’ 2: Budeme rozhodovat’ nerd po nerdovi, či v danej skupine kandidátov
bude alebo nie. Každý nerd má dve možnosti rozhodnutia, teda zohl’adneńım jeho
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 súčet
0 1 =1
1 1 +1 =2
2 1 +2 +1 =4
3 1 +3 +3 +1 =8
4 1 +4 +6 +4 +1 =16
5 1 +5 +10 +10 +5 +1 =32
6 1 +6 +15 +20 +15 +6 +1 =64
7 1 +7 +21 +35 +35 +21 +7 +1 =128
8 1 +8 +28 +56 +70 +56 +28 +8 +1 =256
9 1 +9 +36 +84 +126 +126 +84 +36 +9 +1 =512

Tabulka 1.2: Súčet kombinačných č́ısel

vol’by sa nám zdvojnásob́ı počet možných skuṕın kandidátov. Z n nerdov sa teda
dá vytvorit’ 2n rôznych skuṕın kandidátov.

Veta 1.4 ([2, str. 64]): ∀n ∈ N0

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

Algebraický dôkaz prevedieme indukciou podl’a n, pre n = 0 dostávame
(

0
0

)
= 20,

čiže indukčnú podmienku by sme mali. Nech rovnost’ plat́ı pre n, teda nech plat́ı
predpoklad

∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n. Ukážeme že rovnost’ plat́ı pre n+ 1:

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
=

(
n+ 1

0

)
+

n+1∑
k=1

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
= 1 +

n+1∑
k=1

(
n

k

)
+

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
Jednotku preṕı̌seme ako

(
n
0

)
, prvok

(
n

n+1

)
je rovný nule, sumy teda môžeme

preṕısat’ na vhodný tvar a dostat’:

n∑
k=0

(
n

k

)
+

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
= 2

n∑
k=0

(
n

k

)
I.P.
= 2 · 2n = 2n+1

Otázka 1.5: Kol’kými spôsobmi sa dá vybrat’ skupina kandidátov z n nerdov, tak
aby počet kandidátov bol párny?
Odpoved’ 1: Počet spôsobov, ako vybrat’ 2k-ticu kandidátov je

(
n
2k

)
a ak chceme

všetky možné párne č́ısla, výsledkom bude suma
∑

k≥0

(
n
2k

)
Odpoved’ 2: Odlož́ıme si jedného nerda bokom, vyberieme l’ubovol’nú k-ticu kan-
didátov zo zvyšných n−1 nerdov, a ak bude k nepárne, pridáme do k-tice našeho
bokom odloženého nerda. Počet všetkých skuṕın s párnym počtom kandidátov
z n nerdov bude rovný počtu všetkých možných skuṕın kandidátov z n − 1 ner-
dov, teda podl’a defińıcie

∑n−1
k=0

(
n−1
k

)
, čo sa rovná 2n−1.

Veta 1.5 ([2, str. 65]): ∀n ∈ N ∑
k≥0

(
n

2k

)
= 2n−1
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 součet
0 1 =1
1 1 −1 =0
2 1 −2 +1 =0
3 1 −3 +3 −1 =0
4 1 −4 +6 −4 +1 =0
5 1 −5 +10 −10 +5 −1 =0
6 1 −6 +15 −20 +15 −6 +1 =0
7 1 −7 +21 −35 +35 −21 +7 −1 =0
8 1 −8 +28 −56 +70 −56 +28 −8 +1 =0
9 1 −9 +36 −84 +126 −126 +84 −36 +9 −1 =0

Tabulka 1.3: Znázornenie vety 1.5

Posledná veta nám hovoŕı (s výnimkou pre n = 0), že presne polovica všetkých
podmnož́ın (na konečnej množine) má párny počet prvkov. Čo ale znamená,
že podmnožiny s nepárnym počtom prvkov budú tiež tvorit’ polovicu všetkých
podmnož́ın.
∀n ∈ N (

n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · =

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · ·(

n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
−
(
n

3

)
+ · · · = 0

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0

Na chv́ıl’u odboč́ım, lebo táto identita je krátky a pekný dôkaz prinćıpu inkluze
a exkluze (PIE). O čom pojednáva PIE ([ 4, str. 101]):
Majme súbor množ́ın A1, . . . ,An. Potom vel’kost’ zjednotenia všetkých množ́ın
dostaneme ako ∣∣∣∣∣

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
∑

I⊂{1,...,n}

(−1)|I|−1

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣
Jeden z možných postupov určovania vel’kosti celého zjednotenia je, že vezmeme
nejakú skupinu množ́ın z A1 až An, pozrieme sa aká je vel’ká (kol’ko množ́ın
sme vybrali), a podl’a toho bud’ prič́ıtame alebo odč́ıtame prvky prieniku týchto
množ́ın. My ukážeme, že takto každý prvok z každej množiny prič́ıtame práve raz.
Nech x patŕı k množinám z A1, . . . ,An. Teda x sa nachádza práve v k množinách,
práve v

(
k
2

)
rôznych prienikoch dvoch množ́ın, práve v

(
k
3

)
rôznych prienikoch

troch množ́ın atd. x teda pripoč́ıtame týmto spôsobom presne(
k

1

)
−
(
k

2

)
+

(
k

3

)
− . . .+ (−1)k+1

(
k

k

)

krát. Keby na začiatku bolo ešte −
(
k
0

)
celé by sa to rovnalo nule, ale ked’že tam
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−
(
k
0

)
= −1 nie je, je x prič́ıtany práve 1 krát.

Otázka 1.6 ([2, str. 65]): Kol’kými sposôbmi môžeme vybrat’ k kandidátov z n
nerdov, ak ešte jedného z kandidátov zvoĺıme za favorita skupiny?
Odpoved’ 1: Najprv vyberieme k-ticu kandidátov, potom zvoĺıme favorita. Mož-
nosti k-tic je podl’a defińıcie

(
n
k

)
a pre každú k-ticu je k možnost́ı, ktorého nerda

z nich zvoĺıme za favorita. Spolu je teda k
(
n
k

)
možnost́ı výberu.

Odpoved’ 2: Pôjdeme v opačnom porad́ı, najprv zvoĺıme favorita, takých možnost́ı
je n, potom zvoĺıme k− 1 zvyšných kandidátov, čize vyberáme k− 1-ticu z n− 1
nerdov. Celkový počet možnost́ı výberu kandidátov s favoritom je teda n

(
n−1
k−1

)
.

Veta 1.6 ([2, str. 65]): ∀n,k ∈ N

k

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k − 1

)
Algebraický dôkaz:

n

(
n− 1

k − 1

)
=n

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

(k − 1)!
= k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
= k

(
n

k

)

Otázka 1.7: Kol’kými spôsobmi vieme z triedy n nerdov vybrat’ k kandidátov a
k nim jedného nerda pomocńıka (náhradńık sám nie je kandidát)?
Odpoved’ 1: Najprv vyberieme množinu k kandidátov z n nerdov, to sa dá spra-
vit’
(
n
k

)
spôsobmi, potom vyberieme zo zvyšku nerda pomocńıka, to sa dá n − k

spôsobmi.
Odpoved’ 2: Najprv vyberieme nerda pomocńıka z n nerdov, čiže tak môžeme
spravit’ n spôsobmi, tak vyberieme z n− 1 zvyšných nerdov k kandidátov.

Veta 1.7: ∀n,k ∈ N

(n− k)

(
n

k

)
= n

(
n− 1

k

)
Algebraický dôkaz:

(n− k)
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

(k − 1)!
= n

(n− 1)(n− 2) . . . (n− k)

(k − 1)!

Otázka 1.8: Kol’kými spôsobmi vieme z triedy n nerdov vybrat’ k kandidátov, a
z tých kandidátov ešte vybrat’ f favoritov?
Odpoved’ 1: Z n nerdov vyberame k-ticu, podl’a defińıcie

(
n
k

)
možnými spôsobmi.

Potom z tejto k-tice vyberieme f -ticu favoritov, takých možnost́ı je
(
k
f

)
. Spolu je

teda
(
n
k

)
·
(
k
f

)
možnost́ı ako vybrat’ kandidátov a favoritov.

Odpoved’ 2: Ideme v opačnom porad́ı, najprv vyberieme f kandidátov z n ner-
dov, ktorý budú priamo favoritmi. Tak vyberieme zo zvyšku kandidátov, ktoŕı
favoritmi nebudú. V prvom kroku máme na výber

(
n
f

)
možnost́ı, v druhom

(
n−f
k−f

)
.

Spolu je teda
(
n
f

)
·
(
n−f
k−f

)
možnost́ı, ako dostat’ k kandidátov z n nerdov, medzi

ktorými bude f favoritov.
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Veta 1.8 ([2, str. 67]) : ∀n,k,f ∈ N0 k ≥ f n ≥ f(
n

k

)(
k

f

)
=

(
n

f

)(
n− f
k − f

)
Algebraický dôkaz: pre k = f je dôkaz triviálny, ukážeme pre k > f(

n

k

)(
k

f

)
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

k(k − 1) . . . (k − f + 1)

f !
=

=
n(n− 1) . . . (n− f + 1)

f !
(n− f) . . . (n− k + 1)

k(k − 1) . . . (k − f + 1)

k!
=

=
n(n− 1) . . . (n− f + 1)

f !

(n− f)(n− f + 1) . . . (n− k + 1)

(k − f)!
=

(
n

f

)(
n− f
k − f

)

Otázka 1.9: Kol’kými spôsobmi vieme z n nerdov vytvorit’ skupinu kandidátov
l’ubovolnej vel’kosti, kde jeden z kandidátov bude vybraný za favorita?
Odpoved’ 1: Pre konkrétny počet kandidátov k je počet možnosti ako vytvorit’

takúto skupinu k
(
n
k

)
. Všetkých možnost́ı pre všetky možné počty kandidátov je

potom počet možnost́ı suma cez všetky možné k, tj.
∑n

k=0 k
(
n
k

)
.

Odpoved’ 2: Najprv vyberieme favorita, v skupine n nerdov je n možnost́ı takejto
vol’by. Pre každú takúto vol’bu potom ostáva vybrat’ množinu kandidátov nefavo-
ritov z n− 1 nerdov. Z vety 1.3 potom existuje 2n−1 rôznych množ́ın kandidátov,
ktoré pridáme ku vybranému favoritovi.

Veta 1.9 ([2, str. 66]): ∀n ∈ N0

n∑
k=0

k

(
n

k

)
= n2n−1

Algebraický dôkaz:

n∑
k=0

k

(
n

k

)
id.1.5
=

n∑
k=1

n

(
n− 1

k − 1

)
= n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
= n

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
id.1.3
= n2n−1

Otázka 1.10: Kol’kými spôsobmi môž skončit’ pokus, kde každému z n nerdov
dáme vyriešit’ bud’ jeden z x rôznych matematických problémov alebo jeden z y
rôznych fyzikálnych problémov (každý nerd si určite vyberie práve jeden problém,
jeden problém môže riešit’ naraz viacej nerdov)?
Odpoved’ 1: Je n nerdov a každý má x+y možnost́ı výberu, celkový počet rôznych
kombinácíı rozhodnut́ı je (x+ y)n

Odpoved’ 2: Dáme si podmienku, že pre matematický problém sa rozhodne k ner-
dov. Kol’ko možnost́ı kombinácíı rozhodnut́ı pre problémy budeme mat’? Počet
možnost́ı, ako vybrat’ k z n je

(
n
k

)
. Každý z tých, čo si vyberú matematický

problém, má x možnost́ı. Spolu teda xk roznych kombinácíı pre matematiku. Po-
dobne pre fyzikálne problémy, je yn−k rôznych kombinácíı, aké si nerdi vyberú,
s tým že výberom nerdov fyzikov sa netrápime, vybrali sme ich rovno pri výbere
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matematikov. Dohromady pre jedno konkrétne k je
(
n
k

)
xkyn−k rôznych kombinácii,

a pre všetky rôzne k spolu to je
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k .

Veta 1.10 (Binomická veta) ([2, str. 66]): ∀n,x,y ∈ N0

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xnyn−k

Dôkaz: Predstavme si nasledujúci zápis, kol’ko krát dostaneme po roznásobeńı člen
xkyn−k, alebo inak, kol’kými rôznymi spôsobmi pri násobeńı dostaneme xkyn−k?
V n zátvorkách vyberieme x, vo zvyšných nám ostane y.

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y)(x+ y)...(x+ y)︸ ︷︷ ︸
n krát

Takže člen xnyn−k dostaneme rovnako vel’a krát, ako je počet sbôsobov ako vybrat’

k zátvoriek z n, teda
(
n
k

)
.

Binomická veta plat́ı obecne pre x,y ∈ R. Stač́ı si uvedomit’, že na oboch
stranách máme polynóm dvoch premenných, a rovnost’ plat́ı pre každé prirod-
zené x a y, čiže pre nekonečne vel’a hodnôt x a y. To znamená, že sa polynómy
rovnajú aj vo všetkých zvyšných x a y reálnych.

Binomická veta ponúka pekný algebraický dôkaz viet 1.4 a 1.5. Položme
x = 1, y = 1 a rovno dostaneme požadovaný výsledok vety 1.4. Podobne, ak
polož́ıme x = 1, y = −1 dostaneme 0n =

∑n
k=0(−1)k

(
n
k

)
.

Otázka 1.11: Máme skupinu nerdov zloženú z n nerdov fyzikov a m nerdov
matematikov. Kol’kými spôsobmi vieme vytvorit’ skupinu k kandidátov z týchto
nerdov?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie,

(
n+m
k

)
Odpoved’ 2: Urč́ıme si podmienku, kol’ko z kandidátov bude matematikov a kol’ko
fyzikov. Nech 0 ≤ j ≤ n je počet matematikov medzi kandidátmi, tých vieme
vybrat’

(
n
j

)
spôsobmi. K tomu dovyberieme k− j fyzikov

(
m
k−j

)
spôsobmi, a dosta-

neme počet rôznych možnost́ı výberu pre konkrétne j. Potom pre všetky možné
j, teda pre všetky možné počty matematikov v skupine kandidátov dostaneme∑k

j=0

(
n
j

)(
m
k−j

)
.

Veta 1.11 (Vandermondeova identita) ([2, str. 66]): ∀n,m,k ∈ N0(
m+ n

k

)
=

k∑
j=0

(
m

j

)(
n

k − j

)

Algebraický dôkaz: Použijeme binomickú vetu. Plat́ı, že

(x+ 1)m+n =
m+n∑
k=0

(
m+ n

k

)
xk

(x+ 1)m+n = (x+ 1)m(x+ 1)n =
m∑
i=0

(
m

i

)
xi

n∑
j=0

(
n

j

)
xj
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Tabulka 1.4: Znázornenie Vandermondeovej identity pre n = 5, m = 4 a k = 2

=

((
m

0

)
+

(
m

1

)
x+

(
m

2

)
x2 + · · ·

)
·

((
n

0

)
+

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 + . . .

)

=

(
m

0

)(
n

0

)
x0 +

((
m

0

)(
n

1

)
+

(
m

1

)(
n

0

))
x1+

+

((
m

0

)(
n

2

)
+

(
m

1

)(
n

1

)
+

(
m

2

)(
n

0

))
x2 + · · · =

m+n∑
k=0

k∑
j=0

(
m

j

)(
n

k − j

)
xk

Porovnáme koeficienty pred xk a dostávame rovnost’(
m+ n

k

)
=

k∑
j=0

(
m

j

)(
n

k − j

)
.

Ak teraz zvoĺıme za k priamo n dostaneme pekný pŕıpad predchádzajúcej
identity: (

n+m

n

)
=

(
n+m

m

)
=
∑
j≥0

(
m

j

)(
n

j

)
Podobne pekný špeciálny pŕıpad, ak m a n sa rovnajú:

n∑
j=0

(
n

j

)2

=

(
2n

n

)
Otázka 1.12: Kol’kými spôsobmi sa dá z n+ 1 oč́ıslovaných nerdov vybrat’ k+ 1
kandidátov?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

(
n+1
k+1

)
spôsobmi.

Odpoved’ 2: Urč́ıme podmienku, a to maximálne č́ıslo m nerda medzi kandidátmi
oč́ıslovanými č́ıslami 1 až n+ 1. Ked’že kandidátov má byt’ k+ 1, toto č́ıslo môže
byt’ zvolené medzi k + 1 a n + 1. Potom pre každé takéto m zvoĺıme zvyšných
kandidátov s č́ıslami ostro nižš́ımi ako m. Takých možnost́ı máme

(
m−1
k

)
pre každé

m. Spolu pre všetky rôzne m potom máme
∑n+1

m=k+1

(
m−1
k

)
=
∑n

m=k

(
m
k

)
možnost́ı.
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1
1 1 1
2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 +4 1

5 1 5 10 +10 5 1

6 1 6 15 +20 15 6 1

7 1 7 21 +35 35 21 7 1

8 1 8 28 +56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 =126 126 84 36 9 1

Tabulka 1.5: Znázornenie vety 1.12

Veta 1.12 ([2, str. 67]): ∀n,k ∈ N0(
n+ 1

k + 1

)
=

n∑
m=k

(
m

k

)
Algebraický dôkaz:(

n+ 1

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k + 1

)
=

(
n

k

)
+

(
n− 1

k

)
+

(
n− 2

k

)
+

(
n− 2

k + 1

)
= · · · =

=

(
n

k

)
+

(
n− 1

k

)
+ · · ·+

(
k

k

)
+

(
k

k + 1

)
=

n∑
m=k

(
m

k

)
+ 0

K rovnakému záveru by sme prǐsli, ak by sme si ako podmienku nekládli ma-
ximálne č́ıslo v skupine kandidátov ale minimálne.
Využit́ım symetrickosti kombinačných č́ısel dostaneme podobnú vetu. Zameňme
vo vete 1.12

(
n+1
k+1

)
s
(
n+1
n−k

)
a
(
m
k

)
s
(

m
m−k

)
.

Veta 1.13: ∀n,k ∈ N0 n ≥ k(
n+ 1

n− k

)
=

n∑
m=k

(
m

m− k

)
Priamo z toho ako sme ku vete prǐsli plynie aj dôkaz. Źıde sa ale vidiet’ v ta-

bul’ke, ako symetrickost’ Pascalovho trojuholńıka poskytuje ku mnohým identitám

”
symetrickú duálnu“ vetu.

Na záver prvej kapitoly zobecńıme vetu 1.12, už bez algebraického dôkazu.
Vezmime si nie maximálne či minimálne č́ıslo v skupine, ale vezmime obecne
niektoré z nich. Majme vybrat’ k-prvkovú množinu kandidátov z n nerdov, ktoŕı
sú oč́ıslovaný. Postupujme tak, že vyberieme najprv napŕıklad piate najväčšie
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1
1 1 1
2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Tabulka 1.6: Znázornenie viet 1.12 a 1.13

č́ıslo p, ktoré sa vyskytne v množine kandidátov, potom pred p budú štyria kan-
didáti s menš́ım č́ıslom, za p bude k−4 kandidátov s väčš́ımi č́ıslami. Obecne, ked’

vyberieme č́ıslo l ktoré je r-te v porad́ı kandidátov, muśıme vybrat’ (r − 1)-ticu
z l−1 prvkov a (k− r)-ticu z n− l prvkov. Na začiatku teda zvoĺıme r, a sč́ıtame
to cez všetky možné l, s tým že l je aspoň r a maximálne n+ r − k.

Veta 1.14 ([2, str. 69]):∀n,k,r ∈ N k ≥ r ≥ 1

n+r−k∑
l=r

(
l − 1

r − 1

)(
n− l
k − r

)
=

(
n

k

)
V pŕıpade vol’by r = 1 dostávame priamo vetu 1.12.
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Kapitola 2

Kombinačné č́ısla druhého druhu

Definice 2.1: Kombinačné č́ısla druhého druhu
((

n
k

))
vyjadrujú počet možnost́ı,

ako vybrat’ z n prvkov neusporiadanú k-ticu, ak sa každý prvok môže v k-tici
vyskytnút’ neobmedzene krát. V takýchto pŕıpadoch hovoŕıme o kombináciach
s opakovańım.

Otázka, ktorú budeme často klást’ bude počet možnost́ı, ako môže prebehnút’

rozdel’ovanie k karameliek n hladným nerdom. Jedna z odpoved́ı bude kombinačné
č́ıslo druhého druhu

((
n
k

))
. Ked’ sa totižto rozhodujeme či danému nerdovi dáme

karamelku, rozhodujeme sa vlastne či ho vyberieme do množiny majitel’ov ka-
ramelky. Do tej množiny ho ale môžeme vybrat’ viac krát, za každú karamelku
ktorú vlastńı. Rovnako, nech xi znač́ı počet karameliek pre i-tého nerda, potom((

n
k

))
vyjadruje počet možných riešeńı rovnice

x1 + x2 + · · ·+ xn = k.

Otázka 2.1: Kol’kými spôsobmi vieme rozdelit’ k karameliek n nerdom?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie kombinačného č́ısla druhého druhu to je

((
n
k

))
Odpoved’ 2: Pozmeńıme otázku na podobnú. Máme k karameliek (budeme značit’

κ) poukladaných v rade, a oddeĺıme ich od seba n − 1 oddel’ovačmi (budeme
značit’ | ). Vznikne tak postupnost’ d́lžky n+k−1 tvorená k karamelkami a n−1
oddel’ovačmi. Nová otázka teda znie: kol’kými spôsobmi vieme vytvorit’ takúto
postupnost’? Kedže sa jedná o identické oddel’ovače | i karamelky κ, vyberáme
n− 1-ticu z n+ k− 1 prvkov, kam môžeme položit’ oddel’ovač. Na zvyšné miesta
idú automaticky karamelky. Rovnako naopak sme mohli najprv vybrat’ k-ticu
z n + k − 1 poźıcíı na ktoré by sme položili karamelky, a oddel’ovače by ǐsli na
zvyšné miesta.

Veta 2.1([2, str. 71]) : ∀n,k ∈ N0, n ≥ 1((
n

k

))
=

(
n+ k − 1

n− 1

)
=

(
n+ k − 1

k

)

Pŕıklad: majme 4 nerdov a 6 karameliek ktoré im chceme rozdelit’, potom jedna
z možnost́ı ako to spravit’ je poukladat’ karamelky do rady a náhodne medzi ne
vtlačit’ 3 oddel’ovače:

κ

1

|
2

κ

3

κ

4

|
5

|
6

κ

7

κ

8

κ

9
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V tomto konkrétnom pŕıpade prvý nerd dostane jednu, druhý dve, tret́ı žiadnu
a štvrtý tri karamelky. Dá sa očakávat’, že vd’aka vzt’ahu medzi kombinačnými
č́ıslami prvého a druhého druhu budú identity medzi kombinačnými č́ıslami dru-
hého druhu pripomı́nat’ mnoho predchádzajúcich ident́ıt. Čo ak sa chceme zacho-
vat’ trochu férovo a postaráme sa aby žiaden nerd neostal bez karamelky?

Otázka 2.2: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ k karameliek n hladným nerdom,
ak chceme, aby každý dostal aspoň jednu karamelku?
Odpoved’ 1: Najprv rozdeĺıme n karameliek, každému nerdovi po jednej. Potom
rozdeĺıme zvyšných k − n karameliek bez podmienok, čo sa dá

((
n

k−n

))
spôsobmi.

Je jasné, že ak k < n, tak žiadnu takú možnost’ nemáme.
Odpoved’ 2: Znova ako v otázke 2.1, poukladáme karamelky za sebou a podávame
medzi ne oddel’ovače. Tento krát ale muśıme dodržat’ dve podmienky, oddel’ovač
nesmie byt’ na začiatku ani na konci a dva oddel’ovače nesmú byt’ vedl’a seba. Čiže
vyberáme, medzi ktorými dvoma karamelkami bude oddel’ovač a medzi ktorými
nie. Karameliek máme k, čiže máme k−1 možných poźıcíı pre oddel’ovač, ktorých
je n− 1. Vyberáme teda n− 1-ticu z k − 1 prvkov. Počet možnost́ı, ako toto do-
siahnut’ je

(
k−1
n−1

)
.

Veta 2.2 ([2, str. 72]): ∀n,k ∈ N, k ≥ n((
n

k − n

))
=

(
k − 1

n− 1

)
=

(
k − 1

k − n

)

Samozrejme sme mohli k tomuto výsledku pŕıst’ aj jednoduchým dosadeńım a
použit́ım vety 2.1.
Ukázali sme, že ak chceme zostavit’ postupnost’ z k karameliek a n−1 oddel’ovačov,
môžeme to spravit’

((
n
k

))
rôznymi spôsobmi. Čo ak vymeńıme počet karameliek a

počet oddel’ovačov? Ak v každej z týchto možnost́ı vymeńıme všetky karamelky
za oddel’ovače a naopak? Každej postupnosti n − 1 oddel’ovačov a k karameliek
tak pripadne práve jedna jediná postupnost’ n − 1 karameliek a k oddel’ovačov.
Celkový počet možnost́ı sa teda nemeńı a dostávame tak nasledujúcu vetu.

Veta 2.3 ([2, str. 72]): ∀n,k ∈ N0, n ≥ 1((
n

k

))
=

((
k + 1

n− 1

))

Algebraický dôkaz:((
n

k

))
=

(
n+ k − 1

k

)
=

(
n+ k − 1

n− 1

)
=

(
(k + 1) + (n− 1)− 1

n− 1

)
=

((
k + 1

n− 1

))

Otáka 2.4: Kol’kými spôsobmi vieme rozdelit’ k karameliek n nerdom?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie,

((
n
k

))
.

Odpoved’ 2: Urč́ıme si podmienku, či jednému zvolenému nerdovi dáme alebo
nedáme aspoň jednu karamelku. Ak dáme, tak nám ostáva k−1 karameliek ktoré
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k \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0 1 4 10 20 35 54 82 118 163
4 0 1 5 15 35 70 124 206 324 487
5 0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.1: Kombinačné č́ısla druhého druhu

muśıme rozdelit’ n nerdom, čo môžeme spravit’
((

n
k−1

))
spôsobmi. Ak sa rozhod-

neme že zvolený nerd karamelku nedostane, ostáva nám rozdelit’ k karameliek
n− 1 nerdom, čo sa dá spravit’

((
n−1
k

))
spôsobmi. Dohromady dostávame:

Veta 2.4 ([2, str. 73]) : ∀n,k ∈ N((
n

k

))
=

((
n

k − 1

))
+

((
n− 1

k

))

Algebraický dôkaz:((
n

k

))
=

(
n+ k − 1

k

)
I.1.2
=

(
n+ k − 2

k − 1

)
+

(
n+ k − 2

k

)
def
=

((
n

k − 1

))
+

((
n− 1

k

))

Vd’aka tejto vete (ktorú budeme hojne použ́ıvat’ pri nasledujúcich dôkazoch)
máme rekurentné vyjadrenie kombinačných č́ısel druhého druhu. Ak is uvedomı́me,
že pre n ≥ 1 plat́ı

((
n
0

))
= 1 a pridáme si, že pre k ≥ 1 plat́ı

((
0
k

))
= 0, vieme vytvo-

rit’ kombinatorický trojuholńık bez vypoč́ıtavania jednotlivých hodnôt. Č́ıslo
((

0
0

))
nieje definované, dodefinujeme ho teda ako

((
0
0

))
= 0. Trojuholńıkovo vyzerajúca

tabul’ka má podobne ako Pascalov trojuholńık osu symetrie (ak odignorujeme
prvý st́lpec). Táto osa ale bude diagonálou tabul’ky. Túto symetriu popisuje veta
2.3.

V nasledujúcej otázke bude užitočné si uvedomit’ jednu vec. Všetky možnosti
ako rozdelit’ karamelky nerdom vieme prirovnat’ ku vsúvaniu oddel’ovačov do rady
karameliek, ale aj ku vyberaniu neklesajúcej postupnosti č́ısel. Majme k karame-
liek, tak postupnost’ 1 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak ≤ n nám povie, ako sú tieto karamelky
rozdelené medzi n nerdami, totiž č́ıslo ai znač́ı, u ktorého nerda sa i-tá karamelka
nachádza.

Otázka 2.5: Kol’kými spôsobmi vieme rozdelit’ k karameliek n nerdom, pričom
jedna z karameliek ma výrobnu vadu, a navyše zálež́ı na porad́ı vadnej karamelky
medzi karamelkami priradenými nešt’astnému nerdovi?
Odpoved’ 1: Rozdeĺıme karamelky normálne, takých spôsobov je

((
n
k

))
, tak vy-

berieme jednu karamelku, ktorá bude mat’ vadu. Spolu je teda k
((

n
k

))
možnost́ı

takehoto rozdelenia.
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Odpoved’ 2: Predstav́ıme si karamelky ako neklesajúcu postupnost’ 1 ≤ a1 ≤
· · · ≤ ak ≤ n. Najprv vyberieme hodnotu chybnej karamelky (určujeme takto,
ktorý chudák nerd dostane karamelku s vadou). Nech táto hodnota je v, a takýchto
hodnôt vieme vybrat’ n. Potom vytvoŕıme postupnost’ dlhú k− 1 prvkov medzi 1
až n+ 1. Takýchto postupnost́ı je

((
n+1
k−1

))
. i-tý nerd, kde i 6= v, dostane tol’ko ka-

rameliek, kol’kokrát sa v postupnosti k−1 č́ısel vyskytlo č́ıslo i. v-tý nerd dostane
zbývajúce karamelky: najprv tol’ko bezchybných, kol’kokrát sa v postupnosti ob-
javilo č́ıslo v, potom jednu chybnú, potom tol’ko bezchybných, kol’ikrát se objavilo
č́ıslo n + 1. Berie sa tak v úvahu aj poradie a vadná karamelka se môže objavit’

na každej poźıcii.

Veta 2.5 ([2, str. 73]): ∀n,k ∈ N

k

((
n

k

))
= n

((
n+ 1

k − 1

))

Algebraický dôkaz:

k

((
n

k

))
= k

(
n+ k − 1

k

)
= k

(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n)

k!
=

= n
(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n+ 1)

(k − 1)!
= n

(
n+ k − 1

k − 1

)
= n

((
n+ 1

k − 1

))

Otázka 2.6: Kol’kými spôsobmi vieme rozdelit’ k karameliek n nerdom, pričom
jedna z karameliek ma výrobnu vadu a navyše zálež́ı na porad́ı vadnej karamelky
medzi karamelkami priradenými nešt’astnému nerdovi?
Odpoved’ 1: Ako sme ukázali u otázky 2.5, n

((
n+1
k−1

))
Odpoved’ 2: Najprv vyberieme, ktorý z nerdov dostane vadnú karamelku. Tak
sa zvyšných k − 1 karameliek rozdeĺı obyčajným spôsobom, následne aby sme
zahrnuli všetky možnosti poradia vadnej karamelky, vynásob́ıme celkový počet
možnost́ı vždy množstvom karameliek priradených nerdovi s vadnou karamelkou.
Napr. celkovy počet možnost́ı ako nami vybranému nerdovi dame 4 karamelky
(a jedna z toho je vadná) bude 4

((
n−1
k−4

))
. Ak to spoč́ıtame cez všetky možnosti

počtu karameliek, ktoré môže dostat’ nami vybraný nerd, budeme mat’ súčet
1
((

n−1
k−1

))
+ 2
((

n−1
k−2

))
+ 3
((

n−1
k−3

))
+ · · · + k

((
n−1
k−k

))
=
∑k

i=1 i
((

n−1
k−i

))
. Ešte nezabudnút’

na to, že na začiatku vyberáme jedného z nerdov.

Veta 2.6:∀n,k ∈ N
k∑

i=1

i

((
n− 1

k − i

))
=

((
n+ 1

k − 1

))
Algebraický dôkaz prevedieme následovne, preṕı̌seme kombinačné č́ısla druhého
druhu na č́ısla prvého druhu.

k∑
i=1

i

((
n− 1

k − i

))
=

k∑
i=1

i

(
n+ k − 2− i

n− 2

)
?
=

(
n+ k − 1

n

)
=

((
n+ 1

k − 1

))
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k \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 5× 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 +4× 6 7 8 9
2 0 1 3 6 10 15 +3× 21 28 36 45
3 0 1 4 10 20 35 +2× 54 82 118 163
4 0 1 5 15 35 70 +124 206 =324 487
5 0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951

Tabulka 2.2: Znázornenie vety 2.6 pre n = 7 k = 5

Chceme ukázat’, že plat́ı
∑k

i=1 i
(
n+k−2−i

n−2

)
=
(
n+k−1

n

)
, sumu na l’avej strane si chytro

rozṕı̌seme na viacero menš́ıch súm a následne dva krát použijeme vetu 1.10.

k∑
i=1

i

(
n+ k − 2− i

n− 2

)
=

k∑
i=1

(
n+ k − 2− i

n− 2

)
+

k∑
i=2

(
n+ k − 2− i

n− 2

)
+ . . .+

+
k∑

i=k

(
n+ k − 2− i

n− 2

)
=

n+k−3∑
m=n−2

(
m

n− 2

)
+

n+k−4∑
m=n−2

(
m

n− 2

)
+. . .+

n+k−2−k∑
m=n−2

(
m

n− 2

)
1.10
=

(
n+ k − 2

n− 1

)
+

(
n+ k − 3

n− 1

)
+ . . .+

(
n+ k − k − 1

n− 1

)
=

=
n+k−2∑
m=n−1

(
m

n− 1

)
1.10
=

(
n+ k − 1

n

)
Otázka 2.7: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ k karameliek n nerdom?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie,

((
n
k

))
.

Odpoved 2: Označ́ıme si nerdov č́ıslami od 1 do n, a dáme si podmienku na
najväčšie č́ıslo v nerda, ktorý ešte dostane karamelku. Napr. ak v zvoĺıme 2, bude
to znamenat’, ze všetky karamelky budú rozdelené medzi prvých dvoch nerdov a
zvyšńı nedostanú nič. Potom pre každé jedno zvolené v existuje

((
v

k−1

))
možnost́ı

ako rozmiestnit’ zvyšné karamelky. Sumou cez všetky možné výbery v dostaneme∑n
v=1

((
v

k−1

))
.

Veta 2.7 ([2, str. 73]): ∀n,k ∈ N
n∑

v=1

((
v

k − 1

))
=

((
n

k

))

Algebraický dôkaz:

n∑
v=1

((
v

k − 1

))
=

n∑
v=1

(
v + k − 2

k − 1

)
?
=

(
n+ k − 1

k

)
=

((
n

k

))
n+k−2∑
m=k−1

(
m

k − 1

)
1.10
=

(
n+ k − 1

k

)
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k \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0 1 4 10 20 35 54 82 118 163

4 0 +1 +5 +15 +35 +70 +124 +206 324 487

5 0 1 6 21 54 124 248 =454 778 1265
6 0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.3: Znázornenie vety 2.7 pre k = 5 n = 7

Otázka 2.8: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ k karameliek n nerdom?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie,

((
n
k

))
.

Odpoved’ 2: Znovu si nerdov oč́ıslujeme, podmienku si dáme na počet karameliek
rozdaných nerdom s č́ıslami 1 až n − 1. Pre každé č́ıslo v medzi 0 až k budeme
mat’

((
n−1
v

))
možnost́ı ako rozmiestnit’ daných v karameliek, zvyšných k−v je jed-

noznačne priradených poslednému n-tému nerdovi. Potom všetky možnosti spolu
budú súčet týchto možnost́ı, a teda

∑k
v=0

((
n−1
v

))
Veta 2.8: ∀n,k ∈ N0, n ≥ 1

k∑
v=0

((
n− 1

v

))
=

((
n

k

))
Algebraický dôkaz:

k∑
v=0

((
n− 1

v

))
2.3
=

k∑
v=0

((
v + 1

n− 2

))
2.7
=

((
k + 1

n− 1

))
2.3
=

((
n

k

))
Opät’ pre n = 7, k = 5 dostávame súčet vyznačený v nasledujúcej tabul’ke.
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k \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45
3 0 1 4 10 20 35 54 82 118 163

4 0 1 5 15 35 70 124 206 324 487

5 0 1 6 21 54 124 248 454 778 1265
6 0 1 7 28 82 206 454 908 1686 2951
7 0 1 8 36 118 324 778 1686 3372 6323
8 0 1 9 45 163 487 1265 2951 6323 12646

Tabulka 2.4: Znázornenie viet 2.7 žltou a 2.8 červenou

A znova je pekne vidiet’ ako sú k sebe vety 2.7 a 2.8
”
symetrické“.
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Kapitola 3

Lahove č́ısla

Lahove č́ısla sú pomenované po slovinskom matematikovi Ivovi Lahovi, ktorý
sa k týmto č́ıslam dopracoval vo svojej práci v roku 1955 pri hl’adańı vzt’ahu
medzi rastúcou a klesajúcou mocninou ([5]). Vetu ktorá je po ňom pomenovaná
a popisuje tento vzt’ah si ukážeme na záver kapitoly.

Definice 3.1: Lahove č́ısla
⌊
n
k

⌋
vyjadrujú počet možných rozdeleńı n odlǐsných

prvkov do k neprázdnych usporiadaných množ́ın. V tejto kapitole si ukážeme me-
nej ident́ıt než v predchádzajúcich kapitolách, zato ukážeme niekol’ko vzt’ahov,
kde sa Lahove č́ısla objavia. Začneme explicitným vyjadreńım

⌊
n
k

⌋
.

Otázka 3.1: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ n nerdov do k kolón (kolóna je
neprázdna usporiadaná množina)?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

⌊
n
k

⌋
.

Odpoved’ 2: Zorad’me všetkých n nerdov do jednej vel’kej kolóny. To sa dá spra-
vit’ n! spôsobmi. Teraz vlož́ıme do kolóny medzi jednotlivých nerdov oddel’ovače
tak, aby sme vel’kú kolónu rozdelili na k menš́ıch kolón. To sa dá spravit’

(
n−1
k−1

)
možnými spôsobmi. Na záver treba doplnit’, že nezálež́ı na usporiadańı samotných
menš́ıch k kolón. Takýchto usporiadańı je k!. Preto celkovo dostávame:

Veta 3.1 ([3, str. 2]): ∀n,k ∈ N⌊
n

k

⌋
=
n!

k!

(
n− 1

k − 1

)

Je zrejmé, že vytvorenie k nepráznych kolón z n nerdov, ak je n < k sa dá spra-
vit’ 0 spôsobmi. Dodajme ešte, že počet možnost́ı ako rozdelit’ n nerdov (n ≥ 1)
do 0 kolón je 0, teda

⌊
n
0

⌋
= 0. Na usporiadanie do trojuholńıkoveho schéma by sa

nám zǐsiel rekurentný vzorec.

Otázka 3.2: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ n+ 1 nerdov do k kolón?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

⌊
n+1
k

⌋
spôsobmi.

Odpoved’ 2: Dáme si podmienku na to, či bude (n+1)-vý nerd v kolóne sám alebo
nie. Ak bude sám, ostáva nám rozmiestnit’ n nerdov do k − 1 kolón, a to

⌊
n

k−1

⌋
spôsobmi. Ak (n + 1)-tý nerd sám nebude, muśıme ho k niekomu priradit’. Naj-
prv rozmiestnime zvyšných n nerdov do k kolón, čo sa dá spravit’

⌊
n
k

⌋
spôsobmi,
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n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 2 1 0 0 0 0 0
3 0 6 6 1 0 0 0 0
4 0 24 36 12 1 0 0 0
5 0 120 240 120 20 1 0 0
6 0 720 1800 1200 300 30 1 0
7 0 5040 15120 12600 4200 630 42 1

Tabulka 3.1: Lahove č́ısla

potom (n+1)-vého nerda vtlač́ıme medzi nich. Bud’ ho dáme na začiatok nejakej
kolóny alebo za nejakého nerda. Miest kam ho môžeme dat’ je teda n+ k. Spolu
celkovo máme teda

⌊
n

k−1

⌋
+ (n+ k)

⌊
n
k

⌋
možnost́ı, ako rozmiestnit’ n+ 1 nerdov do

k kolón.

Veta 3.2 ([1, str. 41]): ∀n,k ∈ N0 k ≥ 1⌊
n+ 1

k

⌋
=

⌊
n

k − 1

⌋
+ (n+ k)

⌊
n

k

⌋
Algebraický dôkaz:

(n+ 1)!

k!

(
n

k − 1

)
?
=

n!

(k − 1)!

(
n− 1

k − 2

)
+ (n+ k)

n!

k!

(
n− 1

k − 1

)
Obe strany vynásob́ıme k!

n!
:

(n+ 1)

(
n

k − 1

)
?
= k

(
n− 1

k − 2

)
+ (n+ k)

(
n− 1

k − 1

)
=

= k

((
n− 1

k − 2

)
+

(
n− 1

k − 1

))
+ n

(
n− 1

k − 1

)

(n+ 1)

(
n

k − 1

)
?
= k

(
n

k − 1

)
+ n

(
n− 1

k − 1

)
(n+ 1− k)

(
n

k − 1

)
1.7
= n

(
n− 1

k − 1

)
Teraz na vytvorenie tabul’ky Lahových č́ısel nám stač́ı predchádzajúca veta,

⌊
1
1

⌋
=

1 a to že máme definované
⌊
n
0

⌋
= 0 a

⌊
n
k

⌋
= 0 pre k > n.

Otázka 3.3: Kol’kými spôsobmi sa dá rozdelit’ n nerdov do k kolón, následne
vybrat’ kolóna ktorá sa označ́ı červenou a potom d’aľsia, ktorá sa označ́ı modrou
farbou ?
Odpoved’ 1: Rozdeĺıme n nerdov do k kolón, podl’a defińıcie

⌊
n
k

⌋
možnými spôsobmi,

potom vyberieme červenú kolónu, pre ňu máme k možnost́ı výberu a potom vybe-
rieme modrú kolónu, pre ňu máme k−1 možnost́ı výberu. Spolu máme k(k−1)

⌊
n
k

⌋
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možnost́ı takého výberu.
Odpoved’ 2: Rozdeĺıme n nerdov do k − 1 kolón, podl’a defińıcie

⌊
n

k−1

⌋
rôznymi

spôsobmi. Potom vlož́ıme oddel’ovač medzi l’ubovol’ných dvoch nerdov, ktorým
rozdeĺıme jednu kolónu na dve, prvú označ́ıme červenou a druhou modrou. Možno-
st́ı, kde vložit’ oddel’ovač je n − (k − 1), pretože oddel’ovač muśıme položit’ pred
nejakého nerda, ktorý nestoj́ı na začiatku zo žiadnej z k − 1 kolón. Spolu máme
teda (n− k + 1)

⌊
n

k−1

⌋
možnost́ı takého výberu.

Veta 3.3 ([3, str. 3]) : ∀n,k ∈ N

k(k − 1)

⌊
n

k

⌋
= (n− k + 1)

⌊
n

k − 1

⌋
Algebraický dôkaz:

k(k − 1)
n!

k!

(
n− 1

k − 1

)
?
= (n− k + 1)

n!

(k − 1)!

(
n− 1

k − 2

)

k(k − 1)
n!

k!

(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1)!
?
= (n− k + 1)

n!

(k − 1)!

(n− 1) · · · (n− k + 2)

(k − 2)!

n!

(k − 1)!

(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

(k − 2)!
=

n!

(k − 1)!

(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

(k − 2)!

Vystavanie trojuholńıkového schématu Lahových č́ısel by teda šlo tiež spravit’

tak, že dostaneme prvý st́lpec a použijeme predchádzajúcu vetu. Navyše prvý
st́lpec nieje nič iné ako faktoriály prirodzených č́ısel.
Skombinovanie viet 3.2 a 3.3 nás dovedie ku vzt’ahu

⌊
n+1
k

⌋
a
⌊
n
k

⌋
. Kombinatorický

dôkaz tento krát neuvádzame, šlo by o skombinovanie otázok 3.2 a 3.3 a ich od-
poved́ı, najprv by sme dali podmienku na (n + 1)-vého nerda, potom by sme
vyberali farby.

Veta 3.4 ([3, str. 3]): ∀n,k ∈ N

(n+ 1− k)

⌊
n+ 1

k

⌋
= n(n+ 1)

⌊
n

k

⌋
Algebraický dôkaz:⌊

n+ 1

k

⌋
=

⌊
n

k − 1

⌋
+ (n+ k)

⌊
n

k

⌋
=

k(k − 1)

n− k + 1

⌊
n

k

⌋
+ (n+ k)

⌊
n

k

⌋
=

=
k(k − 1) + (n− k + 1)(n+ k)

n− k + 1

⌊
n

k

⌋
=

n(n+ 1)

n− k + 1

⌊
n

k

⌋

Čo ak by sme ale chceli, aby niektoŕı hádav́ı nerdi boli alebo neboli spolu
v jednej kolóne? Situácia, kde chceme aby boli spolu je jednoduchá, tvárime sa že
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dańı nerdi sú ako jeden jediný, potom sa postaráme o poradie v ich kolóne a sme
hotov́ı. Na to aby prvých r hádavých nerdov nebolo spolu budeme potrebovat’

trochu viac úsilia.

Defińıcia 3.2 ([3, str. 1]): r-Lahové č́ıslo
⌊
n
k

⌋
r
, n ≥ r znač́ı počet možnost́ı ako

rozdelit’ n rôznych prvkov do k neprázdnych usporiadaných množ́ın, ak prvých r
prvkov nemôže byt’ spolu v jednej kolóne.

Ak za r zvoĺıme jednotku, dostaneme priamo obyčajné Lahove č́ısla. Preto
identity, ktoré ukážeme že platia pre

⌊
n
k

⌋
r

budú iba zobecneńım už ukázaných pre

Lahove č́ısla. Treba nám ešt’e poznamenat’ jeden pŕıpad, ak r > k,
⌊
n
k

⌋
r

= 0

Otázka 3.5: Kol’kými spôsobmi vieme rozmiestnit’ n nerdov do k kolón tak, aby
žiadni z prvých r hádavých nerdov neboli spolu v jednej kolóne?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

⌊
n
k

⌋
r

Odpoved’ 2: Najprv rozmiestnime hádavých nerdov do samostantých r kolón. Po-
tom zo zvyšku vyberieme k−r nerdov ktoŕı budú stát’ na začiatku k−r prázdnych
kolón. Počet možnost́ı tohoto výberu je

(
n−r
k−r

)
. Potom zo zvyšných n − k ner-

dov berieme po jednom a určujeme každému samostatne, kol’ko má možnost́ı na
umiestenie sa. Vezmeme prvého nerda nk+1 (zo zvyšku), ten sa môže zaradit’ za
jedného z k − r nehádavých nerdov (pretože t́ı sú vybraný ako začiatok kolóny)
alebo môže ı́st’ do kolóny s hádavým nerdom. Hádavý nerd však nemuśı nutne
stát’ na začiatku kolóny, preto sa nerd nk+1 môže postavit’ na dve rôzne miesta
pre každého hádavého nerda. Spolu máme pre neho 2r + k − r = r + k možnost́ı
umiestenia. Nerd nk+2 má o jednu možnost’ umiestnenia viacej, vytvoril mu ju
predchádzajúci nk+1, bude mat’ teda r+k+ 1 možnost́ı na umiestnenie. Rovnako
dostane nk+3 o možnost’ viac než nk+2 atd. Posledný nerd nn bude mat’ r+ n− 1
možnost́ı. Celkovo tak dostávame

(
n−r
k−r

)
(r + k)(r + k + 1) . . . (r + n− 1).

Veta 3.5 ([3, str. 2]): ∀n,k,r ∈ N, n ≥ r k ≥ r⌊
n

k

⌋
r

=
(n+ r − 1)!

(k + r − 1)!

(
n− r
k − r

)

Otázka 3.6: Kol’kými spôsobmi vieme rozmiestnit’ n+ 1 nerdov do k kolón tak,
aby žiadni z prvých r hádavých nerdov neboli spolu v jednej kolóne?
Odpoved’ 1: Podl’a defińıcie

⌊
n+1
k

⌋
r
.

Odpoved’ 2: Postupujeme identicky ako v odpovedi 2 otázky 3.2. Predpokládame,
že n+ 1-vý nerd nieje hádavý, a teda v odpovedi nijako nezálež́ı na r.

Veta 3.6 ([3, str. 1]): ∀n,k,r ∈ N, n ≥ r k ≥ r⌊
n+ 1

k

⌋
r

=

⌊
n

k − 1

⌋
r

+ (n+ k)

⌊
n

k

⌋
r

Algebraický dôkaz: po prepise r-Lahových č́ısel pomocou vety 3.5 dostaneme

(n+ r)!

(k + r − 1)!

(n− r + 1)(n− r) · · · (n− k + 2)

(k − r)!
?
=
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?
=

(n+ r − 1)!

(k + r − 2)!

(n− r) · · · (n− k + 2)

(k − r − 1)!
+(n+k)

(n+ r − 1)!

(k + r − 1)!

(n− r) · · · (n− k + 1)

(k − r)!

a po vynásobeńı (k+r−1)!(k−r)!
(n+r−1)!(n−r)···(n−k+2)

nám ostane:

(n− r + 1)(n+ r)
?
= (k + r − 1)(k − r) + (n+ k)(n− k + 1)

čo po roznásobeńı ukazuje platnost’ vety.
Následujúca veta predstavuje zobecnenie vety 3.3.

Veta 3.7 ([3, str. 3]): ∀n,k,r ∈ N, n ≥ r k ≥ r

(k − r)(k + r − 1)

⌊
n

k

⌋
r

= (n− k + 1)

⌊
n

k − 1

⌋
r

K dôkazu sa opät’ dá dopracovat’ rozpisom pomocou vety 3.5 a úpravami.

Na záver ku vzt’ahom medzi r-Lahovými č́ıslami navzájom dodávame reku-
rentné vyjadrenie vzhl’adom ku počtu hádavých nerdov r.

Veta 3.8 ([3, str. 3]): ∀n,k,r ∈ N, n ≥ r k ≥ r⌊
n

k

⌋
r

= (k − r + 1)
n+ r − 2

k + r − 1

⌊
n− 1

k

⌋
r−1

+
n+ r − 2

k + r − 2

⌊
n− 1

k − 1

⌋
r−1

Algebraický dôkaz:⌊
n

k

⌋
r

=
(n+ r − 1)!

(k + r − 1)!

(
n− r
k − r

)
=

(n− r)!
(k − r)!

(
n+ r − 1

k + r − 1

)
=

=
(n− r)!
(k − r)!

((
n+ r − 2

k + r − 1

)
+

(
n+ r − 2

k + r − 2

))
=

=
(n− r)!
(k − r)!

(
n+ r − 2

k + r − 1

(
n+ r − 3

k + r − 2

)
+
n+ r − 2

k + r − 2

(
n+ r − 3

k + r − 3

))
=

=
n+ r − 2

k + r − 1
(k−r+1)

(n− r)!
(k − r + 1)!

(
n+ r − 3

k + r − 2

)
+
n+ r − 2

k + r − 2

(n− r)!
(k − r)!

(
n+ r − 3

k + r − 3

)
=

n+ r − 2

k + r − 1
(k − r + 1)

(n− r)!(n+ r − 3) · · · (n− k)

(k − r + 1)!(k + r − 2)!
+

+
n+ r − 2

k + r − 2

(n− r)!(n+ r − 3) · · · (n− k + 1)

(k − r)!(k + r − 3)!
=

= (k − r + 1)
n+ r − 2

k + r − 1

((n− 1) + (r − 1)− 1)!

(k + (r − 1)− 1)!

(n− r) · · · (n− k)

(k − (r − 1))!
+
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+
n+ r − 2

k + r − 2

((n− 1) + (r − 1)− 1)!

((k − 1) + (r − 1)− 1)!

(n− r) · · · (n− k + 1)

((k − 1)− (r − 1))!
=

= (k − r + 1)
n+ r − 2

k + r − 1

⌊
n− 1

k

⌋
r−1

+
n+ r − 2

k + r − 2

⌊
n− 1

k − 1

⌋
r−1

Navyše ak uvážime že z vety 3.7 plynie
⌊

n
k−1

⌋
r−1

= (k−r+1)(k+r−2)
n−k+1

⌊
n
k

⌋
r−1

dostávame⌊
n

k

⌋
r

=
(n+ r)(n+ r − 2)(k − r + 1)

(n− k + 1)(k + r − 1)

⌊
n

k

⌋
r−1

.

Otázka 3.9: Kol’kými spôsobmi sa môže rozostavit’ n nerdov pred x stánkov
s rôznymi učebnicami (každý stánok ponúka iné učebnice a môže sa stat’, že pred
nejakým stánkom nebude nikto stát’)?
Odpoved’ 1: Pôjdeme nerd po nerdovi, a zakaždým urč́ıme, kol’ko má možnost́ı na
umiestnenie. Prvý má x stánkov, pred ktorých sa môže postavit’. Druhý sa môže
postavit’ na koniec jednej z x front alebo sa môže obehnút’ a postavit’ pred jedného
nerda, má teda x+1 možných poźıcíı, kam pôjde. Tret́ı má x+2 možnost́ı, štvrtý
x+ 3 atd. Posledný nerd má x+n− 1 možnost́ı kam si stúpnut’, dohromady teda
celé rozmiestnenie môže prebehnút’ x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1) spôsobmi.
Odpoved’ 2: Podmienku si urč́ıme na počet stánkov, pred ktoré sa nepostavil žiade
nerd. Nech počet neprázdnych front pred stánkami je k. Najprv muśıme vybrat’

pred ktoré z x stánkov budeme umiestňovat’ nerdov. Pre k neprázdnych kolón sa
to dá spravit’ x(x − 1)(x − 2) . . . (x − k + 1) spôsobmi. Potom muśı dôjst’ k sa-
motnému rozdeleniu n nerdov do k kolón, čo sa dá spravit’

⌊
n
k

⌋
spôsobmi. Teraz

ešte muśıme sč́ıtat’ počet možnost́ı pre všetky k, čiže finálny výsledok bude suma∑n
k=1

⌊
n
k

⌋
x(x − 1) . . . (x − k + 1). Je dobré poznamenat’, že všetky sč́ıtance, kde

je k > x sú nulové.

Veta 3.9 (Lahova veta) ([5]): ∀n,x ∈ N

xn =
n∑

k=1

⌊
n

k

⌋
xn

kde xn = (x)(x + 1)(x + 2) . . . (x + n − 1) je tzv. stúpajúca mocnina a xn =
x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1) je tzv. klesajúca mocnina.
Ukázali sme, že veta plat́ı pre každé prirodzené x. Ale rovnako ako pri binomickej
vete v kapitole 1, na oboch stranách rovnice sú polynómy stupňa n, takže nám
stačilo ukázat’, že rovnost’ plat́ı pre n+1 rôznych hodnôt. My sme to však ukázali
pre nekonečne vel’a hodnôt (všetky prirodzené č́ısla), preto rovnost’ muśı platit’ aj
pre všetky reálne č́ısla.

Lahove č́ısla a derivácie e
1
x

Čo dostaneme, ak opakovane derivujeme funkciu e
1
x podl’a premennej x?

Určite tam bude samotné e
1
x vynásobené sumou mocńın x−1. Aké budú koefi-

cienty pred týmito mocninami? Pozrime sa na prvých pár derivácíı:
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n dn

dxn (e
1
x )

1 −e 1
xx−2

2 e
1
x (2x−3 + x−4)

3 −e 1
x (6x−4 + 6x−5 + x−6)

4 e
1
x (24x−5 + 36x−6 + 12x−7 + x−8)

5 −e 1
x (120x−6 + 240x−7 + 120x−8 + 20x−9 + x−10)

6 e
1
x (720x−7 + 1800x−8 + 1200x−9 + 300x−10 + 30x−11 + x−12)

Tabulka 3.2: Derivácie e1/x

Vidno, že koeficienty pred jednotlivými mocninami x−1 sú presne Lahove č́ısla.
A ako dokážeme, skutočne plat́ı nasledujúca veta:
Veta 3.10 [1, str. 40]: ∀n ∈ N, ∀x ∈ R6=0

dn

dxn
(e

1
x ) = (−1)ne

1
x

n∑
k=1

⌊
n

k

⌋
x−n−k

Algebraický dôkaz prevedieme indukciou podl’a n. Platnost’ rovnosti pre n = 1 je
zrejmá. Nech rovnost’ plat́ı pre n, ukážeme že plat́ı pre n+ 1.

dn+1

dxn+1
(e

1
x ) =

d

dx

(
(−1)ne

1
x

n∑
k=1

⌊
n

k

⌋
x−n−k

)
=

= (−1)n+1e
1
x

(
n∑

k=1

⌊
n

k

⌋
x−n−k−2 +

n∑
k=1

⌊
n

k

⌋
(n+ k)x−n−k−1

)
=

= (−1)n+1e
1
x

n+1∑
k=1

(⌊
n

k − 1

⌋
+

⌊
n

k

⌋
(n+ k)

)
x−n−k−1 3.2

=

3.2
= (−1)n+1e

1
x

n+1∑
k=1

⌊
n+ 1

k

⌋
x−(n+1)−k
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