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Uvod

Diferencidlni geometrie jakozto disciplina zabyvajici se lokdlnimi i globalnimi
vlastnostmi ktivek a ploch si v matematice za svou dlouhou historii vydobyla
vysostné postaveni. Nasazenim metod diferencialniho a integralniho poctu pfti
reseni geometrickych tiloh nejenze prinesla novy pohled pii popisu matematickych
objektu zkoumanych jiz od antickych dob, ale zejména umoznila dalsi prekotny
rozvoj poznatkl z rozliénych oblasti lidské ¢innosti, jako je kartografie, fyzika
nebo strojni inzenyrstvi. Mezi soucasnymi aplikacemi jmenujme piimé vyuziti
nékterych vysledku diferencialni geometrie v pocitacové grafice.

Tato préace rozebird pét vybranych tloh z diferencidlni geometrie rovinnych
ktivek, pfevazné se zamérenim na vypocty obsahii oblasti ohrani¢enych rovin-
nymi kfivkami. Dale se zaméruje na hledani parametrizaci nékterych vyznacnych
krivek, na evoluty, evolventy a na geometrickou povahou jim piibuzné trocho-
idy. Cilem prace je poskytnout ¢tenafi uceleny prehled nékterych aplikaci za-
kladnich poznatkt diferencidlni geometrie a rovnéz prezentovat nékteré ucinné
metody Feseni uloh s diferencialni geometrii souvisejicich. Rozebirana témata by
pritom méla byt pristupna i ¢tenaftim, které obeznameni s diferencialni geome-
trif ve vétsi mite teprve ceka, tedy zejména studentim matematickych obort.
V préaci se proto autor snazi klast diraz na nazornost a srozumitelnost textu
a prezentovanych postupi.

V prvni kapitole ¢tenar nalezne shrnuti zakladnich poznatki z diferencialni
geometrie rovinnych kiivek. U ¢tenare se predpoklada predchozi zvladnuti za-
kladii matematické analyzy a linedrni algebry. V této tvodni kapitole se pak
muze Ctenal seznamit s klicovymi pojmy a vysledky geometrie krivek, které vy-
uzivame v dalsich c¢astech prace. Snazime se pritom sice o strucny, ale presto
pokud mozno nazorny vyklad podpoteny grafickou i slovni geometrickou inter-
pretaci diskutovanych pojmt. Déle je do ivodu zarazen strucny vyklad k uzavre-
nym kiivkam a nékterym pro né specifickym pojmim. Na tomto misté je treba
uvést, ze pri zpracovani uvodni kapitoly vychazel autor ve velké mire ze svych
poznamek z prednasek vénovanym diferenciadlni geometrii, vedenych doc. RNDr.
Antoninem Slavikem, Ph.D. na pidé Matematicko-fyzikalni fakulty UK pro stu-
denty matematiky s ucitelskym zameérenim. Z nich byla také prevzata konvence
matematickych zapisi. Obecné lze Tici, ze tato prace vyuziva béznych matema-
tickych konvenci a definic, potencidlnimu ¢tenéfi jisté dobte zndmych.

Ve druhé kapitole prozkouméame vlastnosti rovnobéznych ktivek, véetné pro-
blematiky zavedeni tohoto pojmu. Specidlné se pak budeme soustiedit na uza-
viené rovnobézné kiikvy. Ve treti kapitole je diskutovana tzv. iloha o koze (angl.
goat problem), kde se vénujeme nejen vypoctu obsahii oblasti ohranic¢enych rovin-
nymi kiivkami, ale dotkneme se také pojmu evolventa rovinné krivky.

S pojmem evolventa alesponn co do geometrického vyznamu souvisi rovnéz
téma diskutované ve ¢tvrté kapitole. Zabyvame se zde trochoidami, s jejichz spe-
cidlnim pripadem — cykloidou — se jiz mnozi ¢tenari jisté setkali.

V paté kapitole je jiz ustfednim pojmem obsah, konkrétné obsah generovany
tecnymi useckami k zadané ktivce. Rozebirame zde odvozeni tvrzeni znamého
jako Mamikonova véta véetné jeho geometrickych aplikaci.

Posledni kapitola, vénovana rovnéz urcovani obsahti rovinnych oblasti, ma po-
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planimetru a podat matematické zdivodnéni jeho funkce.



1. Obecné o rovinnych krivkach

V této tvodni kapitole zavedeme zakladni pojmy diferencialni geometrie kii-
vek a uvedeme néktera tvrzeni, ktera budeme v pouzivat v kapitolach nasleduji-
cich. Soustfedime se zejména na kiivky v R?, tedy na kiivky rovinné. Pokusime
se pritom o co nejnazornéjsi geometrickou interpretaci vsech uvadénych pojmu.
Opirat se budeme pouze o tvrzeni ze zakladnich kurzi matematické analyzy a li-
nearni algebry, ostatni tvrzeni specificka pro teorii ktivek budeme uvadét véetné
ditkazl nebo alespon jejich naznaku.

Osnova této ivodni kapitoly vychazi z autorovych poznamek z predmétu Di-
ferencidlni geometrie vedeného doc. RNDr. Antoninem Slavikem, Ph.D. v akade-
mickém roce 2018/2019 na MFF UK. Z tohoto pfedmétu byly rovnéz prevzaty
symbolické konvence uzivané v této praci. Prehledny tvod do teorie kiivek lze
nalézt rovnéz v ucebnici (Tapp, 2016, str. 1 — 41).

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Parametrizovanou rovinnou krivkou rozumime diferencovatelné zob-
razeni ¢ : I — R?, kde I C R je interval. Obor hodnot takového zobrazeni se na-
zyvd obraz krivky c.

Na formdlni rozliSeni kiivky jakoZto zobrazeni z R do R? a jejiho obrazu ja-
kozto mnoziny bodii v R? se neklade vzdy diiraz, pii béZném pouzivani se tyto
pojmy cCasto zaménuji. Je vSak dobré si povSimnout, ze dvé kiivky s rtznou pa-
rametrizaci mohou mit stejny obraz. Uvedme jako priklad kiivky

clu) = (h) L uel-1:1],
d(v) = (COS“> . velo;n],

sinv

jejichz obrazem je v obou pripadech ptlkruznice o poloméru 1 se sttedem v po-
catku soustavy souradnic. Proto zavedeme jesté pojem ekvivalence krivek.

Definice 2. Rekneme, Ze krivky ¢ : I — R? a d : I, — R? jsou ekvivalentnf,
pokud existuje spojiteé diferencovatelnd bijekce s nenulovou derivaci f : Iy — I
takovd, Ze pro vsechna t € Iy je c(t) = d(f(t)). Krivku d pak nazgvame repara-
metrizace krivky c.

Na definici ktivky, resp. ekvivalence ktivek, lze nahlizet fyzikalni optikou. Ob-
raz kiivky muzeme chapat jako trajektorii, kterou opise hmotny bod pti svém
pohybu. Samotnou kiivku, tedy zobrazeni ¢ : I — R?, pak chdpeme jako funkci
udavajici polohu bodu v roviné v case t € I, tedy konkrétni zptsob, jakym je tra-
jektorie opisovana. Dva pohybujici se hmotné body mohou mit pri svém pohybu
shodnou trajektorii, mohou vSak také mit ve stejném case riznou polohu na této
trajektorii.



Definice 3. Derivaci krivky c, kterd je urcena svymi slozkami (x(t); y(t)), budeme

rozumeét vektor
1ip\ — x’(t)

Derivace krivky ¢ v bodé t ma pritom smer vektoru v tomto bodé k ni tecného.
Krivku ¢ nazveme requldrni v bodé ty € I, jestlize ||c'(to)|| # 0. Jinak rekneme,
ze bod to je singuldrnim bodem krivky c. Ddle rekneme, Ze je krivka c regquldrni,
pokud je reqularni v kaZdém bode I.

Derivace krivky méa opét ndzornou fyzikalni interpretaci. Udava rychlost hmot-
ného bodu v ¢ase t € .

Definice 4. Délkou krivky ¢ na intervalu [a;b] C I rozumime cislo

I=sup)_|lc(t;) —c(tiz)]l,
=1

kde suprémum bereme pres vsechna déleni D = {t;;a =ty < t;--- <t, = b}.

c(ti)

c(to) c(t,)

Obrazek 1.1: Lomena ¢ara aproximujici kivku c.

Suma v predchozi definici reprezentuje délku lomené cary, kterou vepiseme
kiivce c. Cim vice pak zjemnime déleni intervalu [a;b], tim lépe lomend Cara
kiivku ¢ aproximuje. Fyzikalni interpretace délky kiivky je zfejmé — jde o drahu,
kterou uraz{ hmotny bod béhem svého pohybu. Definice [ prilis dobfe neposlouzi
pro obecné vypocty, lze z ni vsak odvodit vztah pro presny vypocet délky krivky
¢ na intervalu [a; b]:

- /ab||c’(t)|| dt . (1.1)

Definice 5. Rekneme, Ze krivka ¢ : I — R? je parametrizovdna obloukem, jestlize
pro vsechna t € I je ||c'(t)]| = 1.

V nasledujicich kapitolach budeme pti obecnych vypoctech u kiivek predpo-
kladat pravé parametrizaci obloukem. Neni divu, je-li ktivka ¢ parametrizovana
obloukem, jsou zajistény nasledujici vlastnosti:
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o kfivka c¢ je regularni,
o délka krivky ¢ na intervalu [a;b] je dle vztahu (1.1]) rovna b — a.

Je ovSem na misté otazka, zda viibec pro kazdou kfivku parametrizace oblou-
kem existuje.

Pfedpokladejme, ze ¢ : I} — R? je reguldrni parametrizovand kiivka. Zvolme
bod ty € I; a definujme funkci s(¢):

s(t) = [/}l du.

Pro reguldrni kiivku ¢ spliiuje tato funkce predpoklady uvedené v Definici [2], plati
totiz §'(t) = ||c/(¢)|| > 0. Jde tedy o prostou funkci zobrazujici interval [; na jiny
interval I5. K reparametrizaci kiivky ¢ lze tak vyuzit inverzni funkci #(s). Novou
parametrizaci d(s) = c(t(s)), s € I, miuzeme derivovat jako slozenou funkci:

1A' ()| = lIe'(t(s))t' ()| =

Je vidét, ze pro kazdou regularni kiivku c¢ existuje parametrizace obloukem,
ackoliv analytické vyjadieni funkce t(s) muze byt v konkrétnich pripadech ne-
mozné. 7 fyzikalniho pohledu odpovidéd parametrizace obloukem pohybu, kdy
hmotny bod opisuje obraz krivky ¢ jednotkovou rychlosti.

Definice 6. UvaZujme krivku c : I — R2. Dvojici vektori

nazveme Frenetuv repér krivky ¢ v bode t. Vektor T, resp. N nazgvdme tecny,
resp. normdlovy vektor krivky c.

Normaélovy vektor N tedy ziskame tak, ze teény vektor T oto¢ime o thel +m/2.
Je-li kiivka ¢ parametrizovana obloukem, plati navic T(¢) = c/(¢). Je vhodné
si povsimnout, ze vektory T a N tvori spole¢né ortonormélni bazi ve vektorovém
prostoru R2.

1.2 Krivost rovinné krivky

Ktivost jakozto dulezity parametr popisujici lokalni vlastnosti kiivek i ploch
patfl mezi tstfedni pojmy diferencialni geometrie. Zacneme ponékud formalni
definici krivosti, dale se pokusime nazornéji nastinit i jeji geometricky vyznam.



Definice 7. Necht je ¢ : I — R? requldrni krivka a T(t), resp. N(t) jeji tecny,
resp. normdalovy vektor. Pak cislo

T'(t) - N(#)

le (@)l

K(t)

nazveme krivost krivky c v bode t.

Véta 1. Necht je c: I — R? requldrni krivka. Pak pro vsechna t € I plati

_ det (') [c"(2))

0= emp

Diikaz. Vzorec pro vypocet kiivosti odvodime pouhym rozepsanim definice kii-
vosti:

_T() N@#) _ 1 c'(t)
k(t) = le'(1)]] ' (@)l (Hd(t)

! L .
a llc’ ()| l(”c/(t)”) c'(t) - N(t) + WC (t) - N(t)

Skalarni soucin ¢'(t) - N(¢) je ovSem roven nule, nebot jsou vektory navzajem
kolmé. Po zjednoduseni hranaté zavorky tedy dostaneme:

H)I'N(“

1
Al @)l

- Hc/(lwus @Eg) | (@Ei

K(1) c(t) - N(t)

DY _ 1 () )
) ) = eor (y'<t> y"<t>> '

1.2.1 Frenetovy vzorce

Frenetovy vzorce jsou nastrojem umoznujicim efektivni obecné vypocty de-
rivaci tecného a normdélového vektoru s vyuzitim kfivosti. Zacneme uvedenim
pomocného tvrzeni.

Lemma 2. Necht je F(t) pro vsechna t € I jednotkovy rovinny vektor. Potom
pro vsechna t € I plati

F'(t)-F(t) =0.

Diikaz. Protoze je vektor F(t) jednotkovy, plati F(t)-F(¢) = 1. Nyni tuto rovnost
zderivujeme. Derivace pravé strany je rovna nule, levou stranu rozepiseme:



(F(t) - F(1)) = F'(t) - F(t) + F(t) - F'(t) = 2F(1) - F(t) = 0.

z ¢ehoz dostavame vztah, ktery jsme chtéli dokézat.

Véta 3 (Frenetovy vzorce). Necht c: I — R? je requldrni krivka. Pak pro viechna
t € I plati tzv. Frenetovy vzorce:

« T'(t) = (Ol ®)N(),
« N'(t) = =r(®)ll'(®)T ()

Diikaz. Protoze vektory T(s) a N(s) tvori ortonormélni bazi v prostoru R?
muzeme psat

T'(t) = (T'(t) - T(¢)) T(t) + (T'(£) - N(£)) N(#) .

Skalarni souc¢in T'(¢) - T(¢) je dle Lemmatu [2[ nulovy. Pro druhy skaldrni soucin
pak z definice krivosti dostavame

T'(t) - N(t) = s(®)[['(D)]].

Proto plati

T'(t) = w(t)I'()IN() .

Obdobné lze zapsat také derivaci normalového vektoru:

N'(t) = (N'(t) - T(#)) T() + (N'(t) - N(#)) N() .

Skalarni souc¢in N'(¢) - N(¢) je opét dle Lemmatu [2{ nulovy. Dale si v§imnéme, ze

(T(t)-N(t)) =T'(t)-N(#)+T(t) - N'(t) =0.

Z posledni rovnosti a z definice kiivosti vyplyva:

N'(t) - T(t) = =T'(s) - N(t) = —x(t) [l (@),

tedy

N'(t) = =s(®)lI' O T(t) -



1.2.2 Geometricky vyznam krivosti a tthlové zobrazeni

Véta (1| poskytuje navod, jak vypocitat kiivost regularni krivky s obecnou
parametrizaci. Abychom mohli podat o néco nazornéjsi geometrickou interpretaci
kiivosti, podivame se blize na kfivost kfivek parametrizovanych obloukem. Pro
né dle Definice [7] plati

k(s) =T'(s) - N(s).

Predstavme si, Ze se na kfivce ¢ posuneme z bodu c(s) do bodu c(s+ As), jak je
vidét na Obrazku [I.2] Pak priblizné plati

(s) ~ T(s+ As) —T(s) N(s) = T(3+As)-N(s)‘

As As
Vyraz v ¢itateli udava prumét vektoru T(s + As) do sméru daného normalovym
vektorem N(s). Sta¢i-li se pri rostoucim s vektor T do sméru daného vektorem
N(s), pak je kiivost kiivky ¢ v bodé s kladnd. Navic ¢im vétsi je otoceni vektoru
T, tim je vétsi i kiivost. Naopak, staci-li se vektor T proti sméru vektoru N(s),
pak je krivost kfivky ¢ zaporna.

Obrézek 1.2: U krivky s kladnou krivosti v bodé s se pro rostouci hodnotu para-
metru staci tecny vektor do sméru normalového vektoru v bodé s.

Dalsi geometrickou interpretaci kiivosti poskytne nasledujici véta, ve které
zaroven zavedeme pojem uhlové zobrazend.

Véta 4. Necht je c : I — R? krivka parametrizovand obloukem a o : I — R
diferencovatelna funkce takovd, Ze pro vsechna s € I je



Potom o(s) = k(s). Funkci o nazgvdme thlové zobrazeni prislusné vektoru T.

Dikaz. Derivaci vektoru T dostaneme

N —sina(s))
T'(s) = a'(s) ( cos a(s) ) = a'(s)N(s).
Z Frenetovych vzorcu zéroven vyplyva T'(s) = k(s)N(s). Porovnanim obou
vztaht ziskdme o/(s) = k(s).

]

Ze zpusobu, jakym jsme zavedli funkci a(t), vyplyva, ze jde o orientovany thel,
ktery svird vektor tecny T s kladnou poloosou z. Dle Véty [ tedy krivost x pro
krivky parametrizované obloukem udava tihlovou rychlost otaceni tecného vektoru
T. Podrobnéjsi pojednani o krivosti a o jejim geometrickém vyznamu spolecné
s ndzornymi ilustracemi nalezne ¢tenar v publikaci (Tapp, 2016, str. 32 — 36).

1.3 Evolventy a evoluty

V této sekci nejprve zavedeme pojem oskulacéni kruznice. Nasim cilem bude
nalézt pro reguldrni kiivku ¢ : I — R? v bodé t € I takovou kruznici, kterda ma
kiivost (t), tedy stejnou, jakou ma samotna krivka c. Motivaci je fakt, Ze se-
strojeni kruznice jakozto nejjednodussiho nelinearniho utvaru je snadné, a proto
muzeme kruznici s vhodnou kifivosti kiivku v okoli bodu c(t) efektivné aproxi-
movat. Napt. ve fyzice se tim na slozitych trajektoriich usnadni vypocty veli¢in,
jako je dostredivé zrychleni.

Nejprve si rozmyslime, jaky ma mit oskula¢ni kruznice polomér. Vyjdeme
z parametrizace kruznice o poloméru R, z niz pomoci Véty [I] zjistime krivost
kruznice:

Rcost
k(t) = (Rsint) , te|0;2m].

Determinant matice sestavené z vektort prvni a druhé derivace kiivky k je

det (K'(1) | K" (1)) = <‘RRC i :g‘;fz) — Rsin?(t) + R? cos?(t) = R?.

Pro normu prvni derivace pak dostaneme ||k’(t)|| = R. Ze vztahu daného Vétou
plyne

Oskula¢ni kruznice regularni kiivky c s kfivosti K méa tedy v bodé ¢, kde
k(t) # 0, polomér

11



Dale, ma-li oskula¢ni kruznice dobre aproximovat krivku ¢ v bodé ¢, musi
jeji polomér smétujici do bodu ¢(t) byt kolmy na tecny vektor T(t). Oskulaéni
kruznice méa proto stred

S(t) = c(t) £ R(N(t),

kde volba znamenénka zavisi na tom, zda se vektor tecny staci do sméru, resp.
proti sméru normalového vektoru, tedy na znaménku kiivosti (viz Obréazek [1.3]).
Elegantnéji zapiseme parametrizaci sttedu oskulacni kruznice nasledovneé:

Obréazek 1.3: Oskula¢ni kruznice kiivky ¢ (modie) v bodé t;, kde je kiivost x
zaporna a v bodé t, kde je kladna.

Definice 8. Oskulacéni kruZnice requldrni krivky ¢ : I — R? v bodé t € I, kde
k(t) # 0, je kruznice s polomérem

1
= Lo
a se stredem v bodé
S(t) = c(t) + N()

ktery se nazyva stred krivosti krivky ¢ v bodé t.
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Parametrizace stiedu krivosti rovinné kiivky je vlastné nova kiivka e, jejiz
obraz predstavuje mnozinu stfedt kiivosti kiivky c. Ktivku e nazyvame evoluta
krivky c.

Definice 9. Necht je ¢ : I — R? requldrni krivka, kde pro viechnat € I je k(t) #
0. Pak se krivka

nazyvd evoluta krivky c.

Definice 10. UvaZujme requldrni krivku c : I — R? a zvolme ty € 1. Md-li krivka
d pro vSechna t € I a néjaké a € R parametrizaci

c'(t)
Il @l

pak Tekneme, Ze je evolventou krivky c. Je-li navic krivka ¢ parametrizovina ob-
loukem, pak md pro dané a € R jeji evolventa parametrizaci

d(t) = e(t) + <a _ /tj||c’(u)|| du>

d(s) =c(s) + (a—s)c(s).

S evolventami se setkame napr. v Kapitole [3] kde nazorné uvidime, ze evol-
venta d krivky ¢ predstavuje trajektorii pevné zvoleného bodu na ptrimce, ktera
se vali po kiivce c. |a| je pak vzdédlenost tohoto bodu od bodu c(ty). Evolventa
rovinné k¥ivky ¢ tedy neni urc¢ena jednoznacné. Dokazme jesté jedno tvrzeni pro-
zrazujici souvislost mezi evolventami a evolutami.

Véta 5. Necht je krivka ¢ : I — R? parametrizovdna obloukem, T, resp. N jeji
tecnyj, resp. mormdlovy vektor a krivka e : I — R? je jeji evoluta. Ddle predpo-
kladejme, Ze krivost k krivky ¢ ma spojitou nenulovou derivaci. Pak je krivka c
evolventou krivky e.

Dikaz. Protoze je e evolutou c, plati

Napiseme parametrizaci evolventy kiivky e. K tomu je tfeba najit jeji tecny vek-
tor. Pri upravé vyuzijeme Frenetovy vzorce:

KO nin - L v - O
N T = — N,

Z posledni rovnosti vidime pottebu predpokladu, Ze x'(t) # 0 pro vSechna t € I.
V bodé, ve kterém by nastala rovnost, ma kiivka e singuldrni bod. Protoze je
vektor N(t) jednotkovy, dostaneme, Ze

13



Zvolme ty € I. Evolventa ktivky e ma parametrizaci

e'(?)

e(t) + (a - /t:He,(U)H d“) )] -
N(?) (a R ()] du) sen(k/(t))N(t) =

k(t) to K2(u)

N(#) ! R (u)
c(t) + ) (a — /to sgn(/{’(u))/#(u) du | sgn(x'(t))N(t) .
Z integralu lze funkci sgn(x/'(u)) vytknout, nebot diky predpokladu o spojitosti
a nenulovosti £’ ma tato funkce konstantni znaménko. Misto sgn(x'(u)) muzeme
tedy psat kupiikladu sgn(x’(ty)):

c(t) +

o B R
| sens () 3y B = sl () [ e d

_sgnk'(to) | sgnk'(to)  sgnw'(t) | sgnw'(fo)

D) Rt k(D) T st

Dosazenim tohoto vysledku do parametrizace evolventy kiivky e dostaneme

N(@) (, ,seun'(t) senw'(to)) _
e e A PRI

N(t) (a _ sgn+'(to)
k(to)

) sen(w (1)N(1) =

Pro a = (sgnr’'(t9))/(k'(to)), coz je konstanta nezavisejici na parametru t, dosta-
vame, ze kiivka c je evolventou své evoluty e, coz jsme chtéli dokazat.
[

Jak jsme zminili jiz diive, evolventa rovinné kiivky ¢ dana vztahem v Defi-
nici [I0] nenf uréena jednoznacéné. Pravé dokdzand véta vSak rika, ze pro vSechna
a € R maji tyto evolventy spole¢nou evolutu — ktivku c.

1.4 Uzavrené krivky
Poznatky sepsané v této ¢asti vychazi prevazné z autorovych poznamek z pred-

metu Vybrané kapitoly z diferencidlni geometrie vedeného doc. RNDr. Antoninem
Slavikem, Ph.D. v akademickém roce 2020/2021 na MFF UK.
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Definice 11. Eekneme, Ze kiivka c : [a;b] — R? je uzavrend, jestlize pro krajni
body a, b plati c(a) = c(b). Je-li navic zobrazeni ¢ na intervalu [a;b) prosté, mlu-
vime o jednoducé krivce.

Méné formalné muizeme tici, Ze jednoducha kiivka je takova, ktera v zadném

bodé sama sebe neprotina. Vyjimkou je poc¢atecni bod, ktery u uzaviené kiivky
splyva s koncovym bodem.

1.4.1 Rotacni index rovinné krivky

Definice 12. Rotacnim indezem reguldrni uzavrené krivky c : [a;b] — R?, pro
kterou plati c'(a) = c'(b), rozumime cislo

kde a(t),t € [a;b], je uhlové zobrazeni prislusné tecnému vektoru T(t).

Definice je zformulovana tak, aby ¢islo n udévalo orientovany pocet otacek,
které vykona vektor T, probéhne-li parametr ¢ cely interval [a;b]. Diky predpo-
kladu c(a) = ¢/(b) plati, ze vektor T se oto¢i o ihel odpovidajici celo¢iselnému
nasobku 2. Praveé tento celociselny nasobek odpovida cislu n. Pro tuplnost do-
dejme, Ze znaménko rota¢niho indexu zavisi pouze na sméru, jakym krivku c
probihdme. Viz rovnéz (Tappl 2016, str. 37).

Obréazek 1.4: Vlevo: Uzaviend krivka s rotacnim indexem nula. Vpravo: Krivka
s rotacnim indexem dva.

Nabizi se vztah uvedeny v definici rotacniho indexu dale prepsat:

n:a(b);ﬂam):;T/lea’(t)dtz;ﬂ/abn(t)dt. (1.2)

Posledni rovnost plati pouze v ptripadé, kdy je krivka ¢ parametrizovana oblou-
kem.
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Zmame-li obraz krivky ¢, mtize byt v nékterych pripadech urceni otacek vek-
toru T snadné, viz Obrézek [1.4] Je vSak vhodné uvést i vzorec pro vypocet rotac-
niho indexu z parametrizace kiivky ¢, a to alespon pro kfivky parametrizované
obloukem.

Véta 6. UvazZujme requldrni uzavienou krivku ¢ : [a;b] — R s parametrizact
obloukem:

Pak je jeji rotacni index

1

n=—
2

[ (5) — a5}/ () ds.

Diikaz. Pro ktivku s parametrizaci

Uvedme jesté bez dikazu jedno zdanlivé trivialni tvrzeni o rota¢nim indexu,
které pozdéji vyuzijeme.

Véta 7. Pro uzavrenou jednoduchou krivku je n = +1.

Tuto vétu o rotacnim indexu jednoduché kiivky intuitivné uzival jiz Bernhard
Riemann, korektni ditkaz byl vSak podéan az roku 1935 — viz (Chern, (1967, str. 23).
Pro Vétu([7|se mezinarodné ustalil ndzev Umlaufsatz, v némciné tedy doslova Véta
o obéhu.

1.4.2 Oblast ohrani¢ena uzavrenou krivkou

Nez uvedeme vztah pro vypocet oblasti ohranicené jednoduchou uzavienou
krivkou, podivejme se nejprve na zptisob, jakym lze uréit obsah mnohothelniku,
u néjz zname souradnice vsech vrchola.
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Véta 8. Oznacme souradnice vrcholi n—ihelniku v kladném smeéru postupné

(z1391) 5 (T2392) 5 ooy (@isyi) s oy (TnsYn)

a polozme x, 11 = T1, Ypr1 = y1. Pak je obsah n—ihelniku

1 n n

S = 9 Z (zi — Tiy1) (Wi + Yiy1) = 2 Z (TiYip1 — Tig1¥s) -
=1 =1

Diikaz. Staci dokazat prvni rovnost, protoze obé sumy ve vzorcich si jsou rovny.
Po rozepsani prvni sumy totiz dostaneme

(5 = Tig1) (Wi + vir1) = D (@i — Topa¥irr) + D (Tiliyr — Tiga¥i)
=1 =1 =1
=0+ > (Ti¥ip1 — Tipa¥s) -

i=1

(2

Déle je tteba dokazat, Ze se platnost vzorce nezméni pti posunuti mnohothelniku
v soustaveé souradnic. PTi zméné prvni, resp. druhé souradnice vSech vrcholi o Az,
resp. Ay dostaneme

(7 + Az — 2501 — A) (Y + yiq1 +2Ay) = Z (5 — wig1) (i + Yisr) +

n

()

—_

1

=

(Ii+1; l/i+1)

Yit1

Yi

Obréazek 1.5: K vypoc¢tu orientovaného obsahu lichobézniku pod stranou n-—
uhelniku.

Posledni ¢len je roven nule, invariance vic¢i posunuti v soustavé souradnic proto
plati. Pro potiebu diitkazu tedy mtzeme umistit mnohotihelnik do prvniho kvad-
rantu. Uvazujme nyni lichobézniky s vrcholy v bodech (z;;0), (2;11;0), (x;;y;)
a (2ip1;yis1) tak, jak je vidét na Obrazku [1.5] Jejich orientované obsahy jsou
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Yi + Yit1

S; = (iUz - $i+1) 9

Soucet obsaht S; d& obsah S tak, jak je uvedeno ve Vété 8 coz jsme chtéli do-
kazat.

[]

Upozornéme jesté na pozadavek, ze vrcholy n—ihelniku ¢islujeme v kladném
sméru. Pokud bychom od tohoto pozadavku upustili, mél by obsah S dany Vétoul§]
vyznam orientovaného obsahu, kdy se obsahy vypoctené pri rtiznych smérech ¢is-
lovani vrcholii n—thelniku 1isi az na znaménko. Nyni prejdeme k vypoctu obsahu
oblasti ohrani¢ené jednoduchou krivkou, pricemz budeme uvazovat pravé oriento-
vany obsah, jehoz znaménko zavisi na sméru probihani krivky. Dikaz naznac¢ime
s vyuzitim predchozi véty.

Véta 9. Orientovany obsah oblasti ohranicené jednoduchou kladné orientovanou
krivkou s parametrizact

je

I
Q\
>
&
—~
~
S—
@\
—
~
SN—
QL
5y

=3 [ @y @) ~ () dr

Diikaz. Zvolme déleni D intervalu [a; b] nésledovné
D=A{tya=t <---<t, <ty =0b}.

Oblast ohrani¢enou ktivkou ¢ aproximujeme n—ihelnikem, jehoz vrcholy maji
soutadnice (z(t;); y(t;)). Dle Véty |§ je obsah takového n—tihelniku

-

@
Il
—

[2(t)y(tiva) — x(tiv1)y(ts)]

[2(t)y(tiv1) — z(t)y(ti) — z(tip)y () + 2(t:)y(t:)]

-

@
I
-

[2(t:) (y(tivr) — y(t) — y(ti) (z(tigr) — z(t:))]
)ﬁ(tm) — z(t;) (

tiv1 —t;

@
Il
—

[e(ti)y' (t:) — y(ts)a' ()] (tiga — ti) -

7

tiv1 — i)

-

@
I
—

Q

Il
N|—= NI~ N~ N~ N -
NgE

-

Il
—

7

V limitnim pripadé, kdy |D| — 0, dostaneme obsah oblasti ohrani¢ené kiivkou c:
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=5 [ G o - @) .

Vyraz a/(t)y(t) lze navic upravit pomoci pravidla pro derivovani souéinu funkei
nasledovné:

' (ty(t) = [=(O)y(®)) — =(t)y'(t)

Dosazenim do vztahu pro vypocet obsahu pak dostaneme

2/ — (z(t)y(®) + z(t)y (1)] dt
/ 22(t)y/(t) dt—;/a [z (t)y (1)) dt
_/ ﬁ_;<ww@—xwmww

Posledni zavorka je vsak pro uzavienou kfivku rovna nule. Dokazali jsme tedy
obé rovnosti dané Vétou [
O

Véta [ byva castéji odvozovana jako dusledek Greenovy véty, kterd udava
souvislost mezi kfivkovym integralem druhého druhu pres uzavienou krivku c
a plosnym integralem pres oblast, kterou obraz kiivky ¢ ohranicuje, viz (Stewart),
2008, str. 1055-1058).

1.4.3 Obsah parametrizované plochy

Kromé oblasti ohrani¢enych rovinnou kiivkou budeme chtit urcit také obsahy
oblasti, jez 1ze popsat jako parametrizované plochy.

Definice 13. Parametrizovanou plochou rozumime diferencovatelné zobrazeni
f:IxJ—=R3 kdeI,JCR jsou intervaly.

Parametrizovanou plochu obvykle urcujeme slozkami (z(u,v); y(u,v); z(u,v)).

Definice 14. Parcidlni derivaci plochy f : I x J — R3 podle parametru u € I,
resp. v € J rozumime vektor

of _ [ 0z(uw) Oy(u,w) 0z(uw)
%(U/,U) - ( au ) au ) 8U ’ resp.

% o) = <8$(u,v)_ Dy(u,v) . 8z(u,v)> |

%(’ ov = ov T Ov

Nyni uvedeme vztah pro vypocet obsahu plochy v R3. Ditkaz pouze naznacime.
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Obrazek 1.6: Parcidlni derivace plochy spolu s bodem f(u,v) uréuji rovinu tecnou
k plose v bodé (u,v).

Véta 10. Obsah plochy f: I x J — R3, kde I = [a;b] a J = [c;d], je roven

]

IxJ

dv du

of of
% (U,U) X %(U,’U)

Diikaz.  Zvolime déleni D; = {u;;a = ug < -+ < u, < v,41 = b} intervalu [
a obdobné déleni D; = {v;;¢c =v1 < -+ < Uy, < Vpppp1 = d} intervalu J.

Obraz plochy f v R? oznaé¢ime A. Vyberme z mnoziny I x J obdélnik s vrcholy
(wi,v5), (Wit1,05), (Wit1,0541), (wi,vi41). Délky stran obdélniku jsou (uir1 — u;)
a (vj41—v;). Jeho obrazem je jistd mnozina A;; C A, jak je vidét na Obrézku
Tuto mnozinu A;; nasledné aproximujeme rovnobéznikem vymezenym vektory

of of

%(Ui,%‘)(um —u;) a %(uivvj)(vj—l-l —vj).

Obsah tohoto rovnobézniku lze vypocitat jako normu vektorového soucinu vyse
uvedenych vektorti:

of of
Sij = H%(UM}J‘)(UM = ui) X o (u307) (Vg = vj)

of of
= Ha—u(%l}j) X %(Uz',vj)

(i1 — ui)<vj+1 - Uj)

a priblizné odpovidéd obsahu oblasti A;;. Soucet téchto obsaht je

of of

S = ZZ %(uiavj) X %(uiavj) (Ui+1 - Ui)(vj.H — Uj) .

i=0 j=0

V limitnim p¥ipadé, kdy |D;|, |Ds| — 0, pak dostavdme presné obsah .S mnoziny
A dany dvojnym integralem:
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dudv,

S = // %(u,v) X %(u,v)

IxJ

coz je vztah uvedeny ve Vété [10]

f(u;,v))

(i, vj41) (Wit1,vj41)
[ ] o
[ ] [ ]
(ui’ vj) (ui+1a 'U]')

Obrézek 1.7: Mnozina A;; (vpravo) je obrazem obdélniku v mnoziné I x J.

f(u;, v;)

of
il (U-i: Q,’) (Uf+1 - Uf)

on of

5y (i i) (Vi1 = vj)

Obrazek 1.8: Oblast A;; 1ze aproximovat rovnobéznikem, ktery je vymezen par-
cidlnimi derivacemi v bodé (u;,v;).

Véta [10] udava obsah plochy v R?, v nasledujicich kapitolach se viak budeme
zabyvat vyhradné rovinnymi ttvary. V prostoru R? neni vektorovy souéin defi-
novan, miiZzeme si ale predstavit, Ze jde o podprostor R? dany obecnou rovnici
z = 0. Normou vektorového soucinu rovinnych vektorti a = (a1,a2) a b = (by,b2)
tedy budeme rozumét cislo:

||(CL1,CL2,0) X (bl,bQ,O)H = |CL1b2 — a21)1| . (12)
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2. Rovnobézné krivky k zadané
krivce

Mnozi ¢tenari se pravdépodobné jiz setkali s nékterou variantou nasledujici
ulohy. Predstavme si, Ze mdme obepnout zemsky rovnik provazem tak, aby byl
provaz ve vysce jednoho metru nad zemskym povrchem. O kolik musi byt provaz
delsi nez samotny rovndk? Situace je znézornéna na Obrazku [2.1]

natazeny provaz

Obrazek 2.1: K 1loze o provazu kolem zemského rovniku.

Uvazujme, ze Zemé mé polomér r a vzdalenost provazu od zemského povrchu
je 1, vzdélenost provazu od stiedu Zemeé je tedy r + 1. Snadno pak zjistime délku
provazu [, v zavislosti na r:

l,=2m(r+1)
=27r + 2m.

Prvni ¢len nepfedstavuje nic jiného nez délku zemského rovniku. Druhy ¢len
je praveé hledany rozdil. Pfeneseme-li se tedy zpét k fyzikalni povaze tlohy, odpo-
vime, ze provaz, ktery by se ,vznasel“ ve vysce 1 metr nad zemskym rovnikem,
by musel byt o 27, tedy pfiblizné o 6,28 metria delsi nez samotny rovnik. Jiz
tento zaver se mize zdat mnohym zaktm zakladnich ¢i stfednich skol znacéné ne-
intuitivni, nebot nalezeny rozdil je oproti rozmérim Zemé zdanlivé zanedbatelny.
Jesté vice mozna prekvapi fakt, ze rozdil délky provazu a zemského rovniku viibec
nezavisi na r, tedy na polomeéru kruznice, kterou provazem obepiname!

V této konkrétni tiloze jsme popsali, jak spolu souvisi délky dvou kruznic, které
maji konstantni vzdéalenost 1. V této kapitole prozkouméame pribuzné problémy
mnohem obecnéji a podivame se, jak spolu souviseji délky dvou libovolnych uza-
vienych rovnobéznych krivek. Kromeé toho porovname také jejich krivost a obsahy
oblasti, které ohranic¢uji, a vyvodime dalsi zajimavé dtsledky.
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2.1 Zakladni vlastnosti rovnobéznych krivek

Zacnéme Tesenim ulohy, kterd je formulovdna napt. v (DoCarmo, (1976, str. 47,
cvicen{ 6). Je ddna jednoduchd, kladné orientovana kiivka c : [0;{] — R? s para-
metrem s. Necht je dale T(s), resp. N(s) jeji te¢ny, resp. normélovy vektor a x(s)
jejl ktivost v bodé s. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze je kiivka parametri-
zovana obloukem. Uvazujme, Ze d je krivka s parametrizaci

d(s) =c(s) —rN(s), se]l0;]],

kde r je kladna konstanta. Bod d(s) tedy ziskame tak, Ze se z bodu c(s) posuneme
proti sméru norméalového vektoru N o vzdélenost r. Tehdy fikame, Ze kiivka d je
s kiivkou ¢ rovnobéznd. Situaci ilustruje Obréazek 2.1} Pozdéji budeme uvaZovat
i posunuti ve sméru normalového vektoru.

Obréazek 2.2: Parametrizace kiivky d rovnobézné k zadané ktivce c.
Najdéme nejprve délku kiivky d dle vztahu . Je tedy treba vypocitat jeji
derivaci, pri upravé vyuzijeme Frenetovy vzorce.
d'(s) = c(s) = rN'(s) = T(s) + rx(s)T(s) = (1 + rr(s)) T(s)

Predpokladejme dale, ze pro vSechna s je 1 + rx(s) > 0. Kfivka d je pak
ve vSech bodech regularni, protoze vyraz 1 + rk(s) je vlastné velikost tecného
vektoru ktivky d v bodé s. Nyni snadno vypocitame délku krivky d:

l l l
o= [ )l ds = [ 14 rs(s)ds =147 [ n(s)ds.
0 0 0
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Na tomto misté pripomenme souvislost x(s) a thlového zobrazeni a(s), které
udava odchylku te¢ného vektoru krivky ¢ od kladné poloosy = v bodé s. Plati
k(s) = d'(s). Nas vztah pro vypocet [, tedy mizeme dale upravit:

la=1+ 7’/0[ ' (s)ds =14 r(a(l) —a(0))

Protoze krivka ¢ je jednoducha a kladné orientovana, plati dle Véty [7]a dle vztahu
(11.2) a(l) — a(0) = 27. Dostavame tedy

ld:l+27ﬂ", (21)

Tento vysledek je v souladu s fesenim tlohy o provazu obepnutém kolem rovniku
— rozdil délek dvou libovolnych rovnobéznych jednoduchych krivek zavisi pouze
na jejich vzdalenosti 7!

Podivejme se dale na kiivost krivky d, vyuzijeme pritom Vétu [l udavajici
vzorec pro vypocet kiivosti. Zacneme vypoctem druhé derivace d:

d’(s) = (1 4+ rk(s)) T(s) + (1 +rx(s)) T'(s)
=1k (s)T(s) + (1 +rr(s)) (s)N(s).

Prvni vektor v souctu je nasobkem vektoru d’(s). Determinant vystupujici ve
vzorci pro vypocet kg se tedy zjednodusi:

a(s) = det (d'(s) | d"(s))
[d'(s)]?
_ det (1 +7k(s)) T(s)| (1 +7k(s)) k(s)N(s))
(14 rk(s))?
k(s) (1 4 rk(s))

= ey et TN

Protoze jsou vektory T a N jednotkové a navzajem kolmé, mizeme v jejich sméru
zvolit osy soustavy souradnic. Determinant vystupujici ve vztahu pro vypocet kg4
je pak roven 1. Po zkraceni zlomku tak dostavame vztah kiivosti rovnobéznych
jednoduchych krivek ¢ a d.

Ka(s) = 1—552(3) (2.2)

Nyni se pokusime nalézt souvislost mezi obsahy oblasti ohrani¢enych rovno-
béznymi kiivkami ¢ a d. Vyuzijeme pfitom vztah uvedeneny ve Vété [0 ZapiSeme
parametrizaci ktivky ¢ po souradnicich:



Vyjdeme z definice kiivky d a zapiseme i jeji parametrizaci po slozkach, pro
prehlednost tyto slozky oznacime u(s), v(s):

Dosadime do vztahu pro vypocet obsahu Sy oblasti ohranicené kiivkou d daného
Vétou [

= 1/lu (s)v'(s) —u'(s)v(s) ds
2/ )+ 1y (s)] - [y (s) = ra”(s)] — [2'(s) + vy (s)] - [y(s) — ra'(s)] ds

Po roznasobeni zavorek a serazeni jednotlivych clent zapiSeme integral souctu
jako soucet integralii:

Si=y [ #oW/(s) — ()l ds + (@)
bgr [ 4y () ds + (b)
o [ (s) — 2 (5)y (5)ds - ©
— o [ a1 )(s) + o ()yts) ds (@

Clen @ neni nic jiného nez obsah vymezeny samotnou krivkou c. Integrand (]EI)
je diky predpokladu parametrizace obloukem roven jedné.

1
—r [ 2(s)? + (s *fr/lds——
2 Jo

Vnittek integralu lze identifikovat jako skalarni soucin, ktery navic z definice
odpovida k(s).

x//(s)

6 =) = (1)) (U)o = )

Pti dpravé ¢lenu si navic muzeme pomoci vztahem mezi kfivosti £ a tthlovym
zobrazenim «.

1 L 1 ! 1 1
77’2/ K(s)ds = 77“2/ o (s)ds = =r*(a(l) — a(0)) = =r*21 = mr?
2 Jo 2 Jo 2 2

Pro tpravu vyrazu v integrélu (d) vyuzijeme pravidel pro derivovani soucinu
funkci. Lze se snadno presvédcit, ze plati
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y'(s)y(s) = [y (s)y(s)] —y/'(s)*.

Pri integraci dostaneme

/O L2 (8)3(s) + o' (s)y(s) ds = /O ()2 (s)] ds+ (d.1)
+ [ W) ds - (@2
-/ ()2 4y (s)2 ds. (d.3)

Prvni dva integraly vypocitdme jednoduse s vyuzitim poznatku, ze kiivka c
je uzavrena, tedy

S integralem (d.3) jsme se jiz setkali ve vipoctu (b). Vime, Ze je roven [. Celkem
tedy pro integral @ dostavame:

1 1

o [ 4 5)e(s) + 9 ()l ds = ot

Dosadme vysledky vypoctu f@ zpét do vztahu pro Sy:
1 2 1 v 7
Sqg=S8.+ 5” + mre 4 57“[, po seCteni

Sa=Sec+rl+mr’. (2.3)

2.1.1 Zobecnéni odvozenych vztaht

Vyse uvedené vztahy lze zobecnit a vztdhnout i na situaci, kdy bod d(s) nelezi
vzhledem k bodu c¢(s) proti sméru normalového vektoru, nybrz v jeho sméru, jak
znazornuje Obrazek |2.3| vlevo.

Miuizeme tedy zformulovat obecnéjsi definici rovnobéznosti kiivek. Uvazujme
regularni kiivku ¢ : [a;b] — R? a kiivku d : [a;b] — R?. Existuje-li néjaké redlné
r takové, Ze pro vSechna t € [a; b] plati

d(t) = c(t) — rN.(t), (2.4)



pak fekneme, Ze kiivka d je rovnobéZnd s kiivkou ¢ ve vzdélenosti |r|. Pro kladné
r pak dostavame rovnobéznou kiivku vedenou proti sméru norméalového vektoru
N., pro zaporna r pak v jeho smeéru.

Problematicky je ovSsem fakt, ze kiivka d mtze mit singularni body, plati totiz

d'(t) = c'(t) + rr.(t)c'(t) = (1 4+ rr.(t)) cL(t) .

Relace rovnobéznosti dand vztahem tudiz neni symetrickd, nebot neni za-
jisténo, ze pro vsechna t je definovan normalovy vektor kiivky d. Tato relace je
symetrickd, jak bychom ocekévali, pouze v pripadé, ze pro vsSechna t € [a;b] je
1+ rk.(t) > 0, tedy jsou-li obé kiivky ¢ a d reguldrni. To nastdva obecné pouze
pro nékteré hodnoty r, jak je zndzornéno na Obrazku vpravo. V pripadé re-
gularity obou krivek je normalovy vektor Ny vzdy roven normalovému vektoru

N. a muzeme dle vztahu (2.4]) psat
c(t) = d(t) +rNg(t) = d(t) — (—=r)Na(),
a plati tedy, ze je-li ktivka d rovnobézna s krivkou ¢, je i kiivka ¢ rovnobézna

s kiivkou d ve vzdéalenosti |r|. Pro regularni kiivky je zde definovana relace
rovnobéznosti dokonce ekvivalence.

Obrazek 2.3: Vlevo: Dvé krivky rovnobézné s kiivkou ¢ ve vzdalenosti |r| s pa-
rametrizaci d;(s) = c(s) — rN(s) a da(s) = c(s) — (=r)N,(s). Vpravo: Kiivky
rovnobézné s kiivkou ¢ vedené v ,prilis velké vzdalenosti“ od ni maji singularni
body (oranzové a modre).

Budeme-li opét uvazovat, ze ¢ je jednoduchd uzavrena regularni kiivka para-
metrizovand obloukem, a pridrzime-li se nadédle podminky 1 4 rk.(s) > 0, pak
muzeme vztahy — odvozené v predchozi ¢asti psat v obdobném tvaru,
nyni pro r € R:
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lg=1.4+2mr,

Ke($)
1+ rke(s)’
Sy=S.+rl.+mr?.

Ka(s) =

2.2 Singularni body rovnobéznych krivek

P1i odvozovani vztahti pro rovnobézné krivky jsme doposud predpokladali, ze
kiivka d probihd v takové vzdélenosti |r| od zadané kiivky ¢, aby byla splnéna
podminka 1 + rk. > 0, tj. aby kfivka d neméla singularni body. Nyni od této
podminky upustime a prozkoumame chovani rovnobéznych ktivek pravé v téchto
singularnich bodech.

Opét budeme uvazovat, ze ¢ : [0;1] — R? je kiivka parametrizovand obloukem.
Predpokladejme zZe v néjakém bodé sq € [0;1] plati r = —1/k.(s9). Muzeme pak
dosadit do parametrizace rovnobézné kiivky d:

L Nu(so).

d(so) = c(sp) + ro(50)

Bod sy pak vyhovuje parametrickému vyjadreni jiné vyznamné krivky — evo-
luty. Pripominame, Ze evoluta e kiivky ¢ mé parametrizaci

Vsechny singularni body kiivkek rovnobéznych s krivkou c tedy lezi na evoluté
kiivky c. Tento fakt byva nejcastéji demonstrovan na prikladu elipsy, viz (Izumiyal,
2016, str. 6). Nize uvedeme dalsi priklady.

Priklad 1. Uvazujme krivku c; s parametrizaci

i) = ({3 iy ¢t 021

V' Obrazku je cervene zvyraznéna jeji evoluta ey. Ddle jsou zde modre
vyznaceny ctyri krivky s krivkou c; rovnobéiné. Jejich singuldrni body leZi na
krivce e;.

ProtoZe mad krivka ¢, pro vsechny hodnoty parametru t nezdapornou krivost,
mohou mit singularni body pouze rovnobezné krivky vedené ,uvnitr® krivky cy,
tj. ve smeéru jejiho normalového vektoru. Pro rovnobézné krivky vedené ,vne“ je
v definici dle vztahu r > 0, je tedy vidy splnéna podminka 1 + rk., > 0.

Priklad 2. Uvedme priklad parametrizované krivky, jejiz krivost méni pro rizné
hodnoty parametru t své znaménko. Krivku oznacime cs, jeji parametrizace je
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C1

€1

Obrézek 2.4: Singularni body kiivek rovnobéznych s krivkou ¢, lezi na jeji evoluté.

co(t) = <(1 + Cscl)rsltt) COSt) ; te|0;2m].

Cervené jsme opét vyznacili v Obrcizku jeji evolutu ey a zelené nekolik krivek
s ni rovnobéznych. Vsimnéme si, Ze nyni mohou mit singularni body i rovnobézné
krivky vedené vne krivky co. Je to proto, Ze v bodech, ve kterych je krivost krivky
¢y zapornd, neni pro dostatecné velké kladné r splnéna podminka 1+ rk., > 0, tj.

r < —1/kKe,.

Obréazek 2.5: Krivky rovnobézné s kiivkou cs.

Priklad 3. Pro zajimavost uwvedme jeste priklad uzavrené krivky, kterd neni jed-
noduchd. Necht md krivka c3 parametrizaci

_ [cost+cos2t) )
cs(t) = <sint—|—sin2t> » tel02n].
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C3

€3

Obrazek 2.6: Krivky rovnobézné s ktivkou cs.

Jde o krivku s kladnou krivosti, rovnobéziné krivky vedené proti sméru jejiho
normalového vektoru tedy memaji singuldarni body. Singularni body tri rovnobéz-
nych krivek vedenych po sméru normdlového umisténé na evoluté e3 muzeme vidét

na Obrdzku [2.0.

2.3 Délka uzavrenych rovnobéznych krivek a ro-
tacni index

Pii odvozovani vztahu (2.1) mezi délkami rovnobéznych kiivek jsme pred-
pokladali, ze vychozi uzaviena krivka ¢ je jednoducha. Konkrétné jsme tohoto
predpokladu vyuzili pti integraci ktivosti s ktivky ¢ k ziskani vztahu

/Ol/i<8)d82271'.

Jak se tento vysledek zméni, jestlize kiivka ¢ neni jednoducha? Pro zodpo-
vézeni této otazky vyuzijeme vlastnosti rota¢niho indexu n ktivky c. Dle vztahu
(1.2) plati pro krivku ¢ parametrizovanou obloukem:

1

nzg

I
//@(s)ds, tedy
0

I
/ k(s)ds = 2mn.
0

S vyuzitim vyse uvedené rovnosti mizeme zobecnit vztah (2.1) pro vypocet
délky krivky d rovnobézné s kiivkou c. Vyjdeme z rovnosti

I I
ld:/1+rm(s)ds:l+r/ k(s)ds.
0 0
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Integral ve druhém ¢lenu je roven 27n. Pro délku ktivky d, ktera probiha ve vzda-
lenosti r od kiivky ¢, tedy plati

lg=1+4+2mrn, (2.5)

stale vSak za predpokladu, Ze je 1 + rx(s) > 0 pro vSechny pripustné hodnoty
parametru s.

Tento vysledek prinasi navic zajimavy dusledek pro kiivky, jejichz rotacéni
index je nulovy. Oc¢ividné plati, ze ma-li kiivka ¢ spole¢né s predchozimi pred-
poklady také nulovy rotacni index a d je s ni rovnobézna kiivka, pak maji pti
splnéni podminky 1+ rx > 0 kfivky ¢ a d stejnou délku. Takova dvojice kiivek
je znazornéna na Obrazku [2.7

Obréazek 2.7: Kfivka ¢ s nulovym rotac¢nim indexem ma stejnou délku jako s ni
rovnobézna regularni kiivka d.

Obrazek 2.8: Krivka ¢ na obrazku ma rotac¢ni index n = 3. Rovnobézné kiivka d
vedend ve vzdalenosti r > 0 od kfivky ¢ m4 tedy dle vztahu (2.5) délku [.+ 67r.



Pro dplnost dodejme, ze pro kiivku ¢, ktera neni jednoducha, plati v nezmé-
néné podobhé vztah pro krivost regularni kiivky d s ni rovnobézné. Pri jeho
odvozovani jsme totiz predpokladu, ze je kiivka ¢ jednoduchd, nevyuzili.

Dalsi podnétné poznamky a tlohy o rovnobéznych kiivkach lze nalézt napr.
v ¢lanku (Vakil, 2011)).
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3. Zobecnéna uloha o koze

V této kapitole uvedeme teSeni zobecnéné ulohy o koze. Tradiéné byva tloha
formulovana tak, Zze hleddme obsah oblasti, kterda je pristupna koze uvazané
k vnéjsi strané kruhové ohrady lanem o délce L (tzv. goat exterior problem).
Zde prozkoumame teSeni pro pripad, kdy ohradu, ke které je koza uvazana, tvori
libovolna uzaviena konvexni kiivka. Resenf tilohy bylo publikovano v ¢lanku (Ho-
ffman, [1998), my se jej pokusime podrobné rozebrat a ilustrovat na konkrétnich
prikladech. Déale je mozno Tesit variantu tulohy, kdy je koza uvazana k vnitini
strané ohrady — tzv. goat interior problem, viz (Weisstein, [al), a to i ve vysSich
dimenzich.

3.1 Reseni tlohy

Na Obrazku je znadzornéna situace, kdy ohradu tvori elipsa ¢ a koza je
uvazana v bodé c(0) (parametrizaci elipsy muzeme pochopitelné zvolit tak, aby
nulové hodnoté parametru odpovidal libovolny bod na elipse). Lano, kterym je
koza uvazana, ma délku L.

Obrézek 3.1: Koza je uvazana lanem o délce L k ohradé tvorené uzavienou kon-
vexni kiivkou c.

Neprekvapi, ze ¢ast oblasti, ktera je takto uvazané koze pristupna, je ptlkruh
o poloméru L se stfedem v bodé ¢(0). Po jeho obvodu se koza mize pohybovat,
dokud se nenachézi ve stejné poloroviné jako ktivka c, pricemz tato polorovina
je urCena tecnou ke krivee ¢ v bodé ¢(0). V Obrazku je cast tecny, kterd
tvori prumeér zminéného kruhu, znazornéna c¢arkované. Jestlize ovsem koza tecnu
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prekro¢i a bude udrzovat lano napnuté, zac¢ne se lano navijet na ohradu, tedy
na krivku c. Koza se pak bude pohybovat po trajektorii, kterd v Obrazku
odpovida kiivkdm k a k. Nize uvedeme parametrizaci kiivek k a k a uréime
rovnéz obsah oblasti, které jsou ohraniceny témito kiivkami, kfivkou ¢ a te¢nou
v bodé ¢(0).

Predpokladejme, Ze ¢ : [0;1] — R? je kladné orientovand konvexni kiivka pa-
rametrizovand obloukem, T(s), resp. N(s) je jeji te¢ny, resp. norméalovy vektor a
k(s) jeji kiivost v bodé s € [0;1]. V souladu s predchozim uvazujeme, ze koza je
uvazana zvnéjsku k ohradé tvofené kiivkou ¢ v bodé ¢(0) lanem délky L < /2.
Tuto podminku uvadime, aby koza nemohla do zddného mista vstoupit obejitim
ohrady z obou sméru (pfipadné s vyjimkou jednoho bodu ¢(1/2)). Parametrizo-
vané plochy reprezentujici oblast vybéhu, se kterymi budeme nize pracovat, by
se v takovém pripadé castecné prekryvaly. Jestlize se koza pohybuje tak, ze se
napjaté lano naviji na kfivku ¢ ve sméru jeji orientace, splyva s krivkou c¢ ¢ast
lana o délce s € [0; L] [] a zbyvajici ¢dst lana o délce L — s miif ve sméru tecny
ke kiivee ¢ v bodé s, jak ilustruje Obrazek

Obrézek 3.2: K odvozeni parametrizace kiivky k.

Cést trajektorie, po které se koza pohybuje, je tedy kiivka k s parametrizaci

k(s)=c(s)+ (L —s)T(s), sel0;L]. (3.1)

Jestlize bude koza navijet lano na ohradu v opac¢ném sméru, ziskame para-
metrizaci kiivky & obdobné, pouze za hodnotu parametru s budeme dosazovat
¢isla z intervalu [—L; 0] a uvédomime si, ze nenavinutd ¢ast lana bude mifit proti
sméru vektoru tecny v bodé s, pred druhym ¢lenem tedy zménime znaménko:

k(s) =c(s) — (L +s)T(s), se&[-L;0]. (3.2)

Vztahy (3.1) a ndm mohou byt povédomé. Porovname-li je se vztahy
v Definici vidime, ze kiivky k a k jsou ¢dsti evolvent kiivky c.

Nyni zbyva nalézt obsahy oblasti, které jsou cervené vysrafovany na Ob-
rézku [3.3] Tyto oblasti popiSeme jako parametrizované plochy fi a f; a jejich

Vychazime z poznatku, Ze délka kiivky parametrizované obloukem v intervalu [a; b] je b—a.
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obsahy poté vypocitdme pomoci vzorce daného Vétou Tyto plochy parame-
trizujeme tak, ze kromé parametru s € [0; L] zajistujictho probihani kiivky ¢
budeme uvazovat jesté parametr u € [0; 1] zajistujici probihani secky s krajnimi
body c(s) a k(s), resp. k(s).

Obréazek 3.3: Cervené vysrafovanou oblast mezi kiivkami ¢ a k popiSeme jako
parametrizovanou plochu.

Mizeme se jednoduse presvédcit, ze vhodné parametrizace ploch f a f; vy-
padaji nasledovné:
fi(s,u) = c(s) + u(L — s)T(s),

kde s € [0; L] a u € [0;1]. Obdobné pro plochu f;:

fi(s,u) = c(s) —u(L + s)T(s),

kde s € [-L;0] a u € [0;1].
Snadno najdeme parcialni derivace plochy f; podle parametrii. Pro vypocet
derivace tecného vektoru vyuzijeme Frenetovy vzorce:

ofy,
%(Sau)

c(s) + [u(L — s)T(s)]

T(s) —uT(s) +u(L —s)T'(s)
1 —u)T(s) +u(L — s)r(s)N(s),
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Obrazek 3.4: K odvozeni parametrizace plochy fi. Bod fi(s,u) probiha pro ruzné
hodnoty parametru u tsecku mezi mezi body c(s) a k(s).

Vypocitdme normu vektorového soucinu obou parcidlnich derivaci v bodé (s,u).

‘P& el 12 = w)T(s) + u(L = s)n(s)N(s)] x (L = s)T(s)]

= [[u(L = 5)r(s)N(s) x (L = s)T(s)|
= u(L — 5)*k(s) [N(s) x T(s)]|
=u(L — 5)*k(s). (3.3)

Vsechny ¢initele ve vyrazu u(L — s)?k(s) jsou pfitom nezidporné, nebot kiivka
¢ je konvexni (ma pri probihdni v kladném sméru nezépornou kiivost), jejich
souc¢in tedy muzeme psat bez absolutni hodnoty. Obdobné vypocitdme normu
vektorového soucinu parcialnich derivaci pro plochu f;:

9% () = (5) i+ TS

=T(s) —uT(s) —u(L+ s)T'(s)
=(1—u)T(s) —u(L+ s)k(s)N(s),

5 (s,u) = —(L+ s)T(s),

= [I[(T = w)T(s) = u(L + s)r(s)N(s)] x =(L +s)T(s)]|

%
O0s

= [|=u(L + 5)K(s)N(5) x (L + 5)T(s)]
= u(L + 5)%k(s) |IN(s) x T(s)]
=u(L + S)Z/f(S) . (3:4)
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Obsah cervené vysrafované oblasti na obrazku je roven souctu integrala

obou norem danych vztahy (3.3)) a (3.4)):

5= // duds+// (L + 8)%k(s) duds
_/ (/0 udu) ds+/ (L+s)2/-€(s)</oludu) ds

2/ s)ds+ - / (L + 5)2k(s) ds.

V prvnim integralu mizeme vyraz L — s psat jako L — |s|, protoze integrujeme
pres kladné hodnoty s. Obdobné ve druhém integralu plati L+s = L—|s|, protoze
integrujeme pres zaporna s:

/ ds—i—2/ ® k(s)ds

:5/_L(L—|s]) K(s)ds .

K obsahu S je treba pricist jesté obsah pulkruhu, ktery ma koza k dispozici
nezavisle na konkrétnim tvaru ohrady. Obsah vybéhu je tedy

nl? 1 (L 9
T+§/_L (L — )2 r(s) ds (3.5)

Protoze se ve vztahu explicitné objevuje parametr s, nelze se pti feseni
pro ktivky, které nejsou parametrizovany obloukem, parametrizaci obloukem zcela
vyhnout. Vztah pro vypocet oblasti mezi kiivkou k£ a kfivkou ¢ s parametrem
t € [0;b], dostaneme substituci za parametr s:

/ I/ (w)]| du,

pricemz budeme uvazovat, ze s(0) = 0 a s(b) > L, a ze koza je uvdzéna v bodé
c(0). Parametrizace kiivky k je

K(t) = ( / ¢! (u |du> c(u) (3.6)

a parametrizace plochy fi je

£ (tu) = c(t) + u (L _ /Ot 1< ()] du) ().

P1i vypoctu parcialni derivace dle parametru t vyuzijeme vétu o derivaci integrdalu
dle horni meze a také Frenetovy vzorce:

37



aai;’“ (t) = ¢(£) + [u (L - /Ot 1< ()| du> T(t)y

= @I + w2 T0) — O] T —u ([ ] de) T'()
= (=) [COITO +u (L - [ @] du) [€O)] sONG),

Sty = (£~ [ Il a) T().

Zapis normy vektorového soucinu obou parcialnich derivaci napiseme v jiz zjed-
nodusené podobé:

H Of; afk

= (L [ el du) e s).

Integraci pies mnozinu [0; s71(L)] x [0; 1] dostaneme poZzadovany obsah:

so= s [ (2= [1ewl a) 1€ st ar (3.7

3.2 P¥iklady

3.2.1 Kruhova ohrada

Zmame-li obecny vztah pro vypocet obsahu vybéhu, snadno tlohu o koze vy-
resime v tradi¢ni formulaci, kdy ohradu tvori kruznice o poloméru R, viz Obra-

zek 3.5
Kfivost kruznice je v kazdém bodé 1/R, po dosazeni do vztahu (3.5 dosta-
neme

7TL2 ]_ L )
-y I —
5= +21%/_L( 51)
2

L 1 2L3
:’7T +<2L3—2L3+3>

2 2R
B w2 n L3
2 3R’

Specialné pro situaci na Obrazku vpravo, kdy ohradu tvoii jednotkova
kruznice a lano méa délku 7, dostaneme

)
Szgﬂ's

Krivka, po které se koza pri napjatém lané pohybuje, ptipomina kardioidu, tedy
krivku vzniklou valenim kruznice po kruznici o stejném poloméru, o kardioidu
se vsak nejednd.
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Obrazek 3.5: Trajektorie kozy, kterd je uvazana napjatym lanem délky L k ohradé
tvorené jednotkovou kruznici. Vpravo specidlni pripad, kdy L = .

kardioida

koza

3.2.2 Eulerova spirala

Uloha o koze ma smysl nejen pro uzaviené kiivky. Stadi, aby ¢st ohrady, na
kterou se lano naviji, tvorila kivka s nezapornou ktivosti, a aby lano nebylo prilis
dlouhé. Jako priklad muizeme uvazovat c¢ast Eulerovy spiraly. Jeji parametrické
rovnice nelze vyjadrit v uzavieném tvaru, protoze jde vsak o krivku definovanou
svou kfivosti, neni ani nutné jeji parametrizaci hledat. Pro vyuziti vztahu
nam staci zadat jeji krivost

k(s)=s+1, se|-1;1],

pricemz koza je uvazana v bodé s = 0 lanem jednotkové délky. Dosazenim
do vztahu (3.5)) a naslednou integraci dostaneme

™ 1 /1 9 ™ 1
S—§+§/_1(1—|8|) (s+1)ds=Z+=.
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Obréazek 3.6: Koza je uvazana k ohradé, jejiz cast tvori Eulerova spirdla, lanem
jednotkové délky.

3.3 Koza uvéznéna mezi cykloidami

Uvazujme situaci zndzornénou na Obrazku[3.7], kdy je koza uvdzéna v bodé, ve
kterém se dotykaji dva oblouky cykloidy vzniklé valenim kruznice o poloméru R
po ose x. Jak je podrobnéji rozebrano v kapitole , délka takového oblouku
je 8R. Zvolime-li k uvazani lano o délce 4R, tedy sahajici nejdale do vrcholu
oblouku cykloidy, ma tloha pomérné zajimavé vyusténi.

Obréazek 3.7: Koza je uvazana lanem délky 4R mezi dvéma oblouky cykloidy ¢,
resp. ¢ generované kruznici o poloméru R valici se pod osou . Hranici oblasti, ve
které se miize pohybovat, tvori kromé obloukt cykloidy kiivky k& a k.

Nasim cilem je nalézt obsah vybéhu, ktery kiivky k a k ohranicuji, a nasledné
najit jejich samotnou parametrizaci, ze které uvidime, ze k a k dohromady rovnéz
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tvori jeden oblouk cykloidy. Oboji detailné provedeme pouze pro kiivku k, pro
kiivku k dostaneme analogické vlastnosti ze symetrie obou ktivek podle osy .

3.3.1 Vypocet obsahu vybéhu

Obréazek 3.8: Obsah vybéhu je dvojnasobek obsahu Sy oblasti mezi krivkami ¢
a k. Koza nyni nema k dispozici piilkruh, ktery by méla k dispozici, kdyby ktivka
¢ méla spojitou nezapornou kiivost.

Parametrizace cykloidy, ktera vznika odvalovanim kruznice o poloméru R pod
osou z v jejim kladném sméru, je

ot) = ( t—Rsin(%)

— R+ Rcos (1’;)) ’ (38)

kde ¢ € [0; 27 R]. Objasnéni parametrizace cykloidy muze ¢tenaf nalézt v podka-

pitole [£.4.1] Pro derivaci cykloidy pak plati

(D = 25 t)
I/l = 2sin (5.
e _ t
/OHc(u)Hdu—élR 4R cos <2R)'

Déle urcime ktivost cykloidy. Vypocitame tedy jesté jeji druhou derivaci:



K vypoctu krivosti cykloidy v bodé t € (0;27R) vyuzijeme vztah dany Vé-
tou [l Krajni body intervalu odpovidaji singuldrnim bodum kiivky ¢, proto pro
t =0 at=2nR neni ktivost definovana. Pti iipravé vyuzijeme vztah pro kosinus
dvojnasobného thlu:

det (<(1) | <"(1))
I’ (@)]?

1 —cos( ) + cos (%) + sin? (%)

"R 8sin? (ﬁ)

K(t) =

B S8R sin® (ﬁ)
B 2 sin? (ﬁ)
B S8R sin® (%)
1
" 4Rsin ()

Nyni mame vSe potiebné k dosazeni do vztahu (3.7)). ProtoZe lano, kterym
je koza uvazana, ma mit délku 4R, tj. ma sahat do vrcholu oblouku cykloidy,
budeme integrovat pres interval (0; mR):

1 TR
Se=75 (4R /Hc |du> e (0) (2) dt
TR 2 2sin
_1/' (4R 4R—%4Rcms<t )) (i
2 Jo 4R sin (%)
TR t
_ 2( "
—4R/ cos (2R> dt

_ar (] d
= — 4+ ¢
/ + cos <R>

Protoze je integral funkce kosinus na intervalu (0;7) nulovy, nemusime se jiz
zabyvat hledanim prislusné primitivni funkce. Cast obsahu vybéhu ohranic¢ena
krivkami ¢ a k je tedy

\_/

Sk; = 27TR2,

pro celou oblast vybéhu na Obrazku pak ze symetrie vyplyva

S =4nR?.
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3.3.2 Parametrizace hranice vybéhu

Pro nalezeni parametrizace kiivky k pomoci vztahu (3.6) mame jiz vse po-
tfebné:

k() =) + (18— [l du) (50

() ) el (- en ()

e meas () T zn(g) | - (i)

Pro prehlednost radéji rozepiSeme a upravime tuto parametrizaci po jednot-
livych souradnicich z(t) a y(t). Kromé toho jesté zavedeme substituci t/R = f3:

x(t) =t — Rsin (;) 2§1;O(SE)R) (1 o ( t ))

2R
2cos 2 (1 — cos
=t— Rsinf+ R 2 ( 5 F)
sm§
smﬂsm — 2003 + 20056603

=t—R B

Sln§
B 2sin Bsin 5 54 92cosp3 cos -2 cos —sin 8 sing
o smé

2

Nyni vyuzijeme souctové vzorce pro funkei kosinus. Plati

QSinBsin§+2cosﬁcos§ :20085.

Po tpravé tedy dostaneme zjednoduseny vztah pro souradnici z(t):

2cos 8 —2cos 2 — sin Bsin 2
x(t)=t—R : % Pein
Slna
sin £ sin &
Slng
=t+ Rsinp

t
=t+ Rsin|—] .
+ SIH(R)

Pro druhou soutadnici vektoru k(¢) pak dostavame
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t
Sin (ﬁ) R
2R cos &
= —R+ Rcos 3 — %ﬁsinﬁ
S1n 5
singcosﬁ — ZSinﬂcosg
=—R+R - 6
sin £
2 sm cos 3 — 2sin cos 5 —sin 5 cos
Chen 8 Boos 5
sin 5
Ze souctovych vzorci vyplyva
5

ZSinécosﬁ—QsinBcosé = —2sin —.
2 2 2

Vztah pro y(t) tedy muzeme zjednodusit:

2sin 5 5y sm cos 3

é
sin 5

=—R—2R— Rcosf

t
=-3R—-—R — .
()

Parametrizace krivky £ je tedy:

0= ()

R

y(t)=-R—-R

kde t € [0; mR]. Tato parametrizace ndpadné pfipomind parametrizaci cykloidy
dle vztahu (3.8)). Skutecné miuzeme snadno ukazat, ze obraz kiivky k posunuty
o vektor (7R ,2R) je ¢ast oblouku cykloidy c:

t+ 7R+ Rsin (£
k(t) + (g-g) - ( R — Rcos (;ESJ
(t+7TR Rsin (HIQZR))
R+Rcos( RR)
c(t+7R),

kde t € [0;7R]. Diky symetrii podle osy y muzeme fici, Ze obrazy kiivek k a k
dohromady tvori oblouk cykloidy, kterda se od cykloidy ¢ lisi pouze posunutim
o vektor (mR,2R).

Jak jsme poznamenali jiz drive, trajektorie, po niz se pohybuje koza, je ¢asti
evolventy kfivky reprezentujici ohradu. Zjistili jsme tedy, Ze jednou z evolvent
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Obrézek 3.9: Obraz ktivky k& odpovida poloviné oblouku cykloidy c.

cykloidy c je cykloida s ni shodna. Uzitim poznatku z Véty [5| pak miizeme toto
pozorovani preformulovat tak, Ze evolutou cykloidy je s ni shodné cykloida.

Tento poznatek ma zajimavy fyzikalni presah. Roku 1673 jej holandsky fyzik
Christiaan Huygens vyuzil ke konstrukci cykloiddlniho kyvadla. To je upevnéno
mezi dvéma oblouky tvaru cykloidy, které vzniknou odvalovanim kruznice o polo-
méru R, zdvésem o délce 4R (viz Obrazek . Trajektorii samotného kyvadla je
pak opét cykloida. Lze ukazat, ze perioda takového kyvadla nezavisi na jeho po-
¢atecni vychylce, nebot hmotny bod, jehoz trajektorii je v homogennim tihovém
poli cykloida, dosahne nejnizsiho bodu trajektorie vzdy za stejny cas nezavisle
na pocateéni poloze. Rikdme, ze cykloida je tzv. tautochrona, tedy kiivka kon-
stantniho casu. Tato jeji vlastnost je prehledné odvozena napt. v knize (Tapp)
2016, str. 104 — 105) nebo na strance (Weisstein, b)).
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4. Trochoidy

V nasledujici kapitole prozkouméme vlastnosti trochoid — krivek tvoricich
trajektorii vzniklou odvalovanim kruznice o poloméru R po regularni rovinné
ktivce c. Sledovany bod pak lezi na kruznici, ktera se otaci spolecné s odvalujici
se kruznici, ma s ni spolecny stred a polomeér r < RF_-] Uvazovat pritom budeme
trochoidy vznikajici odvalovanim kruznice po obou stranach krivky c. Jednim
z dobre znamych specialnich pripadt trochoidy je cykloida. Tehdy sledovany bod
lezi na valici se kruznici, plati tedy » = R a kiivka ¢ je primka.

V této kapitole se opteme o ¢lanek (Choi, 2020), kde jsou uvedeny zajimavé
vysledky o obsahu oblasti ohranic¢ené trochoidami a o jejich délce pro pripad, kdy
kruznice valici se po ktivce ¢ je jednotkova. Tyto vysledky zobecnime pro valici
se kruznici o libovolném poloméru R a pouzijeme pritom znaceni konzistentni
s ostatnimi kapitolami této prace.

Uvazujme kiivku ¢ : [0; 27 R] — R? parametrizovanou obloukem. Jeji tecny,
resp. normélovy vektor v bodé¢ s € [0;27R] ozna¢ime T(s), resp. N(s) a jeji
kiivost oznacime k(s). Na kfivku ¢ budeme klast podminku |x(s)| < 1/R, aby
se valici se kruznice o poloméru R mohla dotykat kiivky ¢ v bodé c(s) pro
vsechna s.

7. Obrazku je ztejmé, ze stred kruznice, ktera se odvaluje po levé, resp.
pravé strané krivky ¢, ma souradnice

Parametrizaci kiivek d; a d, (viz Obréazek zvolime tak, aby se pro hodnotu
parametru s = 0 sledovany bod nachazel na normale ke kiivce ¢ vedené bodem
c(0), a aby se pfi probéhnuti vsech hodnot s € [0;27R] odvalujici se kruznice
otocila kolem svého stfedu pravé jednou. Pro s = 27 R se tedy bude sledovany
bod opét nachazet na normale ke kiivce ¢ vedené tentokrat bodem c(27R) a pro
s € [0;27R] bude kruznice o poloméru R pootoCena o tuhel s/R kolem svého
stredu.

Z vyse uvedeného a z Obréazku[4.2]specidlné pro levou trochoidu d; vyplyva, Ze
v soustavé souradnic dané Frenetovym repérem kiivky ¢ v bodé s ma sledovany

bod souradnice
R sin (—% —

pficemz pred ¢lenem s/R piseme znaménko minus, protoze valici se kruznice
se kolem svého stfedu otaci po sméru hodinovych rucicek, tedy v zaporném
sméru. Pro pravou trochoidu d,, kdy se valici se kruznice otaci kolem svého stredu
v kladném sméru, dostaneme obdobné vzhledem k Frenetovu repéru souradnice
sledovaného bodu

ISIE RN

1V nejobecnéjsim piipadé miizeme uvazovat i r > R. Vysledy o obsahu oblasti mezi trocho-
idou a kfivkou ¢, resp. o obsahu oblasti mezi trochoidami, vSak jiz nebudou platné.
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&

Obrézek 4.1: Tzv. leva trochoida d;, resp. prava trochoida d, je generovana valenim
kruznice o poloméru R po levé, resp. pravé strané kiivky c. Sledovany bod je
od stfedu kruznice vzdalen o r. Smér orientace kiivky ¢ je naznacen Sipkou.

0 cos (5 + %
(—R> o (sin gR + ’23) '
R T2
Pro ptechod ke kartézskym souradnicim ovsem musime zohlednit nejen oté-
ceni valici se kruznice kolem svého stredu, ale také otaceni samotného Frenetova
repéru. To je charakterizovano uhlovym zobrazenim «(s) uddvajicim odchylku
vektoru T(s) a kladné poloosy z, pro néz plati o/(s) = k(s).
Shrnutim vyse uvedenych poznatki dostaneme, ze parametrizace levé trocho-
ldy dl je



c(0)

Obrazek 4.2: K odvozeni parametrizace levé trochoidy d; (Cervené).

d;(s) = c(s) + RN(s) +7 (COS (a(s) = s/R — 7T/2)>

a(s)
sin (a(s) —s/R — m/2)

— ¢(s) + BN(s) + 1 (_Sggo(‘é ()S)_ _Sé %) | (4.1)

kde s € [0;27R]. Pro dalsi vysvétleni parametrizace viz Obrazek

Parametrizace pravé trochoidy d, vypada obdobné. Do stfedu valici se kruz-
nice se musime vydat proti sméru normalového vektoru N a kruznice o poloméru
R se otaci proti sméru hodinovych rucicek, tedy ve sméru kladném. Tomu odpo-
vida parametrizace

d,(s) = c(s) = RN(s) + 7 (COS a(s +8/R+7r/2>>

(a(s)
sin (a(s) + s/R+ w/2)
(

sin (a(s) —i—s/R)) 7 (4.2)

:c(s)—RN(s)—I—r( (5) + 5/R)

— sin (
cos (a

kde s € [0;27R]. Opét se pokusime na Obrazku ukazat, ze jde skutecné o
parametrizaci pravé trochoidy.
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Obréazek 4.3: Bod d;(s) lezi na kruznici o poloméru r se stfedem v bodé
c(s) + RN(s), kterd se otac¢i spolecné s odvalujici se kruznici. Vektor (1,0)
reprezentuje smér kladné poloosy .

4.1 Délka trochoidy

V této casti najdeme vztah pro vypocet délky trochoidy. Zacneme vypoctem
derivace kfivky d; dané vztahem (4.1), pfi Gpravé vyuzijeme Frenetovy vzorce
dané Vétou |3| Pro vétsi prehlednost zapisu budeme nadale misto «(s) psat pouze
a, rovnéz misto x(s) budeme psat . Stale budeme mit na mysli hodnotu zobrazeni

«, resp. Kk v bodé s.

dj(s) = T(s) = ART(s) + 7 (5 - 11i’> (n Ez: Rg)
~ (1= AR T(s) — = (1 = Fw) (Cf’s (2 ) R>)) . (4.3)

Déle si vzpomenme, Ze vektor T(s) mizeme s vyuzitim zobrazeni a rozepsat

po souradnicich:

T(s) = (Cf’so‘) .
sin a
Po soutradnicich tedy muzeme rozepsat i vektor dany vztahem (4.3). Navic mu-
zeme vytknout faktor 1 — Rk:
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Obréazek 4.4: Bod d,(s) lezi na kruznici o poloméru r se stiedem v bodé
c(s) — RN(s), kterd se otaci spoletné s odvalujici se kruznici. Vektor (1,0)

reprezentuje smér kladné poloosy x.

d;(s) _ (1 _ R/'i) (Z?ﬁg) - % (1 — RK) (Z?I? Ez : ]:%3)
SCE] W 1

Nakonec uréime normu vektoru dj(s). Koeficient 1 — Rx muzeme psat bez
absolutni hodnoty, protoze pro vSechna s plati k < 1/R. Déle vyuzijeme vztah
platny pro vSechna z,y € R vyplyvajici ze souctovych vzorcti pro funkce sinus

a kosinus:

cos(z) cos(x + y) + sin(z) sin(z + y) = cos(y) ,

d;(s)]| = (1 — RKJ)\/ cos o — %cos (a - ;)r + {sina - %sin (04 - ;)]2
= (1 — Rk) \/1 + (;)2 — 2% {COSO&COS (a— ]S%) + sin ar sin <a— ;)}
= () 2o (7).
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di(s)|:

Obdobnym zplisobem dostaneme rovnéz normu ‘

, 7\ 2 r s
’ dp(s)H = (1+ Rk) \/1 + (R) - QE cos (R) :
7 vyse uvedeného vyplyvaji vztahy pro vypocet délky levé, resp. pravé tro-
choidy:

L, = /OQWR (1 — Rk) \/1 + (;)2 — 2% Ccos (;) ds, (4.4)

Lp:/O%R (14 Rk) \/1+ (;)2—2; cos (;) ds. (4.5)

4.2 Soucet délek levé a pravé trochoidy

resp.

Jakkoliv je analyticky vypocet délky oblouku trochoidy casto slozity, mtizeme
ucinit alespon jedno obecné a mozna prekvapivé pozorovani tykajici se souctu
délek levé a pravé trochoidy. Integraly dané vztahy a se lisi pouze
znaménkem v ¢initeli 1 F Rk. Jejich se¢tenim tedy dostaneme

27 R 2
Ll—i—Lp:/O 2\/1—1—(;) —2;008(;)618,

coz je vyraz nezavisly na kiivosti kiivky ¢! Pro stejné parametry r a R a ruzné
krivky c tedy dostavame vzdy stejny soucet délky levé a pravé trochoidy. Specialné
pro situaci, kdy sledovany bod lezi na valici se kruznici o poloméru R, dostaneme
nezavisle na zvolené krivce c:

27TR S
Ll—l—Lp:Z/O 2—2cos<R>ds

= 16R.

4.3 Obsah oblasti mezi oblouky trochoid

V této casti prozkoumame, jaky je obsah oblasti mezi obloukem levé a pravé
trochoidy a dostaneme vysledek podobny tomu o souc¢tu délek levé a pravé trocho-
idy — totiz ze se jedna o invariant nezavisly na tvaru krivky c. Za¢néme uvedenim
parametrizace plochy f; : [0;27R] x [0;1] — R?, kterd tvoif oblast mezi kiivkou
¢ a levou trochoidou d;:

fi(s,u) = ud;(s) + (1 — u)c(s)

= ¢(s) + uRN(s) + ur <_Sicl<1>§?oz—j é%>> ’
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kde u € [0;1] a s € [0;27R]. Novy parametr u zde zajistuje probihéni usecky
s krajnimi body c(s) a d;(s). Pro vypocet obsahu této plochy je tieba najit jeji
parcidlni derivace podle parametri:

of; 1 cos (@ — %
g(s,u) = T(s) —uRKT(s) + ur (/@ — R) (sin ((a B 23)
— (1= uRR) T(s) = % (1= Fw) (ij gz B 33) ,

coz muzeme po souradnicich rozepsat nasledovné:

of, ((1 — uRkK) cos(a) — % (1 — Rk) co (a — ;)) .

:u\: :u\ff

g(s,u) B (1 —uRk)sin(a) — % (1 — Rk)si ( - %)

Derivace podle parametru u je

(510 = AN(3) 47 (—SZI;S'(?“_‘RED |

po slozkéach pak

of; (—R sin(a) + rsin (a - E)) '

%(s,u) B R cos(a) — rcos (a — %)

Vypocet normy vektorového souc¢inu parcidlnich derivaci je pomérné zdlou-
havy, ale pfimocary, proto zde pouze uvedeme vysledek.

S

= (1 — uRk) (R—TCOS (;)) + ur (1 — Rk) (; — COS <R>> :

Vsechny c¢initele v zavorkach jsou pritom nezaporné, proto mizeme vyraz psat
bez absolutni hodnoty. Obsah oblasti mezi trochoidou d; a kiivkou ¢ lze vypocitat
integraci tohoto vyrazu pres mnozinu [0; 27 R] x [0; 1]:

S, = /OZWR/Ol (1 — uRk) (R—rcos <;>) + ur (1 — Rk) (; — cos <]S%)> duds
:/O%R (1— ;R/ﬂ) <R—rcos (R)) + ;T(l—Rl-{) (R — COS (;)) ds

2R 2 1 1
= R+2T—R—§R2m—§r H—FRTKCOS(;)—;)TCOS(R) ds

2 2 S R 8
= 2rR* +7r —/ /i(zR —1—57’ — Rr cos (R)) ds (4.6)
0

H of; 8fl

Obdobnym zptisobem najdeme parametrizaci oblasti mezi kiivkou ¢ a pravou
trochoidou d,:
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£ (s,u) = ud,(s) + (1 - u)c(s)

—e(s) —u )t ur —sin (v + s/R)
= c(s) —uBRN(s) + (cos(a—l—s/R))’

kde u € [0;1] a s € [0; 27 R]. Parcialni derivace plochy f, rozepsané po slozkéch
vypadaji nasledovné:

8fp(8 ) = ((1 + uRk) cos(a) — *5 (14 Rk) cos (a + =

—= R
0s (1 4+uRk)sin(a) — 5 (1 + Rk)sin (OH—% ) ;

SN—"

of, (5.) = ( Rsin(a) — rsin (a + %) ) '

ou —Rcos(a) 4 rcos (oz + %)

Norma jejich vektorového soucinu je

S

= (1 + uRk) (R—rcos (;)) +ur (1 + Rk) (; — cos (R)> )

¢emuz podobné jako ve vztahu (4.6) odpovida obsah mezi pravou trochoidou d,
a krivkou c:

O0s ou

S, =2mR*+mr® + /%R K <1R2 + 17"2 — Rrcos <S>> ds (4.7)
P 0 2 2 R

Obsah oblasti mezi obéma trochoidami pak dostaneme jednoduse jako soucet

obsahtu danych vztahy (4.6) a (4.7):

S=8+5,
=227 R? + mr?)
= 47 R* + 2712 .

Nejen, ze obsah oblasti mezi obloukem levé a pravé trochoidy nezavisi na para-
metrizaci ktivky ¢, ale dokonce jej 1ze vypocitat velice snadno.

4.4 Priklady vyznamnych trochoid

4.4.1 Cykloida
Zjistéme délku cykloidy s vyuzitim vztahu (4.4). Dosadime k = 0 a R = r.

S vyuzitim vzorce pro sinus polovi¢niho thlu dostaneme
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Obrazek 4.5: Obsah oblasti mezi oblouky trochoid d; a d, nezévisi na konkrétnim
tvaru kiivky c, je vzdy roven 4w R? + 2mr?.

27I'R 8
Leyrivida = /0 2 — 2cos (R) ds
27I'R S
=2 sin(gp) d
; sin R s

= 8R.

Integral funkce \/ 1+ (%)2 — 2% cos (%) 1ze snadno vypocitat pravé v pripadeé,
kdy r = R, tedy kdy sledovany bod lezi na valici se kruznici. V situacich, kdy
r < R, vede tloha k vypoctu tzv. eliptického integralu druhého druhu, ktery nelze
vyjadrit pomoci elementarnich funkci. Kromé délky cykloidy mtzeme vypocitat
také obsah pod jejim obloukem. Dosazenim « = 0 a r = R do vztahu

dostaneme

2
Scykloida = 3TR".

Navic mizeme uvést podle vztahu (4.1)) parametrizaci cykloidy d; vedené nad
osou z. Kfivka c je zde usecka orientovana ve sméru kladné poloosy = délky 27 R.
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Za a dosadime 0, protoze kiivka c s osou x splyva. Parametrizaci cykloidy vedené
pod osou z ziskdme zménou znaménka u druhé souradnice v parametrizaci d;:

=
|
0ol 3

Obrézek 4.6: K objasnéni parametrizace cykloidy.

4.4.2 Epitrochoida a hypotrochoida

Epitrochoida vznika odvalovanim kruznice o poloméru R vné tzv. vnitini kruz-
nice o poloméru kR, kde & € N. V nasi konvenci jde o pravou trochoidu d,, kde
kiivka ¢ je kladné orientovana kruznice s kiivosti 1/(kR). Parametrizaci epitro-
choidy zapiSeme pomoci vztahu . Parametrizaci kiivky ¢ zvolime takto:

c(s) =kR <C.OS ’“5R> ,
sin -

kR
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jejl normalovy vektor ma tedy souradnice

N =~ (k).

kR

Hodnotu thlového zobrazeni o v bodé s urc¢ime nalezenim primitivni funkce
ke ktivosti ktivky c:

1
as —ds=—+C.
©)= | R =15+
Integra¢ni konstantu C' ur¢ime z pocatecni podminky a(0) = 7/2 (pro s = 0 je
teény vektor kolmy na osu x). Dostavame tedy

s
a(s) = )

a také parametrizaci epitrochoidy d, dle vztahu (4.2):

S S Qi i_|_£_|_£
d(s )—kR(COS >+R<cos )—f—r Sln(gkR 7r2 sR)
SlnkR Slnﬁ COS(E+§+E)

s S s
— (k+1)R <C9S kR) —y (Cf)s E';R * f)) , (4.5)
Sin 7% sin (75 + E)
kde s € [0; 2rkR]. Horni mez nasobime koeficientem k, protoze je zvykem uvazo-
vat uzavrenou epitrochoidu vzniklou obéhnutim celé vnitini kruznice o polomeéru
kR.

Znamym specialnim pripadem epitrochoidy je epicykloida. Tehdy sledovany
bod lezi na odvalujici se kruznici, plati r = R. Muzeme tedy dle vztahu Vy-
pocitat jeji délku. Odvalujici se kruznice vykona pri obéhu k otacek, nez se vrati
do vychozi pozice, epicykloida tedy bude mit & oblouki. Pro nalezeni celé jeji
délky integral dany vztahem touto konstantou vynasobime:

2TR R S
Lepicykloida = k/ (1 + m) \/2 — 2cos <R> ds
27R
(k+1 / \/2 -2 cos ds

7 predchoziho ptikladu jiz vime, Ze hodnota vyse uvedeného integralu je 8R.
Délka epicykloidy tedy je

Lepicykloida - (k + 1>8R

Obsah oblasti mezi epicykloidou a vnitini kruznici dle vztahu (4.7) je
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Obrézek 4.7: Epitrochoida d,, pro kterou je polomér vnitini kruznice, kfivky c,
trojnasobny oproti poloméru odvalujici se kruznice.

9 2R 1 9 9 S
Sp = k3TR —l—k:/O kR(R —R COS(R))
= 3knR* + 21 R?,

pro vypocet obsahu celé oblasti ohranic¢ené epicykloidou staci pric¢ist obsah vnitini
kruznice o poloméru kR:

Sepicykioida = T(kR)? + 3kmR? + 2m R? .

Specialnimi pripady epicykloidy jsou kardioida nebo nefroida. V prvnim pii-
padé ma odvalujici se kruznice stejny polomér jako kruznice vnitini, tedy k£ = 1.
Ve druhém pripadé mé odvalujici se kruznice polomér poloviéni oproti kruznici
vnitini, tedy k& = 2. Jejich délky jsou 16 R, resp. 24 R, a ohranicuji oblasti o obsahu
67 R?, resp. 12w R%.

Obdobné mtzeme zapsat parametrizaci hypotrochoidy — kiivky, kterd vznika
odvalovanim kruznice o poloméru R uvnitt kruznice o poloméru kR. V nasi kon-
venci se jedna o levou trochoidu d; a jeji parametrizaci lze zapsat s vyuzitim
vztahu obdobné jako pro epitrochoidu:

d;(s) = kR C?SksiR R C9S’giR . sin(ﬁ+§_ﬁ)
Slnﬁ SIHE _COS(%—F%_%)



p—

\.

Obrazek 4.8: Kardioida (vlevo) a nefroida (vpravo) jakozto specidlni piipady
epicykloidy.

kde s € [0; 27k R].
Specialné lze uvazovat hypocykloidu, tedy hypotrochoidu, kde sledovany bod
lezi na odvalujici se kruznici, plati » = R. Jeji délku uréime pomoci vztahu (4.4)):

2R R 3
Lhypocykloida = k/O (1 — k’R> \/2 — 2cos8 (R> ds
1 2R \/2 ) s p
o)
( ) 0 COSs R S

= (k—1)8R.

Obsah mezi hypocykloidou a vnéjsi kruznici dle vztahu (4.6) je

S, = k3rR? — k/%R i (R2 — R?cos <8)>
o kR R

= 3knR%? — 21 R?.

Odecteme-li tento obsah od obsahu vnéjsi kruznice, dostaneme obsah oblasti ohra-
nicené hypocykloidou:

Shypocykloida = W(kR)Z - (Skﬂ'RZ — 27TR2)
= m(kR)? — 3k R? 4+ 2w R?.
Zndmym prikladem hypocykloidy je deltoida, pro kterou je k = 3, nebo aste-

roida, pro kterou je k = 4. Jejich délky jsou 16 R, resp. 24 R, a ohranicuji oblasti
o obsahu 27 R?, resp. 67 R?.
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Obréazek 4.9: Epitrochoida d;, pro kterou je polomér vnéjsi kruznice, ktivky ¢,
trojnasobny oproti poloméru odvalujici se kruznice.

AN
NV

Obrazek 4.10: Deltoida (vlevo) a asteroida (vpravo) jakozto specidlni pripady
hypocykloidy.

4.4.3 Peritrochoida

V ramci studia trochoid prozkoumame jesté dalsi rodinu ktivek, kterou jsou
peritrochoidy. Tyto kiivky jsou generovany tak, ze po zakladni kruznici o polo-
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méru a je odvalovdna kruznice o poloméru ga, kde ¢ € (1;00), pficemz zakladni
kruznice lezi uvnitt odvalujici se kruznice. Sledovany bod pak lezi ve vzdalenosti
b > qa od stiedu odvalujici se kruini(xﬂ Peritrochoidam byva v teorii krivek
vénovana pomérné mald pozornost, protoze jde o kiivky ekvivalentni s epitro-
choidami, jak ukazeme nize. Na druhou stranu mélo studium peritrochoid velky
vyznam v technické praxi — specialné pti konstrukei nekonvenéniho Wankelova
motoru, jehoz rotor (resp. jeho jednotlivé body) se pohybuje pravé po peritrocho-
idé. Na strance (Koutsovoulos, 2017 1ze nalézt ndzorné animace.

qa b

Obrazek 4.11: Pti odvalovani kruznice d po zékladni kruznici ¢ sledujeme bod
p(s) pevné spojeny s odvalujici se kruznici.

Zkusme nejprve nalézt parametrizaci peritrochoidy v souladu s Obrazkem
M.11] Zékladni kruznice ¢ o poloméru a je kiivka s parametrizaci

_ fcos? 2mqa
c(s) _a<sin2> , SE l(),q_ll ,

pricemz pozdéji ukdzeme, pro¢ volime hodnoty parametru s pravé takto. Pro
hodnotu parametru s = 0 se kruznice d o poloméru qa dotyka zakladni kruznice
¢ v bodé ¢(0) a s rostoucim s se odvaluje v kladném sméru tak, ze se pro vSechna
s obé kruznice dotykaji v bodé c(s). Pfipomenme jesté jednou, ze kruznice ¢ lezi
uvnitt kruznice d. V tuto chvili mizeme s pomoci obrazku nize nahlédnout, ze
stted kruzmice d se pro vSechna s nachazi v bodé c¢(s) + gaN(s), kde N oznacuje
normalovy vektor ke kiivce c¢. Pro prehlednost oznac¢ime tento stied z4(s). Pii
odvalovani kruznice d je navic trajektorii bodu z,4(s) rovnéz kruznice s paramet-
rizaci

z4(s) = c(s) + qalN(s)
(cos S) <cos S)
=af| . ¢]—qa| . &
Slna Slna
cos 2
- (1 - Q)(I (Sin;) ;

2Podobné jako je pro obecné trochoidy mozno uvazovat r > R, je i zde mozno uvazovat
libovolné b > 0. Parametrizace, ani ekvivalence s epitrochoidami se nezméni.
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jde tedy o kruznici s kruznici ¢ soustrednou.

Obrézek 4.12: K parametrizaci sttedu kruznice d o poloméru qa, ktera se v klad-
ném smeéru odvaluje po kruznici ¢ o poloméru a. Stfed pro rizné hodnoty para-
metru s rovnéz opisuje kruznici (¢arkované), ktera je soustfednd s kruznici c.

Nyni zbyva pouze drobny krok k nalezeni parametrizace samotné peritrocho-
idy p, kdy je tieba charakterizovat otacivy pohyb sledovaného bodu p(s), ktery je
bodem kruznice o poloméru b se sttedem v bodé z4(s). Podafi-li se nam vyjadrit
pomoci parametru s odchylku ¢ vektoru p(s) —zq4(s) a kladné poloosy =, miuzeme
zapsat parametrizaci peritrochoidy p ve tvaru

p(s) = 7a(s) + b (:?jjﬁ;) . (4.8)

Protoze je kruznice ¢ parametrizovana obloukem, ma trajektorie bodu do-
tyku obou kruznic (bodu c(s)) od po¢ateéni polohy délku s. Tato délka je rovna
délce oblouku, ktery byl odvalen na kruznici d. Stfredovy thel prislusny tomuto
oblouku mé v kruznici d velikost s/(qa) a jak ilustruje obrézek nize, jde o tihel
%(p(‘S)’ Zd(s)’ C(S))'

Néazorné si mtizeme tento fakt predstavit tak, ze s odvalovanim kruznice d se na
ni ,odlupuje* oblouk kruznice ¢. Bod p(s) (resp. jeho kolmy priumeér na kruznici d)
je pak pomyslnou znackou ukazujici, ve kterém bodé na kruznici d ,,odlupovani®
kruznice ¢ zacalo, protoze z fyzikalniho pohledu si bod p(s) zachovava stalou
polohu vicéi kruznici d.

Nakonec uréime odchylku vektoru c(s) — z4(s) od kladné poloosy z. Jak ilu-
struje Obrazek , tato odchylka ma velikost s/a. Mzeme tedy vyjadrit velikost
uhlu ¢ ve vztahu pomoci parametru s:
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Obréazek 4.13: Vlevo: Vyznam thlu ¢ v parametrizaci dané vztahem (|4.8]).
Carkované vyznacena primka je rovnobéznad s osou x. Vpravo: Velikost thlu

F(p(s),2a(s), c(s)).

Obrézek 4.14: K vyjadreni odchylky ¢ pomoci parametru s.

Po dosazeni do vztahu (4.8)) tedy dostaneme parametrizaci peritrochoidy:
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ple) = 2ute) + ()

sin ¢(s)
_ cos 2\ [eos (3 =3
=(1—-gq)a (sin Z) +b (sin (§ B S;) , (4.9)
a qa
s € [O; 27rqa] i
qg—1

Interval pro pripustné hodnoty parametru s je vybran tak, aby pro hodnoty
s € [0; Simaz] vykonal sledovany bod pravé jednu otacku kolem stredu kruznice d,
tedy

(b(sma:p) = 27T7
Smaz . Smaz _ 27T,
a qa
2mwqa

Na Obréazku si miizeme vSimnout, Ze pro nékteré hodnoty parametru q
jsou prislusné peritrochoidy jednoduché uzavirené ktivky. Tento specialni ptripad
nastane, jestlize se sledovany bod pro s = $,,4, vrati do své pocatecni polohy,
tedy jestlize stred kruznice d vykond pri probéhnuti vSech s € [0; Snqz] celoci-
selny pocet otacek kolem stredu kruznice ¢ (rovnéz se pak vrati do své pocatecni
polohy). Musi tedy platit

Smaz =2m, n €N,
a
po dosazeni za S,,q, dle (4.10):
2 1
L 2mn,
qg—1 a
a
q—1 '

Peritrochoida, ktera je generovana valenim kruznice o poloméru ga po zakladni
kruznici o poloméru a, je jednoducha uzaviena krivka za splnéni podminky

q

—— € N.
qg—1

Na zacatku této podkapitoly jsme zminili, Ze peritrochoidy jsou kiivky ekvi-
valentni s epitrochoidami, lisi se pouze ve zptisobu, jakym jsou generovany. Porov-
name parametrizaci peritrochoidy p dle vztahu s parametrizaci epitrochoidy
d, dle vztahu a ukdzeme, ze peritrochoida s koeficienty (a, g, b) mé stejny
obraz jako epitrochoida s koeficienty
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Obrézek 4.15: Peritrochoidy pro rizné hodnoty parametru q.

resp.

b q
kR=-, r=(@q—1)a, k+1=—.
. (¢—1) 1

Tyty koeficienty dosadime do vztahu (4.5) a ziskdme parametrizaci prislusné epi-
trochoidy s parametrem 3§ € [0; 2k R], resp. 5 € [0; (27b)/q]:
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3

- COSkR B SiIl( +
dp(s)—(k—l—l)R< S) r( (i—i-

sin

kR COS iR
3 in (4 q5
s <C9S qb) Cg=Dal (% + a)) (4.11)
sin cos (5 + %

Abychom ukéazali, Ze peritrochoida i epitrochoida maji stejny obraz, preve-
deme parametrizaci epitrochoidy pomoci parametru § na parametrizaci pomoci
parametru s. Ze vztahu (4.9)), resp. z definice epitrochoidy vime, ze

2
s € [0; Wq(ﬂ , Tesp. S €

O;M] .
q

Zvolime tedy funkei 3(s) tak, aby se horni meze téchto intervali rovnaly. Tim
docilime pouze zmény rychlosti probihani epitrochoidy:

a(g) = (4= 1)b
5(s) = Za

Dosazenim do vztahu (4.11)) udavajictho parametrizaci epitrochoidy dostaneme

COS q(q;l)bs sin Q(qiigbs + Q(il—l);ijb
dp(s) =0 ( q(;—ll))bs - (q - 1)0’ (q(gl)bs (Z(ql)(ll)bs)

sin q%ab cos ( q?ab + (q—l)q2ab)
(¢g—1)s . s
CcoS sin 2
— qa — a
b (Sin (qq;)s> * (1 q)a (COS z> ’

coz je parametrizace peritrochoidy pomoci vztahu (4.10). Ukazali jsme tedy, ze
peritrochoida a epitrochoida jsou ekvivalentni kiivky.
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L] [ v 4

5. Mamikonova véta a jeji
aplikace

V této kapitole uvedeme odvozeni tzv. Mamikonovy véty pro vypocet ob-
sahu oblasti generované tecnymi vektory k zadané kiivce a ukazeme nékteré jeji
aplikace. Ackoliv pri odvozeni Mamikonovy véty vyuzijeme stejné nastroje inte-
gralniho poctu, jako v predchozich kapitolach, v konkrétnich aplikacich se jiz bez
integralniho poc¢tu obejdeme. V tomto ohledu nabizi Mamikonova véta skutecné
netradi¢ni pristup k vypoc¢tu obsah.

Tzv. vizudlni pristup k reseni problémai integralniho poctu (v origindle A visual
approach to calculus problems), postaveny na vyuziti Mamikonovy véty v geomet-
rickych aplikacich, byl dlouha léta rozvijen Tomem M. Apostolem a Mamikonem
A. Mnatsakanianem. Obsahly ivod do této metody je spolu s nékterymi aplika-
cemi uveden v ¢lanku (Apostol, 2000).

Obrazek 5.1: Mamikonova véta umoznuje vypocet obsahu oblasti, kterou opise
usecka vedena ve sméru tecného vektoru ke krfivce ¢ s pocatecnim bodem
na kiivce ¢ (vysSrafovano Cervené).

5.1 Mamikonova véta

Nasim cilem je nyni vypocitat obsah oblasti generované zptisobem znazorné-
nym kupiikladu na Obréazku 5.1} Uvazujme kladné orientovanou reguldrni kiivku
c: (a,b) — R?, jejiz kiivost k neméni znaménko a je parametrizovidna obloukem.
Jak uvidime, predpoklad parametrizace obloukem neni pri konkrétnich aplikacich
nijak omezujici. Tecny, resp. normdlovy vektor kiivky ¢ v bodé s oznacime T(s),
resp. N(s). Dale budeme uvazovat, ze délka tsecky ve sméru tecného vektoru
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(viz Obrazek se miize ménit explicitné v zavislosti na thlu, pod kterym je
otocena. Koncovy bod tsecky tedy opisuje kfivku d s parametrizaci

d(s) = c(s) +r(a(s))T(s),

kde r(a(s)) udava vzdélenost bodu d(s) od bodu c(s), pficemz r je nezaporna
funkce a « je thlové zobrazeni prislusné vektoru T. Oblast, jejiz obsah chceme
vypocitat, ma parametrizaci

y(s,u) = c(s) + ur(a(s))T(s),

kde u € [0; 1].

Obrazek 5.2: K parametrizaci kiivky d a plochy y.

Obsah S této oblasti vypocitame jako intergral normy vektorového soucinu

8y 3y duds.

P1i vypoctu parcidlnich derivaci vyuzijeme Frenetovy vzorce:

%~ T(s) + wr'(a(s))o’(5)T(5) + ur(o()w(s)N(s).
Y r{a(s))T(s)

Odtud dostaneme normu vektorového soucinu

Hgi’ = [ur(s)r*(a(s))|
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a vztah pro vypocet obsahu S:

S = /ab /01 ‘um(s)rZ(a(s))‘ du ds
1 /b

=
1

/ab rk(s)r*(a(s))ds| .

/@(s)rz(a(s))‘ ds

> (5.1)

Posledni rovnost plati, protoze predpoklddame, ze kiivost x na intervalu (a,b)
nemeéni znaménko. Pro zjednoduseni integralu daného vztahem (j5.1]) vyuzijeme
vztahu kiivosti x a tthlového zobrazeni o daného Vétou [k

k(s) =d(s).
Integral upravime zavedenim substituce ¢ = «(s):

S ==

5 /ab r?(a(s))a’(s) ds

2

a(b—
/ ") d¢’ . (5.2)
afa+)

Predpokladame ptitom existenci prislusnych jednostrannych limit funkce o
v krajnich bodech. Vyznam posledni rovnosti 1ze nazorné geometricky interpre-
tovat. Vztah , vyjadiujici obsah oblasti na Obrézkuvlevo, zaroven udava
obsah oblasti na Obrazku [5.3| vpravo, vyjadiime-li jej jako integral v polarnich
soufadnicich (r;¢). Tento poznatek lze jiz povazovat za formulaci samotné Ma-
mikonovy véty.

Obrézek 5.3: Obsah oblasti generované tiseckami vedenymi ve sméru te¢ného vek-
toru ke kfivce ¢ se neméni, presuneme-li tyto tsecky do spole¢ného pocatecniho
bodu a nechame je kolem tohoto bodu otacet.

Hledany obsah tedy nezavisi na konkrétni parametrizaci ktivky ¢, nybrz pouze
na tvaru funkce s — r(a(s)). Jestlize navic budeme uvazovat, ze délka usecky
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ve sméru tecného vektoru je pfi probihani intervalu (a,b) rovna konstanté L,
ziskame pro vypocet obsahu jednoduchy vztah:

a(b—)
g1 / L2 qu‘
2 afa+)
1
= ST a(b-) - afat) (5.3)

Méné formalné muzeme Mamikonovu vétu formulovat tak, ze obsah oblasti
generované tenymi tseckami pri probihani kiivky ¢ v intervalu (a;b) je roven
obsahu oblasti, kterou tyto tsecky opisi po presunuti do spoleéniho pocate¢niho
bodu svym pouhym otocenim o thel |a(b—) — a(a+)].

5.2 Aplikace Mamikonovy véty

5.2.1 Uzavrené krivky

Ze vztahu ihned plyne zajimavy dusledek pro jednoduché uzaviené kiiv-
ky s nezdpornou kfivosti. Pro ty plati a(b—) —«a(a+) = 27. Obsah oblasti, kterou
opisi usecky délky L vedené ve sméru tecného vektoru po obéhnuti celé krivky c,
je tedy roven

S =nlL?, (5.4)

coz odpovida obsahu kruhu o poloméru L, a to nezavisle na konkrétnim pribéhu
kiivosti k¥ivky ¢, viz Obrazek S4m Mamikon Mnatsakanian tyto pripady
dukladnéji rozebird v ¢élanku (Mnatsakanian, [1997)).

Obrézek 5.4: Priklad uzaviené kiivky s nezdpornou ktivosti. Modfe vysrafovana
oblast nalevo generovand tseckami délky L mé dle vztahu ([5.4)) stejny obsah jako
modry kruh o poloméru L napravo.
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Specialné z Mamikonovy véty plyne poznatek, ze obsah mezikruzi, které vznik-
ne odvalovanim usecky délky L po zakladni vnitini kruznici, zavisi pouze na L.
Neni tedy nutné znat konkrétni hodnoty poloméri vnittni a vnéjsi kruznice.
Ke stejnému vysledku se konec koncli dostaneme i pouhym vyuzitim Pytha-
gorovy véty.

Obrazek 5.5: Obsahy obou vysrafovanych mezikruzi se rovnaji, protoze usecky
odvalujici se po obou vnitinich kruznicich a generujici tato mezikruzi maji stejné

délky.

5.2.2 Obsah plochy pod vle¢nou krivkou

Mamikonovu vétu mtizeme déle vyuzit k vypoctu obsahu oblasti generovanych
tzv. vlecngmi krivkami. Predstavme si hmotny bod pohybujici se po kiivce d, ktery
je spojen s jinym bodem useckou pevné délky L a ,vlece“ jej za sebou. Vleceny
bod pak opisuje pravé prislusnou vlec¢nou kiivku c. Realnym modelem takové
dvojice krivek muze byt trajektorie predniho kola bicyklu, které za sebou vlece
kolo zadni, viz (Apostol a Mnatsakanian, 2008)).

Ssol ‘— // trajektorie predniho kola - kiivka d

Obrazek 5.6: Predni kolo se vzdy dotyka silnice v bodé, ktery lezi na tecné k tra-
jektorii kola zadniho. Navic styéné body pneumatik se silnici maji konstantni
vzajemnou vzdalenost.
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Priklad na Obrazku[5.6|napovida, ze oblast mezi kfivkou d a vle¢nou kfivkou ¢
je opét oblast generovana teénym vektorem ke kiivce ¢, resp. useckou délky L
mitici ve sméru tohoto vektoru. Pro vypocet obsahu oblasti mezi kivkami ¢ a d,
resp. obsahu oblasti mezi trajektoriemi predni a zadni pneumatiky jizdniho kola,
staci zjistit, o jaky thel se otocila tecna vedena ke kiivce ¢ a vyuzit vztah .
Napf. v situaci zndzornéné na obrézcich cyklista provedl zatacku o 7/2. Obsah
oblasti mezi trajektoriemi predniho a zadniho kola je tedy:

1 o
S=_I>="17%,
2 2 A4
a to nezdavisle na zpisobu, jakym cyklista zatackou projell Obsah oblasti zavisi
pouze na uhlu, o ktery se zménil smér jizdy a na vzdalenosti L mezi sty¢nymi

body pneumatik s vozovkou.

Obrazek 5.7: Aplikace Mamikonovy véty pii vypoctu obsahu oblasti ohranicené
trajektorii predni a zadni pneumatiky jizdniho kola.

Specidlnim a notoricky zndmym ptikladem vlecné kiivky je traktriz. Kiivkou d
je v tomto pripadé kladné poloosa y a vle¢eny bod mé pocatecni polohu (L,0).
V nasi ,cyklistické* konvenci si miuzeme predstavit predni kolo, které se dotyka
silnice v poc¢atku soustavy soutadnic a zadni kolo, které se dotyka osy x a sméruje
s ni rovnobézné. Predni kolo se pak rozjede ve sméru kladné poloosy y.

Chceme-li najit obsah oblasti mezi traktrix a osou y, obejdeme se nastésti i bez
integralniho poctu (nastésti, protoze parametrizace traktrix je pomérné slozitd).
Staci si vSimnout, ze vleceny bod se bude asymptoticky priblizovat k ose y, coz
odpovida otoceni te¢eného vektoru traktrix limitné o 7/2. Z toho a ze vztahu
(5.3) plyne, ze plocha ohranic¢end osou y a traktrix je (1/2)mwL?.

5.2.3 Obsah plochy pod obloukem cykloidy

Obsah plochy pod obloukem cykloidy jsme vypoéitali jiz v predchozi kapi-
tole, metodu vypoctu vsak nabizi i Mamikonova véta. Za oblast, kterou opise jeji
teény vektor, lze v tomto pripadé povazovat oblast ohrani¢enou obloukem cyk-
loidy a obdélnikem, ktery je ji opsan, viz Obrazek [5.10] Jestlize je tedy cykloida
generovana kruznici o poloméru R, mé ji opsany obdélnik obsah 47 R? a obsah
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Obrézek 5.8: Trajektorii zadniho kola bicyklu, jehoz predni kolo se rozjede z po-
catku soustavy souradnic ve sméru osy y, je traktrix.

bod pohybujici se

ve sméru kladné poloosy y

vletnd krivka - traktrix

vle¢na kfivka - traktrix

Obrézek 5.9: Trajektorii bodu vle¢eného na tsecce délky L bodem pohybujicim
se po ose y je traktrix. Uhel, o ktery se oto¢i jeji teény vektor, se limitné blizi /2.
Plocha mezi traktrix a osou y tak méa obsah rovny poloviné kruhu o poloméru L.

Obrézek 5.10: Pokusime se vypocitat obsah S oranzové vysrafované oblasti, kte-
rou opisuje teény vektor cykloidy. Tecna vedend k cykloidé v bodé c(s) protne
piimku y = 2R v bodé p(s).

pod obloukem cykloidy dostaneme jako rozdil obsahu tohoto obdélniku a obsahu
oblasti, kterou opise tecny vektor.
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Vyjdeme z parametrizace cykloidy dle vztahu na str. a urc¢ime jeji tecny
vektor T. Nejde o parametrizaci obloukem, coz nas vsak nijak neomezuje, nebot
vztah a z néj plynouci Mamikonova véta nezavisi na volbé parametrizace.
Bez Gjmy na obecnosti budeme pro prehlednost dosazovat R = 1.

s —sins
c(s) = (1 — cos s)

o= (1)

Tec¢na vedena k cykloidé ¢ bodem c(s) protne piimku y = 2 (viz Obrazek 5.10))
v bodé p(s) s parametrizaci

p(s) = c(s) + f(s)T(s),

kde f je zatim nezndma skalarni funkce. Jeji vyjadieni najdeme snadno. Vime
totiz, ze druhd souradnice bodu p(s) musi byt pro vsechna s rovna 2 (obecné
2R). Plati tedy:

(1 —coss)+ f(s)sins =2

1+4coss
fl8) = ———.
sin s
Parametrické vyjadieni bodu p(s) je tedy
s —sins + 1155 (1 — cos s)
p(s) =
1 —coss+ %5 gin g

sin s

:@

Odtud vyplyva, Ze bod p(s) je totozny s bodem dotyku zékladni kruznice
s primkou y = 2R. Prvni soutadnice stfedu valici se kruznice je totiz také rovna s.
Mnozina tsecek mezi body c(s) a p(s), které opisuji hledanou oblast (viz Obrazek
5.10), je tedy po preneseni do spolecného koncového bodu mnozina vSech tétiv
kruznice, kterda generuje cykloidu ¢, prochazejicich pevné zvolenym bodem P.
Tato mnozina tétiv vyplnuje kiuznici o poloméru R. Z Mamikonovy véty tedy
plyne, ze obsah hledané oblasti je roven obsahu kruhu o poloméru R.

Protoze je obsah opsaného obdélniku roven 47 R? a obsah oranzové vysrafo-
vané oblasti generované teénym vekorem je wR2, plati pro plochu pod obloukem
cykloidy

Scykloida = 47TR2 - 7TR2 = 37TR2 .

Postup, podobny tomu, jez jsme aplikovali pti hledani obsahu pod obloukem
cykloidy, lze dale rozsitit a zobecnit pii zkoumani tzv. subtangent. Koncept sub-
tangent je rozebran v ¢lanku (Apostol a Mnatsakanian, 2002), kde jejich zavedeni
umoznuje nazornou aplikaci Mamikonovy véty pri vypoctech obsahti ploch pod
grafy funkci jedné redlné proménné.
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Obrézek 5.11: Usecka mezi body ¢(s) a p(s) je pro viechna s tétivou odvalujici se
kruznice o poloméru R. Po preneseni do spoleéného pocateéniho bodu tedy tyto

usecky opisuji kruh o poloméru R.
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6. Méreni obsahu rovinnych
oblasti pomoci planimetru

6.1 Obecné o funkci planimetru

I v této kapitole zlistaneme u urcovani obsahti rovinnych oblasti. Predstavime
zde princip ¢innosti planimetru — pristroje uzivaného ke zjistovani obsahti ob-
lasti ohranicenych jednoduchou uzavienou ktivkou ¢, pricemz zndme obraz krivky
c. Prvni konstrukce a pouziti podobnych pristroji saha do pocatku 19. stoleti.
O sestrojeni planimetru polarniho a linearniho, jejichz ¢innost blize prozkoumame
i v této praci, se ve druhé poloviné 19. stoleti zaslouzil Svycarsky vynalezce Jacob
Amsler (1823 —1912) — viz (Foote a Sandifer, 2007, str. 74). Planimetry nachazely
své uplatnéni v kartografii, pti vymérovani pozemki i v technice.

Prestoze byly vyvinuty rozlicné konstrukce planimetrii, véetné soucasnych
vyuzivajicich elektronického zpracovani mérenych dat, princip jejich ¢innosti je
zpravidla stejny. Zacnéme tedy obecnou charakteristikou zédkladnich komponent
planimetri a teoretickym objasnénim jejich funkce. Nasledné popiseme funkci
nejcastéji pouzivanych typiu.

Na Obréazku vidime schematicky nakres tzv. Amslerova polarniho pla-
nimetru. Jeho klicovou komponentou je stejné jako u jinych konstrukei rameno
délky L, na jehoz jednom konci je hrot. Ten slouzi uzivateli planimetru k opisovani
obrazu uzaviené kiivky c¢ ohranicujiho oblast, jejiz obsah chceme mérit. Obraz
ktivky c je typicky reprodukovan na vodorovné polozeny papir. Déle je na rameno
pripevnéna soucastka zvana integracni kolecko, a to tak, Ze osa otaceni kolecka
je s ramenem rovnobézna. Integracéni kolecko je opatteno otoc¢nou stupnici, z niz
lze po opsani obrazu k¥ivky ¢ hrotem planimetru neptimo vyc¢ist méreny obsah.

U modernich planimetri je stupnice nahrazena elektronickym snimacem ota-
cek, coz vsak oproti diive vyrobenym modeltl planimetru samo o sobé neprinasi
o mnoho vyssi pfesnosti méreni, nybrz spise vyssi komfort uzivatele. Pro co nej-
presnéjsi zmeéreni obsahu oblasti ohranicené kiivkou ¢ je rozhodujici peclivost
uzivatele pri opisovani obrazu kfivky ¢ hrotem planimetru a presnost zpracovani
pristroje jako celku.

Obrézek 6.1: Hrot planimetru je oznacen P a integracni kolecko jako W. PJ je
rameno planimetru. Autor této prdce vlastni licenci k volnému uZivani obrdzku.
Zdroj: https://www.alamy.com/.

75


https://www.alamy.com/

Zpusob upevnéni integracniho kolecka zajistuje, ze k jeho pootoceni dojde
pouze, pohybuje-li se po podlozce ve sméru kolmém na rameno planimetru.
Posuneme-li integrac¢ni kolecko ve sméru rovnobézném s ramenem, k pootoceni
nedojde a kolecko po podlozce sklouzne. Libovolné jiné posunuti integrac¢niho
kolecka po rovinné podlozce lze rozlozit do téchto dvou vyznacénych smeért.

6.1.1 Funkce integracniho kolecka

Zacnéme propojovat fyzikalni podstatu problému s matematickou abstrakei.
Rameno planimetru s integra¢nim koleckem umisténé ve zvolené soustavé sou-
radnic reprezentujeme orientovanou useckou s pocatecnim bodem A = (ay;as)
a koncovym bodem B = (by; by) osazenym hrotem, pricemz délce ramene plani-
metru odpovida ||B — A|| = L. Na tsecce AB je umisténo integracni kolecko
ve vzdalenosti w od bodu A.

Nejprve uvazujme posunuti celé tisecky AB ve sméru vektoru Ar = (Az; Ay).
Ve sméru tohoto vektoru se posune i integrac¢ni kolecko, a to nezavisle na jeho
umisténi (vSechny body tsecky AB se posunou stejné). Jak jsme zminili vyse,
integracni kolecko zaznamena pouze pohyb ve sméru kolmém na rameno, tedy
ve sméru vektoru n = (ag — by; by — a1). Drahou pohybu je v této situaci prumét
vektoru Ar do sméru daného vektorem n. Situace je znazornéna na Obrazku [6.2
vlevo. Orientovana vzdalenost zaznamenand integraénim koleckem je tedy

1
s=—"-Ar=—n-Ar. (6.1a)
]| L

B+ Ar

Obréazek 6.2: Jako s je na obrazku oznacena vzdalenost, kterou zaznamend in-
tegracni kolecko pfi posunuti ramene planimetru o vektor Ar (vlevo), resp. pfi
otoceni ramene o thel AS kolem bodu A (vpravo).

Pro uplnost dodejme, ze pri posunuti o vektor —Ar dojde k odvaleni integrac-
niho kolecka v opa¢ném sméru, a tedy i tento pohyb je na stupnici zaznamenan.

Dalsim specidlnim ptripadem pohybu ramene planimetru je jeho otoc¢eni kolem
pocatecniho bodu A o thel AS, jak je zndazornéno na Obréazku [6.2| vpravo. Tehdy
integracni kolecko umisténé ve vzdalenosti w od bodu A zaznamena vzdalenost s
danou vztahem:
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s =wAp.

P1i zcela obecném pohybu v roviné budeme predpokladat, Ze se integracni
kolecko v ¢ase t nachdzi v bodé k(t) = (z(t); y(t)). Infinitesimalni posunuti inte-
gracniho kolecka pak predstavuje vektor

dr(t) = K (t)dt .

Dale predpokladejme, ze se v zavislosti na ¢ase ¢ mohou ménit i souradnice nor-
malového vektoru n pri zachovani jeho konstantni normy L. Tim reprezentujeme
moznost otac¢eni ramene planimetru. Vztah udavajici vzdalenost zazname-
nanou integracnim koleckem mezi ¢asy t; a t, pak pro obecny pohyb prepiseme
nasledovné

1t

=1 ), n) K(pde. (6.1D)

S

6.2 Linearni planimetr

V této casti podame popis ¢innosti linearniho planimetru a podrobnéjsi teo-
retické objasnéni jeho funkce. Na Obrazku vidime fotografii moderniho line-
arniho planimetru Tamaya Planix 7 opatfeného elektronickym snimacem otacek
integracniho kolecka. Na Obrazku[6.4] je pak zachycen tentyz planimetr po odstro-
jeni elektronického modulu, diky ¢emuz muzeme snaze odhalit princip fungovani
pristroje.

B Y] 4

| S TAMAYA

Obrazek 6.3: Linedrni planimetr Planix 7 od spolecnosti Tamaya Technics Inc.
Fotografie byla jejim autorem umisténa k volnému uZivini na https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Planimeter_Tamaya_Planix_7.jpg.

Hridel s koly opatfenymi gumovymi ,pneumatikami“ znemoznujicimi sklouz-
nuti kol po podloZce, s niz je pevné spojen pocatecni bod ramene planimetru, se
mtize po podlozce pohybovat pouze ve sméru kolmém na htidel. Samotné rameno
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Obrazek 6.4: Planimetr Planix 7 po odejmuti elektronického modulu. Vidime,
ze pod modulem je ukryto stfibrné integracni kolecko. Prevzato z (Footel 2005),
kde 1ze najit fotografie dalsich typi planimetri.

je pak ve svém pocatecnim bodé s hrideli spojeno otocnym kloubem. Opisuje-li
koncovy bod ramene kiivku ¢, pocatecni bod spojeny s hrideli se pritom pohy-
buje po tsecce. Pti pohledu na Obrazek [6.3] si mizeme vSimnout, Ze konstrukef
pristroje je vylouceno, aby rameno pti opisovani kiivky ¢ svym koncovym bodem
vykonalo celou otacku.

6.2.1 Teoretické objasnéni cinnosti linearniho planimetru

Na Obrazku vidime schematicky nékres linedrniho planimetru. Predpo-
kladame, Ze ve zvolené soustaveé souradnic opisuje koncovy bod ramene délky L
obraz jednoduché kiivky ¢, jeho poloha je tedy c(t) = (z(t);y(t)), kde t € [a; b],
z(b) = x(a) a y(b) = y(a). Poc¢ateéni bod d(t) ramene je fixovin na souradnico-
vou osu ¥, po niz se muze volné pohybovat. Déle predpokladame, ze pro vsechna
t € [a;b] je x2(t) < L% Tato podminka nam i{k4, Ze rameno planimetru nemiize
na ose z dosdhnout do vzdalenosti stejné nebo vétsi, nez jaka je jeho délka. Os-
tra nerovnost v tomto pripadé znamena, ze rameno planimetru nemuize smérovat
rovnobézné s osou z. Vektor c(t) — d(t) ma soufadnice

() -a0 - (=)

pricemz ||c(t) — d(t)|| = L. Tomu odpovidd normalovy vektor

at) (ﬂW —:z:?(t)> |

(t)

Poloha pocate¢niho bodu ramene je
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Obréazek 6.5: Schematicky ndkres linedrniho planimetru. Koncovy bod ramene
planimetru délky L opisuje obraz kiivky ¢ s parametrizaci c(t) = (z(t);y(t)).
Pocate¢ni bod ramene lezi na ose y v bodé d(t) a pti pohybu ramene se pohybuje
po tsecce. Integracni kolecko se nachazi ve vzdélenosti w od pocate¢niho bodu.

0= (- 5= 5)

pricemz znaménko pred odmocninou je ddno hodnotou d(a). Béhem spojitého
opisovani kiivky ¢ se jiz nemuZe zménit, protoZe pro vsechna ¢t € [a;b] jsme
stanovili podminku L? — x2(t) # 0.

Integracni kolecko se nachazi v konstantni vzdalenosti w od poc¢atecniho bodu
d(t), mé tedy polohu

cemuz odpovida



Integracni kolecko tedy zaznamena dle vztahu ((6.1b) po opsani ktivky ¢ kon-
covym ramenem orientovanou vzdalenost

1 b
:z/“t
SINE

Integrél funkee z(t) y/(t) je dle Véty [9 roven obsahu oblasti ohranicené kiivkou c.
Vztah pro vypocet s tedy déle upravime:

= ['nit)
-F+1f

Zavedenim substituce X = z(t) dostaneme

()
L? — 22(t)

w

Jiz=s@a 0+ a0y + (1-7)

:L"'(t)] dt .

(1 _ ‘L") LxQ(t)a:’(t) - 2= :c’(t)] dt .

2 22(1)

Se 1 pz®) w X? w
e T l1——) ——mm—— —VIL? - X?%2| dX.
i L+L/x(a) K L)ML?—X? L ]
Z podminky z(b) = z(a) pak plyne
X2
L/ [( )\/L2 X2 L

Zjistili jsme, Ze orientovand vzdalenost zaznamenana integra¢nim koleckem je
rovna podilu S./L, tedy

\/LQ—XQ] dX =0.

S, =sL.

Vidime, ze obsah oblasti opsané koncovym bodem ramene planimetru lze urcit
jako pouhy soucin hodnoty zaznamenané na stupnici integrac¢niho kolecka a délky
ramene planimetru. V pripadé planimetru na Obrazku je pochopitelné vysle-
dek tohoto vypoctu zobrazen na displeji elektronického modulu. Vsimnéme si, Ze
vypocitany obsah S, nezavisi na poloze integra¢niho kolecka dané konstantou w.

6.3 Véta o planimetru

Tvrzeni, které nazveme vétou o planimetru, neni matematickou vétou v pra-
vém slova smyslu, nebot se opira o funkci integracniho kolecka — ¢isté fyzikalniho
objektu. Patrné bychom se mohli pouziti tohoto pojmu vyhnout, zde nam vsak jde
zejména o nazorny vyklad ¢innosti planimetru. Cilem formulace a diikazu tohoto
tvrzeni je poskytnuti ponékud obecnéjsiho nahledu na funkei riznych konstrukei
planimetru.
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Véta o planimetru. Uvazujme rameno planimetru délky L opatfené inte-
grac¢nim koleckem, jehoz krajni bod, ktery nazveme koncovy, opisuje jednoduchou
krivku c. Opisuje-li druhy krajni bod, ktery nazveme pocatecni, rovnéz jednodu-
chou krivku d a je-li integracni kolecko umisténo ve vzdalenosti w od tohoto
pocatecniho bodu, plati

Se =sL+ Sy +mmL(L — 2w), (6.2a)

kde m € Z, s je orientovana vzdalenost zaznamenané integra¢nim koleckem a S.,
resp. Sy je orientovany obsah oblasti ohrani¢ené kiivkou c, resp. d.

Obrazek 6.6: Koncovy bod ramene planimetru délky L mé polohu c(t) a opisuje
jednoduchou krivku ¢ ohranic¢ujici obsah S.. Pocatec¢ni bod opisuje rovnéz jedno-
duchou kfivku d ohranicujici obsah S; a ma polohu d(t), ve vzdalenosti w od néj
se nachdzi integraéni kolecko. Uhel f(t) odpovidé orientovanému tihlu sviranému
kladnou poloosou x a vektorem c(t) — d(t).

Diikaz. Situace je zndzornéna na Obréazku [6.6f Rameno planimetru budeme re-
prezentovat orientovanou tseckou s koncovym bodem c(t), kde je umistén hrot,
a pocatecnim bodem d(t), kde ¢ € [a; ], pFicemz ||c(t) — d(¢)|| = L pro vSechna
t € [a;b]. Polohu ramene planimetru v soustavé soutadnic lze popsat funkei 5(t),
kterd udava orientovany thel svirany vektorem c(t) — d(¢) a kladnou poloosou .
Protoze maji byt krivky ¢ a d uzaviené, plati c(b) = c(a), d(b) = d(a) a odtud
i 8(b) = (a)+2mm. Snadno nahlédneme, ze celé ¢islo m odpovida orientovanému
poctu otacek tsecky béhem jejiho pohybu. Je-li parametrizace kiivky c

pak je
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_ (xz(t) — Lcos5(t)
d(t) = (y(t) - Lsinﬁ(t)) ’

a integracni kolecko se nachazi v bodé

((t) — (L — w) cos B(t)
“w—<mw—@—wmmmw>

Navic normalovy vektor smérujicimu kolmo k rameni planimetru ma souradnice

_ [(—LsinB(t)
n(t) = < Lcosp(t) ) -
Vyjdeme ze vztahu (6.1b)) udéavajiciho orientovanou vzdalenost zaznamenanou
integracnim koleckem:

L
—sin ' (t) + (L — w)sin B(t) B'(t)
_/ (Cosﬁﬂ ) (y (f)j (L — w) coﬁ(’i)g/é)) dt
= [T sin B(0) + o/ (1) cos 5(1) — (L — ) (1) d
- / £) cos A(t) — o' (t) sin B(t)] dt — / (L= w)B(t) dt

Pro posledni integral plati:

[ (L= w) ) dt = (L w)[B0) ~ Bla)) = 2mm(L —w).
Odtud dostavame

s+ 2mm(L —w) = /: [/ (t) cos B(t) — «'(¢) sin B(t)] dt, resp.
sL+2mmL(L — w) = /ab [/ (t) L cos B(t) — ' (t) L sin 5(t)] dt . (6.3)

Ve druhé ¢&sti dikazu vypocitame s vyuzitim vztahu daného Vétou [0 orien-
tovany obsah oblasti ohrani¢enych uzavienymi kiivkami ¢ a d. Dostaneme
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Integral funkce x(t) y'(t) odpovida orientovanému obsahu S.. Déle zavedeme sub-
stituci B = [3(t) a vypocitame integral:

b B(a)+2mm
/ L?cos® B(t) B'(t) dt = /( | L*cos®> B dB = mmL*. (i)
a Ba

Vypocet lze provést s vyuzitim vzorce pro kosinus poloviéniho thlu. Dale pre-
piseme vyraz —z(t) L cos (t) f'(t) pomoci pravidla pro derivaci sou¢inu funkef
a vypocitame prislusny integral. Z uzavienosti kiivek dostaneme x(b) = z(a)
a sin G(b) = sin f(a), tedy:
b
—/ t) L cos B( )5()dt:—/[()LsmB dt+/ t) Lsin 5(t) dt
—O—l—/ t) Lsin B(t) dt (ii)

Dosazenim ({ij) a do vztahu pro vypocet S; dostaneme:

Sy = 5. +me2+/ £) Lsin B(t) — ¢/ (t) L cos B(t)] dt

rozdil obsahti S. a Sy je tedy

S, — Sy =S.— S, — 7mL? — /b [/ (¢) Lsin B(£) — /(1) L cos B(¢)] dt

po uprave:

b

S, — 84+ mmL? = / [y'(t) L cos B(t) — /(1) L'sin B(¢)] dt (6.4)

a

Porovanim vztahu (6.3) a (6.4) dostaneme:

sL+2rmL(L — w) = S, — Sy + mmL?,

coz po upravé da vztah (6.2a)) dany vétou o planimetru:
Se =L+ Sy +mmL(L — 2w)

O

Pravé dokdzana véta (6.2a) nam dava obecny navod, jak sestrojit funkéni
planimetr. Pro co nejefektivnéjsi méreni obsahu S, je vhodné ucinit dvé opattent:

o zajistit, aby poc¢atecni bod ramene planimetru opisoval kfivku d ohranicujici
zndmy obsah Sy,
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o opisovat hrotem kiivku c tak, aby rameno planimetru po ukonceni pohybu
nevykonalo ani jednu celou otacku.

Jak je vidét na dvou prikladech uvedenych v této kapitole, u nejobvyklej-
sich konstrukei planimetru je splnéni prvni podminky zajisténo tak, ze pocatecéni
bod ramene planimetru opise kiivku d ohranicujici nulovy obsah. U linedrniho
planimetru je kuptikladu obrazem krivky d tsecka. Dale staci integracni kolecko
opatfit stupnici, na které bude mozno odecist orientovanou vzdalenost s. Ob-
sah ohraniceny krivkou ¢, kterou opisuje hrot planimetru, lze pak vycist pouze
z udaje na stupnici integracniho kolecka a z konstant L a w danych konstrukci
planimetru.

Druhou podminku lze preformulovat tak, ze ve vztahu budeme pied-
poklddat m = 0. P1i splnéni obou uvedenych podminek dostaneme specialné:

S.=sL+S5,, (62b)

pri zajisténi S; = 0 pak

Se=sL. (6.2¢)

V pripadé, ktery popisuje vztah , je méreni obsahu oblasti planimetrem
mimoradné jednoduché. Obsah totiz zavisi pouze na hodnoté s odectené na stup-
nici integra¢niho kolecka a délce ramene planimetru L. Pti vhodné kalibraci lze
obsah odecitat pifimo na stupnici integracniho kolecka.

Vztah je prezentovan a nazorné ilustrovan animacemi na strance (Ma-
rik, [2015)), kterd byla spolecné s ¢lankem (Leisel 2007) autorovi této prace nejveétsi
inspiraci pri formulaci véty o planimetru a jejim dukazu.

Vztah byva nejcastéji dokazovan pro jednotlivé konkrétni konstrukce
planimetru pomoci Greenovy veéty, viz napt. (Marik, 2018)). Dobre srozumitelna
zduvodnéni lze déle nalézt v (Sarmiento, [2017)). Osvétleni geometrického vyznamu
véty o planimetru lze nalézt na strance (Foote, 2009)).

6.4 Polarni planimetr

Fotografii polarniho planimetru vidime na Obrazku [6.7. Jeho rameno délky L
s integracnim koleckem je otoénym kloubem pfipevnéno k pomocnému ramenu
délky r. To je na jednom svém konci, ktery budeme nazyvat pol, opreno o pod-
lozku. Poloha pélu se v priibéhu méreni neméni, coz je zajisténo pripevnénim za-
vazicka. Stejné jako u linearniho planimetru uzivatel opisuje uzavienou ktivku c
koncovym bodem ramene opatieného integra¢nim koleckem a hledany obsah S,
uréi s vyuzitim hodnoty zaznamenané integracnim koleckem.

6.4.1 Teoretické objasnéni ¢innosti polarniho planimetru

Matematické zdivodnéni principu ¢innosti konkrétné pro polarni planimetr
je nazorné prezentovano v (Leise, [2007) za vyuziti Greenovy véty. Ctenar se také
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Obrazek 6.7: Polarni planimetr. Opisovani uzaviené krivky ¢ probihda pomoci
cocky se zamérovacem umisténé na rameni planimetru. Compensating polar pla-
nimeter. National Wildlife Research Center (2021). Obréazek je volné dostupny
z https://commons.wikimedia.org.

mtize nechat autorkou ¢lanku navést k odvozeni v analogii s odvozenim véty
o planimetru v této préci, tedy pouze s vyuzitim Véty [9]

Zde misto toho ukazeme, ze pri méreni polarnim planimetrem jsou splnény
predpoklady véty o planimetru a ze obsah S, oblasti opsané hrotem planimetru
souvisi se vzdalenosti s zaznamenanou integra¢nim koleckem dle vztahu (6.2a)). Je
tedy treba dokazat, ze pohybuje-li se po uzaviené kiivce ¢ koncovy bod ramene
planimetru, pak se ptfi dané konstrukci pristroje musi pohybovat po uzaviené
kiivce d i jeho pocatecni bod.

pdl planimetru

Obrazek 6.8: Vlevo: Schematicky nakres planimetru, jehoz hrot opisuje jednodu-
chou uzavrenou krivku. Jeho rameno opatrené integracnim koleckem ma délku L,
pomocné rameno, jehoz konec (kloub) opisuje kruznici, ma délku r. Vpravo: Po-
loha hrotu opisujictho kiivku ¢ je c(t), poloha kloubu pak d(t). Tato poloha je
popsana pomoci orientovanych thli ¢(t), resp. 6(t).

Na Obrazku vidime schematicky ndkres poldarniho planimetru. Koncovy
bod ramene planimetru délky L opisuje obraz jednoduché kiivky ¢, ma tedy
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soufadnice c(t) = (z(t);y(t)), kde ¢ € [a;b], x(b) = x(a) a y(b) = y(a). Pocatecni
bod ramene opisujici kiivku d se nachazi v bodé d(t), odpovidajicimu mistu
spojeni ramene délky L s pomocnym ramenem délky 7.

Pol planimetru umistime do pocatku soustavy souradnic. Uvazujme, ze spoj-
nice pocatku soustavy souradnic s bodem c(t), resp. s bodem d(t) svird s kladnou
poloosou z orientovany thel ¢(t), resp. 6(t). Dale budeme pozadovat, aby ra-
mena planimetru pti posouvani nikdy nemitila rovnobézné, tedy aby pro vSechna
t € [a;0] platilo (r —1)? < |lc(¥)]|* < (r + L) Podminka dand prvni nerovnosti
je u nékterych typu planimetri zajiSténa jiz samotnou konstrukci a vyjadiuje,
ze ramena planimetru nelze pri méreni presunout jedno pres druhé.

Déle z uzavienosti kiivky ¢ vyplyva, ze ¢(b) = ¢(a) + 2mm. Celé ¢islo m od-
povida orientovanému poctu otacek ramene planimetru kolem svého pocatecniho
bodu. Abychom dokéazali uzavienost kiivky d, po niz se pohybuje poc¢atecni bod
ramene planimetru, sta¢i dokézat, ze rovnéz 0(b) = 0(b) + 2mm.

Na Obrazku [6.§ vpravo je vidét trojihelnik, jehoz vrcholy tvoif pocatek sou-
stavy soufadnic, bod ¢(t) a bod d(t). Z kosinové véty dostaneme:

_ P le®)® - L2
2r ()]

Protoze z uzavienosti kiivky ¢ vyplyva ||c(b)|| = ||c(a)||, plati

cos(0(b) — ¢(b)) = cos(6(a) — ¢(a)) (6.3)

Déle ukazeme, ze pri spojitém posouvani ramen planimetru musi pro vsechna
t € [a;b] platit |6(t) — ¢(t)] € (0;7). Pokud by tomu tak nebylo, muselo by pro
néjaké ty € [a;b] byt |cos(8(to) — ¢(to))| = 1, tedy

|72 + lle(to) I — L7

=1
2r [|e(to) |

[P+ lle(to) * = L2] = 2r fle(to)]]

Nastalo by tedy bud
4 el = 22 = 2 fott)]
r? =2 |le(to)]| + le(to)[I* = L
(r— lletto))? = 22
r— lle(to)]| = £L
llc(to)|| =rF L, nebo
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2+ lle(to)||® — L2 = —2r [lc(to))|
r?+2r [le(to)|| + [le(to) || = L?
(r +|le(to)|)* = L?
4+ ||c(to)|| = £L

le(to)ll = FL =

Obé tyto moznosti jsme pritom v priubéhu celého méteni vyloucili. Ze skutecnosti,
ze |0(t) — ¢(t)| € (0;7) pro vsechna t € [a;b] a ze vztahu ((6.3) vyplyva, ze

0(b) — ¢(b) = 0(a) — ¢(a)
0(b) — ¢(a) — 2mm = 6(a) — ¢(a)
6(b) = 0(a) + 2mm.

Protoze se zaroven pocateéni bod ramene planimetru pohybuje po kruznici,
tedy ||d|| = r, dostavame, Ze je-li kiivka ¢ opisovana koncovym bodem ramene po-
larniho planimetru uzaviena, je uzaviena i kiivka d opisovand pocatecnim bodem
ramene. Jsou tedy splnény pozadavky véty o planimetru.

Pti pouzivani polarniho planimetru mame dvé moznosti, jak mérit obsah ohra-
niceny krivkou c. Bud umistime p6l planimetru vné ktivky ¢, nebo do oblasti
ohranicené krivkou c. Pri umisténi pélu vné opise pocatecni bod ramene plani-
metru uzavieny kruhovy oblouk, tedy ktivku d ohranicujici oblast s nulovym ob-
sahem a pomocné rameno délky r nevykona ani jednu celou orientovanou otacku.
Protoze ramena planimetru nemohou béhem méreni mitit vzajemné rovnobézné,
nemuze zadnou celou orientovanou otacku vykonat ani rameno délky L opattené
integracnim koleckem. Proto lze vypocitat obsah oblasti ohrani¢ené ktivkou c
pomoci vztahu .

P1i umisténi polu planimetru do oblasti ohranicené kiivkou ¢ vykona pomocné
rameno délky r jednu celou otacku, stejné jako rameno délky L opatfené inte-
gracnim koleckem. Kfivka d je pak kruznice o poloméru r a dosazenim do vztahu
pro obsah oblasti opsané hrotem planimetru dostaneme:

S, =sL+mr* +7L(L —2w),

kde s je vzdélenost zaznamenand integracnim koleckem a L, r, w jsou konstanty
dané konstrukei polarniho planimetru. Typicky jsou jejich hodnoty uzivateli k dis-
pozici v prilozeném manudalu.

Je na misté otazka, proc¢ vlastné mérit obsah S. druhym zptsobem, kdyz
kiivky ¢ musi mit pro proveditelnost méreni mérend oblast priamér mensi nez L+,
tedy nejvétsi vzdalenost, do niz mohou ramena planimetru dosdhnout. Oproti
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tomu prfi umisténi polu dovnitt kiivky ¢ mize byt pramér oblasti az 2(L + ).
Primér zde ptitom chapeme jako nejvétsi velikost tisecky, ktera lezi cela v oblasti
ohranicené krivkou c.

Ctenafi miiZeme po Usp&Sném pochopeni principu planimetru k dalsi cetbé
doporuéit publikaci (Bryant a Sangwin, [2008| str. 149 — 165) a clanek (Foote
a Sandifer], [2007), kde jsou rozebirdny praktické aspekty prace s planimetrem
a Cinitele ovliviiujici pfesnost méreni. Rovnéz je zde podan zevrubny ptehled
historie téchto pristroji.
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Z.aver

Cilem préace bylo predstavit v ¢eském jazyce prehled a Teseni v relativné ne-
davné dobé diskutovanych konkrétnich problémt, k jejichz feSeni lze vyuzit na-
stroju diferencidlni geometrie. Prezentace feseni pritom meéla byt pristupna i cte-
naram z rad téch, ktefi si pojmy a metody diferencidlni geometrie teprve osvo-
juji, pripadné i poslouzit jako opora pri samotném studiu diferencialni geometrie.
Na tulohach byly demonstrovany nékteré metody, které lze aplikovat i na mnohé
jiné, zde nezminéné problémy, zejména pokud jde o vypocty obsahti rovinnych ob-
lasti. Zaroven s tim jsme se snazili o zavadéni pouze nejnutnéjsich definic a pojm,
aby mohlo byt feseni prezentovano co nejsrozumitelnéji a prace tak byla pristupna
¢tenarum s ruznou urovni vstupnich znalosti.

Protoze tato prace pokryva relativné velkou $itfi riznych problémi, nelze zda-
leka tvrdit, ze byl ¢tenari poskytnut nejhlubsi mozny rozbor kazdého z nich.
Naopak, pod prilozenymi odkazy na literaturu se casto skryvaji dalsi nameéty
k premysleni o prezentovanych tlohach a jejich zobecnovani.
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