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Uvod

Prvni ti kapitoly préace se zabyvaji otdzkami souvisejicimi s hledanim zpusobii,
jak rozménit (reprezentovat) ¢astku pomoci libovolného mnozstvi minci s pie-
depsanymi hodnotami. Posledni kapitola piredstavuje shirku dalsich (vétsinou lo-
gickych) Fesenych tloh tykajicich se minci. Jednotlivé kapitoly na sobé nezévisi
a je mozné je ¢ist oddélené. Prace je predev§im matematicka, ale obsahuje i ¢asti
zajimavé z pohledu informatiky.

Prace je urcena zejména pro stiedoskolské a vysokoskolské studenty a peda-
gogy, organizatory riznych seminaiu ¢i prednasek pro stifedoskolaky a vSechny,
kteri si chtéji rozsitit matematické znalosti. Nékteré Casti prace pouzivaji vy-
hradné stredoskolskou matematiku. V ostatnich ¢astech predpoklddame nékteré
znalosti zhruba na trovni bakalairského studia matematiky nebo informatiky na

Prvni kapitola se zabyva zjistovanim poctu ¢astek, které nelze reprezentovat
pomoci minci o zadanych hodnotédch a hledanim nejvétsi takové castky. Déle
v prvni kapitole popisujeme hru pro dva hréice, ktera souvisi s hleddnim nere-
prezentovatelnych c¢astek. Dokazujeme, 7ze problém reprezentovatelnosti libovolné
¢astky je NP-tuplny, a tedy neni znam efektivni algoritmus pro jeho feSeni. Vétsina
prvni kapitoly vyuziva pouze stiedoskolskou latku. V ¢astech o poc¢tu nereprezen-
tovatelnych ¢astek a nejvétsi nereprezentovatelné ¢astce pro dvoumincové systémy
si vystacime se zdkladnimi matematickymi poznatky, trochou geometrie a s dé-
litelnosti. V ¢asti o nejvétsi nereprezentovatelné ¢astce pro vicemincové systémy
pribude pouziti grafi. Popis hry v posledni ¢asti kapitoly i ditkaz existence vy-
hravajici strategie opét vystaci se stredoskolskymi znalostmi. K diikazu slozitosti
rozhodnuti o reprezentovatelnosti ¢astky vyuzivame znalosti o tiidé NP-uplnych
problémiu a o polynomiélni pfevoditelnosti problému.

Druh4 kapitola je vénovana hledani poc¢tu reprezentaci ¢astky. V prvni ¢asti
odvozujeme pomoci vytvorujicich funkei vzorec pro dvoumincové systémy. Systé-
mum s vice mincemi je vénovana druha ¢ast kapitoly, ve které pomoci principu
inkluze a exkluze dokazujeme rekurentni vzorec pro pocet reprezentaci libovolné
castky.

Tteti kapitola je vénovina otézce, jak slozit zadanou ¢astku a spotiebovat
pfitom co nejmensi pocet minci. Popisujeme v ni hladovy algoritmus, ktery je
soucasti vyuky informatiky na nékterych technicky zamérenych stiednich skolach
a gymnaziich. Dale ukazujeme postup, pomoci kterého zjistime, jestli v daném
systému minci muzeme vyuzit hladovy algoritmus k rozménéni ¢astky pomoci co
nejméné minci. K pochopeni dikazi i vét v této ¢asti by mél mit stfedoskolak
dostatek matematickych védomosti, ale dikazy samotné jsou logicky pomérné
komplikované.

Ctvrta kapitola vyuziva vyhradné stfedoskolské znalosti. Obsahuje rizné fese-
né logické tlohy o mincich. Jeji precteni doporucujeme zejména stiedoskolskym
uciteliim, organizatorim korespondenc¢nich seminaiu a dalsich akei pro talentova-
né stiedoskolédky se zdjmem o matematiku. Jednotlivé tlohy na sobé z vétsi ¢asti
nezavisi a miizeme je proto vyuzit napiiklad jako zpestieni vyuky.



1. Reprezentovatelnost

V prvni kapitole se budeme zabyvat otazkami podobnymi nésledujici.

Otazka. Mdme neomezené mnoZstvi minci o hodnotdch 10, 16 a 34. Které castky
mizeme z téchto minci posklddat?

Budeme se samoziejmé snazit najit feSeni otazky v obecnéjsim tvaru. Hleddme
odpovéd i pii obecnych hodnotach minci xq, xo, . .., x,.

Definice 1.1. Reprezentace cédstky a v systému minci o hodnotdch x1,xs, ..., 2,
je n-tice (b, by, ... by,) takovd, Ze by, by, ..., b, jsou nezdipornd celd ¢isla a

bz + bz + - - - + by, = a.

Reprezentaci ¢astky a jsou tedy pocty vybranych minci, jejichz celkova hod-
nota je a.

Definice 1.2. Rekneme, Ze cdastka a je reprezentovatelnd v systému minci o hod-
notdch x1,xs, ..., x,, pokud v daném systému existuje alespon jedna jeji reprezen-
tace.

Hleddme tedy vsSechny c¢astky, které jsou reprezentovatelné pomoci minci
o hodnotéach =, 2o, ..., z,.

Poznamka. Symbolem Ny v dalsim textu oznacujeme mnoZinu vsech nezdpornijch
celijch cisel.

1.1 Systémy soudélnych minci

Podivejme se nejprve na mince o hodnotach 10, 16 a 34. Selskym rozumem do-
jdeme k zavéru, ze existuje nekonecné mnoho céastek, které pomoci téchto minci
nemuzeme slozit. Napiiklad zaddnou lichou c¢éstku jisté neslozime pomoci minci
o sudych hodnotach.

Obecnéji muzeme tict, ze v systému minci o hodnotach xy, x,, ..., x, jejichz
nejvetsi spoleény délitel d je vétsi nez 1 plati, Ze existuje nekoneéné mnoho nere-
prezentovatelnych c¢astek. Tuto myslenku muzeme shrnout nésledujici vétou.

Véta 1.3. Kazdd cdstka reprezentovatelnd pomoci systému minci x1,xa, ..., T,
je nasobkem d = NSD(xq1, 2, ..., x,).

Driikaz. Pro libovolnou ¢astku a, reprezentovatelnou pomoci xy, 2o, . . ., x,, plati:
a=bixy + bywy + -+ by,

Nejvétsim spoleénym délitelem systému minci je d. Proto mizeme z kazdého
T1,...,T, vytknout d:

a=d- (byy1 +bays + -+ -+ boyy)

Proto je a nasobkem d. O



V nasem systému minci o hodnotach 10, 16 a 34 je nejvétsim spolecnym
délitelem 2. Kazda reprezentovatelnd ¢astka je proto nasobkem dvou. Opacéné
implikace neplati, nebot naptiklad ¢islo 12 je nasobkem dvou, ale v nasem systému
minci neni reprezentovatelné.

Nas systém minci bychom mohli vydélit jejich nejvétsim spole¢nym délitelem.
Dostali bychom tim systém minci 5, 8 a 17. Cisla nedosazitelna kvili vets [[3 uz
v novém systému minci nejsou.

Kazdé nedosazitelné ¢islo v novém systému minci mé svij ekvivalent v pivod-
nim systému minci. Je jim jeho d-nésobek.

Véta 1.4. Mejme systém minci o hodnotdch x1,xs, ..., x, takovy, Ze
NSD(zy,x9,...,2,) =d > 1

a systém minci o hodnotdach yi,vys, ..., y, tak, Ze
Z; .
Yi= ie{l,2,...,n}.

Potom a je reprezentovatelné v druhém systému minci prave tehdy, kdyz d - a je
reprezentovatelné v pronim systému minci.

Diikaz. Ze vztahu reprezentace d - a v prvnim systému minci vytkneme d. Tim
dostaneme vztah reprezentace a v druhém systému minci. O

Diky vété [L4 nyni mazeme pouzit systém minci o hodnotéach 5, 8 a 17 ke zkou-
méni puvodniho systému minci 10, 16 a 34.

Zkousenim vSech moznosti zjistime, ze pomoci minci o hodnotach 5, 8 a 17
nejdou reprezentovat castky

1,2,3,4,6,7,9,11,12, 13,14, 19

Vsechny ostatni ¢astky reprezentovat jdou. Plati totiz

20=4-5
21=5+2-8
22=5+17
23=3-5+38
24=3-8

a vSechny dalsi ¢astky muzeme reprezentovat napriklad priddnim vhodného mnoz-
stvi minci o hodnoté 5.
Podle véty [1.4] tedy vime, Ze v puvodnim systému minci nejsou reprezentova-
telné castky
2,4,6,8,12,14,18, 22,24, 26, 28, 38.

Podle véty navic nejsou reprezentovatelné zadné liché ¢astky. VSechny ostatni
castky reprezentovatelné jsou.

Pii zkoumani reprezentovatelnosti ¢astek v systému minci se diky vétam [L3]
a[[.4 muzeme omezit na systémy minci s nejvétsim spole¢nym délitelem rovnym 1.



1.2 Pocet nereprezentovatelnych c¢astek

Otazka, kterou jsme si polozili v ivodu, je pomérné obtizna. Zkusme si pro za¢atek

minci o hodnotach xq, xo, ..., 2,7

1.2.1 Sylvestertiv problém pro dvé mince

Problémy reprezentovatelnosti ¢astek pomoci minci dvou hodnot popisované v té-
to kapitole zkoumal britsky matematik James Joseph Sylvester. K popisu problé-
mu pouzil zndmky dvou hodnot namisto minci dvou hodnot. V literature proto
muzeme problémy popsané v této kapitole nalézt pod nazvem ,,The Stamp Pro-
blem*[20]. V nésledujicim textu vychazime 7z [I8, kapitola 6].

Uz vime, Ze pro systém minci s hodnotami 1, xs, . . . , z,, S nejvétsim spole¢nym
délitelem d > 1 existuje nekone¢né mnoho nereprezentovatelnych c¢astek. Rikd to
véta [LL3l Kolik jich je, pokud nejvétsi spole¢ny délitel je roven 17

Vytesime tuto otazku nejprve pro systémy minci o dvou hodnotéch.

Otazka. Mame neomezené mnoZstvi minci o hodnotdch a a b, pricemZ cisla a, b
jsou nesoudelnd. Kolik riznijch cdstek mensich neZ ab nedokdZeme pomoci téchto
minctd reprezentovat?

Obecnéjsi verze této otazky by neobsahovala omezeni na ¢astky mensi nez ab.
Pozdéji si ukdzeme, 7e vSechny c¢astky vétsi nebo rovny ab jsou v systému minci
a, b reprezentovatelné. Nejprve ale vyfesime puvodni otazku.

Pro konkrétni hodnoty a = 5 a b = 9 si vytvorime tabulku vSech reprezento-
vatelnych ¢astek mensich nez ab. Hodnotou v u-tém radku a v-tém sloupci bude
u-b+v-a.

) “lol1]23]4|5|6|7]8]09
0 |05 |10]15]20]25]|30]35] 40 | 45
1 | O | 14|19 2429|3439 44 | 49 | 54
9 | 18| 23|28 |33 38| 43 |48 | 53 | 58 | 63
3 | 2732|3742 47|52 |57 62|67 | 72
4 | 3641|4651 5661|6671 76|81
5 | 455055606570 75 80] 85|90

Tabulka 1.1: Reprezentovatelné ¢astky pro hodnoty a =5, b =9

V tabulce [L1] jsou vSechny reprezentovatelné ¢astky do 5-9 = 45. Kromé nich
jsou v tabulce jesté dalsi. Kazda c¢astka mensi nez 45, ktera v tabulce chybi, neni
reprezentovatelnd pomoci minci o hodnotach 5 a 9.

Podobnou tabulku miuzeme vytvorit pro libovolnou dvojici ¢isel a a b. To
popisuje nasledujici definice.

Definice 1.5. Méjme nesoudélnd a,b € N. UvaZujme matict o a + 1 Fddcich a
b+ 1 sloupcich, kde pro u,v € Ny, u < a, v < b je hodnota prvku matice na u-tém
radku a v-tém sloupci rovna

u-b+v-a.



Tuto matict budeme oznacovat Agp.
Hodnotu A.p v u-tém Fadku a v-tém sloupci budeme znacit Aqp(u,v).

Tabulka [[.T] podle této definice odpovida matici As g.
Pocet vSech nereprezentovatelnych c¢astek mensich nez ab muzeme spocitat
pomoci poc¢tu vSech reprezentovatelnych. Plati totiz rovnost

pocet n pocet [ pocet (1.1)
reprezentovatelnych nereprezentovatelnych /  \ vSech /' '

Zbyva zjistit, kolik je v tabulce (matici A,;) riznych reprezentovatelnych
castek mensSich nez ab.

Tabulka [Tl obsahuje t¥i ¢asti. V levé horni ¢asti jsou hodnoty mensi nez
ab = 45. V pravé dolni ¢asti jsou hodnoty vétsi nez 45. Ve zbylych dvou rozich
jsou potom pravé dvé hodnoty 45. Navic plati, Ze hodnot mensich nez 45 je
v tabulce stejny pocet jako hodnot vétsich nez 45.

Ovérime, 7ze uvedenéd tvrzeni plati nejen pro hodnoty a = 5 a b = 9, ale
i v obecném ptipadé.

Z nasledujici véty plyne, ze v matici A, je ¢astek mensSich nez ab stejné jako
castek vétsich nez ab.

Véta 1.6. Necht a,b € N jsou vétsi nez 1.
Potom pro u,v € Ny, u < a, v < b plati

Agp(u,v) + Agpla —u,b—v) = 2ab.
Drikaz. Dosadime hodnoty matice:

Agp(u,v) + Agpla —u,b—v) =ub+va+ (a —u)b+ (b —v)a = 2ab

Déle potiebujeme dokézat, ze v matici jsou pravé dvé hodnoty ab.

Véta 1.7. Jsou-li a,b € N nesoudélnd, pak jsou v matici A,y prdve dve hodnoty
ab.

Diikaz. Na pozici (u,v), kde u,v € Ng, u < a, v < b je hodnota ab, pravé tehdy
kdyz plati:
ab = ua + vb

Upravami tohoto vyrazu ziskime
au = b(a —v).

Proto b déli au. Navic vime, ze a je nesoudélné s b. Proto plati, ze b déli wu.
Z predpokladii ale plyne, 7ze u < b.

Pro u proto ptipadaji v ivahu pouze moznosti moznosti u = 0 a u = b. Témto
moznostem odpovidaji hodnoty v =a a v = 0. O

Abychom mohli pomoci vzorce (1)) zjistit pocet nereprezentovatelnych ¢és-
tek, musime jeSté ovérit, Ze v matici A, se zddna hodnota kromé ab nevyskytuje
vice nez jednou.



Véta 1.8. Jsou-li ¢isla a,b € N nesoudélnd, pak se v matici A,y Zddnd hodnota
kromeé ab nevyskytuje vice nez jednou.

Diikaz. Aby se hodnota = vyskytovala v matici A,; vice nez jednou, musi se
vyskytovat v fadku u; a sloupci vy a zaroven v fadku us a sloupci ve. Musi tedy
existovat uy, us, vy, v9 € Ny tak, ze plati uq, us < a, vy, v < b a x muzeme vyjadrit
dvéma zpusoby

xr = ub+ via,

T = Usb + vsa.
Bez jmy na obecnosti predpokladejme, 7Ze us < uq. Musi proto platit vy > v;.
Upravami dostaneme

b (up —ug) =a- (vg — vy). (1.2)

Odtud plyne, 7e a déli b- (u; —uy). Hodnoty a a b jsou nesoudélné. Plati proto, 7e
a déli u; — us. To miizeme interpretovat tak, ze c¢isla Fadku wuq, us dvou stejnych
hodnot se musi lisit o nasobek a.
Stejnym zpusobem 7z rovnice ([L2)) plyne, 7e b déli a - (vy — vy), tedy b déli
vy — ;. Cisla sloupci vy, vy dvou stejnych hodnot se proto musi liSit o nésobek b.
V matici A, jsou takové hodnoty pouze Ctyfi v rozich matice. Rozborem
piipadii zjistime, Ze jediné stejné hodnoty v matici jsou

1. hodnota ab v a-tém Fadku a nultém sloupci,

2. hodnota ab v nultém radku a b-tém sloupci.

O

Nyni mizeme vyuzit vzorec (L)) k vypoctu poctu vSech nereprezentovatel-
nych ¢astek mensich nez ab.

Véta 1.9. Jsou-li a,b € N nesoudélnd, pak pocet vSech nereprezentovatelngch
cdastek mensich nez ab je
(a—1)(b—-1)

2
Diikaz. V tabulce A, je celkem (a + 1)(b + 1) hodnot. Dvé z nich jsou podle
predchozi véty rovny ab. Polovina ze zbylych hodnot je podle véty mensi nez
ab. Tyto hodnoty jsou navic podle véty [L.8] riuzné.
Pocet vSech ruznych reprezentovatelnych c¢astek mensich nez ab je

(a+1)(b+1)—2 abt+a+b-1
2 B 2 '

Pocet vSech nereprezentovatelnych c¢astek mensich nez ab je proto podle rov-

nice (1))

ab_ab+a—|-b—1 _(a—=1)(b—-1)
2 B 2 '

O

S poctem nereprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab se prozatim spokojime.
K zavéru s timto omezenim dospél i Sylvester [I8, str. 172]. V ¢astech
a [[3T ukdZzeme dvéma raznymi zpusoby, Ze vSechny ¢astky vétsi nez ab jsou
reprezentovatelné.



1.2.2 Geometrické odvozeni

Tato ¢ast obsahuje jiny zpusob odvozeni vzorce pro ziskidni poc¢tu nereprezentova-
telnych ¢astek v systémech minci o dvou nesoudélnych hodnotéch a,b € N. Nasim
cilem je znovu dokéazat vétu [L9] tentokrat bez omezeni na ¢astky mensi nez ab.
Cerpame pfitom z [11, kap. 13].

Pocet reprezentaci ¢astky n v systému minci o hodnotach a, b je podle defini-
ce [LI roven poctu dvojic z,y € Ny takovych, 7e

n = xa + yb.

Jednoduchymi tpravami ziskdme ekvivalentni vyjadreni

—a n
y=—7T + B

coZ je rovnice piimky protinajici osy v bodech A = [n/a,0] a B = [0,n/b].

Castka n je proto v systému minci reprezentovatelna praveé tehdy, kdyz na tsec-
ce AB lezi alespon jeden bod s celo¢iselnymi souradnicemi [z, y].

Na obrazku [Tl je ptiklad reprezentovatelné ¢asky 19 v systému mincis a =5
a b = 7. Na tsefce AB lezi jediny bod X s celo¢iselnymi soufadnicemi [1,2],
nebot ¢astku 19 lze reprezentovat jediné pomoci jedné mince o hodnoté 5 a dvou
minci o hodnoté 7.

Y
3
B
1—794
X
2
1
\4
0 \

=}
—
N}
w
o
=~

Obrazek 1.1: Priklad reprezentovatelné ¢astky 19 v systému minci a =5, b =7

Lemma 1.10. Lezi-li bod X = [z,y] s celoc¢iselnymi souradnicemi na piimce
p:n=xa-+ yb,

pak na stejné primece leZi i body Y1 = [x+b,y—a] a Yo = [x—b, y+a]. Mezi body X
a Y, ant mezi body X a Yy na primce navic nelezi Zddny dalsi bod s celociselnymsi
soutadnicems.



Diikaz. Bod Y] lezi na ptimce p, protoze
a(z+b) + by — a) = ax + ab+ by — ba = ax + by = n.
Podobné bod Y5 lezi na primce p, protoze
a(zr —b)+ by +a) = ar + by = n.

Volme pro spor bod @ = [z + u,y — v] s celo¢iselnymi soufadnicemi, lezici
na piimce mezi body X a Y;. Konstanty w,v proto musi spliovat u,v € N,
1<u<bal<wv<a. Plati

a(x +u) + by —v) = ax + by + au — bv = n.
Dal8imi tipravami ziskané rovnice ziskame

n+au—bv=mn

au = bv
a v
b u

Zlomek ¢ je v zakladnim tvaru, protoZe a a b jsou nesoudélna. VSechny zlomky,
vyjadiujici stejné racionalni cislo jsou proto ve tvaru 2%, kde m € Z,m # 0.
Zlomek % v tomto tvaru neni, nebot 1 <v <aal<u<b.

Stejnym zpusobem bychom mohli dokézat, Ze mezi body X a Y5 na piimce

nelezi bod Q' =[x —u,y +v], kde opét u,v e N, 1<u<bal<wv<a. O

Vime-li, Ze na piimce p z lemmatu [[.I0 lezi alesponi jeden bod s celo¢iselnymi
soufadnicemi, pak opakovanym pouzitim lemmatu ziskaivime nekone¢né mnoho
bodii s celo¢iselnymi souradnicemi.

Véta 1.11. Volme nesoudélnd a,b € N an € Ng. Na primce
p:n=za+yb

lezi nekonecné mnoho bodi s celociselnymi souradnicemi. Vzddlenost kazZdych dvou
sousednich bodi s celociselnymi souradnicems na primce p je rovna

s =Va®+ b

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze na pirimce p lezi néjaky bod s celo¢iselnymi soutad-
nicemi. Z Bézoutovy rovnosti |23 véta 3.3] a nesoudélnosti a, b plyne existence
2,y € Z takovych, 7e

ar’ +by' = 1.

Upravou vzniklé rovnice ziskaAme ana’+bny’ = n. Bod [na’, ny'] proto lezi na piim-
ce p.

Podle lemmatu lezi na pifimce p nekoneéné mnoho bodu s celociselny-
mi soufadnicemi v pravidelnych intervalech. Vzdalenost dvou sousednich bodu
X = [l’,y] aY = [:c+b,y—a] je

s=+/(r—z—0)2+ (y—y+0)?2=Va2+ %



Na obréazku je zndzornéna primka p odpovidajici volbé n = 30, a = 5
a b = 7. Vyznacené body X;, X, a X3 na ptfimce p jsou tii po sobé jdouci body
s celo¢iselnymi soufadnicemi. Jejich vzdalenosti jsou podle véty [L11]

|X1X2| == |X2X3| = V52 + 72 — \/7_4

Y
. 61t
o
.4 b

—06 +

Obrézek 1.2: Pfimka s vyznacenymi body s celo¢iselnymi soufadnicemi pro a = 5,
b=T7an=30

Véta 1.12. Meéjme systém minci s nesoudelngmi hodnotami a, b. Cdstka n = ab
je v tomto systému reprezentovatelnd dvéma zpiusoby. VSechny castky n > ab
jsou reprezentovatelné. C’dstky n < ab jsou reprezentovatelné mazximdiné jednim
zpsobem.

Diikaz. Pokud je usecka AB s krajnimi body A = [n/a,0] a B = [0,n/b] delsi
nez v/a? + b2, pak na ni podle véty [LI1] lezi alesponi jeden bod s celo¢iselnymi
soutradnicemi.

Délka tusecky AB pritom roste s n linedrné, nebot pro n > 0 plati

n\?2 n\2 1\? 1\?
ABl=\(5) +(3) = ”\/(‘) i (5) -

Pron = abje A = [b,0], B =1[0,a] a |AB| = va? + b%>. Podle véty [L11] na
této tsecce lezi maximalné dva body s celociselnymi soutadnicemi. Jsou prave
dva a jsou jimi body A, B.

Pro n > ab je odpovidajici tsecka delsi nez vzdalenost sousednich bodi s ce-
lo¢iselnymi soutadnicemi, lezi na ni proto alesponn jeden z nich. Pro n < ab je
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odpovidajici tsecka kratsi nez vzdélenost sousednich bodu s celo¢iselnymi sou-
fadnicemi a proto na ni lezi maximélné jeden z nich. U

Oznac¢ime body A’ = [b, 0], B’ = [0, a] a pocatek O = [0,0]. Body A" a B’ jsou
krajnimi body tsecky pro n = ab. Z véty vidime, ze kazdé reprezentovatelné
castce mensi nez ab odpovida tsecka, na které lezi pravé jeden bod s celocisel-
nymi soufadnicemi. Odtud plyne, Ze reprezentovatelnych c¢astek n mensich nez
ab je maximalné tolik, jako bodi s celo¢iselnymi souradnicemi, které lezi uvnitf
trojihelniku OA’B’ nebo na jeho obvodu, nepocitame-li body A" a B'.

Pocet reprezentovatelnych c¢astek by byl ostife mensi nez pocet popsanych
bodii, kdyby existoval bod s celo¢iselnymi soufadnicemi, ktery nelezi na zadné
z usecek. Nasledujici vétou dokazeme, Ze tomu tak neni. Pocet bodu s celo-
¢iselnymi soufadnicemi je proto roven poctu reprezentovatelnych céstek.

Na obrazku jsou na ptikladu systému minci s a = 5 a b = 7 znazornény
v8echny tsecky odpovidajici ¢islam n € {1,2,...,5-7 = 35}. Usetky, na kte-
rych lezi bod s celociselnymi soufadnicemi, a odpovidaji tedy reprezentovatelnym
¢astkam, jsou znazornény plnou ¢arou. Usecky, na kterych zadny bod s celocisel-
nymi souradnicemi nelezi, a odpovidaji tedy nereprezentovatelnym c¢astkam, jsou
znazornény preruSovaneé.

0 1 ) 3 4 5 6 7

Obrézek 1.3: Usecky AB proa=25,b=Tan € {0,1,...,35}

Véta 1.13. Méjme nesoudélnd a,b € N. Pro kaZdy bod X = [x,y] se souFadnicemi
x,y € Ny ezistuje n € Ny takové, Ze X leZi na isecee s krajnimi body A = [n/a,0],
B =[0,n/b].

Diikaz. Vyraz ax + by je jisté celoc¢iselny. Zvolime proto

n = ax + by. (1.3)
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Pokud se na vztah (L3) budeme divat jako na rovnici p¥imky, snadno ovéfime,
7e protina osy v bodech A = [n/a,0] a B = [0,n/b]. Bod X na této piimce lezi.
Lezi i na tuse¢ce AB, nebot se nachazi v prvnim kvadrantu.

O

Véta 1.14. Pocet vSech nereprezentovatelnijch cdastek v systému minci o nesou-
délngjch hodnotdch a,b € N je

(a—1)(b—1)
5 .
Diikaz. Pocet vSech ¢éstek mensich nez ab, véetné nuly, je ab.
Volme A" = [b,0], B" = [0,a],0 = [0,0] a C' = [b,al]. Z vét [[L12] a [L13] plyne,
7e pocCet reprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab je roven poc¢tu bodi s celoci-
selnymi soufadnicemi, které lezi uvnit¥ trojihelniku O A’B’ nebo na jeho obvodu,

bez bodi A" a B’. Téch je polovina z po¢tu bodi s celoc¢iselnymi souradnicemi,
lezicich v obdélniku OA'C'B’, bez bodu A’ a B’.
Pocet reprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab je proto

(@+1)(b+1) -2
: .

Pocet nereprezentovatelnych ¢astek mensich nez ab vypocitame odeé¢tenim poctu
reprezentovatelnych od poctu vsech:

(a+1)(b+1)—2: ab a b 1 (a—1)(b—1)

b— _
a4 2 5 "3 3273 2

7 véty [L12] vime, 7e kazda castka vétsi nebo rovna ab je reprezentovatelna. [

1.3 Nejvétsi nereprezentovatelna castka

V casti [[L2 jsme se zajimali o to, kolik ¢astek nelze reprezentovat pomoci systé-
mu minci a, b. Nyni budeme zjistovat, ktera z nereprezentovatelnych ¢astek je
nejvétsi. Tuto otdzku mé smysl zkoumat jen pro nesoudélné systémy minci. Sys-
témy minci s nejvétsim spoleénym délitelem d > 1 maji totiz nekone¢né mnoho
nereprezentovatelnych ¢astek (viz ¢ast [LT]).

1.3.1 Pro dvé mince

Budeme se zabyvat nasledujici otazkou:

Otazka. Mdame neomezené mnozstvi minci o hodnotdich a a b. Cisla a a b jsou
nesoudelnd. Jakd je nejvetsi c¢astka, kterou pomoci téchto minci nemizZeme repre-
zentovat?

Postup si nejprve ukazeme na konkrétnim ptipadé pro systém minci o nesou-
délnych hodnotach a =5, b =9.

Opét si vypiSeme tabulku reprezentovatelnych ¢astek [L2. Je to stejna tabulka
reprezentovatelnych ¢astek jako [Tl Jen jsou v ni zvyraznény jiné hodnoty.

7 této tabulky vypustime posledni fddek a sloupec. Navic od kazdého ¢isla
vétsiho nez ab = 45 odec¢teme 45. Vysledkem bude tabulka [[.3l
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) “fol1]23[4]5]6|7|8]9
0 | 05 |10]15]20]25]30]35]40] 45
1 | 90 [14]19 | 24|29 34|39 | 44 |49 | 54
9 |18 [ 23 |28 | 33 | 38 | 43 | 48 | 53 | 58 | 63
3 | 2732|3742 475257 | 62]67] 72
4 | 36|41 4651566166 71| 76] 81
5 | 45|50 |55]60]65|70]|75]80]85]| 90

Tabulka 1.2: Reprezentovatelné ¢astky pro hodnoty a =5, b =9

) “lol1]213[4]5]6]|7]|s8
0 |05 10| 15]20]25]30] 35 40
1 | 9 [14]19 24|29 (34|39 44 4
2 | 182328 33|33 |43| 3 | 8 | 13
3 (27132374227 12|17 |22
4 36|41 1] 6 |11]16]21]26] 31

Tabulka 1.3: Reprezentovatelné a nereprezentovatelné ¢astky pro hodnoty a = 5,
b=9

Tabulka [L.3] obsahuje vSechna ¢isla mezi 0 a ab — 1 v¢etné. Jsou v ni proto
vSechny reprezentovatelné i nereprezentovatelné c¢astky mensi nez ab. Z4adné &fs-
lo se v ni navic neopakuje. V levé horni vyznacené ¢asti tabulky jsou vSechny
reprezentovatelné ¢astky.

V pravé dolni ¢asti tabulky tedy musi byt vSechny nereprezentovatelné ¢astky:.
Nejvétsi nereprezentovatelna ¢astka mensi nez ab se nachazi v pravém dolnim rohu.
Je ji hodnota 31. Mezi 31 a ab = 45 je 14 reprezentovatelnych castek. Pri¢tenim
vhodného nasobku péti k néjaké z nich tak mizeme reprezentovat libovolnou
castku vyssi nez 45.

Nyni zopakujeme stejny postup pro libovolny systém minci o nesoudélnych
hodnotach a, b.

Definice 1.15. Nechta,b € N jsou nesoudélnd ¢isla. UvazZujme matici o a Tddcich
a b sloupcich, kde pro cisla u,v € Ny takovd, Ze u < a a v < b, je hodnota prvku
matice na u-tém Fadku a v-tém sloupci rovna

u-b+v-a prou-b+v-a < ab,
u-b+v-a—ab prou-b+wv-a > ab.

Tuto matici budeme oznacovat Ay . Hodnotu v u-tém rddku a v-tém sloupci
budeme znacit Ay, (u,v).

Matice A}, odpovidé obsahu tabulky [L.3|

Véta 1.16. Mdame-li a,b € N nesoudélnd, pak jsou v matici A}, vsechna cisla
riznd.

Diikaz. Podle véty [L.8 jsou v matici A, bez posledniho fadku a sloupce vSechna
¢isla rizné.
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Na soutadnicich (u,v), kde ub+wva < ab, se matice A}, od A,y nelisi. Zadna
dvojice Cisel z této ¢asti proto neni stejna.
Na soutadnicich (u,v), kde ub+ va > ab je v matici A} , hodnota

ub +va —ab = Agp(u,v) — ab.

Zadna dvojice ¢isel z této ¢asti proto také neni stejné.
Zbyva zjistit, jestli nemiize existovat ¢islo z prvni ¢asti stejné jako ¢islo z druhé
¢asti. Takové ¢islo by muselo byt v prvni ¢asti na pozici (uq,v;) s reprezentaci

T = u1b + via.
Zaroven by muselo byt na pozici (ug,vs) v druhé ¢asti s reprezentaci
T = Usb + v9a — ab
Upravami téchto rovnic dostaneme:
(v —vg + b)a = (ug — uq)b (1.4)

Vidime, ze a déli (us — u1)b. ProtoZe a,b jsou nesoudélna, a déli us — uy. Prvni
soufadnice Cisel se tedy lisi o nasobek a. ProtoZze matice A}, ma a — 1 radki,
musi byt tento nasobek roven (. Prvni soufadnice ¢isel jsou proto stejné.

Z rovnice (L4) také vidime, ze b déli (v; —vy+b)a. Protoze a, b jsou nesoudélna,
tak b déli v1 — v + b. Odtud b déli v; — vy. Druhé soutadnice ¢isel se tedy lisi
o nasobek b. ProtoZze matice A}, ma b— 1 sloupcii, musi byt tento nasobek roven
0. Druhé soufradnice ¢isel jsou proto stejné.

Obé ¢isla maji stejné souradnice, coz je ve sporu s predpokladem, 7e lezi
v riznych ¢astech matice. V matici Ay, proto nejsou dvé stejna cisla. U

Matice A} , obsahuje ab ¢isel. Viechna jsou mensi nez ab. Podle véty [[.16] jsou
navic vSechna ¢isla v matici rizna. Matice A’ , proto obsahuje vSechny reprezen-
tovatelné i nereprezentovatelné kladné ¢astky mensi nez ab.

Véta 1.17. Méjme a,b € N nesoudélng. Cistka na soufadnicich (u,v) v matici
Ay Je reprezentovatelnd prave tehdy, kdyZ plati

ub + va < ab.

Diikaz. Na souradnicich ub+wva < ab je ¢astka ub+wva, je proto reprezentovatelna.

Ukazeme naopak, 7e kazda Castka, kterdA nema soufadnice (u,v) splitujici
ub + va < ab, neni reprezentovatelna. Matice A,; obsahovala vSechny reprezen-
tovatelné castky mensi nez ab. Odstranénim posledniho fadku a sloupce zadna
z nich nezmizela. Odec¢tenim ab od hodnot ub+va > ab jsme s ¢astkami mensimi
nez ab nic neudélali. Matice Aj , proto stéle obsahuje vSechny reprezentovatelné
¢astky mensi nez ab.

Podle véty [LI6 jsou navic v matici A}, viechny hodnoty rizné. Na soutadni-
cich s ub 4+ va > ab proto nemuze byt reprezentovatelné castka. O

Podle véty [LT7 dokdzeme urcit, na kterych soufadnicich v A*, se nachazi
reprezentovatelné c¢astky. Na ostatnich soutradnicich se proto nachéazeji castky
nereprezentovatelné.
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Véta 1.18. V systému minci o nesoudélngch hodnotdch a,b € N je nejvetsi
nereprezentovatelnd cistka mensi nez ab rovna

ab—a —b.
Diikaz. Z véty LT plyne, Ze v matici A , jsou vSechny nereprezentovatelné castky
mensi nez ab na pozicich (u,v), kde

ub + va > ab.

*

Nejvétsi z nich je v pravém dolnim rohu matice A},

(a —1,b—1). Jeji hodnota je:
Aspla—1,0—1)—ab=(a—1)b+ (b—1)a—ab=ab—a—b

tedy na soutradnicich

O

Nyni jsme se dostali do stejné situace jako v ¢asti [L2.1l Nasli jsme feSeni
s omezenim pro ¢astky mensi nez ab. Vétou uz jsme dokazali, ze vSechny
vetsi ¢astky jsou reprezentovatelné. Radéji to ale dokazeme jesté jednou pouzitim
poznatki z této Casti.

Véta 1.19. V systému minci o nesoudeélngjch hodnotdch a,b € N jsou vsSechny
castky vetsi nebo rovné ab reprezentovatelné.

Diikaz. Mezi nejvétsi nereprezentovatelnou ¢astkou ab —a — b a ab je a + b re-
prezentovatelnych c¢astek. Pri¢tenim vhodného nasobku cisla b k nékteré z nich
ziskame reprezentaci libovolné ¢astky veétsi nebo rovné ab. O

V kapitolach a [[3 jsme pro systémy minci o nesoudélnych hodnotach
a,b € N dospéli k nasledujicim zavérium:
e Pocet vSech nereprezentovatelnych c¢éastek je roven %

e Nejvétsi nereprezentovatelna ¢éstka je rovna ab — a — b.

Ptiklad 1.20. Ve dvoumincovém systému minci o hodnotdch a, b, kde a < b, je
35 nereprezentovatelnych éastek, z nichZ jedna je 58. Jaké jsou hodnoty a, b? [11,
kap. 15]

Reseni. Hodnoty a, b jsou nesoudélné. Kdyby to tak nebylo, pak by podle véty 3]
existovalo nekone¢né mnoho nereprezentovatelnych ¢astek. Dale vime, ze
tedy (a —1)(b—1) = 70.

Hledame tedy ¢isla &k, € N tak, aby platilo kl = 70 a k < [. Resenim ulohy
je dvojice (a,b) takova, ze a = k+1a b= 1+ 1, a, b jsou nesoudélna a ¢astka 58
neni reprezentovatelna v systému minci o hodnotach a, b.

Cislo 70 mizeme rozlozit na soutin dvou prirozenych ¢isel napiiklad pomoci
rozkladu na soucin prvocisel:

0=2-5-7

Vsechny dvojice pirozenych ¢isel (a,b), pro které plati rovnice (LI) a a < b,
jsou tedy: (2,71),(3,36), (6,15) a (8,11).

Dvojice (3,36) a (6, 15) vyFadime, nebot jde o dvojice soudélnych ¢isel. Dvojici
(2,71) vyfadime, nebot 58 = 2 - 29.

Zbyla dvojice (8,11) spliuje vSechny pozadavky. Jedinym feSenim je tedy
a=8ab=11.

15



1.3.2 Pro vice minci

Dosud jsme nasli nejvétsi nereprezentovatelnou ¢astku pro systémy tvorené dvéma

vvvvvv

Otazka. Mdame systém minci o nesoudélnyjch hodnotdch x1, o, ..., x, € N. Jakd
je v tomto systému nejuétsi nereprezentovatelnd castka?

V systémech, obsahujicich minci o hodnoté 1, jsou vSechny ¢astky reprezen-
tovatelné. V této casti proto budeme zkoumat pouze systémy, které neobsahuji
minci o hodnoté 1, a existuje v nich proto alespon jedna nereprezentovatelna
¢astka. V systémech s nesoudélnymi hodnotami minci je kone¢né mnoho nerepre-
zentovatelnych c¢astek. Ukdzeme to nasledujici vétou.

Véta 1.21. Pro kaZdy systém minci o nesoudélngjch hodnotdch x1,zo, ..., x, € N
eristuje céastka g(x1,xa, ..., x,) takovd, Ze kazZdd cdstka a > g(xq,x2,...,1,) je
reprezentovatelnd. |25, véta 8|

Diikaz. Vétu dokdzeme matematickou indukei podle poctu minci. Pro dvouminco-
vé systémy jsme existenci nejvétsi nereprezentovatelné ¢astky ukazali v ¢asti[L3]1
Predpokladejme nyni, Ze pro systémy o n — 1 nesoudélnych mincich véta plati.

Chceme dokézat, ze plati i pro systém o nesoudélnych hodnotéch xq, xs,..., z,.
Necht d je nejvétsi spolecny délitel x1,xq,...,x,_1. Pokud je d = 1, pak je
podle indukéniho predpokladu kazdé ¢astka vétsi nez g(xq,xa,...,Tn_1) V Systé-
mu o hodnotach z, s, ..., x,_1 reprezentovatelni. Pfidanim posledni mince z,,
na tom nic nezménime.
Pokud je d > 1, pak ozna¢ime x| = x1/d, ), = x3/d,... x| = x,1/d.

Podle induké¢éniho piedpokladu existuje g(x}, 5, ..., x) ;).
Dokazeme, 7e libovolna c¢astka a spliujici

a>x,(d—1)+dg(xy,zy, ..., 20, ) (1.6)
je v systému minci o hodnotach xq, xo, ..., z, reprezentovatelné.

7 predpokladu véty vime, 7e d a x, jsou nesoudélna. 7Z Bézoutovy rovnosti
[23, véta 3.3| proto plyne existence k,l € Z takovych, ze plati

ld+kx, =1
kr, =1 (mod d)
kxna=a (mod d).

a proto existuje 0 < ¢ < d — 1, pro které plati
rpe=a  (mod d). (1.7)
Odtud a z (L6]) ziskavame

a—1x,c _a—z,(d—1)
. > "d > g(2), ah, . ). (1.8)
Castka (a — z,¢)/d je podle () celodiselna. Podle (I8) je navic v systému
minci o hodnotach !, x),..., 2! | reprezentovatelna, a existuji tedy nezadporna
celd ¢isla by, bs, ..., b,_1 takova, 7ze plati
a— Tp,c

= by 4 bothy + -+ + by, ;.
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Castku a tedy muzeme reprezentovat néasledujicim zptsobem:
a = bydx} + bodxy + -+ - + b, _1dxl, | + cxy = biwy +boxo + -+ b1, 1 + CTy

O

7 predchozi véty plyne existence nejvétsi nereprezentovatelné ¢astky; budeme
ji znacit f(z1,...,z,) a nazyvat Frobeniovym ¢islem.

Uz pro systémy o tfech mincich neni znam vzorec pro vypocet Frobeniova
¢isla. Existuje v8ak nékolik algoritmu, pomoci kterych ho zjistime efektivnéji nez
zkouSenim vSech moznosti. Jeden takovy algoritmus si ukdzeme. Popis algoritmu
vychazi z publikace [24] str. 536-542].

Obecny postup budeme ilustrovat na hledani ¢isla f(6,9,20), které 1ze inter-
pretovat napt. jako feseni nésledujici tilohy:

Otazka. Ve stravovacim tetézci proddvaji kureci kousky v balent po Sesti, deviti
a dvaceti kusech. Jaké nejuétsi mnozZstoi kouski si nemiZeme koupit?

Ve zbytku kapitoly budeme piedpokladat, Ze hodnoty minci jsou sefazené od
nejmensiho k nejvétsimu, tj. 1 < 1o < -+ < Xy,

Vytvotfime si ohodnoceny orientovany graf G = (V,FE,h) s mnozinou vr-
choli V, mnozinou hran F a funkci pfifazujici ohodnoceni jednotlivych hran
h : E — N. Mnozina vrcholi tohoto grafu mé x; prvku:

V:{O,l,...,xl—l}
7 vrcholu u vede do vrcholu v hrana pravé tehdy kdyz existuje i tak, 7ze
utz;=v (mod zq). (1.9)

Tato hrana mé ohodnoceni z;.

Pro systém minci o hodnotach 6, 9 a 20 je x;1 = 6. Sestaveny graf je na
obrazku Hrany, které jsou v grafu vyznaceny plnou ¢arou, vznikly dosazenim
x; = 9 do vztahu (L9). Jejich ohodnoceni je proto rovno 9.

Hrany, které jsou v grafu vyznaceny prerusovanou carou, vznikly dosazenim
x; = 20 do stejného vztahu. Jejich ohodnoceni je proto 20.

Obrézek 1.4: Orientovany graf pro systém minci o hodnotach 6,9 a 20.
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Nyni najdeme nejkratsi cestu od vrcholu 0 ke kazdému z ostatnich vrcholi.
Nejvétsi z délek nalezenych cest oznac¢ime D(G). Frobeniovo ¢islo spocitame né-
sledovné:

flz1,29,...,2,) = D(G) — 24 (1.10)

Vrchol 1 213|415
Vzdalenost | 49 | 20 | 9 | 40 | 29

Tabulka 1.4: Tabulka nejkratsich vzdalenosti od vrcholu 0 pro graf systému minci
o hodnotéch 6,9 a 20

Hledani nejkratsich cest v grafu je zndmy problém. K jeho vyfeseni mizeme
pouzit napiiklad Dijkstrav algoritmus [22], str. 206-210|. Nalezené délky nejkrat-
Sich cest jsou uvedeny v tabulce [L4l Nejvzdalenéjsi od vrcholu 0 je vrchol 1 se
vzdalenosti 49. Frobeniovo ¢islo je podle (ILI0) rovno:

£(6,9,20) = 49 — 6 = 43

Ve stravovacim ftetézci si nemiizeme koupit 43 kufecich kouski. Libovolny
vySsi pocet uz si koupit muzeme.

7Z popisu algoritmu neni na prvni pohled ziejmé, 7e vysledkem vyrazu (LI0)
je skutecné Frobeniovo ¢islo. V nésledujici ¢asti textu ukazeme, zZe tomu tak je.
Budeme pfritom vychézet z ditkazu popsaného v [3].

Poznamka. V nasem popisu algoritmu predpoklddame, Ze graf neni multigrafem,
tedy neobsahuje vicendsobné hrany. Dosazenim do rovnice ([L9) zjistime, Ze nd-
sobnd hrana mezi vrcholy u,v vznikne v grafu prdve tehdy, kdyz plati

u+z; =v (mod z)

u+z;=v (mod )

pro ¢ > j.
Upravami zjistime, Ze tento pripad nastane prave tehdy, kdyz plati

dkeN z; =x;+ k.

V' takovém pripadé mda systém minci bez mince x; stejnd reprezentovatelnd a ne-
reprezentovatelnd cisla jako piivodni systém minci. Minci x; proto miZeme pro
hledani Frobeniova ¢isla vynechat a omezit se tak na grafy bez ndsobngch hran.

Napriklad v systému minci o hodnotdch 6,7 a 13 neni mince s hodnotou 13
z hlediska reprezentovatelnosti potreba, protoze 6 + 7 = 13.

Poznamka. V celém odvozeni spravnosti algoritmu budeme pracovat se systé-
mem minct se sefazenymi nesoudélnymi hodnotami x1, xs, . .., x,. Kdykoliv bude-
me wvazovat graf G, myslime tim graf, ktery vznikl pomoct algoritmu popsaného
vyse.

Predtim, nez dokédZeme spravnost algoritmu, podivime se na vlastnosti sestro-
jeného grafu.
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Definice 1.22. Sled v grafu G = (V, E, h) je posloupnost vrcholi (v1,va, ..., v,),
kde kazZdé dva po sob€ jdouci vrcholy jsou spojeny hranou, tedy

v; € ‘/, (Uj,Uj+1> € k.

Z (L9) piimo plyne, Ze z kazdého vrcholu grafu G vychazi hrana s ohodnoce-
nim z; proi € {2,3,...,n}. Zadné dvé hrany vychézejici z jednoho vrcholu navic
nemaji stejné ohodnoceni.

Sled proto muzeme popsat jako posloupnost ohodnoceni hran spolu s vychozim
vrcholem. Kazdé ohodnoceni v posloupnosti urcuje, po které hrané sled pokracuje.

Definice 1.23. Ohodnocenim sledu s = (v1,vs, ..., v,) Tozumime soucet ohodno-
cent vsech jeho hran tj.

hs) = 3 Al )

Véta 1.24. Necht p je sled v grafu G s ohodnocenim w, jehoZ zacdtek je ve vr-
cholu 0. Ohodnoceni hran sledu p oznacime po Fadé (hy, ha, ..., hy).
Potom koncovy vrchol sledu p je vrchol v, pro ktery plati

w = Zhi =v (mod z).
i=1

Diikaz. Prvni rovnost plyne z definice ohodnoceni sledu. Opakovanym pouzitim
vztahu (L9) dokazeme kongruenci. O

Kazdé ohodnoceni hrany v grafu ma jednu z hodnot x5, x3,...,x,. Vztah
ve vété [[L.24] proto miizeme piepsat do tvaru

n

w = Zaixi =v (mod z1), (1.11)

i=2
kde a; jsou pocty hran s ohodnocenim x; ve sledu p.

Poznamka. Vijraz a mod b v ndsledujici ¢asti textu znamend zbytek po celocisel-
ném deleni ¢isla a c¢islem b.
Pro vyjraz
(v mod b,vy mod b, ..., v, modb)

ddle zavdadime zkrdceny zdpis
(v1,v9,...,v,) mod b.

Véta 1.25. Sled se zacdtkem ve vrcholu u a koncem ve vrcholu v existuje prdave
tehdy, kdyz existuje sled se zacdtkem ve vrcholu 0 a koncem ve vrcholu

v—u mod x.

Dikaz. Méjme sled (v; = u,v9,...,v, = v), ktery ma zacatek ve vrcholu u
a konec ve vrcholu v. Posloupnost vrcholu

(vy —u,v9 — U, V3 —U,..., v —u) mod z

19



za¢ind v 0 a kon¢i v v —u mod z;. Ze vztahu (9] navic plyne, 7e kazda dvojice

(v; — v mod z1,v;11 — u mod z1) odpovida hrané. Vyse uvedena posloupnost
vrcholu je tedy sled v grafu G.

Opacnou implikaci dokdzeme analogicky pri¢tenim u ke v§em vrcholim sledu.

O

Véta 1.26. Jsou-li hodnoty x1, s, ..., x, nesoudélné, pak je graf G = (V, E, h)
silné souvisly, tj. pro kaZdé u,v € V existuje sled s pocatecnim vrcholem u a kon-
covym, vrcholem v.

Diikaz. Podle véty [[.25]staci dokazat, 7e existuje sled z vrcholu 0 do v—u mod ;.
K tomu staci najit néjaké koeficienty ao, as, ..., a, takové, ze plati

n

Zai:pi =v—u (mod xy).

=2

Soucet na levé strané potom odpovida ohodnoceni hran hledaného sledu.

Pokud zvolime k € N tak, 7e v — u + kx; > f(x1,22,...,2,), pak je ¢islo
na levé strané nerovnosti reprezentovatelné a existuji koeficienty aq,ao,...,a,
tak, ze plati

n
E a;r; =v—u+ kxy.

i=1

O

Véta 1.27. Cislo x je reprezentovatelné v systému o hodnotdch x1,xo, ..., x, prd-
vé tehdy, kdyZ x > h, kde h je ohodnoceni nejkratsiho sledu z vrcholu 0 do vrcholu
v € V splitugictho v =x (mod ).

Diikaz. Nejprve dokdzeme implikaci =. Mame-li reprezentovatelné x = " | a;x;,
pak podle predpokladu véty plati

n
Z a;x; =v  (mod zy).
i=2

Leva strana kongruence udavi ohodnoceni hran néjakého sledu z vrcholu 0 do vr-
cholu v. Ten je jisté alespon tak dlouhy jako nejkratsi sled. Plati proto

n n
T = E a;x; > E a;x; > h.
i=1 i=2

Pro diikaz implikace <= budeme predpokladat, ze z > h. Cislo h je ohodnoceni
sledu koncéictho ve vrcholu v. Pro koeficienty a; urcujici poc¢et hran s ohodnocenim
x; proto plati

h = Zaia:i =v (mod ).
i=2

Odtud a z predpokladu véty vidime, ze

n

Z a;x; =x  (mod xy).

=2
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Odstranénim kongruence dostaneme pro k € Z

kx1+Zaixi:kx1+h:x.

i=2
Koeficient k je nezaporny, protoze x > h. Hodnoty k, as, as, . . ., a, udavaji repre-
zentaci x v systému minci o hodnotach zq, xo, ..., z,. O

Nyni uz dokdzeme najit nejvétsi nereprezentovatelné ¢islo x.

Véta 1.28. Méjme nesoudélny systém minci o hodnotdich xq,xs,...,x, € N
a graf G tohoto systému. Oznacime dy,dy, ..., dy,—1 délky nejkratsich cest k vr-
cholim 0,1, ..., 21 — 1. Pak plat?

f(z,29,...,2,) = D(G) — 24,
kde D(G) je nejuétsi z do,dy, ..., ds 1.
Diikaz. Volme libovolné ¢ € {0,1,..., 21 — 1}. Podle véty plati
d; =1 (mod xy),

a tedy takeé
di —x1 =1 (mod x7).

Ve véte[L27zvolime v = d;—x; av = 4. Cislo d;—x1 je kongruentni s ¢ a zaroven je
mensi nez délka d; nejkratsiho sledu do vrcholu 7. VSechna vétsi ¢isla kongruentni
s ¢ jsou navic vétsi nebo rovna d;.

Podle véty je proto d; — x1 nejvétsi nereprezentovatelné ¢islo kongruentni
S 1.

Nejvétsi nereprezentovatelné ¢islo je proto D(G) — 1, kde D(G) je nejvétsi
Zd07d17---7d1171- Ol

1.4 Reprezentovatelnost zvolené castky

1.4.1 Hra hledani nereprezentovatelnych hodnot

S vyuzitim znalosti z predchoziho textu si mizeme zahrat hru. Pii jejim popisu
vychazime z [I8, str. 194-197|. Hru hraji dva hradi, ktefi se stiidaji po tazich.
f{ikejme jim Alice a Bob. Kazdy z nich ve svém tahu vybere jedno ptirozené ¢islo,
které neni reprezentovatelné pomoci minci o jiz vybranych hodnotéch. Ten, kdo
vybere ¢islo 1, prohrava. Alice zac¢ina.

Zajima néas, kdo z nich vyhraje, pokud budou oba hrat optimalnim zptsobem.
Zkusime se pro zacatek podivat na jednoduché pripady.

Alice na zac¢atku vybere 2. Bob tedy ve svém tahu nesmi vybrat zddné sudé
¢islo. Nejlepsi volbou je pro néj ¢islo 3, protoze tim Alici zbude jedind nerepre-
zentovatelnd hodnota 1, kterd je prohravajici.

Alice na zacatku vybere 3. Potom je situace stejna. Bob vybere 2 a na Alici
zbude 1. Alice opé&t prohrava.
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Alice na zacatku vybere 4. Pro Boba je situace slozitéjsi. Reknéme, 7e Vy-
bere 5. Alice muze jisté vyhrat, pokud ve svém tahu vybere 11. V systému minci
o hodnotach 4, 5 a 11 jsou totiz nereprezentovatelné pouze hodnoty 1,2,3,6,7.
Pokud Bob vybere 7, Alice odpovi 6. Bob potom musi vybrat 2 nebo 3, ¢imz
se dostane do prohréavajici situace, ve které byla Alice v prvnich dvou piipadech.
Kdyby Bob vybral 6, Alice odpovi 7 a dalsimi tahy vyhraje Alice stejnym zpuso-
bem. Vybér 2 nebo 3 Boba dostane do stejné prohravajici situace.

Kdybychom chtéli zkouSet vSechny moznosti, nasledoval by nejspis rozbor pii-
padu, kdy Alice za¢ina 4 a Bob odpovi 6. ZkouSeni v8ech moznosti by ale byla
velmi dlouhé cesta.

UkaZeme, ze pro Alici existuje strategie, ktera ji zaruéi vyhru za vsech
okolnosti. Alice za¢ne tim, 7e vybere 5. Bob ji muze odpovédét libovolnym do-
sud nereprezentovatelnym ¢islem b. Systém minci o hodnotéach 5 a b je nesoudélny,
protoze 5 je prvocislo.

Nejvétsi nereprezentovatelné ¢islo systému minci o hodnotach 5 a b je 4b — 5
(viz ¢ast [L3]). Pokud je toto &islo pro Alici vitézné, pak si ho jisté vybere. Pokud
toto C¢islo pro Alici vitézné neni, zamysli se, jakym ¢islem by odpovédél Bob, kdyby
si Alice vybrala prohréavajici tah 4b — 5. f{eknéme, ze Bob by v takovém pripadé
vyhral vybérem c¢isla n. Alice proto namisto prohravajictho tahu 4b — 5 vezme
Bobovi jeho strategii a vybere rovnou ¢islo n. Bob si ve svém tahu nemiize vybrat
¢islo n. Nasledujici vétou dokadzeme, 7e si nemuze vybrat ani ¢islo 4b—5 a dostava
se tak do stejné prohravajici pozice, ve které by byla Alice, kdyby chybné vybrala
4b — 5.

Lemma 1.29. Necht n je libovolné nereprezentovatelné cislo v systému minci
0 hodnotdch 5 a b. V systému minci o hodnotdch 5,0 a n je cislo 4b — 5 reprezen-
tovatelné.

Diikaz. Vytvoirime si dvojice ¢isel (i7,4b — 5 — i) takové, 7e i < 4b— 5 — i
(0,4b — 5), (1,4b— 6), (2,4b—T7), ..., (2b— 3,2b — 2)

Kazda dvojice musi obsahovat aspon jedno ¢islo nereprezentovatelné v soustaveé
o hodnotéach 5 a b. Kdyby totiz obé ¢isla nékteré dvojice byla reprezentovatelna,
pak totéz plati i pro jejich soucet; to je ale ve sporu s tim, ze ¢islo 4b — 5 je
nereprezentovatelné (dokonce nejvétsi takové).

V systému minci je ale (b—1)(5—1)/2 = 2b—2 nereprezentovatelnych hodnot
(viz ¢ast [L2.0)). V kazdé 7z 20— 2 dvojic proto musi byt alespon jedna z nich, jinak
by na vSechny nevyzbylo.

Kazda dvojice proto obsahuje pravé jedno nereprezentovatelné ¢islo. Cislo n je
nereprezentovatelné a nachazi se v jedné z dvojic. V systému minci o hodnotach
5,b a n je 4b — 5 reprezentovatelné, protoze je souc¢tem n a reprezentovatelného
¢isla, které bylo s n ve dvojici. O

Ukazali jsme vlastné, ze Alice umi Bobovi ukrast vitéznou strategii. Konkrétni
popis krokii ale nezname. Pokud Bob vybere velké b, bude pro Alici obtizné najit
spravny dalsi tah.

Hréat popsanou hru je velmi obtizné. Uz kontrolovat, jestli hru hraji dva hra-
¢ podle pravidel je velmi obtizné. Abychom mohli zkontrolovat, jestli hral hrac
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podle pravidel, potiebujeme zjistit jestli ve svém tahu vybral dosud nereprezen-
tovatelné cislo.

1.4.2 Obtiznost reprezentovatelnosti

V této casti ukdzeme, 7e rozhodnuti, jestli je dana castka reprezentovatelna, je
tzv. NP-tuplny problém.

NP-tplné problémy muzeme vnimat jako problémy, pro které nezname efektiv-
ni algoritmické feseni, tj. feSeni, které provede maximélné polynomialni mnozstvi
krokii vzhledem k velikosti zadani problému ve dvojkové soustavé. Budeme ho-
vorit téz o tzv. NP-tézkych problémech, coz jsou zhruba feceno tlohy alespon
tak obtizné, jako ostatni NP-uplné problémy. Piesné definice pojmu NP-tézkost
a NP-tuplnost 1ze najit v literatuie (viz napt. [9]).

NP-tézkost naseho problému ukazeme pirevedenim znamého NP-tplného pro-
blému LOUPEZNICI (anglicky uvadéno jako PARTITION [9]) na problém reprezen-
tovatelnosti ¢astky. Budeme vychazet z ditkazu uvedeného v [10)].

Problém LOUPEZNICI. Mame predméty o nezapornych celociselnych hodno-

tach H = {v1,va,...,v,}. Rozhodnéte, jestli existuje mnozina S C H takova,
7e

o= 3w

veS ueS\H

Cilem je tedy rozdélit lup H na dvé ¢asti tak, aby obé ¢asti mély stejnou
hodnotu.

Problém reprezentovatelnosti jednou minci kazdého druhu REpP1 Ma-
me mince o nezapornych celo¢iselnych hodnotach H = {xy,zs,...,x,} a ¢astku
c € N. Rozhodnéte, jestli existuje S C H tak, ze

ZSL’:C.

€S

V problému REP1 hledame reprezentaci ¢astky ¢ v systému minci s omezenim,
ze mizeme pouzit maximalné jednu minci od kazdé hodnoty. V anglické literatuie
byva uvadén pod jménem subset sum problem (SSP-DECISION) [14].

Problém reprezentovatelnosti v systému minci REPIN  Mame systém min-
ci o nezapornych celociselnych hodnotach x, s, ..., x, a ¢astku ¢ € N. Rozhod-
néte, jestli existuje n-tice nezapornych celych &isel (b1, ba, ..., b,) takova, 7ze

n
E bzxz = C.
1=1

V problému REPN hledame libovolnou reprezentaci ¢astky c ve stejném vy-
znamu jako ve zbytku této prace (definice [LT]). V anglické literatute byva uvadén
pod jménem unbounded subset sum problem (USSP-DECISION) [14].

Problém LOUPEZNICI patii do t¥idy NP-tuplnych problémi [9].

Chceme dokazat, ze pokud existuje algoritmus, ktery fesi problém REPN v po-
lynomialnim ¢ase vzhledem k délce vstupu, pak takovy algoritmus existuje i pro
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problém LOUPEZNICI. To dokdzeme tak, 7e prevedeme libovolné zadani problé-
mu LOUPEZNICI na zadani problému REPN. Casova slozitost algoritmu prevodu
musi byt maximalné polynomialni v délce vstupu.

Timto dikazem ukdzeme, ze dokdZeme TFeSit problém LOUPEZNICI pomoci
feSeni problému REPN. Kdyby pro problém REPN existoval polynomialni algo-
ritmus FeSeni, existoval by takovy i pro problém LoOUPEZNicI. Problém REPN
proto patii spolu s LOUPEZNIcCI do t¥idy NP-tézkych problému.

Algoritmus pievodu navic nebudeme konstruovat piimo. Nejprve prevedenim
problému LOUPEZNICI na problém REP1 ukdzeme, ze REP1 je NP-tézky. Potom
prevedenim REP1 na REPN ukadzeme, ze REPN je NP-tézky.

Véta 1.30. FExistuje algoritmus, ktery prevede zaddni problému LOUPEZNICI
na zaddni problému REP1 v polynomidlnim case vzhledem k velikosti vstupu.

Problém LOUPEZNICI bude mit s timto zaddnim 7eSeni prdvé tehdy, kdyz bude
mit Fesent problém REP1 s prevedengym zaddnim.

Driikaz. Popiseme hledany algoritmus. Mame hodnoty predmétu z problému LOU-
PEZNICI H = {vy, v9,...,v,}. Hodnoty minci z REP1 nastavime stejné jako hod-
noty predmétu. Castka, kterou chceme reprezentovat, bude

D e Vi

Cc = 9

Kdyby bylo ¢ ¢ Ny, pak byla celkovad hodnota puvodniho lupu H licha a tedy
nerozdélitelnd na dvé stejné casti. Problém LOUPEZNICI nyni méa feSeni pravée
tehdy, kdyz mé feSeni problém REP1. Algoritmus prevodu bézi v polynomialnim
case. ]

Dokazali jsme tedy, ze problém REP1 je NP-tézky.

Véta 1.31. Emistuje algoritmus, ktery prevede zaddani problému REP1 na zaddnt
problému REPN v polynomidlnim case vzhledem k velikosti vstupu.

Problém REP1 bude mit s timto zaddnim resSeni pravée tehdy, kdyZ bude mit
reseni problém REPN s prevedenym zaddnim.

Diikaz. Oznacime si zg, 1, . .., T,_1 hodnoty minci, které pouzivime pro hledani
reprezentace ¢astky ¢ v problému REPI1.

Budeme konstruovat systém minci o, y1, ..., ym a Castku ¢’ tak, aby byla ¢
reprezentovatelnd pomoci libovolného poc¢tu minci hodnot yg, y1, ..., Ym prave
tehdy kdyz je ¢ reprezentovatelnd pomoci maximélné jedné mince kazdé z hodnot
Loy L1yeneyLp—1-

Oba problémy jsou témér stejné. Pro zadani problému REPN bychom mohli
pouzit stejné mince jako pro REP1. Je pouze potieba zajistit, aby problém REPN
nepouzival zadnou minci opakované.

Myslenkou diikazu je, ze k ¢-té minci priddme kromé jeji hodnoty jesté po-
¢itadlo, které bude pocitat, kolikrat byla tato mince pouzita. Kazdé minci z;
priradime vektor v;:

,...,0,0,0,.Ti)

. s

~
n pocitadel
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Cislo ¢ je v REP1 reprezentovatelné pomoci zy, ..., x,_1, pravé kdyz existuji
a; € {0,1} tak, 7e

n—1

E a;xr; = C.

i=0
To nastane pravé tehdy, kdyz

n—1
Zaivi = (ag,...,an_1,C). (1.12)
i=0

Definujeme-li
1-té misto
~ =~
1 ...

U{:<O70707"'7 70707070)7

J/

n pocitadel

pak je (LI2) ekvivalentni s podminkou

n—1 n—1

/!
E a;v; + g av; = (1,...,1,¢),
i=0 i=0

kde a;,a; € {0,1}. V posledni rovnici muzeme piipustit a;, a, € Ny, protoze to
nijak neovlivni jeji fesitelnost.

Tim jsme puvodni tlohu REP1 pievedli na cosi jako vektorovou tlohu typu
REPN, vyuzivajici libovolné mnozstvi ,minci® v, v1,...,vp—1 @ vy, V], ..., 0,4
k hledani reprezentace vektoru (1,...,1,¢). Zbyva ukazat, 7ze pomoci kodovani ve
dvojkové soustavé ji mizeme pievést na klasickou REPN.

Budeme uvazovat zapis hodnoty y; ve dvojkové soustavé. Na cifrach s nej-
niz§im vyznamem bude dvojkovy zapis ¢isla x;. Na cifrach s vys$§im vyznamem
budou pocitadla. Pro pocitadlo kazdé mince si vyhradime pouze jednu cifru ve
dvojkovém zapisu. Kdybychom nyni v reprezentaci pouzili dvé mince o hodnoté vy;,
seCetly by se i jednicky na i-tém pocitadle a jednicka by ,,pretekla‘“ do sousedniho
pocitadla.

Abychom tomu zabranili, ddme pied pocitadla jednotlivych minci jesté poci-
tadlo celkového poc¢tu pouzitych minci.

Zapis hodnoty mince y;, odpovidajici vektoru v;, ve dvojkové soustavé nyni
demonstruje nasledujici vyraz:

i-té misto
~ =~
000...001  000... ~1 ...000 0101...01
Vv Vv Vv
pocitadlo pouzitych minci n pocitadel dvojkovy zapis x;

Zapis pomocné mince y., odpovidajici vektoru v/, ve dvojkové soustavé je:

i-té misto
~ =~
000...00L  Q00... 1~ ...000000...000
pocitadlo pouzitych minci n pocitadel nuly

Céstka ¢/, jejiz reprezentaci v REPN hledame, vypadéa ve dvojkové soustavé né-
sledovné:
010...101 111...111 0101...01

TV TV
dvojkovy zapis n n pocCitadel dvojkovy zapis c
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Kazda mince mé v pocitadle celkového mnozstvi pouzitych minci ¢islo 1. Cést-
ka ¢ méa ve stejné ¢asti ¢islo n. Pro reprezentaci ¢ proto muzeme pouzit maximal-
né n minci. Kdyby pfi s¢itani doslo k prenosu z méné vyznamnych cifer, mohli
bychom pouzit i méné nez n minci.

Kazda mince méa 1 na pravé jednom z pocitadel jednotlivych minci. Pokud
zajistime, 7e nedojde k pfenosu hodnot z méné vyznamnych cifer ¢asti dvojkového
zapisu Cisel x;, pak potfebujeme alespon n minci pro vyplnéni v8ech pocitadel v ¢
jednickami. Pocitadlo pouzitych minci zajistuje, zZe vyuzijeme maximélné n minci.
Pro zaplnéni i-tého pocitadla jednotlivych minci proto potfebujeme bud minci y;,
nebo minci y;.

Nejvétsi castka, kterou umime reprezentovat pomoci maximéalné n minci, je

NTmazs KAe Tpae je nejvétsi z xq, x1, ..., x,-1. Aby dvojkovy zapis nx,,.. nezasa-
hoval do pocitadel, vyhradime si pro né&j d = [logy nZq. | biti.

Zadanim problému REPN budou mince yo, Y1, .- -, Yn—1, Yo, Y1s - - -  Yp,_1 & CaSt-
ka , kde

Y = T + 2’i+d + 2d+n

y; — 2’i+d 4 2d+n
n—1

d=c+ Z 2t 4 p2dtn,
=0

Vstup pro problém REPN je polynomiélné vétsi nez vstup pro puvodni pro-
blém REP1. Samotny algoritmus neprovadi zadny slozity vypocet. Jeho casova
slozitost je proto urcena velikosti vystupu. Cely prevod proto bézi v polynomiél-
nim case. ]

Problém REPN je tedy NP-tézky, tj. je alespon tak tézky, jako vSechny ostatni
NP-tplné problémy. Problém REPN je zaroven ve t¥idé NP. Je totiz jednoduché
v polynomialnim ¢ase ovérit, ze reprezentace ¢astky n je platna.

Zjistili jsme tedy, ze uz zakladni problém zjisténi, jestli je dané ¢astka v systé-
mu minci reprezentovatelna, patii mezi NP-tiplné problémy. Dalsim NP-tiplnym
problémem, ktery jsme jiz zminili, je nalezeni Frobeniova ¢isla v systému min-
ci [21].

Grafovy algoritmus, ktery jsme ukazali v ¢asti[L3.2] se zda byt efektivni. I ten
ale ve skutecnosti bézi v exponencidlnim c¢ase vzhledem k délce zadani ve dvojkové
soustave. Pocet kroku, ktery musi udélat, roste polynomialné s hodnotou nejmensi
mince v zadani. Hodnota minci v zadani ale muze rist exponenciilné vzhledem
k délce zadani ve dvojkové soustavé.
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2. Pocet reprezentaci castky

V této kapitole se podivime na problém poctu reprezentaci ¢astky v systému
minci pomoci vytvorujicich funkei.

Poctem reprezentaci ¢astky a rozumime pocet ruznych n-tic, které jsou podle
definice [T reprezentaci ¢astky a.

Definice 2.1. Vytvorujici funkce posloupnosti {a, }5°, je mocninnd iada defino-
vand predpisem
f(z) = ap + a1w + aox® + azx® + . . ..

Vytvorujici funkce predstavuji jiny zpusob pohledu na posloupnosti. Ze zapisu
vytvorujici funkce ve tvaru mocninné rady na prvni pohled vidime prvky puvod-
ni posloupnosti. Soucet dvou vytvorujicich funkei sc¢itd koeficienty jednotlivych
mocnin z. Odpovida tedy s¢itani dvou posloupnosti po slozkach. Pravé popsanou
vlastnost zapiSeme pomoci nasledujici véty.

Véta 2.2. Meéjme posloupnost {a,}o2, s vytvorujici funkei f a posloupnost
{bn}52 s vytvorugici funkei g.
Vytvorugici funkce posloupnosti {a, + b, }5>, je [+ g.

Diikaz. Vyplyva z vlastnosti s¢itdni mocninnych fad. O
Podivame se jesté na operaci nasobeni.

Véta 2.3. Méjme systém minci a posloupnost {a,}>, takovou, Ze hodnota a;
vyjadiuje pocet reprezentaci cdastky v v systému minci. Ddle méjme druhy systém
minci, ktery nemd s pronim systémem Zddnou spolecnou minci, a posloupnost
{bn}o2 takovou, Ze hodnota b; vyjadiuje pocet reprezentaci castky j v druhém
systému minci. Necht f je vytvorujici funkce posloupnosti {a,}2, a g je vytvo-
Fugict funkce posloupnosti {b,}5° .

Méjme ddle posloupnost {c,}2, takovou, Ze c; je pocet reprezentaci castky
1 v systému minci, ktery vznikl sloZenim dvou dilcich podsystémi. Vytvorujict
funkce posloupnosti {c,}>2 je rovna soucinu vytvorugicich funkei f a g.

Diikaz. Najdeme posloupnost, kterd ma na n-tém misté hodnotu vyjadiujici pocet
zpusobt, jak rozménit ¢astku n v systému obsahujicim vSechny mince z predcho-
zich dvou systémii. Cast castky n je pokazdé rozménéna pomoci minci z prvniho
systému. Zbytek je rozménén pomoci minci z druhého systému. Pokud je pomoci
prvniho systému minci rozménéna ¢astka ¢, pak je pomoci druhého systému minci
rozménéna Castka n — ¢ a pocet zpusobu, jak to udélat, je a;b,_;. Pocet zpusobii,
jak v novém systému minci rozménit castku n, je tedy c, = > @by
Clen s 2" v sou¢inu fg vypadé nésledovné:

n n
E ;T byt = E a;by_; "
i=0

1=0

Souc¢in f a g je tedy vytvorujici funkei posloupnosti {c, }5°,. O
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Pro systémy s jedinou minci je zjisténi posloupnosti poc¢tu zpisobu reprezen-
tace Castky jednoduché. Naptiklad pro systém s jedinou minci o hodnoté 3 je
posloupnost poc¢tu zptusobu, jak reprezentovat c¢astky

(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,...).
Prvni jednicka pfitom vyjadiuje, ze ¢astku 0 lze slozit jedinym zptsobem. Obecné

pro systémy s jedinou minci o hodnoté ¢ bude pro posloupnost poctu zptsobu
reprezentace {a,}>°, platit

1 pokud ¢ déli n
Ay, = ..
0 jinak.
Vytvorujici funkce této posloupnosti je
L+at+ a4+ 4. ...

Véta 2.4. Prox € Ca0<|z|<1aceN plati

1
1+l‘c+l‘26+l‘36+"': ]
1—xc

Diikaz. Pripomeneme vzorec pro soucet geometrické rady

2 3 1

Tvrzeni véty nyni ziskdme dosazenim y = z°¢. O

Postupnym skladédnim systémi minci pomoci nasobeni vytvorujicich funkci
nyni umime najit pocet zpusobu, jak reprezentovat ¢astku v libovolném systému
minci.

Napriklad pro systém minci o hodnotach 3, 5 a 7 nyni staci k nalezeni po-
sloupnosti poc¢tu zpisobu reprezentace jednotlivych ¢astek vynésobit vytvotrujici
funkce tii jednomincovych systémii.

A+ +25+2%+ . ) A+ 22+ 20+ 2%+ ) +2" 2t 22 ) =
I
S l—a31—ab1—2af

Vysledny vyraz dale potfebujeme upravit zpét do tvaru mocninné rady, ve
které koeficient u ™ urcuje n-ty prvek hledané posloupnosti. Tomuto problému
se budeme vénovat v nasledujicich ¢astech.

2.1 Pro dvé mince

V této casti se budeme zabyvat hledanim poctu zpiisob, jak reprezentovat libo-
volnou ¢astku v systému minci o dvou nesoudélnych hodnotéich. Pii psani této
¢asti Gerpame z publikace [4] kap. 1].
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2.1.1 Odvozeni pomoci vytvorujicich funkci

Pomoci vytvorujicich funkci nyni odvodime vztah pro nalezeni poctu reprezentaci
¢astek pro systémy minci o dvou mincich s nesoudélnymi hodnotami.

Méjme systém minci o nesoudélnych hodnotach a, b. Posloupnost poc¢tu repre-
zentaci ¢astek pro tento systém minci oznacime {c,}°2,.

K nalezeni ¢lenu této posloupnosti vyuzijeme soucin vytvorujicich funkei po-
sloupnosti jednomincovych systémi s mincemi o hodnotéch a a b. Hledame tedy
koeficienty cg, 1, co, ... € Ny takové, ze

1
(1= 21— )

2
=cCy+Cc1x+coxr”+ .. ..

Necht p € Ny je libovolné pevné zvolené ¢islo. Hledani koeficientu ¢, muzeme
zjednodusit tak, ze budeme hledat konstantni ¢len vyrazu
1 Co C1

flo) = (1—22)(1 — ab)ar T + p—1 ot Gt T Gt

Pripomenme zndmou vétu o rozkladu racionalni funkce na parcialni zlomky,
kterou nasledné aplikujeme na funkci f.

Véta 2.5 (Rozklad na parcialni zlomky). KazZdou funkci ve tvaru

f(@) = o

(x —a)) (x —ag)® -+ (v — ay)e’

kde p(x) je polynom stupné nejvyjse e; +ex+---+e, a ey, eq, ..., e, € N, miZeme
zapsat ve tvaru

B - Crn Ch.2 Choex
f<x)_z<:c—ak+(x—ak)2+ +(:L’—ak)ek)’

k=1

kde koeficienty Cy ; € C jsou urceny jednoznacne.
Diikaz. Dikaz zde neuvadime. Je k dispozici napiiklad v [13], véta 57]. O

K nalezeni rozkladu funkce f potiebujeme nejprve najit vsechny kofeny poly-
nomu (1 — z%)(1 — 2°)2? v oboru komplexnich ¢isel.

Kofeny polynomu 1 — z* jsou viechny k-té odmocniny z 1, tedy komplexni
éisla 1,6, &2, ..., &1, kde

¢ 27T+, .27
= COS — 7811 —.
F k k

Vsechny koteny polynomu (1 — 2¢)(1 — )2 a jejich nasobnosti jsou tedy
e kotfen x = 0 s nasobnosti p,

e korfen x = 1 s nasobnosti 2,

e koteny &,,£2,...,£%7! s nasobnosti 1,
. 2 b—1 o .« ;
e kofeny &,,&;,...,&, s nasobnosti 1.
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Koteny £ a & jsou pro viechna k € {1,2,...,a—1}al € {1,2,...,b— 1} rizné,
protoze a a b jsou nesoudélné ¢isla.
Pro nalezeni rozkladu funkce f na parcialni zlomky hleddme konstanty

A17A27 .. '7Ap7317327017027 .. '7Ca—17D17D27 .. '7Db—1

takové, ze

! L U IR -
(1—29)(1—ab)r o = 22 @  x—1 (x—1)2
Cl CZ Ca—l
Ry ey (2.1)
D, D, Dy
+ + foy L
t—& x—¢& x— !

Z definice funkce f plyne, Ze plati A; = c,_1, Ay = ¢p—2, ..., A, = ¢o. Uvidime,
7ze pro nalezeni ¢, nejsou hodnoty téchto konstant podstatné.

Najdeme konstantu By. Obé strany rovnice (2.I)) vynasobime vyrazem (z—1)?,
¢imz ziskdme

i i A= B 1)+ Bt

(1 —29)(1 — ab)ar - xk
a— b—1
Ckl‘—l Dkl‘—12
+ + .
N

Limita pravé strany pro x jdouci k 1 je B,. Plati proto

12
21 (1 — 29)(1 — xb)aP

= lim (z—1)° = —
Sl (I—a)(l+a+ e ) (I —a) (I +a+ -+ 2 Dar  ab

Konstantu B; ziskime podobnym zpiisobem. Obé strany rovnice (21I) vyna-
sobime x — 1, ¢imz ziskdme

r—1 P Ap(z — 1) By
N B
(1 —a2)(1 —ab)xr Z ak * 1+SL’—1+
k=1
a—1 b—1
C :L‘—l D :L‘—l
n Cy(z —1) +Z k(
T — xr —
k=1 k=1

Po odecteni By/(z — 1) od obou stran rovnice je limita pravé strany pro x

jdouci k 1 rovna B;. Plati proto
, r—1 X . (=12 = (1 —2)(1 — ab)aP

B; = lim — —2 _ —lim a
a1 (I—x) (1 —2)2p -1 a1 (1 —22)(1 —2b)(x— 1)z

(z—1P2—2(1—z)1+az+-+2 N1 -2)(I+z+--+ 2P )a?
im :
1 1—z)(14+z+--+2HA—z) A4+ +2")(z—1)_ a?

—1

v v
—a —b
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Zkratime (z — 1)? a pomoci véty o aritmetice limit [12, véta 106] ziskime

-1, ZQ+z+- 4z )14+a++ab P -1
B; = —Ilim<%
ab z—1 z—1

Definujme funkci A predpisem

h(z) = b(1+x+ i [ € I A NP Ry P
a
Plati h(1) = 1, tedy
—1.. h(z)—h(1) -1,
By = — lim ———= = —}/(1).
ST S ab P(1)

Vypocitame derivaci funkce A podle pravidla o derivovani soucinu:

1
W(x) = @((1 + 22+ 324+ (a— D)z )1+ 2% +2° + - F 2" P+
+ 2 (1422 + 322+ + (b— 1)a" )P+
+ xcﬁl)(l 4 1’2 4 .TB NI xbfl)pxpfl)

+ 1+ +2° -
+(1+a* 2>+

Hodnota B; je tedy
—_1((1+2+---+(a—1))b+a(1+2+---+(b—1))+@)

Koeficienty C} ziskame analogicky. Budeme hledat koeficient C;. Vynasobenim
obou stran rovnice ([Z.I)) vyrazem x — & ziskame

r—& N Ae &) | Bilw &) | Ba(z — &)
(1—:6‘1)(1—;1:’7)3:1’_; ak oo * (:L’—l)QjL

-1

+ C’“( C+Z

_ k _ k _ ¢k
k=1 Sa k=l+1 5 =1 T &
Limita pravé strany pro z jdouci k & je C;. Plati proto

) x — ¢ 1 o
C; = lim = lim
D8 T— ) (L= (1) =od 1—a°
L'F 1 —1
R
V druhém kroku vypoctu jsme pouzili L'Hospitalovo pravidlo na limitu ve

tvaru ,,2¢. Plati, ze £2 = 1, nebot &, je a-t4 odmocnina jednicky. Proto

”0
é-lpgl(a—l) _ glaglp—l _ é-l(p—l)‘

Pouzitim popsanych tprav ziskdme

—1

TS
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Stejnym postupem zjistime, 7e
—1
I(p—1 o
b, V(1 - &)

Uvazujme nyni funkci g definovanou predpisem

D, =

9(x) = ¢ + o1 + Cppaz’ + -+

Nasim cilem je najit hodnotu ¢, = ¢(0). Pro x # 0 plati

Co Cp—1 Bl BQ
g(:p):f(x)—ﬁ _____ px :x_1+(x_1)2+
Cl CQ Cafl
tCg Tttt (2.2)
D, Dy Dy,
+ + o
r—& x—¢§ x— !

Na levé i na pravé strané predchoziho vztahu jsou funkce spojité v nule, limitnim
pfechodem x — 0 tedy dospéjeme k rovnosti

¢y Oy Coor D1 Dy Dy,
C:go :—B+B—————.—— _________ —
p=900) T, e ot & & &t
Dosazenim za konstanty B;, C;, Dy, ziskime
a—1
1 1 p 1
CP:g(O):_+%+_b+Ek §kp(§kb bz kp ka_ ) (23)

Nasli jsme vyraz udavajici pocet zptisobi reprezentace c, ¢astky p v systému
s nesoudélnymi hodnotami a, b.

Pokusime se nalezeny vzorec (2.3) dale zjednodusit. Za¢neme hledanim jedno-
dussiho zpisobu zapisu pro

_Z kp gkb (2.4)

Podiviame se na systém minci o hodnotéach a a 1. Pocet zpusobu, jak repre-
zentovat Castku p, oznacime c,,. Kazda reprezentace ¢astky p pouzije k krat minci
o hodnoté a a zbytek ¢astky doplni mincemi o hodnoté 1. Pocet zptisobu repre-
zentace p je tedy roven poc¢tu moznosti, jak zvolit k& € Ny, aby ka < p a tedy
i k < p/a. Proto plati

¢ =|2]+1. (2.5)

a
Symbol |z| pfitom oznacuje dolni celou ¢ast = € R, tj. nejvétsi celé ¢islo
mensi nebo rovné x.
Pocet zpusobu reprezentace Castky p muzeme ziskat i dosazenim b = 1 do
vztahu (Z3):
1 1
, —_—
= 2_ 5 B + Z kp (2.6)
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Z vyrazu (2.0) a (2.0) vyjadiime

12 1 py 11
5; kpiek — 1) :_{E}Jrg_%' 27

Znaceni {z} zde ma vyznam desetinné ¢asti ¢isla z, tedy {z} =z — |z].
Hledany vyraz (Z.4]) stéle neni ve stejném tvaru jako (2.7)). Piedtim, nez ho
do podobného tvaru upravime, ukadzeme nékteré vlastnosti ¢isla &,. Z Moivreovy
véty plyne
k 2rk . 2rk
§, = cos — +isin —.
a a
7 periodicity goniometrickych funkci proto dostavame, ze

gh=gh mode, (28)
Lemma 2.6. M¢jme nesoudélnd ¢isla m,a € N a k € {1,2,...,a — 1}. Potom
mk mod a # 0.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, ze mk mod a = 0, tedy a déli mk. Odtud
a z predpokladu nesoudélnosti a a m plyne, ze a déli k.
Zadné z moznych hodnot k ale neni délitelna a, ¢imz ziskavame spor. O

Lemma 2.7. Pro nesoudélnd ¢isla a,m € Ny plati
{5 ke{1,2,...,a—1}}={" ke {1,2,...,a — 1}}.
Diikaz. Ze vztahu (2.8]) vidime, 7e sta¢i dokazat
{k;ke{1,2,...,a—1}} ={mk mod a;k €{1,2,...;a—1}}.

Z vlastnosti zbytku po déleni plyne mk mod a € {0,1,...,a—1}. Z lemmatu 20
dale plyne, ze mk mod a # 0. Zbyva tedy dokazat, ze pro u,v € {1,2,...,a—1}
a u # v plati

mu mod a #mv mod a.

Predpokladejme pro spor, ze
mu =mv (mod a).

Z predchozi kongruence plyne, ze a déli m(u — v). Protoze a, m jsou nesoudélné,
a déli u — v a plati

u=v (mod a)

u=v+ ka,
pro k € Z. Odtud a z predpokladu u,v € {1,2,...,a — 1} plyne, Ze u = v. O

Disledek 2.8. Pro libovolnou funkci h : C — C a nesoudélnd ¢isla a,m € N
plati

> he) = Y- hie).



Lemma 2.9. Méjme dvé nesoudélnd ¢isla a,b € N a ¢islo V' € N takové, Ze
b =1 (mod a).
Potom jsou a a b’ nesoudélnd.

Diikaz. Oznacime c libovolného spole¢ného délitele a a b'. Existuji tedy k,l € Z
takové, 7e a = ke, b/ = lc.
Obé strany druhé rovnosti vynasobime b, ¢imz ziskame

bb' = blc.
7 predpokladu véty a nasledného dosazeni za a plyne
bb' =14 ua = 1+ uke,
pro né&jaké u € Z. 7 toho ziskdme
1 = blc — uke = ¢(bl — uk).

Ziistili jsme tedy, 7e libovolny spoletny délitel ¢ ¢isel a, b/, déli 1. Cisla a, ¥ jsou
tedy nesoudélné. O

Lemma 2.10. Méjme a, m € Ny nesoudélnd a m > 0. Potom existuje a' takové,
zead’ =1 (mod m) a plati

d =a?™=1  (mod m),
kde ¢ je Eulerova funkce [23, str. 19].
Diikaz. Podle Eulerovy véty [23, véta 3.10| plati
1=a?™ = aa?™=1  (mod m).
Odtud plyne pozadovany vztah. O

Zavedeme funkci A s predpisem

1

h(z) = m.

Hledany vyraz (2.4]) je roven
a—1
1 k
=D h(ED)
k=1

Volme nyni b’ takové, ze bb' =1 (mod a). Takové b’ podle lemmatu 210 existuje,
protoZze a, b jsou nesoudélna. Podle dusledku 2.§] plati

a—1

laz_ih(gk) lazih(gkb’) — EZ;
= ’ = ’ a kpbl(ék 1)

Pouzitim vztahu (2.7), kde misto p piSeme pb/, ziskdme

s 1 1
_Z kpgkb :_Z ket (¢ ):_{%}+§_%' (2:9)
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Stejnym zpusobem muzeme zjednodusit druhou sumu z vyrazu (2.3): Zkou-
manim systému minci o hodnotach 1,5 bychom dosli k zavéru, 7ze

b—1
1 1 { pa’ } 1 1
S = (2.10)
K a
b — & ka 1) b 2 2
Dosazenim ziskanych vyrazi do (2.3) obdrzime néasledujici vétu.

Véta 2.11. Pocet reprezentaci c¢istky p v systému minci o nesoudélnijch hodno-
tach a,b € N je
p pb/ pd’
p=—+1—q—7r—9—7,
a1

ad’ =1 (mod b)
b =1 (mod a).

kde o', b/ € N a

Diikaz. Vétu jsme odvodili vyse. O

Piiklad 2.12. Zjistéte pocet reprezentaci cdastky 42 v systému minci o hodnotdch
5al

Reseni. Piiklad vyfesime dvéma zpisoby. Nejprve odhadneme Feseni prostym
zkouSenim. Potom najdeme pocet zpusobu pouzitim véty 2.111

Po kratkém zkouSeni zjistime, Ze c¢astku 42 muzeme reprezentovat pomoci
Sesti minci o hodnoté 7, nebo pomoci jedné mince o hodnoté 7 a sedmi minci
o hodnoté 5. Nasli jsme tedy dva zpusoby, jak ¢astku reprezentovat.

Dalsim zkouSenim bychom jisté prisli i na to, ze zAdny jiny zptsob reprezen-
tace neni. Pojdme tuto skutecnost ovérit jesté pomoci véty 2111

Vime, 7ze a = 5,b = 7 a p = 42. Plati a’ = 3, nebot ¢(7) = 6 a podle
lemmatu 2.10]

d =a?®1 modb=5 mod7=3.

Pouzitim stejného lemmatu zjistime, Ze b = 3, protoze
7% mod 5 = 3.

Zbyva tedy dosadit do vzorce ve vété 211l a vypocitat vysledek:

L2 423 f42.3
27 35 5 7

42 1 {126 4 1

2
- = =l e =2 412 =2
35 5} {63} =g5+1-3

Pocet zpusobi, jak reprezentovat ¢astku 42, je roven 2.

Piiklad 2.13. Zjistéte pocet reprezentaci castky 171 v systému minci o hodnotdch
9 a 30.
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Regeni. Cisla 9 a 30 nejsou nesoudélni. Nemuzeme proto pouzit vétu 2.111

Vydélime-li hodnoty minci jejich nejvétsim spole¢nym délitelem tj. ¢islem 3,
ziskdme systém minci o nesoudélnych hodnotéach 3 a 10. Kazda reprezentace ¢ast-
ky 171/3 = 57 v novém systému minci je potom reprezentaci ¢astky 171 v pavod-
nim systému minci a naopak.

Pocet reprezentaci ¢astky 171 v puvodnim systému minci je proto stejny jako
pocet reprezentaci ¢astky 57 v novém systému minci. Vlastné jde o zobecnéni
véty [L4l

Zbyva tedy urcit pocet reprezentaci pro a = 3,b = 10 a p = 57. Podle lem-
matu plati @ = 3> mod 10 = 7 a b’ = 10' mod 3 = 1. Pouzitim véty 2.11]

ziskame
ST [T\ [5TT\ 5T 9,
T30 3 10 [ 30 10 =

Pocet reprezentaci ¢astky 171 v systému minci o hodnotach 9 a 30 je tedy 2.

Kdybychom v predchozim prikladu pozadovali pocet reprezentaci ¢astky, které
neni délitelna tfemi, mohli bychom podle véty [L3l odpovédét, ze pocet reprezen-
taci je roven 0.

2.1.2 Pocet nereprezentovatelnych c¢astek a nejvétsi z nich

Pomoci vzorce pro ziskani po¢tu reprezentaci ¢astky z véty 211l nyni zjistime
pocet nereprezentovatelnych ¢astek a nejvétsi nereprezentovatelnou castku v sys-
tému minci o dvou nesoudélnych hodnotach a, b.

Nejprve najdeme nejvétsi nereprezentovatelnou ¢astku. Vlastné znovu zformu-
lujeme vétu [LI8 Pro dukaz ale tentokrat pouzijeme poznatky z této kapitoly.

Véta 2.14. V systému minci o nesoudeélngch hodnotdch a,b € N je nejvetsi
nereprezentovatelnd cistka rovna

ab—a—b.

Diikaz. Potfebujeme ukazat, ze ab— a — b neni reprezentovatelna, a ze kazda vétsi
castka reprezentovatelnd je. Pro pocet reprezentaci cq,,_q_p plati

ab—a—1"b (ab—a —b)l/ (ab—a —b)d
Cab—a—b - + ]- - - - - 5 .
ab a b

Nejprve upravime

{M}:{b_1_%b/}:{b—l—ka—%}.

Posledni rovnost vyuziva toho, ze pro n&jaké k € Ny je bb' = 1 + ka. To vyplyva
piimo ze zavedeni b’ pomoci kongruence. Déle si uvédomime, 7e

R e e
a a a
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Podobné bychom zjistili, ze

{@E:%:Qg}:{a—l—%?}:{a—l—kb—%}:l—%.

Po dosazeni ziskdme

b—a—b 1 1
e T R T )
ab a b

Zbyva dokazat, ze kazda vétsi ¢astka je reprezentovatelna, tedy ze pron € N
plati cup_o_pin > 0. Vyuzijeme toho, ze pro m € Z plati

m a—1
o=
a a

b—a—0» -1 b-1
Cab—a—b—l—nza ¢ +n+1_a _—:£>0
ab a b ab

Cab—a—b =

Nyni odhadneme cup_g_pin-

O

Nyni najdeme pocet nereprezentovatelnych c¢astek v systému minci o nesou-
délnych hodnotach a, b.

Lemma 2.15. Prox € R, z € Z plati {—z} =1 — {z}.
Diikaz. Vyraz rozepiSeme pomoci definice {z}.
(o} =z |~a] =2~ (-la] =) =1~ (z— |a]) =1~ {x)
V druhém kroku vyuzivame toho, ze pro x ¢ Z plati |—z] = —|z| —1. O

Lemma 2.16. Méjme systém dvou minci o nesoudélniyjch hodnotdch a,b € N
a ¢islon € {1,2,...,ab — 1}, které neni ndsobkem a ani b.
Potom je prave jedna z c¢istek n a ab —n reprezentovatelnd.

Diikaz. Dokézeme, 7e soucet poctu reprezentaci ¢isel n a ab —n je 1, tedy
Cn + Cap—n = 1.

Budeme upravovat vyraz cq,p_,.

o, n [ [ nd
a ab a b

Dale mizeme pouzit lemma [2.15] protoze n neni nasobkem a ani b:
5 M nb’ na’ n N nb’ N na’
Cap—n = & — —7 — - — - T4 = — 7 - 5
b ab a b ab a b
n nb’ na’
=1—(—4+1—-<9— 7 —<9— =1—-c,
A i S )
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Nyni zopakujeme vétu a dokdzeme ji pomoci poznatku z této kapitoly.

Véta 2.17. Jsou-li a,b € N nesoudélnd, pak pocet vSech nereprezentovatelngch
cdstek mensich nez ab je

(a—1)(b—-1)

2
Diikaz. Vsech castek n € {1,2,...,ab— 1} je ab — 1. Z nich a — 1 je nasobkem
b ab—1 je ndsobkem a. Z nesoudélnosti a a b plyne, ze zadné neni spolecnym
nasobkem a i b.

Castek n € {1,2,...,ab — 1}, které nejsou nasobkem a ani b je proto

ab—1—(a—1)—(b—-1)=alb—1)—(b—1)=(a—1)(b—1).

Podle lemmatu [2.16] je pravé polovina z nich nereprezentovatelna. O

2.2 Pro vice minci

V této ¢asti odvodime zpusob vypoctu poctu reprezentaci libovolné ¢astky v systé-
mu s vice nez dvéma mincemi. Neoc¢ekdvame piitom, zZe se nam podaii najit zcela
obecny a efektivni zptisob feseni této tilohy. Kdybychom takovy zpiisob nasli, do-

kézali bychom efektivné fesit NP-tplny problém reprezentovatelnosti z ¢asti[.4.2]
a tedy i vSechny ostatni NP-tplné problémy.

2.2.1 Pomoci rozkladu na parcialni zlomky

Postup, ktery jsme pouzili v predchozi ¢asti o dvoumincovych systémech, funguje
z velké Castii pro systémy s vice mincemi. Uk&dZeme, které ¢ésti postupu lze pouzit
i v obecném piipadé a které ¢asti narazeji na problémy. Pfi psani této ¢asti opét
Cerpame 7z publikace [4], kap. 1].

Méjme systém minci o hodnotach ay,as,...,a, € N. Pfedpokladejme navic,
ze hodnoty minci jsou po dvou nesoudélné. Vytvotujici funkce posloupnosti po¢tu
reprezentaci castek {c,}72, je

1
(1—z2)(1 —x92)--- (1 —a%)

Pocet reprezentaci c, ¢astky p je roven konstantnimu clenu vyrazu

1
1) = e =) (1 =2
Co & 2
=Sttt et enrtopprt o

Pro tpravu funkce f do tvaru mocninné rady ji rozlozime na parcialni zlomky:.
Koteny polynomu z?(1 — 2™)(1 — 2*)--- (1 — z°) a jejich nasobnosti jsou

e kofen 0 s nasobnosti p,
e kofen 1 s nasobnosti n,

e kofeny & pro ke {1,...,n},j€{1,...,a; — 1} s nasobnosti 1.
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Koteny §gk a &y jsouproj € {l,...;ar— 1}, me{l,...,a;— 1} a k # [ rizné,
coz plyne z predpokladu nesoudélnosti a; a a;.
Rozklad funkce f na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

ﬂ@‘lwa_xmx1—wwu-u—x%)_szj+§:u~¢ﬁ+

j=1 k=1

a1—1 as—1 an—1

m =1 a2 =1 an

Z definice f plyne stejné jako v pfipadé dvoumincového systému, ze A; = c,_;.
Koeficienty C}; ziskdme podobné jako v piipadé dvoumincového systému. Celou
rovnici vynasobime vyrazem x — §ék. Néaslednym limitnim pfechodem zjistime, ze

l

x‘_
Cp, = li i
e (T — 2 ) (1 — a2) - (1 — )
1 =&
- Ip 1 lay 1 lak (1 lag41 1 lan xl_lgzl 1 — p%
ak( - alc)' ( - )( — Sayg )( _gak) ak (212)
L'l -1
R (T (L - ) (L e
B —1
Al V(U= G (= €)oo (1= &) (1= ) - (1= )
V druhém kroku jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo na vyraz ve tvaru ,,8“.

vvvvvv

Vypocet koeficienti By, By, ..., B, je slozité&jsi. Podrobné ho zde rozepisovat
nebudeme. Pro konkrétni hodnotu n bychom k jejich vypoc¢tu mohli pouzit napii-
klad program Mathematica. Napiiklad pro trojmincové systémy timto zpiisobem
postupné vypocitame Bs, By a Bj:

—1)3 1
Bs = lim (@ ) =
v—12P(1 — 2@ )(1 —2%2)(1 —2%)  ajasas
—1)? B
By = lim (z-1) S
=1 2P(1 — ) (1 —a%2)(1—a%) z-—1

ay +az+as+2p—3

2&1&2&3
2.1
. r—1 B; By (2.13)
B; = lim _ _
=1 2P(1 — ) (1 —a%2)(1—a®) (z—1)2 z-1
a? + 3ay(ay + az + 2p — 2) + a3 + 3az(az + 2p — 2)_

12(11(12(1,3

a3 + 6azp — 6az + 6p> — 12p + 6
12&1&2&3

Podobné jako v ptipadé dvoumincového systému nyni definujeme funkci g
predpisem
9(x) = cp+ 1T+ Cpra+ o0,
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pro kterou plati

P C u Bk
_ . P—J _
ola) = fla) =32 =30 P
J=1 k=1
a1—1 C az—1 C an—1 C
1,1 2, n,l
D P )

n a1—1 a2 an—1
C C Ch
6=90) =X (VB- Y- Y T s g (2

é‘l
k=1 =1 ~01 =1 >%2 =1 >an

Pri hledani poctu reprezentaci ¢astky ve dvoumincovém systému jsme pokra-
¢ovali zjednoduSenim sum obsahujicich fék. V obecném piipadé stejny postup
neuspéje. Nalezené feseni navic plati pouze pro systémy minci, jejichz hodnoty
jsou po dvou nesoudélné.

Priklad 2.18. Odvodte vzorec pro ziskdani poctu reprezentaci éistky p v systému
minci o hodnotdch 6,9 a 20.

Reseni. Ze vztahu (2I4) plyne
a1—1 as—1 az—1
Cl l C’2l C3l
o=—Bi+B—Bs—) =D =)
=1 Ser =1 Se2 =y Se3

Dosazenim za konstanty By, By a Bs ze vztahu 2.13 a za konstanty Cy;, Co
a (s ze vztahu [2.12 ziskdme

p? n 1 1 1
Cp = + 35 + + +
a1G2 a1a3 Q203

1 3 3 3 aq a9 as
+=|—+=—+—+ + + +
12 aq a9 as o203 ajas a1ao
1= 1 1= 1
+— +— +
o 2 TG w2y (1= 6 EEE
az—1

1 1
+ = .
as Z (1 o lal)(l . éC;Q) lp

asz as
Dosazenim a; = 6,a5 = 9 a ag = 20 ziskdme pozadovany vzorec.
V néasledujici ¢asti odvodime rekurentni vzorec pro vypocet po¢tu reprezentaci

libovolné c¢astky.

2.2.2 0Odvozeni rekurentniho vzorce

Rekurentni vzorec pro ziskdni poctu reprezentaci libovolné ¢astky odvodime nej-
prve pro systémy se tfemi mincemi o ruznych hodnotach a,b,c¢ € N. Potom
odvozeni zobecnime pro libovolné systémy minci. Pro pocet reprezentaci ¢astky

40



p v systému minci budeme stejné jako v pfedchozich ¢astech pouzivat znaceni c,,.
Tato ¢ast je inspirovana piikladem rekurentniho vzorce pro vypocet poctu repre-
zentaci v [20, str. 99, 100]. Zobeciujeme a zjednodusujeme zde zavéry z piikladu
a uvadime snazsi odvozeni.

Pro hledani poctu reprezentaci vyuzijeme kombinatorickou tvahu a princip
inkluze a exkluze.

Véta 2.19 (Princip inkluze a exkluze). Pro kaZdy soubor Xy, Xs, ..., X, konec-
nych mnozin plati

n

U

i=1

DM

Ac{1,2,...,n}
A#D

ﬂX‘

€A

Diikaz. Vétu zde nebudeme dokazovat. Pro dikaz se odkazujeme na [17, veé-
ta 2.6.2|. O

Dale zformulujeme jednodussi variantu véty 219, kterd se omezuje na t¥i
mnoziny.

Disledek 2.20. Pro trojici konecnijch mnozin A, B, C' plati
JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|BNnC|+|AnBNC|.

Pomoci principu inkluze a exkluze odvodime rekurentni vzorec pro ziskéni
poctu reprezentaci ¢astky p v systému minci o hodnotach a, b, c € N.

Véta 2.21. Pro pocet reprezentaci castky p > 1 v systému minci o rizngch hod-
notdch a,b,c € N plati

Cp = Cp—a + Cp—b + Cp—c = Cp—a—b — Cp—a—c — Cp—b—c + Cp—a—b—c;
kde c;, =0 pro k <0 acy=1.

Diikaz. Necht A je mnozina vSech reprezentaci ¢astky p, které obsahuji alespon
jednu minci o hodnoté a, B je mnozina reprezentaci, které obsahuji alespon jednu
minci o hodnoté b a C' je mnozina reprezentaci, které obsahuji alespon jednu minci
o hodnoté c.
Mnozina obsahujici vSechny reprezentace nenulové castky p je AU B U C
a proto plati
¢ =]AUBUC|.

Pokud z kazdé reprezentace v mnoziné A odebereme jednu minci o hodnoté a,
ziskdme vSechny reprezentace ¢astky p — a. Pro velikost mnoziny A proto plati
|A| = ¢p—q. Pokud plati p < a, pak je mnozina A jisté prazdna. Proto budeme
v této Casti uvazovat ¢, = 0 pro k < 0. Zaroven si uvédomime, ze ¢dstku 0 mizeme
reprezentovat jedinym zpusobem, plati proto ¢y = 1. Stejnym zpusobem zjistime,
ze |B| = cp—p a |C| = ¢p.

Mnozina A N B obsahuje vSechny reprezentace ¢astky p s alespon jednou
minci o hodnoté a a alesponi jednou minci o hodnoté b. Stejnou tvahou jako
v piipadé zjistovani |A| ziskime |A N B| = ¢,_q—p. Timto postupem déle ziskame
IANC| = ¢pg—c, |IBNC| =cpp—ca |ANBNC| = ¢p—q_p—.. Pouzitim principu
inkluze a exkluze pro tii mnoziny ziskdime pozadovany vztah. O
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Ptedchozi vétu nyni zobecnime pro systémy o n mincich.

Poznamka. V této kapitole jsme pocet reprezentaci castky p znacili c,, nebot $lo
o prvek posloupnosti {c,}o° . V ndsledujici vété budeme pro znaceni poctu repre-
zentaci ¢dstky p pouzivat c(p) namisto c,, protoze na misté p se budou vyskytovat

vvvvvv

Véta 2.22. Meyme systém minci o hodnotdch ay,as, ..., a, € N, které jsou na-
vzdjem rizné. Pro pocet reprezentaci ¢astky p v tomto systému minci c(p) plati

=3 <—1>'A+1c<p—zak>,

Ac{1,2,...,n} keA
A#D

kdepe N, ¢(0) =1 ac(k) =0 pro k <O0.

Diikaz. Méme mnoziny X1, Xo, ..., X, takové, Zze mnozina X; se skladé z repre-

zentaci ¢astky p, které obsahuji alespon jednu minci o hodnoté a;. Pro velikost

této mnoziny plati | X;| = ¢(p — a;), nebot odebranim jedné mince o hodnoté a;

z kazdé reprezentace v X; ziskdAme mnozinu vSech reprezentaci ¢astky p — a;.
Obecnéji pro kazdou neprazdnou mnozinu A C {1,2,...,n} plati

(X :c<p—k€ZAak>.

i€A
Na levé strané je velikost mnoziny reprezentaci p, které vyuzivaji alespon jednu
minci od kazdé z hodnot a; pro ¢ € A. Odebranim téchto minci a; od kazdé
z reprezentaci ziskime vSechny reprezentace ¢astky p — >, 4 .
Mnoziny X1, Xs, ..., X, jsme zvolili tak, aby pro p > 0 platilo

Pouzitim principu inkluze a exkluze 2.19 ziskaivame pozadovanou rovnost. O

Podle véty 2.22] plati pro dvoumincové systémy o hodnotach a, b

c(p)=clp—a)+c(p—0)—clp—a—>b)

a pro trojmincové systémy o riznych hodnotach a, b, ¢ jsme odvodili vzorec

c(p) = c(p—a)+c(p—b)+c(p—c)—c(p—a—b)—c(p—a—c)—c(p—b—c)+c(p—a—b—c).
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Priklad 2.23. Zjistéte pocty reprezentaci cdstek od 0 do 63 v systému minci

o hodnotdch 6,9 a 20.

Reseni. Pouzitim rekurzivniho vzorce pro systémy minci o tfech riznych hodno-

tach ziskdme tabulku po¢tu reprezentaci 2.1

pl(0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|1 00 0 0 o0 1 0 O 1 0 O 1T 0 0 1
p (16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
|0 002 0 11 0 0 2 0 1 2 0 1 2 0
p |32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
|1 2 0 1 3 0 2 2 1 1 3 3 1 2
p |48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
|3 12 3 1 2 4 1 3 3 2 2 5 1 3 4

Tabulka 2.1: Pocty reprezentaci v systému minci o hodnotach 6,9 a 20

Z tabulky 2.0] také vidime, ze Frobeniovo ¢islo systému minci o hodnotéch 6,9
a 20 je rovno 43. Nésledujicich Sest po sobé jdoucich ¢astek je totiz reprezentova-
telnych. Pridanim vhodného poc¢tu minci o hodnoté 6 k jedné z nich proto umime
reprezentovat kazdou vétsi ¢astku. Ke stejnému zavéru jsme dosli i pouzitim gra-

fového algoritmu v ¢asti [L3.2l
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3. Nalezeni minimalni reprezentace

V této kapitole se budeme zabyvat problémy motivovanymi nasledujici otazkou:

Otazka. Mame systém minci o hodnotdch xy,xs, ..., x,. Je-li dina cdstka a re-
prezentovatelnd v tomto systému, jaké negymensi mnoZstvi minci je potreba k zis-
kant cdstky a?

V celé kapitole budeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, Ze mince jsou
sefazené podle velikosti tak, aby x; > x9 > 23 > --- > x,. Abychom mohli fesit
problémy podobné tivodni otézce, zavedeme nejprve nékolik zékladnich pojmii:

Reprezentaci ¢astky jsme definovali na zacatku kapitoly 2l v definici [Tl Mince
jsme setadili podle velikosti, v reprezentaci (aq, as, . . ., a,) je proto a; po¢et minci
s nejveétsi hodnotou.

Definice 3.1. Mdme-li reprezentace A = (ay,as,...,a,) a B = (by,be,...,b,),
pak Tekneme, Ze A je lexikograficky vétsi nez B a piSeme A >, B, pokud

i € {1,2,...,71} a; > b; N\Vk € {1,,2—1} a; = b;.
Ddle rekneme, Ze A je lexikograficky vétsi nebo rovno B a piseme A >, B, pokud

A >, BVA=B.

Definice 3.2. Pocet minci reprezentace A = (ay,aq, . .., a,) znacime |A|, tj.
n
i=1
Definice 3.3. Reprezentace A cdstky a v systému minct xq, xa, ..., T, S€ nazijvd

minimalni, je-li sloZena z nejmensiho mozného poctu minci a zdroven je ze vSech
takouvych reprezentaci lexikograficky nejvétsi. Znacime ji M(a).

Reprezentaci ¢astky a s nejmensim poctem minci mize byt v systému vice.
Napriklad v systému minci o hodnotach 20, 14,8 a 1 ma c¢astka 28 reprezentace
(0,2,0,0) a (1,0,1,0). Obé se skladaji z nejmensiho mozného po¢tu minci. Druha
z nich je ale lexikograficky vétsi. Proto v tomto systému minci plati

M(28) = (1,0,1,0).

3.1 Hladovy algoritmus
V Ceské republice platime pomoci systému ,,minci“ o hodnotach
1,2,5,10, 20,50, 100, 200, 500, 1000, 2000 a 5000.

K nalezeni miniméalni reprezentace libovolné ¢astky v nasem systému minci muze-
me pouzit tzv. hladovy algoritmus (greedy algorithm). Hladovy algoritmus vezme
nejvétsi moznou minci nepiesahujici ¢astku, jejiz reprezentaci hledame. Se zbylou
¢astkou cely postup opakuje. Mohli bychom ho popsat nasledujicim pseudokdédem
(algoritmus [T).
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Algoritmus 1 Hladovy algoritmus

1: function HLADOVY (a, 21, Za, . . ., Ty,) > ¢astka a a systém minci
2 R+ (0,0,...,0) > inicializuj reprezentaci na nulovy vektor délky n
3 while a > 0 do

4 1 < index mince nejvétsi hodnoty mensi nebo rovné a

5: R+ R;+1 > pfidej 1 na i-té misto reprezentace
6 a<4—a—x;

7 end while

8 return R

9: end function

Rychlost popsaného algoritmu miizeme vylepsit tim, ze v kazdé iteraci cyklu
nebudeme brat jednu nejcennéjsi minci, ale vezmeme jich nejvétsi mozné mnoz-
stvi |#/x;]. Radky 5 a 6 algoritmu tedy pozménime takto:

R, < R; + |x/x;] > pridej |x/z;| na i-té misto reprezentace
aa—|z/z;|z;

Cyklus algoritmu nyni probéhne maximalné n krat, celkova slozitost algoritmu
je tedy linedrni vzhledem k velikosti vstupu. K popsani ¢asové slozitosti mizeme
pouzit také asymptotickou notaci O(n).

Pro nalezeni minimalni reprezentace ¢astky 631 algoritmus vybere nejvétsi
moznou bankovku (minci) 500. Se zbytkem nerozménéné ¢astky 131 postup opa-
kuje. Castku 631 timto zpusobem rozméni na mince

500, 100,20, 10 a 1.

Skute¢né mény jsou obvykle sestavené tak, aby se pro nalezeni minimalni
reprezentace dal pouzit hladovy algoritmus. Miizeme ale vymyslet systém minci,
pro ktery hladovy algoritmus nenajde vzdy minimélni reprezentaci. Napiiklad
v systému minci o hodnotach 1,3,6,12,24,30 a 60 je reprezentace castky 48
pomoci dvou minci 24 miniméalni. Hladovy algoritmus ji ale slozi ze tii minci
30,12 a 6.

V systému minci o hodnotach 12,24 a 30 dokonce hladovy algoritmus ¢astku
48 viitbec neumi reprezentovat. Nejprve vezme postupné mince 30 a 12, pro zbylou
c¢astku 6 uz nemé zadnou minci, kterou by mohl pouzit. Castka 48 je pritom
v uvedeném systému minci reprezentovatelnd pomoci dvou minci 24.

Situaci si trochu zjednodusime tim, Ze se omezime na systémy minci, ve kte-
rych jsou reprezentovatelné vsSechny c¢éstky, tj. systémy minci obsahujici minci
o hodnoté 1. I v tom piipadé je problém nalezeni minimalni reprezentace ¢ast-
ky a NP-aplny problém [I6].

3.2 Optimalita hladového algoritmu

V této kapitole si ukdzeme, jak efektivné zjistit, jestli v.daném systému minci mu-
zeme pouzit hladovy algoritmus k hledani minimalni reprezentace libovolné ¢ast-
ky. Algoritmus a dikaz jeho spravnosti popsal Pearson v publikaci [19], ze které
vychazime.

Definice 3.4. Hladovou reprezentaci c¢astky a v systému minci x1, o, ..., T, T0-
zumime lexikograficky nejvetsi ze vSech moznijch reprezentaci a. Znacime ji G(a).
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NasSe definice hladové reprezentace odpovidé reprezentaci, kterou ziskime po-
uzitim vySe popsaného hladového algoritmu. Opakovanym pridavanim nejvétsi
mozné mince je zajisténo, ze hodnotnéjsich minci je v reprezentaci maximéalni
mozné mnozstvi.

Pokud hladovy algoritmus vrati reprezentaci s nejmensim poc¢tem minci, pak
je podle definice [3.3] zfejmé, Ze se jedn& o minimalni reprezentaci tj.

|Gla)] = |M(a)] = G(a) = M(a).

Definice 3.5. Mdme reprezentace A = (a1, a,...,a,) a B = (b1, by, ..., bn).
Rekneme, Ze A < B, pokud pro viechna i € {1,...,n} plati a; < b;.

Predchozi definici bychom mohli popsat i tak, ze A < B, pokud existuje vektor
D = (dy,ds, ...,d,) takovy, 7e pro v8echna i € {1,...,n} platid; > 0 a

A+ D =B.

Nas algoritmus bude pro systém minci x1, xs, ..., x, hledat nejmensi ¢islo w
takové, 7e M (w) # G(w). Pokud ho najde, pak pro tento systém nelze obecné po-
uzit hladovy algoritmus pro hleddni miniméalni reprezentace. V opac¢ném piipadé
hladovy algoritmus pouzit lze.

Predtim nez algoritmus popiseme, dokédZzeme nékolik vlastnosti hladovych a mi-
nimalnich reprezentaci.

Véta 3.6. Necht pro reprezentace A = (a1, as,...,a,) a B = (by,by,...,b,) plati
A<B.

1. Pokud je B hladovou reprezentaci néjaké castky, pak je i A hladovou repre-
zentact.

2. Pokud je B minimdlni reprezentaci néjaké cdstky, pak je i A minimdlnd
reprezentact.

Dikaz. Necht A" = (a},d), ... a)) je libovolnou reprezentaci ¢astky > . | a;z;.

’r'n

Protoze A’ a A reprezentuji stejnou ¢astku, plati

n

n
2 : / 2 :

a;xr; = a;T;.
1=1

i=1
Ekvivalentnimi tipravami rovnice dostaneme

n

n n n
i=1 i=1 i=1

i=1

Obé strany reprezentuji stejnou ¢astku. Pravi strana rovnice odpovida reprezen-
taci B. Leva strana odpovida reprezentaci B — A + A’. Predpokladame-li, 7e B
je hladova, pak plati

B—-A+ A <., B.

Vyraz na levé strané nerovnosti je platnou reprezentaci, nebot z predpokladu
A < B plyne, 72e B — A méa vSechny slozky vétsi nebo rovny 0. Odecétenim
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B — A od obou stran nerovnice nezménime lexikografické usporddani a ziské-

me tim A" <;., A. Dokazali jsme, 7e A je lexikograficky vétsi nez libovolna jina

reprezentace stejné castky A’. Je to tedy reprezentace hladova.
Predpokladame-li, ze B je miniméalni, pak

| Bl = Al + |4 = |B].

Odectenim |B| — |A] od obou stran rovnice ziskime |A’| > | A|. Dokézali jsme, ze
A nemé v&tsi pocet minci nez libovolna jind reprezentace stejné c¢astky A’. Pro
libovolnou dalsi reprezentaci A” = (af,a}, ..., a!) s nejmensim mnozstvim minci,

»'n

ktera reprezentuje stejnou ¢astku jako A, plati:

Al = |A”]
Bl — Al +|A"| = |B]
|B— A+ A" =B

Protoze B — A+ A” i B reprezentuji stejnou ¢astku, obsahuji stejny pocet minci
a B je minimalni, plati

B_A+A,/ <lex B
A” Slea} A.

Reprezentace s nejmensim moznym mnozstvim minci A je tedy lexikograficky
vétsi nez libovolna jina reprezentace s nejmensim mnozstvim minci A”. Je proto
minimalni. O

Véta 3.7. Necht je w nejmensi cdastka, pro kterou neni hladovd reprezentace mini-
mdalni, tj. G(w) # M (w). Potom md na kazdém misté alespori jedna z G(w), M (w)
¢islo 0.

Diikaz. Oznacime G(w) = (91,92, --,9n) a M(w) = (mq,ma,...,m,). Pfedpo-
kladejme pro spor, Ze pro néjaké i € {1,...,n} plati g; > 0 a m; > 0. Zvolime
vektor D s hodnotou min{g;, m;} na i-tém misté a s nulami v§ude jinde. Repre-
zentace G(w) — D je podle véty hladova reprezentace ¢astky

w — z; min{g;, m; }.

Podle stejné véty je M (w)— D minimalni. Z pfedpokladu G(w) # M (w) plyne,
ze M(w)— D je ruzna od G(w)— D. To je spor s pfedpokladem, ze w je nejmensi
¢astka, pro kterou se hladova a miniméalni reprezentace lisi. O

Pro nejmensi ¢astku w s rozdilnou hladovou a minimalni reprezentaci tedy
napiiklad plati, ze M (w) ma na prvni pozici ¢islo 0. Kdyby to tak nebylo, musela
by mit na prvni pozici ¢islo 0 reprezentace G(w). Miniméalni reprezentace M (w)
by potom byla lexikograficky vétsi nez G(w), co7 je spor s definici G(w).

Véta 3.8. Uvazujme nejmensiw, pro které M(w) # G(w). Nechti,j € {1,...,n}
jsou takové, Ze proni nenulovd hodnota M(w) je na i-tém misté a posledni nenu-
lovd hodnota M(w) je na j-tém misté.

Plati, Ze M(w) se shoduje s G(x;—y — 1) na pozicich 1 aZ j — 1. Na pozici j
je M(w) o jedna vetsi nez G(x;—y — 1). Na vSech zbjvagicich pozicich je M(w)
nulovd.
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Diikaz. 7 véty B plyne, 7e reprezentace G(w) musi mit na i-tém misté hodno-
tu 0. Zfejmé i > 2 a na néjakém predchozim misté musi mit G(w) nenulovou
hodnotu, protoze jinak by byla M (w) lexikograficky vétsi. Mince jsou sefazeny
podle velikosti od nejvétsi. Plati proto z;_; < w a tedy i

T,1— 1 <w. (31)
Oznacime G(x;—; — 1) = (vy, va, ..., v,). Protoze
Tiog > T — 1 > @,

prvni krok hladového algoritmu vezme minci o hodnoté z; a proto v; # 0. Pro
M(w) = (my,ma, ..., m,) plati z predpokladu véty m; # 0. Z i-té pozice obou re-
prezentaci proto mizeme odecist hodnotu 1, ¢im7 dostaneme miniméalni reprezen-
taci ¢astky w —z; a hladovou reprezentaci ¢astky x;_1 — 1 —xz;. Protoze w—x; < w,
plati M(w — z;) = G(w — z;). Podle (3] je navic

:L’i,l—l—a:i<w—xi

a tedy i
Griig — 1 —1;) <pex G(w — x;) = M(w — ;).

Vracenim 1 k ¢-tému mistu obou reprezentaci nezménime lexikografické uspora-
dani a dostaviame tak nerovnost

G(l‘i_l — 1) <lex M(w) (32)

Minimalni reprezentace M (w) mé na j-tém misté nenulovou hodnotu. Ode-
¢tenim 1 od této hodnoty ziskdme podle véty minimalni reprezentaci ¢astky
w — x;. Ta je menSi neZ w, jeji hladova reprezentace je proto stejnd jako mini-
malni. Na mistech 1 az ¢ — 1 zistaly hodnoty 0. Hladovy algoritmus pro ¢astku
w — x; tedy v prvnim kroku nemohl vybrat zadnou z minci z4,...,2,_;. Plati
proto w — x; < x;_1 a odtud i

w—T; S Ti—1 — 1. (33)
Podle (B.3) plati G(w — x;) <iex G(z;—1 — 1). Slozenim s (3.2)) dostavame
Gw — ;) <tez G(zim1 — 1) <ty M(w).

Protoze G(w — z;) = M(w — x;), tak se G(w — x;) lisf od M (w) pouze o 1
v j-tém misté. Aby mohlo G(x;_; — 1) lezet lexikograficky mezi nimi, musi mit
na vSech mistech od 1 do j — 1 stejné hodnoty jako M(w). Na vSech mistech
od j + 1 do n ma M(w) nuly. Aby bylo G(i — 1 — 1) lexikograficky mensi nez
M (w), zbyva jediné j-té misto na kterém muze byt nizsi. Zaroven na tomto misté
musi byt nizsi jen o 1, jinak by lexikograficky kleslo pod G(w — ;). O

Pokud tedy pro dany systém minci zndme ¢isla ¢ a j, dokdZzeme pouzitim hlado-
vého algoritmu pomoci véty 3.8 urc¢it minimalni reprezentaci w a tedy i ¢astku w.
Cisla i a 7 ale nezname. Vlastné ani nevime, jestli existuji. Nevime totiz, zda
existuje w splijici M(w) # G(w). Moznosti, jak zvolit i a j, je pouze O(n?)
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Algoritmus 2 Algoritmus rozhodujici, jestli hladovy algoritmus v daném systé-
mu minci najde pro libovolnou ¢astku jeji miniméalni reprezentaci.

1: function OPTIMALITAHLADOVEHO(x1, X2, . . ., Z7)

2 for i < 1 ton do

3 for j < i ton do > volime dvojice ¢ < j
4: R «+HLADOVY (z;1 — 1,21, 29, ..., 2y)

5: Rj — Rj +1

6 for k< j+1tondo

7 Ry <0 > vynulujeme pozice od j + 1
8 end for

9: w YL Ry > ¢astka, kterou reprezentuje R
10: G < HLADOVY (W', 21, 9, ..., xy)
11: if |R| < |G| then
12: return hladovy algoritmus nenajde minimalni reprezentaci w’
13: end if
14: end for
15: end for
16: return hladovy algoritmus najde minimalni reprezentaci libovolné ¢astky

17: end function

(fadové maximélné n?). MuZzeme tedy postupné zkouset vSechny moznosti. Cely
postup ukazuje algoritmus

Pii kazdé volbé i a j nalezneme pomoci hladového algoritmu a véty 3.8 repre-
zentaci R a odpovidajici ¢astku w’. Pokud je nyni |R| < |G(w')|, pak jsme nasli
reprezentaci w’, kterd ma mensi poc¢et minci nez hladova reprezentace. V opa¢ném
piipadé pokracujeme zkouSenim néasledujici kombinace i a j.

Pokud pri zkouSeni vSsech moznych ¢, 7 nenastala ani jednou druha moznost,
pak hladovy algoritmus pro tento systém minci vzdy najde minimalni reprezen-
taci.

Pri kazdém vybéru i,j pouzijeme maximalné dvakrat hladovy algoritmus
a dvakrat sec¢teme pocet minci néjaké reprezentace. Jednou navic zjistime c¢ast-
ku, kterou reprezentuje reprezentace R. Hladovy algoritmus popsany v ¢asti B.1]
provede O(n) kroku. Zjisténi reprezentovatelné ¢astky a po¢tu minci zabere také
O(n) krokd.

Cely postup pro zjisténi optimality hladového algoritmu proto pobézi v case
O(n?).

I pokud jsme v algoritmu [ nalezli reprezentaci R ¢astky w’ takovou, Ze
|R| < |G|, stéle si nejsme jisti, jestli je R minimélni reprezentaci w’ ani jestli
je w’ skuteéné nejmensi ¢astka, pro kterou hladovy algoritmus nenajde minimél-
ni reprezentaci. Pro nalezeni w a jeho minimalni reprezentace M (w) z véty B.§]
bychom museli najit vSechny reprezentace R takové, 7e |R| < |G| a vybrat z nich
tu, kterad reprezentuje nejmensi ¢astku.

Priiklad 3.9. M¢éjme systém minci o hodnotdch x1, xo, x3, T4, Ts5, Tg, T7 TOVNRAJICICh
se postupné 60, 30, 24, 12, 6, 3, 1. Rozhodnéte, jestli je v tomto systému minci
hladovd reprezentace libovolné cdstky zdroven reprezentaci minimding.

Reseni. Zvolime-li i = j = 3, pak plati
Gz, —1) = G(29) = (0,0,1,0,1,2).
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Reprezentace R ziskana algoritmem [2 pro tuto volbu i a j je R = (0,0,2,0,0,0).
Jde o reprezentaci ¢astky w’ = 48.

G(w') = G(48) = (0,1,0,1,0,1,0).

Dogli jsme tedy (stejné jako v sekci Bl k zavéru, ze v tomto systému minci
pro nékteré ¢astky neni hladové reprezentace reprezentaci miniméalni. Prikladem
takové castky je 48.

Kdybychom ve stejném systému minci zvolili ¢ = 4, j = 5, pak vypocteme
G(.Tz;l — 1) = G(23) = (O, 0, O, 1, 1, 1, 2)

Beprezentace R 7iskand algoritmem 2 pro tuto volbu i a j je R = (0,0,0,1,2,0,0).
Cislo w’ je tedy rovno 24 a

G(w') = G(24) = (0,0, 1,0,0,0).

Pro tuto volbu i, j jsme tedy nenasli ¢islo w pro které |G(w)| > |M(w)|. Repre-
zentace R dokonce zjevné neni minimalni reprezentaci ¢astky 24.
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4. Ulohy o hledani minci

Tato kapitola predstavuje sbirku zajimavych tloh, které ke svému fesSeni nevyza-
duji vysokoskolskou matematiku.

4.1 Vazeni minci

V této c¢asti ukazeme nékolik tloh, k jejichz feseni budeme pouzivat vazeni minci.
V kazdé tloze predpokladame, 7e na vahu je mozné polozit libovolné mnozstvi
minci zaroven. V tlohach, kde mluvime o rovnoramennych vahéch, méme na mysli
vahy slouzici k porovnani hmotnosti pfedmétii polozenych na levé strané vah
s hmotnosti predméti polozenych na pravé strané vah.

Piiklad 4.1. Mame deset hromddek po deseti mincich. Jedna hromddka obsahuje
samé falesné mince. Zndme hmotnost pravé mince a vime, Ze falesnd mince je
o gram téZsi neZ pravd mince.

K dispozici mdme obycejnou vahu, kterd ukazuje hmotnost zdvazi, které na ni
vliozime. Kolik vaZeni potiebujeme, abychom zjistili, na které hromddce jsou fales-
né mince? |8, str. 26-27]

ReSeni. Sta¢i nam jedno vazeni. Na vahu polozime jednu minci z prvni hromadky,
dvé mince z druhé hromadky, tii mince ze tieti hromadky a tak dale. Posledni
desdtou hromédku na vahu polozime celou. Kdyby byly vSechny mince pravé,
ukézala by vadha hmotnost

(1+2+---4+10)m = 55m gramd,

kde m je hmotnost jedné pravé mince vyjadiena v gramech. Pokud je j-t& hro-
madka falesna, pak viha ukaze 55m + j grami. Podle poc¢tu piebytecnych gramu
proto pozname, kterd hromadka je falesna.

Piiklad 4.2. Mdme 3™ minct, z nichZ jedna je falesnd a ostatni jsou pravé. Vsech-
ny pravé mince maji steynou hmotnost. Falesnd mince je téZsi neZ pravé mince.
Jaky minimdlni pocet vdZeni na rovnoramennich vahdch potirebujeme, abychom
s jistotou nasli falesnou minci?

Reseni. Viechny mince miZeme rozdélit na tfi stejné velké hroméadky velikosti
3"~1. Pomoci rovnoramenné vahy porovnidme hmotnosti prvnich dvou hromadek.
Falesn& mince se jisté nachazi v tézsi z prvnich dvou hromadek. Pokud pfi vizeni
zustanou vahy vyvazené, pak je falesnid mince ve tieti hroméadce.

Nyni mame 3! minci, z nichz jedna je falegna a ostatni jsou pravé. Mizeme
proto opakovat stejny postup. Po n krocich zbude pouze falesnid mince.

Ukézali jsme, ze mezi 3" mincemi dokdzeme najit faleSnou pomoci n vazeni
na rovnoramennych vahach. Nyni dokdzeme, Ze je to minimalni mozné mnozstvi
vazeni.

Uvazujme libovolny postup vedouci k nalezeni falesné mince, ktery je zalozen
na opakovaném vazeni. Jeho pribéh mizeme znazornit pomoci stromu na obraz-
ku .1l Kazdy vrchol stromu odpovida n&jakému stavu, ve kterém se nachézime
po jistém poctu vazeni. Za¢indme v korenovém vrcholu a po kazdém vézeni se

51



Obréazek 4.1: Strom moznych pribéhu vazeni na rovnoramennych vahéach

posouvame o jednu troven nize podle toho, jak dopadlo posledni vizeni. Pismena
L, P, V postupné odpovidaji pfipadum, kdy je leva strana tézsi, prava strana je
t6z81, resp. kdy jsou obé strany vyvazené. Kazdy stav pak odpovida posloupnosti
pismen L, P, V. Pokud napt. prvni dvé vazeni skoncila prevazenim vah na levou
stranu, nachazime se ve stavu LL.

Po prvnim vazeni jsme v jednom ze tii moznych stavi. Kazdé dalsi vazeni
ztrojnasobi pocet moznych stavi, po k vazenich se tedy nachizime v nékterém
z 3F stavii.

Zadani tlohy si muzeme predstavit tak, ze faleSnd mince se nachéazi na jed-
nom z 3" moznych mist. Aby nas postup dokéazal rozlisit vSsechny mozné piipady,
potifebujeme alespon n vazeni na rovnoramennych vahach.

Libovolny postup k nalezeni falesné mince musi viahy pouzit alespon n-kréat.
N&s postup vyuziva pravé n vazeni, je tedy optiméalni.

K maximalnimu mnozstvi stavi, které dokdzeme rozlisit pomoci n vazeni
bychom mohli dojit i jinym zpiisobem.

Kazdé vazeni na rovnoramenné vize muze skoncit tfemi zptsoby. Pokud vy-
sledek kazdého vazeni zapiSeme jako jednu cifru ¢isla v trojkovém zéapisu, pak
n vazeni odpovida n-cifernému ¢islu v trojkové soustavé. Vlastné jde o zapis vy-
sledku vazeni na obrazku [41], ve kterém misto znaku L, P a V vyuzivime znaky
0,1a?2.

Cisel s maximalng n ciframi je v trojkové soustavé 3". Pomoci n vazeni proto
nemiizeme reprezentovat vice nez 3" riznych stavii.

Uzitec¢nost trojkové soustavy v tlohach s rovnoramennymi vahami ukazuje
i nasledujici dloha.

Priiklad 4.3. Mdme dvandct minci, z nichZ jedendct je pravich a jedna je falesnd.
Vsechny pravé mince maji stejnou hmotnost. Falesnd mince je téZ37 nebo lehci neZ
Pravé mince.

Mdame k dispozici rovnoramenné vdhy. DokdZeme pomoci tii vdZeni najit fa-

N

lesnou minci a urcit, jestli je téZ3i nebo lehci nez ostatni mince? [T, kapitola 11]
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ReSeni. V druhém sloupci tabulky Bl jsou ¢isla od 1 do 12 zapsana v trojkové
soustave. Ve tretim sloupci stejné tabulky jsou ¢isla v trojkové soustave, kterd
vzniknou z ¢isel v prvnim sloupci soubéznym nahrazenim vSech 0 za 2 a naopak.

1 001 221
2 1002 220
3 1010 212
4 1011 211
5 [ 012 210
6 | 020 202
71021 201
8 | 022 200
9 | 100 122
10 | 101 121
11| 102 120
12 | 110 112

Tabulka 4.1: Oznaceni dvanécti minci v trojkové soustavé.

Kazdou minci oznac¢ime jednim z ¢isel v druhém nebo tietim sloupci tabul-
ky 4.1l Pro oznaceni vybereme to ¢islo, které mé jako prvni dvojici ruznych cifer
jednu z moznosti 01, 12 nebo 20. V tabulce jsou podle tohoto kritéria tucné
zvyraznéné oznaceni jednotlivych minci.

Vsimneme si, Ze ¢tyfi mince v naSem oznaceni maji prvni cifru 0, ¢tyfi mince
zacinaji cifrou 1 a zbylé ¢tyfti cifrou 2. Totéz plati pro cifry na druhém a tietim
misté.

Dale si muzeme vSimnout, 7e v tabulce [Tl jsou vSechna trojkova ¢isla s ma-
ximéalné tfemi ciframi kromé 000, 111 a 222.

Pro prvni vazeni tedy polozime na levou stranu rovnoramennych vah vSechny
mince, které zacinaji cifrou 0. Na pravou stranu polozime vSechny mince, které
zacinaji cifrou 2.

Pokud se vahy pfevazi vpravo, znamena to, Ze faleSna mince je bud tézsi a j

z

mezi mincemi na pravé strané, nebo leh¢i a je mezi mincemi na levé strané. Vime
tedy, 7ze prvni cifra faleSné mince je 2 v piipadé, 7e je téz8i nez pravé mince a 0
v piipadé, Ze je leh¢i nez pravé mince. Oznac¢ime si prvni cifru falesné mince 2
a pokud na konci v8ech vazeni zjistime, ze faleSsnd mince byla leh¢i nez mince
pravé, tak nahrazenim vSech 0 za 2 a 2 za 0 ziskdme skutec¢né oznaceni falesné
mince.

Pokud véahy ztstanou vyvazené, pak faleSn4 mince neni na levé ani pravé
strané a prvni cifra falesné mince je jisté 1.

Pokud se vahy prevazi vlevo, pak je falesna mince bud téz$i a zac¢ina cifrou 0,
nebo je leh¢i a zacina cifrou 2. Podobnou tvahou jako v piipadé prevazeni vah
vpravo si prvni cifru faleSné mince prozatim oznacime 0.

V druhém vazeni polozime na levou stranu vSechny mince s prostiedni cifrou
0. Na pravou stranu polozime v8echny mince s prostredni cifrou 2.

Pokud se vahy pievazi vpravo, pak je falesn& mince téz81 a ma prostiedni cifru
2, nebo je falesna mince leh¢i a ma prostredni cifru 0. Prostiedni cifru prozatim

oznacGime 2.

53



Pokud vahy zistanou vyvazené, pak falesna mince neni na levé ani pravé strané
a prostfedni cifra mé jisté hodnotu 1. Pokud se vahy ptevazi vlevo, oznac¢ime
prostiedni cifru 0.

Stejny postup provedeme i pro treti cifru.

Kdybychom predem védéli, ze falesna mince je tézsi nez pravé, pak by oznaceni
ziskané uvedenym postupem skutecné patiilo falesné minci. Kdybychom piredem
védeli, ze falesnd mince je lehéi nez pravé, pak bychom nahrazenim cifer 0 za 2
a 2 za 0 ziskali oznaceni faleSné mince.

Tuto informaci ale nemame, musime proto z obou moznosti vybrat tu sprav-
nou. Z obou moznosti oznac¢uje néjakou minci pravé jedna z nich. V druhém
a tfetim sloupci tabulky jsou totiz uvedeny obé moznosti, ale pouze jedna
z nich je zvyraznéna tuc¢né. Podle toho, kterd z moznosti to je, navic zjistime,
jestli je faleSna mince té78i nebo lehéi nez pravé mince.

Kdybychom v predchozim piikladu nepotiebovali védét, jestli je faleSnd mince
t6781 nebo leh¢i nez ostatni, dokazali bychom pomoci tii vazeni najit faleSnou
minci i mezi t¥indcti mincemi. Jednu z nich bychom nechali stranou a hledali
bychom falesnou minci mezi zbyvajicimi dvanécti. Kdyby bylo téchto dvanéct
minci pravych, vaha by pii kazdém vazeni zistala ve vyvazené poloze a postup
by oznacil neexistujici minci 111 za faleSnou. V tom piipadé bychom védéli, ze
falesna musi byt t¥indcta mince.

Ukazeme si jesté variantu tlohy s dal§i pfidanou minci, o které vime, ze je
prava.

Piiklad 4.4. Mdme tFindct minci, z nichZ dvandct je praviych a jedna je falesnd.

Navic mdame jednu minci, o které predem vime, Ze je pravd. Vsechny pravé mince

mayji steynou hmotnost. Falesnd mince je téZsi nebo lehci neZ mince pravé.
Mdame k dispozici rovnoramenné vdhy. DokdZeme pomoci t¥i vdZeni najit fa-

v vy

lesnou minci a urcit, jestli je téZ5i nebo leh¢i nez ostatni mince? [T, kapitola 11|

Regeni. Cely postup bude stejny, jako v pitkladu o dvanacti mincich. T¥indctou
minci, o které nevime jestli je falesna, oznac¢ime 000. Ctrnactou minci, ktera je
zarucené prava, oznac¢ime 222. Pii kazdém vazeni je nyni na levé strané navic
tfindcta mince a na pravé strané je navic ¢trnactd mince. Pokud je falesna mince
mezi prvnimi dvanacti, pak je pfi kazdém vazeni na obou stranach vahy navic
jedna prava mince. V takovém piipadé tedy najdeme faleSnou minci podle pu-
vodniho postupu pro 12 minci. Pokud je falesnd mince ta t¥inacté, pak pokud
je tézsi, vahy se vzdy prevazi vlevo a puvodni postup oznaci spravné za faleSnou
minci 000. Pokud je faleSsna mince tfinactd a je lehci, pak se vahy prevazi vidy
vpravo a puvodni postup oznaci za faleSnou minci 222.

Postup 7z ptrikladu o dvanacti mincich tedy zistava nezménény. Pokud oznaci
faleSsnou minci jako 000, pak je faleSnd mince ta t¥indcta a je téz$i nez ostatni
mince. Pokud oznaci faleSnou minci jako 222, pak je falesna mince také ta t¥inacta,
ale je leh¢i nez ostatni mince.

Pokud bychom nepotiebovali zjistit, zda je falesnd mince tézsi, nebo leh¢ci,
pak bychom zvladli vyfesit i podobny problém se ¢trnécti mincemi a jednou
zarucené pravou minci. Pouzili bychom stejny postup jako v predchozim piipadé,
jenom bychom jednu minci ponechali stranou. Pokud ptedchozi postup v takovém
pripadé oznadi za faleSnou neexistujici minci 111, pak je faleSnd mince, kterou
jsme nechali stranou.
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Priklad 4.5. Mdme deset minci. KaZdad z nich md jednu ze dvou rizngch hmot-
nosti. Jinak jsou nerozlisitelné. DokdZeme pomoci mazximdlné tri vaZeni na rovno-
ramenngch vahdch rozhodnout, jestli md vech deset minci stejnou hmotnost? [1]

ReSeni. Nejprve si ukazeme, jak bychom postupovali, kdybychom mohli pouzit
Ctyfi vazeni. Prvné porovndme hmotnost dvou libovolnych minci. Pokud maji
rozdilnou hmotnost, jsme hotovi a odpovidame, 7e vSech deset minci nema stejnou
hmotnost.

Pokud maji dvé mince stejnou hmotnost, pak v druhém vazeni porovnéame
tuto dvojici minci s libovolnou jinou dvojici minci. Pokud dvojice nemaji stejnou
hmotnost, pak opét odpovime zaporné. Pokud maji dvojice stejnou hmotnost,
pokracujeme. Zvazime ¢tvefice jiz vazenych s dosud nezvazenou Ctverici.

Timto zpusobem umime pomoci n kroku zjistit, jestli ma 2" minci stejnou
hmotnost. V piipadé deseti minci pomoci t¥i vazeni zjistime, jestli ma prvnich
8 minci stejnou hmotnost. V poslednim vazeni porovname libovolné dvé jiz zva-
zené mince s poslednimi dvéma nezvazenymi.

Nyni vyfesime tlohu pomoci tii vazeni. Deset minci si oc¢islujeme od 1 do 10.
Rozdélime je na hromadky. Prvni hromadka bude obsahovat pouze minci 1. Druh4
hromédka bude obsahovat mince 2 a 3. Treti hromadka bude obsahovat mince 4,
5 a 6. Ctvrta hromadka bude obsahovat zbylé mince 7, 8, 9 a 10.

Déle oznac¢ime a pocet tézkych minci v prvni hromadce, b pocet tézkych minci
v druhé hromédce, ¢ pocet tézkych minci ve tieti hromadce a d pocet tézkych
minci ve ¢tvrté hromadce.

Nejprve pomoci rovnoramennych vah porovndme hmotnost prvni a c¢tvrté
hromédky s hmotnosti druhé a treti hromadky. Pokud se vahy prevazi na jednu
nebo na druhou stranu, pak vime, Ze nékteré mince nemaji stejnou hmotnost.
Pokud vahy zistanou vyvazené, pak plati

a+d=0b+c. (4.1)

Déle porovname hmotnost prvni a druhé hroméadky se tieti hromadkou. Pokud
se vahy prevazi na libovolnou stranu, opét jsme skoncili se zavérem 7e nékteré
mince nemaji stejnou hmotnost. V opa¢ném piipadé vime, ze

a+b=c. (4.2)

Nakonec porovndme hmotnost prvni a tieti hromadky s hmotnosti ¢tvrté hro-
méadky. Pokud se vihy prevazi na néjakou stranu, opét vime, ze nékteré mince
nemaji stejnou hmotnost. V opa¢ném pripadé plati

a+c=d. (4.3)
Se¢tenim rovnosti (£.2) a (43)) ziskame
2a +b=d. (4.4)
Dale se¢teme rovnosti (A1) a (£4), ¢imz obdrzime
3a = c.
Dosazenim za ¢ do rovnice (£2]) a naslednymi tpravami ziskime

2a = b.
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Nakonec dosadime za ¢ do rovnice (4.3). Ziskdme tim
4a = d.

Proménna a vyjadiuje pocet tézkych minci na jednoprvkové hromédce s je-
dinou minci 1. Muze proto nabyvat hodnoty 0 nebo 1. Pokud plati a = 0, pak
b=c=d =0 az deseti minci neni zadna tézka. Pokud plati a = 1, pak b = 2,
c =3 ad=4 a vSechny mince jsou tézké.

Pokud pfi naSich vazenich vahy zistaly pokazdé vyvazené, pak maji vSechny
mince stejnou hmotnost. V opac¢ném piipadé mince stejnou hmotnost nemaji.

4.2 Zlaté, kouzelné a jiné mince

V této ¢asti se budeme zabyvat tilohami, ve kterych k rozliSeni minci nebudeme
pouzivat vahy, ale néjaky jiny systém.

Priklad 4.6. Z osmi minct jsou ctyri kouzelné. Kouzelné mince jsou od obyces-
nych nerozlisitelné. Jeding, kdo mince umi rozlisit je kouzelnik. Nasim ikolem je
vytvorit dve hromddky tak, aby v kaZdé byly dve kouzelné mince a dve obycejné.

Kazdy den miZeme kouzelnikovi predloZit dvé vytvorené hromddky. On ndam
sdeli, zda jsme ukol splnili. Jaky nejmensi mozny pocet dni potiebujeme, abychom
s jistotou spravné rozdélili mince? |6l str. 7

Regeni. Hromadku obsahujici # kouzelnych minci a y oby€ejnych minci budeme
oznaCovat (z,y). Za¢indme tedy s jedinou hromadkou (4,4) a nasim cilem je
rozdélit mince na dvé hromadky (2, 2).

Prvni den mame jedinou moznost — rozdélit mince do dvou hromédek o ¢tytech
mincich ndhodné. Pokud jsme se do spravného rozdéleni netrefili, urc¢ité nastala,
jedna z variant:

1. Jedna z hroméadek obsahuje tii kouzelné mince a druha jednu kouzelnou
minci. Ziskali jsme tedy hromadky (3,1) a (1, 3).

2. Jedna z hroméadek obsahuje ¢tyfi kouzelné mince a druha samé obycejné.
Ziskali jsme tedy hromadky (4,0) a (0,4).

V kazdém piipadé obé hroméadky o ¢tyfech mincich rozdélime na hroméadky
o dvou mincich. Vzniknou tim ¢tyti hromadky o dvou mincich. Pokud nastala prv-
ni varianta, pak vzniknou hroméadky a = (2,0), b = (1,1), ¢ = (1,1) a d = (0, 2).
SloZzenim a s hromadkou d a b s hromadkou ¢ vzniknou dvé hledané hromad-
ky (2,2).

Pokud nastala druh& varianta, vzniknou hromadky « = (2,0), ¥ = (2,0),
¢ =1(0,2) ad = (0,2). Slozenim a’ s hromadkou ¢ a & s hroméadkou d’ vzniknou
dvé hledané hromadky (2,2).

Obé varianty, které mohly nastat, ilustruje obrazek

Bohuzel nevime, ktera varianta nastala, ani kolik kouzelnych minci je ve které
ze Gty hromadek. Pouze vime, Ze spojenim vhodnych dvojic hromadek o dvou
mincich vzniknou hledané hromadky (2,2). Vyzkousime tedy vSechny moznosti.
Mame tifi moznosti, jak k prvni hromadce pfipojit jinou. Jednu moznost jsme
vyzkousSeli uz prvni den. Zbyva tedy vyzkouset jesté dvé dalsi.
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prvni varianta druh& varianta

Obrazek 4.2: Déleni kouzelnych minci na hromadky.

Ke splnéni tkolu nam staci tii dny.

V mens$im mnozstvi dni mince s jistotou spravné rozdélit nelze. Prvni den ne-
mame zadné informace a musime proto mince rozdélit do dvou hromadek nédhod-
né. Rozborem vSech moznosti nasledného rozdéleni minci v druhém dni bychom
mohli ukdzat, ze at mince v druhém dni rozdélime jakkoliv, na za¢atku mohly
byt sefazeny tak, 7e rozdéleni nebude spravné.

Pokud nechceme rozebirat vS§echny moznosti, mizeme si uvédomit, ze p¥i roz-
déleni minci na dvé hromadky mizou nastat tii moznosti:

1. Prvni hroméadka obsahuje vSechny mince jednoho druhu.

2. Prvni hromédka obsahuje jednu minci jednoho druhu a t¥i mince druhého
druhu.

3. Prvni hromadka obsahuje dvé kouzelné a dvé obycejné mince.

Abychom mohli druhy den s jistotou rozdélit mince spravné, museli bychom mit
od kouzelnika dostatek informaci k rozliSeni téchto piipadi. Jedinou informaci,
kterou od kouzelnika mame, je jedna odpovéd ano/ne z prvniho dne. Pomoci
jedné hodnoty ano/ne t¥i moznosti nemuzeme rozlisit, proto at zvolime jakoukoliv
strategii, nemuzeme si byt jisti, Ze druhy den rozdélime mince spravné.

Ukazali jsme, 7ze ke splnéni tkolu vzdy sta¢i nejvyse t¥i dny, a ze dva dny
nemuseji stacit.

Priklad 4.7. Ze sta minci je padesdt kouzelngch. Kouzelné mince jsou od obycej-
nych nerozlisitelné. Jeding, kdo mince umi rozlisit je kouzelnik. Nasim ikolem je
vytvorit dveé hromddky tak, aby v kazdé bylo dvacet pét kouzelngjch minci a dvacet
pet obycejniyjch minci.

Kazdy den mizZeme kouzelnikovi predlozit dveé vytvorené hromddky. On ndm
sdéli, zda jsme kol splnili. Bude ndm ke splnénd ikolu jisté stacit padesdt dni?
[6, str. 7]

Regeni. Ukazeme, 7e padesat dni vizdy staci. Prvnf den rozdélime mince do dvou
hromédek po padeséati mincich nahodné. Pokud jsme mince nerozdélili spravné uz
napoprvé, znamena to, ze v prvni hromadce je n kouzelnych minci, kde n # 25.
V druhé hromadce je tedy 50 — n kouzelnych minci. Zbylé mince v obou hromad-
kach jsou obycejné.

Mince v hromadkéch z prvniho dne oznac¢ime ¢isly od 1 do 50. Druhy den
vymeénime prvni minci z prvni hromadky za prvni minci z druhé hroméadky. Pocet
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kouzelnych minci v prvni hromadce mohl zistat stejny jako predchozi den, jedna
kouzelnd mince mohla ptibyt, pfipadné mohla jedna kouzelna mince ubyt.

Pokud jsme druhého dne hromadky stale nerozdélili spravné, vyménime jesté
druhou minci z prvni hromadky za druhou minci z druhé hromadky. Oproti stavu
z prvniho dne budou mit hroméadky tieti den vyménénou prvni a druhou minci.

Stejny postup opakujeme i v dalSich dnech. V i-tém dni budou oproti prvni-
mu dni vyménény vSechny mince od 1 do 7 — 1 véetné. V kazdém dni se pocet
kouzelnych minci v prvni hromadce zméni oproti predchozimu dni maximélné o 1.

Kdybychom takto pokracovali 51 dni, byly by na konci obé hroméadky pro-
hozené. V prvni hromédce by proto bylo 50 — n kouzelnych minci. Do tohoto
stavu jsme se dostali postupnym pridavanim a odebiranim maximéalné jedné kou-
zelné mince v prvni hromédce. V nékterém z prvnich padesati dnu se tedy pocty
kouzelnych minci v obou hromadkéch musely shodovat.

Regenf predchozi ulohy se snadno zobecni na piipad, kdy méme 2n minci a po-
lovina z nich je kouzelna. K rozdéleni na dvé hromadky obsahujici n/2 kouzelnych
a n/2 oby¢ejnych minci pak staci n dnu.

Uloha mé samoziejmé smysl pouze pro n sudé.

Priklad 4.8. Mdme k dispozici n minci t7i riznych druhi: bronzové, stribrné
a zlaté. Mince jsou od sebe nerozeznatelné. Mdme stroj, ktery dostane dve mince
a 7ekne, jestli jsou stejného druhu. Neiekne ale z jakého.

KaZdy den miZeme pomoci stroje provést libovolné mnozZstvi porovndny. Zddnd
mince se ale v jednom dni nesmi ucastnit dvou porovndni. Jaky nejmensi mozny
pocet dni potrebujeme, abychom nasli alespon jednu zlatou minci pokud vime, Ze
vice nez polovina minct je zlatyjch? 2]

Reseni. Prvni den o mincich nemame 7adnou informaci. Porovname proto co
nejvice ndhodné zvolenych dvojic. Nésledné vyradime kazdou dvojici, ve které
jsou mince rizného druhu. Zbavime se tim maximélné tolika zlatych minci, jako
minci ostatnich druhi. V kazdé ze zbylych dvojic jsou obé mince stejného druhu.
Mezi zbylymi mincemi je proto stéile vice nez polovina zlatych minci.

Druhy den dvojice sparujeme do skupinek po ¢tyfech mincich. Z kazdé dvojice
vybereme jednu minci a vybrané mince porovname. Pokud jsou mince stejného
druhu, ziskali jsme ¢tverici stejného druhu. Pokud jsou mince rizného druhu,
celou c¢tvefici vyradime. Opét tim odstranime méné nebo stejné zlatych minci
nez minci jiného druhu. Mezi zbylymi mincemi je proto stale vice nez polovina
zlatych.

V kazdé ctverici jsou jesté dvé mince, které jsme druhy den neporovnavali.
Ctvefice minci sparujeme do skupin po osmi. V kazdé skupiné porovname dosud
neporovnanou minci z prvni ¢tvefice s dosud neporovnanou minci z druhé ¢tvefice.
Pokud maji rozdilny druh, celou skupinu vytadime. Skupiny se stejnym druhem
ponechame. Mezi zbylymi mincemi je stale vice nez polovina zlatych minci.

V kazdé z nové vzniklych skupin minci jsou dvé mince, které se v druhém dni
jesté nencastnily porovnani. Cely postup tedy muzeme opakovat tak dlouho, do-
kud nezbude jedna velka skupina. V kazdém béhu porovnavani jsme zdvojnasobili
velikost porovnavanych skupin. Posledni velka skupina proto obsahuje 2% minci.

Pokud je n liché, pak pfi prvnim parovani minci zbyla jedna mince, ktera se po-
rovnavani nemohla tcastnit. Podobné pokud je pocet vzniklych dvojic po prvnim
dni lichy, pak se jedna dvojice nemohla tcastnit dalsiho porovnavani. Podobné
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pri parovani ¢tvefic mohla zbyt jedna ¢tvetice atd. K posledni velké skupiné jsme
dospéli po k — 1 parovanich. Celkem mohlo zbyt maximalné

20_'_214_22_’__’_2]671:2/6_1

minci mimo velkou skupinu. Vime, 7e velk& skupina obsahuje vSechny mince jed-
noho druhu a 7e vice nez polovina nevyhozenych minci je zlati. Velk4 skupina se
proto sklada ze samych zlatych minci. Pro nalezeni jedné zlaté mince proto staci
vybrat libovolnou z velké skupiny.

Zjistili jsme, Ze ve dvou dnech umime najit zlatou minci. Nyni ukidzeme, 7ze
v jednom dni to nejde.

Prvni den umime porovnavat pouze dvojice. At zvolime jakoukoliv strategii
porovnavani, po prvnim dni bude pro kazdou minci platit jedna z moznosti:

1. Mince se tcastnila porovnéni s jinou minci stejného druhu.
2. Mince se ucastnila porovnani s jinou minci jiného druhu.
3. Mince se zadného porovnani netic¢astnila.

O 7adné minci po prvnim dni nevime nic jiného, nez kterd ze tii uvedenych
moznosti pro ni plati. Na zakladé téchto informaci nedokdZzeme o Zadné minci
s jistotou Fici, ze je zlata. Pro kazdou zvolenou minci totiz mizeme najit priklad
zadani, ve kterém tato mince neni zlata.

Ukazali jsme, 7e ve dvou dnech umime najit zlatou minci, zatimco jeden den
nestac¢i. Nejmensi mozné mnozstvi dni, ve kterych jsme schopni najit zlatou minci,
je proto 2.
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Zaver

Na zavér zminime nékolik odkazi na dalsi souvisejici literaturu. Geometricky
pristup k reprezentovatelnosti z ¢asti muzeme v nékterych piipadech vyuzit
i pro hledani poc¢tu reprezentaci ¢astky. V [I8, kapitola 2| je popsany zpusob
ziskani poc¢tu reprezentaci ¢astky s pomoci Pickovy véty.

V casti jsme ukazali grafovy algoritmus pro vypocet Frobeniova ¢isla.
Pti hledani nejkratsi cesty grafem jsme pouzili Dijkstriv algoritmus. Vice infor-
maci o Dijkstrové algoritmu a o riiznych vylepSenich rychlosti vypoc¢tu Frobeniova
¢isla najdeme v |24, str. 536-542] a [5]. Pokud nechceme Frobeniovo &islo pocitat,
muzeme alespoil odhadnout jeho velikost. Piehled odhadu je napiiklad v [3].

V kapitole 3 jsme hledali lexikograficky nejvétsi z reprezentaci, které vyuzivaji
nejmensi mozné mnozstvi minci. Kdybychom upustili od pozadavku na lexikogra-
ficky nejvétsi reprezentaci, mohli bychom hledat pocet reprezentaci, které vyu-
zivaji nejmensi mozné mnozstvi minci. Regen{ tohoto problému se pro systémy
s maximéalné tfemi mincemi nachazi v [15].
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