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Úvod

První t°i kapitoly prá
e se zabývají otázkami souvisejí
ími s hledáním zp·sob·,

jak rozm¥nit (reprezentovat) £ástku pomo
í libovolného mnoºství min
í s p°e-

depsanými hodnotami. Poslední kapitola p°edstavuje sbírku dal²í
h (v¥t²inou lo-

gi
ký
h) °e²ený
h úloh týkají
í
h se min
í. Jednotlivé kapitoly na sob¥ nezávisí

a je moºné je £íst odd¥len¥. Prá
e je p°edev²ím matemati
ká, ale obsahuje i £ásti

zajímavé z pohledu informatiky.

Prá
e je ur£ena zejména pro st°edo²kolské a vysoko²kolské studenty a peda-

gogy, organizátory r·zný
h seminá°· £i p°edná²ek pro st°edo²koláky a v²e
hny,

kte°í si 
ht¥jí roz²í°it matemati
ké znalosti. N¥které £ásti prá
e pouºívají vý-

hradn¥ st°edo²kolskou matematiku. V ostatní
h £áste
h p°edpokládáme n¥které

znalosti zhruba na úrovni bakalá°ského studia matematiky nebo informatiky na

MFF UK, snaºíme se v²ak, aby byl text p°ístupný 
o nej²ir²ímu okruhu £tená°·.

První kapitola se zabývá zji²´ováním po£tu £ástek, které nelze reprezentovat

pomo
í min
í o zadaný
h hodnotá
h a hledáním nejv¥t²í takové £ástky. Dále

v první kapitole popisujeme hru pro dva hrá£e, která souvisí s hledáním nere-

prezentovatelný
h £ástek. Dokazujeme, ºe problém reprezentovatelnosti libovolné

£ástky je NP-úplný, a tedy není znám efektivní algoritmus pro jeho °e²ení. V¥t²ina

první kapitoly vyuºívá pouze st°edo²kolskou látku. V £áste
h o po£tu nereprezen-

tovatelný
h £ástek a nejv¥t²í nereprezentovatelné £ást
e pro dvoumin
ové systémy

si vysta£íme se základními matemati
kými poznatky, tro
hou geometrie a s d¥-

litelností. V £ásti o nejv¥t²í nereprezentovatelné £ást
e pro ví
emin
ové systémy

p°ibude pouºití graf·. Popis hry v poslední £ásti kapitoly i d·kaz existen
e vy-

hrávají
í strategie op¥t vysta£í se st°edo²kolskými znalostmi. K d·kazu sloºitosti

rozhodnutí o reprezentovatelnosti £ástky vyuºíváme znalosti o t°íd¥ NP-úplný
h

problém· a o polynomiální p°evoditelnosti problém·.

Druhá kapitola je v¥nována hledání po£tu reprezenta
í £ástky. V první £ásti

odvozujeme pomo
í vytvo°ují
í
h funk
í vzore
 pro dvoumin
ové systémy. Systé-

m·m s ví
e min
emi je v¥nována druhá £ást kapitoly, ve které pomo
í prin
ipu

inkluze a exkluze dokazujeme rekurentní vzore
 pro po£et reprezenta
í libovolné

£ástky.

T°etí kapitola je v¥nována otáz
e, jak sloºit zadanou £ástku a spot°ebovat

p°itom 
o nejmen²í po£et min
í. Popisujeme v ní hladový algoritmus, který je

sou£ástí výuky informatiky na n¥který
h te
hni
ky zam¥°ený
h st°ední
h ²kolá
h

a gymnázií
h. Dále ukazujeme postup, pomo
í kterého zjistíme, jestli v daném

systému min
í m·ºeme vyuºít hladový algoritmus k rozm¥n¥ní £ástky pomo
í 
o

nejmén¥ min
í. K po
hopení d·kaz· i v¥t v této £ásti by m¥l mít st°edo²kolák

dostatek matemati
ký
h v¥domostí, ale d·kazy samotné jsou logi
ky pom¥rn¥

komplikované.

�tvrtá kapitola vyuºívá výhradn¥ st°edo²kolské znalosti. Obsahuje r·zné °e²e-

né logi
ké úlohy o min
í
h. Její p°e£tení doporu£ujeme zejména st°edo²kolským

u£itel·m, organizátor·m koresponden£ní
h seminá°· a dal²í
h ak
í pro talentova-

né st°edo²koláky se zájmem o matematiku. Jednotlivé úlohy na sob¥ z v¥t²í £ásti

nezávisí a m·ºeme je proto vyuºít nap°íklad jako zpest°ení výuky.

2



1. Reprezentovatelnost

V první kapitole se budeme zabývat otázkami podobnými následují
í.

Otázka. Máme neomezené mnoºství min
í o hodnotá
h 10, 16 a 34. Které £ástky

m·ºeme z t¥
hto min
í poskládat?

Budeme se samoz°ejm¥ snaºit najít °e²ení otázky v obe
n¥j²ím tvaru. Hledáme

odpov¥¤ i p°i obe
ný
h hodnotá
h min
í x1, x2, . . . , xn.

De�ni
e 1.1. Reprezenta
e £ástky a v systému min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn

je n-ti
e (b1, b2, . . . bn) taková, ºe b1, b2, . . . , bn jsou nezáporná 
elá £ísla a

b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = a.

Reprezenta
í £ástky a jsou tedy po£ty vybraný
h min
í, jeji
hº 
elková hod-

nota je a.

De�ni
e 1.2. �ekneme, ºe £ástka a je reprezentovatelná v systému min
í o hod-

notá
h x1, x2, . . . , xn, pokud v daném systému existuje alespo¬ jedna její reprezen-

ta
e.

Hledáme tedy v²e
hny £ástky, které jsou reprezentovatelné pomo
í min
í

o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn.

Poznámka. Symbolem N0 v dal²ím textu ozna£ujeme mnoºinu v²e
h nezáporný
h


elý
h £ísel.

1.1 Systémy soud¥lný
h min
í

Podívejme se nejprve na min
e o hodnotá
h 10, 16 a 34. Selským rozumem do-

jdeme k záv¥ru, ºe existuje nekone£n¥ mnoho £ástek, které pomo
í t¥
hto min
í

nem·ºeme sloºit. Nap°íklad ºádnou li
hou £ástku jist¥ nesloºíme pomo
í min
í

o sudý
h hodnotá
h.

Obe
n¥ji m·ºeme °í
t, ºe v systému min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn jeji
hº

nejv¥t²í spole£ný d¥litel d je v¥t²í neº 1 platí, ºe existuje nekone£n¥ mnoho nere-

prezentovatelný
h £ástek. Tuto my²lenku m·ºeme shrnout následují
í v¥tou.

V¥ta 1.3. Kaºdá £ástka reprezentovatelná pomo
í systému min
í x1, x2, . . . , xn

je násobkem d = NSD(x1, x2, . . . , xn).

D·kaz. Pro libovolnou £ástku a, reprezentovatelnou pomo
í x1, x2, . . . , xn, platí:

a = b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn

Nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem systému min
í je d. Proto m·ºeme z kaºdého

x1, . . . , xn vytknout d:

a = d · (b1y1 + b2y2 + · · ·+ bnyn)

Proto je a násobkem d.
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V na²em systému min
í o hodnotá
h 10, 16 a 34 je nejv¥t²ím spole£ným

d¥litelem 2. Kaºdá reprezentovatelná £ástka je proto násobkem dvou. Opa£ná

implika
e neplatí, nebo´ nap°íklad £íslo 12 je násobkem dvou, ale v na²em systému

min
í není reprezentovatelné.

Ná² systém min
í by
hom mohli vyd¥lit jeji
h nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem.

Dostali by
hom tím systém min
í 5, 8 a 17. �ísla nedosaºitelná kv·li v¥t¥ 1.3 uº

v novém systému min
í nejsou.

Kaºdé nedosaºitelné £íslo v novém systému min
í má sv·j ekvivalent v p·vod-

ním systému min
í. Je jím jeho d-násobek.

V¥ta 1.4. M¥jme systém min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn takový, ºe

NSD(x1, x2, . . . , xn) = d > 1

a systém min
í o hodnotá
h y1, y2, . . . , yn tak, ºe

yi =
xi

d
, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Potom a je reprezentovatelné v druhém systému min
í práv¥ tehdy, kdyº d · a je

reprezentovatelné v prvním systému min
í.

D·kaz. Ze vztahu reprezenta
e d · a v prvním systému min
í vytkneme d. Tím
dostaneme vztah reprezenta
e a v druhém systému min
í.

Díky v¥t¥ 1.4 nyní m·ºeme pouºít systém min
í o hodnotá
h 5, 8 a 17 ke zkou-

mání p·vodního systému min
í 10, 16 a 34.

Zkou²ením v²e
h moºností zjistíme, ºe pomo
í min
í o hodnotá
h 5, 8 a 17

nejdou reprezentovat £ástky

1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 12, 13, 14, 19

V²e
hny ostatní £ástky reprezentovat jdou. Platí totiº

20 = 4 · 5
21 = 5 + 2 · 8
22 = 5 + 17

23 = 3 · 5 + 8

24 = 3 · 8

a v²e
hny dal²í £ástky m·ºeme reprezentovat nap°íklad p°idáním vhodného mnoº-

ství min
í o hodnot¥ 5.
Podle v¥ty 1.4 tedy víme, ºe v p·vodním systému min
í nejsou reprezentova-

telné £ástky

2, 4, 6, 8, 12, 14, 18, 22, 24, 26, 28, 38.

Podle v¥ty 1.3 naví
 nejsou reprezentovatelné ºádné li
hé £ástky. V²e
hny ostatní

£ástky reprezentovatelné jsou.

P°i zkoumání reprezentovatelnosti £ástek v systému min
í se díky v¥tám 1.3

a 1.4 m·ºeme omezit na systémy min
í s nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem rovným 1.
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1.2 Po£et nereprezentovatelný
h £ástek

Otázka, kterou jsme si poloºili v úvodu, je pom¥rn¥ obtíºná. Zkusme si pro za£átek

poloºit rad¥ji jinou otázku. Kolik je hodnot, které neumíme reprezentovat pomo
í

min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn?

1.2.1 Sylvester·v problém pro dv¥ min
e

Problémy reprezentovatelnosti £ástek pomo
í min
í dvou hodnot popisované v té-

to kapitole zkoumal britský matematik James Joseph Sylvester. K popisu problé-

mu pouºil známky dvou hodnot namísto min
í dvou hodnot. V literatu°e proto

m·ºeme problémy popsané v této kapitole nalézt pod názvem �The Stamp Pro-

blem�[20℄. V následují
ím textu vy
házíme z [18, kapitola 6℄.

Uº víme, ºe pro systém min
í s hodnotami x1, x2, . . . , xn s nejv¥t²ím spole£ným

d¥litelem d > 1 existuje nekone£n¥ mnoho nereprezentovatelný
h £ástek. �íká to

v¥ta 1.3. Kolik ji
h je, pokud nejv¥t²í spole£ný d¥litel je roven 1?
Vy°e²íme tuto otázku nejprve pro systémy min
í o dvou hodnotá
h.

Otázka. Máme neomezené mnoºství min
í o hodnotá
h a a b, p°i£emº £ísla a, b
jsou nesoud¥lná. Kolik r·zný
h £ástek men²í
h neº ab nedokáºeme pomo
í t¥
hto

min
í reprezentovat?

Obe
n¥j²í verze této otázky by neobsahovala omezení na £ástky men²í neº ab.
Pozd¥ji si ukáºeme, ºe v²e
hny £ástky v¥t²í nebo rovny ab jsou v systému min
í

a, b reprezentovatelné. Nejprve ale vy°e²íme p·vodní otázku.

Pro konkrétní hodnoty a = 5 a b = 9 si vytvo°íme tabulku v²e
h reprezento-

vatelný
h £ástek men²í
h neº ab. Hodnotou v u-tém °ádku a v-tém sloup
i bude

u · b+ v · a.

u
v

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

1 9 14 19 24 29 34 39 44 49 54

2 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63

3 27 32 37 42 47 52 57 62 67 72

4 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81

5 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

Tabulka 1.1: Reprezentovatelné £ástky pro hodnoty a = 5, b = 9

V tabul
e 1.1 jsou v²e
hny reprezentovatelné £ástky do 5 ·9 = 45. Krom¥ ni
h

jsou v tabul
e je²t¥ dal²í. Kaºdá £ástka men²í neº 45, která v tabul
e 
hybí, není

reprezentovatelná pomo
í min
í o hodnotá
h 5 a 9.
Podobnou tabulku m·ºeme vytvo°it pro libovolnou dvoji
i £ísel a a b. To

popisuje následují
í de�ni
e.

De�ni
e 1.5. M¥jme nesoud¥lná a, b ∈ N. Uvaºujme mati
i o a + 1 °ád
í
h a

b+1 sloup
í
h, kde pro u, v ∈ N0, u ≤ a, v ≤ b je hodnota prvku mati
e na u-tém
°ádku a v-tém sloup
i rovna

u · b+ v · a.
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Tuto mati
i budeme ozna£ovat Aa,b.

Hodnotu Aa,b v u-tém °ádku a v-tém sloup
i budeme zna£it Aa,b(u, v).

Tabulka 1.1 podle této de�ni
e odpovídá mati
i A5,9.

Po£et v²e
h nereprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab m·ºeme spo£ítat

pomo
í po£tu v²e
h reprezentovatelný
h. Platí totiº rovnost

(
po£et

reprezentovatelný
h

)

+

(
po£et

nereprezentovatelný
h

)

=

(
po£et

v²e
h

)

. (1.1)

Zbývá zjistit, kolik je v tabul
e (mati
i Aa,b) r·zný
h reprezentovatelný
h

£ástek men²í
h neº ab.
Tabulka 1.1 obsahuje t°i £ásti. V levé horní £ásti jsou hodnoty men²í neº

ab = 45. V pravé dolní £ásti jsou hodnoty v¥t²í neº 45. Ve zbylý
h dvou rozí
h

jsou potom práv¥ dv¥ hodnoty 45. Naví
 platí, ºe hodnot men²í
h neº 45 je

v tabul
e stejný po£et jako hodnot v¥t²í
h neº 45.
Ov¥°íme, ºe uvedená tvrzení platí nejen pro hodnoty a = 5 a b = 9, ale

i v obe
ném p°ípad¥.

Z následují
í v¥ty plyne, ºe v mati
i Aa,b je £ástek men²í
h neº ab stejn¥ jako
£ástek v¥t²í
h neº ab.

V¥ta 1.6. Ne
h´ a, b ∈ N jsou v¥t²í neº 1.

Potom pro u, v ∈ N0, u ≤ a, v ≤ b platí

Aa,b(u, v) + Aa,b(a− u, b− v) = 2ab.

D·kaz. Dosadíme hodnoty mati
e:

Aa,b(u, v) + Aa,b(a− u, b− v) = ub+ va+ (a− u)b+ (b− v)a = 2ab

Dále pot°ebujeme dokázat, ºe v mati
i jsou práv¥ dv¥ hodnoty ab.

V¥ta 1.7. Jsou-li a, b ∈ N nesoud¥lná, pak jsou v mati
i Aa,b práv¥ dv¥ hodnoty

ab.

D·kaz. Na pozi
i (u, v), kde u, v ∈ N0, u ≤ a, v ≤ b je hodnota ab, práv¥ tehdy

kdyº platí:

ab = ua+ vb

Úpravami tohoto výrazu získáme

au = b(a− v).

Proto b d¥lí au. Naví
 víme, ºe a je nesoud¥lné s b. Proto platí, ºe b d¥lí u.
Z p°edpoklad· ale plyne, ºe u ≤ b.

Pro u proto p°ipadají v úvahu pouze moºnosti moºnosti u = 0 a u = b. T¥mto

moºnostem odpovídají hodnoty v = a a v = 0.

Aby
hom mohli pomo
í vzor
e (1.1) zjistit po£et nereprezentovatelný
h £ás-

tek, musíme je²t¥ ov¥°it, ºe v mati
i Aa,b se ºádná hodnota krom¥ ab nevyskytuje
ví
e neº jednou.

6



V¥ta 1.8. Jsou-li £ísla a, b ∈ N nesoud¥lná, pak se v mati
i Aa,b ºádná hodnota

krom¥ ab nevyskytuje ví
e neº jednou.

D·kaz. Aby se hodnota x vyskytovala v mati
i Aa,b ví
e neº jednou, musí se

vyskytovat v °ádku u1 a sloup
i v1 a zárove¬ v °ádku u2 a sloup
i v2. Musí tedy

existovat u1, u2, v1, v2 ∈ N0 tak, ºe platí u1, u2 ≤ a, v1, v2 ≤ b a x m·ºeme vyjád°it

dv¥ma zp·soby

x = u1b+ v1a,

x = u2b+ v2a.

Bez újmy na obe
nosti p°edpokládejme, ºe u2 < u1. Musí proto platit v2 > v1.
Úpravami dostaneme

b · (u1 − u2) = a · (v2 − v1). (1.2)

Odtud plyne, ºe a d¥lí b · (u1−u2). Hodnoty a a b jsou nesoud¥lné. Platí proto, ºe

a d¥lí u1 − u2. To m·ºeme interpretovat tak, ºe £ísla °ádk· u1, u2 dvou stejný
h

hodnot se musí li²it o násobek a.
Stejným zp·sobem z rovni
e (1.2) plyne, ºe b d¥lí a · (v2 − v1), tedy b d¥lí

v2− v1. �ísla sloup
· v1, v2 dvou stejný
h hodnot se proto musí li²it o násobek b.
V mati
i Aa,b jsou takové hodnoty pouze £ty°i v rozí
h mati
e. Rozborem

p°ípad· zjistíme, ºe jediné stejné hodnoty v mati
i jsou

1. hodnota ab v a-tém °ádku a nultém sloup
i,

2. hodnota ab v nultém °ádku a b-tém sloup
i.

Nyní m·ºeme vyuºít vzore
 (1.1) k výpo£tu po£tu v²e
h nereprezentovatel-

ný
h £ástek men²í
h neº ab.

V¥ta 1.9. Jsou-li a, b ∈ N nesoud¥lná, pak po£et v²e
h nereprezentovatelný
h

£ástek men²í
h neº ab je
(a− 1)(b− 1)

2
.

D·kaz. V tabul
e Aa,b je 
elkem (a + 1)(b + 1) hodnot. Dv¥ z ni
h jsou podle

p°ed
hozí v¥ty rovny ab. Polovina ze zbylý
h hodnot je podle v¥ty 1.6 men²í neº

ab. Tyto hodnoty jsou naví
 podle v¥ty 1.8 r·zné.

Po£et v²e
h r·zný
h reprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab je

(a+ 1)(b+ 1)− 2

2
=
ab+ a + b− 1

2
.

Po£et v²e
h nereprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab je proto podle rov-

ni
e (1.1)

ab− ab+ a+ b− 1

2
=

(a− 1)(b− 1)

2
.

S po£tem nereprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab se prozatím spokojíme.

K záv¥ru s tímto omezením dosp¥l i Sylvester [18, str. 172℄. V £áste
h 1.2.2

a 1.3.1 ukáºeme dv¥ma r·znými zp·soby, ºe v²e
hny £ástky v¥t²í neº ab jsou

reprezentovatelné.
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1.2.2 Geometri
ké odvození

Tato £ást obsahuje jiný zp·sob odvození vzor
e pro získání po£tu nereprezentova-

telný
h £ástek v systéme
h min
í o dvou nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N. Na²ím


ílem je znovu dokázat v¥tu 1.9, tentokrát bez omezení na £ástky men²í neº ab.
�erpáme p°itom z [11, kap. 13℄.

Po£et reprezenta
í £ástky n v systému min
í o hodnotá
h a, b je podle de�ni-

e 1.1 roven po£tu dvoji
 x, y ∈ N0 takový
h, ºe

n = xa + yb.

Jednodu
hými úpravami získáme ekvivalentní vyjád°ení

y =
−a
b
x+

n

b
,


oº je rovni
e p°ímky protínají
í osy v bode
h A = [n/a, 0] a B = [0, n/b].
�ástka n je proto v systému min
í reprezentovatelná práv¥ tehdy, kdyº na úse£-


e AB leºí alespo¬ jeden bod s 
elo£íselnými sou°adni
emi [x, y].
Na obrázku 1.1 je p°íklad reprezentovatelné £ásky 19 v systému min
í s a = 5

a b = 7. Na úse£
e AB leºí jediný bod X s 
elo£íselnými sou°adni
emi [1, 2],
nebo´ £ástku 19 lze reprezentovat jedin¥ pomo
í jedné min
e o hodnot¥ 5 a dvou

min
í o hodnot¥ 7.

y

x
0 1 2 3 4

0

1

2

3
19
7

19
5

A

B

X

Obrázek 1.1: P°íklad reprezentovatelné £ástky 19 v systému min
í a = 5, b = 7

Lemma 1.10. Leºí-li bod X = [x, y] s 
elo£íselnými sou°adni
emi na p°ím
e

p : n = xa+ yb,

pak na stejné p°ím
e leºí i body Y1 = [x+b, y−a] a Y2 = [x−b, y+a]. Mezi body X
a Y1 ani mezi body X a Y2 na p°ím
e naví
 neleºí ºádný dal²í bod s 
elo£íselnými

sou°adni
emi.
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D·kaz. Bod Y1 leºí na p°ím
e p, protoºe

a(x+ b) + b(y − a) = ax+ ab+ by − ba = ax+ by = n.

Podobn¥ bod Y2 leºí na p°ím
e p, protoºe

a(x− b) + b(y + a) = ax+ by = n.

Volme pro spor bod Q = [x + u, y − v] s 
elo£íselnými sou°adni
emi, leºí
í

na p°ím
e mezi body X a Y1. Konstanty u, v proto musí spl¬ovat u, v ∈ N,

1 ≤ u < b a 1 ≤ v < a. Platí

a(x+ u) + b(y − v) = ax+ by + au− bv = n.

Dal²ími úpravami získané rovni
e získáme

n+ au− bv = n

au = bv
a

b
=

v

u
.

Zlomek

a
b
je v základním tvaru, protoºe a a b jsou nesoud¥lná. V²e
hny zlomky,

vyjad°ují
í stejné ra
ionální £íslo jsou proto ve tvaru

ma
mb

, kde m ∈ Z, m 6= 0.
Zlomek

v
u
v tomto tvaru není, nebo´ 1 ≤ v < a a 1 ≤ u < b.

Stejným zp·sobem by
hom mohli dokázat, ºe mezi body X a Y2 na p°ím
e

neleºí bod Q′ = [x− u, y + v], kde op¥t u, v ∈ N, 1 ≤ u < b a 1 ≤ v < a.

Víme-li, ºe na p°ím
e p z lemmatu 1.10 leºí alespo¬ jeden bod s 
elo£íselnými

sou°adni
emi, pak opakovaným pouºitím lemmatu získáváme nekone£n¥ mnoho

bod· s 
elo£íselnými sou°adni
emi.

V¥ta 1.11. Volme nesoud¥lná a, b ∈ N a n ∈ N0. Na p°ím
e

p : n = xa+ yb

leºí nekone£n¥ mnoho bod· s 
elo£íselnými sou°adni
emi. Vzdálenost kaºdý
h dvou

sousední
h bod· s 
elo£íselnými sou°adni
emi na p°ím
e p je rovna

s =
√
a2 + b2.

D·kaz. Nejprve dokáºeme, ºe na p°ím
e p leºí n¥jaký bod s 
elo£íselnými sou°ad-

ni
emi. Z Bézoutovy rovnosti [23, v¥ta 3.3℄ a nesoud¥lnosti a, b plyne existen
e

x′, y′ ∈ Z takový
h, ºe

ax′ + by′ = 1.

Úpravou vzniklé rovni
e získáme anx′+bny′ = n. Bod [nx′, ny′] proto leºí na p°ím-


e p.
Podle lemmatu 1.10 leºí na p°ím
e p nekone£n¥ mnoho bod· s 
elo£íselný-

mi sou°adni
emi v pravidelný
h intervale
h. Vzdálenost dvou sousední
h bod·

X = [x, y] a Y = [x+ b, y − a] je

s =
√

(x− x− b)2 + (y − y + b)2 =
√
a2 + b2.
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Na obrázku 1.2 je znázorn¥na p°ímka p odpovídají
í volb¥ n = 30, a = 5
a b = 7. Vyzna£ené body X1, X2 a X3 na p°ím
e p jsou t°i po sob¥ jdou
í body

s 
elo£íselnými sou°adni
emi. Jeji
h vzdálenosti jsou podle v¥ty 1.11

|X1X2| = |X2X3| =
√
52 + 72 =

√
74.

x

y

0−2 2 4 6 8 10 12 14

−6

−4

−2

2

4

6

X1

X2

X3

Obrázek 1.2: P°ímka s vyzna£enými body s 
elo£íselnými sou°adni
emi pro a = 5,
b = 7 a n = 30

V¥ta 1.12. M¥jme systém min
í s nesoud¥lnými hodnotami a, b. �ástka n = ab
je v tomto systému reprezentovatelná dv¥ma zp·soby. V²e
hny £ástky n > ab
jsou reprezentovatelné. �ástky n < ab jsou reprezentovatelné maximáln¥ jedním

zp·sobem.

D·kaz. Pokud je úse£ka AB s krajními body A = [n/a, 0] a B = [0, n/b] del²í
neº

√
a2 + b2, pak na ní podle v¥ty 1.11 leºí alespo¬ jeden bod s 
elo£íselnými

sou°adni
emi.

Délka úse£ky AB p°itom roste s n lineárn¥, nebo´ pro n ≥ 0 platí

|AB| =
√
(n

a

)2

+
(n

b

)2

= n

√
(
1

a

)2

+

(
1

b

)2

.

Pro n = ab je A = [b, 0], B = [0, a] a |AB| =
√
a2 + b2. Podle v¥ty 1.11 na

této úse£
e leºí maximáln¥ dva body s 
elo£íselnými sou°adni
emi. Jsou práv¥

dva a jsou jimi body A, B.

Pro n > ab je odpovídají
í úse£ka del²í neº vzdálenost sousední
h bod· s 
e-

lo£íselnými sou°adni
emi, leºí na ní proto alespo¬ jeden z ni
h. Pro n < ab je
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odpovídají
í úse£ka krat²í neº vzdálenost sousední
h bod· s 
elo£íselnými sou-

°adni
emi a proto na ní leºí maximáln¥ jeden z ni
h.

Ozna£íme body A′ = [b, 0], B′ = [0, a] a po£átek O = [0, 0]. Body A′
a B′

jsou

krajními body úse£ky pro n = ab. Z v¥ty 1.12 vidíme, ºe kaºdé reprezentovatelné

£ást
e men²í neº ab odpovídá úse£ka, na které leºí práv¥ jeden bod s 
elo£ísel-

nými sou°adni
emi. Odtud plyne, ºe reprezentovatelný
h £ástek n men²í
h neº

ab je maximáln¥ tolik, jako bod· s 
elo£íselnými sou°adni
emi, které leºí uvnit°

trojúhelníku OA′B′
nebo na jeho obvodu, nepo£ítáme-li body A′

a B′
.

Po£et reprezentovatelný
h £ástek by byl ost°e men²í neº po£et popsaný
h

bod·, kdyby existoval bod s 
elo£íselnými sou°adni
emi, který neleºí na ºádné

z úse£ek. Následují
í v¥tou 1.13 dokáºeme, ºe tomu tak není. Po£et bod· s 
elo-

£íselnými sou°adni
emi je proto roven po£tu reprezentovatelný
h £ástek.

Na obrázku 1.3 jsou na p°íkladu systému min
í s a = 5 a b = 7 znázorn¥ny

v²e
hny úse£ky odpovídají
í £ísl·m n ∈ {1, 2, . . . , 5 · 7 = 35}. Úse£ky, na kte-

rý
h leºí bod s 
elo£íselnými sou°adni
emi, a odpovídají tedy reprezentovatelným

£ástkám, jsou znázorn¥ny plnou £arou. Úse£ky, na který
h ºádný bod s 
elo£ísel-

nými sou°adni
emi neleºí, a odpovídají tedy nereprezentovatelným £ástkám, jsou

znázorn¥ny p°eru²ovan¥.

x

y

O 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5
B′

A′

C

Obrázek 1.3: Úse£ky AB pro a = 5, b = 7 a n ∈ {0, 1, . . . , 35}

V¥ta 1.13. M¥jme nesoud¥lná a, b ∈ N. Pro kaºdý bod X = [x, y] se sou°adni
emi

x, y ∈ N0 existuje n ∈ N0 takové, ºe X leºí na úse£
e s krajními body A = [n/a, 0],
B = [0, n/b].

D·kaz. Výraz ax+ by je jist¥ 
elo£íselný. Zvolíme proto

n = ax+ by. (1.3)
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Pokud se na vztah (1.3) budeme dívat jako na rovni
i p°ímky, snadno ov¥°íme,

ºe protíná osy v bode
h A = [n/a, 0] a B = [0, n/b]. Bod X na této p°ím
e leºí.

Leºí i na úse£
e AB, nebo´ se na
hází v prvním kvadrantu.

V¥ta 1.14. Po£et v²e
h nereprezentovatelný
h £ástek v systému min
í o nesou-

d¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N je

(a− 1)(b− 1)

2
.

D·kaz. Po£et v²e
h £ástek men²í
h neº ab, v£etn¥ nuly, je ab.
Volme A′ = [b, 0], B′ = [0, a], O = [0, 0] a C = [b, a]. Z v¥t 1.12 a 1.13 plyne,

ºe po£et reprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab je roven po£tu bod· s 
elo£í-

selnými sou°adni
emi, které leºí uvnit° trojúhelníku OA′B′
nebo na jeho obvodu,

bez bod· A′
a B′

. T¥
h je polovina z po£tu bod· s 
elo£íselnými sou°adni
emi,

leºí
í
h v obdélníku OA′CB′
, bez bod· A′

a B′
.

Po£et reprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab je proto

(a+ 1)(b+ 1)− 2

2
.

Po£et nereprezentovatelný
h £ástek men²í
h neº ab vypo£ítáme ode£tením po£tu

reprezentovatelný
h od po£tu v²e
h:

ab− (a+ 1)(b+ 1)− 2

2
= ab− ab

2
− a

2
− b

2
+

1

2
=

(a− 1)(b− 1)

2

Z v¥ty 1.12 víme, ºe kaºdá £ástka v¥t²í nebo rovná ab je reprezentovatelná.

1.3 Nejv¥t²í nereprezentovatelná £ástka

V £ásti 1.2 jsme se zajímali o to, kolik £ástek nelze reprezentovat pomo
í systé-

mu min
í a, b. Nyní budeme zji²´ovat, která z nereprezentovatelný
h £ástek je

nejv¥t²í. Tuto otázku má smysl zkoumat jen pro nesoud¥lné systémy min
í. Sys-

témy min
í s nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem d > 1 mají totiº nekone£n¥ mnoho

nereprezentovatelný
h £ástek (viz £ást 1.1).

1.3.1 Pro dv¥ min
e

Budeme se zabývat následují
í otázkou:

Otázka. Máme neomezené mnoºství min
í o hodnotá
h a a b. �ísla a a b jsou

nesoud¥lná. Jaká je nejv¥t²í £ástka, kterou pomo
í t¥
hto min
í nem·ºeme repre-

zentovat?

Postup si nejprve ukáºeme na konkrétním p°ípad¥ pro systém min
í o nesou-

d¥lný
h hodnotá
h a = 5, b = 9.
Op¥t si vypí²eme tabulku reprezentovatelný
h £ástek 1.2. Je to stejná tabulka

reprezentovatelný
h £ástek jako 1.1. Jen jsou v ní zvýrazn¥ny jiné hodnoty.

Z této tabulky vypustíme poslední °ádek a sloupe
. Naví
 od kaºdého £ísla

v¥t²ího neº ab = 45 ode£teme 45. Výsledkem bude tabulka 1.3.
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u
v

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

1 9 14 19 24 29 34 39 44 49 54

2 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63

3 27 32 37 42 47 52 57 62 67 72

4 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81

5 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

Tabulka 1.2: Reprezentovatelné £ástky pro hodnoty a = 5, b = 9

u
v

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 5 10 15 20 25 30 35 40

1 9 14 19 24 29 34 39 44 4

2 18 23 28 33 38 43 3 8 13

3 27 32 37 42 2 7 12 17 22

4 36 41 1 6 11 16 21 26 31

Tabulka 1.3: Reprezentovatelné a nereprezentovatelné £ástky pro hodnoty a = 5,
b = 9

Tabulka 1.3 obsahuje v²e
hna £ísla mezi 0 a ab − 1 v£etn¥. Jsou v ní proto

v²e
hny reprezentovatelné i nereprezentovatelné £ástky men²í neº ab. �ádné £ís-

lo se v ní naví
 neopakuje. V levé horní vyzna£ené £ásti tabulky jsou v²e
hny

reprezentovatelné £ástky.

V pravé dolní £ásti tabulky tedy musí být v²e
hny nereprezentovatelné £ástky.

Nejv¥t²í nereprezentovatelná £ástka men²í neº ab se na
hází v pravém dolním rohu.

Je jí hodnota 31. Mezi 31 a ab = 45 je 14 reprezentovatelný
h £ástek. P°i£tením

vhodného násobku p¥ti k n¥jaké z ni
h tak m·ºeme reprezentovat libovolnou

£ástku vy²²í neº 45.
Nyní zopakujeme stejný postup pro libovolný systém min
í o nesoud¥lný
h

hodnotá
h a, b.

De�ni
e 1.15. Ne
h´ a, b ∈ N jsou nesoud¥lná £ísla. Uvaºujme mati
i o a °ád
í
h
a b sloup
í
h, kde pro £ísla u, v ∈ N0 taková, ºe u < a a v < b, je hodnota prvku

mati
e na u-tém °ádku a v-tém sloup
i rovna

{
u · b+ v · a pro u · b+ v · a < ab,
u · b+ v · a− ab pro u · b+ v · a ≥ ab.

Tuto mati
i budeme ozna£ovat A∗
a,b. Hodnotu v u-tém °ádku a v-tém sloup
i

budeme zna£it A∗
a,b(u, v).

Mati
e A∗
a,b odpovídá obsahu tabulky 1.3.

V¥ta 1.16. Máme-li a, b ∈ N nesoud¥lná, pak jsou v mati
i A∗
a,b v²e
hna £ísla

r·zná.

D·kaz. Podle v¥ty 1.8 jsou v mati
i Aa,b bez posledního °ádku a sloup
e v²e
hna

£ísla r·zná.
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Na sou°adni
í
h (u, v), kde ub+ va < ab, se mati
e A∗
a,b od Aa,b neli²í. �ádná

dvoji
e £ísel z této £ásti proto není stejná.

Na sou°adni
í
h (u, v), kde ub+ va ≥ ab je v mati
i A∗
a,b hodnota

ub+ va− ab = Aa,b(u, v)− ab.

�ádná dvoji
e £ísel z této £ásti proto také není stejná.

Zbývá zjistit, jestli nem·ºe existovat £íslo z první £ásti stejné jako £íslo z druhé

£ásti. Takové £íslo by muselo být v první £ásti na pozi
i (u1, v1) s reprezenta
í

x = u1b+ v1a.

Zárove¬ by muselo být na pozi
i (u2, v2) v druhé £ásti s reprezenta
í

x = u2b+ v2a− ab

Úpravami t¥
hto rovni
 dostaneme:

(v1 − v2 + b)a = (u2 − u1)b (1.4)

Vidíme, ºe a d¥lí (u2 − u1)b. Protoºe a, b jsou nesoud¥lná, a d¥lí u2 − u1. První

sou°adni
e £ísel se tedy li²í o násobek a. Protoºe mati
e A∗
a,b má a − 1 °ádk·,

musí být tento násobek roven 0. První sou°adni
e £ísel jsou proto stejné.

Z rovni
e (1.4) také vidíme, ºe b d¥lí (v1−v2+b)a. Protoºe a, b jsou nesoud¥lná,

tak b d¥lí v1 − v2 + b. Odtud b d¥lí v1 − v2. Druhá sou°adni
e £ísel se tedy li²í

o násobek b. Protoºe mati
e A∗
a,b má b− 1 sloup
·, musí být tento násobek roven

0. Druhé sou°adni
e £ísel jsou proto stejné.

Ob¥ £ísla mají stejné sou°adni
e, 
oº je ve sporu s p°edpokladem, ºe leºí

v r·zný
h £áste
h mati
e. V mati
i A∗
a,b proto nejsou dv¥ stejná £ísla.

Mati
e A∗
a,b obsahuje ab £ísel. V²e
hna jsou men²í neº ab. Podle v¥ty 1.16 jsou

naví
 v²e
hna £ísla v mati
i r·zná. Mati
e A∗
a,b proto obsahuje v²e
hny reprezen-

tovatelné i nereprezentovatelné kladné £ástky men²í neº ab.

V¥ta 1.17. M¥jme a, b ∈ N nesoud¥lná. �ástka na sou°adni
í
h (u, v) v mati
i

A∗
a,b je reprezentovatelná práv¥ tehdy, kdyº platí

ub+ va < ab.

D·kaz. Na sou°adni
í
h ub+va < ab je £ástka ub+va, je proto reprezentovatelná.
Ukáºeme naopak, ºe kaºdá £ástka, která nemá sou°adni
e (u, v) spl¬ují
í

ub + va < ab, není reprezentovatelná. Mati
e Aa,b obsahovala v²e
hny reprezen-

tovatelné £ástky men²í neº ab. Odstran¥ním posledního °ádku a sloup
e ºádná

z ni
h nezmizela. Ode£tením ab od hodnot ub+ va ≥ ab jsme s £ástkami men²ími

neº ab ni
 neud¥lali. Mati
e A∗
a,b proto stále obsahuje v²e
hny reprezentovatelné

£ástky men²í neº ab.
Podle v¥ty 1.16 jsou naví
 v mati
i A∗

a,b v²e
hny hodnoty r·zné. Na sou°adni-


í
h s ub+ va ≥ ab proto nem·ºe být reprezentovatelná £ástka.

Podle v¥ty 1.17 dokáºeme ur£it, na který
h sou°adni
í
h v A∗
a,b se na
hází

reprezentovatelné £ástky. Na ostatní
h sou°adni
í
h se proto na
házejí £ástky

nereprezentovatelné.
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V¥ta 1.18. V systému min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N je nejv¥t²í

nereprezentovatelná £ástka men²í neº ab rovna

ab− a− b.

D·kaz. Z v¥ty 1.17 plyne, ºe v mati
iA∗
a,b jsou v²e
hny nereprezentovatelné £ástky

men²í neº ab na pozi
í
h (u, v), kde

ub+ va ≥ ab.

Nejv¥t²í z ni
h je v pravém dolním rohu mati
e A∗
a,b, tedy na sou°adni
í
h

(a− 1, b− 1). Její hodnota je:

Aa,b(a− 1, b− 1)− ab = (a− 1)b+ (b− 1)a− ab = ab− a− b

Nyní jsme se dostali do stejné situa
e jako v £ásti 1.2.1. Na²li jsme °e²ení

s omezením pro £ástky men²í neº ab. V¥tou 1.12 uº jsme dokázali, ºe v²e
hny

v¥t²í £ástky jsou reprezentovatelné. Rad¥ji to ale dokáºeme je²t¥ jednou pouºitím

poznatk· z této £ásti.

V¥ta 1.19. V systému min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N jsou v²e
hny

£ástky v¥t²í nebo rovné ab reprezentovatelné.

D·kaz. Mezi nejv¥t²í nereprezentovatelnou £ástkou ab − a − b a ab je a + b re-

prezentovatelný
h £ástek. P°i£tením vhodného násobku £ísla b k n¥které z ni
h

získáme reprezenta
i libovolné £ástky v¥t²í nebo rovné ab.

V kapitolá
h 1.2 a 1.3 jsme pro systémy min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h

a, b ∈ N dosp¥li k následují
ím záv¥r·m:

• Po£et v²e
h nereprezentovatelný
h £ástek je roven

(a−1)(b−1)
2

.

• Nejv¥t²í nereprezentovatelná £ástka je rovna ab− a− b.

P°íklad 1.20. Ve dvoumin
ovém systému min
í o hodnotá
h a, b, kde a < b, je
35 nereprezentovatelný
h £ástek, z ni
hº jedna je 58. Jaké jsou hodnoty a, b? [11,

kap. 13℄

�e²ení. Hodnoty a, b jsou nesoud¥lné. Kdyby to tak nebylo, pak by podle v¥ty 1.3
existovalo nekone£n¥ mnoho nereprezentovatelný
h £ástek. Dále víme, ºe

(a− 1)(b− 1)

2
= 35, (1.5)

tedy (a− 1)(b− 1) = 70.
Hledáme tedy £ísla k, l ∈ N tak, aby platilo kl = 70 a k < l. �e²ením úlohy

je dvoji
e (a, b) taková, ºe a = k + 1 a b = l+ 1, a, b jsou nesoud¥lná a £ástka 58

není reprezentovatelná v systému min
í o hodnotá
h a, b.
�íslo 70 m·ºeme rozloºit na sou£in dvou p°irozený
h £ísel nap°íklad pomo
í

rozkladu na sou£in prvo£ísel:

70 = 2 · 5 · 7
V²e
hny dvoji
e p°irozený
h £ísel (a, b), pro které platí rovni
e (1.5) a a < b,

jsou tedy: (2, 71), (3, 36), (6, 15) a (8, 11).
Dvoji
e (3, 36) a (6, 15) vy°adíme, nebo´ jde o dvoji
e soud¥lný
h £ísel. Dvoji
i

(2, 71) vy°adíme, nebo´ 58 = 2 · 29.
Zbylá dvoji
e (8, 11) spl¬uje v²e
hny poºadavky. Jediným °e²ením je tedy

a = 8 a b = 11.
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1.3.2 Pro ví
e min
í

Dosud jsme na²li nejv¥t²í nereprezentovatelnou £ástku pro systémy tvo°ené dv¥ma

min
emi. Pro ví
e min
í je stejný problém výrazn¥ obtíºn¥j²í.

Otázka. Máme systém min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h x1, x2, . . . , xn ∈ N. Jaká

je v tomto systému nejv¥t²í nereprezentovatelná £ástka?

V systéme
h, obsahují
í
h min
i o hodnot¥ 1, jsou v²e
hny £ástky reprezen-

tovatelné. V této £ásti proto budeme zkoumat pouze systémy, které neobsahují

min
i o hodnot¥ 1, a existuje v ni
h proto alespo¬ jedna nereprezentovatelná

£ástka. V systéme
h s nesoud¥lnými hodnotami min
í je kone£n¥ mnoho nerepre-

zentovatelný
h £ástek. Ukáºeme to následují
í v¥tou.

V¥ta 1.21. Pro kaºdý systém min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h x1, x2, . . . , xn ∈ N

existuje £ástka g(x1, x2, . . . , xn) taková, ºe kaºdá £ástka a > g(x1, x2, . . . , xn) je

reprezentovatelná. [25, v¥ta 8℄

D·kaz. V¥tu dokáºeme matemati
kou induk
í podle po£tu min
í. Pro dvoumin
o-

vé systémy jsme existen
i nejv¥t²í nereprezentovatelné £ástky ukázali v £ásti 1.3.1.

P°edpokládejme nyní, ºe pro systémy o n−1 nesoud¥lný
h min
í
h v¥ta platí.

Ch
eme dokázat, ºe platí i pro systém o nesoud¥lný
h hodnotá
h x1, x2, . . . , xn.

Ne
h´ d je nejv¥t²í spole£ný d¥litel x1, x2, . . . , xn−1. Pokud je d = 1, pak je

podle induk£ního p°edpokladu kaºdá £ástka v¥t²í neº g(x1, x2, . . . , xn−1) v systé-

mu o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn−1 reprezentovatelná. P°idáním poslední min
e xn

na tom ni
 nezm¥níme.

Pokud je d > 1, pak ozna£íme x′
1 = x1/d, x

′
2 = x2/d, . . . , x

′
n−1 = xn−1/d.

Podle induk£ního p°edpokladu existuje g(x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n−1).

Dokáºeme, ºe libovolná £ástka a spl¬ují
í

a > xn(d− 1) + dg(x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n−1) (1.6)

je v systému min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn reprezentovatelná.

Z p°edpokladu v¥ty víme, ºe d a xn jsou nesoud¥lná. Z Bézoutovy rovnosti

[23, v¥ta 3.3℄ proto plyne existen
e k, l ∈ Z takový
h, ºe platí

ld+ kxn = 1

kxn ≡ 1 (mod d)

kxna ≡ a (mod d).

a proto existuje 0 ≤ c ≤ d− 1, pro které platí

xnc ≡ a (mod d). (1.7)

Odtud a z (1.6) získáváme

a− xnc

d
≥ a− xn(d− 1)

d
> g(x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n−1). (1.8)

�ástka (a − xnc)/d je podle (1.7) 
elo£íselná. Podle (1.8) je naví
 v systému

min
í o hodnotá
h x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n−1 reprezentovatelná, a existují tedy nezáporná


elá £ísla b1, b2, . . . , bn−1 taková, ºe platí

a− xnc

d
= b1x

′
1 + b2x

′
2 + · · ·+ bn−1x

′
n−1.
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�ástku a tedy m·ºeme reprezentovat následují
ím zp·sobem:

a = b1dx
′
1 + b2dx

′
2 + · · ·+ bn−1dx

′
n−1 + cxn = b1x1 + b2x2 + · · ·+ bn−1xn−1 + cxn

Z p°ed
hozí v¥ty plyne existen
e nejv¥t²í nereprezentovatelné £ástky; budeme

ji zna£it f(x1, . . . , xn) a nazývat Frobeniovým £íslem.

Uº pro systémy o t°e
h min
í
h není znám vzore
 pro výpo£et Frobeniova

£ísla. Existuje v²ak n¥kolik algoritm·, pomo
í který
h ho zjistíme efektivn¥ji neº

zkou²ením v²e
h moºností. Jeden takový algoritmus si ukáºeme. Popis algoritmu

vy
hází z publika
e [24, str. 536�542℄.

Obe
ný postup budeme ilustrovat na hledání £ísla f(6, 9, 20), které lze inter-

pretovat nap°. jako °e²ení následují
í úlohy:

Otázka. Ve stravova
ím °et¥z
i prodávají ku°e
í kousky v balení po ²esti, devíti

a dva
eti kuse
h. Jaké nejv¥t²í mnoºství kousk· si nem·ºeme koupit?

Ve zbytku kapitoly budeme p°edpokládat, ºe hodnoty min
í jsou se°azené od

nejmen²ího k nejv¥t²ímu, tj. x1 < x2 < · · · < xn.

Vytvo°íme si ohodno
ený orientovaný graf G = (V,E, h) s mnoºinou vr-


hol· V , mnoºinou hran E a funk
í p°i°azují
í ohodno
ení jednotlivý
h hran

h : E → N. Mnoºina vr
hol· tohoto grafu má x1 prvk·:

V = {0, 1, . . . , x1 − 1}

Z vr
holu u vede do vr
holu v hrana práv¥ tehdy kdyº existuje i tak, ºe

u+ xi ≡ v (mod x1). (1.9)

Tato hrana má ohodno
ení xi.

Pro systém min
í o hodnotá
h 6, 9 a 20 je x1 = 6. Sestavený graf je na

obrázku 1.4. Hrany, které jsou v grafu vyzna£eny plnou £arou, vznikly dosazením

xi = 9 do vztahu (1.9). Jeji
h ohodno
ení je proto rovno 9.

Hrany, které jsou v grafu vyzna£eny p°eru²ovanou £arou, vznikly dosazením

xi = 20 do stejného vztahu. Jeji
h ohodno
ení je proto 20.

0

1

23

4

5

Obrázek 1.4: Orientovaný graf pro systém min
í o hodnotá
h 6, 9 a 20.
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Nyní najdeme nejkrat²í 
estu od vr
holu 0 ke kaºdému z ostatní
h vr
hol·.

Nejv¥t²í z délek nalezený
h 
est ozna£íme D(G). Frobeniovo £íslo spo£ítáme ná-

sledovn¥:

f(x1, x2, . . . , xn) = D(G)− x1 (1.10)

Vr
hol 1 2 3 4 5

Vzdálenost 49 20 9 40 29

Tabulka 1.4: Tabulka nejkrat²í
h vzdáleností od vr
holu 0 pro graf systému min
í

o hodnotá
h 6, 9 a 20

Hledání nejkrat²í
h 
est v grafu je známý problém. K jeho vy°e²ení m·ºeme

pouºít nap°íklad Dijkstr·v algoritmus [22, str. 206�210℄. Nalezené délky nejkrat-

²í
h 
est jsou uvedeny v tabul
e 1.4. Nejvzdálen¥j²í od vr
holu 0 je vr
hol 1 se

vzdáleností 49. Frobeniovo £íslo je podle (1.10) rovno:

f(6, 9, 20) = 49− 6 = 43

Ve stravova
ím °et¥z
i si nem·ºeme koupit 43 ku°e
í
h kousk·. Libovolný

vy²²í po£et uº si koupit m·ºeme.

Z popisu algoritmu není na první pohled z°ejmé, ºe výsledkem výrazu (1.10)

je skute£n¥ Frobeniovo £íslo. V následují
í £ásti textu ukáºeme, ºe tomu tak je.

Budeme p°itom vy
házet z d·kazu popsaného v [5℄.

Poznámka. V na²em popisu algoritmu p°edpokládáme, ºe graf není multigrafem,

tedy neobsahuje ví
enásobné hrany. Dosazením do rovni
e (1.9) zjistíme, ºe ná-

sobná hrana mezi vr
holy u, v vznikne v grafu práv¥ tehdy, kdyº platí

u+ xi ≡ v (mod x1)

u+ xj ≡ v (mod x1)

pro i > j.
Úpravami zjistíme, ºe tento p°ípad nastane práv¥ tehdy, kdyº platí

∃k ∈ N xi = xj + kx1.

V takovém p°ípad¥ má systém min
í bez min
e xi stejná reprezentovatelná a ne-

reprezentovatelná £ísla jako p·vodní systém min
í. Min
i xi proto m·ºeme pro

hledání Frobeniova £ísla vyne
hat a omezit se tak na grafy bez násobný
h hran.

Nap°íklad v systému min
í o hodnotá
h 6, 7 a 13 není min
e s hodnotou 13
z hlediska reprezentovatelnosti pot°eba, protoºe 6 + 7 = 13.

Poznámka. V 
elém odvození správnosti algoritmu budeme pra
ovat se systé-

mem min
í se se°azenými nesoud¥lnými hodnotami x1, x2, . . . , xn. Kdykoliv bude-

me uvaºovat graf G, myslíme tím graf, který vznikl pomo
í algoritmu popsaného

vý²e.

P°edtím, neº dokáºeme správnost algoritmu, podíváme se na vlastnosti sestro-

jeného grafu.
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De�ni
e 1.22. Sled v grafu G = (V,E, h) je posloupnost vr
hol· (v1, v2, . . . , vn),
kde kaºdé dva po sob¥ jdou
í vr
holy jsou spojeny hranou, tedy

vi ∈ V, (vj , vj+1) ∈ E.

Z (1.9) p°ímo plyne, ºe z kaºdého vr
holu grafu G vy
hází hrana s ohodno
e-

ním xi pro i ∈ {2, 3, . . . , n}. �ádné dv¥ hrany vy
házejí
í z jednoho vr
holu naví


nemají stejné ohodno
ení.

Sled proto m·ºeme popsat jako posloupnost ohodno
ení hran spolu s vý
hozím

vr
holem. Kaºdé ohodno
ení v posloupnosti ur£uje, po které hran¥ sled pokra£uje.

De�ni
e 1.23. Ohodno
ením sledu s = (v1, v2, . . . , vn) rozumíme sou£et ohodno-


ení v²e
h jeho hran tj.

h(s) =

n−1∑

i=1

h((vi, vi+1)).

V¥ta 1.24. Ne
h´ p je sled v grafu G s ohodno
ením w, jehoº za£átek je ve vr-


holu 0. Ohodno
ení hran sledu p ozna£íme po °ad¥ (h1, h2, . . . , hm).
Potom kon
ový vr
hol sledu p je vr
hol v, pro který platí

w =
m∑

i=1

hi ≡ v (mod x1).

D·kaz. První rovnost plyne z de�ni
e ohodno
ení sledu. Opakovaným pouºitím

vztahu (1.9) dokáºeme kongruen
i.

Kaºdé ohodno
ení hrany v grafu má jednu z hodnot x2, x3, . . . , xn. Vztah

ve v¥t¥ 1.24 proto m·ºeme p°epsat do tvaru

w =

n∑

i=2

aixi ≡ v (mod x1), (1.11)

kde ai jsou po£ty hran s ohodno
ením xi ve sledu p.

Poznámka. Výraz a mod b v následují
í £ásti textu znamená zbytek po 
elo£ísel-

ném d¥lení £ísla a £íslem b.
Pro výraz

(v1 mod b, v2 mod b, . . . , vn mod b)

dále zavádíme zkrá
ený zápis

(v1, v2, . . . , vn) mod b.

V¥ta 1.25. Sled se za£átkem ve vr
holu u a kon
em ve vr
holu v existuje práv¥

tehdy, kdyº existuje sled se za£átkem ve vr
holu 0 a kon
em ve vr
holu

v − u mod x1.

D·kaz. M¥jme sled (v1 = u, v2, . . . , vm = v), který má za£átek ve vr
holu u
a kone
 ve vr
holu v. Posloupnost vr
hol·

(v1 − u, v2 − u, v3 − u, . . . , v − u) mod x1
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za£íná v 0 a kon£í v v−u mod x1. Ze vztahu (1.9) naví
 plyne, ºe kaºdá dvoji
e

(vi − u mod x1, vi+1 − u mod x1) odpovídá hran¥. Vý²e uvedená posloupnost

vr
hol· je tedy sled v grafu G.
Opa£nou implika
i dokáºeme analogi
ky p°i£tením u ke v²em vr
hol·m sledu.

V¥ta 1.26. Jsou-li hodnoty x1, x2, . . . , xn nesoud¥lné, pak je graf G = (V,E, h)
siln¥ souvislý, tj. pro kaºdé u, v ∈ V existuje sled s po£áte£ním vr
holem u a kon-


ovým vr
holem v.

D·kaz. Podle v¥ty 1.25 sta£í dokázat, ºe existuje sled z vr
holu 0 do v−u mod x1.

K tomu sta£í najít n¥jaké koe�
ienty a2, a3, . . . , an takové, ºe platí

n∑

i=2

aixi ≡ v − u (mod x1).

Sou£et na levé stran¥ potom odpovídá ohodno
ení hran hledaného sledu.

Pokud zvolíme k ∈ N tak, ºe v − u + kx1 > f(x1, x2, . . . , xn), pak je £íslo

na levé stran¥ nerovnosti reprezentovatelné a existují koe�
ienty a1, a2, . . . , an
tak, ºe platí

n∑

i=1

aixi = v − u+ kx1.

V¥ta 1.27. �íslo x je reprezentovatelné v systému o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn prá-

v¥ tehdy, kdyº x ≥ h, kde h je ohodno
ení nejkrat²ího sledu z vr
holu 0 do vr
holu

v ∈ V spl¬ují
ího v ≡ x (mod x1).

D·kaz. Nejprve dokáºeme implika
i⇒. Máme-li reprezentovatelné x =
∑n

i=1 aixi,

pak podle p°edpokladu v¥ty platí

n∑

i=2

aixi ≡ v (mod x1).

Levá strana kongruen
e udává ohodno
ení hran n¥jakého sledu z vr
holu 0 do vr-


holu v. Ten je jist¥ alespo¬ tak dlouhý jako nejkrat²í sled. Platí proto

x =

n∑

i=1

aixi ≥
n∑

i=2

aixi ≥ h.

Pro d·kaz implika
e⇐ budeme p°edpokládat, ºe x ≥ h. �íslo h je ohodno
ení

sledu kon£í
ího ve vr
holu v. Pro koe�
ienty ai ur£ují
í po£et hran s ohodno
ením

xi proto platí

h =
n∑

i=2

aixi ≡ v (mod x1).

Odtud a z p°edpokladu v¥ty vidíme, ºe

n∑

i=2

aixi ≡ x (mod x1).
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Odstran¥ním kongruen
e dostaneme pro k ∈ Z

kx1 +
n∑

i=2

aixi = kx1 + h = x.

Koe�
ient k je nezáporný, protoºe x ≥ h. Hodnoty k, a2, a3, . . . , an udávají repre-

zenta
i x v systému min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn.

Nyní uº dokáºeme najít nejv¥t²í nereprezentovatelné £íslo x.

V¥ta 1.28. M¥jme nesoud¥lný systém min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn ∈ N

a graf G tohoto systému. Ozna£íme d0, d1, . . . , dx1−1 délky nejkrat²í
h 
est k vr-


hol·m 0, 1, . . . , x1 − 1. Pak platí

f(x1, x2, . . . , xn) = D(G)− x1,

kde D(G) je nejv¥t²í z d0, d1, . . . , dx1−1.

D·kaz. Volme libovolné i ∈ {0, 1, . . . , x1 − 1}. Podle v¥ty 1.24 platí

di ≡ i (mod x1),

a tedy také

di − x1 ≡ i (mod x1).

Ve v¥t¥ 1.27 zvolíme x = di−x1 a v = i. �íslo di−x1 je kongruentní s i a zárove¬ je

men²í neº délka di nejkrat²ího sledu do vr
holu i. V²e
hna v¥t²í £ísla kongruentní

s i jsou naví
 v¥t²í nebo rovna di.
Podle v¥ty 1.27 je proto di−x1 nejv¥t²í nereprezentovatelné £íslo kongruentní

s i.
Nejv¥t²í nereprezentovatelné £íslo je proto D(G) − x1, kde D(G) je nejv¥t²í

z d0, d1, . . . , dx1−1.

1.4 Reprezentovatelnost zvolené £ástky

1.4.1 Hra hledání nereprezentovatelný
h hodnot

S vyuºitím znalostí z p°ed
hozího textu si m·ºeme zahrát hru. P°i jejím popisu

vy
házíme z [18, str. 194�197℄. Hru hrají dva hrá£i, kte°í se st°ídají po tazí
h.

�íkejme jim Ali
e a Bob. Kaºdý z ni
h ve svém tahu vybere jedno p°irozené £íslo,

které není reprezentovatelné pomo
í min
í o jiº vybraný
h hodnotá
h. Ten, kdo

vybere £íslo 1, prohrává. Ali
e za£íná.
Zajímá nás, kdo z ni
h vyhraje, pokud budou oba hrát optimálním zp·sobem.

Zkusíme se pro za£átek podívat na jednodu
hé p°ípady.

Ali
e na za£átku vybere 2. Bob tedy ve svém tahu nesmí vybrat ºádné sudé

£íslo. Nejlep²í volbou je pro n¥j £íslo 3, protoºe tím Ali
i zbude jediná nerepre-

zentovatelná hodnota 1, která je prohrávají
í.

Ali
e na za£átku vybere 3. Potom je situa
e stejná. Bob vybere 2 a na Ali
i

zbude 1. Ali
e op¥t prohrává.
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Ali
e na za£átku vybere 4. Pro Boba je situa
e sloºit¥j²í. �ekn¥me, ºe vy-

bere 5. Ali
e m·ºe jist¥ vyhrát, pokud ve svém tahu vybere 11. V systému min
í

o hodnotá
h 4, 5 a 11 jsou totiº nereprezentovatelné pouze hodnoty 1, 2, 3, 6, 7.
Pokud Bob vybere 7, Ali
e odpoví 6. Bob potom musí vybrat 2 nebo 3, £ímº

se dostane do prohrávají
í situa
e, ve které byla Ali
e v první
h dvou p°ípade
h.

Kdyby Bob vybral 6, Ali
e odpoví 7 a dal²ími tahy vyhraje Ali
e stejným zp·so-

bem. Výb¥r 2 nebo 3 Boba dostane do stejné prohrávají
í situa
e.

Kdyby
hom 
ht¥li zkou²et v²e
hny moºnosti, následoval by nejspí² rozbor p°í-

padu, kdy Ali
e za£íná 4 a Bob odpoví 6. Zkou²ení v²e
h moºností by ale byla

velmi dlouhá 
esta.

Ukáºeme, ºe pro Ali
i existuje strategie, která jí zaru£í výhru za v²e
h

okolností. Ali
e za£ne tím, ºe vybere 5. Bob jí m·ºe odpov¥d¥t libovolným do-

sud nereprezentovatelným £íslem b. Systém min
í o hodnotá
h 5 a b je nesoud¥lný,
protoºe 5 je prvo£íslo.

Nejv¥t²í nereprezentovatelné £íslo systému min
í o hodnotá
h 5 a b je 4b − 5
(viz £ást 1.3.1). Pokud je toto £íslo pro Ali
i vít¥zné, pak si ho jist¥ vybere. Pokud

toto £íslo pro Ali
i vít¥zné není, zamyslí se, jakým £íslem by odpov¥d¥l Bob, kdyby

si Ali
e vybrala prohrávají
í tah 4b− 5. �ekn¥me, ºe Bob by v takovém p°ípad¥

vyhrál výb¥rem £ísla n. Ali
e proto namísto prohrávají
ího tahu 4b − 5 vezme

Bobovi jeho strategii a vybere rovnou £íslo n. Bob si ve svém tahu nem·ºe vybrat

£íslo n. Následují
í v¥tou dokáºeme, ºe si nem·ºe vybrat ani £íslo 4b−5 a dostává
se tak do stejné prohrávají
í pozi
e, ve které by byla Ali
e, kdyby 
hybn¥ vybrala

4b− 5.

Lemma 1.29. Ne
h´ n je libovolné nereprezentovatelné £íslo v systému min
í

o hodnotá
h 5 a b. V systému min
í o hodnotá
h 5, b a n je £íslo 4b− 5 reprezen-

tovatelné.

D·kaz. Vytvo°íme si dvoji
e £ísel (i, 4b− 5− i) takové, ºe i < 4b− 5− i:

(0, 4b− 5), (1, 4b− 6), (2, 4b− 7), . . . , (2b− 3, 2b− 2)

Kaºdá dvoji
e musí obsahovat aspo¬ jedno £íslo nereprezentovatelné v soustav¥

o hodnotá
h 5 a b. Kdyby totiº ob¥ £ísla n¥které dvoji
e byla reprezentovatelná,

pak totéº platí i pro jeji
h sou£et; to je ale ve sporu s tím, ºe £íslo 4b − 5 je

nereprezentovatelné (dokon
e nejv¥t²í takové).

V systému min
í je ale (b−1)(5−1)/2 = 2b−2 nereprezentovatelný
h hodnot

(viz £ást 1.2.1). V kaºdé z 2b−2 dvoji
 proto musí být alespo¬ jedna z ni
h, jinak

by na v²e
hny nevyzbylo.

Kaºdá dvoji
e proto obsahuje práv¥ jedno nereprezentovatelné £íslo. �íslo n je

nereprezentovatelné a na
hází se v jedné z dvoji
. V systému min
í o hodnotá
h

5, b a n je 4b − 5 reprezentovatelné, protoºe je sou£tem n a reprezentovatelného

£ísla, které bylo s n ve dvoji
i.

Ukázali jsme vlastn¥, ºe Ali
e umí Bobovi ukrást vít¥znou strategii. Konkrétní

popis krok· ale neznáme. Pokud Bob vybere velké b, bude pro Ali
i obtíºné najít

správný dal²í tah.

Hrát popsanou hru je velmi obtíºné. Uº kontrolovat, jestli hru hrají dva hrá-

£i podle pravidel je velmi obtíºné. Aby
hom mohli zkontrolovat, jestli hrál hrá£
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podle pravidel, pot°ebujeme zjistit jestli ve svém tahu vybral dosud nereprezen-

tovatelné £íslo.

1.4.2 Obtíºnost reprezentovatelnosti

V této £ásti ukáºeme, ºe rozhodnutí, jestli je daná £ástka reprezentovatelná, je

tzv. NP-úplný problém.

NP-úplné problémy m·ºeme vnímat jako problémy, pro které neznáme efektiv-

ní algoritmi
ké °e²ení, tj. °e²ení, které provede maximáln¥ polynomiální mnoºství

krok· vzhledem k velikosti zadání problému ve dvojkové soustav¥. Budeme ho-

vo°it téº o tzv. NP-t¥ºký
h probléme
h, 
oº jsou zhruba °e£eno úlohy alespo¬

tak obtíºné, jako ostatní NP-úplné problémy. P°esné de�ni
e pojm· NP-t¥ºkost

a NP-úplnost lze najít v literatu°e (viz nap°. [9℄).

NP-t¥ºkost na²eho problému ukáºeme p°evedením známého NP-úplného pro-

blému Loupeºní
i (angli
ky uvád¥no jako Partition [9℄) na problém reprezen-

tovatelnosti £ástky. Budeme vy
házet z d·kazu uvedeného v [10℄.

Problém Loupeºní
i. Máme p°edm¥ty o nezáporný
h 
elo£íselný
h hodno-

tá
h H = {v1, v2, . . . , vn}. Rozhodn¥te, jestli existuje mnoºina S ⊆ H taková,

ºe ∑

v∈S

v =
∑

u∈S\H

u.

Cílem je tedy rozd¥lit lup H na dv¥ £ásti tak, aby ob¥ £ásti m¥ly stejnou

hodnotu.

Problém reprezentovatelnosti jednou min
í kaºdého druhu Rep1 Má-

me min
e o nezáporný
h 
elo£íselný
h hodnotá
h H = {x1, x2, . . . , xn} a £ástku

c ∈ N. Rozhodn¥te, jestli existuje S ⊆ H tak, ºe

∑

x∈S

x = c.

V problému Rep1 hledáme reprezenta
i £ástky c v systému min
í s omezením,

ºe m·ºeme pouºít maximáln¥ jednu min
i od kaºdé hodnoty. V angli
ké literatu°e

bývá uvád¥n pod jménem subset sum problem (SSP-DECISION) [14℄.

Problém reprezentovatelnosti v systému min
íRepN Máme systém min-


í o nezáporný
h 
elo£íselný
h hodnotá
h x1, x2, . . . , xn a £ástku c ∈ N. Rozhod-

n¥te, jestli existuje n-ti
e nezáporný
h 
elý
h £ísel (b1, b2, . . . , bn) taková, ºe

n∑

i=1

bixi = c.

V problému RepN hledáme libovolnou reprezenta
i £ástky c ve stejném vý-

znamu jako ve zbytku této prá
e (de�ni
e 1.1). V angli
ké literatu°e bývá uvád¥n

pod jménem unbounded subset sum problem (USSP-DECISION) [14℄.

Problém Loupeºní
i pat°í do t°ídy NP-úplný
h problém· [9℄.

Ch
eme dokázat, ºe pokud existuje algoritmus, který °e²í problém RepN v po-

lynomiálním £ase vzhledem k dél
e vstupu, pak takový algoritmus existuje i pro
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problém Loupeºní
i. To dokáºeme tak, ºe p°evedeme libovolné zadání problé-

mu Loupeºní
i na zadání problému RepN. �asová sloºitost algoritmu p°evodu

musí být maximáln¥ polynomiální v dél
e vstupu.

Tímto d·kazem ukáºeme, ºe dokáºeme °e²it problém Loupeºní
i pomo
í

°e²ení problému RepN. Kdyby pro problém RepN existoval polynomiální algo-

ritmus °e²ení, existoval by takový i pro problém Loupeºní
i. Problém RepN

proto pat°í spolu s Loupeºní
i do t°ídy NP-t¥ºký
h problém·.

Algoritmus p°evodu naví
 nebudeme konstruovat p°ímo. Nejprve p°evedením

problému Loupeºní
i na problém Rep1 ukáºeme, ºe Rep1 je NP-t¥ºký. Potom

p°evedením Rep1 na RepN ukáºeme, ºe RepN je NP-t¥ºký.

V¥ta 1.30. Existuje algoritmus, který p°evede zadání problému Loupeºní
i

na zadání problému Rep1 v polynomiálním £ase vzhledem k velikosti vstupu.

Problém Loupeºní
i bude mít s tímto zadáním °e²ení práv¥ tehdy, kdyº bude

mít °e²ení problém Rep1 s p°evedeným zadáním.

D·kaz. Popí²eme hledaný algoritmus. Máme hodnoty p°edm¥t· z problému Lou-

peºní
i H = {v1, v2, . . . , vn}. Hodnoty min
í z Rep1 nastavíme stejné jako hod-

noty p°edm¥t·. �ástka, kterou 
h
eme reprezentovat, bude

c =

∑n
i=1 vi
2

.

Kdyby bylo c /∈ N0, pak byla 
elková hodnota p·vodního lupu H li
há a tedy

nerozd¥litelná na dv¥ stejné £ásti. Problém Loupeºní
i nyní má °e²ení práv¥

tehdy, kdyº má °e²ení problém Rep1. Algoritmus p°evodu b¥ºí v polynomiálním

£ase.

Dokázali jsme tedy, ºe problém Rep1 je NP-t¥ºký.

V¥ta 1.31. Existuje algoritmus, který p°evede zadání problému Rep1 na zadání

problému RepN v polynomiálním £ase vzhledem k velikosti vstupu.

Problém Rep1 bude mít s tímto zadáním °e²ení práv¥ tehdy, kdyº bude mít

°e²ení problém RepN s p°evedeným zadáním.

D·kaz. Ozna£íme si x0, x1, . . . , xn−1 hodnoty min
í, které pouºíváme pro hledání

reprezenta
e £ástky c v problému Rep1.

Budeme konstruovat systém min
í y0, y1, . . . , ym a £ástku c′ tak, aby byla c′

reprezentovatelná pomo
í libovolného po£tu min
í hodnot y0, y1, . . . , ym práv¥

tehdy kdyº je c reprezentovatelná pomo
í maximáln¥ jedné min
e kaºdé z hodnot

x0, x1, . . . , xn−1.

Oba problémy jsou tém¥° stejné. Pro zadání problému RepN by
hom mohli

pouºít stejné min
e jako pro Rep1. Je pouze pot°eba zajistit, aby problém RepN

nepouºíval ºádnou min
i opakovan¥.

My²lenkou d·kazu je, ºe k i-té min
i p°idáme krom¥ její hodnoty je²t¥ po-

£ítadlo, které bude po£ítat, kolikrát byla tato min
e pouºita. Kaºdé min
i xi

p°i°adíme vektor vi:

vi = (0, 0, 0, . . . ,

i-té místo

︷︸︸︷

1 , . . . , 0, 0, 0
︸ ︷︷ ︸

n po£ítadel

, xi)
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�íslo c je v Rep1 reprezentovatelné pomo
í x0, . . . , xn−1, práv¥ kdyº existují

ai ∈ {0, 1} tak, ºe
n−1∑

i=0

aixi = c.

To nastane práv¥ tehdy, kdyº

n−1∑

i=0

aivi = (a0, . . . , an−1, c). (1.12)

De�nujeme-li

v′i = (0, 0, 0, . . . ,

i-té místo

︷︸︸︷

1 , . . . , 0, 0, 0
︸ ︷︷ ︸

n po£ítadel

, 0),

pak je (1.12) ekvivalentní s podmínkou

n−1∑

i=0

aivi +
n−1∑

i=0

a′iv
′
i = (1, . . . , 1, c),

kde ai, a
′
i ∈ {0, 1}. V poslední rovni
i m·ºeme p°ipustit ai, a

′
i ∈ N0, protoºe to

nijak neovlivní její °e²itelnost.

Tím jsme p·vodní úlohu Rep1 p°evedli na 
osi jako vektorovou úlohu typu

RepN, vyuºívají
í libovolné mnoºství �min
í� v0, v1, . . . , vn−1 a v′0, v
′
1, . . . , v

′
n−1

k hledání reprezenta
e vektoru (1, . . . , 1, c). Zbývá ukázat, ºe pomo
í kódování ve

dvojkové soustav¥ ji m·ºeme p°evést na klasi
kou RepN.

Budeme uvaºovat zápis hodnoty yi ve dvojkové soustav¥. Na 
ifrá
h s nej-

niº²ím významem bude dvojkový zápis £ísla xi. Na 
ifrá
h s vy²²ím významem

budou po£ítadla. Pro po£ítadlo kaºdé min
e si vyhradíme pouze jednu 
ifru ve

dvojkovém zápisu. Kdyby
hom nyní v reprezenta
i pouºili dv¥ min
e o hodnot¥ yi,
se£etly by se i jedni£ky na i-tém po£ítadle a jedni£ka by �p°etekla� do sousedního

po£ítadla.

Aby
hom tomu zabránili, dáme p°ed po£ítadla jednotlivý
h min
í je²t¥ po£í-

tadlo 
elkového po£tu pouºitý
h min
í.

Zápis hodnoty min
e yi, odpovídají
í vektoru vi, ve dvojkové soustav¥ nyní

demonstruje následují
í výraz:

000 . . . 001
︸ ︷︷ ︸

po£ítadlo pouºitý
h min
í

000 . . .

i-té místo

︷︸︸︷

1 . . . 000
︸ ︷︷ ︸

n po£ítadel

0101 . . .01
︸ ︷︷ ︸

dvojkový zápis xi

Zápis pomo
né min
e y′i, odpovídají
í vektoru v′i, ve dvojkové soustav¥ je:

000 . . . 001
︸ ︷︷ ︸

po£ítadlo pouºitý
h min
í

000 . . .

i-té místo

︷︸︸︷

1 . . . 000
︸ ︷︷ ︸

n po£ítadel

000 . . . 000
︸ ︷︷ ︸

nuly

�ástka c′, jejíº reprezenta
i v RepN hledáme, vypadá ve dvojkové soustav¥ ná-

sledovn¥:

010 . . . 101
︸ ︷︷ ︸

dvojkový zápis n

111 . . . 111
︸ ︷︷ ︸

n po£ítadel

0101 . . . 01
︸ ︷︷ ︸

dvojkový zápis c
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Kaºdá min
e má v po£ítadle 
elkového mnoºství pouºitý
h min
í £íslo 1. �ást-
ka c′ má ve stejné £ásti £íslo n. Pro reprezenta
i c′ proto m·ºeme pouºít maximál-

n¥ n min
í. Kdyby p°i s£ítání do²lo k p°enosu z mén¥ významný
h 
ifer, mohli

by
hom pouºít i mén¥ neº n min
í.

Kaºdá min
e má 1 na práv¥ jednom z po£ítadel jednotlivý
h min
í. Pokud

zajistíme, ºe nedojde k p°enosu hodnot z mén¥ významný
h 
ifer £ásti dvojkového

zápisu £ísel xi, pak pot°ebujeme alespo¬ n min
í pro vypln¥ní v²e
h po£ítadel v c′

jedni£kami. Po£ítadlo pouºitý
h min
í zaji²´uje, ºe vyuºijeme maximáln¥ n min
í.

Pro zapln¥ní i-tého po£ítadla jednotlivý
h min
í proto pot°ebujeme bu¤ min
i yi,
nebo min
i y′i.

Nejv¥t²í £ástka, kterou umíme reprezentovat pomo
í maximáln¥ n min
í, je

nxmax, kde xmax je nejv¥t²í z x0, x1, . . . , xn−1. Aby dvojkový zápis nxmax nezasa-

hoval do po£ítadel, vyhradíme si pro n¥j d = ⌈log2 nxmax⌉ bit·.
Zadáním problému RepN budou min
e y0, y1, . . . , yn−1, y

′
0, y

′
1, . . . , y

′
n−1 a £ást-

ka c′, kde

yi = xi + 2i+d + 2d+n

y′i = 2i+d + 2d+n

c′ = c+
n−1∑

i=0

2i+d + n2d+n
.

Vstup pro problém RepN je polynomiáln¥ v¥t²í neº vstup pro p·vodní pro-

blém Rep1. Samotný algoritmus neprovádí ºádný sloºitý výpo£et. Jeho £asová

sloºitost je proto ur£ena velikostí výstupu. Celý p°evod proto b¥ºí v polynomiál-

ním £ase.

Problém RepN je tedy NP-t¥ºký, tj. je alespo¬ tak t¥ºký, jako v²e
hny ostatní

NP-úplné problémy. Problém RepN je zárove¬ ve t°íd¥ NP. Je totiº jednodu
hé

v polynomiálním £ase ov¥°it, ºe reprezenta
e £ástky n je platná.

Zjistili jsme tedy, ºe uº základní problém zji²t¥ní, jestli je daná £ástka v systé-

mu min
í reprezentovatelná, pat°í mezi NP-úplné problémy. Dal²ím NP-úplným

problémem, který jsme jiº zmínili, je nalezení Frobeniova £ísla v systému min-


í [21℄.

Grafový algoritmus, který jsme ukázali v £ásti 1.3.2, se zdá být efektivní. I ten

ale ve skute£nosti b¥ºí v exponen
iálním £ase vzhledem k dél
e zadání ve dvojkové

soustav¥. Po£et krok·, který musí ud¥lat, roste polynomiáln¥ s hodnotou nejmen²í

min
e v zadání. Hodnota min
í v zadání ale m·ºe r·st exponen
iáln¥ vzhledem

k dél
e zadání ve dvojkové soustav¥.
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2. Po£et reprezenta
í £ástky

V této kapitole se podíváme na problém po£tu reprezenta
í £ástky v systému

min
í pomo
í vytvo°ují
í
h funk
í.

Po£tem reprezenta
í £ástky a rozumíme po£et r·zný
h n-ti
, které jsou podle

de�ni
e 1.1 reprezenta
í £ástky a.

De�ni
e 2.1. Vytvo°ují
í funk
e posloupnosti {an}∞n=0 je mo
ninná °ada de�no-

vaná p°edpisem

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . . .

Vytvo°ují
í funk
e p°edstavují jiný zp·sob pohledu na posloupnosti. Ze zápisu

vytvo°ují
í funk
e ve tvaru mo
ninné °ady na první pohled vidíme prvky p·vod-

ní posloupnosti. Sou£et dvou vytvo°ují
í
h funk
í s£ítá koe�
ienty jednotlivý
h

mo
nin x. Odpovídá tedy s£ítání dvou posloupností po sloºká
h. Práv¥ popsanou

vlastnost zapí²eme pomo
í následují
í v¥ty.

V¥ta 2.2. M¥jme posloupnost {an}∞n=0 s vytvo°ují
í funk
í f a posloupnost

{bn}∞n=0 s vytvo°ují
í funk
í g.
Vytvo°ují
í funk
e posloupnosti {an + bn}∞n=0 je f + g.

D·kaz. Vyplývá z vlastností s£ítání mo
ninný
h °ad.

Podíváme se je²t¥ na opera
i násobení.

V¥ta 2.3. M¥jme systém min
í a posloupnost {an}∞n=0 takovou, ºe hodnota ai
vyjad°uje po£et reprezenta
í £ástky i v systému min
í. Dále m¥jme druhý systém

min
í, který nemá s prvním systémem ºádnou spole£nou min
i, a posloupnost

{bn}∞n=0 takovou, ºe hodnota bj vyjad°uje po£et reprezenta
í £ástky j v druhém

systému min
í. Ne
h´ f je vytvo°ují
í funk
e posloupnosti {an}∞n=0 a g je vytvo-

°ují
í funk
e posloupnosti {bn}∞n=0.

M¥jme dále posloupnost {cn}∞n=0 takovou, ºe ci je po£et reprezenta
í £ástky

i v systému min
í, který vznikl sloºením dvou díl£í
h podsystém·. Vytvo°ují
í

funk
e posloupnosti {cn}∞n=0 je rovna sou£inu vytvo°ují
í
h funk
í f a g.

D·kaz. Najdeme posloupnost, která má na n-témmíst¥ hodnotu vyjad°ují
í po£et

zp·sob·, jak rozm¥nit £ástku n v systému obsahují
ím v²e
hny min
e z p°ed
ho-

zí
h dvou systém·. �ást £ástky n je pokaºdé rozm¥n¥na pomo
í min
í z prvního

systému. Zbytek je rozm¥n¥n pomo
í min
í z druhého systému. Pokud je pomo
í

prvního systému min
í rozm¥n¥na £ástka i, pak je pomo
í druhého systému min
í

rozm¥n¥na £ástka n− i a po£et zp·sob·, jak to ud¥lat, je aibn−i. Po£et zp·sob·,

jak v novém systému min
í rozm¥nit £ástku n, je tedy cn =
∑n

i=0 aibn−i.

�len s xn
v sou£inu fg vypadá následovn¥:

n∑

i=0

aix
ibn−ix

n−i =

n∑

i=0

aibn−ix
n

Sou£in f a g je tedy vytvo°ují
í funk
í posloupnosti {cn}∞n=0.
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Pro systémy s jedinou min
í je zji²t¥ní posloupnosti po£tu zp·sob· reprezen-

ta
e £ástky jednodu
hé. Nap°íklad pro systém s jedinou min
í o hodnot¥ 3 je

posloupnost po£tu zp·sob·, jak reprezentovat £ástky

(1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, . . .).

První jedni£ka p°itom vyjad°uje, ºe £ástku 0 lze sloºit jediným zp·sobem. Obe
n¥

pro systémy s jedinou min
í o hodnot¥ c bude pro posloupnost po£tu zp·sob·

reprezenta
e {an}∞n=0 platit

an =

{

1 pokud c d¥lí n

0 jinak.

Vytvo°ují
í funk
e této posloupnosti je

1 + xc + x2c + x3c + . . . .

V¥ta 2.4. Pro x ∈ C a 0 ≤ |x| < 1 a c ∈ N platí

1 + xc + x2c + x3c + · · · = 1

1− xc
.

D·kaz. P°ipomeneme vzore
 pro sou£et geometri
ké °ady

1 + y + y2 + y3 + · · · = 1

1− y
.

Tvrzení v¥ty nyní získáme dosazením y = xc
.

Postupným skládáním systém· min
í pomo
í násobení vytvo°ují
í
h funk
í

nyní umíme najít po£et zp·sob·, jak reprezentovat £ástku v libovolném systému

min
í.

Nap°íklad pro systém min
í o hodnotá
h 3, 5 a 7 nyní sta£í k nalezení po-

sloupnosti po£tu zp·sob· reprezenta
e jednotlivý
h £ástek vynásobit vytvo°ují
í

funk
e t°í jednomin
ový
h systém·.

(1 + x3 + x6 + x9 + . . . )(1 + x5 + x10 + x15 + . . . )(1 + x7 + x14 + x21 + . . . ) =

=
1

1− x3

1

1− x5

1

1− x7

Výsledný výraz dále pot°ebujeme upravit zp¥t do tvaru mo
ninné °ady, ve

které koe�
ient u xn
ur£uje n-tý prvek hledané posloupnosti. Tomuto problému

se budeme v¥novat v následují
í
h £áste
h.

2.1 Pro dv¥ min
e

V této £ásti se budeme zabývat hledáním po£tu zp·sob·, jak reprezentovat libo-

volnou £ástku v systému min
í o dvou nesoud¥lný
h hodnotá
h. P°i psaní této

£ásti £erpáme z publika
e [4, kap. 1℄.
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2.1.1 Odvození pomo
í vytvo°ují
í
h funk
í

Pomo
í vytvo°ují
í
h funk
í nyní odvodíme vztah pro nalezení po£tu reprezenta
í

£ástek pro systémy min
í o dvou min
í
h s nesoud¥lnými hodnotami.

M¥jme systém min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b. Posloupnost po£tu repre-

zenta
í £ástek pro tento systém min
í ozna£íme {cn}∞n=0.

K nalezení £len· této posloupnosti vyuºijeme sou£in vytvo°ují
í
h funk
í po-

sloupností jednomin
ový
h systém· s min
emi o hodnotá
h a a b. Hledáme tedy

koe�
ienty c0, c1, c2, . . . ∈ N0 takové, ºe

1

(1− xa)(1− xb)
= c0 + c1x+ c2x

2 + . . . .

Ne
h´ p ∈ N0 je libovolné pevn¥ zvolené £íslo. Hledání koe�
ientu cp m·ºeme

zjednodu²it tak, ºe budeme hledat konstantní £len výrazu

f(x) =
1

(1− xa)(1− xb)xp
=

c0
xp

+
c1

xp−1
+ · · ·+ cp + cp+1x+ cp+2x

2 + . . . .

P°ipome¬me známou v¥tu o rozkladu ra
ionální funk
e na par
iální zlomky,

kterou následn¥ aplikujeme na funk
i f .

V¥ta 2.5 (Rozklad na par
iální zlomky). Kaºdou funk
i ve tvaru

f(x) =
p(x)

(x− a1)e1(x− a2)e2 · · · (x− an)en
,

kde p(x) je polynom stupn¥ nejvý²e e1+ e2+ · · ·+ en a e1, e2, . . . , en ∈ N, m·ºeme

zapsat ve tvaru

f(x) =

n∑

k=1

(
Ck,1

x− ak
+

Ck,2

(x− ak)2
+ · · ·+ Ck,ek

(x− ak)ek

)

,

kde koe�
ienty Ck,j ∈ C jsou ur£eny jednozna£n¥.

D·kaz. D·kaz zde neuvádíme. Je k dispozi
i nap°íklad v [13, v¥ta 57℄.

K nalezení rozkladu funk
e f pot°ebujeme nejprve najít v²e
hny ko°eny poly-

nomu (1− xa)(1− xb)xp
v oboru komplexní
h £ísel.

Ko°eny polynomu 1 − xk
jsou v²e
hny k-té odmo
niny z 1, tedy komplexní

£ísla 1, ξk, ξ
2
k, . . . , ξ

k−1
k , kde

ξk = cos
2π

k
+ i sin

2π

k
.

V²e
hny ko°eny polynomu (1− xa)(1− xb)xp
a jeji
h násobnosti jsou tedy

• ko°en x = 0 s násobností p,

• ko°en x = 1 s násobností 2,

• ko°eny ξa, ξ
2
a, . . . , ξ

a−1
a s násobností 1,

• ko°eny ξb, ξ
2
b , . . . , ξ

b−1
b s násobností 1.
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Ko°eny ξka a ξlb jsou pro v²e
hna k ∈ {1, 2, . . . , a− 1} a l ∈ {1, 2, . . . , b− 1} r·zné,
protoºe a a b jsou nesoud¥lná £ísla.

Pro nalezení rozkladu funk
e f na par
iální zlomky hledáme konstanty

A1, A2, . . . , Ap, B1, B2, C1, C2, . . . , Ca−1, D1, D2, . . . , Db−1

takové, ºe

1

(1− xa)(1− xb)xp
=

A1

x
+

A2

x2
+ · · ·+ Ap

xp
+

B1

x− 1
+

B2

(x− 1)2
+

+
C1

x− ξa
+

C2

x− ξ2a
+ · · ·+ Ca−1

x− ξa−1
a

+

+
D1

x− ξb
+

D2

x− ξ2b
+ · · ·+ Db−1

x− ξb−1
b

.

(2.1)

Z de�ni
e funk
e f plyne, ºe platí A1 = cp−1, A2 = cp−2, ..., Ap = c0. Uvidíme,

ºe pro nalezení cp nejsou hodnoty t¥
hto konstant podstatné.

Najdeme konstantu B2. Ob¥ strany rovni
e (2.1) vynásobíme výrazem (x−1)2,
£ímº získáme

(x− 1)2

(1− xa)(1− xb)xp
=

p
∑

k=1

Ak(x− 1)2

xk
+B1(x− 1) +B2+

+
a−1∑

k=1

Ck(x− 1)2

x− ξka
+

b−1∑

k=1

Dk(x− 1)2

x− ξkb
.

Limita pravé strany pro x jdou
í k 1 je B2. Platí proto

B2 = lim
x→1

(x− 1)2

(1− xa)(1− xb)xp

= lim
x→1

(x− 1)2

(1− x)(1 + x+ · · ·+ xa−1)(1− x)(1 + x+ · · ·+ xb−1)xp
=

1

ab
.

Konstantu B1 získáme podobným zp·sobem. Ob¥ strany rovni
e (2.1) vyná-

sobíme x− 1, £ímº získáme

x− 1

(1− xa)(1− xb)xp
=

p
∑

k=1

Ak(x− 1)

xk
+B1 +

B2

x− 1
+

+

a−1∑

k=1

Ck(x− 1)

x− ξka
+

b−1∑

k=1

Dk(x− 1)

x− ξkb
.

Po ode£tení B2/(x − 1) od obou stran rovni
e je limita pravé strany pro x
jdou
í k 1 rovna B1. Platí proto

B1 = lim
x→1

x− 1

(1− xa)(1− xb)xp
−

1
ab

x− 1
= lim

x→1

(x− 1)2 − 1
ab
(1− xa)(1− xb)xp

(1− xa)(1− xb)(x− 1)xp

= lim
x→1

(x− 1)2 − 1
ab
(1− x)(1 + x+ · · ·+ xa−1)(1− x)(1 + x+ · · ·+ xb−1)xp

(1− x) (1 + x+ · · ·+ xa−1)
︸ ︷︷ ︸

→a

(1− x) (1 + x+ · · ·+ xb−1)
︸ ︷︷ ︸

→b

(x− 1) xp

︸︷︷︸

→1

.

30



Zkrátíme (x− 1)2 a pomo
í v¥ty o aritmeti
e limit [12, v¥ta 106℄ získáme

B1 =
−1
ab

lim
x→1

1
ab
(1 + x+ · · ·+ xa−1)(1 + x+ · · ·+ xb−1)xp − 1

x− 1

De�nujme funk
i h p°edpisem

h(x) =
1

ab
(1 + x+ · · ·+ xa−1)(1 + x+ · · ·+ xb−1)xp

.

Platí h(1) = 1, tedy

B1 =
−1
ab

lim
x→1

h(x)− h(1)

x− 1
=
−1
ab

h′(1).

Vypo£ítáme deriva
i funk
e h podle pravidla o derivování sou£inu:

h′(x) =
1

ab

(
(1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ (a− 1)xa−2)(1 + x2 + x3 + · · ·+ xb−1)xp+

+ (1 + x2 + x3 + · · ·+ xa−1)(1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ (b− 1)xb−2)xp+

+ (1 + x2 + x3 + · · ·+ xa−1)(1 + x2 + x3 + · · ·+ xb−1)pxp−1
)

Hodnota B1 je tedy

B1 =
−1
ab

(
(1 + 2 + · · ·+ (a− 1))b

ab
+

a(1 + 2 + · · ·+ (b− 1))

ab
+

abp

ab

)

=
−1
ab

(
a− 1

2
+

b− 1

2
+ p

)

=
1

ab
− 1

2a
− 1

2b
− p

ab
.

Koe�
ienty Ck získáme analogi
ky. Budeme hledat koe�
ient Cl. Vynásobením

obou stran rovni
e (2.1) výrazem x− ξla získáme

x− ξla
(1− xa)(1− xb)xp

=

p
∑

k=1

Ak(x− ξla)

xk
+

B1(x− ξla)

x− 1
+

B2(x− ξla)

(x− 1)2
+

+
l−1∑

k=1

Ck(x− ξla)

x− ξka
+ Cl +

a−1∑

k=l+1

Ck(x− ξla)

x− ξka
+

b−1∑

k=1

Dk(x− ξla)

x− ξkb
.

Limita pravé strany pro x jdou
í k ξl je Cl. Platí proto

Cl = lim
x→ξla

x− ξla
(1− xa)(1− xb)xp

=
1

ξlpa (1− ξlba )
lim
x→ξla

x− ξla
1− xa

L'H

=
1

ξlpa (1− ξlba )

−1
aξ

l(a−1)
a

V druhém kroku výpo£tu jsme pouºili L'Hospitalovo pravidlo na limitu ve

tvaru �

0
0
� . Platí, ºe ξaa = 1, nebo´ ξa je a-tá odmo
nina jedni£ky. Proto

ξlpa ξ
l(a−1)
a = ξlaa ξ

lp−l
a = ξl(p−1)

a .

Pouºitím popsaný
h úprav získáme

Cl =
−1

aξ
l(p−1)
a (1− ξlba )

.
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Stejným postupem zjistíme, ºe

Dl =
−1

bξ
l(p−1)
b (1− ξlab )

.

Uvaºujme nyní funk
i g de�novanou p°edpisem

g(x) = cp + cp+1x+ cp+2x
2 + · · · .

Na²ím 
ílem je najít hodnotu cp = g(0). Pro x 6= 0 platí

g(x) = f(x)− c0
xp
− · · · − cp−1

x
=

B1

x− 1
+

B2

(x− 1)2
+

+
C1

x− ξa
+

C2

x− ξ2a
+ · · ·+ Ca−1

x− ξa−1
a

+

+
D1

x− ξb
+

D2

x− ξ2b
+ · · ·+ Db−1

x− ξb−1
b

.

(2.2)

Na levé i na pravé stran¥ p°ed
hozího vztahu jsou funk
e spojité v nule, limitním

p°e
hodem x→ 0 tedy dosp¥jeme k rovnosti

cp = g(0) = −B1 +B2 −
C1

ξa
− C2

ξ2a
− · · · − Ca−1

ξa−1
a

− D1

ξb
− D2

ξ2b
− · · · − Db−1

ξb−1
b

.

Dosazením za konstanty Bi, Cj, Dk získáme

cp = g(0) =
1

2a
+

1

2b
+

p

ab
+

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpa (ξkba − 1)
+

1

b

b−1∑

k=1

1

ξkpb (ξkab − 1)
. (2.3)

Na²li jsme výraz udávají
í po£et zp·sob· reprezenta
e cp £ástky p v systému

s nesoud¥lnými hodnotami a, b.
Pokusíme se nalezený vzore
 (2.3) dále zjednodu²it. Za£neme hledáním jedno-

du²²ího zp·sobu zápisu pro

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpa (ξkba − 1)
. (2.4)

Podíváme se na systém min
í o hodnotá
h a a 1. Po£et zp·sob·, jak repre-

zentovat £ástku p, ozna£íme c′p. Kaºdá reprezenta
e £ástky p pouºije k krát min
i

o hodnot¥ a a zbytek £ástky doplní min
emi o hodnot¥ 1. Po£et zp·sob· repre-

zenta
e p je tedy roven po£tu moºností, jak zvolit k ∈ N0, aby ka < p a tedy

i k < p/a. Proto platí

c′p =
⌊p

a

⌋

+ 1. (2.5)

Symbol ⌊x⌋ p°itom ozna£uje dolní 
elou £ást x ∈ R, tj. nejv¥t²í 
elé £íslo

men²í nebo rovné x.
Po£et zp·sob· reprezenta
e £ástky p m·ºeme získat i dosazením b = 1 do

vztahu (2.3):

c′p =
1

2a
+

1

2
+

p

a
+

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpa (ξka − 1)
(2.6)
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Z výraz· (2.5) a (2.6) vyjád°íme

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpa (ξka − 1)
= −

{p

a

}

+
1

2
− 1

2a
. (2.7)

Zna£ení {x} zde má význam desetinné £ásti £ísla x, tedy {x} = x− ⌊x⌋.
Hledaný výraz (2.4) stále není ve stejném tvaru jako (2.7). P°edtím, neº ho

do podobného tvaru upravíme, ukáºeme n¥které vlastnosti £ísla ξa. Z Moivreovy

v¥ty plyne

ξka = cos
2πk

a
+ i sin

2πk

a
.

Z periodi
ity goniometri
ký
h funk
í proto dostáváme, ºe

ξka = ξk mod a
a . (2.8)

Lemma 2.6. M¥jme nesoud¥lná £ísla m, a ∈ N a k ∈ {1, 2, . . . , a− 1}. Potom

mk mod a 6= 0.

D·kaz. P°edpokládejme pro spor, ºe mk mod a = 0, tedy a d¥lí mk. Odtud
a z p°edpokladu nesoud¥lnosti a a m plyne, ºe a d¥lí k.

�ádná z moºný
h hodnot k ale není d¥litelná a, £ímº získáváme spor.

Lemma 2.7. Pro nesoud¥lná £ísla a,m ∈ N0 platí

{ξka ; k ∈ {1, 2, . . . , a− 1}} = {ξmk
a ; k ∈ {1, 2, . . . , a− 1}}.

D·kaz. Ze vztahu (2.8) vidíme, ºe sta£í dokázat

{k; k ∈ {1, 2, . . . , a− 1}} = {mk mod a; k ∈ {1, 2, . . . , a− 1}}.

Z vlastností zbytku po d¥lení plyne mk mod a ∈ {0, 1, . . . , a−1}. Z lemmatu 2.6

dále plyne, ºe mk mod a 6= 0. Zbývá tedy dokázat, ºe pro u, v ∈ {1, 2, . . . , a−1}
a u 6= v platí

mu mod a 6= mv mod a.

P°edpokládejme pro spor, ºe

mu ≡ mv (mod a).

Z p°ed
hozí kongruen
e plyne, ºe a d¥lí m(u− v). Protoºe a, m jsou nesoud¥lná,

a d¥lí u− v a platí

u ≡ v (mod a)

u = v + ka,

pro k ∈ Z. Odtud a z p°edpokladu u, v ∈ {1, 2, . . . , a− 1} plyne, ºe u = v.

D·sledek 2.8. Pro libovolnou funk
i h : C → C a nesoud¥lná £ísla a,m ∈ N

platí

a−1∑

j=1

h(ξja) =
a−1∑

j=1

h(ξjma ).
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Lemma 2.9. M¥jme dv¥ nesoud¥lná £ísla a, b ∈ N a £íslo b′ ∈ N takové, ºe

bb′ ≡ 1 (mod a).

Potom jsou a a b′ nesoud¥lná.

D·kaz. Ozna£íme c libovolného spole£ného d¥litele a a b′. Existují tedy k, l ∈ Z

takové, ºe a = kc, b′ = lc.
Ob¥ strany druhé rovnosti vynásobíme b, £ímº získáme

bb′ = blc.

Z p°edpokladu v¥ty a následného dosazení za a plyne

bb′ = 1 + ua = 1 + ukc,

pro n¥jaké u ∈ Z. Z toho získáme

1 = blc− ukc = c(bl − uk).

Zjistili jsme tedy, ºe libovolný spole£ný d¥litel c £ísel a, b′, d¥lí 1. �ísla a, b′ jsou
tedy nesoud¥lná.

Lemma 2.10. M¥jme a,m ∈ N0 nesoud¥lná a m > 0. Potom existuje a′ takové,
ºe aa′ ≡ 1 (mod m) a platí

a′ ≡ aϕ(m)−1 (mod m),

kde ϕ je Eulerova funk
e [23, str. 19℄.

D·kaz. Podle Eulerovy v¥ty [23, v¥ta 3.10℄ platí

1 ≡ aϕ(m) = aaϕ(m)−1 (mod m).

Odtud plyne poºadovaný vztah.

Zavedeme funk
i h s p°edpisem

h(x) =
1

xp(xb − 1)
.

Hledaný výraz (2.4) je roven

1

a

a−1∑

k=1

h(ξka).

Volme nyní b′ takové, ºe bb′ ≡ 1 (mod a). Takové b′ podle lemmatu 2.10 existuje,

protoºe a, b jsou nesoud¥lná. Podle d·sledku 2.8 platí

1

a

a−1∑

k=1

h(ξka) =
1

a

a−1∑

k=1

h(ξkb
′

a ) =
1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpb
′

a (ξka − 1)
.

Pouºitím vztahu (2.7), kde místo p pí²eme pb′, získáme

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpa (ξkba − 1)
=

1

a

a−1∑

k=1

1

ξkpb
′

a (ξka − 1)
= −

{
pb′

a

}

+
1

2
− 1

2a
. (2.9)
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Stejným zp·sobem m·ºeme zjednodu²it druhou sumu z výrazu (2.3): Zkou-

máním systému min
í o hodnotá
h 1, b by
hom do²li k záv¥ru, ºe

1

b

b−1∑

k=1

1

ξkpb (ξkab − 1)
= −

{
pa′

b

}

+
1

2
− 1

2b
. (2.10)

Dosazením získaný
h výraz· do (2.3) obdrºíme následují
í v¥tu.

V¥ta 2.11. Po£et reprezenta
í £ástky p v systému min
í o nesoud¥lný
h hodno-

tá
h a, b ∈ N je

cp =
p

ab
+ 1−

{
pb′

a

}

−
{
pa′

b

}

,

kde a′, b′ ∈ N a

aa′ ≡ 1 (mod b)

bb′ ≡ 1 (mod a).

D·kaz. V¥tu jsme odvodili vý²e.

P°íklad 2.12. Zjist¥te po£et reprezenta
í £ástky 42 v systému min
í o hodnotá
h

5 a 7.

�e²ení. P°íklad vy°e²íme dv¥ma zp·soby. Nejprve odhadneme °e²ení prostým

zkou²ením. Potom najdeme po£et zp·sob· pouºitím v¥ty 2.11.

Po krátkém zkou²ení zjistíme, ºe £ástku 42 m·ºeme reprezentovat pomo
í

²esti min
í o hodnot¥ 7, nebo pomo
í jedné min
e o hodnot¥ 7 a sedmi min
í

o hodnot¥ 5. Na²li jsme tedy dva zp·soby, jak £ástku reprezentovat.

Dal²ím zkou²ením by
hom jist¥ p°i²li i na to, ºe ºádný jiný zp·sob reprezen-

ta
e není. Poj¤me tuto skute£nost ov¥°it je²t¥ pomo
í v¥ty 2.11.

Víme, ºe a = 5, b = 7 a p = 42. Platí a′ = 3, nebo´ ϕ(7) = 6 a podle

lemmatu 2.10

a′ = aϕ(b)−1 mod b = 55 mod 7 = 3.

Pouºitím stejného lemmatu zjistíme, ºe b′ = 3, protoºe

73 mod 5 = 3.

Zbývá tedy dosadit do vzor
e ve v¥t¥ 2.11 a vypo£ítat výsledek:

c42 =
42

35
+ 1−

{
42 · 3
5

}

−
{
42 · 3
7

}

=
42

35
+ 1−

{
126

5

}

− {6 · 3} = 42

35
+ 1− 1

5
= 2

Po£et zp·sob·, jak reprezentovat £ástku 42, je roven 2.

P°íklad 2.13. Zjist¥te po£et reprezenta
í £ástky 171 v systému min
í o hodnotá
h

9 a 30.
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�e²ení. �ísla 9 a 30 nejsou nesoud¥lná. Nem·ºeme proto pouºít v¥tu 2.11.

Vyd¥líme-li hodnoty min
í jeji
h nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem tj. £íslem 3,

získáme systém min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h 3 a 10. Kaºdá reprezenta
e £ást-
ky 171/3 = 57 v novém systému min
í je potom reprezenta
í £ástky 171 v p·vod-

ním systému min
í a naopak.

Po£et reprezenta
í £ástky 171 v p·vodním systému min
í je proto stejný jako

po£et reprezenta
í £ástky 57 v novém systému min
í. Vlastn¥ jde o zobe
n¥ní

v¥ty 1.4.

Zbývá tedy ur£it po£et reprezenta
í pro a = 3, b = 10 a p = 57. Podle lem-

matu 2.10 platí a′ = 33 mod 10 = 7 a b′ = 101 mod 3 = 1. Pouºitím v¥ty 2.11

získáme

c57 =
57

30
+ 1−

{
57 · 1
3

}

−
{
57 · 7
10

}

=
57

30
+ 1− 9

10
= 2.

Po£et reprezenta
í £ástky 171 v systému min
í o hodnotá
h 9 a 30 je tedy 2.

Kdyby
hom v p°ed
hozím p°íkladu poºadovali po£et reprezenta
í £ástky, která

není d¥litelná t°emi, mohli by
hom podle v¥ty 1.3 odpov¥d¥t, ºe po£et reprezen-

ta
í je roven 0.

2.1.2 Po£et nereprezentovatelný
h £ástek a nejv¥t²í z ni
h

Pomo
í vzor
e pro získání po£tu reprezenta
í £ástky z v¥ty 2.11 nyní zjistíme

po£et nereprezentovatelný
h £ástek a nejv¥t²í nereprezentovatelnou £ástku v sys-

tému min
í o dvou nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b.
Nejprve najdeme nejv¥t²í nereprezentovatelnou £ástku. Vlastn¥ znovu zformu-

lujeme v¥tu 1.18. Pro d·kaz ale tentokrát pouºijeme poznatky z této kapitoly.

V¥ta 2.14. V systému min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N je nejv¥t²í

nereprezentovatelná £ástka rovna

ab− a− b.

D·kaz. Pot°ebujeme ukázat, ºe ab−a−b není reprezentovatelná, a ºe kaºdá v¥t²í
£ástka reprezentovatelná je. Pro po£et reprezenta
í cab−a−b platí

cab−a−b =
ab− a− b

ab
+ 1−

{
(ab− a− b)b′

a

}

−
{
(ab− a− b)a′

b

}

.

Nejprve upravíme

{
(ab− a− b)b′

a

}

=

{

b− 1− bb′

a

}

=

{

b− 1− ka− 1

a

}

.

Poslední rovnost vyuºívá toho, ºe pro n¥jaké k ∈ N0 je bb′ = 1 + ka. To vyplývá

p°ímo ze zavedení b′ pomo
í kongruen
e. Dále si uv¥domíme, ºe

{

b− 1− ka− 1

a

}

=

{

1− 1

a

}

= 1− 1

a
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Podobn¥ by
hom zjistili, ºe

{
(ab− a− b)a′

b

}

=

{

a− 1− aa′

b

}

=

{

a− 1− kb− 1

b

}

= 1− 1

b
.

Po dosazení získáme

cab−a−b =
ab− a− b

ab
+ 1− 1 +

1

a
− 1 +

1

b
= 0.

Zbývá dokázat, ºe kaºdá v¥t²í £ástka je reprezentovatelná, tedy ºe pro n ∈ N

platí cab−a−b+n > 0. Vyuºijeme toho, ºe pro m ∈ Z platí

{m

a

}

≤ a− 1

a
.

Nyní odhadneme cab−a−b+n.

cab−a−b+n ≥
ab− a− b+ n

ab
+ 1− a− 1

a
− b− 1

b
=

n

ab
> 0.

Nyní najdeme po£et nereprezentovatelný
h £ástek v systému min
í o nesou-

d¥lný
h hodnotá
h a, b.

Lemma 2.15. Pro x ∈ R, x 6∈ Z platí {−x} = 1− {x}.
D·kaz. Výraz rozepí²eme pomo
í de�ni
e {x}.

{−x} = −x− ⌊−x⌋ = −x− (−⌊x⌋ − 1) = 1− (x− ⌊x⌋) = 1− {x}

V druhém kroku vyuºíváme toho, ºe pro x 6∈ Z platí ⌊−x⌋ = −⌊x⌋ − 1.

Lemma 2.16. M¥jme systém dvou min
í o nesoud¥lný
h hodnotá
h a, b ∈ N

a £íslo n ∈ {1, 2, . . . , ab− 1}, které není násobkem a ani b.
Potom je práv¥ jedna z £ástek n a ab− n reprezentovatelná.

D·kaz. Dokáºeme, ºe sou£et po£t· reprezenta
í £ísel n a ab− n je 1, tedy

cn + cab−n = 1.

Budeme upravovat výraz cab−n.

cab−n =
ab− n

ab
+ 1−

{
(ab− n)b′

a

}

−
{
(ab− n)a′

b

}

= 2− n

ab
−
{

b− nb′

a

}

−
{

a− na′

b

}

= 2− n

ab
−
{

−nb
′

a

}

−
{

−na
′

b

}

Dále m·ºeme pouºít lemma 2.15, protoºe n není násobkem a ani b:

cab−n = 2− n

ab
−
{

−nb
′

a

}

−
{

−na
′

b

}

= − n

ab
+

{
nb′

a

}

+

{
na′

b

}

= 1−
(

n

ab
+ 1−

{
nb′

a

}

−
{
na′

b

})

= 1− cn
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Nyní zopakujeme v¥tu 1.9 a dokáºeme jí pomo
í poznatk· z této kapitoly.

V¥ta 2.17. Jsou-li a, b ∈ N nesoud¥lná, pak po£et v²e
h nereprezentovatelný
h

£ástek men²í
h neº ab je
(a− 1)(b− 1)

2
.

D·kaz. V²e
h £ástek n ∈ {1, 2, . . . , ab − 1} je ab − 1. Z ni
h a − 1 je násobkem

b a b − 1 je násobkem a. Z nesoud¥lnosti a a b plyne, ºe ºádné není spole£ným

násobkem a i b.
�ástek n ∈ {1, 2, . . . , ab− 1}, které nejsou násobkem a ani b je proto

ab− 1− (a− 1)− (b− 1) = a(b− 1)− (b− 1) = (a− 1)(b− 1).

Podle lemmatu 2.16 je práv¥ polovina z ni
h nereprezentovatelná.

2.2 Pro ví
e min
í

V této £ásti odvodíme zp·sob výpo£tu po£tu reprezenta
í libovolné £ástky v systé-

mu s ví
e neº dv¥ma min
emi. Neo£ekáváme p°itom, ºe se nám poda°í najít z
ela

obe
ný a efektivní zp·sob °e²ení této úlohy. Kdyby
hom takový zp·sob na²li, do-

kázali by
hom efektivn¥ °e²it NP-úplný problém reprezentovatelnosti z £ásti 1.4.2,

a tedy i v²e
hny ostatní NP-úplné problémy.

2.2.1 Pomo
í rozkladu na par
iální zlomky

Postup, který jsme pouºili v p°ed
hozí £ásti o dvoumin
ový
h systéme
h, funguje

z velké £ásti i pro systémy s ví
e min
emi. Ukáºeme, které £ásti postupu lze pouºít

i v obe
ném p°ípad¥ a které £ásti naráºejí na problémy. P°i psaní této £ásti op¥t

£erpáme z publika
e [4, kap. 1℄.

M¥jme systém min
í o hodnotá
h a1, a2, . . . , an ∈ N. P°edpokládejme naví
,

ºe hodnoty min
í jsou po dvou nesoud¥lné. Vytvo°ují
í funk
e posloupnosti po£tu

reprezenta
í £ástek {ck}∞k=0 je

1

(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)
.

Po£et reprezenta
í cp £ástky p je roven konstantnímu £lenu výrazu

f(x) =
1

xp(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)

=
c0
xp

+
c1

xp−1
+ · · ·+ cp + cp+1x+ cp+2x

2 + · · · .

Pro úpravu funk
e f do tvaru mo
ninné °ady jí rozloºíme na par
iální zlomky.

Ko°eny polynomu xp(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan) a jeji
h násobnosti jsou

• ko°en 0 s násobností p,

• ko°en 1 s násobností n,

• ko°eny ξjak pro k ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , ak − 1} s násobností 1.
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Ko°eny ξjak a ξmal jsou pro j ∈ {1, . . . , ak − 1}, m ∈ {1, . . . , al − 1} a k 6= l r·zné,

oº plyne z p°edpokladu nesoud¥lnosti ak a al.

Rozklad funk
e f na par
iální zlomky hledáme ve tvaru

f(x) =
1

xp(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)
=

p
∑

j=1

Aj

xj
+

n∑

k=1

Bk

(x− 1)k
+

+

a1−1∑

l=1

C1,l

x− ξla1
+

a2−1∑

l=1

C2,l

x− ξla2
+ · · ·+

an−1∑

l=1

Cn,l

x− ξlan
.

(2.11)

Z de�ni
e f plyne stejn¥ jako v p°ípad¥ dvoumin
ového systému, ºe Aj = cp−j.

Koe�
ienty Ck,l získáme podobn¥ jako v p°ípad¥ dvoumin
ového systému. Celou

rovni
i vynásobíme výrazem x− ξlak . Následným limitním p°e
hodem zjistíme, ºe

Ck,l = lim
x→ξlak

x− ξlak
xp(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)

=
1

ξlpak(1− ξla1ak ) · · · (1− ξ
lak−1

ak )(1− ξ
lak+1

ak ) · · · (1− ξlanak
)

lim
x→ξlak

x− ξlak
1− xak

L′H
=

−1
ξlpak(1− ξla1ak ) · · · (1− ξ

lak−1

ak )(1− ξ
lak+1

ak ) · · · (1− ξlanak
)akξ

l(ak−1)
ak

=
−1

ξ
l(p−1)
ak (1− ξla1ak )(1− ξla2ak ) · · · (1− ξ

lak−1

ak )(1− ξ
lak+1

ak ) · · · (1− ξlanak
)
.

(2.12)

V druhém kroku jsme pouºili L'Hospitalovo pravidlo na výraz ve tvaru �

0
0
� .

Výpo£et koe�
ient· B1, B2, . . . , Bn je sloºit¥j²í. Podrobn¥ ho zde rozepisovat

nebudeme. Pro konkrétní hodnotu n by
hom k jeji
h výpo£tu mohli pouºít nap°í-

klad program Mathemati
a. Nap°íklad pro trojmin
ové systémy tímto zp·sobem

postupn¥ vypo£ítáme B3, B2 a B1:

B3 = lim
x→1

(x− 1)3

xp(1− xa1)(1− xa2)(1− xa3)
=
−1

a1a2a3

B2 = lim
x→1

(x− 1)2

xp(1− xa1)(1− xa2)(1− xa3)
− B3

x− 1

=
a1 + a2 + a3 + 2p− 3

2a1a2a3

B1 = lim
x→1

x− 1

xp(1− xa1)(1− xa2)(1− xa3)
− B3

(x− 1)2
− B2

x− 1

= −a
2
1 + 3a1(a2 + a3 + 2p− 2) + a22 + 3a2(a3 + 2p− 2)

12a1a2a3
−

− a23 + 6a3p− 6a3 + 6p2 − 12p+ 6

12a1a2a3

(2.13)

Podobn¥ jako v p°ípad¥ dvoumin
ového systému nyní de�nujeme funk
i g
p°edpisem

g(x) = cp + cp+1x+ cp+2 + · · · ,
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pro kterou platí

g(x) = f(x)−
p
∑

j=1

cp−j

xj
=

n∑

k=1

Bk

(x− 1)k
+

+

a1−1∑

l=1

C1,l

x− ξla1
+

a2−1∑

l=1

C2,l

x− ξla2
+ · · ·+

an−1∑

l=1

Cn,l

x− ξlan
.

Pomo
í funk
e g nyní najdeme cp:

cp = g(0) =

n∑

k=1

(−1)kBk −
a1−1∑

l=1

C1,l

ξla1
−

a2−1∑

l=1

C2,l

ξla2
− · · · −

an−1∑

l=1

Cn,l

ξlan
. (2.14)

P°i hledání po£tu reprezenta
í £ástky ve dvoumin
ovém systému jsme pokra-

£ovali zjednodu²ením sum obsahují
í
h ξlak . V obe
ném p°ípad¥ stejný postup

neusp¥je. Nalezené °e²ení naví
 platí pouze pro systémy min
i, jeji
hº hodnoty

jsou po dvou nesoud¥lné.

P°íklad 2.18. Odvo¤te vzore
 pro získání po£tu reprezenta
í £ástky p v systému

min
í o hodnotá
h 6, 9 a 20.

�e²ení. Ze vztahu (2.14) plyne

cp = −B1 +B2 −B3 −
a1−1∑

l=1

C1,l

ξla1
−

a2−1∑

l=1

C2,l

ξla2
−

a3−1∑

l=1

C3,l

ξla3
.

Dosazením za konstanty B1, B2 a B3 ze vztahu 2.13 a za konstanty C1,l, C2,l

a C3,l ze vztahu 2.12 získáme

cp =
p2

a1a2a3
+

n

2

(
1

a1a2
+

1

a1a3
+

1

a2a3

)

+

+
1

12

(
3

a1
+

3

a2
+

3

a3
+

a1
a2a3

+
a2
a1a3

+
a3
a1a2

)

+

+
1

a1

a1−1∑

l=1

1

(1− ξla2a1 )(1− ξla3a1 )ξ
lp
a1

+
1

a2

a2−1∑

l=1

1

(1− ξla1a2 )(1− ξla3a2 )ξ
lp
a2

+

+
1

a3

a3−1∑

l=1

1

(1− ξla1a3 )(1− ξla2a3 )ξ
lp
a3

.

Dosazením a1 = 6, a2 = 9 a a3 = 20 získáme poºadovaný vzore
.

V následují
í £ásti odvodíme rekurentní vzore
 pro výpo£et po£tu reprezenta
í

libovolné £ástky.

2.2.2 Odvození rekurentního vzor
e

Rekurentní vzore
 pro získání po£tu reprezenta
í libovolné £ástky odvodíme nej-

prve pro systémy se t°emi min
emi o r·zný
h hodnotá
h a, b, c ∈ N. Potom

odvození zobe
níme pro libovolné systémy min
í. Pro po£et reprezenta
í £ástky
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p v systému min
í budeme stejn¥ jako v p°ed
hozí
h £áste
h pouºívat zna£ení cp.
Tato £ást je inspirována p°íkladem rekurentního vzor
e pro výpo£et po£tu repre-

zenta
í v [26, str. 99, 100℄. Zobe
¬ujeme a zjednodu²ujeme zde záv¥ry z p°íkladu

a uvádíme snaz²í odvození.

Pro hledání po£tu reprezenta
í vyuºijeme kombinatori
kou úvahu a prin
ip

inkluze a exkluze.

V¥ta 2.19 (Prin
ip inkluze a exkluze). Pro kaºdý soubor X1, X2, . . . , Xn kone£-

ný
h mnoºin platí

∣
∣
∣
∣
∣

n⋃

i=1

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
=

∑

A⊂{1,2,...,n}
A 6=∅

(−1)|A|−1

∣
∣
∣
∣
∣

⋂

i∈A

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
.

D·kaz. V¥tu zde nebudeme dokazovat. Pro d·kaz se odkazujeme na [17, v¥-

ta 2.6.2℄.

Dále zformulujeme jednodu²²í variantu v¥ty 2.19, která se omezuje na t°i

mnoºiny.

D·sledek 2.20. Pro troji
i kone£ný
h mnoºin A,B,C platí

|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C| .

Pomo
í prin
ipu inkluze a exkluze odvodíme rekurentní vzore
 pro získání

po£tu reprezenta
í £ástky p v systému min
í o hodnotá
h a, b, c ∈ N.

V¥ta 2.21. Pro po£et reprezenta
í £ástky p > 1 v systému min
í o r·zný
h hod-

notá
h a, b, c ∈ N platí

cp = cp−a + cp−b + cp−c − cp−a−b − cp−a−c − cp−b−c + cp−a−b−c,

kde ck = 0 pro k < 0 a c0 = 1.

D·kaz. Ne
h´ A je mnoºina v²e
h reprezenta
í £ástky p, které obsahují alespo¬

jednu min
i o hodnot¥ a, B je mnoºina reprezenta
í, které obsahují alespo¬ jednu

min
i o hodnot¥ b a C je mnoºina reprezenta
í, které obsahují alespo¬ jednu min
i

o hodnot¥ c.
Mnoºina obsahují
í v²e
hny reprezenta
e nenulové £ástky p je A ∪ B ∪ C

a proto platí

cp = |A ∪ B ∪ C| .
Pokud z kaºdé reprezenta
e v mnoºin¥ A odebereme jednu min
i o hodnot¥ a,

získáme v²e
hny reprezenta
e £ástky p − a. Pro velikost mnoºiny A proto platí

|A| = cp−a. Pokud platí p < a, pak je mnoºina A jist¥ prázdná. Proto budeme

v této £ásti uvaºovat ck = 0 pro k < 0. Zárove¬ si uv¥domíme, ºe £ástku 0m·ºeme

reprezentovat jediným zp·sobem, platí proto c0 = 1. Stejným zp·sobem zjistíme,

ºe |B| = cp−b a |C| = cp−c.

Mnoºina A ∩ B obsahuje v²e
hny reprezenta
e £ástky p s alespo¬ jednou

min
í o hodnot¥ a a alespo¬ jednou min
í o hodnot¥ b. Stejnou úvahou jako

v p°ípad¥ zji²´ování |A| získáme |A ∩B| = cp−a−b. Tímto postupem dále získáme

|A ∩ C| = cp−a−c, |B ∩ C| = cp−b−c a |A ∩ B ∩ C| = cp−a−b−c. Pouºitím prin
ipu

inkluze a exkluze pro t°i mnoºiny získáme poºadovaný vztah.
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P°ed
hozí v¥tu nyní zobe
níme pro systémy o n min
í
h.

Poznámka. V této kapitole jsme po£et reprezenta
í £ástky p zna£ili cp, nebo´ ²lo
o prvek posloupnosti {cn}∞n=0. V následují
í v¥t¥ budeme pro zna£ení po£tu repre-

zenta
í £ástky p pouºívat c(p) namísto cp, protoºe na míst¥ p se budou vyskytovat

sloºit¥j²í výrazy, které by v dolním indexu vypadaly nep°ehledn¥.

V¥ta 2.22. M¥jme systém min
í o hodnotá
h a1, a2, . . . , an ∈ N, které jsou na-

vzájem r·zné. Pro po£et reprezenta
í £ástky p v tomto systému min
í c(p) platí

c(p) =
∑

A⊂{1,2,...,n}
A 6=∅

(−1)|A|+1c

(

p−
∑

k∈A

ak

)

,

kde p ∈ N, c(0) = 1 a c(k) = 0 pro k < 0.

D·kaz. M¥jme mnoºiny X1, X2, . . . , Xn takové, ºe mnoºina Xi se skládá z repre-

zenta
í £ástky p, které obsahují alespo¬ jednu min
i o hodnot¥ ai. Pro velikost

této mnoºiny platí |Xi| = c(p − ai), nebo´ odebráním jedné min
e o hodnot¥ ai
z kaºdé reprezenta
e v Xi získáme mnoºinu v²e
h reprezenta
í £ástky p− ai.

Obe
n¥ji pro kaºdou neprázdnou mnoºinu A ⊂ {1, 2, . . . , n} platí
∣
∣
∣
∣
∣

⋂

i∈A

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
= c

(

p−
∑

k∈A

ak

)

.

Na levé stran¥ je velikost mnoºiny reprezenta
í p, které vyuºívají alespo¬ jednu

min
i od kaºdé z hodnot ai pro i ∈ A. Odebráním t¥
hto min
í ai od kaºdé

z reprezenta
í získáme v²e
hny reprezenta
e £ástky p−∑k∈A ak.
Mnoºiny X1, X2, . . . , Xn jsme zvolili tak, aby pro p > 0 platilo

c(p) =

∣
∣
∣
∣
∣

n⋃

i=1

Xi

∣
∣
∣
∣
∣
.

Pouºitím prin
ipu inkluze a exkluze 2.19 získáváme poºadovanou rovnost.

Podle v¥ty 2.22 platí pro dvoumin
ové systémy o hodnotá
h a, b

c(p) = c(p− a) + c(p− b)− c(p− a− b)

a pro trojmin
ové systémy o r·zný
h hodnotá
h a, b, c jsme odvodili vzore


c(p) = c(p−a)+c(p−b)+c(p−c)−c(p−a−b)−c(p−a−c)−c(p−b−c)+c(p−a−b−c).
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P°íklad 2.23. Zjist¥te po£ty reprezenta
í £ástek od 0 do 63 v systému min
í

o hodnotá
h 6,9 a 20.

�e²ení. Pouºitím rekurzivního vzor
e pro systémy min
í o t°e
h r·zný
h hodno-

tá
h získáme tabulku po£t· reprezenta
í 2.1.

p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

cp 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

p 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

cp 0 0 2 0 1 1 0 0 2 0 1 2 0 1 2 0

p 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47

cp 1 2 0 1 3 0 2 2 1 1 3 0 2 3 1 2

p 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

cp 3 1 2 3 1 2 4 1 3 3 2 2 5 1 3 4

Tabulka 2.1: Po£ty reprezenta
í v systému min
í o hodnotá
h 6, 9 a 20

Z tabulky 2.1 také vidíme, ºe Frobeniovo £íslo systému min
í o hodnotá
h 6,9

a 20 je rovno 43. Následují
í
h ²est po sob¥ jdou
í
h £ástek je totiº reprezentova-

telný
h. P°idáním vhodného po£tu min
í o hodnot¥ 6 k jedné z ni
h proto umíme

reprezentovat kaºdou v¥t²í £ástku. Ke stejnému záv¥ru jsme do²li i pouºitím gra-

fového algoritmu v £ásti 1.3.2.
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3. Nalezení minimální reprezenta
e

V této kapitole se budeme zabývat problémy motivovanými následují
í otázkou:

Otázka. Máme systém min
í o hodnotá
h x1, x2, . . . , xn. Je-li dána £ástka a re-

prezentovatelná v tomto systému, jaké nejmen²í mnoºství min
í je pot°eba k zís-

kání £ástky a?

V 
elé kapitole budeme bez újmy na obe
nosti p°edpokládat, ºe min
e jsou

se°azené podle velikosti tak, aby x1 > x2 > x3 > · · · > xn. Aby
hom mohli °e²it

problémy podobné úvodní otáz
e, zavedeme nejprve n¥kolik základní
h pojm·:

Reprezenta
i £ástky jsme de�novali na za£átku kapitoly 2 v de�ni
i 1.1. Min
e

jsme se°adili podle velikosti, v reprezenta
i (a1, a2, . . . , an) je proto a1 po£et min
í

s nejv¥t²í hodnotou.

De�ni
e 3.1. Máme-li reprezenta
e A = (a1, a2, . . . , an) a B = (b1, b2, . . . , bn),
pak °ekneme, ºe A je lexikogra�
ky v¥t²í neº B a pí²eme A >lex B, pokud

∃i ∈ {1, 2, . . . , n} ai > bi ∧ ∀k ∈ {1, . . . , i− 1} ai = bi.

Dále °ekneme, ºe A je lexikogra�
ky v¥t²í nebo rovno B a pí²eme A ≥lex B, pokud

A >lex B ∨ A = B.

De�ni
e 3.2. Po£et min
í reprezenta
e A = (a1, a2, . . . , an) zna£íme |A|, tj.

|A| =
n∑

i=1

ai.

De�ni
e 3.3. Reprezenta
e A £ástky a v systému min
í x1, x2, . . . , xn se nazývá

minimální, je-li sloºena z nejmen²ího moºného po£tu min
í a zárove¬ je ze v²e
h

takový
h reprezenta
í lexikogra�
ky nejv¥t²í. Zna£íme ji M(a).

Reprezenta
í £ástky a s nejmen²ím po£tem min
í m·ºe být v systému ví
e.

Nap°íklad v systému min
í o hodnotá
h 20, 14, 8 a 1 má £ástka 28 reprezenta
e

(0, 2, 0, 0) a (1, 0, 1, 0). Ob¥ se skládají z nejmen²ího moºného po£tu min
í. Druhá

z ni
h je ale lexikogra�
ky v¥t²í. Proto v tomto systému min
í platí

M(28) = (1, 0, 1, 0).

3.1 Hladový algoritmus

V �eské republi
e platíme pomo
í systému �min
í� o hodnotá
h

1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000 a 5000.

K nalezení minimální reprezenta
e libovolné £ástky v na²em systému min
í m·ºe-

me pouºít tzv. hladový algoritmus (greedy algorithm). Hladový algoritmus vezme

nejv¥t²í moºnou min
i nep°esahují
í £ástku, jejíº reprezenta
i hledáme. Se zbylou

£ástkou 
elý postup opakuje. Mohli by
hom ho popsat následují
ím pseudokódem

(algoritmus 1).
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Algoritmus 1 Hladový algoritmus

1: fun
tion Hladovy(a, x1, x2, . . . , xn) ⊲ £ástka a a systém min
í

2: R← (0, 0, . . . , 0) ⊲ ini
ializuj reprezenta
i na nulový vektor délky n
3: while a > 0 do
4: i← index min
e nejv¥t²í hodnoty men²í nebo rovné a
5: Ri ← Ri + 1 ⊲ p°idej 1 na i-té místo reprezenta
e

6: a← a− xi

7: end while

8: return R
9: end fun
tion

Ry
hlost popsaného algoritmu m·ºeme vylep²it tím, ºe v kaºdé itera
i 
yklu

nebudeme brát jednu nej
enn¥j²í min
i, ale vezmeme ji
h nejv¥t²í moºné mnoº-

ství ⌊x/xi⌋. �ádky 5 a 6 algoritmu tedy pozm¥níme takto:

Ri ← Ri + ⌊x/xi⌋ ⊲ p°idej ⌊x/xi⌋ na i-té místo reprezenta
e

a← a− ⌊x/xi⌋xi

Cyklus algoritmu nyní prob¥hne maximáln¥ n krát, 
elková sloºitost algoritmu

je tedy lineární vzhledem k velikosti vstupu. K popsání £asové sloºitosti m·ºeme

pouºít také asymptoti
kou nota
i O(n).
Pro nalezení minimální reprezenta
e £ástky 631 algoritmus vybere nejv¥t²í

moºnou bankovku (min
i) 500. Se zbytkem nerozm¥n¥né £ástky 131 postup opa-

kuje. �ástku 631 tímto zp·sobem rozm¥ní na min
e

500, 100, 20, 10 a 1.

Skute£né m¥ny jsou obvykle sestavené tak, aby se pro nalezení minimální

reprezenta
e dal pouºít hladový algoritmus. M·ºeme ale vymyslet systém min
í,

pro který hladový algoritmus nenajde vºdy minimální reprezenta
i. Nap°íklad

v systému min
í o hodnotá
h 1, 3, 6, 12, 24, 30 a 60 je reprezenta
e £ástky 48
pomo
í dvou min
í 24 minimální. Hladový algoritmus ji ale sloºí ze t°í min
í

30, 12 a 6.
V systému min
í o hodnotá
h 12, 24 a 30 dokon
e hladový algoritmus £ástku

48 v·be
 neumí reprezentovat. Nejprve vezme postupn¥ min
e 30 a 12, pro zbylou
£ástku 6 uº nemá ºádnou min
i, kterou by mohl pouºít. �ástka 48 je p°itom

v uvedeném systému min
í reprezentovatelná pomo
í dvou min
í 24.
Situa
i si tro
hu zjednodu²íme tím, ºe se omezíme na systémy min
í, ve kte-

rý
h jsou reprezentovatelné v²e
hny £ástky, tj. systémy min
í obsahují
í min
i

o hodnot¥ 1. I v tom p°ípad¥ je problém nalezení minimální reprezenta
e £ást-

ky a NP-úplný problém [16℄.

3.2 Optimalita hladového algoritmu

V této kapitole si ukáºeme, jak efektivn¥ zjistit, jestli v daném systému min
í m·-

ºeme pouºít hladový algoritmus k hledání minimální reprezenta
e libovolné £ást-

ky. Algoritmus a d·kaz jeho správnosti popsal Pearson v publika
i [19℄, ze které

vy
házíme.

De�ni
e 3.4. Hladovou reprezenta
í £ástky a v systému min
í x1, x2, . . . , xn ro-

zumíme lexikogra�
ky nejv¥t²í ze v²e
h moºný
h reprezenta
í a. Zna£íme jí G(a).
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Na²e de�ni
e hladové reprezenta
e odpovídá reprezenta
i, kterou získáme po-

uºitím vý²e popsaného hladového algoritmu. Opakovaným p°idáváním nejv¥t²í

moºné min
e je zaji²t¥no, ºe hodnotn¥j²í
h min
í je v reprezenta
i maximální

moºné mnoºství.

Pokud hladový algoritmus vrátí reprezenta
i s nejmen²ím po£tem min
í, pak

je podle de�ni
e 3.3 z°ejmé, ºe se jedná o minimální reprezenta
i tj.

|G(a)| = |M(a)| ⇒ G(a) = M(a).

De�ni
e 3.5. Máme reprezenta
e A = (a1, a2, . . . , an) a B = (b1, b2, . . . , bn).
�ekneme, ºe A ≤ B, pokud pro v²e
hna i ∈ {1, . . . , n} platí ai ≤ bi.

P°ed
hozí de�ni
i by
hom mohli popsat i tak, ºe A ≤ B, pokud existuje vektor

D = (d1, d2, . . . , dn) takový, ºe pro v²e
hna i ∈ {1, . . . , n} platí di ≥ 0 a

A+D = B.

Ná² algoritmus bude pro systém min
í x1, x2, . . . , xn hledat nejmen²í £íslo w
takové, ºe M(w) 6= G(w). Pokud ho najde, pak pro tento systém nelze obe
n¥ po-

uºít hladový algoritmus pro hledání minimální reprezenta
e. V opa£ném p°ípad¥

hladový algoritmus pouºít lze.

P°edtím neº algoritmus popí²eme, dokáºeme n¥kolik vlastností hladový
h a mi-

nimální
h reprezenta
í.

V¥ta 3.6. Ne
h´ pro reprezenta
e A = (a1, a2, . . . , an) a B = (b1, b2, . . . , bn) platí
A ≤ B.

1. Pokud je B hladovou reprezenta
í n¥jaké £ástky, pak je i A hladovou repre-

zenta
í.

2. Pokud je B minimální reprezenta
í n¥jaké £ástky, pak je i A minimální

reprezenta
í.

D·kaz. Ne
h´ A′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) je libovolnou reprezenta
í £ástky

∑n
i=1 aixi.

Protoºe A′
a A reprezentují stejnou £ástku, platí

n∑

i=1

a′ixi =
n∑

i=1

aixi.

Ekvivalentními úpravami rovni
e dostaneme

n∑

i=1

bixi −
n∑

i=1

aixi +
n∑

i=1

a′ixi =
n∑

i=1

bixi.

Ob¥ strany reprezentují stejnou £ástku. Pravá strana rovni
e odpovídá reprezen-

ta
i B. Levá strana odpovídá reprezenta
i B − A + A′
. P°edpokládáme-li, ºe B

je hladová, pak platí

B − A+ A′ ≤lex B.

Výraz na levé stran¥ nerovnosti je platnou reprezenta
í, nebo´ z p°edpokladu

A ≤ B plyne, ºe B − A má v²e
hny sloºky v¥t²í nebo rovny 0. Ode£tením
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B − A od obou stran nerovni
e nezm¥níme lexikogra�
ké uspo°ádání a získá-

me tím A′ ≤lex A. Dokázali jsme, ºe A je lexikogra�
ky v¥t²í neº libovolná jiná

reprezenta
e stejné £ástky A′
. Je to tedy reprezenta
e hladová.

P°edpokládáme-li, ºe B je minimální, pak

|B| − |A|+ |A′| ≥ |B|.

Ode£tením |B| − |A| od obou stran rovni
e získáme |A′| ≥ |A|. Dokázali jsme, ºe

A nemá v¥t²í po£et min
í neº libovolná jiná reprezenta
e stejné £ástky A′
. Pro

libovolnou dal²í reprezenta
i A′′ = (a′′1, a
′′
2, . . . , a

′′
n) s nejmen²ím mnoºstvím min
í,

která reprezentuje stejnou £ástku jako A, platí:

|A| = |A′′|
|B| − |A|+ |A′′| = |B|
|B −A + A′′| = |B|

Protoºe B −A+A′′
i B reprezentují stejnou £ástku, obsahují stejný po£et min
í

a B je minimální, platí

B −A+ A′′ ≤lex B

A′′ ≤lex A.

Reprezenta
e s nejmen²ím moºným mnoºstvím min
í A je tedy lexikogra�
ky

v¥t²í neº libovolná jiná reprezenta
e s nejmen²ím mnoºstvím min
í A′′
. Je proto

minimální.

V¥ta 3.7. Ne
h´ je w nejmen²í £ástka, pro kterou není hladová reprezenta
e mini-

mální, tj. G(w) 6= M(w). Potom má na kaºdém míst¥ alespo¬ jedna z G(w),M(w)
£íslo 0.

D·kaz. Ozna£íme G(w) = (g1, g2, . . . , gn) a M(w) = (m1, m2, . . . , mn). P°edpo-
kládejme pro spor, ºe pro n¥jaké i ∈ {1, . . . , n} platí gi > 0 a mi > 0. Zvolíme

vektor D s hodnotou min{gi, mi} na i-tém míst¥ a s nulami v²ude jinde. Repre-

zenta
e G(w)−D je podle v¥ty 3.6 hladová reprezenta
e £ástky

w − xi min{gi, mi}.

Podle stejné v¥ty jeM(w)−D minimální. Z p°edpokladu G(w) 6= M(w) plyne,
ºe M(w)−D je r·zná od G(w)−D. To je spor s p°edpokladem, ºe w je nejmen²í

£ástka, pro kterou se hladová a minimální reprezenta
e li²í.

Pro nejmen²í £ástku w s rozdílnou hladovou a minimální reprezenta
í tedy

nap°íklad platí, ºe M(w) má na první pozi
i £íslo 0. Kdyby to tak nebylo, musela

by mít na první pozi
i £íslo 0 reprezenta
e G(w). Minimální reprezenta
e M(w)
by potom byla lexikogra�
ky v¥t²í neº G(w), 
oº je spor s de�ni
í G(w).

V¥ta 3.8. Uvaºujme nejmen²í w, pro které M(w) 6= G(w). Ne
h´ i, j ∈ {1, . . . , n}
jsou takové, ºe první nenulová hodnota M(w) je na i-tém míst¥ a poslední nenu-

lová hodnota M(w) je na j-tém míst¥.

Platí, ºe M(w) se shoduje s G(xi−1 − 1) na pozi
í
h 1 aº j − 1. Na pozi
i j
je M(w) o jedna v¥t²í neº G(xi−1 − 1). Na v²e
h zbývají
í
h pozi
í
h je M(w)
nulová.
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D·kaz. Z v¥ty 3.7 plyne, ºe reprezenta
e G(w) musí mít na i-tém míst¥ hodno-

tu 0. Z°ejm¥ i ≥ 2 a na n¥jakém p°ed
hozím míst¥ musí mít G(w) nenulovou

hodnotu, protoºe jinak by byla M(w) lexikogra�
ky v¥t²í. Min
e jsou se°azeny

podle velikosti od nejv¥t²í. Platí proto xi−1 ≤ w a tedy i

xi−1 − 1 < w. (3.1)

Ozna£íme G(xi−1 − 1) = (v1, v2, . . . , vn). Protoºe

xi−1 > xi−1 − 1 ≥ xi,

první krok hladového algoritmu vezme min
i o hodnot¥ xi a proto vi 6= 0. Pro
M(w) = (m1, m2, . . . , mn) platí z p°edpokladu v¥ty mi 6= 0. Z i-té pozi
e obou re-

prezenta
í proto m·ºeme ode£íst hodnotu 1, £ímº dostaneme minimální reprezen-

ta
i £ástky w−xi a hladovou reprezenta
i £ástky xi−1−1−xi. Protoºe w−xi < w,
platí M(w − xi) = G(w − xi). Podle (3.1) je naví


xi−1 − 1− xi < w − xi

a tedy i

G(xi−1 − 1− xi) <lex G(w − xi) = M(w − xi).

Vrá
ením 1 k i-tému místu obou reprezenta
í nezm¥níme lexikogra�
ké uspo°á-

dání a dostáváme tak nerovnost

G(xi−1 − 1) <lex M(w). (3.2)

Minimální reprezenta
e M(w) má na j-tém míst¥ nenulovou hodnotu. Ode-

£tením 1 od této hodnoty získáme podle v¥ty 3.6 minimální reprezenta
i £ástky

w − xj . Ta je men²í neº w, její hladová reprezenta
e je proto stejná jako mini-

mální. Na míste
h 1 aº i − 1 z·staly hodnoty 0. Hladový algoritmus pro £ástku

w − xj tedy v prvním kroku nemohl vybrat ºádnou z min
í x1, . . . , xi−1. Platí

proto w − xj < xi−1 a odtud i

w − xj ≤ xi−1 − 1. (3.3)

Podle (3.3) platí G(w − xj) ≤lex G(xi−1 − 1). Sloºením s (3.2) dostáváme

G(w − xj) ≤lex G(xi−1 − 1) <lex M(w).

Protoºe G(w − xj) = M(w − xj), tak se G(w − xj) li²í od M(w) pouze o 1
v j-tém míst¥. Aby mohlo G(xi−1 − 1) leºet lexikogra�
ky mezi nimi, musí mít

na v²e
h míste
h od 1 do j − 1 stejné hodnoty jako M(w). Na v²e
h míste
h

od j + 1 do n má M(w) nuly. Aby bylo G(i− 1 − 1) lexikogra�
ky men²í neº

M(w), zbývá jediné j-té místo na kterém m·ºe být niº²í. Zárove¬ na tomto míst¥

musí být niº²í jen o 1, jinak by lexikogra�
ky kleslo pod G(w − xj).

Pokud tedy pro daný systém min
í známe £ísla i a j, dokáºeme pouºitím hlado-

vého algoritmu pomo
í v¥ty 3.8 ur£it minimální reprezenta
i w a tedy i £ástku w.
�ísla i a j ale neznáme. Vlastn¥ ani nevíme, jestli existují. Nevíme totiº, zda

existuje w spl¬ují
í M(w) 6= G(w). Moºností, jak zvolit i a j, je pouze O(n2)
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Algoritmus 2 Algoritmus rozhodují
í, jestli hladový algoritmus v daném systé-

mu min
í najde pro libovolnou £ástku její minimální reprezenta
i.

1: fun
tion OptimalitaHladoveho(x1, x2, . . . , xn)

2: for i← 1 to n do

3: for j ← i to n do ⊲ volíme dvoji
e i ≤ j
4: R←Hladovy(xi−1 − 1, x1, x2, . . . , xn)

5: Rj ← Rj + 1
6: for k ← j + 1 to n do

7: Rk ← 0 ⊲ vynulujeme pozi
e od j + 1
8: end for

9: w′ ←
∑n

l=1Rlxl ⊲ £ástka, kterou reprezentuje R
10: G← Hladovy(w′, x1, x2, . . . , xn)

11: if |R| < |G| then
12: return hladový algoritmus nenajde minimální reprezenta
i w′

13: end if

14: end for

15: end for

16: return hladový algoritmus najde minimální reprezenta
i libovolné £ástky

17: end fun
tion

(°ádov¥ maximáln¥ n2
). M·ºeme tedy postupn¥ zkou²et v²e
hny moºnosti. Celý

postup ukazuje algoritmus 2.

P°i kaºdé volb¥ i a j nalezneme pomo
í hladového algoritmu a v¥ty 3.8 repre-

zenta
i R a odpovídají
í £ástku w′
. Pokud je nyní |R| < |G(w′)|, pak jsme na²li

reprezenta
i w′
, která má men²í po£et min
í neº hladová reprezenta
e. V opa£ném

p°ípad¥ pokra£ujeme zkou²ením následují
í kombina
e i a j.
Pokud p°i zkou²ení v²e
h moºný
h i, j nenastala ani jednou druhá moºnost,

pak hladový algoritmus pro tento systém min
í vºdy najde minimální reprezen-

ta
i.

P°i kaºdém výb¥ru i, j pouºijeme maximáln¥ dvakrát hladový algoritmus

a dvakrát se£teme po£et min
í n¥jaké reprezenta
e. Jednou naví
 zjistíme £ást-

ku, kterou reprezentuje reprezenta
e R. Hladový algoritmus popsaný v £ásti 3.1

provede O(n) krok·. Zji²t¥ní reprezentovatelné £ástky a po£tu min
í zabere také

O(n) krok·.
Celý postup pro zji²t¥ní optimality hladového algoritmu proto pob¥ºí v £ase

O(n3).
I pokud jsme v algoritmu 2 nalezli reprezenta
i R £ástky w′

takovou, ºe

|R| < |G|, stále si nejsme jisti, jestli je R minimální reprezenta
í w′
ani jestli

je w′
skute£n¥ nejmen²í £ástka, pro kterou hladový algoritmus nenajde minimál-

ní reprezenta
i. Pro nalezení w a jeho minimální reprezenta
e M(w) z v¥ty 3.8

by
hom museli najít v²e
hny reprezenta
e R takové, ºe |R| < |G| a vybrat z ni
h

tu, která reprezentuje nejmen²í £ástku.

P°íklad 3.9. M¥jme systém min
í o hodnotá
h x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 rovnají
í
h

se postupn¥ 60, 30, 24, 12, 6, 3, 1. Rozhodn¥te, jestli je v tomto systému min
í

hladová reprezenta
e libovolné £ástky zárove¬ reprezenta
í minimální.

�e²ení. Zvolíme-li i = j = 3, pak platí

G(xi−1 − 1) = G(29) = (0, 0, 1, 0, 1, 2).
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Reprezenta
e R získaná algoritmem 2 pro tuto volbu i a j je R = (0, 0, 2, 0, 0, 0).
Jde o reprezenta
i £ástky w′ = 48.

G(w′) = G(48) = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0).

Do²li jsme tedy (stejn¥ jako v sek
i 3.1) k záv¥ru, ºe v tomto systému min
í

pro n¥které £ástky není hladová reprezenta
e reprezenta
í minimální. P°íkladem

takové £ástky je 48.

Kdyby
hom ve stejném systému min
í zvolili i = 4, j = 5, pak vypo£teme

G(xi−1 − 1) = G(23) = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 2).

Reprezenta
e R získaná algoritmem 2 pro tuto volbu i a j je R = (0, 0, 0, 1, 2, 0, 0).
�íslo w′

je tedy rovno 24 a

G(w′) = G(24) = (0, 0, 1, 0, 0, 0).

Pro tuto volbu i, j jsme tedy nena²li £íslo w pro které |G(w)| > |M(w)|. Repre-
zenta
e R dokon
e zjevn¥ není minimální reprezenta
í £ástky 24.
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4. Úlohy o hledání min
í

Tato kapitola p°edstavuje sbírku zajímavý
h úloh, které ke svému °e²ení nevyºa-

dují vysoko²kolskou matematiku.

4.1 Váºení min
í

V této £ásti ukáºeme n¥kolik úloh, k jeji
hº °e²ení budeme pouºívat váºení min
í.

V kaºdé úloze p°edpokládáme, ºe na váhu je moºné poloºit libovolné mnoºství

min
í zárove¬. V úlohá
h, kde mluvíme o rovnoramenný
h vahá
h, máme na mysli

váhy slouºí
í k porovnání hmotnosti p°edm¥t· poloºený
h na levé stran¥ vah

s hmotností p°edm¥t· poloºený
h na pravé stran¥ vah.

P°íklad 4.1. Máme deset hromádek po deseti min
í
h. Jedna hromádka obsahuje

samé fale²né min
e. Známe hmotnost pravé min
e a víme, ºe fale²ná min
e je

o gram t¥º²í neº pravá min
e.

K dispozi
i máme oby£ejnou váhu, která ukazuje hmotnost závaºí, které na ní

vloºíme. Kolik váºení pot°ebujeme, aby
hom zjistili, na které hromád
e jsou fale²-

né min
e? [8, str. 26�27℄

�e²ení. Sta£í nám jedno váºení. Na váhu poloºíme jednu min
i z první hromádky,

dv¥ min
e z druhé hromádky, t°i min
e ze t°etí hromádky a tak dále. Poslední

desátou hromádku na váhu poloºíme 
elou. Kdyby byly v²e
hny min
e pravé,

ukázala by váha hmotnost

(1 + 2 + · · ·+ 10)m = 55m gram·,

kde m je hmotnost jedné pravé min
e vyjád°ená v grame
h. Pokud je j-tá hro-

mádka fale²ná, pak váha ukáºe 55m+ j gram·. Podle po£tu p°ebyte£ný
h gram·

proto poznáme, která hromádka je fale²ná.

P°íklad 4.2. Máme 3n min
í, z ni
hº jedna je fale²ná a ostatní jsou pravé. V²e
h-

ny pravé min
e mají stejnou hmotnost. Fale²ná min
e je t¥º²í neº pravé min
e.

Jaký minimální po£et váºení na rovnoramenný
h vahá
h pot°ebujeme, aby
hom

s jistotou na²li fale²nou min
i?

�e²ení. V²e
hny min
e m·ºeme rozd¥lit na t°i stejn¥ velké hromádky velikosti

3n−1
. Pomo
í rovnoramenné váhy porovnáme hmotnosti první
h dvou hromádek.

Fale²ná min
e se jist¥ na
hází v t¥º²í z první
h dvou hromádek. Pokud p°i váºení

z·stanou váhy vyváºené, pak je fale²ná min
e ve t°etí hromád
e.

Nyní máme 3n−1
min
í, z ni
hº jedna je fale²ná a ostatní jsou pravé. M·ºeme

proto opakovat stejný postup. Po n kro
í
h zbude pouze fale²ná min
e.

Ukázali jsme, ºe mezi 3n min
emi dokáºeme najít fale²nou pomo
í n váºení

na rovnoramenný
h vahá
h. Nyní dokáºeme, ºe je to minimální moºné mnoºství

váºení.

Uvaºujme libovolný postup vedou
í k nalezení fale²né min
e, který je zaloºen

na opakovaném váºení. Jeho pr·b¥h m·ºeme znázornit pomo
í stromu na obráz-

ku 4.1. Kaºdý vr
hol stromu odpovídá n¥jakému stavu, ve kterém se na
házíme

po jistém po£tu váºení. Za£ínáme v ko°enovém vr
holu a po kaºdém váºení se
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Obrázek 4.1: Strom moºný
h pr·b¥h· váºení na rovnoramenný
h vahá
h

posouváme o jednu úrove¬ níºe podle toho, jak dopadlo poslední váºení. Písmena

L, P, V postupn¥ odpovídají p°ípad·m, kdy je levá strana t¥º²í, pravá strana je

t¥º²í, resp. kdy jsou ob¥ strany vyváºené. Kaºdý stav pak odpovídá posloupnosti

písmen L, P, V. Pokud nap°. první dv¥ váºení skon£ila p°eváºením vah na levou

stranu, na
házíme se ve stavu LL.

Po prvním váºení jsme v jednom ze t°í moºný
h stav·. Kaºdé dal²í váºení

ztrojnásobí po£et moºný
h stav·, po k váºení
h se tedy na
házíme v n¥kterém

z 3k stav·.

Zadání úlohy si m·ºeme p°edstavit tak, ºe fale²ná min
e se na
hází na jed-

nom z 3n moºný
h míst. Aby ná² postup dokázal rozli²it v²e
hny moºné p°ípady,

pot°ebujeme alespo¬ n váºení na rovnoramenný
h vahá
h.

Libovolný postup k nalezení fale²né min
e musí váhy pouºít alespo¬ n-krát.
Ná² postup vyuºívá práv¥ n váºení, je tedy optimální.

K maximálnímu mnoºství stav·, které dokáºeme rozli²it pomo
í n váºení

by
hom mohli dojít i jiným zp·sobem.

Kaºdé váºení na rovnoramenné váze m·ºe skon£it t°emi zp·soby. Pokud vý-

sledek kaºdého váºení zapí²eme jako jednu 
ifru £ísla v trojkovém zápisu, pak

n váºení odpovídá n-
ifernému £íslu v trojkové soustav¥. Vlastn¥ jde o zápis vý-

sledk· váºení na obrázku 4.1, ve kterém místo znak· L, P a V vyuºíváme znaky

0, 1 a 2.

�ísel s maximáln¥ n 
iframi je v trojkové soustav¥ 3n. Pomo
í n váºení proto

nem·ºeme reprezentovat ví
e neº 3n r·zný
h stav·.

Uºite£nost trojkové soustavy v úlohá
h s rovnoramennými vahami ukazuje

i následují
í úloha.

P°íklad 4.3. Máme dvaná
t min
í, z ni
hº jedená
t je pravý
h a jedna je fale²ná.

V²e
hny pravé min
e mají stejnou hmotnost. Fale²ná min
e je t¥º²í nebo leh£í neº

pravé min
e.

Máme k dispozi
i rovnoramenné váhy. Dokáºeme pomo
í t°í váºení najít fa-

le²nou min
i a ur£it, jestli je t¥º²í nebo leh£í neº ostatní min
e? [7, kapitola 11℄
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�e²ení. V druhém sloup
i tabulky 4.1 jsou £ísla od 1 do 12 zapsaná v trojkové

soustav¥. Ve t°etím sloup
i stejné tabulky jsou £ísla v trojkové soustav¥, která

vzniknou z £ísel v prvním sloup
i soub¥ºným nahrazením v²e
h 0 za 2 a naopak.

1 001 221

2 002 220

3 010 212

4 011 211

5 012 210

6 020 202

7 021 201

8 022 200

9 100 122

10 101 121

11 102 120

12 110 112

Tabulka 4.1: Ozna£ení dvaná
ti min
í v trojkové soustav¥.

Kaºdou min
i ozna£íme jedním z £ísel v druhém nebo t°etím sloup
i tabul-

ky 4.1. Pro ozna£ení vybereme to £íslo, které má jako první dvoji
i r·zný
h 
ifer

jednu z moºností 01, 12 nebo 20. V tabul
e jsou podle tohoto kritéria tu£n¥

zvýrazn¥ná ozna£ení jednotlivý
h min
í.

V²imneme si, ºe £ty°i min
e v na²em ozna£ení mají první 
ifru 0, £ty°i min
e

za£ínají 
ifrou 1 a zbylé £ty°i 
ifrou 2. Totéº platí pro 
ifry na druhém a t°etím

míst¥.

Dále si m·ºeme v²imnout, ºe v tabul
e 4.1 jsou v²e
hna trojková £ísla s ma-

ximáln¥ t°emi 
iframi krom¥ 000, 111 a 222.

Pro první váºení tedy poloºíme na levou stranu rovnoramenný
h vah v²e
hny

min
e, které za£ínají 
ifrou 0. Na pravou stranu poloºíme v²e
hny min
e, které

za£ínají 
ifrou 2.

Pokud se váhy p°eváºí vpravo, znamená to, ºe fale²ná min
e je bu¤ t¥º²í a je

mezi min
emi na pravé stran¥, nebo leh£í a je mezi min
emi na levé stran¥. Víme

tedy, ºe první 
ifra fale²né min
e je 2 v p°ípad¥, ºe je t¥º²í neº pravé min
e a 0

v p°ípad¥, ºe je leh£í neº pravé min
e. Ozna£íme si první 
ifru fale²né min
e 2

a pokud na kon
i v²e
h váºení zjistíme, ºe fale²ná min
e byla leh£í neº min
e

pravé, tak nahrazením v²e
h 0 za 2 a 2 za 0 získáme skute£né ozna£ení fale²né

min
e.

Pokud váhy z·stanou vyváºené, pak fale²ná min
e není na levé ani pravé

stran¥ a první 
ifra fale²né min
e je jist¥ 1.

Pokud se váhy p°eváºí vlevo, pak je fale²ná min
e bu¤ t¥º²í a za£íná 
ifrou 0,

nebo je leh£í a za£íná 
ifrou 2. Podobnou úvahou jako v p°ípad¥ p°eváºení vah

vpravo si první 
ifru fale²né min
e prozatím ozna£íme 0.

V druhém váºení poloºíme na levou stranu v²e
hny min
e s prost°ední 
ifrou

0. Na pravou stranu poloºíme v²e
hny min
e s prost°ední 
ifrou 2.

Pokud se váhy p°eváºí vpravo, pak je fale²ná min
e t¥º²í a má prost°ední 
ifru

2, nebo je fale²ná min
e leh£í a má prost°ední 
ifru 0. Prost°ední 
ifru prozatím

ozna£íme 2.
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Pokud váhy z·stanou vyváºené, pak fale²ná min
e není na levé ani pravé stran¥

a prost°ední 
ifra má jist¥ hodnotu 1. Pokud se váhy p°eváºí vlevo, ozna£íme

prost°ední 
ifru 0.

Stejný postup provedeme i pro t°etí 
ifru.

Kdyby
hom p°edem v¥d¥li, ºe fale²ná min
e je t¥º²í neº pravé, pak by ozna£ení

získané uvedeným postupem skute£n¥ pat°ilo fale²né min
i. Kdyby
hom p°edem

v¥d¥li, ºe fale²ná min
e je leh£í neº pravé, pak by
hom nahrazením 
ifer 0 za 2

a 2 za 0 získali ozna£ení fale²né min
e.

Tuto informa
i ale nemáme, musíme proto z obou moºností vybrat tu správ-

nou. Z obou moºností ozna£uje n¥jakou min
i práv¥ jedna z ni
h. V druhém

a t°etím sloup
i tabulky 4.1 jsou totiº uvedeny ob¥ moºnosti, ale pouze jedna

z ni
h je zvýrazn¥na tu£n¥. Podle toho, která z moºností to je, naví
 zjistíme,

jestli je fale²ná min
e t¥º²í nebo leh£í neº pravé min
e.

Kdyby
hom v p°ed
hozím p°íkladu nepot°ebovali v¥d¥t, jestli je fale²ná min
e

t¥º²í nebo leh£í neº ostatní, dokázali by
hom pomo
í t°í váºení najít fale²nou

min
i i mezi t°iná
ti min
emi. Jednu z ni
h by
hom ne
hali stranou a hledali

by
hom fale²nou min
i mezi zbývají
ími dvaná
ti. Kdyby bylo t¥
hto dvaná
t

min
í pravý
h, váha by p°i kaºdém váºení z·stala ve vyváºené poloze a postup

by ozna£il neexistují
í min
i 111 za fale²nou. V tom p°ípad¥ by
hom v¥d¥li, ºe

fale²ná musí být t°iná
tá min
e.

Ukáºeme si je²t¥ variantu úlohy s dal²í p°idanou min
í, o které víme, ºe je

pravá.

P°íklad 4.4. Máme t°iná
t min
í, z ni
hº dvaná
t je pravý
h a jedna je fale²ná.

Naví
 máme jednu min
i, o které p°edem víme, ºe je pravá. V²e
hny pravé min
e

mají stejnou hmotnost. Fale²ná min
e je t¥º²í nebo leh£í neº min
e pravé.

Máme k dispozi
i rovnoramenné váhy. Dokáºeme pomo
í t°í váºení najít fa-

le²nou min
i a ur£it, jestli je t¥º²í nebo leh£í neº ostatní min
e? [7, kapitola 11℄

�e²ení. Celý postup bude stejný, jako v p°íkladu o dvaná
ti min
í
h. T°iná
tou

min
i, o které nevíme jestli je fale²ná, ozna£íme 000. �trná
tou min
i, která je

zaru£en¥ pravá, ozna£íme 222. P°i kaºdém váºení je nyní na levé stran¥ naví


t°iná
tá min
e a na pravé stran¥ je naví
 £trná
tá min
e. Pokud je fale²ná min
e

mezi prvními dvaná
ti, pak je p°i kaºdém váºení na obou straná
h váhy naví


jedna pravá min
e. V takovém p°ípad¥ tedy najdeme fale²nou min
i podle p·-

vodního postupu pro 12 min
í. Pokud je fale²ná min
e ta t°iná
tá, pak pokud

je t¥º²í, váhy se vºdy p°eváºí vlevo a p·vodní postup ozna£í správn¥ za fale²nou

min
i 000. Pokud je fale²ná min
e t°iná
tá a je leh£í, pak se váhy p°eváºí vºdy

vpravo a p·vodní postup ozna£í za fale²nou min
i 222.

Postup z p°íkladu o dvaná
ti min
í
h tedy z·stává nezm¥n¥ný. Pokud ozna£í

fale²nou min
i jako 000, pak je fale²ná min
e ta t°iná
tá a je t¥º²í neº ostatní

min
e. Pokud ozna£í fale²nou min
i jako 222, pak je fale²ná min
e také ta t°iná
tá,

ale je leh£í neº ostatní min
e.

Pokud by
hom nepot°ebovali zjistit, zda je fale²ná min
e t¥º²í, nebo leh£í,

pak by
hom zvládli vy°e²it i podobný problém se £trná
ti min
emi a jednou

zaru£en¥ pravou min
í. Pouºili by
hom stejný postup jako v p°ed
hozím p°ípad¥,

jenom by
hom jednu min
i pone
hali stranou. Pokud p°ed
hozí postup v takovém

p°ípad¥ ozna£í za fale²nou neexistují
í min
i 111, pak je fale²ná min
e, kterou

jsme ne
hali stranou.
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P°íklad 4.5. Máme deset min
í. Kaºdá z ni
h má jednu ze dvou r·zný
h hmot-

ností. Jinak jsou nerozli²itelné. Dokáºeme pomo
í maximáln¥ t°í váºení na rovno-

ramenný
h vahá
h rozhodnout, jestli má v²e
h deset min
í stejnou hmotnost? [1℄

�e²ení. Nejprve si ukáºeme, jak by
hom postupovali, kdyby
hom mohli pouºít

£ty°i váºení. Prvn¥ porovnáme hmotnost dvou libovolný
h min
í. Pokud mají

rozdílnou hmotnost, jsme hotovi a odpovídáme, ºe v²e
h deset min
í nemá stejnou

hmotnost.

Pokud mají dv¥ min
e stejnou hmotnost, pak v druhém váºení porovnáme

tuto dvoji
i min
í s libovolnou jinou dvoji
í min
í. Pokud dvoji
e nemají stejnou

hmotnost, pak op¥t odpovíme záporn¥. Pokud mají dvoji
e stejnou hmotnost,

pokra£ujeme. Zváºíme £tve°i
e jiº váºený
h s dosud nezváºenou £tve°i
í.

Tímto zp·sobem umíme pomo
í n krok· zjistit, jestli má 2n min
í stejnou

hmotnost. V p°ípad¥ deseti min
í pomo
í t°í váºení zjistíme, jestli má první
h

8 min
í stejnou hmotnost. V posledním váºení porovnáme libovolné dv¥ jiº zvá-

ºené min
e s posledními dv¥ma nezváºenými.

Nyní vy°e²íme úlohu pomo
í t°í váºení. Deset min
í si o£íslujeme od 1 do 10.

Rozd¥líme je na hromádky. První hromádka bude obsahovat pouze min
i 1. Druhá

hromádka bude obsahovat min
e 2 a 3. T°etí hromádka bude obsahovat min
e 4,

5 a 6. �tvrtá hromádka bude obsahovat zbylé min
e 7, 8, 9 a 10.

Dále ozna£íme a po£et t¥ºký
h min
í v první hromád
e, b po£et t¥ºký
h min
í

v druhé hromád
e, c po£et t¥ºký
h min
í ve t°etí hromád
e a d po£et t¥ºký
h

min
í ve £tvrté hromád
e.

Nejprve pomo
í rovnoramenný
h vah porovnáme hmotnost první a £tvrté

hromádky s hmotností druhé a t°etí hromádky. Pokud se váhy p°eváºí na jednu

nebo na druhou stranu, pak víme, ºe n¥které min
e nemají stejnou hmotnost.

Pokud váhy z·stanou vyváºené, pak platí

a+ d = b+ c. (4.1)

Dále porovnáme hmotnost první a druhé hromádky se t°etí hromádkou. Pokud

se váhy p°eváºí na libovolnou stranu, op¥t jsme skon£ili se záv¥rem ºe n¥které

min
e nemají stejnou hmotnost. V opa£ném p°ípad¥ víme, ºe

a + b = c. (4.2)

Nakone
 porovnáme hmotnost první a t°etí hromádky s hmotností £tvrté hro-

mádky. Pokud se váhy p°eváºí na n¥jakou stranu, op¥t víme, ºe n¥které min
e

nemají stejnou hmotnost. V opa£ném p°ípad¥ platí

a+ c = d. (4.3)

Se£tením rovností (4.2) a (4.3) získáme

2a+ b = d. (4.4)

Dále se£teme rovnosti (4.1) a (4.4), £ímº obdrºíme

3a = c.

Dosazením za c do rovni
e (4.2) a následnými úpravami získáme

2a = b.
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Nakone
 dosadíme za c do rovni
e (4.3). Získáme tím

4a = d.

Prom¥nná a vyjad°uje po£et t¥ºký
h min
í na jednoprvkové hromád
e s je-

dinou min
í 1. M·ºe proto nabývat hodnoty 0 nebo 1. Pokud platí a = 0, pak
b = c = d = 0 a z deseti min
í není ºádná t¥ºká. Pokud platí a = 1, pak b = 2,
c = 3 a d = 4 a v²e
hny min
e jsou t¥ºké.

Pokud p°i na²i
h váºení
h váhy z·staly pokaºdé vyváºené, pak mají v²e
hny

min
e stejnou hmotnost. V opa£ném p°ípad¥ min
e stejnou hmotnost nemají.

4.2 Zlaté, kouzelné a jiné min
e

V této £ásti se budeme zabývat úlohami, ve který
h k rozli²ení min
í nebudeme

pouºívat váhy, ale n¥jaký jiný systém.

P°íklad 4.6. Z osmi min
í jsou £ty°i kouzelné. Kouzelné min
e jsou od oby£ej-

ný
h nerozli²itelné. Jediný, kdo min
e umí rozli²it je kouzelník. Na²ím úkolem je

vytvo°it dv¥ hromádky tak, aby v kaºdé byly dv¥ kouzelné min
e a dv¥ oby£ejné.

Kaºdý den m·ºeme kouzelníkovi p°edloºit dv¥ vytvo°ené hromádky. On nám

sd¥lí, zda jsme úkol splnili. Jaký nejmen²í moºný po£et dní pot°ebujeme, aby
hom

s jistotou správn¥ rozd¥lili min
e? [6, str. 7℄

�e²ení. Hromádku obsahují
í x kouzelný
h min
í a y oby£ejný
h min
í budeme

ozna£ovat (x, y). Za£ínáme tedy s jedinou hromádkou (4, 4) a na²ím 
ílem je

rozd¥lit min
e na dv¥ hromádky (2, 2).
První den máme jedinou moºnost � rozd¥lit min
e do dvou hromádek o £ty°e
h

min
í
h náhodn¥. Pokud jsme se do správného rozd¥lení netre�li, ur£it¥ nastala

jedna z variant:

1. Jedna z hromádek obsahuje t°i kouzelné min
e a druhá jednu kouzelnou

min
i. Získali jsme tedy hromádky (3, 1) a (1, 3).

2. Jedna z hromádek obsahuje £ty°i kouzelné min
e a druhá samé oby£ejné.

Získali jsme tedy hromádky (4, 0) a (0, 4).

V kaºdém p°ípad¥ ob¥ hromádky o £ty°e
h min
í
h rozd¥líme na hromádky

o dvou min
í
h. Vzniknou tím £ty°i hromádky o dvou min
í
h. Pokud nastala prv-

ní varianta, pak vzniknou hromádky a = (2, 0), b = (1, 1), c = (1, 1) a d = (0, 2).
Sloºením a s hromádkou d a b s hromádkou c vzniknou dv¥ hledané hromád-

ky (2, 2).
Pokud nastala druhá varianta, vzniknou hromádky a′ = (2, 0), b′ = (2, 0),

c′ = (0, 2) a d′ = (0, 2). Sloºením a′ s hromádkou c′ a b′ s hromádkou d′ vzniknou
dv¥ hledané hromádky (2, 2).

Ob¥ varianty, které mohly nastat, ilustruje obrázek 4.2.

Bohuºel nevíme, která varianta nastala, ani kolik kouzelný
h min
í je ve které

ze £ty° hromádek. Pouze víme, ºe spojením vhodný
h dvoji
 hromádek o dvou

min
í
h vzniknou hledané hromádky (2, 2). Vyzkou²íme tedy v²e
hny moºnosti.

Máme t°i moºnosti, jak k první hromád
e p°ipojit jinou. Jednu moºnost jsme

vyzkou²eli uº první den. Zbývá tedy vyzkou²et je²t¥ dv¥ dal²í.
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(4, 4)

(3, 1)

(2, 0) (1, 1)

(1, 3)

(1, 1) (0, 2)

první varianta

(4, 4)

(4, 0)

(2, 0) (2, 0)

(0, 4)

(0, 2) (0, 2)

druhá varianta

Obrázek 4.2: D¥lení kouzelný
h min
í na hromádky.

Ke spln¥ní úkolu nám sta£í t°i dny.

V men²ím mnoºství dní min
e s jistotou správn¥ rozd¥lit nelze. První den ne-

máme ºádné informa
e a musíme proto min
e rozd¥lit do dvou hromádek náhod-

n¥. Rozborem v²e
h moºností následného rozd¥lení min
í v druhém dni by
hom

mohli ukázat, ºe a´ min
e v druhém dni rozd¥líme jakkoliv, na za£átku mohly

být se°azeny tak, ºe rozd¥lení nebude správné.

Pokud ne
h
eme rozebírat v²e
hny moºnosti, m·ºeme si uv¥domit, ºe p°i roz-

d¥lení min
í na dv¥ hromádky m·ºou nastat t°i moºnosti:

1. První hromádka obsahuje v²e
hny min
e jednoho druhu.

2. První hromádka obsahuje jednu min
i jednoho druhu a t°i min
e druhého

druhu.

3. První hromádka obsahuje dv¥ kouzelné a dv¥ oby£ejné min
e.

Aby
hom mohli druhý den s jistotou rozd¥lit min
e správn¥, museli by
hom mít

od kouzelníka dostatek informa
í k rozli²ení t¥
hto p°ípad·. Jedinou informa
í,

kterou od kouzelníka máme, je jedna odpov¥¤ ano/ne z prvního dne. Pomo
í

jedné hodnoty ano/ne t°i moºnosti nem·ºeme rozli²it, proto a´ zvolíme jakoukoliv

strategii, nem·ºeme si být jistí, ºe druhý den rozd¥líme min
e správn¥.

Ukázali jsme, ºe ke spln¥ní úkolu vºdy sta£í nejvý²e t°i dny, a ºe dva dny

nemusejí sta£it.

P°íklad 4.7. Ze sta min
í je padesát kouzelný
h. Kouzelné min
e jsou od oby£ej-

ný
h nerozli²itelné. Jediný, kdo min
e umí rozli²it je kouzelník. Na²ím úkolem je

vytvo°it dv¥ hromádky tak, aby v kaºdé bylo dva
et p¥t kouzelný
h min
í a dva
et

p¥t oby£ejný
h min
í.

Kaºdý den m·ºeme kouzelníkovi p°edloºit dv¥ vytvo°ené hromádky. On nám

sd¥lí, zda jsme úkol splnili. Bude nám ke spln¥ní úkolu jist¥ sta£it padesát dní?

[6, str. 7℄

�e²ení. Ukáºeme, ºe padesát dní vºdy sta£í. První den rozd¥líme min
e do dvou

hromádek po padesáti min
í
h náhodn¥. Pokud jsme min
e nerozd¥lili správn¥ uº

napoprvé, znamená to, ºe v první hromád
e je n kouzelný
h min
í, kde n 6= 25.
V druhé hromád
e je tedy 50− n kouzelný
h min
í. Zbylé min
e v obou hromád-

ká
h jsou oby£ejné.

Min
e v hromádká
h z prvního dne ozna£íme £ísly od 1 do 50. Druhý den

vym¥níme první min
i z první hromádky za první min
i z druhé hromádky. Po£et
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kouzelný
h min
í v první hromád
e mohl z·stat stejný jako p°ed
hozí den, jedna

kouzelná min
e mohla p°ibýt, p°ípadn¥ mohla jedna kouzelná min
e ubýt.

Pokud jsme druhého dne hromádky stále nerozd¥lili správn¥, vym¥níme je²t¥

druhou min
i z první hromádky za druhou min
i z druhé hromádky. Oproti stavu

z prvního dne budou mít hromádky t°etí den vym¥n¥nou první a druhou min
i.

Stejný postup opakujeme i v dal²í
h dne
h. V i-tém dni budou oproti první-

mu dni vym¥n¥ny v²e
hny min
e od 1 do i − 1 v£etn¥. V kaºdém dni se po£et

kouzelný
h min
í v první hromád
e zm¥ní oproti p°ed
hozímu dni maximáln¥ o 1.

Kdyby
hom takto pokra£ovali 51 dní, byly by na kon
i ob¥ hromádky pro-

hozené. V první hromád
e by proto bylo 50 − n kouzelný
h min
í. Do tohoto

stavu jsme se dostali postupným p°idáváním a odebíráním maximáln¥ jedné kou-

zelné min
e v první hromád
e. V n¥kterém z první
h padesáti dn· se tedy po£ty

kouzelný
h min
í v obou hromádká
h musely shodovat.

�e²ení p°ed
hozí úlohy se snadno zobe
ní na p°ípad, kdy máme 2n min
í a po-

lovina z ni
h je kouzelná. K rozd¥lení na dv¥ hromádky obsahují
í n/2 kouzelný
h
a n/2 oby£ejný
h min
í pak sta£í n dn·.

Úloha má samoz°ejm¥ smysl pouze pro n sudé.

P°íklad 4.8. Máme k dispozi
i n min
í t°í r·zný
h druh·: bronzové, st°íbrné

a zlaté. Min
e jsou od sebe nerozeznatelné. Máme stroj, který dostane dv¥ min
e

a °ekne, jestli jsou stejného druhu. Ne°ekne ale z jakého.

Kaºdý den m·ºeme pomo
í stroje provést libovolné mnoºství porovnání. �ádná

min
e se ale v jednom dni nesmí ú£astnit dvou porovnání. Jaký nejmen²í moºný

po£et dní pot°ebujeme, aby
hom na²li alespo¬ jednu zlatou min
i pokud víme, ºe

ví
e neº polovina min
í je zlatý
h? [2℄

�e²ení. První den o min
í
h nemáme ºádnou informa
i. Porovnáme proto 
o

nejví
e náhodn¥ zvolený
h dvoji
. Následn¥ vy°adíme kaºdou dvoji
i, ve které

jsou min
e r·zného druhu. Zbavíme se tím maximáln¥ tolika zlatý
h min
í, jako

min
í ostatní
h druh·. V kaºdé ze zbylý
h dvoji
 jsou ob¥ min
e stejného druhu.

Mezi zbylými min
emi je proto stále ví
e neº polovina zlatý
h min
í.

Druhý den dvoji
e spárujeme do skupinek po £ty°e
h min
í
h. Z kaºdé dvoji
e

vybereme jednu min
i a vybrané min
e porovnáme. Pokud jsou min
e stejného

druhu, získali jsme £tve°i
i stejného druhu. Pokud jsou min
e r·zného druhu,


elou £tve°i
i vy°adíme. Op¥t tím odstraníme mén¥ nebo stejn¥ zlatý
h min
í

neº min
í jiného druhu. Mezi zbylými min
emi je proto stále ví
e neº polovina

zlatý
h.

V kaºdé £tve°i
i jsou je²t¥ dv¥ min
e, které jsme druhý den neporovnávali.

�tve°i
e min
í spárujeme do skupin po osmi. V kaºdé skupin¥ porovnáme dosud

neporovnanou min
i z první £tve°i
e s dosud neporovnanou min
í z druhé £tve°i
e.

Pokud mají rozdílný druh, 
elou skupinu vy°adíme. Skupiny se stejným druhem

pone
háme. Mezi zbylými min
emi je stále ví
e neº polovina zlatý
h min
í.

V kaºdé z nov¥ vzniklý
h skupin min
í jsou dv¥ min
e, které se v druhém dni

je²t¥ neú£astnily porovnání. Celý postup tedy m·ºeme opakovat tak dlouho, do-

kud nezbude jedna velká skupina. V kaºdém b¥hu porovnávání jsme zdvojnásobili

velikost porovnávaný
h skupin. Poslední velká skupina proto obsahuje 2k min
í.

Pokud je n li
hé, pak p°i prvním párování min
í zbyla jedna min
e, která se po-

rovnávání nemohla ú£astnit. Podobn¥ pokud je po£et vzniklý
h dvoji
 po prvním

dni li
hý, pak se jedna dvoji
e nemohla ú£astnit dal²ího porovnávání. Podobn¥
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p°i párování £tve°i
 mohla zbýt jedna £tve°i
e atd. K poslední velké skupin¥ jsme

dosp¥li po k − 1 párování
h. Celkem mohlo zbýt maximáln¥

20 + 21 + 22 + · · ·+ 2k−1 = 2k − 1

min
í mimo velkou skupinu. Víme, ºe velká skupina obsahuje v²e
hny min
e jed-

noho druhu a ºe ví
e neº polovina nevyhozený
h min
í je zlatá. Velká skupina se

proto skládá ze samý
h zlatý
h min
í. Pro nalezení jedné zlaté min
e proto sta£í

vybrat libovolnou z velké skupiny.

Zjistili jsme, ºe ve dvou dne
h umíme najít zlatou min
i. Nyní ukáºeme, ºe

v jednom dni to nejde.

První den umíme porovnávat pouze dvoji
e. A´ zvolíme jakoukoliv strategii

porovnávání, po prvním dni bude pro kaºdou min
i platit jedna z moºností:

1. Min
e se ú£astnila porovnání s jinou min
í stejného druhu.

2. Min
e se ú£astnila porovnání s jinou min
í jiného druhu.

3. Min
e se ºádného porovnání neú£astnila.

O ºádné min
i po prvním dni nevíme ni
 jiného, neº která ze t°í uvedený
h

moºností pro ní platí. Na základ¥ t¥
hto informa
í nedokáºeme o ºádné min
i

s jistotou °í
i, ºe je zlatá. Pro kaºdou zvolenou min
i totiº m·ºeme najít p°íklad

zadání, ve kterém tato min
e není zlatá.

Ukázali jsme, ºe ve dvou dne
h umíme najít zlatou min
i, zatím
o jeden den

nesta£í. Nejmen²í moºné mnoºství dní, ve který
h jsme s
hopni najít zlatou min
i,

je proto 2.
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Záv¥r

Na záv¥r zmíníme n¥kolik odkaz· na dal²í souvisejí
í literaturu. Geometri
ký

p°ístup k reprezentovatelnosti z £ásti 1.2.2 m·ºeme v n¥který
h p°ípade
h vyuºít

i pro hledání po£tu reprezenta
í £ástky. V [18, kapitola 2℄ je popsaný zp·sob

získání po£tu reprezenta
í £ástky s pomo
í Pi
kovy v¥ty.

V £ásti 1.3.2 jsme ukázali grafový algoritmus pro výpo£et Frobeniova £ísla.

P°i hledání nejkrat²í 
esty grafem jsme pouºili Dijkstr·v algoritmus. Ví
e infor-

ma
í o Dijkstrov¥ algoritmu a o r·zný
h vylep²ení
h ry
hlosti výpo£tu Frobeniova

£ísla najdeme v [24, str. 536�542℄ a [5℄. Pokud ne
h
eme Frobeniovo £íslo po£ítat,

m·ºeme alespo¬ odhadnout jeho velikost. P°ehled odhad· je nap°íklad v [3℄.

V kapitole 3 jsme hledali lexikogra�
ky nejv¥t²í z reprezenta
í, které vyuºívají

nejmen²í moºné mnoºství min
í. Kdyby
hom upustili od poºadavku na lexikogra-

�
ky nejv¥t²í reprezenta
i, mohli by
hom hledat po£et reprezenta
í, které vyu-

ºívají nejmen²í moºné mnoºství min
í. �e²ení tohoto problému se pro systémy

s maximáln¥ t°emi min
emi na
hází v [15℄.
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