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Uvod

Hlavnim cilem této bakalaiské prace je vytvofeni programu na rysovani, ktery by
se mohl pouzit pii hodinach deskriptivni geometrie na stfednich skolach a pomoci
néjz by bylo mozno seznamit studenty s rysovinim na pocitac¢i. Piestoze je sice
diilezité, aby studenti uméli rysovat na papir, v dnesni dobé je stejné dilezité
sezndmit se s rysovacim softwarem, nebot ten je v praxi ¢asto vyuzivan. Pro-
gram je zaméieny na feSeni prikladii na sestrojeni kuzelosecek. Jedna se vlastné
o jednoduchy graficky editor, ktery obsahuje nastroje pro vykreslovani zakladnich
geometrickych objektu. Tato prace by méla prispét k rozvoji vyuziti pocitace pri
vyuce deskriptivni geometrie a matematiky na stiedni skole.

Soucasti prace je i sada piikladu, které lze fesit v programu. Pro kazdy ptiklad
existuje soubor se zadanim, ktery si uzivatel otevie v programu a muze jej fesit.
Také je u kazdého ptikladu pfilozen i soubor s ukazkovym resenim.

Prace si déle klade za cil seznamit stiedoskolskou vefejnost s riznymi definice-
mi a konstrukcemi kuzelosecek, které nejsou bézné pouzivany, piesto jsou velmi
zajimavé a Casto i jednoduché. A jisté by bylo pro studenty zajimavé jim je
predvést na hodinach deskriptivni geometrie nebo matematiky. Kazda definice a
konstrukce je proto doplnéna nazornou animaci v programu Geogebraﬂ obrazkem
z této animace, symbolickym zapisem konstrukce a strué¢nym popisem konstrukce.

Uvedeme i ditkazy ekvivalence prezentovanych definic.

V nésledujici kapitole jsou uvedeny tii rizné definice jednotlivych kuzelosecek
a jejich zékladni vlastnosti.

V druhé kapitole jsou pak popsany rizné konstrukce kuzelosecek.

Trteti kapitola se zabyva konstrukcemi tecen ke kuzeloseckdm a popisem dalsich
vlastnosti jednotlivych kuzelosecek.

Ve ¢tvrté kapitole jsou uvedeny dukazy ekvivalenci definic uvedenych v prvni
kapitole. Diikazy jsou provedeny pocetné, pomoci stiedové, resp. vrcholové rovnice
jednotlivych kuzelosecek.

Dokumentaci a napovédu k pouzivani programu naleznete v paté kapitole.

V posledni, Sesté kapitole najdeme dva tesené priklady. Prvni piiklad slouzi
k sezndmeni uzivatele se samotnym programem, druhy je jiz vice zaméfen na
samotné feSeni prikladu.

lwww . geogebra. org


www.geogebra.org

1. Definice kuzelosecek

V této kapitole si ukaZeme riizné definice kuzeloseceld]

Kuzelosecky mohou byt zadany pomoci ruznych definic. V matematice se
vyskytuji v mnoha oborech, v analytické geometrii, syntetické geometrii, deskrip-
tivni geometrii, ale najdeme je i u grafického feseni rovnic nebo soustav rovnic,
u grafu funkci, atd. VSude se vyskytuji kuzelosecky, ale pokazdé v trochu jiné
podobé.

Kdybyste se ptali, co je to kuzelosecka, dostali by jste asi takovéto odpovédi:

Matematik by tekl: Kuzelosecka? To je bilinearni forma.

Geometr by namitl: Kuzelosecka je kiivka druhého stupné.

Deskriptivaf by definoval: Ktivka, ktera vznik& prinikem kuzele a roviny.

Jiny by pouzil definici: To je mnozina bodi, které maji od pfimky a bodu
stejny pomeér vzdalenosti.

A kdybyste se ptali dal, dostali byste dalsi a jiné odpovédi. Ale kdo mé pravdu?

Pravdu maji vSichni. Kuzelosecky lze definovat ruznymi zpisoby. Podivejme
se na jednoduché piiklady, se kterymi jsme se setkavali na stredni skole v hodinach
matematiky.

Kazdy jisté umi zakreslit graf funkce y = %, ktera predstavuje vztah nepiimé
améry, ale tato kiivka je jen specialni ptipad hyperboly, kterd ma kolmé asymp-
toty. Jiny piiklad je nerovnice 0 < ax® + bxr + ¢, kterd se fe$i pomoci
funkce y = axz? + bx + c, jejiz graf lehce nakreslime. Piedpis této funkce je
shodny i s implicitni rovnici paraboly, kterd také patii mezi kuzelosecky.

Nahlédli jsme, 7e existuje mnoho definic kuzelosec¢ek a pofad nevime mnoho
o nich samotnych, proto si nyni ukdZzeme nejznaméjsi definice a odvodime si jejich
zakladni vlastnosti.

1.1 Ohniskova definice

Ohniskova definice kuzelosecek je jedna z nejcastéjsich a nejjednodussich na pred-
stavivost. Proto i zde ji uvedeme jako prvni a odvodime si z ni zakladni vlastnosti.
7 této definice vyplyva i jedna z konstrukei kuzelosec¢ek tzv. bodova konstrukce.

1.1.1 Elipsa

Definice 1.1. Elipsﬂ je mnozina vsech bodi M, které maji od dvou pevngch
(navzdjem rizngch) bodi E, F konstantni soucet vzddlenosti 2a. [1I]

Zapsano symbolicky:

E={VM e RxR:|ME|+|MF| = 2a}

Body E, F z definice nazyvame ohniska. Usecky M E a M F nazyvame privodidi.
Pokud bychom zvolili body F, F' tak, aby splynuly, pak dostaneme kruznici. Tedy
kruznice je specidlnim piipadem elipsy.

! Diive téz nazyvané secky nebo fezy kuzelné [4]
?Diive téz nazyvana schodnice, hlavni a vedlejsi osu oznacovali jako velkd a mala osa a jeji
hlavni vrcholy nazyvali pouky [4]



Obrazek 1.1: Bodova konstrukce elipsy, plati [UV| = |AB| = 2a

Z této definice piimo vyplyva nasledujici tzv. bodova konstrukce. Proc¢ se
nazyva bodova je asi zcela jasné, konstruuje elipsu bod po bodu, praveé dle definice.

Zapsano symbolicky:

Mame zadany body E, F' a vzdalenost 2a zadanou tseckou UV

1) X;Xe€ W/,libovolné
3)  kasko(F, |XV])
4) M: M e ki M ks

Pokusime se nyni narysovat elipsu a zaroven si odvodime jeji zakladni vlast-
nosti. Vime, Ze elipsa je mnozina bodi, které maji konstantni vzdalenost od
dvou pevné zvolenych riznych bodi. Zvolime libovolné dva riizné body v roviné
(ohniska) a nazveme je E a F. Dale zvolime vzdalenost 2a a zobrazime ji jako
usecku UV. Pokusime se najit vyznamné body elipsy. Pokud vyneseme z kazdého
z ohnisek stejnou vzdalenost a, pak vzniknou 2 body, které lezi na elipse. Ty-
to body lezi na ose tsecky EF'. Tedy jejich spojnice je kolma na tsecku EF
a prochazi bodem S, |ES| = |F'S|. Tyto body nazyvame vedlejsi vrcholy elip-
sy a znafime C, D. Vzdalenost bodu C' , resp. D od usetky EF znadime b (t].
|C'S| = |DS| = b) a nazyvame ji velikost vedlejsi poloosy.

Dale zvolime bod X na pfimce UV a pokusime se nalézt bod M, dalsi bod
elipsy. Jelikoz vznika jako prinik dvou kruznic, dostaneme bud dva, jeden nebo
zadny bod. Zamysleme se ted, kdy nam vznikne pravé jeden prusecik. Jelikoz
je vzdalenost 2a vét§i nez |EF|, musi nastat vnitini dotyk kruZnic, které jsou
urfeny vzdalenostmi |XU| a | XV| a stfedy v ohniskach, pro X libovolné. Tedy
pro poloméry hledanych kruznic musi platit r; = |EF| + ro. Pak ale nutné musi
byt ro = 2a-IBFl pokyd sestrojime kruznice s pravé nalezenymi poloméry, tedy
ki(E,r) a ko(E,r3), vznikne nam dalsi vyznamny bod elipsy, bod A, hlavni
vrchol elipsy. Pokud zaménime stfedy kruznic, analogicky nam vyjde druhy bod,
druhy hlavni vrchol, bod B. Lehce nahlédneme, ze body A a B lezi na piimce
uréené body E'F a stied tsecky AB splyva s bodem S, vzdélenost |AS| = |BS| =
a, a nazyvame ji velikost hlavni poloosy.



Pokud budeme volit bod X na pifimce UV tak, aby poloméry kruznic byly
mensi nez r; a zaroven vétsi nez ro, tedy volime bod X mezi body E’ a F’, viz
obréazek vzniknou nam tak dalsi body elipsy. Pro body E', F” plati |E'F'| =
|EF|. Cim vice bodi sestrojime tim pfesnéji lze elipsa vyrysovat.

Vzdélenost |ES| = |F'S| zna¢ime e a nazyvame excentricitou, nebo-li linearni
vystfednosti. Plati pro ni vztah e? = a? — b%.

Dale plyne z této konstrukee, ze bod S, stied tusecky FF', ABiCD, je stfedem
celé kuzelosecky. Elipsa se diky této vlastnosti fadi mezi stfedové kuzelosecky.
Navic je elipsa symetricka jak podle své hlavni osy tak i podle vedlejsi osy a takeé
podle stiedu S.

Celou konstrukei si pro lepsi ndzornost muzete prohlédnout v animaci [I, kde
je postupné rysovan cely postup této konstrukce.

1.1.2 Hyperbola
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Obrézek 1.2: Bodova konstrukce hyperboly, plati [UV| = |AB| = 2a

Definice 1.2. Hyperbold’| je mnoZina viech bodi M, které maji od dvou pevngich
(navzdjem rizngch) bodi E, F konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzddlenosti

2a. [1)
Zapsano symbolicky:

H={VMec RxR:|ME| - |MF|| = 2a}

*Dfive téZ nazyvana zbytnice a vétve se nazyvaly hyperbolické oblouky [4]



Pokud se podivame na symbolicky zapis, mizeme si vSimnout, zZe vzdalenosti
|ME| a |MF| jsou neomezené, rostou nade vSechny meze. Musi potom existovat
néjaky bod této kiivky, ktery lezi v nekonecnu, tzv. nevlastni bod. Z toho plyne,
7e hyperbola neni uzaviena krivka, tak jako je elipsa. Stejné jako u elipsy se body
E, F nazyvaji ohniska a tsecky X E a X F jsou privodice.

I pro hyperbolu mizeme definovat bodovou konstrukei.

Pokud jeji konstrukci opét zapiSeme symbolicky:

Mame zadany body E, F' a vzdalenost 2a zadanou tuseckou UV

1) X;Xe€ W,libovolné
2)  kuk(EUX))
3) ks ko (F | X V)
4) M;M € ki Nk

V&imnéme si, Ze konstrukce je velmi podobna bodové konstrukei elipsy, proto
ji zde nebudeme tak rozepisovat jako u elipsy. Pokud zvolime bod X jako stred
usecky UV, pak neziskdme jako u elipsy vedlejsi vrcholy. Neziskdme zadny bod,
nebot rozdil |[XU| — |X V], kde |XU| = |XV| = a, je roven nule. (Coz by se
rovnalo 2a pouze tehdy, pokud by a = 0, tedy velikost hlavni osy by byla nulova,
pak ale neziskime hyperbolu.) Vedleji vrcholy piesto u hyperboly existuji a maji
své uplatnéni, i kdyZ hyperbola jimi neprochizif'} Ozna¢me bod S jako stied
usecky E'F. Nalezneme je na pruse¢iku kolmice vedené bodem S na hlavni osu,
vedlejsi osa, a kruznici se stfedem v jednom hlavnim vrcholu a polomérem o délce
vzdélenosti |ES| = |F'S|. Opét plati rovnost |C'S| = |DS| = b a tuto vzdéalenost
nazyvame velikosti vedlejsi osy.

Pokusime se nalézt body, které lezi na hlavni ose, tedy hlavni vrcholy. Jak
bylo feceno u elipsy, jsou to body, které vznikaji, pokud se pomocné kruznice se
stiedy v ohniskich a poloméry rovnymi |[UX | a |V X, pro danou volbu X protinaji
v jediném bodé. Jelikoz je hyperbola mnozinou bodii, které maji konstantni rozdil
vzdalenosti, pak musi nutné nastat vnéjsi dotyk. Musi tedy platit, Ze polomér
jedné kruznice ry je roven 2a + ro a zaroven polomér druhé ro = w Tedy
pro volbu téchto poloméru ziskavame kruznice ki (F,r1) a ko(F,r2) tedy jeden
z hlavnich vrcholl, prohozenim stiedi kruznic bychom dostali druhy vrchol.

Nyni si ukdZzeme konstrukci obecného bodu hyperboly. Nalezli jsme opét krajni
meze pro volbu bodu X na pomocné pfimce UV. Budeme tedy volit bod X tak,
ze poloméry kruznic se stredy v ohniskach budou vétsi jak r; i ro, dostaneme dalsi
body hyperboly. Plati tedy, Ze musime bod X volit na ptimce UV, ale vné tsecky
E'F', které opét predstavuji ohniska, tj. |E'F'| = |EF].

MiuZzeme si v§imnout na obrazku [I.2] Ze je hyperbola tvofena dvéma vétvemi,
které jsou zdanlivé oddéleny, ale jak jsme jiz fikali v avodu, hyperbola méa dva
nevlastni body, kde se pravé tyto dvé vétve protinaji. Pro vétsi nazornost, jak
hyperbola vypada se konstruuji tzv. asymptoty, nebo-li asymptotické pirimky.
K témto p¥imkam se vétvé hyperboly blizi, ale nikdy je neprotnoul Tyto piimky
nalezneme tak, ze v bodé C' vedeme rovnobézku s hlavni poloosou a v bodé A

4Proto se vedlejii ose nékdy iika imaginarni, pomyslné|3]
> Asymptoty jsou ve skute¢nosti te¢ny hyperboly v nevlastnich bodech.

7



vedeme rovnobézku s vedlejsi poloosou. Prisecik téchto primek nazveme bodem
H. Asymptota je pak pifimka, kterd prochazi stfedem hyperboly (bodem S) a
bodem H.

Hyperbola se spolu s elipsou fadi mezi stfedové kuzelosecky. Tedy bod S
popisovany v konstrukci je stiedem celé hyperboly a hyperbola je podle tohoto
bodu soumérna. Navic je soumérnd i podle hlavni a vedlejsi osy.

Vzdalenost |ES| = |F'S| oznacujeme jako excentricita a znacime ji e. Plati
vztah e = a? + b2

Opét si celou konstrukei muzeme prohlédnout v animaci

1.1.3 Parabola

<

Obrazek 1.3: Zékladni vlastnosti paraboly

Definice 1.3. Parabold’| je mnozina vech bodi. M, které maji od pevného bodu
F a dané primky d, kterd timto bodem neprochdzi, stejné vzddlenosti. [2]

Zapsano symbolicky:
P={VMeRxXR:|Mdl = |MF|}

Kdyz se podivame na definici, mizeme si v§imnout, Ze se znacné lisi od elipsy
a hyperboly. Parabola je definovana pomoci bodu a pfimky, tento bod se nazyva,
stejné jako u elipsy a hyperboly, ohnisko F' a je pouze jedno. Proto neni tak tézkeé
odhadnout, 7ze parabola jiz nebude patiit mezi stfedové kuzelosecky. P¥imka se
nazyva ridici a znaci se d.

I pro parabolu definujeme bodovou konstrukei.

Pokud jeji konstrukci opét zapiSeme symbolicky:

Diive téZ nazyvana stejnice a Fiditelka ¢i faditelka byla oznacovana fidici p¥imka [4]



Mame zadan bod F a piimku d a necht o je osa paraboly, tj. kolmice na
piimku d vedena bodem F'

1)  X;X € o,libovolné
2) mXexAx|d
3)  kik (F,|xd|)

4) M;Mexnk

Opét zkusime pomoci této konstrukce najit vyznamné vlastnosti paraboly.
Sestrojime kolmici na piimku d bodem F' tuto pfimku nazyvame osou paraboly,
znacime o. Pokud sestrojime stied tsecky vymezené bodem F' a priusecikem
piimek o a d, nazveme jej V', pak musi tento bod byt bodem paraboly, nebot plati
|FV| = |dV]|. Tento bod nazyvame vrcholem paraboly. Oznacime-li vzdalenost
bodi [F'V| jako £, potom |Fd| = p, tuto vzdalenost nazyvame parametr paraboly.
Dalsi bod ziskdme tak, Ze zvolime libovolny bod X na ose, viz animace, timto bo-
dem vedeme rovnobézku s fidici pfimkou x. Déle sestrojime kruznici se stfedem
v bodé F' a polomérem, ktery je roven vzdalenosti primek d a z. Tuto kruzni-
ci nazveme k. Pranik pfimky x a kruznice k£ jsou dva body lezici na hledané
parabole.

Parabola je soumérné podle své osy, coz plyne z konstrukce.

Viz obrazek nebo animace [11

1.2 Definice kuzZelosecek pomoci podili vzdalenos-

o, . 2.9

i

Obréazek 1.4: Podilova definice kuzelosecek s volbou koeficientu k; = 2.5, ks =1 a
ks = 0.5, pfimky p, p’ jsou mnoziny bodi, které maji danou vzdalenost od primky

d



Dalsi ¢asto zminovana definice je definice pomoci podili vzdalenosti. Je velice
zajimavéa, protoze ji lze formulovat obecné pro vSechny tii kuzelosecky. Ukazuje,
7e parabola, ktera neni stfedova kuzelosecka jako elipsa a hyperbola a ma dle

ohniskové definice jiné vlastnosti, je elipse a hyperbole blizka, coz plyne z obrazku
L4 nebo animace [Vl

Definice 1.4. KuZelosecka je mnozina viech bodiu M v roving, které maji kon-
stantni pomer vzddlenosti od pevného bodu F' a primky d dangm bodem neprochd-
zejict.

Zapsano symbolicky:

K={VMeRxR IMF] k}. k € (0,00)
= XR:——=Fk}, , 00
| Md|

Jak se pozdéji u konktrétnich pripadi presvédcéime, konstanta k£ nabyva vSech
kladnych redlnych ¢isel. Zapornych nabyvat nemuze, jelikoz se jedna o pomér
vzdalenosti a ty jsou vzdy kladné. Dokazeme, Ze definuje pravé nam znémé
kuzelosecky, elipsu, hyperbolu a parabolu, které jsme definovali vyse.

Symbolicky zapis konstrukce:

Méjme bod F, pfimku d a koeficient k:

1)  «; libovolné pevné, zada primkami u, v
2)  V; vrchol uhlu «

3) J;Jeu A|JU|=1

4) KK eu A|KU|=k

5)  L;L € v libovolné

6) x;z| JL

7y N;N=znv

8) LI(F,|UL|)

9)  pilpdl =|UN]|
10) M;M=InNnp

Jak konstruujeme jednotlivé body? Mame dan bod F, pfimku d a koeficient
k. Nejdiive si vytvoiime pomocnou konstrukci pro hledani vzdalenosti s danym
pomérem, kde vyuzijeme podobnosti trojuhelniki. Tedy volime libovolny thel
dany bodem U a pfimkami u, v, na rameno u od vrcholu thlu U vyneseme jed-
notkovou vzdalenost, bod J, a opét od vrcholu na stejné rameno i vzdalenost
rovnou koeficientu k£, K. Na rameno v budeme vynaSet libovolnou vzdalenost,
L. Pak bod N nalezneme jako prisecik druhého ramene thlu a piimky x ve-
dené bodem K rovnobézné s piimkou danou body JL. Dostavame vzdalenosti
|UL| a |UN], které nam jiz po fadé uréuji vzdalenosti od ohniska F' a p¥imky d.
Nyni sestrojime kruznici {(F, |[UL|) a pfimku p, resp. p’ pro které plati, ze jejich
vzdalenost od pfimky d je rovna |[UN|. Prisecik [ a p, resp. p’ je bod kuzelosecky.

Tento postup je shodny pro vSechny tii kuzelosecky, proto dale uvedeme pouze
kratky popis jednotlivych kuzelosecek.
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1.2.1 Elipsa

Definice 1.5. FElipsa je mnozina vSech bodi M v rovine, které maji konstantni
pomer vzddlenosti od pevného bodu F a primky d danym bodem meprochdzejict,
pro ktery plati k < 1.

J
L

*\ u 2.18 N 3.11 \

3.11 3.11

|
2.18
F
0y \—‘

Obrazek 1.5: Podilova definice pro elipsu s koeficientem k = 0.7

Zapsano symbolicky:

E={VM e R xR —|MF‘ kY k <1
— X N — <
| Md| ’
Celou situaci si prohlédnéte na animaci v nf si lze nastavit parametr £k
z intervalu (0, 1), aby vysledna kuzelosecka byla elipsa. Nebo na obrazku kde

je volen koeficient k = 0.7.

1.2.2 Hyperbola

Definice 1.6. Hyperbola je mnoZina vsech bodi M v roviné, které maji konstantni
pomeér vzdalenosti od pevného bodu F' a primky d danym bodem neprochdzejict,
pro ktery plati k > 1.

Zapsano symbolicky:
|MF|

={MeRXR:—=k },k 1
H={MeRx d Lk >

Celou situaci si muZete prohlédnout v na obrazku k = 2, na animaci
Lze si nastavit parametr k z intervalu (1,5], aby vysledna kuZelosecka byla
hyperbola.

1.2.3 Parabola

Definice 1.7. Parabola je mnozina vsech bodi M v rovineé, které maji konstantni
pomer vzdalenosti od pevného bodu F' a primky d danym bodem neprochdzejict,
pro ktery plati k = 1.
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[ 2.1 2.17

Obrazek 1.6: Podilova definice pro hyperbolu s koeficientem k = 2

0, /81 2.81

Obrazek 1.7: Podilova definice pro parabolu s koeficientem k = 1
Zapsano symbolicky:

[MF|
P={MeRxR: ——=k},k =1

Celou situaci si prohlédnéte na obrazku nebo na animaci [[V] pro k£ = 1.

Vsimnéme si, Ze pro parabolu je tato definice velmi podobné definici ohniskové.
Ohniskovéa definice tiké, Ze parabola je kiivka bodi, které maji stejnou vzdalenost
od pevného bodu a piimky, tj. |[MF| = |Md|. Tento vztah muzeme podélit

F
d = 1. Pokud
by |Md| = 0, pak by nutné musel bod F byt totozny s bodem M a oba by
lezeli na ptimce d. Tedy existoval by pouze jeden bod, ktery by spliioval tuto
|MF
| Md|
paraboly. Ukazali jsme, Zze tato definice je ekvivalentni s ohniskovou definici a
definuje stejnou kiivku.

vzdalenosti |Md| za podminky |Md| # 0 a dostaneme rovnost

rovnost, tedy nejednalo by se o parabolu. Podil = 1 je jiz podilova definice
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1.3 Definice kuZelosecek pomoci stredii kruznic

Nyni si ukdzeme dalsi definice kuzelosecek, kterd neni tolik znama, je ale velice
nazorna a jednoduché.

Tato definice vyuziva vlastnosti tecny ke kuzelosecce (¥idici a vrcholovou
kruznici, resp. fidici a vrcholovou te¢nu), které jsou podrobné popsany ve 4.
kapitole, proto zde jen nastinime, jak tato definice vypada. Zbytek nechdme na
Ctenafi.

1.3.1 Elipsa

Definice 1.8. Elipsa je mnoZina vsech stiedi M; kruznic k;, které se dotyjkaji
uvnitt dané kruznice d(E,2a) a prochdzeji jejim vnitinim bodem F. [1]

Kruznice d je ridici kruznice a dany bod F' je jedno ohnisko. Druhé ohnisko
elipsy je stfed kruznice d, tedy bod E a jeji polomér je roven 2a tedy velikosti
hlavni osy.

Obrazek 1.8: Definice elipsy pomoci stiedii kruznic

Pokud zapiseme postup symbolicky, dostdvame nésledovné:
Méjme kruznici d(E, 2a) a bod F'

1 X; X ed,libovolné

)
) s;szﬁk
)
)

w N

0; 0 jeosa XF
M; M =0 Ns

W

Co vlastné 7ika tato definice? Je dana kruznice d se stfedem E a bod F', ktery
lezi uvnitf kruznice d, viz obrazek [1.8 nebo animace [V| Na kruZznici d volime bod
X libovolné. Bodem X a F' prolozime kruznici tak, aby se dotykala kruznice d
v bodé X. Tyto dvé kruznice budou tedy mit v bodé X spolecnou te¢nu. Pro
libovolnou volbu bodu X nam vznikne jin& kruznice, tedy i jiny stied. Mnozina
téchto stredu pak tvoii hledanou elipsu.
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1.3.2 Hyperbola

Definice 1.9. Hyperbola je mnoZina vSech stiedu M; kruznic k;, které se dotykaji
vné dané kruznice d(E,2a) a prochdzeji jejim vnéjsim bodem F. [1|

Obrézek 1.9: Definice hyperboly pomoci stiedii kruznic

Body E, F jsou ohniska hyperboly a kruznice d je fidici kruznici jejiz polomér
je roven 2a, tedy velikosti hlavni osy hyperboly.

Tato definice se pfili§ nelisi od definice elipsy. Jedinym rozdilem je poloha
bodu F', ktery tentokrat lezi vné kruznice d. Tedy postup konstrukce je shodny
s postupem u elipsy, coz je ziejmé z obrazku proto jej zde nebudeme opét
zminovat. Rozdil je v umisténi bodu F', ktery lezi vné kruznice d. Protoze kruznice
k; je definovana tak, Ze ma spolec¢nou tecnu s kruznici d, pak jeji polomér muze
rist nade vSechny meze. Opét proto ziskdvame body v nekonec¢nu, které tvori
hyperbolu.

Mizete si opét spustit animaci pro pochopeni postupu.

1.3.3 Parabola

Definice 1.10. Parabola je mnoZina stredi M; kruZnic k;, které prochdzeji bodem
F a dotgkaji se dané piimky d. [1]

Symbolicky popis konstrukce:
Méjme piimku d a bod F

—_

) X; X €d,libovolné
) s s LdAX€s
3)  oxp; 0jeosa XF
4) M; M =oxrNs

\]

Bod F' je ohniskem paraboly a pfimka d je fidici pfimkou. Parabola ma opét
trochu jinou definici nez elipsa a hyperbola. Misto dané kruznice d, ktera se
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Obrazek 1.10: Definice paraboly pomoci stfedt kruznic

objevovala v predeslych definicich, zde figuruje pfimka. Proto i konstrukce je
jind, jak je vidét na obrazku[I.10] Lze lehce nahlédnout, 7Ze se jisté jedna o stejnou
kiivku, jako v predeslych definicich. Bod M lezi na parabole. Opét musi platit, Ze
vzdalenost bodu M od ptfimky d musi byt shodné se vzdalenosti od ohniska, tj.
od F'. To ale evidentné plati, nebot hledané kruznice k; z definice musi prochézet
bodem F' a piimka d je jeji te¢na.

Konstrukei si miiZete ovéfit v animaci [VII
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2. Konstrukce kuzelosecek

V prvni kapitole jsme ukazali bodovou konstrukci kuzelosec¢ek vychéazejici z ohni-
skové definice, ale to neni jedina konstrukce, proto si nyni uvedeme, jak jinak lze
kuzelosecky zadat a jaké existuji jiné konstrukce. Nékteré konstrukce kuzelosec¢ek
pouze piiblizné aproximuji (tj. pfiblizné napodobuji tvar), jiné konstruuji kuze-
losecky bod po bodu jako jiz zmifiovani bodova konstrukce.

2.1 Hyperoskula¢ni kruznice

Tato pomocné konstrukce vyuziva toho, Ze kazda kiivka lze v kazdém bod¢ nahra-
dit ¢asti kruznice, kterd ji v blizkém okoli tohoto bodu aproximuje (napodobuje).
Tyto kruznice se nazyvaji oskula¢ni kruznice. Jejich specialnim pripadem jsou tzv.
hyperoskulacni kruznice, které se sestrojuji specialné pro vrcholy kuZelosecek.

Tato konstrukce se vyuziva pro zpresnéni vykresleni kuzelosecek, jelikoz je
velice naro¢né sestrojit dostatecné mnozstvi bodii, aby bylo mozné kuzelosecku
vyrysovat. Proto pouzijeme pravé hyperoskula¢ni kruznice, které nam naznaci,
jak se kuzelosecka v okoli vrcholu chova.

2.1.1 Elipsa

a’ X
k
b'
OB F B
e
Y

Obrazek 2.1: Konstrukce hyperoskula¢nich kruznic pro elipsu
Nejdfive se situaci ukdzeme u elipsy. Jak je vidét na obrazku [2.1] hyperosku-

la¢ni kruznice opravdu dobie vystihuji, aproximuji elipsu ve vrcholech.
Postup sestrojeni téchto kruznic lze zapsat symbolicky:
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1 a;d || ABANC € d
2) 0| CDABeEVY
3 X; X =dnv

4)  pip=BC

kik LpAX ek

Op;0Op =k NAB
Oc;0c=k NCD
kp; kp(Op,|OpBl)
kc; ko(Oc, |0cC)

© 00 3 O Ot
~— —

Nejdiive sestrojime pfimku ', kterd je rovnobézna s hlavni osou elipsy a
prochézi bodem C, a piimku ¥, kterd je rovnobézna s vedlejsi osou a prochézi
bodem B. Prisecik téchto pfimek nazveme X. Sestrojime kolmici £ bodem X
na pifmku danou body BC'. Pruse¢ik pfimky k s hlavni osou je bod Op stied
hyperoskulacni kruznice pro vrchol B a prusecik primky & s vedlejsi osou je bod
Oc¢ stied hyperoskula¢ni kruznice pro vrchol C.

Analogicky by se sestrojily stfedy pro vrcholy A a D. Jelikoz je elipsa sy-
metrické, pak pro stfed hyperoskula¢ni kruznice v bodé A plati: |AO4| = |BOg|
tedy i polomér kruznice k4 bude shodny s polomérem k. Analogicky sestrojime
kruznici kp.

Postup si mizete projit v animaci

2.1.2 Hyperbola

Obrazek 2.2: Konstrukce hyperoskula¢nich kruznic pro hyperbolu

Symbolicky z&pis sestrojeni hyperoskula¢nich kruznic hyperboly:
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b';b' L oj(hlavni osa) A B € k
X; X =k Najasymtota

kik LagNX ek

Op;0p =k No

5)  kp;kp(Op,|OpB|)

[N N \)
~— — — —

Hyperoskulacni kruznice hyperboly jsou pouze dvé, jelikoz hyperbola svymi
vedlejsimi vrcholy neprochézi. Stied hyperoskulacni kruznice pro vrchol B ses-
trojime tak, Ze vedeme kolmici b’ bodem B. Prusecik s asymptotou a; nazveme
bod X a plati | XS| = e. Timto bodem vedeme kolmici na asymptotu a;, pfimka
k. Pak bod Opg lezi na pruse¢iku hlavni osy hyperboly a piimky k.

Konstrukce je opét symetricka jako u elipsy. Tedy sestrojime bod na asymp-
toté, ktery ma od stiedu vzdalenost e, v tomto bodé vedeme kolmici na tu-
to asymptotu a prisecik je bod Oy, resp. sestrojime-li analogicky pro druhou
asymptotu, bod Op. Hledané kruznice zapiSeme ks(Oa, |AO4|), ks(Op, |BOg|),
viz obréazek [2.2] nebo animaci

2.1.3 Parabola

<

Obrazek 2.3: Konstrukce hyperoskula¢ni kruznice pro parabolu

U paraboly je pouze jedna hyperoskula¢ni kruznice, nebot parabola ma pouze
jeden vrchol. Konstrukce hyperoskulacni kruznice u paraboly je velice snadna.
Polomér této kruznice je roven parametru, tj. p. Stfed této kruznice je bod Oy,
ktery nalezneme ve vzdalenosti p od vrcholu paraboly, tj. |VO| = p, hyperosku-
la¢ni kruznice mé proto predpis ky (O, p).

Konstrukei miizete nalézt v animaci X1
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2.2 Trojuhelnikova konstrukce

Tuto konstrukci si ukdzeme pouze pro elipsu a parabolu. Je to jednoduché kon-
strukce, ktera konstruuje elipsu, parabolu bod po bodu.

2.2.1 Elipsa

— AN

e
i
P

Obréazek 2.4: Trojuhelnikova konstrukce elipsy

h
A

vy}

Opét uvedeme symbolicky zapis této konstrukce:
Mame dény hlavni a vedlejsi osy, stfed a konstanty a a b.

1 v;v(S, a), vrcholova kruznice

2 k; k(S,b)

3 X; X € wv,libovolné
p;p=XS

5 YV =pnk

D W~
O~ — ~— ~— ~— " ~—

hih||CDAX €h
99| ABAY €g
M;M=gnNh

oo

Tuto konstrukei si miizete ndzorné prohlédnout na obrézku 2.4/ nebo v animaci
XIl

Méjme bod S a dvé soustfedné kruznice v(S,a) a k(S,b). Nyni volime bod X
libovolné na kruznici v a sestrojime primku p, ktera spojuje stfed S s bodem X.
Prusecik pfimky p s druhou kruznici k nazveme Y. Hledany bod elipsy M nalezne-
me na pruseciku primek h a g, které sestrojime tak, ze po tadé body X,Y
vedeme rovnobézky s hlavni a vedlejsi sou. Tedy pfimka A prochézi bodem X
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a je rovnobézna s hlavni osou a piimka ¢g prochazi bodem Y a je rovnobézné
s vedlejsi osou.

Pro jinou volbu bodu X € v ziskdme jiny bod M.

Ditkaz této konstrukce plyne z afinity vrcholové kruznice na kuzelosecku.

2.2.2 Parabola

a1

Obrazek 2.5: Trojihelnikova konstrukce paraboly

Opét uvedeme symbolicky zapis této konstrukce:
Mame danu osu o, vrchol V' a jeden bod paraboly A.

1)  aja=AV

2)  X;X € a,libovolné
3) g9gloAnXEe€g
4)  apallo NA €aq
5 YV =a1nNgyg

6) hih|lo AXER
7 bb=YV

8 M;M=0bNnh

Tuto konstrukci si mtizete ndzorné prohlédnout na obrazku nebo v animaci
XTIl

Méjme vrchol V' paraboly, osu o a jeden bod A lezici na parabole. Sestro-
jime tsec¢ku a jako spojnici bodi AV a pfimku a;, kterd je rovnobézné s osou
o a prochézi bodem A. Na této dseCce a volime bod X libovolné. Sestrojime
nyni piimku g, ktera prochézi bodem X a je kolmé na osou o. Prisecik piimky g
s pfimkou a; nazveme Y. Bodem X dale vedeme rovnobézku h na osu o. Usecka b
je definovana body VY. Vznikl nam trojuhelnik, viz obrazek 2.5] s dvéma znamy-
mi vrcholy X, Y a tfetim vrcholem je priisecik b a h, ktery nazveme bodem M.
Bod M lezi na hledané parabole.

Pro jinou volbu bodu X € a ziskdme jiny bod M.
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2.3 Prouzkova konstrukce

Tato konstrukce elipsy se nejmenuje prouzkova nahodou, ale nazyva se tak podle
toho, Ze ke konstrukci vyuzivame prouzek papiru.

Rozlisujeme dvé varianty této konstrukce — souctovou a rozdilovou. Jak napo-
vida nazev, rozdélujeme je podle toho, jak umistujeme body na prouzek papiru.

2.3.1 Souctova prouzkova konstrukce

Obrazek 2.6: Prouzkova konstrukce elipsy souctova

Na tuto konstrukci pomoci prouzku papiru potiebujeme znéat velikost hlavni
a vedlejsi osy a jejich polohu. Pak vezmeme prouzek papiru a zacatek oznacime
bodem G, od tohoto bodu naneseme vzdalenost a a koncovy bod nazveme M.
Posledni bod nazveme [ a najdeme jej ve vzdalenosti b od bodu M, viz obrazek
nebo animace [XITI| resp. [XIV], rozdil téchto animaci je, Ze v prvni miZze uzi-
vatel sém pohybovat s prouzkem. Ve druhé je tato ¢innost animovana pro kazdy
kvadrant zv1ast.

Nyni prilozime pripraveny prouzek papiru tak, aby bod I lezel na hlavni ose
a bod G na vedlejsi ose. V misté, kde na prouzku papirku lezi bod M, lezi i bod
elipsy. Pokud budeme pohybovat prouzkem papirku tak, aby stéle piislusné body
lezely na osach, sestrojujeme dalsi body.

2.3.2 Rozdilova prouzkova konstrukce

Rozdilova varianta prouzkové konstrukce je velice obdobné, opét vyuzijeme prou-
zku papirku, a stejné na ném sestrojime bod G' a bod M, pouze bod I sestrojime
tak, ze vzdalenost b vyneseme na opac¢nou stranu od bodu M, tedy smérem k bo-
du G. Body tedy lezi v potadi G , I a M. Opét prikladame bod G na vedlejsi
osu a bod I na hlavni osu a bod M ukazuje, kde lezi bod elipsy, viz obrazek
nebo animace na které naleznete jak souctovou tak i rozdilovou prouzkovou
konstrukci.
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Obrézek 2.7: Prouzkova konstrukce elipsy souc¢tova i rozdilova
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3. Dalsi vlastnosti kuzelosecek a
tecna ke kuzeloseckam

Zatim jsme ukazali zdkladni vlastnosti kuzelosecek. Nyni se zamétrime na tecny ke
kuzeloseckdm a vlastnosti s te¢nou spojené. Ukazeme, jak se tec¢na k jednotlivym
kuzeloseckdm sestroji a jaké ma vlastnosti vzhledem ke kuzelosecce.

3.1 Elipsa

Elipsa je konecna uzaviena kiivka. V kazdém bodé 1ze sestrojit te¢nu, protoze se
jedné o regularni kiivku, tecna v daném bodé existuje pravé jedna.

Uvedeme nékterd tvrzeni o tecné k elipse bez dikazu. Dikazy muzete najit
v textu, ze kterého jsou tvrzeni citovana.

Tvrzeni 3.1. Tecna v libovolném bodé elipsy pili uhel privodicu, ktery obsahuje

oo

hlavni vrchol elipsy (tzv. vnéjsi dhel privodici). [1]

Obrazek 3.1: Tecna k elipse

Tvrzeni 3.2. MnozZina vsech bodi ) soumeérné sdruZengjch s jednim ohniskem
elipsy podle jejich tecen je kruznice d se stFedem v druhém ohnisku a polomeéru
rovném velikosti hlavni osy elipsy, tj. 2a. [2]

Kruznice z piedchoziho tvrzeni se nazyvaji fidici. Nutné jsou dvé, nebot
muzeme roli ohnisek v tvrzeni prohodit, a tak ziskdme druhou fidici kruznici.
Jejich predpisy jsou di(FE,2a) a dy(F,2a).
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Tvrzeni 3.3. MnoZina vsech pat kolmic P spusténijch z ohnisek elipsy na jeji
tecny je kruznice v opsand kolem stiedu elipsy polomérem rovngm velikosti hlavni
poloosy, tj a. [2]

Kruznice v z tohoto tvrzeni se nazyva vrcholova a je pouze jedna. Jeji predpis
je v(S,a).

Zadefinovali jsme si nové pojmy, ukizali si, jak vypada tecna k elipse. Jak
ji najdeme? Pokusme se vyfeSit tlohu sestrojeni te¢ny k elipse danym bodem.
Na pomoc si miuzeme vzit animaci kde je tato konstrukce rozkrokovéna,
pripadné sledujte obrazek

Konstrukei miizeme opét zapsat symbolicky:

Mégjme danu elipsu e pomoci hlavnich a vedlejsich vrcholi.

1) k;k(C,a)

2) E,F;E F =k Nojhlavni osa

3) T,;T € e,libovolné

1) pp=FT

5)  dy;di(F,2a)

6) @Q=pnd

7 ¢q=QF

8)  w;v(S,a) vrcholova kruznice
10) P;P=gqnuo
11) t=TP

Méjme sestrojenou elipsu a ur¢ime jeji ohniska. Sestrojime jeji libovolny bod,
dle néjaké definice ¢i konstrukce z predeslych kapitol. Nazveme jej T', bod dotyku.
Timto bodem povedeme tec¢nu.

Nejdiive si sestrojime bod soumérné sdruzeny s jednim ohniskem, vezméme
napi. ohnisko F, podle hledané te¢ny a tento soumérny bod nazveme (). Jak
bylo feceno v tvrzeni mnozina bodu ) soumérnych s ohniskem F' podle te¢ny je
kruznice d se stfedem F' a polomérem 2a. Sestrojime si tedy kruznici d;(F,2a).
Bod @ nalezneme jako prusecik ¥idici kruznice d a pfimky urcené body FT, viz
obrazek Dostali jsme dva body, které jsou soumérné podle hledané tecny,
tedy nutné musi tecna prochazet stredem tsecky QF a byt na ni kolma. Ale jak
bylo uvedeno vyse, mnozina pat kolmic P spusténych z ohniska E je vrcholova
kruznice. Proto bod P nalezneme na pruse¢iku tsecky QFE a kruznice v(S,a).
Protoze je bod P pata kolmice na te¢nu, musi i on lezet na te¢né. Nalezli jsme
tedy dalsi bod tecny, tj. tecna je dana body T'P.

Ukazali jsme si jak sestrojit te¢nu, a jaké vlastnosti zde plati. Ziskané védo-
mosti si miizete provérit na piikladech, které naleznete ve slozce Priklady.

3.2 Hyperbola

Dalsi kiivkou, ke které si ukazeme konstrukci te¢ny je hyperbola. V prvni kapitole
jsme si ukazali u hyperboly dvé specialni te¢ny, tecny v nevlastnich bodech. Tyto
specialni tecny nazyvame asymptotami.
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Obrézek 3.2: Te¢na k hyperbole

Opét uvedeme nékolik vét tykajicich se hyperboly a jeji tecny.

Tvrzeni 3.4. Tecna v bodé hyperboly puli uhel privodici, ktery obsahuje jeji
hlavni vrchol (tzv. vnéjsi dhel privodici). [1f

Tvrzeni 3.5. MnozZina vsech bodi Q) soumeérné sdruZengjch s jednim ohniskem
podle tecen hyperboly je Tidici kruznice d o stredu v druhém ohnisku a poloméru
rovném velikosti hlavni osy hyperboly, tj. 2a. [2]

Jak plyne z predchoziho tvrzeni jsou fidici kruznice opét dvé, nebot mizeme
zaménit roli ohnisek. Dostavame tedy kruznice dy(F,2a) a dy(F,2a)

Tvrzeni 3.6. MnoZina vsech pat kolmic P spusténijch z ohnisek hyperboly na jeji
tecny je vrcholovd kruznice v hyperboly. [2f

Vrcholova kruznice v je pouze jedna jako u elipsy a jeji predpis je v(S, a), kde
S je stied hyperboly.

Konstrukce te¢ny, jak si muZete v§imnout na obrazku [3.2lnebo v animaci[XVII]
je shodna s konstrukei u elipsy. Z tohoto diivodu nebudeme popisovat postup této
konstrukce.

3.3 Parabola

Uvedeme si opét zékladni véty paraboly spojené s te¢nou. Uveden pouze naznaky
ditkazu, kompletni dikazy lze nalézt v knihach, Ze kterych jsou definice prevzaty.

Tvrzeni 3.7. Tecna v bodé M paraboly puli ten z obou uhli privodici, ktery

N

Tvrzeni 3.8. Body () soumérné sdruzené k ohnisku F paraboly podle jejich tecen
lezi na jeji Fidici primee d. [1I]
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/ D v F M subnormala = L
ubtangenta\= 4/86 \
parametr|x 3

RN

Obrazek 3.3: Tecna k parabole

7 téchto vét vyplyva, Ze parabola mé stejné vlastnosti jako elipsa a hyperbola,
pouze misto kruznic dy a ds ma jednu primku, jiz zminovanou tidici primku.

Tvrzeni 3.9. Paly P kolmic sestrojengch z ohniska F' na tecny paraboly lezi na
jeji vrcholové tecné. [1If

Opét misto kruznice dostavame piimku v, pro kterou plati, Ze je kolmé ve
vrcholu paraboly a je jeji tecna.

Uvedli jsme si vlastnosti, které jsou podobné vlastnostem elipsy a hyperboly.
Parabola ma vsak i dalsi specialni vlastnosti, které shrneme do nésledujicich vét.

Tvrzeni 3.10. Spojnice priseciki dvou rizniyjch tecen paraboly se stiedem tsecky
urcené jejich dotykovgmi body je rovnobéznd s osou paraboly. [2]

Definice 3.1. Necht t # v je tecna paraboly a T jeji dotykovy bod. Oznacéme
K prisecik tecny t s osou paraboly, M patu kolmice spusténé z T na osu a L
prusecik normdly n sestrojené v bode T' s osou, viz obrdzek . Usecka KL se
nazgvd subtangenta, usecka ML subnormdla. [2]

K nové definovanym pojmim subtangenta a subnorméla se vazi vlastnosti,
které jsou fecené v nésledujicich vétach.

Tvrzeni 3.11. Subtangenta je pilena vrcholem. [2]

Posledni tvrzeni plyne okamzité z obrazku jak si muzete v8imnout, sub-
tangenta je jedna ze stran rovnobézniku K FTQ).

Tvrzeni 3.12. Délka subnormdly je konstantni a rovnd se parametru p. [2f
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Tvrzeni plyne opét z obrazku [3.3] nebot pravoiihlé trojuhelniky FDQ a LMT
jsou shodné.

Tvrzeni 3.13. Soudet subtangenty a subnormdly je pilen ohniskem. [2]

Uvedli jsme si zakladni tvrzeni o te¢né k parabole a o pojmech s te¢nou
spojenych. Nyni si ukdzeme, jak sestrojime te¢nu k parabole jejim bodem. Postup
muzete sledovat na obrazku B.3/ nebo v animaci XVITIl

Symbolicky z&pis konstrukcee:

Méjme dénu fidici pifimku d a ohnisko F' paraboly. Sestrojime libovolny bod
paraboly T pomoci libovolné konstrukce z piedeslych kapitol.

1)  T;T € parabola, libovolné

2) mplo

3) @Q=pnd

1)  gq=QF

5 wv;v Lo AV € v vrcholova te¢na
6) P;P=qgnu

7 tt=TP

Jak si miizeme vsimnout, postup konstrukce je velice analogicky jako pro
elipsu a hyperbolu. Pouze misto dvou fidicich kruznic méme fidici pfimku d a
misto vrcholové kruznice, kterou jsme potkali u elipsy a hyperboly, zde vystupuje
vrcholové tec¢na v. Jak je patrné jiz z predeslych tvrzeni.

Podrobny postup konstrukce zde proto nebudeme uvadét. Tuto konstrukci
nechdme na ¢tenafi, nebo ji naleznete v animaci XVIII]
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4. Dikazy ekvivalence definic

Tvrzeni 4.1. MnoZina bodi dand ohniskovou definici kuZelosecek je podmmnoZinou
mnoziny bodi dané stredovou, resp. vrcholovou rovnici jednotlivijch kuZelosecek
pro danou volbu parametru k.

Diikaz: Diikaz provedeme pocetné.

y

E[0, 0] S[s/2, 0] _Fls, 0]

Obrazek 4.1: Volba soustavy soufadnic pro elipsu, resp. hyperbolu

Necht méame elipsu danou rovnici |ME| + |[MF| = k, kde k > 0. Zvolime
soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé E, tj. E = [0,0] a usetku EF volime
piimo jako osou x. Tedy bod F' = [s, 0], kde s, je realné ¢islo. Pak stied elipsy ma
soufadnice S = [£,0], viz obréazek [4.1| Dale pro elipsu vime, Ze plati a® = € + b?,
kde e = |[ES| = 3.

(x—m)? 2

Chceme ukazat, ze plati rovnice “*—- 4 (yZQ”) =1

Vi +y?r+/(x—s)+y?2 =k

Tento vyraz se pokusime pievést na podobny tvar jako méa obecna rovnice
elipsy.

Ve —s)P+y?=k—/a?+y?

Umocnime tuto rovnost.

22 —2xs 4 52+ = k% — 2k\/a2 + 2 + 2t + 9

= 215+ 5% — k* = —2k+/22 + o2

Opét umocnime, abychom se zbavili odmocniny.

= 42%s* — 4ws® + dask® + s* — 257°K* + Kt = 4k* (2® + o°)
= 4a%s® — 4as® + dask® + st — 287k + k' — 4k%2® — 4k*P =0
(45® — 4k*)2® + (—4s" + dsk®)x — 4K*y* + (s> — k*)? =0
4(k* — s%)a? — 4s(k? — sH)o + 4k*y* — (k* — s5)* =0

2

2 2 2 &LS 5\? 2.2 2 22 S g9 oy
Ak s)(x +<2>>+4ky (K = 5%)* = 240k — %) = 0
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Pokud k? # s?

T — 5\2 2
(2 2) + Y —1
k2 (k2—s2) k2(k2—s2)
A(k2=s2) %2
(35?7 ¥
= et o =1
1 1
Tedy a® = & a p? = K2
= a = g, nemusime uvazovat ob& moznosti, tj. £k, nebot k € (0, 00).
2_42

Dostavame, Ze k = 2a. Nyni k dosadime: b*> = 2“== a vyjad¥ime s.

52 = 4b% — 4a? a diky tomu, Ze vime, Ze se jedna o elipsu, plati a®> = b? 4 ¢ =
2

T

Tedy dostavame elipsu ve tvaru

s? =

(z—e)? ¥
a? b2

Dostavame stiedovou rovnici elipsy a plati s = £

Jesté zbyva ovéiit, co by se stalo, pokud by S? = k2. Po dosazeni vypocitanych
tdaji dostavame 4e? = 4a®? = e = a. Pak by ale nutné b = 0 coZ je spor, nebof
by jsme pak nedostali elipsu.

Nyni se podivame jak se zméni situace u hyperboly.

Ohniskova definice pro hyperbolu je ||ME| — |[MF|| = k, kde k € (0, 00).
Pokud by k = 0 pak by platilo, ze |M E| = |M F|, tedy bychom dostali parabolu.
Stredova rovnice hyperboly je ("”;—T)Z — (1’;—2")2 = 1. Pro hyperbolu také plati vztah
e? = a® + b

Zavedeme soustavu soutradnic jako u elipsy, tedy jako na obrazku

IWa2+y?2—(x—s)2+y? =k

Je-li \/22 4+ y2 > \/(x — s)2 + y2, pak dostavdme
/2242 — (- sty =k

Po umocnéni ziskavidme shodnou rovnici jako pro elipsu.
Je-li /22 + 32 < /(2 — 8)% + 12

Va2t (@ -y =k

V(e —=s)24+y?=k+ 2>+ y?

22— 2ws+ 87+ =K+ 2k (22 +y2) + 27 + 47

—k* — 2ws + 57 = 2k/ (2% + y?)

Opét umocnime. Pro hyperbolu dostavame stejnou rovnici jako pro elipsu.

=1

29



_ —1

k2 k2_g2
1 !

Tedy k = 2a, ale b? = —% = 2 =4 +4a®> = s = 2¢
Vysledna rovnice pro hyperbolu tedy vypada:

(z—e)? o
a? b?
Na zavér bychom méli ovéfit, co se stane, pokud plati rovnost s? = k? =
4e? = 4a?, dostavame tedy stejnou rovnost jako u elipsy. Tato situace nemiZe
nastat.
Na zavér nam zbyva ovérit platnost tvrzeni pro parabolu. Tedy konkrétné
| X F| = | Xd| je podmnoZinou mnoZiny dané rovnici (y — n)? = 2p(x — m)

=1

y d:x=s

F[0O, 0] V[s/2, 0]

Obrazek 4.2: Volba soustavy soufadnic pro parabolu

Zvolime soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé F' = [0, 0] a pfimku d volime
kolmou k ose z, tj. d : x = s, viz obrazek [4.2]
Dostavame rovnici:

VR =
Vi = (o = 9)

Umocnime, abychom se zbavili odmocniny:

o +y? =a2* — 2ws+ 57

y? = —2xs + 5°

2 S
— _9 < __>
Y s|x 5

Porovnanim s vrcholovou rovnici dostdvame hodnoty koeficientii:
p=sV =[50
Nalezli jsme tedy TeSeni i pro parabolu.
[

Ukazali jsme, Ze pokud méame ohniskovou definici kuzelosecek, pak umime
nalézt koeficienty obecné rovnice. Nyni si ukdZzeme opac¢nou implikaci, pak budeme
moci vyslovit tvrzeni, ze dané definice jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 4.2. MnoZina bodi ddana stiedovou, resp. vrcholovou rovnict jednotlivijch
kuZelosecek je podmmnozZinou mmnoZiny bodiu dané ohniskovou definici pro danou
volbu parametru k.
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Diikaz: Méjme danu kuzelosecku, elipsu nebo hyperbolu obecnou rovnici, tj.:

)2 )2
(z Qm) LW LB  MF) = 20
a b2
Volime soustavu soutfadnic s poc¢atkem ve stiedu kuzelosecky a hlavni osou

rovnobéznou s osou z. Tedy S = [0, 0] a ohniska maji soufadnice £ = [—e, 0],
F = [e, 0]. Upravené rovnice vypadaji:

2?2y

A i ET PRV P i =2

Pro elipsu konkrétné dostavame:

b2ZL'2 +a2y2 — CL2b2

Plati, ze b = a® — €2

(a® — e?)a® + a*y® = a*(a® — €?)
a’(z? — 2ex + €*) + a*y? = a* + *2® — 2ea’x
a’[(z —e)® +y°] = (ex — a®)?
Nyni se podivame, co ziskaime upravime-li rovnici pro hyperbolu.

B2 — a2? = a2b?
Plati, ze b? = e? — a?
(€ — e — Py = (& — @)

2% — a%z? — ay? = a2e? — a

a*|(z —e)* +y°] = (ex — a’)?

Dostavame stejnou rovnici jako pro elipsu. Déle tedy budeme pokracovat pro
obé kuzelosecky spolecné.
Mizeme rovnici odmocnit:

tay/[(x — €)* +y?] = |ex — d’|

Necht ex > a?, pokud by platilo ex < a2, analogicky dostaneme stejnou
rovnici:

+da/[(x — €)? +y?] = 4(ex — a?)
40’ £dav/[(z — e + 2] + (z — )’ + ¢ = dwe + 2® + €* + 3
at [z —e)+9)) = (z+¢) +y*

Opét miuzeme odmocnit:

+(2a £ V[(z —e)? +y2) = £/ (z +e)? + ¢

Muzeme vyraz pro zjednoduseni pfepsat pomoci symbolického zépisu:
+(2a + |[EM|) = £|F M|
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+2a F |EM| = £|FM|
+2q = £|FM| £ |EM|

Stac¢i uvazovat znaménko + u konstanty 2a. Dostavame tedy moznosti:

2a = |FM| + |EM]|

Dostavame elipsu.

2q = |FM| — |EM]

Dostavame hyperbolu.

2a = —|FM|—|EM|
a je nezdporné konstanta a vzdalenosti jsou také kladné, tedy tato rovnice je
splnéna pouze je-li 0 = —0 — 0, tedy dostavame jeden jediny bod pocatek.
Jesté nam zbyva ovérit platnost tvrzeni pro parabolu. Volime soustavu soutad-
nic s pocatkem ve vrcholu V' a osou o v ose x. A pifmka d je dand rovnici x = L.
Ohnisko F' ma soufadnice [52,0].
Dostavame tedy:

Y’ = —2pr = |MF| = |Md|
Upravujeme pravou stranu implikace:

2

2
x2+22x+%+y2:—2px+x2+2§x+%
2
1_9>2 2 _ g2 _ b
<x+2 +y =z px+4

P\? 2_< _£>2
<x+2) +y = |z 2

Odmocnime:

P\ ? P
SR
\/x+2 +vy x 2

Pokud zapiSeme tento vztah symbolicky:

L|FM| = |dM]

JelikoZ na obou stranadch mame vzdalenosti, které jsou vzdy kladné, pak pokud
bychom uvazovali vztah —|F M| = |dM |, feSeni dostavame pokud F' € d a mnozi-
na feSeni je pak bod F.

O

Diikaz je dokoncen. Ukéazali jsme tvrzeni pro vSechny tii typy kuZzelosecek.
Miuzeme tedy vyslovit tvrzeni:

Tvrzeni 4.3. MnoZina bodi ddna ohniskovou definici je shodnd s mnoZinou bodi
dané stredovou, resp. vrcholovou rovnici jednotlivijch kuZelosecek pro danou volbu
parametru k.
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Nyni se pokusime dokazat ekvivalenci definice stfedové, resp vrcholové rovnice
kuzelosecek a podilové definice. Diky tomu budeme schopni vyslovit ekvivalenci
ohniskové a podilové definice.

|MF|
| M|
k€ (0,00)} je podmnozZinou mnoZiny bodi dané stredovou, resp. vrcholovou
rovnict jednotlivijch kuZelosecek, pro danou volbu parametru k.

Tvrzeni 4.4. MnoZina bodi definovand predpisem {M € R x R : = k,

Diikaz: Dikaz provedeme opét pocetné.

Méjme bod F' a piimku d z podilové definice kuzelosecek. Zvolime soustavu
soufadnic. Bod F' volime jako pocéatek soufadnic a pfimku d volime kolmou na
osu x a plati |Fd| = s, s € (0,00), viz obrazek Pokud by s = 0, pak by
hledana kuzelosecka degenerovala na piimku d, pro volbu s < 0 se ditkaz provede
analogicky.

Meéjme vSechna M pro ktera plati |M F| = K|Md|, mnoZinu si upravme tak,
e K=7aF=[00,d:z=s.

Vzdalenost po¢itame euklidovsky tj. |AB| = /(x4 — 25)? + (ya — y5)?, pro-
to rovnici umocnime na druhou.

Tedy plati:

K*)|MF|? =|Md|?
K2(a? +y?) = (v — s)?
k2 a? + K2y? — 22 4+ 225 — s> =0
??(K? = 1)+ K*y* + 215 — s> =0
Kdyby se K = 1, pak by koeficient u 22 byl nulovy, jednalo by se o kuZelo-
secku?
0z% + 1y* + 225 — s =0
y? = —2xs + 5°
v = —2s(z — %)
Dostali jsme tedy vrcholovou rovnici paraboly s vrcholem V' = [£,0] a para-

2
metr je p = s.
Dale uvazujeme K € (0,1) U (1, 00)

2

2xs S S
(Kz—l)[:c2—|—K2_1+(K2_1)2]+K2y2—52—K2_1 =0
2 S 2 9 2 s
(K —1)(x+K2_1)+Ky =8ty

(+ =) y .
s2+s2(K2-1) 1 + s2+s2(K2-1) 1
K21 K21 K2—-1 K2

Tato posledni rovnice nam jiz velice pfipomina obecnou rovnici pro elipsu
nebo hyperbolu.
tj. rovnice:
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(z —m)?
a? b?
souradnice stfedu kuzelosecek je pak roven S = [m, n], v nasem piipadé tedy

S = [z, 0] déle plati:

2 2 2 2 2
s S FSH(K2-1) s 5 B s )
T o e ot D= ey
B2 s+ s(K*—1) $K* 0§

E2(K?2—1)  K2?2(K?2-1) K2-1

Dostavame tedy rovnici:

(z — K%)Q y?
s2. K2 : + 2 1
(K2—1)2 K2—1

kde s > 0, K > 0 = jediny vyraz, ktery maze byt zaporny, je (K? — 1)
Je-li (K2-1) >0 K>1sk<l1
v tomto piipadé dostavame elipsu tj.:

(z — %)2 y?
SQ.II(@ - + 2 1
(K2—1)2 K2-1
N sK b s
a = =
K? -1’ K? -1

Je-i (K2 -1) <0 0<K<lesk>1
v tomto piipadé dostavame hyperbolu tj.:

_ 5 )2 2
(z 17[(2) vy 1
2. K2 T2 -
(1-K?)? 1-K?
sK s
= a =

— b=
1— K% V1- K2
O

Ukazali jsme, Ze pokud mame kuzelosecku danou podilovou definici, jeji mnozi-
na bodl je podmnozinou mnoziny bodi, které splhuji obecnou rovnici kuzelo-
secky. Nyni se pokusime dokazat opac¢nou implikaci. Tedy ukazeme, 7ze tyto dvé
definice kuzelosecek jsou ekvivalentni, urcuji stejné kiivky.

Tvrzeni 4.5. MnoZina bodu dana stredovou, resp. vrcholovou rovnict jednotlivijch
[MF|
|Md|

kuzelosecek je podmnoZinou mnoZiny bodi dané predpisem {M € RxR:

k,k € (0,00)}, pro danou volbu parametru k.
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Dikaz: Méame ukazat, ze plati implikace

(o =nP , (y=m)

e 72 =1Vvy = —2pz
_ XF| 1
| Xd|  k

(uvazujeme elipsu a hyperbolu)

E[-e, 0] S[0, 0] Fle, 0]
@ Q ®

Obrazek 4.3: Volba soustavy souiadnic pro elipsu a parabolu

Zvolime soustavu soufadnic s pocatkem ve stfedu kuzelosecky, viz obrazek
tj. S = [0,0] a tedy ohniska maji souradnice F = [—e,0] a F = [e,0],
kde plati e = v/a? — b? pro elipsu a e = v/a? + b? pro hyperbolu. Bod M mé

obecné soutadnice x,y € R a piimka d je kolma na osu z, tedy je dana rovnici
r = s,s € R, dale predpokladejme, ze k # 0, kladné.
Nyni budeme upravovat stiedovou rovnici elipsy:

2 2
L Y
2!

b2£172 +a2y2 — CL262

parametr b muzeme rozepsat podle vzorce b = v/a? — e2. Dostavame tedy:

(a® — eH)a? + a*y? = a* — a*e?
a®(2? — 2ex + €*) + 2ea’s — 2x* +a*y? —a* =0
a[(x —e)* + ] = (ex — a*)?

2

Plle el = (o= C)

e
2 2\ 2
Sl e +y?) = (x - a—)
e e
Nyni miizeme odmocnit.
2
(@—efryP="|t—"
a e

Dostavame tedy podilovou definici elipsy. Porovnanim koeficientii dostavame,
. . . 2 . 2
ze k = £ a rovnice fidici pfimky d je x = % tj, parametr s = <.
Dale se podivame jaka je situace pro hyperbolu.
22

2 Eol
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A chceme ukazat, Ze plati vztah
|MF|
| Md|

Upravujeme opét stfedovou rovnici:

=k

bp22? — a2y? = a2b?

U hyperboly, ale plati, Ze b? = 2 — a?.

(62 _ a2)x2 o a2y2 — a2(62 _ a2>
a?l(z —e)* +y*] = (ex — a2)2

62 CL2 2
(:c—e)2+y2:—<:c——)

a? e

Pokud umocnime dostavame rovnost:

@—e2+y2="

Opét dostavame, ze k = < a parametr s = &

Dostali jsme, ale pro ehpsu a parabolu shodne rovnice. Coz je v poradku nebot
tyto definice se lisi pouze v intervalu, ze kterého volime konstantu k.

Pro elipsu vime, Ze plati a> = e + 0> > e <a= £ <1

Pro hyperbolu plati €2 = a®? +b? = ¢ > a = £>1

V postupu jsme, ale neuvazovali tu skute¢nost, ze pokud odmocnujeme musi-
me pocitat jak s kladnym tak ale i se zApornym znaménkem.

Pokud bychom tedy volili zdporné znaménko u odmocniny t;j.

€
ez = e &
(x—e)?2+y e

(&

= —|FM| = k|Md|

kde £ je kladn& konstanta, pak dostavame spor, nebot vzdalenosti jsou vzdy
kladné.
Pokud budeme uvazovat parabolu a jeji vrcholovou rovnici, pak dostavame:

—2pr =9y* = (x—§)2+y2:|x—s|

kde s je parametr stejny jako u elipsy a paraboly a soustavu soufadnic volime
s pocatkem ve vrcholu V, ohnisko F' ma soutadnice [—5] a Fidici piimka d je dana
rovnici x = s, viz obrazek [£.4]

2 2
x2+28x+p—+y2:—2px+px+x2+p—
2 4 4

Py 2 _( Py

@t bRyt = -5

Odmocnime:
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p p
($+§>2+92=|ﬂ7—§|

Dostévame vrcholovou rovnici paraboly. Hodnota parametru s je tedy £, jedné
se tedy o fidici primku, kterou jsme uvazovali v ostatnich definicich.

y d: x = p/2

_F[-p/2, 0] |V[0, 0]

Obrazek 4.4: Volba soustavy soufadnic pro parabolu

Ukazali jsme, Ze pokud zadame kuzelosecku stiedovou, resp. vrcholovou rovni-
ci, lze nalézt primka d a parametr k tak, ze plati podilova definice.
O

Mizeme vyslovit tvrzeni:

Tvrzeni 4.6. Definice kuZelosecek pomoct podilové definice je ekvivalentni s definici
pomoct stredové, resp. vrcholové rovnice.

Déle si ukazeme ekvivalenci ohniskové definice a definice pomoci stiedu kruz-
nic.

Tvrzeni 4.7. Definice kuzelosecek pomoci stredi kruznic je ekvivalentni s definici
ohniskovou.

Diikaz: Nejdiive dokdzeme ekvivalenci pro elipsu. Méjme kruznici d danou stie-
dem E a polomérem r, dale méjme bod F tak, ze plati |[EF| < r, tedy bod lezi
uvniti kruznice d.
Nyni volime bod X € d pevné a sestrojime kruznici k, pro kterou plati, ze
F € kA k se dotyka kruznice d pravé v bodé X. Nalezneme jeji stied, bod M.
Pro bod M, pak nutné plati:

|EX| = |EM|+ |MX| = |EX| = |[FM| + |EM| = r

Potom z této implikace plyne, Ze body X a F' lezi na stejné kruznici k se
stitedem pravé v bodé M.

Jelikoz jsme bod X volili libovolné, pak soucet |F M|+ |EM| = r, tedy soucet
vzdalenosti od dvou pevnych bodi je konstantni. Tedy plati je ohniskova definice
elipsy. Oznac¢ime-li polomér kruznice d r = 2a, velikosti hlavni osy. Kruznice d je
tfidici kruznice a bod X nazyvame (), bod soumérné sdruzeny s druhym ohniskem
pomoci te¢ny, jejichz mnozina je pravé kruznice d. Pro sestrojeni bodu M, jsme
konstruovali osu tsecky F' X, ale tato osa neni nic jiného nez te¢na k elipse v bodé
M. Situaci si muzete prohlédnout na obrazku [1.8

Pro hyperbolu volime bod F' tak, aby platilo: |F'E| > r. Ostatni plati stejné
jako u elipsy. Opét volime bod X na kruznici d a bod M najdeme jako stied
kruznice prochézejici body F', X, ktery je dotykovy bod s kruznici d.
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Pak plati:

|EX| = |EM| - |MX| = |EX| = |EM| - |FM| = r

Ukazali jsme, ze at volime bod X jakkoliv, stale je rozdil od dvou pevnych
bodu konstantni. Mnozina bodi M je tedy hyperbola.

Analogicky jako u elipsy by jsme oduvodnili, ze osa tsecky X F' je tecna hy-
perboly v bodé M.

Posledni kuzelosec¢ka je parabola. Definice paraboly pomoci stfedi kruznic:

Méjme piimku d a bod F. Opét volime bod X, ktery lezi na piimce d a
sestrojime stied M kruznice, kterd prochazi bodem F' a dotyka se piimky d. Ale
pak nutné musi platit |[Md| = |[MF|, nebot tyto body lezi na jedné kruznici se
sttedem M. Jedné se proto o ohniskovou definici paraboly.

Dokéazali jsme jednu implikaci, ale druhd je jiz zfejma.

Definice pomoci stfedu kruznic a ohniskova definice jsou ekvivalentni.
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5. Editor zameéreny na kuZelosecky

5.1 Uzivatelska prirucka

Editor je navrzen tak, aby byl uzivatelsky privétivy a mohl byt vyuzit pii vyuce
na stfednich skoladch. Je zaméten na piiklady na sestrojeni kuzelosecek, proto jsou
funkce na zadani kuzelosecek omezeny a kuzeloseceky se daji zadat pouze pomoci
ohnisek a vedlejsiho vrcholu. Toto omezeni vychazi z nutnosti najit zakladni prvky
jednotlivych kuzeloseck v feseném prikladu.

®* Novy*: Editor zaméreny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

| & | - Vybrat vie
Prichytnuti zadné | Nastroj vybér Objekty vyberete pomoci kliknuti a tazeni

Obrazek 5.1: Hlavni okno editoru

Prvky hlavniho okna
Zakladni okno je zobrazeno na obrazku [5.1I] Sklada se z nékolika ¢asti:

Rysovaci plocha

Zékladni ¢ast editoru. Vykresluji se zde vSechny geometrické objekty.

Levy panel

Panel s ovladacimi prvky editoru. Zde si uzivatel vybirad typ néastroje, tj. Bod,
Usecka, Rovnobézka, Kolmice, Kruinice a nebo KruZitko. Jsou tu i nastroje na
vytvoteni kuzelosecek, tj. Flipsa, Hyperbola a Parabola. Pokud uzivatel podrzi
mySs na libovolné ikoné zobrazi se napovéda k danému objektu.
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Pravy panel

Obsahuje soupis vSech vytvofenych objekti, jejich nazevy a bliz§i popis. Vybér
objekti v tomto seznamu je svazan s objekty, které jsou vyrysované, a tedy pokud
uzivatel vybere prislusny objekt na rysovaci ploSe, vybere se i zde a naopak.

Spodni lista

Uvadi aktudlni typ prichytavani a typ nastroje. Zobrazuje se zde mala napovéda
ke zvolenému nastroji.

Vrchni lista

Tato lista je tvofena panelem se zdkladnim ovladanim okna, vytvoreni nového
dokumentu, ulozeni, otevie-ni, zpét a doptedu v konstrukci. Jsou zde ikony pro
volbu typu prichytavani kurzoru na nakresné nebo zde muze uzivatel vyvolat
dialogy pro dpravu objektu, tj. ménit barvu, tloustku, viditelnost popisku nebo
viditelnost celého objektu. Je zde i dialog pro vytvoieni nového objektu pomoci
zadani soutadnic.

Hlavni nabidka

Shrnuje zékladni funkce k ovladani programu. Ve slozce soubor je zakladni ovla-
dani celého programu, ve slozce ipravy nalezneme funkce na zménu geometrickych
objektu, tedy zpét a doptedu, novy objekt a samoziejmé i zménu objektu. Dalsi
polozka je zobrazit, kde najdeme ovladani miizky, tedy jeji zapnuti a nastaveni, a
také zapnuti zobrazeni os. Mtizka i osa jsou pfi spusténi vypnuty. Posledni slozkou
je napovéda, zde uzivatel mize najit napovédu k programu, feSené piiklady nebo

teorii ke kuzeloseckam.
Nastaveni vlastnosti
Barva [ ]

Tloustka
| f=——7m>

Popisek

Viditelnost objektu

Cancel 0K

Obrazek 5.2: Dialog na tpravu vybranych objektu

Prvky hlavniho okna
Dialog pro tpravu objektu

Uzivatel jej muze vyvolat bud kliknutim na ikonu v horni listé nebo z menu
v zalozce upravy. Tento dialog slouzi k Gpravam vybranych objekti, tedy zméné
barvy, tloustky, viditelnosti popisku a viditelnosti celého objektu. Tyto zmény se
projevi u vSech vybranych objekti.
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®* Novy objekt

Bod | pPfimka | KruZnice

Popisek A

Souradnice
Tloustka [
Barva [

Cancel oK

Obrézek 5.3: Dialog pro vytvofeni nového bodu pomoci zadani soufadnic

Dialog pro vytvoieni nového objektu

Uzivatel jej muze vyvolat opét bud kliknutim na ikonu v horni listé nebo jej také
nalezne v zalozce tpravy. V tomto dialogu, viz obrazky a [5.5] jsou tii
zadlozky pro vytvoreni bodu, pfimky nebo kruznice. UZivatel si zvoli, ktery objekt
chce vytvorit, a zada souradnice. Muze zvolit i barvu objektu a jeho tloustku.

Dalsi dialogy

Dalsimi dialogy, které jsou uzity v programu, jsou jednoduché dialogy pro nacteni,
ulozeni souboru nebo dialog pro volbu barvy. Tyto dialogy jsou vytvofeny jako
standardni systémové dialogy, a diky tomu jsou shodné se stejnymi dialogy v ji-
nych programech.

Nastroje

V této podkapitole jsou popsany jednotlivé nastroje, které lze pouzit k rysovani
a nastaveni rysovaci plochy.

Bod

Bod 1ze sestrojit kliknutim na nékresnu nebo pomoci dialogu nového okna po
zadani soufadnic.

Piimka / Usecka

Ptimku, neboli tsecku, sestrojite pomoci zadani dvou krajnich bodt tsecky nebo
opét v dialogu pro novy objekt, kde zaddme soutadnice krajnich bodili, mezi
kterymi je pfimka viditelna.
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®* Novy objekt
Bod | Pfimka | Kruznice

Popisek

Souradnice 1. bodu

Souradnice 2. bodu

Tloustka

I

Barva

Cancel oK

Obrazek 5.4: Dialog pro vytvofeni nové piimky pomoci zadani soutfadnic

Kolmice

Kolmice je specidlni ptipad piimky, kterd je kolmé& na vybranou pfimku. Pro
vytvoreni kolmice kliknéte na pfimku, na kterou ma byt nova pirimka kolma,
a bod v narysné, kterym prochéazi. Usecka je pak uréena bodem v narysné a
prusecikem kolmic.

Rovnobézka

Rovnobézka je specidlni piipad piimky, ktera je rovnobézné s vybranou piimkou.
Pro vytvoreni rovnobézky kliknéte na piimku, na kterou ma byt nova piimka
rovnobézné, a bod v prostoru, kterym prochézi. Usetka je pak urcena krajnimi
body, které jsou spocitany tak, ze se vektor kolmy spustény ze zvoleného bodu
na vybranou pfimku, pfic¢te ke krajnim bodim vybrané piimky.

KruZnice

KruZnice se sestroji pomoci dvou bodii. Nejdiive zadame stfed kruznice a poté
bod na obvodu kruznice. Jiny zpiisob sestrojeni je opét v dialogu nového objektu,
kdy zadate souradnice stfedu a polomér kruznice.

Kruzitko

Néastroj pro vytvoreni kruznice dané stfedem a polomérem, ktery je zadan vzda-
lenosti dvou bodi riznych od stiedu kruznice. Zadejte prvni krajni bod poloméru,
poté druhy a na zavér stfed kruznice.

Elipsa

Elipsu setrojite pomoci tii specialnich bodi, obou ohnisek a jednoho vedlejsiho
vrcholu. Tedy musi platit, Zze kolmy priumét vedlejstho vrcholu do tisecky ohnisek
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®* Novy objekt
Bod | Piimka | KruZnice

Popisek

Souradnice stredu

[l

Polomér
Tloustka L f——7r—=—
Barva ]

Cancel oK

Obrazek 5.5: Dialog pro vytvoieni nové kruznice pomoci zadani soufadnic

splyne se stfedem této tsecky.

Hyperbola

Hyperbolu sestrojite pomoci tii specidlnich bodii, obou ohnisek a jednoho ved-
lejsiho vrcholu. Tedy musi platit, ze kolmy priumét vedlejsiho vrcholu do tsecky
ohnisek splyne se stifedem této tisecky. Vzdalenost musi byt vedlejsiho vrcholu od
stfedu mensi nez polovina vzdalenosti tsecky ohnisek.

Parabola

Parabolu sestrojite pomoci dvou bodii paraboly, a to ohniska a vrcholu.

ProdluZovani useéek

Tento nastroj prodlouzi, resp. zkrati vybranou tsecku. Kliknéte pro vybér tisecky
v té ¢asti primky, kde chcete prodluzovat, resp. kratit, a poté bod v narysné, ktery
urcuje o kolik se tisecka zkrati ¢i prodlouzi. Tedy se timto bodem vede kolmice ke
kracené tisecce a prusecik je novy krajni bod této tsecky.

Vybér

Nastroj vybér slouzi k vybrani jednoho nebo vice objekti. Vybirat muzeme dvéma
zpusoby, bud pomoci vybéru v seznamu objektu v pravé listé nebo kliknutim a
tazenim mysi, tedy vytvoreni obdélnika ptes objekty, které chceme vybrat.

Typy prichytavani

Dalsi nastroj je volba pfichytavani kurzoru. Jak a jestli se bude kurzor, a pak
nasledné i vytvarené objekty, prichytavat nebo nebudou. Muzete zvolit bez prichy-
tavani, prichytavani k miizce, prichytavani ke krajnim bodtim nebo k prisec¢ikum.
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Jaké je aktualné vybrané pfichytavani muzete zjistit bud podle zaméacknuté ikony
nebo v dolni listé okna.

Ovladani rysovaci plochy

Funkce pro manipulaci s rysovaci plochou:

K priblizeni nebo oddaleni rysovaci plochy pouzijte kolecko mysi.

Pro posunuti poc¢atku staci kliknout a tdhnout pravym tlacitkem mysi.

Pokud chcete zrusit aktudlni nastroj, kliknéte pravym tla¢itkem mysi. Néstroj
se nastavi na Vijbeér.

Pokud mate nastroj kresleni Kolmice, RovnobeZky nebo Krdceni po prvnim
stisknuti pravého tlac¢itka mysi se odvybere vybrana piimka, po druhém se nastroj
zméni na Vyber.

5.2 Programatorska c¢ast

Editor je psan v jazyce C+-+ s vyuzitim knihovny wxWidgets, ktera je uspiisobe-
na pro tvorbu okynkovych aplikaci. Tato knihovna je multiplatformni, lze tedy
prelozit program jak na linuxu tak i na Windows, coz bylo hlavni kritérium, proc
jsem si vybrala zrovna tuto knihovnu.

Primarné je program uzptisoben pro opera¢ni systém linux, ale mél by bez
problémii fungovat i v opera¢nim systému Windows.

5.2.1 Struktura programu

Program je psan, jak bylo napsano vySe, v jazyce C++, coz je objektové orien-
tovany jazyk. Kazdy objekt je reprezentovan ur¢itym druhem objektu.

Seznam nejdilezitéjsich tiid:

MainWin

Tato tiida hlavniho okna zajiStuje vytvoreni a spravné umisténi vSech ostatnich
prvkil. Zachytavava stisknuti tlac¢itek na jednotlivych panelech a zajistuje volani
prislugnych funkei.

EditPanel

Ttida rysovaciho panelu, kterd zajistuje ovladani rysovaci plochy, vykreslovani
objekti a jejich spravu. Je zde soustfedéna vétSina funkci na ovladani celého
programu. Zachytava kliknuti mysi na rysovaci plochu a vola ptislusné funkce.
Vytvari nové geometrické objekty, které jsou zde ulozeny.

GeomObj

Je to abstraktni tfida, kterd sjednocuje vSechny tiidy geometrickych objektii.
Vytvaii rozhrani, které obsahuje funkce pro vykresleni geometrickych objekti,
zménu jejich parametri a zjisténi hodnoty atributi. Ostatni tiidy geometrickych
objekti dédi definici rozhrani z této t¥idy, tedy dédi hlavicky funkci, ale kod
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téchto funkei je pro kazdou tiidu specificky. Kazdy objekt si uchovava informaci
o své barvé, tloustce, viditelnosti popisku, viditelnosti celého objektu a nazvu a
také samoziejmé informaci o své poloze.

Point

Ttida, kterd reprezentuje geometricky bod, obsahuje jedinou informaci, kromé
spole¢nych informaci, obsahuje pouze souradnice svého umisténi. Bod se vykres-
luje jako kruznice o jednopixelovém poloméru se stiedem na souradnicich tohoto

bodu.
Line

Ttida reprezentujici geometrickou primku, kterd je ulozena pomoci soufadnic
dvou bodi. Tyto body reprezentuji krajni body tsecky, pomoci které se pirimka
vykresluje.

Circle

Circle je trida pro kruznici. Kruznice se vytvaii pomoci stiedu a poloméru.

Elipse

Trida Elipse predstavuje elipsu. Je vytvarena pomoci tiech bodi, ze kterych se
spocitaji parametry elipsy, kterymi je reprezentovana. Jsou to souiadnice stie-
du elipsy, velikosti hlavni a vedlejsi osy, tthel mezi hlavni osou a jednotkovym
vektorem osy z, tj vektorem (1,0).

Hyperbole

Ttida predstavujici hyperbolu ma podobné parametry jako t¥ida pro elipsu. Také
se vytvari pomoci tii bodi, ze kterych se spocitaji parametry, které jsou shodné
s parametry elipsy, pouze vypocty jsou odlisné.

Parabola

Ttida reprezentujici posledni kuzelosecku je opét ulozena pomoci souradnic jed-
noho bodu, vrcholu paraboly, parametru p a ihlu mezi osou paraboly a osou z,
které jsou pocitany ze soufadnic ohniska a vrcholu.

Coord

Tiida Coord reprezentuje souradnice jednoho bodu, tedy jejich ¢iselné vyjadieni.
Sjednocuje hodnoty souiadnic x a y. Obsahuje funkce pro pievod soufadnic z tzv.
obrazovkovych na tzv. skuteé¢né. Tedy prevod ze soutadnic v pixelech na sourad-
nice vzhledem k pocatku, ktery je ulozen pomoci jeho obrazovkovych soutradnic.
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Name

Trida Name je mala tiida, ktera se stara o ptfirazovani popiski k novym objekttm.
Body jsou popisovany velkymi pismeny, ostatni objekty jsou spole¢né popisovany
malymi. Popisky jsou generovany tak, Ze nejdiive se prifazuji pismena, pokud
dojde na konec abecedy opét se vrati na zacatek a za nazev prida konstantu, které
je urcena poc¢tem projduti celé abecedy. Pi generovani nového nazvu se projde
seznam objekti, postupuje se od zacatku popiski, dokud nenajde popisek, ktery
jesté zadny objekt nema.

5.2.2 Popis nejdilezitéjsich funkci

Jednoduchy popis vybranych funkei z programu a jejich matematicky zéklad.

OnMouseLeftClickUp

Funkce ttidy EditPanel, ktera je volana pii kazdém kliknuti levého tlacitka mysi
na rysovaci plose, resp. pii kazdém jejim uvolnéni.

Nejdiive zjisti obrazovkové soutradnice kurzoru pii uvolnéni tlacitka mysi,
které jsou prevedeny na skutecné souradnice. Poté podle typu prichytavani a typu
nastroje se piepocitaji soufadnice, aby odpovidal nastaveni. Dalsi ¢ast funkce je
rozdélena podle typu néstroje, ktery je aktualné vybran.

Pokud je vybran nastroj pro tvorbu bodu, pak se vygeneruje popisek, vytvori
se novy objekt typu Point a ulozi se do seznamu objekti.

Pokud je vybran nastroj piimky, kruznice nebo paraboly, pak se nejprve ulozi
soufadnice prvniho bodu, nebot tyto objekty jsou zadavany dvojici bodu, podruhé
se jiz vytvori objekt, a opét se ulozi do seznamu objekti. V ptipadé kruznice se
ze zadanych bodu spoc¢itd polomér pomoci klasické euklidovské normy.

Pro nastroj kolmice, rovnobézka nebo kraceni funkce nejdiive ¢eka na vybér
piimky a poté zadani bodu, nasledné ze zadanych objekti vytvori novou piimku.

Pii nastroji elipsa nebo hyperbola ¢ekd na vstupu tii body, které jsou ve
specialni poloze dle zadaného vstupu.

Nastroj kruzitko ¢ekd na vstupu tii body, poté spocitd polomér kruznice a
vytvori novy objekt.

Pokud je nastrojem vybér, pak zavold jednotlivé funkce pro vybér geomet-
rickych objekti. Tyto funkce jsou popsany nize.

Render

Tato fuknce, ktera je volana automaticky kdykoliv dostane program zpravu, aby
se prekreslil rysovaci panel. Vola funkce pro vykresleni jednotlivych geometrickych
objekti. Pokud jsou nékteré objekty vybrany vykresli je ¢ervené. Déle vykresluje
pocatek, osy, jsou-li zapnuty, a kurzor, pokud neni zapnuto bez pfichytavani.
V tomoto pripadé se kurzor nekresli, jinak se vykresli dle zadaného prichytavéni.
Pokud je zapnuta miizka, zavola funkcimu k jeji vykresleni.

Intersection

Tato funkce pocita prisecik dvou primek. Bere ¢tyii krajni body a vraci pruse-
¢ik. Pokud tento prisecik neexistuje vraci nekonecné souradnice. Ve vypoctu je
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zohlednéno, ze primky reprezentuji tisecky.

IntersectionCircle

Tato funkce si bere soutfadnice tif bodu, jedné piimky a stfedu kruznice a ¢islo,
tj. polomér kruznice. Spoc¢te pro danou kruznici a p¥imku jejich prisecik. Piimka
je dana svoji paramatrizaci, kruznice stfedovou rovnici. Algoritmus pocita koefi-
cienty u parametru ¢ z parametrizace piimky, ktera je dosazena do obecné rovnice
kruznice. Tato rovnice je kvadraticka, mé tedy dvé, jedno nebo zadné feSeni, proto
funkce vraci vektor bodu, prusecikii.

IntersectionElipse

Podobna funkce jako IntersectionCircle, jen elipsa je zadana stfedem, velikostmi
hlavni a vedlejsi poloosy, tj. a a b, a thlem «, ktery svira osa x s hlavni osou elipsy.
Pomoci téchto parametri je spocitina stfedova rovnice, do které se dosazuje
parametrické vyjadieni piimky a stejnym algoritmem se spocitaji priseciky.

IntersectionHyperbole

Analogie funkce IntersectionCircle nebo IntersectionElipse. 1 funkce Intersection-
Parabola, je velice podobnd, nebot ve vSech se jedna o prisecik kiivky druhého
stupné s primkou.

IntersectionCircles

Tato funkce pocita prusec¢ik dvou kruznic. Na vstupu dostava dva stiedy a dva
poloméry. Sestavi si stfedové rovnice obou kruznic, a obé posune do poc¢atku prvni
z téchto kruznic. Pak si vyjadii z prvni 22, ktery dosadi do druhé rovnice. Dostava,
kvadratickou rovnici pro y. Z této rovnice mizeme poté spocitat priuseciky zada-
nych kruznic.

SelectPoint

Na vstupu dostane soufadnice bodu. Funkce projde seznam objekti a pokud je
objektem bod, porovnd jeho soutadnice se zadanym bodem. Vystupem je prvni
nalezeny bod, pokud néjaky existuje.

SelectPoints

Analogicka funkce funkci SelectPoint pouze s tim rozdilem, Ze na vstupu dostava
soutadnice dvou bodii, ze kterych si vytvaii obdélnik. Vzhledem k tomuto obdél-
niku pak porovnava body ze seznamu objekti. Vystupem této funkce je seznam
bodu, které nalezi do daného obdélnika.

Pro kazdy typ geometrickych objektt existuji oba typy téchto fuknci, dale
popiSeme pouze jednu z nich.
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SelectLines

Jedna se o funkci pro vybér obdélnikem pro piimky, tsecky. Prochazi cely sez-
nam objektl a pro kazdou pirimku, tisecku zjistuje zda lezi cela v obdélniku, nebo
zda protind alesponi jednu jeho stranu. Pokud nastane alespon jedna z téchto
moznosti, pfimka se vybere. Vystupem této funkce je seznam vybranych objekti.
Analogicky funguji i funkce pro ostatni objekty. Pro kone¢né kiivky zkusi, jestli
celd lezi v obdélniku. U nekonecnych, tj. hyperboly, a paraboly to nema smysl a
vola tedy pouze jednotlivé funkce pro nalezeni priusec¢iku pfimky a daného objek-
tu.

Funkce pro vypocet souradnic pri prichytavani

Pokud je zapnuto jedno z pfichytavani, pak se soutadnice, které ziskaime z umis-
téni mysi na obrazovce, prepocitavaji dle typu tohoto piichytavani. V pripadé
koncovych bodi a prisec¢iklti vzdy nalezne nejblizsi bod ze seznamu koncovych
bodu nebo prisecikii.

Program si vzdy pii vytvoreni nového objektu spocita priusec¢iky tohoto ob-
jektu s ostatnimi a vytvaii si seznam prusecikii a koncovych bodi, ke kterym si
pamatuje i ukazatele na objekty, na kterych lezi. Tyto informace ulehc¢uji aktu-
alizaci téchto seznami pti zméné seznamu objekti.

Save, Open

Funkce pro praci se souborem, tedy ukladani a nac¢itani aktuélni rysovaci plochy.
Pti ukladani si program pamatuje posledni nazev souboru, do kterého ukladal.
Pokud zadny néazev ulozen neni, nebo uzivatel chce ulozit jinam, pak se zobrazi
systémové okno pro vybér umisténi. Stejné jako v piipadé otevieni uloZeného
souboru. Néazvy soubori jsou forméatu *.obr.

Formét ukladani je velice jednoduchy, program si uklada vSechna dilezita
data od kazdého objektu. Tedy souradnice, nazev, barvu, tloustku, viditelnost
popisku, viditelnost, moznost mazani objektu.

Vykresleni kuzelosecek

Kuzelosecky jsou vykreslovany bod po bodu pomoci parametrické rovnice jed-
notlivych kuzelosecek. Pro elipsu to jsou rovnice:

x = a * cos(t)

y = bxsin(t)

Toto jsou ale parametrické rovnice pro elipsu se stfedem v poc¢atku a hlavni
osou totoznou s osou z. Proto jsou tyto rovnice pronasobeny matici rotace a je
prictena matice posunuti. Tj.:

X=R(a)*L+P

kde R(«) je matice rotace o uhel o, K je parametrizace piislusné kuzelosecky a
P je matice posunuti, kterd v tomto pripadé reprezentovina souradnicemi stiedu
kuzelosecky. Dale v textu je znaceno trans.

Tedy pro elipsu dostavame rovnici:
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r\  [cos(a) —sin(a) a * cos(t) n trans.x
y) \sin(a) cos(a) b sin(t) trans.y
Po roznasobeni dostavame rovnice:

x = a* cos(t) * cos(a) — b sin(t) * sin(a) + trans.x

y = ax cos(t) * sin(a) + b * sin(t) * cos(a) + trans.y

kde thel a je thel, ktery elipsa svird s kladnou c¢asti osy = a t je parametr,
t € [0,2m).
Parametrizace hyperboly je :

x = a * cosh(t)
y = b x sinh(¢)

kde t € R je parametr volby bodu na hyperbole, a je velikost hlavni poloosy
a b velikost vedlejsi poloosy. Soutadnice bodu hyperboly se vypocitaji analogicky
jako pro elipsu.

Po pronésobeni dostavame rovnice:

x = a * cosh(t) * cos(a) — b * sinh(¢)  sin(«) + trans.x

y = a * cosh(t) x sin(a) + b * sinh(¢) * cos(a) + trans.y

Parabola je opét analogicka. Jeji parametrizace je:

kde t € R je opét parametr volby bodu na parabole a p je parametr paraboly.

x = g * 1% % cos(a) — p * t * sin(a) + trans.x

y = ’g 12 % sin(a) + p * ¢ * cos(a) + trans.y

Dostame pro kazdou jednotlivou kuzelosecku soufadnice, které se vlozi do
funkce pro vykresleni jednoho pixelu.
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6. Priklady z programu

V této kapitole si ukdzeme vzorové feseni nékterych piikladi v navrzeném editoru.
Jsou to vybrané piiklady ze sady tloh, které muzete TeSit v tomto editoru. Ke
kazdému piikladu je ptilozeno fesSeni.

Prvni priklad ma ukadzat praci s programem, druhy je naopak zaméfen na
predvedeni klasického ptikladu na kuzelosecky.

6.1 1. priklad

* priklad1.obr: Editor zaméfeny na kuzeloseéky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

D EEl S e B x| 5E 2 X
|I| | Vybrat vie
7 A; Ajebod
— S;Sjebod
/A e; eje pfimka
A
4
A
O] .
S
o
@ A
sk
’w
Pfichytnuti Zadné | Nastroj vybér Objekty vyberete pomoci kliknuti a tazeni

Obrazek 6.1: Zadani prvniho prikladu

Tento priklad mé za kol sezndmit uzivatele s ovladanim editoru, proto je zde
popsan kazdy krok postupu véetné zmény nastaveni v programu.

Zadani:

Sestrojte elipsu, je-li dan hlavni vrchol A, stfed S a excentricita e, viz obrazek
6.1

Reseni:

1. Nacteni zadan{:

Klikneme bud na ikonku Otevfit nebo v menu Soubor na Otevrit a z nabidky
vybereme soubor Priklady/Prikladl.obr. Na rysovaci ploSe se nam objevi
zadani jako na obrazku
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2. Nalezeni vrcholu B:

Tento bod nalezneme tak, Ze od stiedu elipsy vyneseme stejnou vzdélenost,
jako je od bodu S k bodu A, nebo-li velikost a.

(a) Sestrojeni usecky AS:

~—

Zapneme prichytavani ke koncoviym bodiim a vybereme nastroj Primka.
Pokud se nyni kurzorem pfiiblizime k bodim A nebo S bude na né
kurzor ukazovat. Klikneme na bod A a poté na bod S.

Prodlouzeni usecky AS:

* Ppriklad1.obr*: Editor zaméfeny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

D& &l e B x| 2 X
IS Vybrat vie
c A;Ajebod
A .

% S;Sjebod
A e; eje primka
P a;aje primka
5 a
4
O

S

o
Q A
-;\k
-3

Prichytnuti ke koncowym bodim | Nastroj prodluzovani |Vyberte pfimku v té poloving, kde ji chcete nechat
Obrazek 6.2: Prodlouzeni tsecky AS

Nyni tsecku prodlouzime o libovolnou vzdalenost za bod S, tj. aby
obsahovala celou usecku AS. Zvolte néstroj Krdceni. V toto okamziku
nam zmizi kurzor a program ¢eka dokud nevyberete tsecku, kterou
chcete zkratit nebo prodlouzit. Kliknéte proto na tsecku AS v okoli
bodu S. Timto program vi, ktery krajni bod usecky si prejete zménit.
Opét se vam objevil kurzor, ktery stale ukazuje na body, proto musime
zménit typ prichytavani na bez prichytdvdnd. Nyni kliknéte do prostoru
za bod S. Usetka by se prodlouzi, viz obrazek

Sestrojeni kruznice o poloméru vzdalenosti |AS|:

Nyni sestrojime kruznici se stfedem v bodé S prochazejici bodem A.
Opét budeme chtit, aby tento objekt prochazel danymi body, proto
zapneme prichytavani ke krajnim bodim. Nastroj nastavime na Kruz-
nice. Klikneme na bod S a poté na bod A. Vykresli se ndm kruznice
b se stfedem v bodé S. Méla by protinat prodlouzenou tsecku AS ve
dvou bodech pokud ne, tisecku prodlouzime, viz vyse.
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Nyni mame vSe pfipraveno, abychom vykreslili bod B. Tento bod lezi na
pruseciku prodlouzené tsecky AS a kruznice b. Zapneme tedy prichytavani
k prisecikim a klikneme na tento prusecik.

3. Nalezeni ohnisek elipsy:

* Ppriklad1.obr*: Editor zaméreny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

CBE S e B x| |2 X%

N Vybrat vie

‘A A; Ajebod

R S;Sjebod
e

A e; e je primka
a:aje pfimka

A R |
b; b je kruznice, r=14;

V A B; B jebod

A

@

ﬁk

-
@ mmp

Prichytnuti k pruseéikim | Nastroj kruzitko Kliknout na nakresnu pro stied

Obrazek 6.3: Nalezeni ohnisek elipsy

Ohniska lezi na hlavni ose ve vzdéalenosti e od stfedu elipsy. Vzdalenost e
mame danou ze zadéni, staci ji tedy pouze vynést, resp. sestrojit kruzni-
ci se stitedem S a polomérem e. K tomu slouzi néastroj KruZitko, kterému
nejdiive zadame pomoci dvou bodu vzdélenost a poté stred. Tedy zap-
neme prichytavani ke krajnim bodum, abychom vybrali krajni body tsecky
e. Klikneme na bod S. viz obrazek [6.3] Nyni sta¢i pfepnout nastroj Bod,
prichytavani &k prisecikim a kliknout na pruseciky tsecky AS a pravé na-
kreslené kruznice c. Vzniknou nadm body s nazvy C, D.

4. Nalezeni vedlejsich vrcholu:

Vedlejsi vrcholy elipsy, lezi na vedlejsi ose, ktera je kolma na hlavni osu.
Vzdalenost bodu od stredu je velikost b, tu vSak neznadme, ale z bodové
konstrukce elipsy vime, ze tyto body také lezi ve vzdalenosti a od ohnisek.

(a) Sestrojeni vedlejsi poloosy:

Tato piimka prochézi bodem S a je kolmé na tusecku AS, proto nas-
tavime nastroj na Kolmice. Opét nam zmizel kurzor, protoze program
¢eka na vybér piimky (usecky), na kterou bude nova piimka kolma.
Chceme vést kolmici bodem S, proto prichytavani pfepneme na ke kraj-
nim bodim a klikneme na tento bod. Nyni se nam vykreslila kolmice
d, ktera je ale pouze v jedné poloroviné dané useckou AS, proto tuto
piimku prodlouzime dle stejného postupu popsaného vyse.
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(b) Vyneseni vzdalenosti a:

Tuto situaci jsme jiz tesili, tedy prichytavani mame nastavené dobie
tedy staci pouzit nastroj Kruzitko kliknout na bod A, bod S (vzdéle-
nost a) a stied této kruznice f je ohnisko, tedy bud bod C nebo D.

Nyni vytvoiime hledané body, tj. nastavime prichytavani k prisecikim a po-
moci nastroje Bod vytvorime body E F', jako pruseciky piimky d a kruznice
f. Ziskali jsme vedlejsi vrcholy. Méli bychom byt v situaci, jako je na obrazku

6.4]

® Priklad1.obr* : Editor zaméfeny na kuzeloseéky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

OB E 9 e B x v 2%
i3 Vybrat vie
Lo A; Ajebod
|l :
— S;Sjebod
A e; eje piimka
a;aje pfimka
A s le primk
; bje kruznice, r = 14
V4 ¢ cjekruznice, r=87
d;djekolmanaa
A L
B; B je bod
O C; Cjebod
D; D je bod
@ f; fje kruznice, r=142
E;Ejebod
© !
F;Fjebod
-;\k
-
[ I [>]
Prichytnuti ke koncowym bodim | Nastroj bod Kliknout na nakresnu

Obrazek 6.4: Nalezeni vedlejsich vrcholi a ohnisek elipsy

5. Sestrojeni elipsy:

Nyni mame vSechny nutné objekty sestrojeny. Jediné co nam zbyva je
vykreslit elipsu. Proto zvolime néstroj FElipsa a prichytavani k prisecikum.
Vybereme nejdiive ohniska, body C a D a jeden vedlejsi vrchol, bod FE,
piipadné bod F. Poté se vyrysuje elipsa a dostavame vysledek, viz obrazek

6.5]

Regen tohoto piikladu bez pomocnych konstrukei si miZete prohlédnout na
obrazku Priklad mame vyfeSeny, ale ukazeme si jesté dalsi funkce programu,
které zpiehledni rysovani.
Nejdiive zménime barvu elipsy. Nastavime néstroj na Vybér, tento nastroj
slouzi k vybéru jednoho nebo vice objekti. Objekty se vybiraji podrzenim levého
tlacitka mysi a naslednym tazenim. Na rysovaci ploSe se ndm vykresli obdélnik,
a vSe co lezi uvniti nebo protin& obdélnik, se vybere. Stejné tak muzeme vyuzit
seznam objektli v pravé Casti okna. Vybereme elipsu tak, ze klikneme na jeji
popisek v seznamu objektti. Nyni chceme zménit jeji barvu, proto klikneme na
ikonku Uprava vybrangch objektd. Zobrazi se nam dialog, viz obrazek kde
muzeme upravovat vlastnosti objektu. Zménime barvu a potvrdime OK.
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* Ppriklad1.obr* : Editor zaméfeny na kuzelosecky

Soubor Uprawy Zobrazit Napovéda

T@E 8 @ o Bx = 2%

? | Vybrat vie
e A; Ajebod
S;Sjebeod
4 e; eje primka
a;aje primka
& ae primk .
b; b je kruznice, r = 14!
7 ¢; cje kruznice, r =87
d;djekolmanaa
/< . .
B; Bjebod
@ C; Cjebod
D; D je bod
@ f; Fje kruznice, r =142
E; Eje bod
F:Fje bod
ﬁ\“ g; gjeelipsa
-
[
Pfichytnuti k prisecikom | Nastroj elipsa Kliknout na nakresnu - prvni ohnisko

Obrazek 6.5: Vyteseny 1. piiklad

* priklad1.obr*: Editor zaméreny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

ER-E=IR e B ¥ o ouZX

[:L\i | | Vybrat vie
: A;Ajebod
A N
e S;Sjebod
/a e; e je primka
a; aje primka
/< . . x _
b; b je kruznice, r=14]
// ¢; cje kruznice, r =87
d;djekolmanaa
/< . .
B;Bjebod
@ C; Cje bod
D; D jebod
; Fje kruznice, r =142
@ f; Fje kruzni
E;Ejebod
© j
F;Fje bod
-;\k g; gjeelipsa
-
|
[
Prichytnuti ke koncovym bodim | Nastroj vibér Vybér kliknutim a tazenim

Obrazek 6.6: Zobrazeni vysledné elipsy z 1. piikladu a jejich zakladnich prvki,
zvyraznéné zadani a vysledek
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Ukazali jsme si zakladni praci s programem a narysovali si v ném prvni pii-
klad. V druhém piikladu se vice zaméiime na kuzelosecky a ukazeme, ze v tomto

vvvvvv

6.2 2. priklad

V tomto prikladu si ukdzeme konstrukci kuzelosecky zadané dvémi te¢nami, jed-
nim ohniskem a velikosti hlavni osy a.

* PrikladB.obr : Editor zaméfeny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

CEBE 8 e B [En s X

|§| | Vybrat vse |

‘_ F;Fjebod

A R
t1; t1 je primka

/A t2; t2 je pfimka

P a; aje pfimka

&

A

O]

)

©

<&

-

Pfichytnuti Zadné | Nastroj vybér Objekty vyberete pomoci kliknuti a tazeni

Obrazek 6.7: Zadani druhého piikladu

Zadani:

Sestrojte kuzelosecku, je-li dano jedno ohnisko F' a dvé teény tq,ts a velikost
hlavni osy a, viz obrazek

Reseni:
1. Nacteni zadani:
Tento piiklad je opét ve slozce Priklady/Priklad8.obr. Po otevieni se objevi
zadani jako na obrazku
2. Nalezeni stfedu kuzelosecky:

Zde mame volbu zda budeme vyuzivat fidici kruznice d nebo vrcholové
kruznice v. Pokud bychom sestrojovali fidici kruznici v(.S, 2a), pak sestro-
jime body @1, @2, tj. body soumérné sdruzené s ohniskem F' podle jed-
notlivych tecen. My ale zde zvolime druhy postup.
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* Ppriklad8.obr* : Editor zaméfeny na kuzeloseéky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

OB e B x| oo 24X
S Vybrat vie
|_A| F; Fje bod
— t1; t1 je primka
A t2; t2 je primka
a; aje pfimka
A o .
b; b je kolma na t2
Va ¢ cjekolma na t1
A; Ajebod
/" B;Bj
;Bjebod
@ d; d je kruznice, r=10l
e; e je kruznice, r=10(
@ C; Cje bod
D; D je bod
Q J
<&
’q
@)
Pfichytnuti ke koncovym bodim | Nastroj bod Kliknout na ndkresnu

Obréazek 6.8: Nalezeni stfedi hledanych kuzelosecek

(a) Sestrojeni pat kolmic spusténych z bodu F' na te¢ny:

Vedeme kolmice bodem F' na obé tec¢ny. Nalezneme priseciky téchto
kolmic s jednotlivymi te¢nami, tj. vzniknout ndm dva body A, B, viz
obrazek[6.8] Ziskali jsme hledané body, které lezi na vrcholové kruznici.

(b) Sestrojeni vrcholové kruznice v:

Hledame kruznici, pro kterou plati, Ze jeji stied je stfed kuzelosecky,
elipsy nebo hyperboly, a jeji polomér je roven velikosti hlavni osy a.
Na této kruznici lezi priseciky tecen a kolmic z bodu F' na tec¢ny, proto
zde lezi 1 pravé nalezené body A, B.

Nyni mame tedy tlohu nalézt kruznici, kterd prochézi body A, B a
mé dany polomér a. Sestrojime kruznici d(B, a) a kruznici e(A, a). Na
pruseciku kruznic d, e nalezneme hledané stiedy vrcholovych kruznic.
Tyto body jsou dva, jak je vidét i na obrazku Nalezli jsme stiedy
vrcholovych kruznic a méme tedy i stied dvou kuZzelosecek.

3. Sestojeni druhého ohniska:

Sestrojeni druhého ohniska je jednoduché, stac¢i pouze prodlouzit hlavni osu
a sestrojit kruznici se stiedem ve stiedu kuzelosecky o poloméru |C'F|, resp.
|DF|, tj. excentricita. Pruse¢ik této kruznice a hlavni osy je druhé ohnisko.

4. Sestrojeni hlavnich vrcholu:

Sestrojeni hlavnich vrcholu, je také pomérné jednoduché, nebot lezi na jiz
nalezené vrcholové kruznici. Sestrojime tedy kruznice j(D,a) a k(C,a), viz
obrazek Na prusec¢iku kruznice j a f, hlavni osy prvni kuzelosecky
dostavame body H, I. Analogicky pro druhou kuzelosecku dostavame body
K, J, které vznikaji jako priseciky kruznice k£ a hlavni osy g.
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* obrazek2.obr: Editor zaméreny na kuzelosecky

Soubor Uprawy Zobrazit Napovéda
D e &4 e B x| o 2%

|£| Vybrat vie

T, UJ< prifing

2]

*¢; ¢ je primka

A; Ajebod

B; B jebod

*d; d je kruznice, r =—
*g; e je kruznice, r=
C; Cjebod

D; D jebod

f; Fje pfimka

g; g je primka

h; hje kruznice, r=1
i;ije kruznice, r =52
E;Ejebod
G;Gjebod

jijje kruznice, r = 1¢
k; k je kruznice, r=1
H; Hjebod

I;1je bod

J; Jjebod

K; Kje bod ©
()

J 000 NN XN

Prichytnuti k prasecikim | Nastroj bod Kliknout na nakresnu

Obrazek 6.9: Nalezeni druhého ohniska a hlavnichvrcholi

5. Sestrojeni vedlejsich vrcholi:

Nalezli jsme hlavni vrcholy a miuzeme tedy diskutovat jaké jsme ziskali
kuzelosecky, nebot pro sestrojeni vedlejsich vrcholu potfebujeme znat typ
kuzelosecky.

(a)

Prvni kuzelosecka:

Pokud se podivame na prvni kuZzelosec¢ku, na obrazku tu vice vle-
vo, vSimneme si, ze hlavni vrcholy, tj. body H, I lezi blize stfedu nez
ohniska, tj. body E, F'. Plati a < e. Prvni kuzelosecka je tedy hyper-
bola.

Vedlejsi vrcholy, tedy sestrojime pomoci kruznice [(H, |ED|), tj. kruz-
nice se stfedem v jednom z vrcholi a polomérem velikosti excentricity.
Nynf sestrojime vedlejsi osu hyperboly, ktera je kolma na hlavni osu a
prochézi stfedem kuZzelosecky. Sestrojime piimku m. Vedlejsi vrcholy
nyni nalezneme jako pruseciky kruznice [ a ptimky m, dostavame body
M, L, viz [6.10]

Druhé kuzeloseckas:

Nyni se podivame na druhou kuzelosecku, ktera je na obrézku vice
v pravo. Zde jsou hlavni vrcholy J, K a ohniska F, G v opa¢ném poradi,
nez u hyperboly. Plati, ze |FC| < |JC|, tj e < a. Dostavame v tomto
pripadé elipsu.

Pro sestrojeni vedlejich vrcholi pouzijeme piimku n a kruznici o(G, a).
Vedlejsi vrcholy, pak lezi na priseciku piimky n a kruznice o, viz
obrazek Dostavame body N, O.
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Soubor Uprawy Zobrazit Napovéda

I EE s ¢ o Bx % X

J A0 00NN XNZ|®

| Vybrat vie |
T, UJ< prifing

*¢; ¢ je primka

A; Ajebod

B;Bjebod

*d; d je kruznice, r =

*eg; e je kruznice, r=

C; Cjebod

D; D je bod

f; Fje pfimka

g; g je primka

*h; hje kruznice, r=

*i; i je kruznice,r=5
E;Eje bod

G; Gjebod

*; j je kruznice, r =1
*k; k je kruznice, r=
H; Hjebod | i
I;1je bod
J; Jjebod
K; K je bod

Pfichytnuti ke koncovym bodim | Nastroj bod Kliknoukt na nakresnu

Obréazek 6.10: Nalezeni hlavnich prvkua hyperboly

¢ obrazek2.obr*: Editor zameéreny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

CEBE S 0 e W oK

J3EO 00NN XNAF]"

| Vybrat vie |

*e; e je kruznice, r=
C; Cje bod

D; D je bod

f; Fje pfimka

q; g je pfimka

*h; hje kruznice, r=
*; ije kruznice,r=5
E;Eje bod

G; Gjebod

#j; j je kruznice, r =1

*k; k je kruznice, r=
H; Hjebod

I;1je bod

J; Jjebod

K; K je bod

*[; L je kruznice, r =1

m; m je kolmana f
L;Ljebod
M; M je bod

Prichytnuti ke koncovym bodim | Nastroj bod Kliknout na nakresnu

Obrazek 6.11: Nalezeni hlavnich prvka elipsy
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6. Vyrysovani kuzelosecek:

Miuizeme tedy vykreslit samotné kuzelosecky, elipsu a hyperbolu, viz obrazek

6.12]

* obrazek2.obr*: Editor zaméfeny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

Vybrat vie

Tl 1TJ€ RTUZITTCS, T —B
*; i je kruznice,r=2
E;Ejebod
G;Gjebod

#j; jje kruznice, r=1
*k; k je kruznice, r=
H; Hje bod

I;1je bod
J;Jjebod

K; Kje bod

#; lje kruznice, r=1
m; m je kolma na f
L;Ljebod

M; M je bod
n;njekolmanag 3
*0; o je kruznice, r =
N; N je bod

©; Ojebod

p; pje hyperbola

q; qje elipsa El

350 00 NN XN |

=]

Prichytnuti ke koncovym bodim | Nastroj elipsa Kliknout na nakresnu - prvni ohnisko

Obrazek 6.12: Vyrysované feSeni, hyperbola a elipsa

7. Sestrojeni bodu dotyku teény a jednotlivych kuzelosecek:

Nyni zbyva pouze sestrojeni bodu dotyku, které se sestrojuji u elipsy a hy-
perboly shodné. Nalezneme je na pruseciku piislusné te¢ny a piimky spo-
jujici druhé ohnisko s bodem () z definice Fidici kruznice.

(a)

Sestrojeni bodii soumérnych podle ohniska F:

Vyuzijeme ptimek b, ¢, pomoci kterych jsme sestrojovali paty kolmic.
Tyto piimky prodlouzime do druhé poloroviny dané te¢nami. Sestro-
jime bod P tak, aby platilo |PA| = |FA| a analogicky bod @, Ze plati
|QB| = |BF|. Body P, (Q jsou hledané body soumérné sdruzené podle
tecen s ohniskem F.

Nalezeni bodu dotyku elipsy:

Sestrojime primku u danou body P, G a pfimku v danou body @, G.
Priisecik primky v a tecny t1 je bod R, bod dotyku tec¢ny t1 s elipsou.
Bod dotyku S te¢ny t2 ziskdme jako prusecik této te¢ny a piimky v.
Jako je na obrazku [6.13]

Nalezeni bodu dotyku hyperboly:

Jak jiz bylo fec¢eno, body dotyku hyperboly se hledaji stejné jako u elip-
sy. Proto sestrojime piimky V, W prochazejici bodem E a po fadé body
P, Q). Na prusec¢iku primky v a te¢ny t1 lezi bod T', bod dotyku te¢ny
t1. Dotykovy bod U tecny t2 s hyperbolou nalezneme jako prusecik
pfimky w a této tecny, viz obrazek [6.13] Nyni bychom méli mit na
rysovaci ploSe to co je na obrazku [6.14
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obrazek2.obr* : Editor zaméfeny na kuzelosecky

Soubor Uprawy Zobrazit Napovéda

I EE s ¢ o Bx % X

E| | Vybrat vie |
T, jc oog
A I;1je bod
J; Jjebod
K; K je bod

#[; L je kruznice,r=1
m; mje kolmana f
L;Ljebod

M; M je bod
n;njekolmanag

*0; o je kruznice, r= =
N; N je bod

©O; Oje bod

p; pje hyperbola
q; qjeelipsa

*r; 1 je kruznice, r =
*s; 5 je kruznice, r =
P; Pje bod
Q:Qjebod

L tje pfimka

JH 000 NN XN

u; uje primka

Prichytnuti k prasecikom | Nastroj bod Kliknoukt na nakresnu

Obrézek 6.13: Nalezeni bodi dotyku tecen t1 a t2 s elipsou a hyperbolou

obrazek2.obr* : Editor zaméreny na kuzelosecky

Soubor Upravy Zobrazit Napovéda

CEBE S 0 e W oK

N | | Vybrat vie |
‘A M; M je bod

nm;njekolmanag
*0; 0 je kruznice, r =
N; N je bod

0; 0jebod

p; p je hyperbola

q; qjeelipsa

*r; r je kruznice, r =
*s; 5 je kruznice, r=
P; Pje bod

*Q; Qje bod |
*t; tje pfimka
*u; uje pfimka
R;Rje bod
S;Sjebod

v; vje pfimka

JHE0 00 NN XN

*w; wje piimka
T; Tjebod
U;Ujebod

m

Prichytnuti k pruseéikim | Nastroj bod Kliknout na nakresnu

Obrazek 6.14: Regeni druhého piikladu
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Zaver

V bakalaiské praci jsme uvedli tfi rizné definice kuzelosecek a také ¢tyri kon-
strukce jednotlivych kuzelosecek, které jsou doplnény o nézorné obrazky a ani-
mace v programu Geogebra. Tyto obrazky a animace podporuji ndzornost uva-
déné latky.

Hlavni soucasti prace je mnou navrzeny program pro rysovani na pocitaci,
ktery je zaméfen na konstrukci kuzelosecek. K tomuto programu je piilozena sada
feSenych prikladi, které jsou urceny pro feSeni (rysovani) v tomto programu.

Prace je urcena pro vyuku deskriptivni geometrie a matematiky na stfednich
skolach a ma za cil ukdzat studentim, jak lze vyuzit pocitace pfi studiu této
latky.

61



Seznam pouZzité literatury

[1] DRABEK, Karel, HARANT, Frantisek, SETZER, Ota. Deskriptivni geometrie
1. Praha: SNTL-Nakladatelstvi technické literatury a Alfa, Vydavatelstvo
technickej a ekonomickej literatary, 1978. str. 25-31.

[2] URBAN, Alois. Deskriptivni geometrie I. Praha: Statni nakladatelstvi tech-
nické literatury, 1965. str. 263-289.

3] SMEJKAL, J. Technické krivky geometrické v prazi. Praha: Ceska graficka
Unie a.s., 1946. str. 114-140.

[4] KADLECOVA, Alena. Geometrickd terminologie ve starsich ceskijch uceb-
nicich. Diplomova prace, Praha, MFF UK. str. 44-45.

62



Seznam animaci

Seznam jednotlivych animaci vytvofenych v programu Geogebra.

|

IT

ITI

IV

VI

VII

VIII

IX

XI

XII

XIII

XIV

XV

Bodova konstrukce elipsy:

Animace/ElipsaVlastnosti.html

Bodova konstrukce hyperboly:
Animace/HyperbolaVlastnosti.html

Bodovéa konstrukce paraboly:

Animace/ParabolaVlastnosti.html

Podilova definice pro vSechny t¥i typy kuZzelosecek:

Animace/KuzeloseckyPodilVzdalenosti.html

Definice elipsy jako mnoziny stiedt kruznic:

Animace/ElipsaPomociStreduKruznic.html

Definice hyperboly jako mnoziny stfedu kruznic:

Animace/HyperbolaStredyKruznic.html

Definice paraboly jako mnoziny stfedt kruznic:

Animace/ParabolaStredyKruznic.html

Konstrukce hyperoskula¢nich kruznic pro elipsu:

Animace/ElipsaHyperoskulacniKruznice.html

Konstrukce hyperoskulac¢nich kruznic pro hyperbolu:

Animace/HyperbolaHyperoskulacniKruznice.html

Konstrukce hyperoskula¢ni kruznice pro parabolu:

Animace/ParabolaHyperoskulacniKruznice.html

Trojuhelnikova konstrukce elipsy:

Animace/ElipsaTrojuhelniky.html

Trojuhelnikova konstrukce paraboly:

Animace/ParabolaTrojuhelniky.html

Prouzkova konstrukce elipsy, souc¢tova, ovladana uzivatelem:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce.html

Prouzkova konstrukce elipsy, souc¢tova, animovana:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce2.html

Prouzkova konstrukce elipsy, souc¢tova i rozdilova:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce3.html
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Animace/ElipsaVlastnosti.html
Animace/HyperbolaVlastnosti.html
Animace/ParabolaVlastnosti.html
Animace/KuzeloseckyPodilVzdalenosti.html
Animace/ElipsaPomociStreduKruznic.html
Animace/HyperbolaStredyKruznic.html
Animace/ParabolaStredyKruznic.html
Animace/ElipsaHyperoskulacniKruznice.html
Animace/HyperbolaHyperoskulacniKruznice.html
Animace/ParabolaHyperoskulacniKruznice.html
Animace/ElipsaTrojuhelniky.html
Animace/ParabolaTrojuhelniky.html
Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce.html
Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce2.html
Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce3.html

XVI Konstrukee te¢ny z bodu elipsy:

Animace/ElipsaTecna.html

XVII Konstrukce te¢ny z bodu hyperboly:
Animace/HyperbolaTecna.html

XVIIT Konstrukce te¢ny z bodu paraboly:

Animace/ParabolaTecna.html
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