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Úvod

Hlavním cílem této bakalá°ské práce je vytvo°ení programu na rýsování, který by
se mohl pouºít p°i hodinách deskriptivní geometrie na st°edních ²kolách a pomocí
n¥jº by bylo moºno seznámit studenty s rýsováním na po£íta£i. P°estoºe je sice
d·leºité, aby studenti um¥li rýsovat na papír, v dne²ní dob¥ je stejn¥ d·leºité
seznámit se s rýsovacím softwarem, nebo´ ten je v praxi £asto vyuºíván. Pro-
gram je zam¥°ený na °e²ení p°íklad· na sestrojení kuºelose£ek. Jedná se vlastn¥
o jednoduchý gra�cký editor, který obsahuje nástroje pro vykreslování základních
geometrických objekt·. Tato práce by m¥la p°isp¥t k rozvoji vyuºití po£íta£e p°i
výuce deskriptivní geometrie a matematiky na st°ední ²kole.

Sou£ástí práce je i sada p°íklad·, které lze °e²it v programu. Pro kaºdý p°íklad
existuje soubor se zadáním, který si uºivatel otev°e v programu a m·ºe jej °e²it.
Také je u kaºdého p°íkladu p°iloºen i soubor s ukázkovým °e²ením.

Práce si dále klade za cíl seznámit st°edo²kolskou ve°ejnost s r·znými de�nice-
mi a konstrukcemi kuºelose£ek, které nejsou b¥ºn¥ pouºívány, p°esto jsou velmi
zajímavé a £asto i jednoduché. A jist¥ by bylo pro studenty zajímavé jim je
p°edvést na hodinách deskriptivní geometrie nebo matematiky. Kaºdá de�nice a
konstrukce je proto dopln¥na názornou animací v programu Geogebra1, obrázkem
z této animace, symbolickým zápisem konstrukce a stru£ným popisem konstrukce.

Uvedeme i d·kazy ekvivalence prezentovaných de�nic.
V následující kapitole jsou uvedeny t°i r·zné de�nice jednotlivých kuºelose£ek

a jejich základní vlastnosti.
V druhé kapitole jsou pak popsány r·zné konstrukce kuºelose£ek.
T°etí kapitola se zabývá konstrukcemi te£en ke kuºelose£kám a popisem dal²ích

vlastností jednotlivých kuºelose£ek.
Ve £tvrté kapitole jsou uvedeny d·kazy ekvivalencí de�nic uvedených v první

kapitole. D·kazy jsou provedeny po£etn¥, pomocí st°edové, resp. vrcholové rovnice
jednotlivých kuºelose£ek.

Dokumentaci a nápov¥du k pouºívání programu naleznete v páté kapitole.
V poslední, ²esté kapitole najdeme dva °e²ené p°íklady. První p°íklad slouºí

k seznámení uºivatele se samotným programem, druhý je jiº více zam¥°en na
samotné °e²ení p°íkladu.

1www.geogebra.org
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1. De�nice kuºelose£ek

V této kapitole si ukáºeme r·zné de�nice kuºelose£ek1.
Kuºelose£ky mohou být zadány pomocí r·zných de�nic. V matematice se

vyskytují v mnoha oborech, v analytické geometrii, syntetické geometrii, deskrip-
tivní geometrii, ale najdeme je i u gra�ckého °e²ení rovnic nebo soustav rovnic,
u grafu funkcí, atd. V²ude se vyskytují kuºelose£ky, ale pokaºdé v trochu jiné
podob¥.

Kdybyste se ptali, co je to kuºelose£ka, dostali by jste asi takovéto odpov¥di:
Matematik by °ekl: Kuºelose£ka? To je bilineární forma.
Geometr by namítl: Kuºelose£ka je k°ivka druhého stupn¥.
Deskriptivá° by de�noval: K°ivka, která vzniká pr·nikem kuºele a roviny.
Jiný by pouºil de�nici: To je mnoºina bod·, které mají od p°ímky a bodu

stejný pom¥r vzdáleností.
A kdybyste se ptali dál, dostali byste dal²í a jiné odpov¥di. Ale kdo má pravdu?
Pravdu mají v²ichni. Kuºelose£ky lze de�novat r·znými zp·soby. Podívejme

se na jednoduché p°íklady, se kterými jsme se setkávali na st°ední ²kole v hodinách
matematiky.

Kaºdý jist¥ umí zakreslit graf funkce y = 1
x
, která p°edstavuje vztah nep°ímé

úm¥ry, ale tato k°ivka je jen speciální p°ípad hyperboly, která má kolmé asymp-
toty. Jiný p°íklad je nerovnice 0 < ax2 + bx + c, která se °e²í pomocí
funkce y = ax2 + bx + c, jejíº graf lehce nakreslíme. P°edpis této funkce je
shodný i s implicitní rovnicí paraboly, která také pat°í mezi kuºelose£ky.

Nahlédli jsme, ºe existuje mnoho de�nic kuºelose£ek a po°ád nevíme mnoho
o nich samotných, proto si nyní ukáºeme nejznám¥j²í de�nice a odvodíme si jejich
základní vlastnosti.

1.1 Ohnisková de�nice

Ohnisková de�nice kuºelose£ek je jedna z nej£ast¥j²ích a nejjednodu²²ích na p°ed-
stavivost. Proto i zde ji uvedeme jako první a odvodíme si z ní základní vlastnosti.
Z této de�nice vyplývá i jedna z konstrukcí kuºelose£ek tzv. bodová konstrukce.

1.1.1 Elipsa

De�nice 1.1. Elipsa2 je mnoºina v²ech bod· M , které mají od dvou pevných
(navzájem r·zných) bod· E, F konstantní sou£et vzdáleností 2a. [1]

Zapsáno symbolicky:

E = {∀M ∈ R× R : |ME|+ |MF | = 2a}

Body E, F z de�nice nazýváme ohniska. Úse£kyME aMF nazýváme pr·vodi£i.
Pokud bychom zvolili body E, F tak, aby splynuly, pak dostaneme kruºnici. Tedy
kruºnice je speciálním p°ípadem elipsy.

1D°íve téº nazývané se£ky nebo °ezy kuºelné [4]
2D°íve téº nazývaná schodnice, hlavní a vedlej²í osu ozna£ovali jako velká a malá osa a její

hlavní vrcholy nazývali pouky [4]
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Obrázek 1.1: Bodová konstrukce elipsy, platí |UV | = |AB| = 2a

Z této de�nice p°ímo vyplývá následující tzv. bodová konstrukce. Pro£ se
nazývá bodová je asi zcela jasné, konstruuje elipsu bod po bodu, práv¥ dle de�nice.

Zapsáno symbolicky:
Máme zadány body E, F a vzdálenost 2a zadanou úse£kou UV

1) X;X ∈
←→
UV , libovoln¥

2) k1; k1(E, |UX|)
3) k2; k2(F, |XV |)
4) M ;M ∈ k1 ∩ k2

Pokusíme se nyní narýsovat elipsu a zárove¬ si odvodíme její základní vlast-
nosti. Víme, ºe elipsa je mnoºina bod·, které mají konstantní vzdálenost od
dvou pevn¥ zvolených r·zných bod·. Zvolíme libovoln¥ dva r·zné body v rovin¥
(ohniska) a nazveme je E a F . Dále zvolíme vzdálenost 2a a zobrazíme ji jako
úse£ku UV . Pokusíme se najít významné body elipsy. Pokud vyneseme z kaºdého
z ohnisek stejnou vzdálenost a, pak vzniknou 2 body, které leºí na elipse. Ty-
to body leºí na ose úse£ky EF . Tedy jejich spojnice je kolmá na úse£ku EF
a prochází bodem S, |ES| = |FS|. Tyto body nazýváme vedlej²í vrcholy elip-
sy a zna£íme C, D. Vzdálenost bod· C , resp. D od úse£ky EF zna£íme b (tj.
|CS| = |DS| = b) a nazýváme ji velikost vedlej²í poloosy.

Dále zvolíme bod X na p°ímce UV a pokusíme se nalézt bod M , dal²í bod
elipsy. Jelikoº vzniká jako pr·nik dvou kruºnic, dostaneme bu¤ dva, jeden nebo
ºádný bod. Zamysleme se te¤, kdy nám vznikne práv¥ jeden pr·se£ík. Jelikoº
je vzdálenost 2a v¥t²í neº |EF |, musí nastat vnit°ní dotyk kruºnic, které jsou
ur£eny vzdálenostmi |XU | a |XV | a st°edy v ohniskách, pro X libovolné. Tedy
pro polom¥ry hledaných kruºnic musí platit r1 = |EF | + r2. Pak ale nutn¥ musí
být r2 = 2a−|EF |

2
. Pokud sestrojíme kruºnice s práv¥ nalezenými polom¥ry, tedy

k1(E, r1) a k2(E, r2), vznikne nám dal²í významný bod elipsy, bod A, hlavní
vrchol elipsy. Pokud zam¥níme st°edy kruºnic, analogicky nám vyjde druhý bod,
druhý hlavní vrchol, bod B. Lehce nahlédneme, ºe body A a B leºí na p°ímce
ur£ené body EF a st°ed úse£ky AB splývá s bodem S, vzdálenost |AS| = |BS| =
a, a nazýváme ji velikost hlavní poloosy.
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Pokud budeme volit bod X na p°ímce UV tak, aby polom¥ry kruºnic byly
men²í neº r1 a zárove¬ v¥t²í neº r2, tedy volíme bod X mezi body E ′ a F ′, viz
obrázek 1.1, vzniknou nám tak dal²í body elipsy. Pro body E ′, F ′ platí |E ′F ′| =
|EF |. �ím více bod· sestrojíme tím p°esn¥ji lze elipsa vyrýsovat.

Vzdálenost |ES| = |FS| zna£íme e a nazýváme excentricitou, nebo-li lineární
výst°edností. Platí pro ni vztah e2 = a2 − b2.

Dále plyne z této konstrukce, ºe bod S, st°ed úse£ky EF , AB i CD, je st°edem
celé kuºelose£ky. Elipsa se díky této vlastnosti °adí mezi st°edové kuºelose£ky.
Navíc je elipsa symetrická jak podle své hlavní osy tak i podle vedlej²í osy a také
podle st°edu S.

Celou konstrukci si pro lep²í názornost m·ºete prohlédnout v animaci I, kde
je postupn¥ rýsován celý postup této konstrukce.

1.1.2 Hyperbola

Obrázek 1.2: Bodová konstrukce hyperboly, platí |UV | = |AB| = 2a

De�nice 1.2. Hyperbola3 je mnoºina v²ech bod· M , které mají od dvou pevných
(navzájem r·zných) bod· E, F konstantní absolutní hodnotu rozdílu vzdáleností
2a. [1]

Zapsáno symbolicky:

H = {∀M ∈ R× R : ||ME| − |MF || = 2a}
3D°íve téº nazývaná zbytnice a v¥tve se nazývaly hyperbolické oblouky [4]
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Pokud se podíváme na symbolický zápis, m·ºeme si v²imnout, ºe vzdálenosti
|ME| a |MF | jsou neomezené, rostou nade v²echny meze. Musí potom existovat
n¥jaký bod této k°ivky, který leºí v nekone£nu, tzv. nevlastní bod. Z toho plyne,
ºe hyperbola není uzav°ená k°ivka, tak jako je elipsa. Stejn¥ jako u elipsy se body
E, F nazývají ohniska a úse£ky XE a XF jsou pr·vodi£e.

I pro hyperbolu m·ºeme de�novat bodovou konstrukci.
Pokud její konstrukci op¥t zapí²eme symbolicky:
Máme zadány body E, F a vzdálenost 2a zadanou úse£kou UV

1) X;X ∈
←→
UV , libovoln¥

2) k1; k1(E, |UX|)
3) k2; k2(F, |XV |)
4) M ;M ∈ k1 ∩ k2

V²imn¥me si, ºe konstrukce je velmi podobná bodové konstrukci elipsy, proto
ji zde nebudeme tak rozepisovat jako u elipsy. Pokud zvolíme bod X jako st°ed
úse£ky UV , pak nezískáme jako u elipsy vedlej²í vrcholy. Nezískáme ºádný bod,
nebo´ rozdíl |XU | − |XV |, kde |XU | = |XV | = a, je roven nule. (Coº by se
rovnalo 2a pouze tehdy, pokud by a = 0, tedy velikost hlavní osy by byla nulová,
pak ale nezískáme hyperbolu.) Vedlej²í vrcholy p°esto u hyperboly existují a mají
své uplatn¥ní, i kdyº hyperbola jimi neprochází4. Ozna£me bod S jako st°ed
úse£ky EF . Nalezneme je na pr·se£íku kolmice vedené bodem S na hlavní osu,
vedlej²í osa, a kruºnici se st°edem v jednom hlavním vrcholu a polom¥rem o délce
vzdálenosti |ES| = |FS|. Op¥t platí rovnost |CS| = |DS| = b a tuto vzdálenost
nazýváme velikostí vedlej²í osy.

Pokusíme se nalézt body, které leºí na hlavní ose, tedy hlavní vrcholy. Jak
bylo °e£eno u elipsy, jsou to body, které vznikají, pokud se pomocné kruºnice se
st°edy v ohniskách a polom¥ry rovnými |UX| a |V X|, pro danou volbuX protínají
v jediném bod¥. Jelikoº je hyperbola mnoºinou bod·, které mají konstantní rozdíl
vzdáleností, pak musí nutn¥ nastat vn¥j²í dotyk. Musí tedy platit, ºe polom¥r
jedné kruºnice r1 je roven 2a + r2 a zárove¬ polom¥r druhé r2 = |EF |−2a

2
. Tedy

pro volbu t¥chto polom¥r· získáváme kruºnice k1(E, r1) a k2(F, r2) tedy jeden
z hlavních vrchol·, prohozením st°ed· kruºnic bychom dostali druhý vrchol.

Nyní si ukáºeme konstrukci obecného bodu hyperboly. Nalezli jsme op¥t krajní
meze pro volbu bodu X na pomocné p°ímce UV . Budeme tedy volit bod X tak,
ºe polom¥ry kruºnic se st°edy v ohniskách budou v¥t²í jak r1 i r2, dostaneme dal²í
body hyperboly. Platí tedy, ºe musíme bod X volit na p°ímce UV , ale vn¥ úse£ky
E ′F ′, které op¥t p°edstavují ohniska, tj. |E ′F ′| = |EF |.

M·ºeme si v²imnout na obrázku 1.2, ºe je hyperbola tvo°ena dv¥ma v¥tvemi,
které jsou zdánliv¥ odd¥leny, ale jak jsme jiº °íkali v úvodu, hyperbola má dva
nevlastní body, kde se práv¥ tyto dv¥ v¥tve protínají. Pro v¥t²í názornost, jak
hyperbola vypadá se konstruují tzv. asymptoty, nebo-li asymptotické p°ímky.
K t¥mto p°ímkám se v¥tv¥ hyperboly blíºí, ale nikdy je neprotnou5. Tyto p°ímky
nalezneme tak, ºe v bod¥ C vedeme rovnob¥ºku s hlavní poloosou a v bod¥ A

4Proto se vedlej²í ose n¥kdy °íká imaginární, pomyslná[3]
5Asymptoty jsou ve skute£nosti te£ny hyperboly v nevlastních bodech.
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vedeme rovnob¥ºku s vedlej²í poloosou. Pr·se£ík t¥chto p°ímek nazveme bodem
H. Asymptota je pak p°ímka, která prochází st°edem hyperboly (bodem S) a
bodem H.

Hyperbola se spolu s elipsou °adí mezi st°edové kuºelose£ky. Tedy bod S
popisovaný v konstrukci je st°edem celé hyperboly a hyperbola je podle tohoto
bodu soum¥rná. Navíc je soum¥rná i podle hlavní a vedlej²í osy.

Vzdálenost |ES| = |FS| ozna£ujeme jako excentricita a zna£íme ji e. Platí
vztah e2 = a2 + b2.

Op¥t si celou konstrukci m·ºeme prohlédnout v animaci II

1.1.3 Parabola

Obrázek 1.3: Základní vlastnosti paraboly

De�nice 1.3. Parabola6 je mnoºina v²ech bod· M , které mají od pevného bodu
F a dané p°ímky d, která tímto bodem neprochází, stejné vzdálenosti. [2]

Zapsáno symbolicky:

P = {∀M ∈ R× R : |Md| = |MF |}

Kdyº se podíváme na de�nici, m·ºeme si v²imnout, ºe se zna£n¥ li²í od elipsy
a hyperboly. Parabola je de�nována pomocí bodu a p°ímky, tento bod se nazývá,
stejn¥ jako u elipsy a hyperboly, ohnisko F a je pouze jedno. Proto není tak t¥ºké
odhadnout, ºe parabola jiº nebude pat°it mezi st°edové kuºelose£ky. P°ímka se
nazývá °ídicí a zna£í se d.

I pro parabolu de�nujeme bodovou konstrukci.
Pokud její konstrukci op¥t zapí²eme symbolicky:

6D°íve téº nazývaná stejnice a °iditelka £i °aditelka byla ozna£ována °ídicí p°ímka [4]
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Máme zadán bod F a p°ímku d a nech´ o je osa paraboly, tj. kolmice na
p°ímku d vedená bodem F

1) X;X ∈ o, libovoln¥
2) x;X ∈ x ∧ x ‖ d
3) k; k (F, |xd|)
4) M ;M ∈ x ∩ k

Op¥t zkusíme pomocí této konstrukce najít významné vlastnosti paraboly.
Sestrojíme kolmici na p°ímku d bodem F tuto p°ímku nazýváme osou paraboly,
zna£íme o. Pokud sestrojíme st°ed úse£ky vymezené bodem F a pr·se£íkem
p°ímek o a d, nazveme jej V , pak musí tento bod být bodem paraboly, nebo´ platí
|FV | = |dV |. Tento bod nazýváme vrcholem paraboly. Ozna£íme-li vzdálenost
bod· |FV | jako p

2
, potom |Fd| = p, tuto vzdálenost nazýváme parametr paraboly.

Dal²í bod získáme tak, ºe zvolíme libovolný bod X na ose, viz animace, tímto bo-
dem vedeme rovnob¥ºku s °ídicí p°ímkou x. Dále sestrojíme kruºnici se st°edem
v bod¥ F a polom¥rem, který je roven vzdálenosti p°ímek d a x. Tuto kruºni-
ci nazveme k. Pr·nik p°ímky x a kruºnice k jsou dva body leºící na hledané
parabole.

Parabola je soum¥rná podle své osy, coº plyne z konstrukce.
Viz obrázek 1.3 nebo animace III.

1.2 De�nice kuºelose£ek pomocí podíl· vzdálenos-
tí

Obrázek 1.4: Podílová de�nice kuºelose£ek s volbou koe�cientu k1 = 2.5, k2 = 1 a
k3 = 0.5, p°ímky p, p′ jsou mnoºiny bod·, které mají danou vzdálenost od p°ímky
d
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Dal²í £asto zmi¬ovaná de�nice je de�nice pomocí podíl· vzdáleností. Je velice
zajímavá, protoºe ji lze formulovat obecn¥ pro v²echny t°i kuºelose£ky. Ukazuje,
ºe parabola, která není st°edová kuºelose£ka jako elipsa a hyperbola a má dle
ohniskové de�nice jiné vlastnosti, je elipse a hyperbole blízká, coº plyne z obrázku
1.4 nebo animace IV.

De�nice 1.4. Kuºelose£ka je mnoºina v²ech bod· M v rovin¥, které mají kon-
stantní pom¥r vzdáleností od pevného bodu F a p°ímky d daným bodem neprochá-
zející.

Zapsáno symbolicky:

K = {∀M ∈ R× R :
|MF |
|Md|

= k }, k ∈ (0,∞)

Jak se pozd¥ji u konktrétních p°ípad· p°esv¥d£íme, konstanta k nabývá v²ech
kladných reálných £ísel. Záporných nabývat nem·ºe, jelikoº se jedná o pom¥r
vzdáleností a ty jsou vºdy kladné. Dokáºeme, ºe de�nuje práv¥ nám známé
kuºelose£ky, elipsu, hyperbolu a parabolu, které jsme de�novali vý²e.

Symbolický zápis konstrukce:
M¥jme bod F , p°ímku d a koe�cient k:

1) α; libovoln¥ pevn¥, zadá p°ímkami u, v
2) V ; vrchol úhlu α
3) J ; J ∈ u ∧ |JU | = 1

4) K;K ∈ u ∧ |KU | = k

5) L;L ∈ v libovoln¥
6) x;x ‖ JL
7) N ;N = x ∩ v
8) l; l(F, |UL|)
9) p; |pd| = |UN |
10) M ;M = l ∩ p

Jak konstruujeme jednotlivé body? Máme dán bod F , p°ímku d a koe�cient
k. Nejd°íve si vytvo°íme pomocnou konstrukci pro hledání vzdáleností s daným
pom¥rem, kde vyuºijeme podobnosti trojúhelník·. Tedy volíme libovolný úhel
daný bodem U a p°ímkami u, v, na rameno u od vrcholu úhlu U vyneseme jed-
notkovou vzdálenost, bod J , a op¥t od vrcholu na stejné rameno i vzdálenost
rovnou koe�cientu k, K. Na rameno v budeme vyná²et libovolnou vzdálenost,
L. Pak bod N nalezneme jako pr·se£ík druhého ramene úhlu a p°ímky x ve-
dené bodem K rovnob¥ºné s p°ímkou danou body JL. Dostáváme vzdálenosti
|UL| a |UN |, které nám jiº po °ad¥ ur£ují vzdálenosti od ohniska F a p°ímky d.
Nyní sestrojíme kruºnici l(F, |UL|) a p°ímku p, resp. p′ pro které platí, ºe jejich
vzdálenost od p°ímky d je rovna |UN |. Pr·se£ík l a p, resp. p′ je bod kuºelose£ky.

Tento postup je shodný pro v²echny t°i kuºelose£ky, proto dále uvedeme pouze
krátký popis jednotlivých kuºelose£ek.
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1.2.1 Elipsa

De�nice 1.5. Elipsa je mnoºina v²ech bod· M v rovin¥, které mají konstantní
pom¥r vzdáleností od pevného bodu F a p°ímky d daným bodem neprocházející,
pro který platí k < 1.

Obrázek 1.5: Podílová de�nice pro elipsu s koe�cientem k = 0.7

Zapsáno symbolicky:

E = {∀M ∈ R× R :
|MF |
|Md|

= k }, k < 1

Celou situaci si prohlédn¥te na animaci IV, v ní si lze nastavit parametr k
z intervalu (0, 1), aby výsledná kuºelose£ka byla elipsa. Nebo na obrázku 1.5, kde
je volen koe�cient k = 0.7.

1.2.2 Hyperbola

De�nice 1.6. Hyperbola je mnoºina v²ech bod·M v rovin¥, které mají konstantní
pom¥r vzdáleností od pevného bodu F a p°ímky d daným bodem neprocházející,
pro který platí k > 1.

Zapsáno symbolicky:

H = {M ∈ R× R :
|MF |
|Md|

= k }, k > 1

Celou situaci si m·ºete prohlédnout v na obrázku 1.6, k = 2, na animaci
IV. Lze si nastavit parametr k z intervalu (1, 5], aby výsledná kuºelose£ka byla
hyperbola.

1.2.3 Parabola

De�nice 1.7. Parabola je mnoºina v²ech bod· M v rovin¥, které mají konstantní
pom¥r vzdáleností od pevného bodu F a p°ímky d daným bodem neprocházející,
pro který platí k = 1.
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Obrázek 1.6: Podílová de�nice pro hyperbolu s koe�cientem k = 2

Obrázek 1.7: Podílová de�nice pro parabolu s koe�cientem k = 1

Zapsáno symbolicky:

P = {M ∈ R× R :
|MF |
|Md|

= k }, k = 1

Celou situaci si prohlédn¥te na obrázku 1.7 nebo na animaci IV, pro k = 1.
V²imn¥me si, ºe pro parabolu je tato de�nice velmi podobná de�nici ohniskové.

Ohnisková de�nice °íká, ºe parabola je k°ivka bod·, které mají stejnou vzdálenost
od pevného bodu a p°ímky, tj. |MF | = |Md|. Tento vztah m·ºeme pod¥lit

vzdáleností |Md| za podmínky |Md| 6= 0 a dostaneme rovnost
|MF |
|Md|

= 1. Pokud

by |Md| = 0, pak by nutn¥ musel bod F být totoºný s bodem M a oba by
leºeli na p°ímce d. Tedy existoval by pouze jeden bod, který by spl¬oval tuto

rovnost, tedy nejednalo by se o parabolu. Podíl
|MF |
|Md|

= 1 je jiº podílová de�nice

paraboly. Ukázali jsme, ºe tato de�nice je ekvivalentní s ohniskovou de�nicí a
de�nuje stejnou k°ivku.
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1.3 De�nice kuºelose£ek pomocí st°ed· kruºnic

Nyní si ukáºeme dal²í de�nice kuºelose£ek, která není tolik známá, je ale velice
názorná a jednoduchá.

Tato de�nice vyuºívá vlastností te£ny ke kuºelose£ce (°ídicí a vrcholovou
kruºnici, resp. °ídící a vrcholovou te£nu), které jsou podrobn¥ popsány ve 4.
kapitole, proto zde jen nastíníme, jak tato de�nice vypadá. Zbytek necháme na
£tená°i.

1.3.1 Elipsa

De�nice 1.8. Elipsa je mnoºina v²ech st°ed· Mi kruºnic ki, které se dotýkají
uvnit° dané kruºnice d(E, 2a) a procházejí jejím vnit°ním bodem F . [1]

Kruºnice d je °ídicí kruºnice a daný bod F je jedno ohnisko. Druhé ohnisko
elipsy je st°ed kruºnice d, tedy bod E a její polom¥r je roven 2a tedy velikosti
hlavní osy.

Obrázek 1.8: De�nice elipsy pomocí st°ed· kruºnic

Pokud zapí²eme postup symbolicky, dostáváme následovné:
M¥jme kruºnici d(E, 2a) a bod F

1) X; X ∈ d, libovoln¥
2) s; s =

←→
EX

3) o; o je osa XF

4) M ; M = o ∩ s

Co vlastn¥ °íká tato de�nice? Je dána kruºnice d se st°edem E a bod F , který
leºí uvnit° kruºnice d, viz obrázek 1.8 nebo animace V. Na kruºnici d volíme bod
X libovoln¥. Bodem X a F proloºíme kruºnici tak, aby se dotýkala kruºnice d
v bod¥ X. Tyto dv¥ kruºnice budou tedy mít v bod¥ X spole£nou te£nu. Pro
libovolnou volbu bodu X nám vznikne jiná kruºnice, tedy i jiný st°ed. Mnoºina
t¥chto st°ed· pak tvo°í hledanou elipsu.
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1.3.2 Hyperbola

De�nice 1.9. Hyperbola je mnoºina v²ech st°ed· Mi kruºnic ki, které se dotýkají
vn¥ dané kruºnice d(E, 2a) a procházejí jejím vn¥j²ím bodem F . [1]

Obrázek 1.9: De�nice hyperboly pomocí st°ed· kruºnic

Body E,F jsou ohniska hyperboly a kruºnice d je °ídicí kruºnicí jejíº polom¥r
je roven 2a, tedy velikosti hlavní osy hyperboly.

Tato de�nice se p°íli² neli²í od de�nice elipsy. Jediným rozdílem je poloha
bodu F , který tentokrát leºí vn¥ kruºnice d. Tedy postup konstrukce je shodný
s postupem u elipsy, coº je z°ejmé z obrázku 1.9, proto jej zde nebudeme op¥t
zmi¬ovat. Rozdíl je v umíst¥ní bodu F , který leºí vn¥ kruºnice d. Protoºe kruºnice
ki je de�nována tak, ºe má spole£nou te£nu s kruºnicí d, pak její polom¥r m·ºe
r·st nade v²echny meze. Op¥t proto získáváme body v nekone£nu, které tvo°í
hyperbolu.

M·ºete si op¥t spustit animaci VI pro pochopení postupu.

1.3.3 Parabola

De�nice 1.10. Parabola je mnoºina st°ed· Mi kruºnic ki, které procházejí bodem
F a dotýkají se dané p°ímky d. [1]

Symbolický popis konstrukce:
M¥jme p°ímku d a bod F

1) X; X ∈ d, libovoln¥
2) s; s ⊥ d ∧X ∈ s
3) oXF ; o je osa XF

4) M ; M = oXF ∩ s

Bod F je ohniskem paraboly a p°ímka d je °ídicí p°ímkou. Parabola má op¥t
trochu jinou de�nici neº elipsa a hyperbola. Místo dané kruºnice d, která se
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Obrázek 1.10: De�nice paraboly pomocí st°ed· kruºnic

objevovala v p°ede²lých de�nicích, zde �guruje p°ímka. Proto i konstrukce je
jiná, jak je vid¥t na obrázku 1.10. Lze lehce nahlédnout, ºe se jist¥ jedná o stejnou
k°ivku, jako v p°ede²lých de�nicích. BodM leºí na parabole. Op¥t musí platit, ºe
vzdálenost bodu M od p°ímky d musí být shodná se vzdáleností od ohniska, tj.
od F . To ale evidentn¥ platí, nebo´ hledaná kruºnice ki z de�nice musí procházet
bodem F a p°ímka d je její te£na.

Konstrukci si m·ºete ov¥°it v animaci VII.
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2. Konstrukce kuºelose£ek

V první kapitole jsme ukázali bodovou konstrukci kuºelose£ek vycházející z ohni-
skové de�nice, ale to není jediná konstrukce, proto si nyní uvedeme, jak jinak lze
kuºelose£ky zadat a jaké existují jiné konstrukce. N¥které konstrukce kuºelose£ek
pouze p°ibliºn¥ aproximují (tj. p°ibliºn¥ napodobují tvar), jiné konstruují kuºe-
lose£ky bod po bodu jako jiº zmi¬ovaná bodová konstrukce.

2.1 Hyperoskula£ní kruºnice

Tato pomocná konstrukce vyuºívá toho, ºe kaºdá k°ivka lze v kaºdém bod¥ nahra-
dit £ástí kruºnice, která ji v blízkém okolí tohoto bodu aproximuje (napodobuje).
Tyto kruºnice se nazývají oskula£ní kruºnice. Jejich speciálním p°ípadem jsou tzv.
hyperoskula£ní kruºnice, které se sestrojují speciáln¥ pro vrcholy kuºelose£ek.

Tato konstrukce se vyuºívá pro zp°esn¥ní vykreslení kuºelose£ek, jelikoº je
velice náro£né sestrojit dostate£né mnoºství bod·, aby bylo moºné kuºelose£ku
vyrýsovat. Proto pouºijeme práv¥ hyperoskula£ní kruºnice, které nám nazna£í,
jak se kuºelose£ka v okolí vrcholu chová.

2.1.1 Elipsa

Obrázek 2.1: Konstrukce hyperoskula£ních kruºnic pro elipsu

Nejd°íve se situaci ukáºeme u elipsy. Jak je vid¥t na obrázku 2.1, hyperosku-
la£ní kruºnice opravdu dob°e vystihují, aproximují elipsu ve vrcholech.

Postup sestrojení t¥chto kruºnic lze zapsat symbolicky:
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1) a′; a′ ‖ AB ∧ C ∈ a′

2) b′; b′ ‖ CD ∧B ∈ b′

3) X;X = a′ ∩ b′

4) p; p = BC

5) k; k ⊥ p ∧X ∈ k
6) OB;OB = k ∩ AB
7) OC ;OC = k ∩ CD
8) kB; kB(OB, |OBB|)
9) kC ; kC(OC , |OCC|)

Nejd°íve sestrojíme p°ímku a′, která je rovnob¥ºná s hlavní osou elipsy a
prochází bodem C, a p°ímku b′, která je rovnob¥ºná s vedlej²í osou a prochází
bodem B. Pr·se£ík t¥chto p°ímek nazveme X. Sestrojíme kolmici k bodem X
na p°ímku danou body BC. Pr·se£ík p°ímky k s hlavní osou je bod OB st°ed
hyperoskula£ní kruºnice pro vrchol B a pr·se£ík p°ímky k s vedlej²í osou je bod
OC st°ed hyperoskula£ní kruºnice pro vrchol C.

Analogicky by se sestrojily st°edy pro vrcholy A a D. Jelikoº je elipsa sy-
metrická, pak pro st°ed hyperoskula£ní kruºnice v bod¥ A platí: |AOA| = |BOB|
tedy i polom¥r kruºnice kA bude shodný s polom¥rem kB. Analogicky sestrojíme
kruºnici kD.

Postup si m·ºete projít v animaci VIII.

2.1.2 Hyperbola

Obrázek 2.2: Konstrukce hyperoskula£ních kruºnic pro hyperbolu

Symbolický zápis sestrojení hyperoskula£ních kruºnic hyperboly:
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1) b′; b′ ⊥ o1(hlavní osa) ∧B ∈ k
2) X;X = k ∩ a1asymtota
3) k; k ⊥ a1 ∧X ∈ k
4) OB;OB = k ∩ o1
5) kB; kB(OB, |OBB|)

Hyperoskula£ní kruºnice hyperboly jsou pouze dv¥, jelikoº hyperbola svými
vedlej²ími vrcholy neprochází. St°ed hyperoskula£ní kruºnice pro vrchol B ses-
trojíme tak, ºe vedeme kolmici b′ bodem B. Pr·se£ík s asymptotou a1 nazveme
bod X a platí |XS| = e. Tímto bodem vedeme kolmici na asymptotu a1, p°ímka
k. Pak bod OB leºí na pr·se£íku hlavní osy hyperboly a p°ímky k.

Konstrukce je op¥t symetrická jako u elipsy. Tedy sestrojíme bod na asymp-
tot¥, který má od st°edu vzdálenost e, v tomto bod¥ vedeme kolmici na tu-
to asymptotu a pr·se£ík je bod OA, resp. sestrojíme-li analogicky pro druhou
asymptotu, bod OB. Hledané kruºnice zapí²eme kA(OA, |AOA|), kB(OB, |BOB|),
viz obrázek 2.2, nebo animaci IX.

2.1.3 Parabola

Obrázek 2.3: Konstrukce hyperoskula£ní kruºnice pro parabolu

U paraboly je pouze jedna hyperoskula£ní kruºnice, nebo´ parabola má pouze
jeden vrchol. Konstrukce hyperoskula£ní kruºnice u paraboly je velice snadná.
Polom¥r této kruºnice je roven parametru, tj. p. St°ed této kruºnice je bod OV ,
který nalezneme ve vzdálenosti p od vrcholu paraboly, tj. |V O| = p, hyperosku-
la£ní kruºnice má proto p°edpis kV (O, p).

Konstrukci m·ºete nalézt v animaci X.
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2.2 Trojúhelníková konstrukce

Tuto konstrukci si ukáºeme pouze pro elipsu a parabolu. Je to jednoduchá kon-
strukce, která konstruuje elipsu, parabolu bod po bodu.

2.2.1 Elipsa

Obrázek 2.4: Trojúhelníková konstrukce elipsy

Op¥t uvedeme symbolický zápis této konstrukce:
Máme dány hlavní a vedlej²í osy, st°ed a konstanty a a b.

1) v; v(S, a), vrcholová kruºnice
2) k; k(S, b)

3) X;X ∈ v, libovoln¥
4) p; p = XS

5) Y ;Y = p ∩ k
6) h;h ‖ CD ∧X ∈ h
7) g; g ‖ AB ∧ Y ∈ g
8) M ;M = g ∩ h

Tuto konstrukci si m·ºete názorn¥ prohlédnout na obrázku 2.4 nebo v animaci
XI.

M¥jme bod S a dv¥ soust°edné kruºnice v(S, a) a k(S, b). Nyní volíme bod X
libovoln¥ na kruºnici v a sestrojíme p°ímku p, která spojuje st°ed S s bodem X.
Pr·se£ík p°ímky p s druhou kruºnicí k nazveme Y . Hledaný bod elipsyM nalezne-
me na pr·se£íku p°ímek h a g, které sestrojíme tak, ºe po °ad¥ body X, Y
vedeme rovnob¥ºky s hlavní a vedlej²í sou. Tedy p°ímka h prochází bodem X
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a je rovnob¥ºná s hlavní osou a p°ímka g prochází bodem Y a je rovnob¥ºná
s vedlej²í osou.

Pro jinou volbu bodu X ∈ v získáme jiný bod M .
D·kaz této konstrukce plyne z a�nity vrcholové kruºnice na kuºelose£ku.

2.2.2 Parabola

Obrázek 2.5: Trojúhelníková konstrukce paraboly

Op¥t uvedeme symbolický zápis této konstrukce:
Máme dánu osu o, vrchol V a jeden bod paraboly A.

1) a; a = AV

2) X;X ∈ a, libovoln¥
3) g; g ⊥ o ∧X ∈ g
4) a1; a1 ‖ o ∧ A ∈ a1
5) Y ;Y = a1 ∩ g
6) h;h ‖ o ∧X ∈ h
7) b; b = Y V

8) M ;M = b ∩ h

Tuto konstrukci si m·ºete názorn¥ prohlédnout na obrázku 2.5 nebo v animaci
XII.

M¥jme vrchol V paraboly, osu o a jeden bod A leºící na parabole. Sestro-
jíme úse£ku a jako spojnici bod· AV a p°ímku a1, která je rovnob¥ºná s osou
o a prochází bodem A. Na této úse£ce a volíme bod X libovoln¥. Sestrojíme
nyní p°ímku g, která prochází bodem X a je kolmá na osou o. Pr·se£ík p°ímky g
s p°ímkou a1 nazveme Y . Bodem X dále vedeme rovnob¥ºku h na osu o. Úse£ka b
je de�novaná body V Y . Vznikl nám trojúhelník, viz obrázek 2.5, s dv¥ma známý-
mi vrcholy X, Y a t°etím vrcholem je pr·se£ík b a h, který nazveme bodem M .
Bod M leºí na hledané parabole.

Pro jinou volbu bodu X ∈ a získáme jiný bod M .
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2.3 Prouºková konstrukce

Tato konstrukce elipsy se nejmenuje prouºková náhodou, ale nazývá se tak podle
toho, ºe ke konstrukci vyuºíváme prouºek papíru.

Rozli²ujeme dv¥ varianty této konstrukce � sou£tovou a rozdílovou. Jak napo-
vídá název, rozd¥lujeme je podle toho, jak umis´ujeme body na prouºek papíru.

2.3.1 Sou£tová prouºková konstrukce

Obrázek 2.6: Prouºková konstrukce elipsy sou£tová

Na tuto konstrukci pomocí prouºku papíru pot°ebujeme znát velikost hlavní
a vedlej²í osy a jejich polohu. Pak vezmeme prouºek papíru a za£átek ozna£íme
bodem G, od tohoto bodu naneseme vzdálenost a a koncový bod nazveme M .
Poslední bod nazveme I a najdeme jej ve vzdálenosti b od bodu M , viz obrázek
2.6 nebo animace XIII resp. XIV, rozdíl t¥chto animací je, ºe v první m·ºe uºi-
vatel sám pohybovat s prouºkem. Ve druhé je tato £innost animována pro kaºdý
kvadrant zvlá²´.

Nyní p°iloºíme p°ipravený prouºek papíru tak, aby bod I leºel na hlavní ose
a bod G na vedlej²í ose. V míst¥, kde na prouºku papírku leºí bod M , leºí i bod
elipsy. Pokud budeme pohybovat prouºkem papírku tak, aby stále p°íslu²né body
leºely na osách, sestrojujeme dal²í body.

2.3.2 Rozdílová prouºková konstrukce

Rozdílová varianta prouºkové konstrukce je velice obdobná, op¥t vyuºijeme prou-
ºku papírku, a stejn¥ na n¥m sestrojíme bod G a bod M , pouze bod I sestrojíme
tak, ºe vzdálenost b vyneseme na opa£nou stranu od bodu M , tedy sm¥rem k bo-
du G. Body tedy leºí v po°adí G , I a M . Op¥t p°ikládáme bod G na vedlej²í
osu a bod I na hlavní osu a bod M ukazuje, kde leºí bod elipsy, viz obrázek 2.7
nebo animace XV, na které naleznete jak sou£tovou tak i rozdílovou prouºkovou
konstrukci.
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Obrázek 2.7: Prouºková konstrukce elipsy sou£tová i rozdílová
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3. Dal²í vlastnosti kuºelose£ek a
te£na ke kuºelose£kám

Zatím jsme ukázali základní vlastnosti kuºelose£ek. Nyní se zam¥°íme na te£ny ke
kuºelose£kám a vlastnosti s te£nou spojené. Ukáºeme, jak se te£na k jednotlivým
kuºelose£kám sestrojí a jaké má vlastnosti vzhledem ke kuºelose£ce.

3.1 Elipsa

Elipsa je kone£ná uzav°ená k°ivka. V kaºdém bod¥ lze sestrojit te£nu, protoºe se
jedná o regulární k°ivku, te£na v daném bod¥ existuje práv¥ jedna.

Uvedeme n¥která tvrzení o te£n¥ k elipse bez d·kazu. D·kazy m·ºete najít
v textu, ze kterého jsou tvrzení citována.

Tvrzení 3.1. Te£na v libovolném bod¥ elipsy p·lí úhel pr·vodi£·, který obsahuje
hlavní vrchol elipsy (tzv. vn¥j²í úhel pr·vodi£·).[1]

Obrázek 3.1: Te£na k elipse

Tvrzení 3.2. Mnoºina v²ech bod· Q soum¥rn¥ sdruºených s jedním ohniskem
elipsy podle jejích te£en je kruºnice d se st°edem v druhém ohnisku a polom¥ru
rovném velikosti hlavní osy elipsy, tj. 2a. [2]

Kruºnice z p°edchozího tvrzení se nazývají °ídící. Nutn¥ jsou dv¥, nebo´
m·ºeme roli ohnisek v tvrzení prohodit, a tak získáme druhou °ídící kruºnici.
Jejich p°edpisy jsou d1(E, 2a) a d2(F, 2a).
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Tvrzení 3.3. Mnoºina v²ech pat kolmic P spu²t¥ných z ohnisek elipsy na její
te£ny je kruºnice v opsaná kolem st°edu elipsy polom¥rem rovným velikosti hlavní
poloosy, tj a. [2]

Kruºnice v z tohoto tvrzení se nazývá vrcholová a je pouze jedna. Její p°edpis
je v(S, a).

Zade�novali jsme si nové pojmy, ukázali si, jak vypadá te£na k elipse. Jak
ji najdeme? Pokusme se vy°e²it úlohu sestrojení te£ny k elipse daným bodem.
Na pomoc si m·ºeme vzít animaci XVI, kde je tato konstrukce rozkrokována,
p°ípadn¥ sledujte obrázek 3.1.

Konstrukci m·ºeme op¥t zapsat symbolicky:
M¥jme dánu elipsu e pomocí hlavních a vedlej²ích vrchol·.

1) k; k(C, a)

2) E,F ;E,F = k ∩ o1, hlavní osa
3) T ;T ∈ e, libovoln¥
4) p; p =

−→
FT

5) d1; d1(F, 2a)

6) Q;Q = p ∩ d1
7) q; q = QF

8) v; v(S, a) vrcholová kruºnice
10) P ;P = q ∩ v
11) t; t = TP

M¥jme sestrojenou elipsu a ur£íme její ohniska. Sestrojíme její libovolný bod,
dle n¥jaké de�nice £i konstrukce z p°ede²lých kapitol. Nazveme jej T , bod dotyku.
Tímto bodem povedeme te£nu.

Nejd°íve si sestrojíme bod soum¥rn¥ sdruºený s jedním ohniskem, vezm¥me
nap°. ohnisko E, podle hledané te£ny a tento soum¥rný bod nazveme Q. Jak
bylo °e£eno v tvrzení mnoºina bod· Q soum¥rných s ohniskem F podle te£ny je
kruºnice d se st°edem F a polom¥rem 2a. Sestrojíme si tedy kruºnici d1(F, 2a).
Bod Q nalezneme jako pr·se£ík °ídící kruºnice d a p°ímky ur£ené body FT , viz
obrázek 3.1. Dostali jsme dva body, které jsou soum¥rné podle hledané te£ny,
tedy nutn¥ musí te£na procházet st°edem úse£ky QE a být na ni kolmá. Ale jak
bylo uvedeno vý²e, mnoºina pat kolmic P spu²t¥ných z ohniska E je vrcholová
kruºnice. Proto bod P nalezneme na pr·se£íku úse£ky QE a kruºnice v(S, a).
Protoºe je bod P pata kolmice na te£nu, musí i on leºet na te£n¥. Nalezli jsme
tedy dal²í bod te£ny, tj. te£na je dána body TP .

Ukázali jsme si jak sestrojit te£nu, a jaké vlastnosti zde platí. Získané v¥do-
mosti si m·ºete prov¥°it na p°íkladech, které naleznete ve sloºce P°íklady.

3.2 Hyperbola

Dal²í k°ivkou, ke které si ukáºeme konstrukci te£ny je hyperbola. V první kapitole
jsme si ukázali u hyperboly dv¥ speciální te£ny, te£ny v nevlastních bodech. Tyto
speciální te£ny nazýváme asymptotami.
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Obrázek 3.2: Te£na k hyperbole

Op¥t uvedeme n¥kolik v¥t týkajících se hyperboly a její te£ny.

Tvrzení 3.4. Te£na v bod¥ hyperboly p·lí úhel pr·vodi£·, který obsahuje její
hlavní vrchol (tzv. vn¥j²í úhel pr·vodi£·). [1]

Tvrzení 3.5. Mnoºina v²ech bod· Q soum¥rn¥ sdruºených s jedním ohniskem
podle te£en hyperboly je °ídící kruºnice d o st°edu v druhém ohnisku a polom¥ru
rovném velikosti hlavní osy hyperboly, tj. 2a. [2]

Jak plyne z p°edchozího tvrzení jsou °ídící kruºnice op¥t dv¥, nebo´ m·ºeme
zam¥nit roli ohnisek. Dostáváme tedy kruºnice d1(E, 2a) a d2(F, 2a)

Tvrzení 3.6. Mnoºina v²ech pat kolmic P spu²t¥ných z ohnisek hyperboly na její
te£ny je vrcholová kruºnice v hyperboly. [2]

Vrcholová kruºnice v je pouze jedna jako u elipsy a její p°edpis je v(S, a), kde
S je st°ed hyperboly.

Konstrukce te£ny, jak si m·ºete v²imnout na obrázku 3.2 nebo v animaci XVII,
je shodná s konstrukcí u elipsy. Z tohoto d·vodu nebudeme popisovat postup této
konstrukce.

3.3 Parabola

Uvedeme si op¥t základní v¥ty paraboly spojené s te£nou. Uveden pouze náznaky
d·kaz·, kompletní d·kazy lze nalézt v knihách, ºe kterých jsou de�nice p°evzaty.

Tvrzení 3.7. Te£na v bod¥ M paraboly p·lí ten z obou úhl· pr·vodi£·, který
obsahuje vrchol V paraboly (tzv. vn¥j²í úhel pr·vodi£·). [1]

Tvrzení 3.8. Body Q soum¥rn¥ sdruºené k ohnisku F paraboly podle jejích te£en
leºí na její °ídicí p°ímce d. [1]
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Obrázek 3.3: Te£na k parabole

Z t¥chto v¥t vyplývá, ºe parabola má stejné vlastnosti jako elipsa a hyperbola,
pouze místo kruºnic d1 a d2 má jednu p°ímku, jiº zmi¬ovanou °ídící p°ímku.

Tvrzení 3.9. Paty P kolmic sestrojených z ohniska F na te£ny paraboly leºí na
její vrcholové te£n¥. [1]

Op¥t místo kruºnice dostáváme p°ímku v, pro kterou platí, ºe je kolmá ve
vrcholu paraboly a je její te£na.

Uvedli jsme si vlastnosti, které jsou podobné vlastnostem elipsy a hyperboly.
Parabola má v²ak i dal²í speciální vlastnosti, které shrneme do následujících v¥t.

Tvrzení 3.10. Spojnice pr·se£ík· dvou r·zných te£en paraboly se st°edem úse£ky
ur£ené jejich dotykovými body je rovnob¥ºná s osou paraboly. [2]

De�nice 3.1. Nech´ t 6= v je te£na paraboly a T její dotykový bod. Ozna£me
K pr·se£ík te£ny t s osou paraboly, M patu kolmice spu²t¥né z T na osu a L
pr·se£ík normály n sestrojené v bod¥ T s osou, viz obrázek 3.3. Úse£ka KL se
nazývá subtangenta, úse£ka ML subnormála. [2]

K nov¥ de�novaným pojm·m subtangenta a subnormála se váºí vlastnosti,
které jsou °e£ené v následujících v¥tách.

Tvrzení 3.11. Subtangenta je p·lena vrcholem. [2]

Poslední tvrzení plyne okamºit¥ z obrázku 3.3, jak si m·ºete v²imnout, sub-
tangenta je jedna ze stran rovnob¥ºníku KFTQ.

Tvrzení 3.12. Délka subnormály je konstantní a rovná se parametru p. [2]
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Tvrzení plyne op¥t z obrázku 3.3, nebo´ pravoúhlé trojúhelníky FDQ a LMT
jsou shodné.

Tvrzení 3.13. Sou£et subtangenty a subnormály je p·len ohniskem. [2]

Uvedli jsme si základní tvrzení o te£n¥ k parabole a o pojmech s te£nou
spojených. Nyní si ukáºeme, jak sestrojíme te£nu k parabole jejím bodem. Postup
m·ºete sledovat na obrázku 3.3 nebo v animaci XVIII.

Symbolický zápis konstrukce:
M¥jme dánu °ídicí p°ímku d a ohnisko F paraboly. Sestrojíme libovolný bod

paraboly T pomocí libovolné konstrukce z p°ede²lých kapitol.

1) T ;T ∈ parabola, libovoln¥
2) p; p ‖ o
3) Q;Q = p ∩ d
4) q; q = QF

5) v; v ⊥ o ∧ V ∈ v vrcholová te£na
6) P ;P = q ∩ v
7) t; t = TP

Jak si m·ºeme v²imnout, postup konstrukce je velice analogický jako pro
elipsu a hyperbolu. Pouze místo dvou °ídících kruºnic máme °ídicí p°ímku d a
místo vrcholové kruºnice, kterou jsme potkali u elipsy a hyperboly, zde vystupuje
vrcholová te£na v. Jak je patrné jiº z p°ede²lých tvrzení.

Podrobný postup konstrukce zde proto nebudeme uvád¥t. Tuto konstrukci
necháme na £tená°i, nebo ji naleznete v animaci XVIII.
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4. D·kazy ekvivalence de�nic

Tvrzení 4.1. Mnoºina bod· daná ohniskovou de�nicí kuºelose£ek je podmnoºinou
mnoºiny bod· dané st°edovou, resp. vrcholovou rovnicí jednotlivých kuºelose£ek
pro danou volbu parametru k.

D·kaz: D·kaz provedeme po£etn¥.

Obrázek 4.1: Volba soustavy sou°adnic pro elipsu, resp. hyperbolu

Nech´ máme elipsu danou rovnicí |ME| + |MF | = k, kde k > 0. Zvolíme
soustavu sou°adnic s po£átkem v bod¥ E, tj. E = [0, 0] a úse£ku EF volíme
p°ímo jako osou x. Tedy bod F = [s, 0], kde s, je reálné £íslo. Pak st°ed elipsy má
sou°adnice S = [ s

2
, 0], viz obrázek 4.1 Dále pro elipsu víme, ºe platí a2 = e2 + b2,

kde e = |ES| = s
2
.

Chceme ukázat, ºe platí rovnice (x−m)2

a2
+ (y−n)2

b2
= 1√

x2 + y2 +
√

(x− s)2 + y2 = k

Tento výraz se pokusíme p°evést na podobný tvar jako má obecná rovnice
elipsy. √

(x− s)2 + y2 = k −
√
x2 + y2

Umocníme tuto rovnost.

x2 − 2xs+ s2 + y2 = k2 − 2k
√
x2 + y2 + x2 + y2

⇒ −2xs+ s2 − k2 = −2k
√
x2 + y2

Op¥t umocníme, abychom se zbavili odmocniny.

⇒ 4x2s2 − 4xs3 + 4xsk2 + s4 − 2s2k2 + k4 = 4k2(x2 + y2)

⇒ 4x2s2 − 4xs3 + 4xsk2 + s4 − 2s2k2 + k4 − 4k2x2 − 4k2y2 = 0

(4s2 − 4k2)x2 + (−4s3 + 4sk2)x− 4k2y2 + (s2 − k2)2 = 0

4(k2 − s2)x2 − 4s(k2 − s2)x+ 4k2y2 − (k2 − s2)2 = 0

4(k2 − s2)
(
x2 − 2xs

2
+
(s
2

)2)
+ 4k2y2 − (k2 − s2)2 − s2

4
4(k2 − s2) = 0
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4(k2 − s2)
(
x− s

2

)2
+ 4k2y2 − (k2 − s2)k2 = 0

Pokud k2 6= s2

(x− s
2
)2

k2(k2−s2)
4(k2−s2)

+
y2

k2(k2−s2)
4k2

= 1

⇒
(x− s

2
)2

k2

4

+
y2

k2−s2
4

= 1

Tedy a2 = k2

4
a b2 = k2−s2

4

⇒ a = k
2
, nemusíme uvaºovat ob¥ moºnosti, tj. ±k, nebo´ k ∈ (0,∞).

Dostáváme, ºe k = 2a. Nyní k dosadíme: b2 = 4a2−s2
4

a vyjád°íme s.
s2 = 4b2− 4a2 a díky tomu, ºe víme, ºe se jedná o elipsu, platí a2 = b2+ e2 ⇒

s2 = e2

4
.

Tedy dostáváme elipsu ve tvaru

(x− e)2

a2
+
y2

b2
= 1

Dostáváme st°edovou rovnici elipsy a platí s = e
2

Je²t¥ zbývá ov¥°it, co by se stalo, pokud by S2 = k2. Po dosazení vypo£ítaných
údaj· dostáváme 4e2 = 4a2 ⇒ e = a. Pak by ale nutn¥ b = 0 coº je spor, nebo´
by jsme pak nedostali elipsu.

Nyní se podíváme jak se zm¥ní situace u hyperboly.
Ohnisková de�nice pro hyperbolu je ||ME| − |MF || = k, kde k ∈ (0,∞).

Pokud by k = 0 pak by platilo, ºe |ME| = |MF |, tedy bychom dostali parabolu.
St°edová rovnice hyperboly je (x−m)2

a2
− (y−n)2

b2
= 1. Pro hyperbolu také platí vztah

e2 = a2 + b2.
Zavedeme soustavu sou°adnic jako u elipsy, tedy jako na obrázku 4.1.

|
√
x2 + y2 −

√
(x− s)2 + y2| = k

Je-li
√
x2 + y2 >

√
(x− s)2 + y2, pak dostáváme√

x2 + y2 −
√

(x− s)2 + y2 = k

−
√

(x− s)2 + y2 = k −
√
x2 + y2

Po umocn¥ní získáváme shodnou rovnici jako pro elipsu.
Je-li

√
x2 + y2 <

√
(x− s)2 + y2

−
√
x2 + y2 +

√
(x− s)2 + y2 = k√

(x− s)2 + y2 = k +
√
x2 + y2

x2 − 2xs+ s2 + y2 = k2 + 2k
√

(x2 + y2) + x2 + y2

−k2 − 2xs+ s2 = 2k
√
(x2 + y2)

Op¥t umocníme. Pro hyperbolu dostáváme stejnou rovnici jako pro elipsu.
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(x− s
2
)2

k2

4

− y2

−k2−s2
4

= 1

Tedy k = 2a, ale b2 = −k2−s2
4
⇒ s2 = 4b2 + 4a2 ⇒ s = 2e

Výsledná rovnice pro hyperbolu tedy vypadá:

(x− e)2

a2
− y2

b2
= 1

Na záv¥r bychom m¥li ov¥°it, co se stane, pokud platí rovnost s2 = k2 ⇒
4e2 = 4a2, dostáváme tedy stejnou rovnost jako u elipsy. Tato situace nem·ºe
nastat.

Na záv¥r nám zbývá ov¥°it platnost tvrzení pro parabolu. Tedy konkrétn¥
|XF | = |Xd| je podmnoºinou mnoºiny dané rovnicí (y − n)2 = 2p(x−m)

Obrázek 4.2: Volba soustavy sou°adnic pro parabolu

Zvolíme soustavu sou°adnic s po£átkem v bod¥ F = [0, 0] a p°ímku d volíme
kolmou k ose x, tj. d : x = s, viz obrázek 4.2.

Dostáváme rovnici: √
x2 + y2 =

√
(x− s)2√

x2 + y2 = |(x− s)|

Umocníme, abychom se zbavili odmocniny:

x2 + y2 = x2 − 2xs+ s2

y2 = −2xs+ s2

y2 = −2s
(
x− s

2

)
Porovnáním s vrcholovou rovnicí dostáváme hodnoty koe�cient·:
p = s, V = [ s

2
, 0]

Nalezli jsme tedy °e²ení i pro parabolu.

Ukázali jsme, ºe pokud máme ohniskovou de�nici kuºelose£ek, pak umíme
nalézt koe�cienty obecné rovnice. Nyní si ukáºeme opa£nou implikaci, pak budeme
moci vyslovit tvrzení, ºe dané de�nice jsou ekvivalentní.

Tvrzení 4.2. Mnoºina bod· dána st°edovou, resp. vrcholovou rovnicí jednotlivých
kuºelose£ek je podmnoºinou mnoºiny bod· dané ohniskovou de�nicí pro danou
volbu parametru k.
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D·kaz: M¥jme dánu kuºelose£ku, elipsu nebo hyperbolu obecnou rovnicí, tj.:

(x−m)2

a2
± (y − n)2

b2
= 1⇒ ||ME| ± |MF || = 2a

Volíme soustavu sou°adnic s po£átkem ve st°edu kuºelose£ky a hlavní osou
rovnob¥ºnou s osou x. Tedy S = [0, 0] a ohniska mají sou°adnice E = [−e, 0],
F = [e, 0]. Upravené rovnice vypadají:

x2

a2
± y2

b2
= 1⇒ |

√
(x+ e)2 + y2 ±

√
(x− e)2 + y2| = 2a

Pro elipsu konkrétn¥ dostáváme:

b2x2 + a2y2 = a2b2

Platí, ºe b2 = a2 − e2

(a2 − e2)x2 + a2y2 = a2(a2 − e2)

a2(x2 − 2ex+ e2) + a2y2 = a4 + e2x2 − 2ea2x

a2[(x− e)2 + y2] = (ex− a2)2

Nyní se podíváme, co získáme upravíme-li rovnici pro hyperbolu.

b2x2 − a2y2 = a2b2

Platí, ºe b2 = e2 − a2

(e2 − a2)x2 − a2y2 = a2(e2 − a2)

e2x2 − a2x2 − a2y2 = a2e2 − a4

a2[(x− e)2 + y2] = (ex− a2)2

Dostáváme stejnou rovnici jako pro elipsu. Dále tedy budeme pokra£ovat pro
ob¥ kuºelose£ky spole£n¥.

M·ºeme rovnici odmocnit:

±a
√

[(x− e)2 + y2] = |ex− a2|

Nech´ ex ≥ a2, pokud by platilo ex < a2, analogicky dostaneme stejnou
rovnici:

±4a
√

[(x− e)2 + y2] = 4(ex− a2)

4a2 ± 4a
√

[(x− e)2 + y2] + (x− e)2 + y2 = 4xe+ x2 + e2 + y2

(2a±
√

[(x− e)2 + y2])2 = (x+ e)2 + y2

Op¥t m·ºeme odmocnit:

±(2a±
√

[(x− e)2 + y2]) = ±
√

(x+ e)2 + y2

M·ºeme výraz pro zjednodu²ení p°epsat pomocí symbolického zápisu:

±(2a± |EM |) = ±|FM |
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±2a∓ |EM | = ±|FM |

±2a = ±|FM | ± |EM |

Sta£í uvaºovat znaménko + u konstanty 2a. Dostáváme tedy moºnosti:

2a = |FM |+ |EM |

Dostáváme elipsu.

2a = |FM | − |EM |

Dostáváme hyperbolu.

2a = −|FM | − |EM |

a je nezáporná konstanta a vzdálenosti jsou také kladné, tedy tato rovnice je
spln¥na pouze je-li 0 = −0− 0, tedy dostáváme jeden jediný bod po£átek.

Je²t¥ nám zbývá ov¥°it platnost tvrzení pro parabolu. Volíme soustavu sou°ad-
nic s po£átkem ve vrcholu V a osou o v ose x. A p°ímka d je daná rovnicí x = p

2
.

Ohnisko F má sou°adnice [−p
2
, 0].

Dostáváme tedy:

y2 = −2px⇒ |MF | = |Md|

Upravujeme pravou stranu implikace:

x2 + 2
p

2
x+

p2

4
+ y2 = −2px+ x2 + 2

p

2
x+

p2

4(
x+

p

2

)2
+ y2 = x2 − px+ p2

4(
x+

p

2

)2
+ y2 =

(
x− p

2

)2
Odmocníme:

±
√(

x+
p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x− p

2

∣∣∣
Pokud zapí²eme tento vztah symbolicky:

±|FM | = |dM |

Jelikoº na obou stranách máme vzdálenosti, které jsou vºdy kladné, pak pokud
bychom uvaºovali vztah −|FM | = |dM |, °e²ení dostáváme pokud F ∈ d a mnoºi-
na °e²ení je pak bod F .

D·kaz je dokon£en. Ukázali jsme tvrzení pro v²echny t°i typy kuºelose£ek.
M·ºeme tedy vyslovit tvrzení:

Tvrzení 4.3. Mnoºina bod· dána ohniskovou de�nicí je shodná s mnoºinou bod·
dané st°edovou, resp. vrcholovou rovnicí jednotlivých kuºelose£ek pro danou volbu
parametru k.
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Nyní se pokusíme dokázat ekvivalenci de�nice st°edové, resp vrcholové rovnice
kuºelose£ek a podílové de�nice. Díky tomu budeme schopni vyslovit ekvivalenci
ohniskové a podílové de�nice.

Tvrzení 4.4. Mnoºina bod· de�novaná p°edpisem {M ∈ R × R :
|MF |
|Md|

= k,

k ∈ (0,∞)} je podmnoºinou mnoºiny bod· dané st°edovou, resp. vrcholovou
rovnicí jednotlivých kuºelose£ek, pro danou volbu parametru k.

D·kaz: D·kaz provedeme op¥t po£etn¥.
M¥jme bod F a p°ímku d z podílové de�nice kuºelose£ek. Zvolíme soustavu

sou°adnic. Bod F volíme jako po£átek sou°adnic a p°ímku d volíme kolmou na
osu x a platí |Fd| = s, s ∈ (0,∞), viz obrázek 4.2. Pokud by s = 0, pak by
hledaná kuºelose£ka degenerovala na p°ímku d, pro volbu s < 0 se d·kaz provede
analogicky.

M¥jme v²echna M pro která platí |MF | = K|Md|, mnoºinu si upravme tak,
ºe K = 1

k
a F = [0, 0], d : x = s.

Vzdálenost po£ítáme euklidovsky tj. |AB| =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2, pro-
to rovnici umocníme na druhou.

Tedy platí:

K2|MF |2 = |Md|2

K2(x2 + y2) = (x− s)2

k2x2 +K2y2 − x2 + 2xs− s2 = 0

x2(K2 − 1) +K2y2 + 2xs− s2 = 0

Kdyby se K = 1, pak by koe�cient u x2 byl nulový, jednalo by se o kuºelo-
se£ku?

0x2 + 1y2 + 2xs− s2 = 0

y2 = −2xs+ s2

y2 = −2s(x− s

2
)

Dostali jsme tedy vrcholovou rovnici paraboly s vrcholem V = [ s
2
, 0] a para-

metr je p = s.
Dále uvaºujeme K ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)

(K2 − 1)[x2 +
2xs

K2 − 1
+ (

s

K2 − 1
)2] +K2y2 − s2 − s2

K2 − 1
= 0

(K2 − 1)(x+
s

K2 − 1
) +K2y2 = s2 +

s2

K2 − 1

(x+ s
K2−1)

2

s2+s2(K2−1)
K2−1 · 1

K2−1

+
y

s2+s2(K2−1)
K2−1 · 1

K2

= 1

Tato poslední rovnice nám jiº velice p°ipomíná obecnou rovnici pro elipsu
nebo hyperbolu.

tj. rovnice:
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(x−m)2

a2
± (y − n)2

b2
= 1

sou°adnice st°edu kuºelose£ek je pak roven S = [m,n], v na²em p°ípad¥ tedy
S = [ s

k2−1 , 0] dále platí:

a2 =
s2 + s2(K2 − 1)

(K2 − 1)2
=

s2

(K2 − 1)2
(1 + (K2 − 1)) =

s2

(K2 − 1)2
K2

b2 =
s2 + s2(K2 − 1)

k2(K2 − 1)
=

s2K2

K2(K2 − 1)
=

s2

K2 − 1

Dostáváme tedy rovnici:

(x− s
K2−1)

2

s2·K2

(K2−1)2
+

y2

s2

K2−1

= 1

kde s > 0, K > 0⇒ jediný výraz, který m·ºe být záporný, je (K2 − 1)
Je-li (K2 − 1) > 0⇔ K > 1⇔ k < 1
v tomto p°ípad¥ dostáváme elipsu tj.:

(x− s
K2−1)

2

s2·K2

(K2−1)2
+

y2

s2

K2−1

= 1

⇒ a =
sK

K2 − 1
, b =

s√
K2 − 1

Je-li (K2 − 1) < 0⇔ 0 < K < 1⇔ k > 1
v tomto p°ípad¥ dostáváme hyperbolu tj.:

(x− s
1−K2 )

2

s2·K2

(1−K2)2

− y2

s2

1−K2

= 1

⇒ a =
sK

1−K2
, b =

s√
1−K2

Ukázali jsme, ºe pokud máme kuºelose£ku danou podílovou de�nicí, její mnoºi-
na bod· je podmnoºinou mnoºiny bod·, které spl¬ují obecnou rovnici kuºelo-
se£ky. Nyní se pokusíme dokázat opa£nou implikaci. Tedy ukáºeme, ºe tyto dv¥
de�nice kuºelose£ek jsou ekvivalentní, ur£ují stejné k°ivky.

Tvrzení 4.5. Mnoºina bod· dána st°edovou, resp. vrcholovou rovnicí jednotlivých

kuºelose£ek je podmnoºinou mnoºiny bod· dané p°edpisem {M ∈ R×R :
|MF |
|Md|

=

k, k ∈ (0,∞)}, pro danou volbu parametru k.
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D·kaz: Máme ukázat, ºe platí implikace

(x− n)2

a2
± (y −m)2

b2
= 1 ∨ y2 = −2px

⇒
|XF |
|Xd|

=
1

k

(uvaºujeme elipsu a hyperbolu)

Obrázek 4.3: Volba soustavy sou°adnic pro elipsu a parabolu

Zvolíme soustavu sou°adnic s po£átkem ve st°edu kuºelose£ky, viz obrázek
4.3, tj. S = [0, 0] a tedy ohniska mají sou°adnice E = [−e, 0] a F = [e, 0],
kde platí e =

√
a2 − b2 pro elipsu a e =

√
a2 + b2 pro hyperbolu. Bod M má

obecné sou°adnice x, y ∈ R a p°ímka d je kolmá na osu x, tedy je dána rovnicí
x = s, s ∈ R, dále p°edpokládejme, ºe k 6= 0, kladné.

Nyní budeme upravovat st°edovou rovnici elipsy:

x2

a2
+
y2

b2
= 1

b2x2 + a2y2 = a2b2

parametr b m·ºeme rozepsat podle vzorce b =
√
a2 − e2. Dostáváme tedy:

(a2 − e2)x2 + a2y2 = a4 − a2e2

a2(x2 − 2ex+ e2) + 2ea2x− e2x2 + a2y2 − a4 = 0

a2[(x− e)2 + y2] = (ex− a2)2

a2[(x− e)2 + y2] = e2
(
x− a2

e

)2

a2

e2
[(x− e)2 + y2] =

(
x− a2

e

)2

Nyní m·ºeme odmocnit.√
(x− e)2 + y2 =

e

a

∣∣∣∣x− a2

e

∣∣∣∣
Dostáváme tedy podílovou de�nici elipsy. Porovnáním koe�cient· dostáváme,

ºe k = e
a
a rovnice °ídicí p°ímky d je x = a2

e
tj, parametr s = a2

e
.

Dále se podíváme jaká je situace pro hyperbolu.

x2

a2
− y2

b2
= 1
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A chceme ukázat, ºe platí vztah

|MF |
|Md|

= k

Upravujeme op¥t st°edovou rovnici:

b2x2 − a2y2 = a2b2

U hyperboly, ale platí, ºe b2 = e2 − a2.

(e2 − a2)x2 − a2y2 = a2(e2 − a2)

a2[(x− e)2 + y2] =
(
ex− a2

)2
(x− e)2 + y2 =

e2

a2

(
x− a2

e

)2

Pokud umocníme dostáváme rovnost:√
(x− e)2 + y2 =

e

a

∣∣∣∣x− a2

e

∣∣∣∣
Op¥t dostáváme, ºe k = e

a
a parametr s = a2

e
.

Dostali jsme, ale pro elipsu a parabolu shodné rovnice. Coº je v po°ádku nebo´
tyto de�nice se li²í pouze v intervalu, ze kterého volíme konstantu k.

Pro elipsu víme, ºe platí a2 = e2 + b2 ⇒ e < a⇒ e
a
< 1

Pro hyperbolu platí e2 = a2 + b2 ⇒ e > a⇒ e
a
> 1

V postupu jsme, ale neuvaºovali tu skute£nost, ºe pokud odmoc¬ujeme musí-
me po£ítat jak s kladným tak ale i se záporným znaménkem.

Pokud bychom tedy volili záporné znaménko u odmocniny tj.

−
√

(x− e)2 + y2 =
e

a

∣∣∣∣x− a2

e

∣∣∣∣
⇒ −|FM | = k|Md|

kde k je kladná konstanta, pak dostáváme spor, nebo´ vzdálenosti jsou vºdy
kladné.

Pokud budeme uvaºovat parabolu a její vrcholovou rovnici, pak dostáváme:

−2px = y2 ⇒
√

(x− p

2
)2 + y2 = |x− s|

kde s je parametr stejný jako u elipsy a paraboly a soustavu sou°adnic volíme
s po£átkem ve vrcholu V , ohnisko F má sou°adnice [−p

2
] a °ídicí p°ímka d je dána

rovnicí x = s, viz obrázek 4.4.

x2 + 2
p

2
x+

p2

4
+ y2 = −2px+ px+ x2 +

p2

4

(x+
p

2
)2 + y2 = (x− p

2
)2

Odmocníme:
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√
(x+

p

2
)2 + y2 = |x− p

2
|

Dostáváme vrcholovou rovnici paraboly. Hodnota parametru s je tedy p
2
, jedná

se tedy o °ídicí p°ímku, kterou jsme uvaºovali v ostatních de�nicích.

Obrázek 4.4: Volba soustavy sou°adnic pro parabolu

Ukázali jsme, ºe pokud zadáme kuºelose£ku st°edovou, resp. vrcholovou rovni-
cí, lze nalézt p°ímka d a parametr k tak, ºe platí podílová de�nice.

M·ºeme vyslovit tvrzení:

Tvrzení 4.6. De�nice kuºelose£ek pomocí podílové de�nice je ekvivalentní s de�nicí
pomocí st°edové, resp. vrcholové rovnice.

Dále si ukáºeme ekvivalenci ohniskové de�nice a de�nice pomocí st°ed· kruº-
nic.

Tvrzení 4.7. De�nice kuºelose£ek pomocí st°ed· kruºnic je ekvivalentní s de�nicí
ohniskovou.

D·kaz: Nejd°íve dokáºeme ekvivalenci pro elipsu. M¥jme kruºnici d danou st°e-
dem E a polom¥rem r, dále m¥jme bod F tak, ºe platí |EF | < r, tedy bod leºí
uvnit° kruºnice d.

Nyní volíme bod X ∈ d pevn¥ a sestrojíme kruºnici k, pro kterou platí, ºe
F ∈ k ∧ k se dotýká kruºnice d práv¥ v bod¥ X. Nalezneme její st°ed, bod M .

Pro bod M , pak nutn¥ platí:

|EX| = |EM |+ |MX| ⇒ |EX| = |FM |+ |EM | = r

Potom z této implikace plyne, ºe body X a F leºí na stejné kruºnici k se
st°edem práv¥ v bod¥ M .

Jelikoº jsme bod X volili libovoln¥, pak sou£et |FM |+ |EM | = r, tedy sou£et
vzdáleností od dvou pevných bod· je konstantní. Tedy platí je ohnisková de�nice
elipsy. Ozna£íme-li polom¥r kruºnice d r = 2a, velikosti hlavní osy. Kruºnice d je
°ídící kruºnice a bod X nazýváme Q, bod soum¥rn¥ sdruºený s druhým ohniskem
pomocí te£ny, jejichº mnoºina je práv¥ kruºnice d. Pro sestrojení bodu M , jsme
konstruovali osu úse£ky FX, ale tato osa není nic jiného neº te£na k elipse v bod¥
M . Situaci si m·ºete prohlédnout na obrázku 1.8.

Pro hyperbolu volíme bod F tak, aby platilo: |FE| > r. Ostatní platí stejn¥
jako u elipsy. Op¥t volíme bod X na kruºnici d a bod M najdeme jako st°ed
kruºnice procházející body F , X, který je dotykový bod s kruºnicí d.
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Pak platí:

|EX| = |EM | − |MX| ⇒ |EX| = |EM | − |FM | = r

Ukázali jsme, ºe a´ volíme bod X jakkoliv, stále je rozdíl od dvou pevných
bod· konstantní. Mnoºina bod· M je tedy hyperbola.

Analogicky jako u elipsy by jsme od·vodnili, ºe osa úse£ky XF je te£na hy-
perboly v bod¥ M .

Poslední kuºelose£ka je parabola. De�nice paraboly pomocí st°ed· kruºnic:
M¥jme p°ímku d a bod F . Op¥t volíme bod X, který leºí na p°ímce d a

sestrojíme st°ed M kruºnice, která prochází bodem F a dotýká se p°ímky d. Ale
pak nutn¥ musí platit |Md| = |MF |, nebo´ tyto body leºí na jedné kruºnici se
st°edem M . Jedná se proto o ohniskovou de�nici paraboly.

Dokázali jsme jednu implikaci, ale druhá je jiº z°ejmá.
De�nice pomocí st°ed· kruºnic a ohnisková de�nice jsou ekvivalentní.
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5. Editor zam¥°ený na kuºelose£ky

5.1 Uºivatelská p°íru£ka

Editor je navrºen tak, aby byl uºivatelsky p°ív¥tivý a mohl být vyuºit p°i výuce
na st°edních ²kolách. Je zam¥°en na p°íklady na sestrojení kuºelose£ek, proto jsou
funkce na zadání kuºelose£ek omezeny a kuºelose£eky se dají zadat pouze pomocí
ohnisek a vedlej²ího vrcholu. Toto omezení vychází z nutnosti najít základní prvky
jednotlivých kuºelose£k v °e²eném p°íkladu.

Obrázek 5.1: Hlavní okno editoru

Prvky hlavního okna

Základní okno je zobrazeno na obrázku 5.1. Skládá se z n¥kolika £ástí:

Rýsovací plocha

Základní £ást editoru. Vykreslují se zde v²echny geometrické objekty.

Levý panel

Panel s ovládacími prvky editoru. Zde si uºivatel vybírá typ nástroje, tj. Bod,
Úse£ka, Rovnob¥ºka, Kolmice, Kruºnice a nebo Kruºítko. Jsou tu i nástroje na
vytvo°ení kuºelose£ek, tj. Elipsa, Hyperbola a Parabola. Pokud uºivatel podrºí
my² na libovolné ikon¥ zobrazí se nápov¥da k danému objektu.
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Pravý panel

Obsahuje soupis v²ech vytvo°ených objekt·, jejich názevy a bliº²í popis. Výb¥r
objekt· v tomto seznamu je svázán s objekty, které jsou vyrýsované, a tedy pokud
uºivatel vybere p°íslu²ný objekt na rýsovací plo²e, vybere se i zde a naopak.

Spodní li²ta

Uvádí aktuální typ p°ichytávání a typ nástroje. Zobrazuje se zde malá nápov¥da
ke zvolenému nástroji.

Vrchní li²ta

Tato li²ta je tvo°ena panelem se základním ovládáním okna, vytvo°ení nového
dokumentu, uloºení, otev°e-ní, zp¥t a dop°edu v konstrukci. Jsou zde ikony pro
volbu typu p°ichytávání kurzoru na nákresn¥ nebo zde m·ºe uºivatel vyvolat
dialogy pro úpravu objekt·, tj. m¥nit barvu, tlou²´ku, viditelnost popisku nebo
viditelnost celého objektu. Je zde i dialog pro vytvo°ení nového objektu pomocí
zadání sou°adnic.

Hlavní nabídka

Shrnuje základní funkce k ovládání programu. Ve sloºce soubor je základní ovlá-
dání celého programu, ve sloºce úpravy nalezneme funkce na zm¥nu geometrických
objekt·, tedy zp¥t a dop°edu, nový objekt a samoz°ejm¥ i zm¥nu objektu. Dal²í
poloºka je zobrazit, kde najdeme ovládání m°íºky, tedy její zapnutí a nastavení, a
také zapnutí zobrazení os. M°íºka i osa jsou p°i spu²t¥ní vypnuty. Poslední sloºkou
je nápov¥da, zde uºivatel m·ºe najít nápov¥du k programu, °e²ené p°íklady nebo
teorii ke kuºelose£kám.

Obrázek 5.2: Dialog na úpravu vybraných objekt·

Prvky hlavního okna

Dialog pro úpravu objektu

Uºivatel jej m·ºe vyvolat bu¤ kliknutím na ikonu v horní li²t¥ nebo z menu
v záloºce úpravy. Tento dialog slouºí k úpravám vybraných objekt·, tedy zm¥n¥
barvy, tlou²´ky, viditelnosti popisku a viditelnosti celého objektu. Tyto zm¥ny se
projeví u v²ech vybraných objekt·.

40



Obrázek 5.3: Dialog pro vytvo°ení nového bodu pomocí zadání sou°adnic

Dialog pro vytvo°ení nového objektu

Uºivatel jej m·ºe vyvolat op¥t bu¤ kliknutím na ikonu v horní li²t¥ nebo jej také
nalezne v záloºce úpravy. V tomto dialogu, viz obrázky 5.3, 5.4 a 5.5, jsou t°i
záloºky pro vytvo°ení bodu, p°ímky nebo kruºnice. Uºivatel si zvolí, který objekt
chce vytvo°it, a zadá sou°adnice. M·ºe zvolit i barvu objektu a jeho tlou²´ku.

Dal²í dialogy

Dal²ími dialogy, které jsou uºity v programu, jsou jednoduché dialogy pro na£tení,
uloºení souboru nebo dialog pro volbu barvy. Tyto dialogy jsou vytvo°eny jako
standardní systémové dialogy, a díky tomu jsou shodné se stejnými dialogy v ji-
ných programech.

Nástroje

V této podkapitole jsou popsány jednotlivé nástroje, které lze pouºít k rýsování
a nastavení rýsovací plochy.

Bod

Bod lze sestrojit kliknutím na nákresnu nebo pomocí dialogu nového okna po
zadání sou°adnic.

P°ímka / Úse£ka

P°ímku, neboli úse£ku, sestrojíte pomocí zadání dvou krajních bod· úse£ky nebo
op¥t v dialogu pro nový objekt, kde zadáme sou°adnice krajních bod·, mezi
kterými je p°ímka viditelná.

41



Obrázek 5.4: Dialog pro vytvo°ení nové p°ímky pomocí zadání sou°adnic

Kolmice

Kolmice je speciální p°ípad p°ímky, která je kolmá na vybranou p°ímku. Pro
vytvo°ení kolmice klikn¥te na p°ímku, na kterou má být nová p°ímka kolmá,
a bod v nárysn¥, kterým prochází. Úse£ka je pak ur£ena bodem v nárysn¥ a
pr·se£íkem kolmic.

Rovnob¥ºka

Rovnob¥ºka je speciální p°ípad p°ímky, která je rovnob¥ºná s vybranou p°ímkou.
Pro vytvo°ení rovnob¥ºky klikn¥te na p°ímku, na kterou má být nová p°ímka
rovnob¥ºná, a bod v prostoru, kterým prochází. Úse£ka je pak ur£ena krajními
body, které jsou spo£ítány tak, ºe se vektor kolmý spu²t¥ný ze zvoleného bodu
na vybranou p°ímku, p°i£te ke krajním bod·m vybrané p°ímky.

Kruºnice

Kruºnice se sestrojí pomocí dvou bod·. Nejd°íve zadáme st°ed kruºnice a poté
bod na obvodu kruºnice. Jiný zp·sob sestrojení je op¥t v dialogu nového objektu,
kdy zadáte sou°adnice st°edu a polom¥r kruºnice.

Kruºítko

Nástroj pro vytvo°ení kruºnice dané st°edem a polom¥rem, který je zadán vzdá-
leností dvou bod· r·zných od st°edu kruºnice. Zadejte první krajní bod polom¥ru,
poté druhý a na záv¥r st°ed kruºnice.

Elipsa

Elipsu setrojíte pomocí t°í speciálních bod·, obou ohnisek a jednoho vedlej²ího
vrcholu. Tedy musí platit, ºe kolmý pr·m¥t vedlej²ího vrcholu do úse£ky ohnisek
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Obrázek 5.5: Dialog pro vytvo°ení nové kruºnice pomocí zadání sou°adnic

splyne se st°edem této úse£ky.

Hyperbola

Hyperbolu sestrojíte pomocí t°í speciálních bod·, obou ohnisek a jednoho ved-
lej²ího vrcholu. Tedy musí platit, ºe kolmý pr·m¥t vedlej²ího vrcholu do úse£ky
ohnisek splyne se st°edem této úse£ky. Vzdálenost musí být vedlej²ího vrcholu od
st°edu men²í neº polovina vzdálenosti úse£ky ohnisek.

Parabola

Parabolu sestrojíte pomocí dvou bod· paraboly, a to ohniska a vrcholu.

Prodluºování úse£ek

Tento nástroj prodlouºí, resp. zkrátí vybranou úse£ku. Klikn¥te pro výb¥r úse£ky
v té £ásti p°ímky, kde chcete prodluºovat, resp. krátit, a poté bod v nárysn¥, který
ur£uje o kolik se úse£ka zkrátí £i prodlouºí. Tedy se tímto bodem vede kolmice ke
krácené úse£ce a pr·se£ík je nový krajní bod této úse£ky.

Výb¥r

Nástroj výb¥r slouºí k vybrání jednoho nebo více objekt·. Vybírat m·ºeme dv¥ma
zp·soby, bu¤ pomocí výb¥ru v seznamu objekt· v pravé li²t¥ nebo kliknutím a
taºením my²i, tedy vytvo°ení obdélníka p°es objekty, které chceme vybrat.

Typy p°ichytávání

Dal²í nástroj je volba p°ichytávání kurzoru. Jak a jestli se bude kurzor, a pak
následn¥ i vytvá°ené objekty, p°ichytávat nebo nebudou. M·ºete zvolit bez p°ichy-
távání, p°ichytávání k m°íºce, p°ichytávání ke krajním bod·m nebo k pr·se£íkum.
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Jaké je aktuáln¥ vybrané p°ichytávání m·ºete zjistit bu¤ podle zamá£knuté ikony
nebo v dolní li²t¥ okna.

Ovládání rýsovací plochy

Funkce pro manipulaci s rýsovací plochou:
K p°iblíºení nebo oddálení rýsovací plochy pouºijte kole£ko my²i.
Pro posunutí po£átku sta£í kliknout a táhnout pravým tla£ítkem my²i.
Pokud chcete zru²it aktuální nástroj, klikn¥te pravým tla£ítkem my²i. Nástroj

se nastaví na Výb¥r.
Pokud máte nástroj kreslení Kolmice, Rovnobeºky nebo Krácení po prvním

stisknutí pravého tla£ítka my²i se odvybere vybraná p°ímka, po druhém se nástroj
zm¥ní na Výb¥r.

5.2 Programátorská £ást

Editor je psán v jazyce C++ s vyuºitím knihovny wxWidgets, která je usp·sobe-
na pro tvorbu okýnkových aplikací. Tato knihovna je multiplatformní, lze tedy
p°eloºit program jak na linuxu tak i na Windows, coº bylo hlavní kritérium, pro£
jsem si vybrala zrovna tuto knihovnu.

Primárn¥ je program uzp·soben pro opera£ní systém linux, ale m¥l by bez
problém· fungovat i v opera£ním systému Windows.

5.2.1 Struktura programu

Program je psán, jak bylo napsáno vý²e, v jazyce C++, coº je objektov¥ orien-
tovaný jazyk. Kaºdý objekt je reprezentován ur£itým druhem objektu.

Seznam nejd·leºit¥j²ích t°íd:

MainWin

Tato t°ída hlavního okna zaji²´uje vytvo°ení a správné umíst¥ní v²ech ostatních
prvk·. Zachytávává stisknutí tla£ítek na jednotlivých panelech a zaji²´uje volání
p°í²lu²ných funkcí.

EditPanel

T°ída rýsovacího panelu, která zaji²´uje ovládání rýsovací plochy, vykreslování
objekt· a jejich správu. Je zde soust°ed¥na v¥t²ina funkcí na ovládání celého
programu. Zachytává kliknutí my²i na rýsovací plochu a volá p°íslu²né funkce.
Vytvá°í nové geometrické objekty, které jsou zde uloºeny.

GeomObj

Je to abstraktní t°ída, která sjednocuje v²echny t°ídy geometrických objekt·.
Vytvá°í rozhraní, které obsahuje funkce pro vykreslení geometrických objekt·,
zm¥nu jejich parametr· a zji²t¥ní hodnoty atribut·. Ostatní t°ídy geometrických
objekt· d¥dí de�nici rozhraní z této t°ídy, tedy d¥dí hlavi£ky funkcí, ale kód
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t¥chto funkcí je pro kaºdou t°ídu speci�cký. Kaºdý objekt si uchovává informaci
o své barv¥, tlou²´ce, viditelnosti popisku, viditelnosti celého objektu a názvu a
také samoz°ejm¥ informaci o své poloze.

Point

T°ída, která reprezentuje geometrický bod, obsahuje jedinou informaci, krom¥
spole£ných informací, obsahuje pouze sou°adnice svého umíst¥ní. Bod se vykres-
luje jako kruºnice o jednopixelovém polom¥ru se st°edem na sou°adnicích tohoto
bodu.

Line

T°ída reprezentující geometrickou p°ímku, která je uloºena pomocí sou°adnic
dvou bod·. Tyto body reprezentují krajní body úse£ky, pomocí které se p°ímka
vykresluje.

Circle

Circle je t°ída pro kruºnici. Kruºnice se vytvá°í pomocí st°edu a polom¥ru.

Elipse

T°ída Elipse p°edstavuje elipsu. Je vytvá°ena pomocí t°ech bod·, ze kterých se
spo£ítají parametry elipsy, kterými je reprezentována. Jsou to sou°adnice st°e-
du elipsy, velikosti hlavní a vedlej²í osy, úhel mezi hlavní osou a jednotkovým
vektorem osy x, tj vektorem (1, 0).

Hyperbole

T°ída p°edstavující hyperbolu má podobné parametry jako t°ída pro elipsu. Také
se vytvá°í pomocí t°í bod·, ze kterých se spo£ítají parametry, které jsou shodné
s parametry elipsy, pouze výpo£ty jsou odli²né.

Parabola

T°ída reprezentující poslední kuºelose£ku je op¥t uloºena pomocí sou°adnic jed-
noho bodu, vrcholu paraboly, parametru p a úhlu mezi osou paraboly a osou x,
které jsou po£ítány ze sou°adnic ohniska a vrcholu.

Coord

T°ída Coord reprezentuje sou°adnice jednoho bodu, tedy jejich £íselné vyjád°ení.
Sjednocuje hodnoty sou°adnic x a y. Obsahuje funkce pro p°evod sou°adnic z tzv.
obrazovkových na tzv. skute£né. Tedy p°evod ze sou°adnic v pixelech na sou°ad-
nice vzhledem k po£átku, který je uloºen pomocí jeho obrazovkových sou°adnic.

45



Name

T°ída Name je málá t°ída, která se stará o p°i°azování popisk· k novým objekt·m.
Body jsou popisovány velkými písmeny, ostatní objekty jsou spole£n¥ popisovány
malými. Popisky jsou generovány tak, ºe nejd°íve se p°i°azují písmena, pokud
dojde na konec abecedy op¥t se vrátí na za£átek a za název p°ídá konstantu, která
je ur£ena po£tem projdutí celé abecedy. P°i generování nového názvu se projde
seznam objekt·, postupuje se od za£átku popisk·, dokud nenajde popisek, který
je²t¥ ºádný objekt nemá.

5.2.2 Popis nejd·leºit¥j²ích funkcí

Jednoduchý popis vybraných funkcí z programu a jejich matematický základ.

OnMouseLeftClickUp

Funkce t°ídy EditPanel, která je volána p°i kaºdém kliknutí levého tla£ítka my²i
na rýsovací plo²e, resp. p°i kaºdém jejím uvoln¥ní.

Nejd°íve zjistí obrazovkové sou°adnice kurzoru p°i uvoln¥ní tla£ítka my²i,
které jsou p°evedeny na skute£né sou°adnice. Poté podle typu p°ichytávání a typu
nástroje se p°epo£ítají sou°adnice, aby odpovídal nastavení. Dal²í £ást funkce je
rozd¥lena podle typu nástroje, který je aktuáln¥ vybrán.

Pokud je vybrán nástroj pro tvorbu bodu, pak se vygeneruje popisek, vytvo°í
se nový objekt typu Point a uloºí se do seznamu objekt·.

Pokud je vybrán nástroj p°ímky, kruºnice nebo paraboly, pak se nejprve uloºí
sou°adnice prvního bodu, nebo´ tyto objekty jsou zadávány dvojicí bod·, podruhé
se jiº vytvo°í objekt, a op¥t se uloºí do seznamu objekt·. V p°ípad¥ kruºnice se
ze zadaných bod· spo£ítá polom¥r pomocí klasické euklidovské normy.

Pro nástroj kolmice, rovnob¥ºka nebo krácení funkce nejd°íve £eká na výb¥r
p°ímky a poté zadání bodu, následn¥ ze zadaných objekt· vytvo°í novou p°ímku.

P°i nástroji elipsa nebo hyperbola £eká na vstupu t°i body, které jsou ve
speciální poloze dle zadaného vstupu.

Nástroj kruºítko £eká na vstupu t°i body, poté spo£ítá polom¥r kruºnice a
vytvo°í nový objekt.

Pokud je nástrojem výb¥r, pak zavolá jednotlivé funkce pro výb¥r geomet-
rických objekt·. Tyto funkce jsou popsány níºe.

Render

Tato fuknce, která je volána automaticky kdykoliv dostane program zprávu, aby
se p°ekreslil rýsovací panel. Volá funkce pro vykreslení jednotlivých geometrických
objekt·. Pokud jsou n¥které objekty vybrány vykreslí je £erven¥. Dále vykresluje
po£átek, osy, jsou-li zapnuty, a kurzor, pokud není zapnuto bez p°ichytávání.
V tomoto p°ípad¥ se kurzor nekreslí, jinak se vykreslí dle zadaného p°ichytávání.
Pokud je zapnutá m°íºka, zavolá funkcimu k její vykreslení.

Intersection

Tato funkce po£ítá pr·se£ík dvou p°ímek. Bere £ty°i krajní body a vrací pr·se-
£ík. Pokud tento pr·se£ík neexistuje vrací nekone£né sou°adnice. Ve výpo£tu je
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zohledn¥no, ºe p°ímky reprezentují úse£ky.

IntersectionCircle

Tato funkce si bere sou°adnice t°í bod·, jedné p°ímky a st°edu kruºnice a £íslo,
tj. polom¥r kruºnice. Spo£te pro danou kruºnici a p°ímku jejich pr·se£ík. P°ímka
je dána svoji paramatrizací, kruºnice st°edovou rovnicí. Algoritmus po£ítá koe�-
cienty u parametru t z parametrizace p°ímky, která je dosazena do obecné rovnice
kruºnice. Tato rovnice je kvadratická, má tedy dv¥, jedno nebo ºádné °e²ení, proto
funkce vrací vektor bod·, pr·se£ík·.

IntersectionElipse

Podobná funkce jako IntersectionCircle, jen elipsa je zadána st°edem, velikostmi
hlavní a vedlej²í poloosy, tj. a a b, a úhlem α, který svírá osa x s hlavní osou elipsy.
Pomocí t¥chto parametr· je spo£ítána st°edová rovnice, do které se dosazuje
parametrické vyjád°ení p°ímky a stejným algoritmem se spo£ítají pr·se£íky.

IntersectionHyperbole

Analogie funkce IntersectionCircle nebo IntersectionElipse. I funkce Intersection-
Parabola, je velice podobná, nebo´ ve v²ech se jedná o pr·se£ík k°ivky druhého
stupn¥ s p°ímkou.

IntersectionCircles

Tato funkce po£ítá pr·se£ík dvou kruºnic. Na vstupu dostává dva st°edy a dva
polom¥ry. Sestaví si st°edové rovnice obou kruºnic, a ob¥ posune do po£átku první
z t¥chto kruºnic. Pak si vyjád°í z první x2, který dosadí do druhé rovnice. Dostává
kvadratickou rovnici pro y. Z této rovnice m·ºeme poté spo£ítat pr·se£íky zada-
ných kruºnic.

SelectPoint

Na vstupu dostane sou°adnice bodu. Funkce projde seznam objekt· a pokud je
objektem bod, porovná jeho sou°adnice se zadaným bodem. Výstupem je první
nalezený bod, pokud n¥jaký existuje.

SelectPoints

Analogická funkce funkci SelectPoint pouze s tím rozdílem, ºe na vstupu dostává
sou°adnice dvou bod·, ze kterých si vytvá°í obdélník. Vzhledem k tomuto obdél-
níku pak porovnává body ze seznamu objekt·. Výstupem této funkce je seznam
bod·, které náleºí do daného obdélníka.

Pro kaºdý typ geometrických objekt· existují oba typy t¥chto fukncí, dále
popí²eme pouze jednu z nich.
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SelectLines

Jedná se o funkci pro výb¥r obdélníkem pro p°ímky, úse£ky. Prochází celý sez-
nam objekt· a pro kaºdou p°ímku, úse£ku zji²´uje zda leºí celá v obdélníku, nebo
zda protíná alespo¬ jednu jeho stranu. Pokud nastane alespo¬ jedna z t¥chto
moºností, p°ímka se vybere. Výstupem této funkce je seznam vybraných objekt·.
Analogicky fungují i funkce pro ostatní objekty. Pro kone£né k°ivky zkusí, jestli
celá leºí v obdélníku. U nekone£ných, tj. hyperboly, a paraboly to nemá smysl a
volá tedy pouze jednotlivé funkce pro nalezení pr·se£íku p°ímky a daného objek-
tu.

Funkce pro výpo£et sou°adnic p°i p°ichytávání

Pokud je zapnuto jedno z p°ichytávání, pak se sou°adnice, které získáme z umís-
t¥ní my²i na obrazovce, p°epo£ítávají dle typu tohoto p°ichytávání. V p°ípad¥
koncových bod· a pr·se£ík· vºdy nalezne nejbliº²í bod ze seznamu koncových
bod· nebo pr·se£ík·.

Program si vºdy p°i vytvo°ení nového objektu spo£ítá pr·se£íky tohoto ob-
jektu s ostatními a vytvá°í si seznam pr·se£ík· a koncových bod·, ke kterým si
pamatuje i ukazatele na objekty, na kterých leºí. Tyto informace uleh£ují aktu-
alizaci t¥chto seznam· p°i zm¥n¥ seznamu objekt·.

Save, Open

Funkce pro práci se souborem, tedy ukládání a na£ítání aktuální rýsovací plochy.
P°i ukládání si program pamatuje poslední název souboru, do kterého ukládal.
Pokud ºádný název uloºen není, nebo uºivatel chce uloºit jinam, pak se zobrazí
systémové okno pro výb¥r umíst¥ní. Stejn¥ jako v p°ípad¥ otev°ení uloºeného
souboru. Názvy soubor· jsou formátu *.obr.

Formát ukládání je velice jednoduchý, program si ukládá v²echna d·leºitá
data od kaºdého objektu. Tedy sou°adnice, název, barvu, tlou²´ku, viditelnost
popisku, viditelnost, moºnost mazání objektu.

Vykreslení kuºelose£ek

Kuºelose£ky jsou vykreslovány bod po bodu pomocí parametrické rovnice jed-
notlivých kuºelose£ek. Pro elipsu to jsou rovnice:

x = a ∗ cos(t)
y = b ∗ sin(t)

Toto jsou ale parametrické rovnice pro elipsu se st°edem v po£átku a hlavní
osou totoºnou s osou x. Proto jsou tyto rovnice pronásobeny maticí rotace a je
p°i£tena matice posunutí. Tj.:

X = R(α) ∗ K + P

kde R(α) je matice rotace o úhel α, K je parametrizace p°íslu²né kuºelose£ky a
P je matice posunutí, která v tomto p°ípad¥ reprezentována sou°adnicemi st°edu
kuºelose£ky. Dále v textu je zna£eno trans.

Tedy pro elipsu dostáváme rovnici:
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(
x
y

)
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
·
(
a ∗ cos(t)
b ∗ sin(t)

)
+

(
trans.x
trans.y

)
Po roznásobení dostáváme rovnice:

x = a ∗ cos(t) ∗ cos(α)− b ∗ sin(t) ∗ sin(α) + trans.x
y = a ∗ cos(t) ∗ sin(α) + b ∗ sin(t) ∗ cos(α) + trans.y

kde úhel α je úhel, který elipsa svírá s kladnou £ástí osy x a t je parametr,
t ∈ [0, 2π).

Parametrizace hyperboly je :

x = a ∗ cosh(t)
y = b ∗ sinh(t)

kde t ∈ R je parametr volby bodu na hyperbole, a je velikost hlavní poloosy
a b velikost vedlej²í poloosy. Sou°adnice bodu hyperboly se vypo£ítají analogicky
jako pro elipsu.

Po pronásobení dostáváme rovnice:

x = a ∗ cosh(t) ∗ cos(α)− b ∗ sinh(t) ∗ sin(α) + trans.x
y = a ∗ cosh(t) ∗ sin(α) + b ∗ sinh(t) ∗ cos(α) + trans.y

Parabola je op¥t analogická. Její parametrizace je:

x =
p

2
∗ t2

y = p ∗ t

kde t ∈ R je op¥t parametr volby bodu na parabole a p je parametr paraboly.

x =
p

2
∗ t2 ∗ cos(α)− p ∗ t ∗ sin(α) + trans.x

y =
p

2
∗ t2 ∗ sin(α) + p ∗ t ∗ cos(α) + trans.y

Dostáme pro kaºdou jednotlivou kuºelose£ku sou°adnice, které se vloºí do
funkce pro vykreslení jednoho pixelu.
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6. P°íklady z programu

V této kapitole si ukáºeme vzorové °e²ení n¥kterých p°íklad· v navrºeném editoru.
Jsou to vybrané p°íklady ze sady úloh, které m·ºete °e²it v tomto editoru. Ke
kaºdému p°íkladu je p°iloºeno °e²ení.

První p°íklad má ukázat práci s programem, druhý je naopak zam¥°en na
p°edvedení klasického p°íkladu na kuºelose£ky.

6.1 1. p°íklad

Obrázek 6.1: Zadání prvního p°íkladu

Tento p°íklad má za úkol seznámit uºivatele s ovládáním editoru, proto je zde
popsán kaºdý krok postupu v£etn¥ zm¥ny nastavení v programu.

Zadání:

Sestrojte elipsu, je-li dán hlavní vrchol A, st°ed S a excentricita e, viz obrázek
6.1.

�e²ení:

1. Na£tení zadání:

Klikneme bu¤ na ikonku Otev°ít nebo v menu Soubor na Otev°ít a z nabídky
vybereme soubor Priklady/Priklad1.obr. Na rýsovací plo²e se nám objeví
zadání jako na obrázku 6.1.
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2. Nalezení vrcholu B:

Tento bod nalezneme tak, ºe od st°edu elipsy vyneseme stejnou vzdálenost,
jako je od bodu S k bodu A, nebo-li velikost a.

(a) Sestrojení úse£ky AS:
Zapneme p°ichytávání ke koncovým bod·m a vybereme nástroj P°ímka.
Pokud se nyní kurzorem p°iblíºíme k bod·m A nebo S bude na n¥
kurzor ukazovat. Klikneme na bod A a poté na bod S.

(b) Prodlouºení úse£ky AS:

Obrázek 6.2: Prodlouºení úse£ky AS

Nyní úse£ku prodlouºíme o libovolnou vzdálenost za bod S, tj. aby
obsahovala celou úse£ku AS. Zvolte nástroj Krácení. V toto okamºiku
nám zmizí kurzor a program £eká dokud nevyberete úse£ku, kterou
chcete zkrátit nebo prodlouºit. Klikn¥te proto na úse£ku AS v okolí
bodu S. Tímto program ví, který krajní bod úse£ky si p°ejete zm¥nit.
Op¥t se vám objevil kurzor, který stále ukazuje na body, proto musíme
zm¥nit typ p°ichytávání na bez p°ichytávání. Nyní klikn¥te do prostoru
za bod S. Úse£ka by se prodlouºí, viz obrázek 6.2

(c) Sestrojení kruºnice o polom¥ru vzdálenosti |AS|:
Nyní sestrojíme kruºnici se st°edem v bod¥ S procházející bodem A.
Op¥t budeme chtít, aby tento objekt procházel danými body, proto
zapneme p°ichytávání ke krajním bod·m. Nástroj nastavíme na Kruº-
nice. Klikneme na bod S a poté na bod A. Vykreslí se nám kruºnice
b se st°edem v bod¥ S. M¥la by protínat prodlouºenou úse£ku AS ve
dvou bodech pokud ne, úse£ku prodlouºíme, viz vý²e.
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Nyní máme v²e p°ipraveno, abychom vykreslili bod B. Tento bod leºí na
pr·se£íku prodlouºené úse£ky AS a kruºnice b. Zapneme tedy p°ichytávání
k pr·se£ík·m a klikneme na tento pr·se£ík.

3. Nalezení ohnisek elipsy:

Obrázek 6.3: Nalezení ohnisek elipsy

Ohniska leºí na hlavní ose ve vzdálenosti e od st°edu elipsy. Vzdálenost e
máme danou ze zadání, sta£í ji tedy pouze vynést, resp. sestrojit kruºni-
ci se st°edem S a polom¥rem e. K tomu slouºí nástroj Kruºítko, kterému
nejd°íve zadáme pomocí dvou bod· vzdálenost a poté st°ed. Tedy zap-
neme p°ichytávání ke krajním bod·m, abychom vybrali krajní body úse£ky
e. Klikneme na bod S. viz obrázek 6.3. Nyní sta£í p°epnout nástroj Bod,
p°ichytávání k pr·se£ík·m a kliknout na pr·se£íky úse£ky AS a práv¥ na-
kreslené kruºnice c. Vzniknou nám body s názvy C, D.

4. Nalezení vedlej²ích vrchol·:

Vedlej²í vrcholy elipsy, leºí na vedlej²í ose, která je kolmá na hlavní osu.
Vzdálenost bod· od st°edu je velikost b, tu v²ak neznáme, ale z bodové
konstrukce elipsy víme, ºe tyto body také leºí ve vzdálenosti a od ohnisek.

(a) Sestrojení vedlej²í poloosy:
Tato p°ímka prochází bodem S a je kolmá na úse£ku AS, proto nas-
tavíme nástroj na Kolmice. Op¥t nám zmizel kurzor, protoºe program
£eká na výb¥r p°ímky (úse£ky), na kterou bude nová p°ímka kolmá.
Chceme vést kolmici bodem S, proto p°ichytávání p°epneme na ke kraj-
ním bod·m a klikneme na tento bod. Nyní se nám vykreslila kolmice
d, která je ale pouze v jedné polorovin¥ dané úse£kou AS, proto tuto
p°ímku prodlouºíme dle stejného postupu popsaného vý²e.
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(b) Vynesení vzdálenosti a:
Tuto situaci jsme jiº °e²ili, tedy p°ichytávání máme nastavené dob°e
tedy sta£í pouºít nástroj Kruºítko kliknout na bod A, bod S (vzdále-
nost a) a st°ed této kruºnice f je ohnisko, tedy bu¤ bod C nebo D.

Nyní vytvo°íme hledané body, tj. nastavíme p°ichytávání k pr·se£ík·m a po-
mocí nástroje Bod vytvo°íme body E F , jako pr·se£íky p°ímky d a kruºnice
f . Získali jsme vedlej²í vrcholy. M¥li bychom být v situaci, jako je na obrázku
6.4

Obrázek 6.4: Nalezení vedlej²ích vrchol· a ohnisek elipsy

5. Sestrojení elipsy:

Nyní máme v²echny nutné objekty sestrojeny. Jediné co nám zbývá je
vykreslit elipsu. Proto zvolíme nástroj Elipsa a p°ichytávání k pr·se£ík·m.
Vybereme nejd°íve ohniska, body C a D a jeden vedlej²í vrchol, bod E,
p°ípadn¥ bod F . Poté se vyrýsuje elipsa a dostáváme výsledek, viz obrázek
6.5.

�e²ení tohoto p°íkladu bez pomocných konstrukcí si m·ºete prohlédnout na
obrázku 6.6. P°íklad máme vy°e²ený, ale ukáºeme si je²t¥ dal²í funkce programu,
které zp°ehlední rýsování.

Nejd°íve zm¥níme barvu elipsy. Nastavíme nástroj na Výb¥r, tento nástroj
slouºí k výb¥ru jednoho nebo více objekt·. Objekty se vybírají podrºením levého
tla£ítka my²i a následným taºením. Na rýsovací plo²e se nám vykreslí obdélník,
a v²e co leºí uvnit° nebo protíná obdélník, se vybere. Stejn¥ tak m·ºeme vyuºít
seznam objekt· v pravé £ásti okna. Vybereme elipsu tak, ºe klikneme na její
popisek v seznamu objekt·. Nyní chceme zm¥nit její barvu, proto klikneme na
ikonku Úprava vybraných objekt·. Zobrazí se nám dialog, viz obrázek 5.2, kde
m·ºeme upravovat vlastnosti objektu. Zm¥níme barvu a potvrdíme OK.
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Obrázek 6.5: Vy°e²ený 1. p°íklad

Obrázek 6.6: Zobrazení výsledné elipsy z 1. p°íkladu a jejích základních prvk·,
zvýrazn¥né zadání a výsledek
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Ukázali jsme si základní práci s programem a narýsovali si v n¥m první p°í-
klad. V druhém p°íkladu se více zam¥°íme na kuºelose£ky a ukáºeme, ºe v tomto
programu lze vyrýsovat i sloºit¥j²í p°íklady.

6.2 2. p°íklad

V tomto p°íkladu si ukáºeme konstrukci kuºelose£ky zadané dv¥mi te£nami, jed-
ním ohniskem a velikostí hlavní osy a.

Obrázek 6.7: Zadání druhého p°íkladu

Zadání:

Sestrojte kuºelose£ku, je-li dáno jedno ohnisko F a dv¥ te£ny t1, t2 a velikost
hlavní osy a, viz obrázek 6.7.

�e²ení:

1. Na£tení zadání:

Tento p°íklad je op¥t ve sloºce Priklady/Priklad8.obr. Po otev°ení se objeví
zadání jako na obrázku 6.7.

2. Nalezení st°edu kuºelose£ky:

Zde máme volbu zda budeme vyuºívat °ídící kruºnice d nebo vrcholové
kruºnice v. Pokud bychom sestrojovali °ídící kruºnici v(S, 2a), pak sestro-
jíme body Q1, Q2, tj. body soum¥rn¥ sdruºené s ohniskem F podle jed-
notlivých te£en. My ale zde zvolíme druhý postup.
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Obrázek 6.8: Nalezení st°ed· hledaných kuºelose£ek

(a) Sestrojení pat kolmic spu²t¥ných z bodu F na te£ny:
Vedeme kolmice bodem F na ob¥ te£ny. Nalezneme pr·se£íky t¥chto
kolmic s jednotlivými te£nami, tj. vzniknout nám dva body A,B, viz
obrázek 6.8. Získali jsme hledané body, které leºí na vrcholové kruºnici.

(b) Sestrojení vrcholové kruºnice v:
Hledáme kruºnici, pro kterou platí, ºe její st°ed je st°ed kuºelose£ky,
elipsy nebo hyperboly, a její polom¥r je roven velikosti hlavní osy a.
Na této kruºnici leºí pr·se£íky te£en a kolmic z bodu F na te£ny, proto
zde leºí i práv¥ nalezené body A,B.
Nyní máme tedy úlohu nalézt kruºnici, která prochází body A,B a
má daný polom¥r a. Sestrojíme kruºnici d(B, a) a kruºnici e(A, a). Na
pr·se£íku kruºnic d, e nalezneme hledané st°edy vrcholových kruºnic.
Tyto body jsou dva, jak je vid¥t i na obrázku 6.8. Nalezli jsme st°edy
vrcholových kruºnic a máme tedy i st°ed dvou kuºelose£ek.

3. Sestojení druhého ohniska:

Sestrojení druhého ohniska je jednoduché, sta£í pouze prodlouºit hlavní osu
a sestrojit kruºnici se st°edem ve st°edu kuºelose£ky o polom¥ru |CF |, resp.
|DF |, tj. excentricita. Pr·se£ík této kruºnice a hlavní osy je druhé ohnisko.

4. Sestrojení hlavních vrchol·:

Sestrojení hlavních vrchol·, je také pom¥rn¥ jednoduché, nebo´ leºí na jiº
nalezené vrcholové kruºnici. Sestrojíme tedy kruºnice j(D, a) a k(C, a), viz
obrázek 6.9. Na pr·se£íku kruºnice j a f , hlavní osy první kuºelose£ky
dostáváme body H, I. Analogicky pro druhou kuºelose£ku dostáváme body
K, J , které vznikají jako pr·se£íky kruºnice k a hlavní osy g.
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Obrázek 6.9: Nalezení druhého ohniska a hlavníchvrchol·

5. Sestrojení vedlej²ích vrchol·:

Nalezli jsme hlavní vrcholy a m·ºeme tedy diskutovat jaké jsme získali
kuºelose£ky, nebo´ pro sestrojení vedlej²ích vrchol· pot°ebujeme znát typ
kuºelose£ky.

(a) První kuºelose£ka:
Pokud se podíváme na první kuºelose£ku, na obrázku 6.9 tu více vle-
vo, v²imneme si, ºe hlavní vrcholy, tj. body H, I leºí blíºe st°edu neº
ohniska, tj. body E,F . Platí a < e. První kuºelose£ka je tedy hyper-
bola.
Vedlej²í vrcholy, tedy sestrojíme pomocí kruºnice l(H, |ED|), tj. kruº-
nice se st°edem v jednom z vrchol· a polom¥rem velikosti excentricity.
Nyní sestrojíme vedlej²í osu hyperboly, která je kolmá na hlavní osu a
prochází st°edem kuºelose£ky. Sestrojíme p°ímku m. Vedlej²í vrcholy
nyní nalezneme jako pr·se£íky kruºnice l a p°ímky m, dostáváme body
M,L, viz 6.10.

(b) Druhá kuºelose£ka:
Nyní se podíváme na druhou kuºelose£ku, která je na obrázku 6.9 více
v pravo. Zde jsou hlavní vrcholy J,K a ohniska F,G v opa£ném po°adí,
neº u hyperboly. Platí, ºe |FC| < |JC|, tj e < a. Dostáváme v tomto
p°ípad¥ elipsu.
Pro sestrojení vedlej²ích vrchol· pouºijeme p°ímku n a kruºnici o(G, a).
Vedlej²í vrcholy, pak leºí na pr·se£íku p°ímky n a kruºnice o, viz
obrázek 6.11. Dostáváme body N,O.
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Obrázek 6.10: Nalezení hlavních prvk· hyperboly

Obrázek 6.11: Nalezení hlavních prvk· elipsy
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6. Vyrýsování kuºelose£ek:

M·ºeme tedy vykreslit samotné kuºelose£ky, elipsu a hyperbolu, viz obrázek
6.12.

Obrázek 6.12: Vyrýsované °e²ení, hyperbola a elipsa

7. Sestrojení bod· dotyku te£ny a jednotlivých kuºelose£ek:

Nyní zbývá pouze sestrojení bod· dotyku, které se sestrojují u elipsy a hy-
perboly shodn¥. Nalezneme je na pr·se£íku p°íslu²né te£ny a p°ímky spo-
jující druhé ohnisko s bodem Q z de�nice °ídící kruºnice.

(a) Sestrojení bod· soum¥rných podle ohniska F :
Vyuºijeme p°ímek b, c, pomocí kterých jsme sestrojovali paty kolmic.
Tyto p°ímky prodlouºíme do druhé poloroviny dané te£nami. Sestro-
jíme bod P tak, aby platilo |PA| = |FA| a analogicky bod Q, ºe platí
|QB| = |BF |. Body P,Q jsou hledané body soum¥rn¥ sdruºené podle
te£en s ohniskem F .

(b) Nalezení bod· dotyku elipsy:
Sestrojíme p°ímku u danou body P,G a p°ímku v danou body Q,G.
Pr·se£ík p°ímky u a te£ny t1 je bod R, bod dotyku te£ny t1 s elipsou.
Bod dotyku S te£ny t2 získáme jako pr·se£ík této te£ny a p°ímky v.
Jako je na obrázku 6.13.

(c) Nalezení bod· dotyku hyperboly:
Jak jiº bylo °e£eno, body dotyku hyperboly se hledají stejn¥ jako u elip-
sy. Proto sestrojíme p°ímky V,W procházející bodem E a po °ad¥ body
P,Q. Na pr·se£íku p°ímky v a te£ny t1 leºí bod T , bod dotyku te£ny
t1. Dotykový bod U te£ny t2 s hyperbolou nalezneme jako pr·se£ík
p°ímky w a této te£ny, viz obrázek 6.13. Nyní bychom m¥li mít na
rýsovací plo²e to co je na obrázku 6.14.
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Obrázek 6.13: Nalezení bod· dotyku te£en t1 a t2 s elipsou a hyperbolou

Obrázek 6.14: �e²ení druhého p°íkladu
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Záv¥r

V bakalá°ské práci jsme uvedli t°i r·zné de�nice kuºelose£ek a také £ty°i kon-
strukce jednotlivých kuºelose£ek, které jsou dopln¥ny o názorné obrázky a ani-
mace v programu Geogebra. Tyto obrázky a animace podporují názornost uvá-
d¥né látky.

Hlavní sou£ástí práce je mnou navrºený program pro rýsování na po£íta£i,
který je zam¥°en na konstrukci kuºelose£ek. K tomuto programu je p°iloºena sada
°e²ených p°íklad·, které jsou ur£eny pro °e²ení (rýsování) v tomto programu.

Práce je ur£ena pro výuku deskriptivní geometrie a matematiky na st°edních
²kolách a má za cíl ukázat student·m, jak lze vyuºít po£íta£e p°i studiu této
látky.
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Seznam animací

Seznam jednotlivých animací vytvo°ených v programu Geogebra.

I Bodová konstrukce elipsy:

Animace/ElipsaVlastnosti.html

II Bodová konstrukce hyperboly:

Animace/HyperbolaVlastnosti.html

III Bodová konstrukce paraboly:

Animace/ParabolaVlastnosti.html

IV Podílová de�nice pro v²echny t°i typy kuºelose£ek:

Animace/KuzeloseckyPodilVzdalenosti.html

V De�nice elipsy jako mnoºiny st°ed· kruºnic:

Animace/ElipsaPomociStreduKruznic.html

VI De�nice hyperboly jako mnoºiny st°ed· kruºnic:

Animace/HyperbolaStredyKruznic.html

VII De�nice paraboly jako mnoºiny st°ed· kruºnic:

Animace/ParabolaStredyKruznic.html

VIII Konstrukce hyperoskula£ních kruºnic pro elipsu:

Animace/ElipsaHyperoskulacniKruznice.html

IX Konstrukce hyperoskula£ních kruºnic pro hyperbolu:

Animace/HyperbolaHyperoskulacniKruznice.html

X Konstrukce hyperoskula£ní kruºnice pro parabolu:

Animace/ParabolaHyperoskulacniKruznice.html

XI Trojúhelníková konstrukce elipsy:

Animace/ElipsaTrojuhelniky.html

XII Trojúhelníková konstrukce paraboly:

Animace/ParabolaTrojuhelniky.html

XIII Prouºková konstrukce elipsy, sou£tová, ovládaná uºivatelem:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce.html

XIV Prouºková konstrukce elipsy, sou£tová, animovaná:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce2.html

XV Prouºková konstrukce elipsy, sou£tová i rozdílová:

Animace/ElipsaProuzkovaKonstrukce3.html
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XVI Konstrukce te£ny z bodu elipsy:

Animace/ElipsaTecna.html

XVII Konstrukce te£ny z bodu hyperboly:

Animace/HyperbolaTecna.html

XVIII Konstrukce te£ny z bodu paraboly:

Animace/ParabolaTecna.html
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