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Uvod

Béhem zakladni, stfedni a vysoké skoly se ¢lovék pri studiu matematiky setka
s neprebernym mnozstvim funkci — od jednoduché primé a neprimé timeérnosti
az po nejruznéjsi slozité konstruované funkce. Béhem skolni dochézky si také
zaci buduji predstavu, jak méa vypadat ,normalni“ funkce a jaké ma mit vlast-
nosti. Pokud se pak zak setkd s néjakou ,podivnou® funkci, jedna se zpravidla
o ojedinély pripad a zpravidla nasleduje navrat do svéta ,normalnich“ funkeci.
V této praci se naopak zamérime pravé na tyto ,podivné“ funkce, které néjakym
zpusobem narusuji skolni predstavu o tom, jak by se méla spravna funkce chovat.

V kapitole [1| se podivame na to, jak pristupuji pravé vyukové materialy k té-
matu funkci. Zamérime se na tii zdkladni pojmy matematické analyzy — spoji-
tost, derivaci a integral.

V kapitole[2]si pfipomeneme dulezité teoretické vysledky, které bude absolvent
zakladniho kurzu pravdépodobné znat. Protoze jsme vsak tuto praci pojali jako
pruvodce zejména pro studenty bakalarského studia, a to zejména ucitelskych
obori — aby budouci pedagogové mohli zikat lepsi predstavu o rozmanitych
funkcich, které ¢asto mohou slouzit jako protipriklad pri otazkach zakt — pova-
zujeme za uziteéné shrnout zdkladni poznatky, abychom se na né mohli béhem
prace odkazovat.

V kapitolach [3] [] a [5] uz se budeme vénovat samotnym ,podivnym* funkcim.
Konkrétné v kapitole [3| funkcim, které jsou spojité ¢i nespojité na dané mnoziné
bodu (zejména tedy bude fe¢ o Dirichletové funkci a jejich modifikacich) a funk-
cim, které jsou spojité, ale ne absolutné spojité (tedy Cantorova funkce a jeji
modifikace).

V kapitole [} nejrozsahlejsi kapitole této préace, si predstavime funkce, které
maji nespojitou derivaci, funkce, které jsou spojité a v zadném bodé nemaji de-
rivaci (zde si také ukdzeme, Ze tyto funkce nejdou nakreslit, nebot jejich graf
mé nekone¢nou délku), funkce s nulovou derivaci na ,velké* mnoziné, které jsou
ale i presto ve vSech bodech rostouci, a zavérem si dokazeme existenci funkeci,
které sice maji ve vSech bodech derivaci, ale presto nejsou na zadném intervalu
monoténni.

V kapitole [5| se zminime o dvou typech funkci — funkcich, které jsou ne-
spojité na husté mnoziné bodt, ale presto maji Riemanntuv integral, a naopak
funkcich, které jsou nespojité na mnoziné kladné Lebesgueovy miry, takze nemaji
Riemannuv integrél (presnéji fe¢no budeme mluvit o funkei, jejiz derivace, ackoli
je omezend, neni Riemannovsky integrovatelna).

Soucasti prace jsou také grafy funkei a dalsi obrazky. Grafy funkei jsou pre-
vazné kresleny pomoci softwaru Wolfram Mathematica.
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1. Analyza vyukovych materiala

Chceme-li se zabyvat podivnymi funkcemi, musime si nejdiive ujasnit, které
funkce bychom oznacili za ,podivné®“ a které jsou naopak ,normalni*.

Zakladni predstavu o funkcich a o tom, které funkce a jejich vlastnosti jsou
ynormalni®, ziskava c¢lovek v prubéhu vzdélavani na zdkladni, stfedni a vysoké
skole, pricemz v prubéhu casu se postupné normalnimi stava stdle vice typu
funkci. Podivame se tedy, jak jsou funkce a jejich vlastnosti vykladany v do-
stupnych ucebnicich pro zdkladni (tabulka [I]), stfedni (tabulka [2)) a vysoké skoly
(tabulka , jaké intuitivni pojeti funkei a jejich vlastnosti mize zak ziskat, pri-
padné jaké miskoncepce se v nich (zpravidla vinou snahy zpfistupnit zaktam slozité
pojmy) vyskytuji.

Déle provedeme analyzu souhrnnych publikaci (tabulka — miizeme si vSim-
nout, ze vétsinu z nich tvori opakovaci souhrny k maturité — a internetovych vy-
ukovych videf (tabulky [f] [6 [] a[§]). Ta sice nejsou oficidlnimi materidly, ale ¢asto
jsou vytvarena pravé uciteli, zaky nebo studenty, a mohou tedy poskytnout ale-
spon ¢asteénou predstavu o realné vyuce. Navic diky nedavné distancni podobé
vyuky mohla pravé tato videa slouzit fadé zakiu jako studijni material a néktera
videa mayji tisice ¢i dokonce desetitisice shlédnuti, tudiz nemtzeme jejich vliv zcela
zanedbat.

Pokud nebudeme rozliSovat mezi jednotlivymi skupinami, budeme hovorit
o vyukovych materidlech, ptipadné strucnéji jen o materidalech.

Poznamenejme pro vysvétleni, ze materialy jsou v tabulkdch tazeny podle
data vydani, a to podle data vydani konkrétnich vytiski, z nichz bylo cerpano
(proto je obc¢as i pomichdno poradi dilu jedné série).

V textu dale se nebudeme na vyukové materidly odkazovat ptimo, ale pouze
skrze ¢isla uvedend v prislusnych tabulkach (jedné se o stejnd cisla, kterd maji
jednotlivé materidly i v bibliografii na konci préace). Jednak neni nasim cilem hod-
notit konkrétni studijni materialy, ale spise myslenky a pristupy v nich obsazené,
jednak nechceme zahltit text odkazy na jednotlivé materialy. Z toho divodu také
v pripadé, ze budeme odkazovat na vice materiali v kontextu urcité skupiny,
presuneme jejich seznam do poznamky pod carou.



1.1 Funkce

V dalsich kapitolach budeme studovat funkce a jejich vlastnosti. Podivejme se
tedy nejprve na to, co je (podle vyukovych materidli) funkce, s jakymi funkcemi
se mohou zaci pri vyuce potkat a jakym jejich vlastnostem se vénuji.

1.1.1 Motivace zavedeni funkce

Nékteré ucebnice, at uz Vysokoékolskéﬂ7 stfedoékolskéﬂ nebo i zékladoékolskéﬂ
jednotlivymi stupni rozsituje, prohlubuje a zpresnuje.

V tadé vyukovych materidli je vSak pojem funkce novy (nebo alespor v té
podobé, v niz k nému chce dany materidl pristupovat). Vétsina z nich proto
priblizuje pojem funkce pomoci ptikladt jejich praktickych aplikaci, at uz fyzi-
kélnichEL biologickychﬂ, geometrickychﬁ, demograﬁckychm nebo jako zavislost ceny
na mnozstvi zbozff Vysokogkolské ucebnice zpravidla zacinaji vyklad funkef for-
malni definici bez hlubsf motivacd’] piipadné analytickymi ptiklady[] — tento
pristup zaujima i znac¢né mnozstvi souhrnnych publikacﬂ.

Ve vétsiné materialu jsou paralelné s funkcemi probirany i jejich grafy (o nichz
si podrobnéji povime v sekci , v nékterych materidlech jsou vsak grafy vy-
razné pouzity pro vyklad a motivaci pojmu — zejména se jedna o ucebnice pro
zékladni skolu? nebo videa]™|

V nékterych materidlech ale miZzeme narazit i na rizné kreativni ¢i jinak
zajimavé priklady, jak zaktim priblizit ¢i motivovat pojem funkce:

[5] zavislost doby, za kterou se postavi zed, na poctu lidi (zérovern je pripojena
poznamka, ze nelze pocet lidi donekonecna zvySovat),

[12] telefonnim éislim jsou prifazovani lidé, kterym se dovolame (jedno ¢islo
je vzdy prirazeno pouze jednomu c¢lovéku, ale jeden clovék miize mit vice
telefonnich ¢isel),

[12] vysvédceni je funkce, kterd pfifazuje kazdému predmétu zndmku (s po-
znamkou, zZe ,je pro zéky vyhodné nevyuzit cely obor hodnot od 1 do 5%),

[13] automat na zvykacky — kdyz do néj vlozime desetikorunu, vypadne zvy-
kacka za deset korun, kdyz do néj dame korunu, vypadne koruna zpét,
protoze zvykacka za korunu neni (neni zminéna moznost, Ze jsou ruzné
zvykacky za stejnou cenu),

10



[13] reakce konkrétniho ¢lovéka na facku v zévislosti na jeho charakteru,
[28] sedadlim ve vyprodaném kiné jsou pritazeni navstévnici,

[47] volenka v tane¢nich (klukim jsou ptitazovany holky, mize se stat, Ze vice
klukt bude chtit tancit se stejnou holkou),

[55] intenzita slapani do pedalii kola (vstupni hodnota) je pfevodovkou (funkce)
prevadéna na rychlost jizdy (vystupni hodnota),

[56] predmétu je ptifazena jeho hmotnost (jeden predmét ma vzdy stejnou hmot-
nost, ale rizné predméty mohou mit stejnou hmotnost).

Najdeme i paralelu, v niz je funkce prezentovana jako stroj, do kterého néco
hodime a néco jiného nam z néj vypadnelﬂ.

Jako zajimavost uvedme, Ze uz v jedné z uéebnic pro zakladni skolu [4] muzeme
najit parametrické funkce, a to hned jako tvodni priklad. Konkrétné se jedna
o zéavislost hydrostatického tlaku na hloubce, kde parametrem je hustota kapaliny
(zde na tento fakt ovSem neni explicitné upozorniovano) a dale rychlost fotosyntézy
na intenzité svétla, kde parametrem je teplota, pfi niz reakce probiha (zde jsou
uvedeny i grafy této funkce pro rizné teploty).

Pojmem funkce se zpravidla mysli redlna funkce jedné redlné proménné (tedy
zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R), a ackoli je v nékterych ucebnicich pojem
funkce prezentovan obecnéji, nakonec se vSechny zdroje vénuji témeér vyhradné
pravé tomuto typu funkei. Neuvedeme-li jinak, budeme v této praci slovem funkce
rozumeét realnou funkci jedné redlné proménné.

1.1.2 Definice funkce
V této praci budeme funkei rozumét nésledujici (definice podle [19]).

Definice 1 (Funkce). Funkei f rozumime mnoZinu usporddangch dvojic redl-
nych cisel [x,y|, jeZ md tuto vlastnost: Ke kazdému ¢islu xq existuje nejvyse jedno
(tj. budto Zddné nebo pravé jedno) ¢islo y takové, Ze dvojice [xo,y] patri k mno-
Ziné f.

Toto cislo y nazgvdme pak hodnotou funkce f v bodé xy a znacime je zna-
kem f(xo).

Ona ¢isla x, k nim?Z ezistuje cislo y tak, Ze dvojice [x,y] patii k mnoziné f, tvori
jistou mnozinu M redlnijch cisel, kterou nazjvdme (definiénim) oborem funkce f.

Tato formalni definice se v nékterych materidlech vyskytujeﬁ, neni vsak prilis
bézna — zejména mluvime-li o uc¢ebnicich pro zakladni a sttedni skoly. Obvykla
definice funkce je takova, ze funkce vyjadruje zavislost jedné proménné na druhﬂ,
jedna se o zobrazeni mnoziny ¢isel do mnoziny éiseﬂ nebo jesté castéji o prira-
zenﬁ, pravidldﬂ nebo pfedpiﬂ, ktery kazdému prvku z jedné mnoziny priradi

[T3, 46, 47, 53]

[19, 2T, 23], 27, 130, (33, (34, (39, 40, AT, @2] [59] [49)

16151 7, 29 [32], ;55]

1713 [18, 25, 52]

1811 3] 30]

1970, 27, 28, 43, 60]

202, 4L, 6, 18, 10} 12} [15), 211, 26, 27, 28], [35] [45] [46], 47, 56, 59] 61]
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pravé jeden prvek druhé mnoziny. Pravé posledné jmenovany a nejcastéji uzivany
predpis byva v fadé materiali uzivan nejednoznacné: na jednu stranu je funkce
sama predpisem, na druhou stranu funkce ma predpis, kterym je zadéna@.

Muzeme si vS§imnout, ze v fadé materialt je funkce definovana riznymi zpt-
soby a ruznymi pojmy, aby zakum priblizila co nejjasnéji koncept funkce. Nékteré
materidly vSak funkci naopak nedefinuji viibec a vénuji se pouze jejim vlastnos-
temP2

Vétsina zdroju se shoduje v tom, ze funkce je zadana jednak zptisobem, kterym
jsou prvky jedné mmnoziny pritazeny prvkim druhé mnoziny, jednak mnozinou,
na které je funkce definovana, tj. definicnim oborem; explicitné to ale zminuji jen
nékteré@, pricemz toto upozornéni byva spojeno casto s tim, ze funkce s riznymi
defini¢nimi obory jsou vzdy ruzné (i kdyby bylo pravidlo ptitazeni prvku stejné).
Neni-li definiéni obor funkce uveden, pak materidly uvazuji maximalni mozny
defini¢ni obor, zvlasté pak v souvislosti se zaddnim funkce vzorcem (o tom se
vice zminime v nasledujici ¢asti textu). V této praci chceme predejit nejasnostem,
proto v kazdé definici uvadime, pro které body je funkce definovana.

1.1.3 Zadani funkce

Co se zpusobu zadani funkce tyce, uvadéji nékteré materidly kromé vzorce
i tabulku@, graﬁ ¢i slovni popiﬂ. Zadani vzorcem byva vzdy uprednostino-
vano, v nasledujicich kapitolach vsak uvidime funkce, které jsou zadany pri-
méarné grafem (Bolzanova funkce v sekci , Kochova funkce v sekci , slov-
nim popisem, iterativné z diive spocitanych funkénich hodnot (Peanovy funkce
v sekei [£.2.5, Minkowského funkce v sekei ¢i jinymi zv1astnimi zptsoby.

Priklad. Zajimavy zpusob zadani funkce slovnim popisem najdeme v [I§]. Kaz-
dému nezapornému redlnému Cislu © = N p1papspaps . .. (kde N je celd ¢ast a p;
jsou prislusné ¢islice za desetinnou ¢arkou) ptiradime ¢islo y = 0,p1psps . . ., tj. ze
zapisu desetinného cisla vyskrtneme vsechny cislice na sudych pozicich. Napriklad
tedy

1,23456789 — 0,2468,

2 _ 2

S=02m02=1,

4 056 03-1

11 ' ’ 3’
m+— 0,119638....

Graf této funkce mtizeme vidét na obrazku [l

Hovori-li materidly o zadani funkce pomoci vzorce (¢i také rovnice), mysli
tim bud vyhradné nebo alespon z velké vétsiny pouze elementarni funkce a jejich

26, 8, 10, 211 26), 27, 45, 47, 58, [59) 61]

22137, [44), 53, [54]

2301 13, 4L [7, [12) (18], [31), 411 50]

2411 21 13, 4, (5] 6, 71, [8) @) 10} 12, [13, 211, 23, 26, (30} [32] 37, 40, 41, 42, 45, 47, 53| 65 61]
253, 15l @, (12, 23] [30] [32] 37, 4T, [45], 47, 61)

2612, 42, 61]
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soucty, rozdily, souciny, podily a konstantni nasobky. V ucebnicich pro zakladni
skoly, kde se zaci s témito funkcemi poprvé potkavaji, jsou to zejména prima a ne-
primé ﬁmérnosﬂ, linearni funkcﬂ, kvadratické funkcﬂ, pripadné odmocninaﬂ,
absolutni hodnotaﬂ ¢i dokonce goniometrické funkcelﬂ. V ucebnicich pro stredni
skoly jsou bud jednotlivé typy uvadény jako opakovani ze zakladni skoly, nebo je
jim vénovana samostatna publikace, proto zde neuvadime odkazy na konkrétni
materialy.

Nékteré ucebnice vsak popisuji zadani funkce vzorcem obecnéji, a to jako
jakykoli vzorec, kde na pravé strané néjakym zptisobem figuruje nezavisle pro-
ménné@. Uvédomme si, ze tomuto pojeti neodporuje konstantni funkce, nebot
napi. f(z) =1=2" (pro = # 0).

I pokud se tedy omezime pouze na zadani funkce vzorcem (v tomto obecném
vyznamu), mame stale zna¢ny pocet zajimavych funkci. V této praci budeme casto
zadavat funkce pomoci vzorct (nebo checeme-li predpisi), které se v ucebnicich pro
zakladni a stfedni skoly prilis nevyskytuji, a sice pomoci limit posloupnosti funkci
(Dirichletova funkce v sekci , Bolzanova funkce v sekci , nekonec¢nych
souctu (Weierstrassova funkce v sekci , Cellérierova funkce v sekci , Jar-
nikova funkce v sekci , funkce v sekci , desetinnych rozvoju (Cantorova
funkce v sekci m, Petrova funkce v sekci m Peanovy funkce v sekci
¢i dokonce fetézovych zlomkia (Minkowského funkce v sekei . Casto také
budeme vyuzivat definice funkci riznymi predpisy na riznych podmnozinach de-
finicniho oboru.

1.1.4 Graf funkce

Graf funkce uvadi rada materiali v souvislosti s tzv. empirickymi funkcemﬁ,
tj. funkcemi, jejichz graf vznikd zakreslovinim empiricky ziskavanych dat (na-
priklad seismograf, termograf, spotieba elekttiny, vyvoj ceny ¢i poctu obyvatel
apod.).

V této praci budeme grafem funkce rozumét mnozinu vsech bodt v roviné,
které maji souradnice [z,f(x)] [19]. Formélné je tedy graf funkce to stejné, jako
funkce samotnd; méni se pouze zptisob, kterym je na danou definici pohlizeno —
zatimco na funkci se divame jako na mnozinu usporadanych dvojic, graf chapeme
jako mmnozinu bodt v roviné.

Jak tedy uvadi [5], graf funkce ma praveé tolik bodi, kolik prvkia mé defini¢ni
obor; chybnou terminologii zaujima napr. [13], kde se doc¢teme: ,Pokud funkce je
kone¢nda, miizes vidét konec jeji krivky. Je ¢asto potreba urcit, zda tento konec
jesté patii do funkce, ¢i nikoliv.“ Vzhledem k tomu, ze funkce je jistd mnozina,
je grafem konecné funkce mnozina diskrétnich bodu, nikoli ktivka.

Vy$e uvedenou definici nalezneme i ve vétsiné vyukovych materiélﬁlﬂ Muzeme

27

I, 13, 15, 16, [8]

281, 13, 4, 15, /6, 18, 7]

29[1] 3, [, 5]

R

23]

2, 3]

33[1], 153, 150

34[3, 15, 16, 8, 10}, (12} 126, 130]

35(11, 121 13, 4, 16, 7., 18}, 19, [0} (12} (15, [18, 19, [21), (23, 125, 126}, [27, [28), 130}, 33} 135, 136, 140, 41], 42} [43)
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se vSak setkat naptiklad i s pojetim, v némz je za graf funkce oznacovana dvojice
os T a y a pocatek soustavy soufadnic, konkrétné v [54] — zde je navic toto pojeti
grafu zaménovano s body kiivky (pficemz jeden z piikladi krivky, kterd muze
byt grafem funkce, ve skute¢nosti grafem funkce neni).

Nékteré dalsi materialy bud graf funkce viibec nedefinujf| a pouze s nim
pracuji, nebo graf funkce a funkci samotnou nerozliéujﬂ.

Konstrukei grafu funkce provedeme podle fady materialt tak, ze vykreslime
,dostatecny pocet“ bodu grafu, které nasledné spojime kfivkou@. Tento postup se
na prvni pohled mize zdat chybny (a v teoretickém smyslu samoziejmé je, protoze
nemusime predem veédét, jak ona kiivka vypada — dokonce jsou funkce, u nichz
tento postup selze, zejména ty, které jsou nespojité na ,velké*“ mnoziné — ty si
ukazeme naptiklad v sekcich a , ale tento zpuisob konstrukce je pouzivan
napriklad v pocitacovém vykreslovani grafii; jen pro poradek uvedme, ze vétSina
grafti, které v této praci uvadime, je kreslena tak, ze vyneseme ,dostatecny pocet“
bodu grafu, které spojime tiseckami — rozdil je pouze v tom, ze pocet bodi, které
muzeme vynést s pomoci pocitace, je mnohem vétsi nez pocet bodi, které typicky
vynasi zék (vynasime vsak vzdy takovy pocet bodu grafu, aby aproximace timto
zpusobem ziskana byla pokud mozno okem nerozeznatelna od skutecného grafu
funkce).

Nékteré materidly uvadi poznamku, ze existuji funkce s tak slozitymi grafy, ze
nejsme schopni je nakresliﬂ — toto byva casto uvadéno u prikladu Dirichletovy
funkce (kterou si podrobnéji ukazeme v sekci , tato funkce vSak neni jedina
s takovouto vlastnosti. V sekci uvidime dalsi priklady funkci, které jsou ne-
spojité na husté mnoziné a v sekei [1.2] se budeme vénovat funkeim, jejichz graf ma
na libovolné malém intervalu nekonec¢nou délku, coz znamena, ze nejsme schopni
zadnou jeho ¢ast v konec¢ném case nakreslit.

Dovolme si na zavér jesté jednu zajimavou poznamku. Vétsina vyukovych ma-
terialt vykresluje grafy funkci v pravouhlé kartézské soustavé souradnic. Grafy
funkei vSak muizeme vykreslovat napt. i v polarni soustavé soufadnic (jak uvadi
napiiklad [18]), kde x je tihel, ktery svira spojnice bodu grafu a poc¢atku soustavy
souradnic s kladnou poloosou = (v radidnech) a f (z) je (orientovand) vzdéle-
nost bodu grafu od pocatku soustavy soutadnic. Tento princip lépe pochopime
z nasledujiciho obrazku.

(@)

Grafy nékterych funkei v polarnich soufadnicich miuzeme vidét na obrazku
— v grafech jsou zobrazeny pouze funkéni hodnoty pro = € (0,27).

45, [46, 511, 58, [60, [61]
36[5, T3] 29], [32], 37, [44), 48, 55, 59
373, 57, 59)
3811, [, 211, 28, B30, 511 55, 56, 5]
397, [12] 18, 19, 25), 28, 32, 43]
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-180 +

Obrézek 1.2: Priklady grafd funkei v polarnich soutradnicich; po Tad-
cich: fl (Z’):l’, f2 (ZL') :%a f3 (ZL') :exv f4 (l’)zln(l‘), f5 ($):Sin({l§'),
fo (z) = sin (62), f7 (z) = |z], fs () = cos® (x).
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1.2 Spojitost

Prvni skupinou funkei, které v nasi praci prozkoumame, jsou funkce podivné
ve smyslu spojitosti. Podivejme se tedy, jak pristupuji vyukové materidly k pojmu
spojitosti a s jakymi podivnostmi se mohou zaci pii vyuce potkat.

1.2.1 Definice spojitosti

Prvni naznaky pojmu spojitost mizeme nalézt uz v ucebnicich pro zakladni
skolu, a sice v [1], kde je mezi grafy funkei uveden graf nespojité funkce, konkrétné
zavislost ceny za poslani baliku na jeho hmotnosti (kde je funkce po ¢astech kon-
stantni a méni se skokové v uréenych hmotnostnich hranicich) a v [7], kde je pojem
spojitosti pouzit ne zcela spravné. Konkrétné se jedna o poznamku u grafu vy-
kresleného z dat termografu, ktery , méfi a zapisuje teplotu ,spojité’, tj. v kazdém
okamziku“. To evokuje spise rozdil mezi grafem funkce definované na intervalu
a grafem funkce definované v diskrétnich bodech. K tomu néas vede i nasledna
véta: ,,Kdybychom mérili teplotu jen kazdou celou sudou hodinu, dostali bychom
,chudsi‘ obréazek.“

Ve vyukovych materialech se vyskytuji nasledujici formalni definice: Cauchyho
definice spojitosti™], definice spojitosti pomoci limityf"] a Heineho definice spoji-
tostiZl

Nékteré materidly, které definuji spojitost pomoci limity, zminuji explicitné
podminky, ze funkce musi byt v daném bodé definovana, musi v ném existovat
limita a tato funkéni hodnota a limita se musi rovnatf™]

Definice 2 (Cauchyho definice spojitosti). Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bo-
de c, jestlize

(Ve>0)(F6>0)(Vz eR)(Jx —¢|<d = |f(x)— flc)] <e).

Definice 3 (Definice spojitosti pomoci limity). Rekneme, Ze funkce f je spojité
v bodé ¢, jestlize

lim /() = f(c).

Tr—cC

Definice 4 (Heineho definice spojitosti). Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé c,
jestlize pro kazZdou posloupnost {x,} -, plati
lim 2, =c = lim f(z,) = f(c).
Cauchyho definice a definice pomoci limity jsou prevzaty z [19], Heineho de-
finice pak z [93].
D4 se dokazat, ze vSechny uvedené definice jsou ekvivalentni. Nékteré mate-

ridly pak uvadi ostatni z téchto definic jako véty ¢i ekvivalentni formulace de-
finice (Cauchyho deﬁnicﬁ, definice pomoci limity@ Heineho deﬁniceﬁ]}. Uceb-

40T, 14y 17, 19} 23], 130, [36), [38), 63, 66]

AT, 17, 18, 21, 25) 26], 27, 28, 33} 40, 41, 42] [45] [62) [64) 65 68]
42 [43]

43[16, 18, 211, [64]

4418, 211, 28, 43

4514, 19, 23], 29] [63]

16[25] 28]
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nice [I8] také uvadi reformulaci, Ze funkce je spojita, pokud

lim Ay = 0.

Az—0

Vsechny tyto definice (snad az na posledni) mluvi o spojitosti funkce v bodé.
Spojitost na intervalu je pak definovana pomoci spojitosti v bodé a jednostran-
nych spojitosti.

Definice 5 (Jednostranna spojitost).
1. Rekneme, Ze funkce f je spojitd zprava, resp. zleva, v bodé ¢, jestlize
(Ve>0)(F0>0)(VzeR)(c<zx<c+d = |f(z)— flc)] <e),

TESP.

(Ve>0)(F6>0)(zeR)(c—d<ax<ec = |f(z)— flo) <e).

2. Rekneme, Ze funkce f je spojitd zprava, resp. zleva, v bodé ¢, jestlize

lim f(z) = f(c),

r—c+

resp.
lim f(2) = (o)
3. Rekneme, Ze funkce f je spojitd zprava, resp. zleva, v bodé ¢, jestlize pro
kazdou posloupnost {x,} -, takovou, Ze pro vsechna n € N je x, > ¢,
resp. T, < c, plati

lim z, =c = lim f(z,) = f(c¢).

n—oo n—oo

Definice 6 (Spojitost na intervalu). Rekneme, Ze funkce je spojita na intervalu I,
pokud

1. je spojita v kazdém vnitrnim bodé intervalu I,

2. patri-li pocatecni bod intervalu I k intervalu I, pak je funkce spojitd zprava
v tomto bodé,

3. patri-li koncovy bod intervalu I k intervalu I, pak je funkce spojitda zleva
v tomto bode.

Definice jsou prevzaty z [19].

Tyto nebo podobné definice najdeme ve vétsiné ucebnic a dalSich materi-
all, které se témto pojmim Vénujﬂ, nekteré dalsi pracuji pouze se spojitosti na
otevieném intervaluﬁ. Napriklad [26] definuje jednostrannou spojitost, aniz by
definovala spojitost na intervalu. Ucebnice [14] pak pojem spojitosti na intervalu
nedefinuje, pouze s nim intuitivné pracuje. Ve videoprednasce [67] je vysvétloviana
jednostranna spojitost intuitivné a objevuje se zde dokonce definice kruhem —

AT, 17, (18, [19) 2T1), 25) 27, 36, 62)
48116, 29, 38]
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funkce je spojitd v bodé, pokud je spojitd na néjakém jeho okoli (tj. intervalu)
a déle je spojitd na intervalu, pokud je spojitd v kazdém jeho bodé (a piislusné
jednostranné spojitd).

Velice zridka vsak narazime na explicitni upozornéni, ze spojitost v bodé neim-
plikuje spojitost na néjakém intervalu kolem tohoto boduy™|— Video [62] dokonce
uvadi, ze pokud je funkce spojita v urc¢itém bodé, je spojita i na néjakém jeho
okoli). Tato poznamka je pfitom pomérné podstatnd, v podsekci uvidime
funkce, které jsou spojité pouze v jednom bodé, v podsekci pak dokonce
funkci, ktera je spojita v bodech husté mnoziny, ale na zadném intervalu.

Rada materiald, které zminuji jednostrannou spojitost, také uvadi vétu, ze
funkce je v daném bodé spojitd, je-li v ném spojita zleva i zpraval’]

Co se tyce oznaceni dané funkce za spojitou, riizni se materidly v tom, zda
takto oznacuji funkei spojitou (pouze) na defini¢nim oboruﬂ nebo na celém oboru
realnych éise. V prvnim piipadé je tedy napr. funkce f(z) = % spojitéa, ve
druhém pripadé nikoli. V této praci, pokud budeme mluvit o spojitosti funkce,
budeme vzdy explicitné uvadét, pro jaké body chceme, aby funkce byla ¢i nebyla
spojita.

Intuitivni predstava spojitosti

Kromé uvedenych definic je ¢asto zminovana intuitivni predstava s pomoci
grafu, tj. ze graf spojité funkce je nepferuseny nebo ze jej lze nakreslit jednim
tahem (jak uz jsme uvedli vyse, v sekci si predstavime funkce, které jsou sice
spojité, ale jejich graf méa na kazdém intervalu nekonecnou délku — to pozna-
menava i [43]) a naopak graf nespojité funkce je néjakym zpusobem roztrzen ¢i
prerusen. Tato predstava je bud zminovana spolu s nékterou formalni deﬁnicf[g_g],
nebo samostatné jako vlastni deﬁniceF_I]. Nékteré zdroje motivuji spojitost prave
timto pristupem, tedy Ze chceme nakreslit graf funkce tak, ze vyneseme néjaké
body, které nésledné spojime, a chceme védét, jakym zptusobem (napt. plynulou
¢arou) mame tyto body spojovatlg_gl.

Kromé neprerusenosti grafu funkce nalezneme i jiné intuitivni priblizeni pojmu
spojitosti, a sice takové, ze spojita funkce ma tu vlastnost, ze pokud se malo
zméni hodnota proménné, pak se malo zméni i funkéni hodnota[gﬂ pricemz tuto
vlastnost vyuzivame tfeba v pripadé, Ze chceme (napt. pro praktické vypocty)
nahradit iraciondlni hodnotu proménné jeji racionélni aproximacf”’|

1.2.2 Priklady spojitych a nespojitych funkci

Vétsina materidli prezentuje priklady spojitych a nespojitych funkei na grafu
néjaké nekonkrétni funkce. Jsou-li zminovany konkrétni funkce, jedna se zpravi-

4918, 25

SOITTL 17, 19, 23] 25]

5114l [40), 43, [67]

52[16]

531, [14), (16, 18, 25, (27, 28|, [40], [4T], 42, 43, 45, 62] 64 [65) [66]
4112, 67]

55130, 136]

56[18, [19, 211, 29, 66]

STI18, [66]
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dla o racionélni lomené funkcelﬂ, funkci signumlﬂ, absolutni hodnotu (nebo také
druhou mocninu) z funkce signum@ nebo nasledujici funkciﬂ

ﬂ@z{L e

-1, = <0.

Obecné jde ale o funkce, které jsou nespojité jen v urcitych izolovanych bodech.

V fadé materidli (zejména ve vysokoskolskych ucebnicich a v souhrnnych
materidlech) nalezneme zminku o Dirichletové funkcﬁ, pripadné jeji modifikaci,
tj. funkci, ktera je spojita pravé v jednom bodé. Konkrétné je zminovana funkce

ﬂ@:{% e

0, ze€l,
v [43] a
_ x, YIS @7
J(x) = {—x, <
v [1§].

Tyto funkce jsou zpravidla nejpodivnéjsimi funkcemi, které ve zkoumanych
vyukovych materidlech nalezneme, a to nejen co se tyce spojitosti. My se jim
budeme podrobnéji vénovat v podsekci|3.1.1

Poznamenejme jesté na zavér, ze ani spojitost na husté podmnoziné inter-
valu (viz sekci vsak neimplikuje, ze je funkce spojitda na celém intervalu —
protiptikladem muze byt Thomaeova funkce (v podsekei .
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1.3 Derivace

Nejrozsahlejsi skupinou podivnych funkci v nasi praci jsou ty, které se néjak
dotykaji derivaci. Podivejme se tedy na to, jak jsou derivace probirany ve vyuko-
vych materialech a pro¢ by funkce uvedené v této praci mohly pripadat zaktim
podivné.

1.3.1 Motivace derivace

Motivace pojmu derivace je zpravidla dvojiho druhu. Vétsina materialt uvadi
derivaci jako smérnici tecny ke grafu funkce v daném bodd®] tedy jako ,limitni
polohu se¢ny*“ (bod, ve kterém pocitame derivaci, je pevny a druhy bod na grafu
se k nému pﬁbliiuje)@ mensi ¢ast pak jako okamzitou rychlost télesa pohybuji-
ciho se po primce, kde jeho poloha je dana funkc. Rada materialt pak motivuje
derivaci obéma zpiisoby[?} Nékteré materialy uvad{ jako motivaci zavedeni deri-
vace uréeni zrychleni ze zavislosti rychlosti na ¢asd®} Nékteré materidly motivuji
derivaci pouze pomoci okamzitého ristu funked™| V udebnici [I6] pak najdeme
zajimavou praktickou motivaci, a sice ze pri pésSim vyletu nas zajima nejen to, ze
pujdeme do kopce, ale také to, jak moc pijdeme do kopce.

Zajimavé je, ze ve vétsiné materiali, které motivuji derivaci jako smérnici
teény, muzeme na pomocnych obrazcich vidét pouze secny body blizicimi se
k te¢nému bodu zprava®| piipadné zleva’} pouze nejstarsi vysokoskolské uceb-
nice obsahuji obrazek, kde je te¢na aproximovana secnami z obou stran[ | Uceb-
nice [21] k obrdzku jednostranné se blizici seny pfipojuje alespon explicitni po-
znamku, ze prirustek hodnoty argumentu (tj. A v nasi definici [7) mize byt i za-
porny.

Pomérné prekvapivym poznatkem je i absence dynamického znazornéni vy-
znamu derivace. V tisténych materidlech samoziejmé nemizeme dynamickou pre-
zentaci provést, ovsem nenajdeme ji ani ve vétsiné videomateridli — kromé [79]
a [80], kdy je priblizovani se seCny k tecné prezentovano alespon pomoci pohybu
hrany pravitka.

1.3.2 Definice derviace

V této praci budeme derivaci funkce rozumét nésledujici (definice podle [19]).

Definice 7 (Derivace). Derivaci funkce f v bodé ¢ nazgvime limitu (pokud tato
limita existuje)
L fet ) = (0

h—0 h

Y

632, 25, 29, (33, 36, 3%, 40, 43, [71], 72, 76, §2, [79, K3, [§4]

64[77] prezentuje tecnu jako p¥imku, ktera se grafu dotyka pouze v jednom bodé, [83] teénu
ke grafu funkce bliZe nedefinuje a vyuziva pouze obrazkové znazornéni.

65

66 [T, (14}, (16} (17, (18] [19, 21, 26} 27, 28, 30, 34, 41 42] [45]

57169, 711, [75]

68170, [77)

6912, (16, (17, 21, (24, (25, 26, 27, 28], 29, (30, 33, 34, [36, B8, [0, A1), 42, 43, 45, 82, [79, [’4]

70 [23]

18, 19]
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nebo také ekvivalentné
i (%) = f(e)
r—rcC €T — C
a znacime f'(c).
Je-li f'(c) € R, rekneme, Ze je derivace vlastni, je-li f'(c) = +oo, rekneme,
ze je derivace nevlastni.

Derivace funkce v bodé je tedy c¢islo, pripadné plus, nebo minus nekonecno.
Timto zptsobem k derivaci pristupuje vétsina zkoumanych materidlt — nékteré
uzivaji z definic prvnﬂ nékteré druhoﬁ vétsina vSak uvadi 0béE|. Video [81] de-
finuje nejdiive derivaci funkce na intervalu (pomoci tabulkovych derivaci a de-
riva¢nich pravidel) a derivaci v bodé pomoci dosazeni do vysledné funkce. Vi-
deo [76] pak definuje pouze derivaci linedrni funkce. Nékteré materialy uvadi
pouze piipad, kdy je limita (a tedy i derivace) vlastnﬂ jiné primo zminuji i ne-
vlastni derivac. Cast materialii konec¢nost ¢ nekonecnost derivace nezmituje,
pouze uvede, ze derivace je uvedena specialni limitam.

Definice 8 (Jednostrannd derivace). Derivaci funkce f v bodé ¢ zprava, resp. zleva,
nazgvame limitu (pokud tato limita existuje)

fle+h) = fle) fle+h) = fle)

g L e g IO,
nebo také ekvivalentnée
i 1@ =) . o J@) = ()
r—c+ xr — C r—c— xr —C

Derivace zleva a zprava zavadi jen cast materiélfﬁ. V nich c¢asto najdeme
tvrzeni, ze funkce ma derivaci pravé tehdy, kdyz ma derivaci zleva i zprava a tyto
derivace se rovnajim, ovsem nékteré funkce s timto faktem pouze implicitné pra-
cuji, aniz by ho vyslovné uvedlyfY]

Materialy dale zpravidla uvadi, ze mé-li funkce derivaci v kazdém bodé né-
jakého otevieného intervaluEl, uzavieného intervalu (po zavedeni jednostrannych
derivaci), pripadné néjaké obecné mnoiinyﬁ, lze derivaci chapat jako funkci
proménné x, jejiz hodnotou je derivace v daném bodé. Vétsina z nich pak pokra-
cuje tim, zZe tato funkce muze mit také derivaci, tj. druhou derivac:ilﬂ Néekteré
materidly pak zavadi druhou derivaci, aniz by vysvétlily prechod od derivace jako
¢isla k derivaci jako funkcﬁ.

"2[29, 130, 134, (36, (82} 70, [77]
72123, 133, 138, [43]
21, 24}, 25, 26}, 27, 28, 40, [T}, 45, [72] 80} B4
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To, ze mé funkce derivaci v néjakém bodé, neimplikuje, Ze ji ma i na néjakém
jeho okoli (podobné jako je tomu se spojitosti). U¢ebnice [18] uvadi piiklad funkce

f(ff): {xQ’Q xE@’

-z, x el

Jedna se o jednoduchou modifikaci Dirichletovy funkce. Podobné funkce si pred-
stavime v podsekci Ovsem stejné jako u spojitosti, ani fakt, ze funkce ma
derivaci na husté podmnoziné néjakého intervalu, neznamend, Ze ji ma na ce-
lém intervalu, jak si ukazeme v pripadé modifikované Thomaeovy funkce v pod-

sekei B.1.11

1.3.3 Zakladni véty o derivacich
Derivace a spojitost
Véta 1. Ma-li funkce f v bodé xq vlastni derivaci, pak je v bodé xy spojitd.

Jedna se o zakladni vétu, kterou najdeme ve vétsiné materiélﬁ@]. Encyklope-
die [29] ji uvadi slovnim opisem: ,Nutnd podminka pro to, aby kiivka méla vSude
tecnu, je, aby funkce byla vSude spojitd.“ Souhrn [43] formuluje tuto vétu tak,
ze ma-li funkce derivaci v celém svém definicnim oboru, je v celém svém defi-
ni¢nim oboru spojita. Souhrn [45] pak neuvadi v definici slovo vlastni, a¢ z diive
uvedené definice derivace v této publikaci nevyplyva, ze by tam bylo implicitné.
Ucebnice [16] dokonce uvadi i pozndmku, ze pouhy fakt, Ze je funkce v daném
bodé definovand, nemusi znamenat, ze v ném ma derivaci. Vétsina z téchto ma-
teridlti pak explicitné upozornuji, ze obracend implikace neplati, tj. funkce miize
byt v bodé x4 spojitd a nemit v ném derivaci®| — vétsina z téchto materiali jako
priklad uvadi funkci absolutni hodnota[g_g], pripadné funkci, kterd ma v daném
bodé nevlastni derivacf®] Skripta [25] uvad{ jako pifklad funkei

R i

jejiz. graf muzeme vidét na obrazku [I.3] Funkce podobné této, které ale maji
v celém svém defini¢nim oboru derivaci (ovSem nespojitou) si ukdzeme v sekei[d.1]
Ze derivace funkce nemusi byt vsude spojitd, uvadi ze zkoumanych material
ucebnice [1§].

Jen nékteré materily (prevazné vysokoskolské uc¢ebnice a souhrnné publikace)
pak uvadéji, Ze existuji spojité funkce, které nemaji derivaci v zddném bodd™)]
Napriklad [27] doslova uvadi nésledujici pékné shrnuti: ,Bolzano zkonstruoval
funkci, ktera je spojita na R, ale nema v zddném bodé vlastni derivaci. Jeji graf
nelze nakreslit. Tvrzeni, ze graf spojité funkce lze nakreslit jednim tahem tedy
obecné neplati.“ Ucebnice [17] dokonce uvadi i algoritmus vzniku a graf Bolza-
novy funkce, bohuzel vsak nespravny. V sekci si takovych zajimavych funkci

SO 14y (16, (17, 18|, 19, 211, 23, 24 25, 26], 27, 28, [30, B3] 36, 40}, 42]
8714, [16, (17, 18, 19}, 2T, 23], 24, 25, 26, 27, 28|, 29, [30, [36], 40, [74]
88|14, [16, 17, 18, 21), 23|, 26}, 28, 36 [74]

8914}, [36]

9017, (18, 19, 27, 28, 29]
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ukdzeme celou fadu (napf. pravé Bolzanovu funkci v podsekci ; nadto si
dokézeme nejen fakt, ze jejich grafy nelze nakreslit (protoze maji nekonecnou
délku), ale i fakt, ze tyto funkce tvoii mezi spojitymi funkcemi ,vétSinu*.
Uvédomme si ale, ze existence nevlastni derivace spojitost funkce neimplikuje
— protipiikladem mize byt napiiklad funkce sgn(x), kterd méa v bodé 0 nevlastni
derivaci, ovsem neni v ném spojitd — na tento fakt upozornuji i nékteré materi-

alyPY
Derivace a monotonie
Uvedeme si pro zacatek dvé definice (pfevzaty z [19]).
Definice 9 (Monotonie na intervalu). Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I
e rostouci, pokud (Vxy1,20 € I) (21 < 29 = f(21) < f(x2)),
e klesajici, pokud (Vr1,29 € I) (11 < 9 = f(21) > f(22)),
e neklesajici, pokud (Vxi,x9 € I) (21 < z0 = f(x1) < f(22)),
e nerostouci, pokud (Vxy,20 € I) (21 < 29 = f(x1) = f(22)).
Definice 10 (Monotonie v bodé). Eekneme, Ze funkce f je v bodé ¢
e rostouci, pokud existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna x1,x9 € (¢ — d,c+ )

c—0<r<c<ap<c+d = f(r1) < [flc) < f(x2),

e klesajici, pokud existuje 6 > 0 takové, Ze pro vsechna x1,xo € (¢ — d,c+ 0)

c—d<xi<c<ra<c+d = f(x1)> f(c) > f(x2).

Definice monotonie funkce v bodé se prilis neobjevujdﬂ mnohem castéjsi je
monotonie na intervalu@, pripadné na obecné mnoiinéﬂ. Souhrn [34] dale definuje
monotonii funkce v bodé pomoci znaménka derivace (o ¢emz si povime pozdéji).
Mensi ¢ast materialti pak definuje pouze funkce rostouci a klesajicﬁ. Na tomto
misté je také dobré poznamenat, ze ne vzdy se da defini¢ni obor funkce rozdélit na
intervaly, ve kterych je funkce monoténni — v sekei [4.4] si dokazeme, Ze existuji
funkce, které maji sice ve vSech bodech derivaci, ale nejsou v zadném intervalu
monoténni.

Rozdil mezi monotonii v bodé a na intervalu si nejlépe uvédomime na prikladu
funkce, kterou uvadi [19] — jednd se o funkci

x4+ 222 - sin (L x
f(w)={0+2 (), r2o (11

jejiz graf mizeme vidét na obrazku [1.4] Tato funkce je totiz rostouci v bodé 0,
ale neni rostouci na zddném intervalu (—6,6), kde § > 0.

Ve vztahu k derivaci si uvedeme nésledujici vétu (prevzato z [19]).

9119, 24, 25]

9218, 19, 21], 26, 40

9310, (14, (16, (17, 19}, 2T, 23, 24, 25, 26, 27, 29, [30, [33]
9428, 34, [36), (37, 140, [4T], [45]

95[10), [14], 42]
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Véta 2. Necht ma funkce f v bodé ¢ derivaci. Pokud f'(c) > 0 (nebo f'(c) = +00),
je funkce f v bodé ¢ rostouci. Pokud f'(c) < 0 (nebo f'(c) = —o0), je funkce f
v bode c klesajici.

Tuto vétu vsak najdeme jen v mensi ¢asti materiélﬁm objevuje se spise véta,
ktera ze znaménka derivace na intervalu vyvozuje monotonii na interval

Véta 3. Funkce [ je na intervalu (a,b) konstantni prave tehdy, kdyZ ma ve vsech
jeho bodech nulovou derivaci.

V prevazné veétsiné materiali se dozvime tuto vétu, ovSem pouze v podobé
implikace, tedy ze derivace konstantni funkce je ve vSech bodech rovna nul@,
v mensi ¢asti pak nalezneme i opacnou implikaci, tj. ze mé-li funkce na inter-
valu (a,b) nulovou derivaci, pak je na tomto intervalu konstantnﬂ Upozornéme
zde, Ze nulova derivace pouze na ,velké“ podmnoziné intervalu (a,b) nestaci
k tomu, aby funkce byla na tomto intervalu konstantni — v podsekci uvi-
dime funkci, kterd ma skoro vsude (viz sekci nulovou derivaci a je neklesajici,
v sekci pak dokonce funkce, které maji nulovou derivaci na husté mnoziné
nebo skoro vsude a jsou dokonce rostouci.

Derivace a extrémy

Nez si rozebereme souvislost mezi extrémy funkce a derivaci, musime nejdiive
definovat pojem extrému funkce (definice pievzata z [19]).

Definice 11 (Lokalni extrémy). Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b)
a c € (a,b). Rekneme, Ze funkce f md v bodé¢ c

o lokélni maximum, pokud (35 > 0) (Vz € (c — d,c + 0)) (f(z) < f(c)),
o lokélni minimum, pokud (35 > 0) (Vz € (c — b,c + 6)) (f(z) > f(c)),

e ostré lokalni maximum, pokud (35 > 0) (Vz € (c — b, + 6)) (f(z) < f(c)),
» ostré lokalni minimum, pokud (35 > 0) (Vz € (c — b,c+0)) (f(z) > f(c)).

Nékteré materialy uvadi takovouto definici’™] nékteré viak definuji pouze os-
tréFEl, nebo neostr@ lokdlni extrémy. Nékteré materidly definuji lokalni ma-
ximum jako bod, ve kterém funkce prestava byt rostouci a zac¢inad byt klesajici,
lok&ln{ minimum pak obdobnd™| ([14] navic uvadi tuto definici tak, Ze lokaln{ ma-
ximum a minimum jsou body z defini¢niho oboru). Samoziejmé existuji funkee,
pro které neplati, ze by byly nalevo od bodu, v némz ma funkce maximum, ros-
touci, a napravo od tohoto bodu naopak klesajici. V tuto chvili uvedme napriklad
modifikaci funkce definované vzorcem , tj.

B 2> sm()—?m x #0,
o= {3 o

9618, 19, 26, 40, 78, [83]

[18

97[11 14, 16, 17, 2T, 23], 24} 25, 27, 28, 29, [30, [33], [36], 38, 41}, 42} 45]

98111, 14}, (16}, [17, [T8, 19, 2T, (23, 241, 25}, [26], 27, 28, 30} [33} 34} (36}, 38, 40, 411, 42], [43], 45, 82}, 83}, [77]

99[11], 16} 211 25, 28, 36]

1001, (16, 18, 19, 23, 24, 25], 29} [33], [34], 40, 42, [45]

10117, 21, 27, 130, [36, 41]

10228 138, 45]
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jejiz graf mtizeme vidét na obrazku[I.5— tato funkce mé dokonce ve vsech bodech

vvvvvv

funkei (podsekee 4.2.1)), Weierstrassovu funkei (podsekece 4.2.2)) nebo Thomaeovu
funkei (podsekee [5.1.1)).

Véta 4. Md-li funkce f v bode ¢ lokdlni extrém a v tomto bodé existuje derivace,
pak je f'(¢) = 0.

Témer vSechny materidly také uvadeéji tuto vétu, kterd dava do souvislosti
prvni derivaci a extrémy funkceFEI, nekteré pak uvadéji obménénou implikad@.
nulovou nebo neexistujici derivaci a existenci a ruznym znaménkem na levém
a pravém okoli prislusného bodu. Nékteré materialy podminuji existenci extrému
nulovou prvni a nenulovou (kladnou pro minimum a zépornou pro maximum) dru-
hou derivacim Souhrn [34] uvadi v jedné ¢asti knihy opa¢nou implikaci (tj. ma-li
funkce v néjakém bodé nulovou derivaci, mé v ném extrém), v jiné ¢asti uz uvadi
vétu spravné, a to i s diukazem.

Rovnéz vétsina materialtt uvadi poznamku, ze pokud funkce nema v daném
bodé derivaci, stédle v ném miize mit lokalni extrém"}, coz doklddaji zpravidla na
grafu funkce absolutni hodnotyFEI, pripadné jiné ,Spicaté“ funkce. Také témeér ve
vsech materialech najdeme poznamku, ze nulova derivace neimplikuje extrémm.

195[19, 21, 29, 643

106 BZH

10711, (14} (16, 17, 18, 21} 23} 24} 27, 28, 129, 130, 33, (36, (38, [40] 41}, 42, 45
108Mmm

109[11, [16, [I7, (18, 19} (21, (23, 24} [25] 126, 27, 28, [30, [36, 138, 41}, 42} 43, 145, [78]
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Obrazek 1.3: Graf spojité funkce nemajici derivaci v bodé 0.

27



0.3+

0.2

0.1+

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

Obréazek 1.4: Graf funkce rostouci v nule, ale ne na zadném jejim okoli.
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Obrazek 1.5: Graf funkce, ktera neni nalevo od bodu, v némz ma maximum,
rostouci, a napravo od bodu, v némz méa maximum, klesajici.
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1.4 Integral

1.4.1 Neuréity integrél

......

integrdl, a to pomoci primitivni funkce k f (tedy takové funkce F, ze F = f )E,
ukol najit takovou funkci pak vyuzivaji jako motivaci pro zavedeni integralniho
poctu. Shirka [40] uvadi pro praktickou motivaci nasledujici priklad: ,Do Maco-
chy jsi vhodil kdmen z Horniho mustku. Za 3,5 sekundy prolétal kolem Dolniho
mustku a na konci 5. sekundy dopadl na dno propasti. V jaké vysce ode dna Ma-
cochy se nachazi Dolni mustek?* Mensi ¢ast materidlii probira neurcity integrél
az po urcitém[ ]

Vétsina materialtt zminuje, ze primitivni funkce se lisi o aditivni konstantu@.
Neurcity integral funkce f pak znaci v materidlech jednu z takovychto funkcﬂ,
mnozinu vsech primitivnich funkc@ nebo jen synonymum k vyrazu primitivni
funkcﬂ Souhrnnd sbirka [36] pak k pojmu neurcitého integralu pouze pozna-
menava nasledujici: ,,D¥fve se symbol [ f(x)dz nazyval neurcity integral. Uloha
najit k dané funkci primitivni je pak formulovana jako vypocet neurcitého inte-
gralu dané funkce.“

V nékterych materidlech se také dozvime, ze ne kazda funkce ma primitivni
funkcilT] nékteré materidly pouze uvadi, ze existuji funkce, JeJIChZ primitivni
funkci nelze vyjadrit koneénym poctem elementarnich funkc Rada materialt
dale uvadi postacujici podminku pro existenci primitivni funkce, tedy ze kazda
spojita funkce ma funkci primitivn@. Uvédomme si ale, Ze se nejednd o nutnou
podminku — v sekci a v sekci si predstavime funkce, které maji nespojitou
derivaci, tedy primitivni funkce k jejich derivacim existuji.

Vysokoskolské uc¢ebnice a nékteré souhrnné materialy uvadéji nasledujici vétu,
kterd dava do souvislosti neurcity a urcity integral"™ Text [29] dokonce pifmo
definuje primitivni funkci timto vztahem.

Véta 5. Necht je ddna spojitd funkce f v otevieném intervalu (a,b). Potom pro
libovolné ¢ € (a,b) je

primitivni funkci k funkci f.

Vétsina materidlt tedy predstavuje integrovani jako opacny proces k derivo-
vani, tedy samoziejmé kazda derivace mé urcity integral. Uvédomme si ale, Ze pro
neurcity integral toto neplati tak automaticky — v sekci se zminime o funk-
cich jejichz derivace nemé urcity (konkrétné Riemannﬁv) integrél 7 materiélﬁ je
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spolupraci s matematikem.“

1.4.2 Urdity integral

V této praci nas bude zajimat predevsim urcity integral, konkrétné Rieman-
nuv, takze se i v této analyze zamérime prevazné na néj. Nejdiive si ujasnéme
definice (prevzato z [20]).

Definice 12 (Déleni). Necht je ddna funkce f a interval {a,b), na kterém je
funkce f omezend.

e Jsou-li dany body xq, . ..,x,, pro které plati
a=Tg<T1 <...<Tp_1 <y,

rekneme, Ze je na intervalu (a,b) definovino déleni D a body xo,...,x,
nazveme délicimi body tohoto déleni.

e Funkci v definovanou predpisem

v(D) = max (z; — 1)

nazveme normou déleni D.

e Pokud je pro vSechna i € {1,...,n} hodnota x; — x;_1 stejnd, rekneme, Ze
délenid je ekvidistantni.

Definice 13 (Horni a dolni soucet). Necht D je déleni intervalu {(a,b). Definujeme
horni soucet prislusny k déeleni D jako
S(D)=> (wi—zi1)- sup f(x)
i=1 TE(Ti—1,21)
a dolni soucet prislusny k deleni D jako
s(D) =Y (z;—xi—1)- sup f(z).
i=1 TE(Ti—1,2i)

Definice 14 (Riemanntv integral). Necht je ddna funkce f a interval (a,b), na
kterém je funkce f omezend. Definujeme horni (Riemanniv) integral funkce f
od a do b jako

/bf(x)dx =inf {S(D)| D je déleni (a,b)}
a dolni (Riemannﬁv)a integral funkce f od a do b jako
/a " f(a)dz = sup {s(D) | D je délent (a.b)}
Pokud je horni Ri;ncmmiv integral roven dolnimu Riemannovu integralu, rek-

neme, ze je funkce f riemannovsky integrovatelna a definujeme jejich spolecnou
hodnotu jako Riemanntv integral funkce f a znacime

/abf(x)da:.
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Urcity integral motivuji materiadly prevazné pres vypocet plochy ohranicené
grafem funkce, osou x a primkami s rovnicemi x = a a x = @ Vétsina z nich
si poméha obrazkem, v [24] nalezneme dokonce obrazek s nespojitou funkei. Né-
které materialy z tohoto divodu uvadéji také jednotky za urcitym integrélemr'zl;
ucebnice [14] vyslovné pozaduje, aby byly u vysledku jednotky uvedeny, ovsem
v konkrétnich prikladech jsou jednotky vynechavény. Ve videu [90] najdeme jako
motivaci vypocet drahy ujeté mezi dvéma c¢asovymi okamziky, znam-li zavislost
rychlosti na case.

Ne vsechny materialy samozrejmé uvadéji tak podrobnou definici, jakou jsme
uvedli, ale pokud definuji Riemannuv integral, pak ji alesporn myslenkové (¢asto za
pomoci ¢etnych slovnich opisu a obrazki) nésleduji. Riemannuv integral definuje
pomeérné dost tisténych materiélﬁ@i Videomateriélﬁ@ Nasledné tyto materidly
davaji ,navod“, jak urcity integral vypocitat, je-li funkce spojita, a to pomoci
Newtonovy-Leibnizovy véty (véta @ Prevazné stredoskolské ucebnice, ale i né-
které souhrnné publikace a videomateridly zac¢inaji vyklad integralu pravé touto
vétou, kterou pouZivaji jako definici uréitého (tzv. Newtonova) integrald™Y (vi-
deo [92] dokonce bez jakékoli predchozi motivace), nékteré dalsi pak uvadéji i de-
finici uréitého integralu pomoci hornich a dolnich souct{™>} ucebnice [16] pouze
zminuje existenci Riemannova a Lebesgueova integralu jako priklad silnéjsich in-
tegrélﬁ@ — na rozdil od Newtonova integralu dokaze totiz Riemanniv zinte-
grovat napt. i ,hodné nespojité“ funkce, jak uvidime v sekci [5.1} Zminme uz jen
pro zajimavost, ze v [I4] nalezneme ve vztahu k vypoctu Riemannova integralu
nasledujici poznamku: ,Pokud tedy dokazes udélat téch obdélnickti nekonecné
mnoho, tak ziskas presny vysledek a tim bude obsah S. Coz ti pak v praxi neu-
leh¢i zrovna moc prace.“ My ovSem presné timto zptsobem (tj. pfimo z definice)
spocitame velmi snadno Riemanntiv integral Thomaeovy funkce v podsekci [5.1.1]

Véta 6 (Newtonova-Leibnizova véta). Necht je dana funkce f takovd, Ze inte-
gral f;f(x)dm existuje a I je primitivni funkce k f. Potom je

V definici Riemannova integralu nalezneme napfi¢ materialy nejriznéjsi od-
chylky od nasi definice, napt. spolecnou limitu hornich a dolnich souc¢tit misto
suprema a inﬁma@ jeden soucet s vybérem hodnoty (namisto maxima ¢i mi-
nima) bud v bodé, kde je hodnota derivace rovna smérnici piimky spojujici
funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalii délen{'>®] nebo libovolnd™] s tim,
ze integral existuje, pokud existuje limita s normou déleni (a¢ tak neni nazy-
vana) jdouci k nule — [I§] tento vybér uvadi jako dalsi ekvivalentni moznost.

12017, [14), [16), (17, (18, 20, 21, 221 241 26}, [30, 33, 38, 42, 43] 85 [86], ]88, 89, 00 [O1]
121114, [40)
122(17, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 27, 291 130} 33}, 34} [36], 411, 43)
12336, 88, [89), [O1]
12416, 1341, [38], [40, [42,, 45, 85, 87, 02]

1251711, 141, ©0]

126 A¢koli toto neni tak tplné pravda — napiiklad existuji funkce integrovatelné newtonovsky,
ale ne riemannovsky nebo lebesgueovsky

12718, 26, 43

128[16]

129221 27, 136}, [43), [86], 89, 00, ©1]
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Ucebnice [17] uvadi i moznost aproximace obsahu pomoci lichobézniki (namisto
obdélniki). Text [29] pak povoluje pouze ekvidistantni déleni. Zajimavy pristup
zaujimé [87], kde se dozvime, ze v zépise [ f(z)dz mizeme f(z) chapat jako
vysku obdélnic¢ku, dx jako jeho Sitku a s pomoci integralu pak nasé¢itame vsechny
tyto obsahy (tj. ,,f(z)-dz“) pfes nekoneéné malé sitky obdélnicki.

Co se tyce pozadavkl na spojitost riemannovsky integrovatelné funkce; né-
které materidly vyslovné uvadi, ze tato funkce musi byt spojitélTiUL stejné tak
i [41], ale ten pripojuje poznamku, Ze integral lze zavést i pro nespojité funkce.
Jiné materialy vyslovné upozornuji, ze integrovana funkce nemusi byt spojita'@
a [17] naopak upozornuje, ze pokud funkce neni spojitd, nemusi integrél existovat
— funkce, které jsou nespojité na ,prilis velké“ mnoziné na to, aby meély Rie-
manniv integral, si ukdzeme v sekcich a na pocatku sekce [5.1] si pak
dokdzeme vétu [79] kterd ndm fekne, nakolik mize byt funkce nespojitd, aby jesté
méla Riemanntv integral.

130[33, ©1]
13126, 189]
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2. Teoreticka priprava

Jesté nez se pustime do prehledu rozliénych podivnych funkci, pripomenme
si zakladni teoretické vysledky. Tato prace neni ucebnici matematické analyzy,
takze neocekavame, ze by ¢tendr z nasledujicich stranek ziskal plné pochopeni
zminovanych obortt — tedy teorie metrickych prostorii, Lebesgueovy miry a teteé-
zovych zlomkt. Diavodem existence této kapitoly je spiSe shrnuti a ujasnéni znéni
definic a tvrzeni, které budeme v nasledujicich kapitolach potfebovat.

Zaroven si v této kapitole ukazeme teorii, ktera jsou nad ramec bézného uciva;
nejdulezitéjsi je Baireova kategorie a zejména pak véta 25| (na strané .

2.1 Shrnuti dilezitych vysledkti z matematické
analyzy

Ctenéf, ktery mé za sebou zakladn{ kurz matematické analyzy, jisté nasledujici
definice a véty znd. Radéji si je zde ale pro prehled uvedeme, protoze v dalsim
textu prace se na né budeme odkazovat.

2.1.1 Spojitost

V sekci [1.2] jsme si definovali spojitost funkce v bodé a nasledné na intervalu.
Pro pripomenuti, funkce f byla na intervalu I spojita, pokud

Veel)(Ve>0)(F0>0)(Vyel)(lz—yl<d = |f(x)— fly)| <e).
Nyni si pridame dalsi definice, které spojitost na intervalu rozsiruji.

Definice 15 (Stejnomérnd spojitost). Rekneme, Ze funkce f je na intervalu I
stejnomérné spojita, pokud

(Ve >0)(F0>0)(Veyel)(r -yl <d = [f(z) - fy)| <e).

Definice 16 (Absolutni spojitost). Rekneme, Ze funkce f je na intervalu (a,b)
absolutné spojita, pokud pro kazdé € > 0 existuje § takové, Ze pro kazdé n € N
a pro kazdou mnozinu intervali {ay,b1) , (as,b2) , ..., {an,b,), pro kterou plati

a<a <by<aa<b<...<a, <b, <D,
plati

i\ai —bi| <0 = Xn:!f(ai) — f(b)] <e.
i=1 i=1

Véta 7. Necht je funkce f spojita na omezeném uzavreném intervalu I. Potom
je na tomto intervalu stejnomeérne spojitd.
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2.1.2 Posloupnosti a rady funkci

Definice 17 (Bodova konvergence posloupnosti funkei). Necht {f,} —, je po-
sloupnost funkci definovangjch na intervalu I. Rekneme, Ze tato posloupnost na
intervalu I konverguje bodové k funkci f (zapisujeme f, — f), pokud

(Vz € I) (Ve > 0) (Ing € N) (Vn = no) (|fu(z) — f(2)] <) .

Definice 18 (Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei). Necht {f,} ., je
posloupnost funkei definovanych na intervalu I. Rekneme, Ze tato posloupnost na
intervalu I konverguje stejnomérné k funkci f (zapisujeme f, = f), pokud

(Ve > 0)(Ing € N) (Vn = ng) (Vo € I) (|fn(x) — f(x)] <e).

Pozndmka. Povsimnéme si, Ze vyrok v definici [18 mizeme ekvivalentné psat

(Ve > 0) (3o € N) (¥ > no) (leér; Fule) = F()] < ) |
neboli
lim sup | fu(x) — f(x)] = 0

n—oo xel

Definice 19 (Konvergence fad funkei). Necht {f,} —, je posloupnost funkei de-
finovangjch na intervalu I. Rekneme, e tada

ifn(x) (2.1)

na intervalu I konverguje, jestlize posloupnost castecnijch souctu konverguje na 1.
Rekneme, Ze tada (2.1]) na intervalu I konverguje stejnomérné, pokud posloup-
nost castecnych soucti konverguje stejnomeérne na I.

Véta 8 (Weierstrassovo kritérium pro konvergenci fad funkei). Necht {f,}.~, je
posloupnost funkci definovanych na intervalu I a existuje posloupnost kladnijch
cisel {An} - | takovd, Ze

(o) (Vn e N) (Vo e I) ([ful)] < An),
(b) >0, A, konverguge.

Potom tada »_, fa(z) konverguje stejnomérné.

n=1

Ve znéni nésledujici véty pouzivame pojmy ze sekce 2.2

Véta 9 (Moorova—Osgoodova véta). Necht je (P,0) metricky prostor, M C X,
a je hromadny bod mnoziny M. Necht jsou ddny funkce f,,.f : M — R. Pokud
plati

(a) fo= f na M,

(b) pro vsechna n € N existuje hmﬁg}(} fu(z) = A, €R,
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pak plati
tin (1 (o)) =ty (B, 1)

zeM reM

Véta 10. Necht {f,},—, je posloupnost spojitjch funkci definovanych na inter-
valu I. Pokud f, = [ (tedy konverguje stejnomeérné), pak f je také spojitd.

Véta 11. Necht {f,},—, je posloupnost spojitych funkci definovangch na inter-

valu I. Pokud f = Y0, fu(x) konverguje stejnomérné, pak je funkce f zadand
touto radou také spojita.
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2.2 Metrické prostory

Nez pristoupime k hlavnimu tématu této sekce, to jest k Baireove vété, pripo-
menme si nékteré zakladni pojmy a vysledky z teorie metrickych prostori, které
budeme pouzivat nejen pro dikaz Baireovy véty, ale i dale v této praci. Definice
a tvrzeni jsou prevzaty z [94], kde také ¢tendr muze najit prislusné dukazy.

Definice 20 (Metricky prostor). Necht P je mnozina. Funkci o : P x P — R
nazyvame metrika na P, jestliZe pro kazdé x,y,z € P plati ndasledujici podminky:

(i) olz.y) =

(it) o(zy) =0 < z =y,
(i) o(wy) = o(y,x),

(iv) o(zy) < o(x,2) + o(z.y).

Dwojici (P,0) nazgvdme metricky prostor.

Definice 21 (Prumér mnoziny). Necht (P,9) je metricky prostor a M C P.
Funkci

diam (M) = {Zup{g(w,y) Lwy € M} %i g

nazyvame pramer mnoziny M.

Definice 22 (Konvergence v metrickém prostoru). Necht (P,p) je metricky pro-
stor. Rekneme, Ze posloupnost {xn},2, bodi z P je konvergentni a konverguje
k bodu z € P, jestlize

lim o (z,,x) =0.

n—oo

Otevrené a uzaviené mnoziny

Definice 23 (Oteviend a uzaviena koule). Necht (P,o) je metricky prostor, v € P
ar>0. MnoZinu

B(x,r)={y € P:o(y.x) <r}

nazyvdme otevienou kouli se stredem x a polomerem r.
MnoZinu

K(zyr)={y € P:oyz) <r}

nazyvdme uzavienou kouli se stredem x a polomérem r.

Definice 24 (Oteviend a uzaviena mnozina). Necht (P,o) je metricky prostor.
Rekneme, Ze mnozZina M C P je oteviena, jestlize

(Ve e M) (Ir > 0)(B(z,r) CM).
Rekneme, Ze mnoZina je uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevrend mnoZina.

Pozndmka. Uvédomme si, ze v oteviené mnoziné M najdeme ke kazdému je-
jimu bodu x € M rovnéz uzavienou kouli obsazenou v této mnoziné — staci vzit
naptiklad poloviéni polomér prislusné oteviené koule.
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Tvrzeni 12. Necht (P,p) je metricky prostor.
1. Kazda otevrend koule B(xz,r) C P je otevrend mnozina.
2. Kazdd uzavrend koule K(x,r) C P je uzavrend mnoZina.

Tvrzeni 13. Necht X a'Y jsou otevrené mnoziny. Pak X NY je otevrend mno-
zZina.

Tvrzeni 14. Necht I je libovolnd indexova mnozina. Necht pro vsechna i € [
jsou mnoziny X; otevrené. Pak U;c; X; je otevrend mnoZina.

Definice 25 (Vnitini, vnéjsi, hrani¢ni, izolovany a hraniéni bod mnoziny). Necht
(P,0) je metrickyj prostor a M C P. Rekneme, Ze bod x € M je

e vnitinim bodem mnoziny M, pokud ezistuje r > 0 takové, Ze B(x,r) C M,
e vnéjsim bodem mnoziny M, pokud existuje r > 0 takové, Ze B(x,r) C P\ M,

e hrani¢nim bodem mnoZiny M, pokud pro kazZdé r > 0 je B(x,r) N M # ()
a B(x,r)N P\ M #10,

e izolovanym bodem mnoziny M, pokud existuje r >0 takové, Ze
M N B(z,r) = {z},

e hromadnym bodem mnozZiny M, pokud pro kazdé r >0 je mnoZina
M N B(z,r) nekonecnd.

Dadle oznacime
e M?° vnittek mnoziny M, tj. mnoZinu vsech jejich vnitrnich bodui,
e OM hranici mnoziny M, tj. mnozinu vsech jejich hranicnich bodui,
e M uzavér mnoziny M, tj. mnoZinu M U OM.

Tvrzeni 15. Mnozina M je uzaviend prdvé tehdy, kdyZ M = M.

Tvrzeni 16. Necht (P,p) je metricky prostor a M C P. Pokud pro libovolnou
konvergentni posloupnost {a,}.-, takovou, Ze a, € M plati nlggo a, =a € M,
pak je M uzavrend mnoZina.

Definice 26 (Spojité zobrazeni). Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory.
Rekneme, Ze zobrazeni f : P — Q je spojité v bodé z, € P, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) (Vz € P) (o(xg,x) <6 = o(f(xo),f(x)) <e).

Rekneme, Ze zobrazeni f : P — Q je spojité, pokud je spojité ve vsech bo-
dech x € P.

Tvrzeni 17. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory. Nasledujici vijroky jsou
ekvivalentni.

e Zobrazeni f : P — Q je spojité.

o Je-li M C Q oteviend, pak f~'(M) = {x € P| f(z) € M} je oteviend.
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Husté a ridké mnoziny

Definice 27 (Hustd a ¥idkd mnozina). Necht (P,0) je metricky prostor.
Rekneme, Ze mnozina M C P je husta v prostoru (P,o), jestlize

(Vz € P) (Vr > 0) (M N B(x,r) #0).
Rekneme, e mnozina M C P je ¥idk4 v prostoru (P,o), jestlz’z‘
() -0

Pozndmka. Je ziejmé, Ze je-li mnozina M Fidka, je i mnoZina M FidkA.
Poznamka. Neni tézké si rozmyslet, ze fidka mnozina nemuze byt husta a naopak
husta mnozina nemiize byt ridka.

Tvrzeni 18. Necht (P,p) je metricky prostor. Je-li mnoZina M tidkd, pak mno-
zina P\ M je hustd.

Tvrzeni 19. Necht (P,0) je metricky prostor. Je-li mnozZina M hustd a otevrend,
pak mnozina P\ M je ridkd.

Pozndmka. Obecné neplati, ze doplnkem husté mnoziny je fidkd — napf. mno-

zina Q je hustd v R a jeji doplnék, tedy I je rovnéz husta v R.

Tvrzeni 20. Necht (P,0) je metricky prostor. Je-li M C P uzavrend a neobsahuje
Zadnou otevrenou kouli, pak je ridkd.

Tvrzeni 21. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory a zobrazeni f : P — @
je spojité. Pokud je M C P hustd, pak je {f(z) € Q|x € M} hustd.
Uplné prostory

Definice 28 (Limita posloupnosti). Necht (P,0) je metricky prostor a {x,}, -, je
posloupnost bodi x,, € X. Jestlize existuje bod x € X takovy, Ze

lim o(z,,z) =0,

n—oo

rikame, Ze posloupnost {x,} , je konvergentni a bod x nazgvdme limita posloup-
nosti {x,} - .

Definice 29 (Cauchyovskd posloupnost). Necht (P,0) je metricks prostor. Rek-
neme, Ze posloupnost {x,}.., je cauchyovskd, jestliZe

(Ve > 0) (Fk € N) (Ym,n = k) (o(zm,xn) <€) .

Definice 30 (Uplny metricky prostor). Rekneme, Ze metricky prostor (X,d) je
tplny, pokud kazdd cauchyovskd posloupnost {x,} - (r, € X) je konvergentni.

Tvrzeni 22. Necht (P,0) je uplng metricky prostor a {A,},, je posloupnost ne-
prazdnijch uzavrengch mnozin v prostoru (P,o) takovych, Ze V¥n € N: A, .1 C A,
a lim, ,, diam (A,) = 0. Potom existuje prdavé jeden bod x € P takovy, Ze

{:17} =M1 Ay
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Obrazek 2.1: Nulta az pata iterace vzniku Cantorovy mnoziny.
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Obréazek 2.2: Nulta az pata iterace vzniku dopliku Cantorovy mnoziny.
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2.2.1 Cantorova mnozina

Uvedme si na tomto misté jeden zajimavy priklad — tzv. Cantorovu mnozinu.
Cantor ji definoval v poznamkéch na konci svého ¢lanku Fondements d’une théorie
générale des ensembled’] a to jako mnozinu bodii

C1 Co C C
T=grtgt gt
kde ¢, € {0,2} — jinymi slovy, jedna se o vSechny body intervalu (0,1), pro néz
existuje zapis v trojkové soustavé, ktery obsahuje pouze ¢islice 0 a 2 [95]. Snadno
bychom dokéazali, ze tato mnozina je nespocetna (napt. Cantorovou diagonalni
metodou, tedy stejné jako pro mnozinu redlnych ¢isel).

Cantor ve své dalsi praci [96] poznamenédva jednoduchy fakt, totiz Ze doplnék
této mnoziny tvori spocetné sjednoceni intervali (a,,b,), jejichz hraniéni body a,,
a b, muzeme spocitat nasledovneé:

+ ...,

(&1 Co C3 Ck—1 0 2 2 2
a":§+§+§+"'+3k71 +37+3k+1 +3k+2+3k+3+"'
c o cy k-1 1
:§+§+§+...+3k_1+3—k,, (2.2)
C1 Co C3 Cl—1 2
b=t oyttt gy T (2.3)
Jednoduchym vypoctem dostdvame posloupnost intervala {(a,.b,)} -, je-

jichz body tato posloupnost neobsahuje, avsak obsahuje jejich hrani¢ni body.

LY (L2) (L) (L) (22).. @
3’3/7\979/7\9'9/)\27'27/) '\27°27) '\27'27) '\27°27) """ '

Graficky si tento postup mizeme predstavit nasledovné. V nulté iteraci mame
mnozinu Sy = (0,1). V prvni iteraci odebereme z tohoto intervalu jeho prostfedni
tretinu, tj. interval (%,%), ¢imz dostaneme S; = <0,%> U <§,1>. Tento algoritmus
aplikujeme déle na kazdy z intervali, z nichz se skldadd mnozina S, tj. odebirdme
intervaly (é,%) a (g,%), tzn., ze mnozina Sy se sklada ze ¢tyr interval.

Takto pokracujeme dale — obecné se mnozina S,, sklada z 2™ intervali, mno-
zinu S, 41 vytvorime odebranim prostfedni tfetiny (otevieného intervalu) z kaz-

dého intervalu. Cantorovu mnozinu tedy definujeme nasledovné.

Definice 31 (Cantorova mnozina). Necht jsou pro vSechna n € Ny zkonstruoviny
mnoziny S, jako vyse. Potom definujeme Cantorovu mnozinu jako

S = ﬁ S, (2.5)

Snadno si rozmyslime, ze mnozina S je doplinkem ke sjednoceni vSech ode-
biranych intervali, tj. ¢lentt posloupnosti (2.4)) a intervalt (—00,0) a (1,00) [97].
Tuto mnozinu oznac¢ime

se= s, (2.6)
n=0

1Jif{ Vesely definuje ¥idkou mnozinu vlastnosti P\ M = P a uvedenou definici uvadi jako
lemma (Lemma 13.2.27). Pro nase potfeby vsak bude jednodussi definovat fidkou mnozinu
rovnou takto.

2Zsklady obecné teorie mnozin
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kde S¢ = P\ S, (a samoziejmé z De Morganovych pravidel je S¢ = P\ S).

Néznak postupného vzniku Cantorovy mnoziny S muzeme vidét na obrazku [2.1]

ndznak postupného vzniku dopliiku Cantorovy mnoziny S¢ pak na obrazku [2.2]
Nasledujici jednoduché tvrzeni ukazuje vlastnosti Cantorovy mnoziny.

Tvrzeni 23. Cantorova mnozZina S je uzavrend a 7idkd v R.

Diikaz. Mnoziny Sy jsou oteviené a S¢ = ;- S;. Podle tvrzeni [14]je tedy mno-

zina S¢ oteviena. Mnozina S je pak doplikem mnoziny S¢, tudiz je uzaviena.
Jednoduse nahlédneme, ze délka intervali, ze kterych se sklada mnozina S,

. 1 , v . o Y V.

je rovna 3, tedy pro n — oo se délky téchto intervali blizi nule. Mnozina S

tedy neobsahuje zadny nedegenerovany interval (tj. interval kladné délky). Podle

tvrzeni 20] je mnozina C' ridk4. O

Na zaver si jesté spocitejme Lebesgueovu miru Cantorovy mnoziny. Té se
budeme vénovat v sekei [2.3] takze potfebné definice a tvrzeni najde ¢tendf tam.

Tvrzeni 24. Mira Cantorovy mnoziny je nulovd.

Diikaz. Podle tvrzeni 27| je mira mnoziny (0,1) \ S rovna souctu délek odstrario-
vanych intervali S, tedy

e 1 1 & /2" 1
A ]_ — E 271—1 s/ = — - E () = — . 2 — 1_
Podle tvrzeni 2§ je tedy
A(S)=X2((0,1)) = A((0,1)\ S)=1—-1=0. ]

2.2.2 Baireova kategorie

Teorie Baireovy kategorie nabizi dalsi pohled na klasifikaci mnozin. Hlavné

vvvvv

pozdéji. Tato sekce byla zpracovana podle [95].

Definice 32 (Mnoziny 1. a 2. kategorie). Necht (P,0) je metricky prostor.
Mnozinu M nazveme mnozinou 1. kategorie v (P,p), jestlize existuji 1idké
mnoziny M, C P takové, Ze

M=J M,.

n=1

MnozZinu M nazveme mnoZinou 2. kategorie v (P,0), pokud neni mnoZinou
1. kategorie v (P,0).

S mnozinami 1. kategorie v iplném metrickém prostoru se pak poji nasledujici
véta.

Véta 25 (Baireova véta o kategoriich). Necht (P,0) je neprdzdny uplnyg metricky
prostor.

1. Jestlize U, C P (n € N) jsou husté oteviené mnoziny, pak ;> U, je hustd
mnozina.
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2. Mnozina P neni 1. kategorie v (P,0).

Dikaz. 1. Spocetngm sjednocenim hustych otevrenych mnoZin je hustd mnozina
Méjme libovolné x € P a r > 0. Ukazeme, ze

ﬁUﬂBwr (ﬂU)ﬂer)#@

Protoze U; je hustd, je Uy N B(x,r) neprazdna a protoze Uy i B(x,r) (podle
tvrzeni jsou oteviené, je podle tvrzeni mnoiina UyNB(z,r) oteviena. Podle
poznamky za definici 24 existuji z; € X a r € (0,r) takové, ze

K(zy,r1) CU; N B(x,r).

Posloupnosti {z,} ~, a {r,} -, budeme déle definovat induktivné. Pfedpo-
kladejme, ze mame definované ¢éleny x, a r,. Mnozina U, 1 N B(z,,r,) je ze
stejnych divodu jako v predchozim odstavci neprazdna oteviena, muzeme tedy
najit x,.1 € X ar, 1 € (O%) takové, ze

K(l‘n-l—larn—&—l) g Un+1 N B(ZEn,T’n).

Zkonstruovali jsme tedy posloupnost uzavienych mnozin K(x,,r,), které jsou
neprazdné, pro kazdé n € N je

K(xn—i-larn—i-l) g K(ajn;rn)

lim diam (K (x,,r,)) = 0.

n—oo

Podle tvrzeni [22| tedy existuje pravé jeden bod z’ takovy, Ze

{z'} = Fj K(xp,ry).

Tedy pro kazdé n € N je
$/ - K(Inyrn) g Un N B<I7T)7

Coz znamena, ze
'€ () (U,NB(z,r)) #0.
n=1

Protoze = a r byly zvoleny libovolné, dostavame, ze mnozina (> ; U,, je husta.

2. Mnozina P neni 1. kategorie v (P,0)

Chceme dokézat, ze mnozina P neni spocetnym sjednocenim fidkych mnozin.
Méjme tedy libovolnou posloupnost {M,,}~,, kde pro vSechna n € N je M, Fidka
mnozina. Z definice uzavéru mnoziny a De Morganovych pravidel vime, ze

s

GMng anp\ﬁ (P\M,).

n=1
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Vime, ze pro vSsechna n € N je M, tidkd mnozina. Podle poznamky za defi-
nici 27 je i M,, tidké. Podle tvrzeni [18|je pak P\ M, hustd mnozina a protoZe se
jednéa o doplnék uzaviené mnoziny, je i oteviena. Podle ¢asti 1 je specidlné

N (P\DL,) #0,

n=1
z ¢ehoz je ztejmé, ze
P\ () (P\M,) # P,
n=1

tedy

(e}

P\fi(P\Mn):U(P\P\Mn)zf_len;AP. O

Tuto vétu miizeme vyuzit pii existencnich ditkazech. Chceme-li totiz dokazat,
ze existuji funkce, které maji néjakou vlastnost ¢, mizeme postupovat tak, ze
najdeme vhodny uplny metricky prostor funkei (P,0) a dokdzeme, ze mnozina
funkci M, které danou vlastnost ¢ nemaji, je v tomto prostoru mnozinou 1. ka-
tegorie. Ze existuje funkce s danou vlastnosti ¢ pak fika nésledujici jednoduché
lemma.

Lemma 26. Necht (P,0) je neprazdny iplng metricky prostor a M je mnoZina
1. kategorie v (P,0). Pak
P\ M # 1.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze P\ M = (). To znamen4, ze P = M, a tedy
P je 1. kategorie v (P,p). To je ale spor s ¢asti 2 véty [25] O
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2.3 Lebesgueova mira

Dalsi dilezitou oblasti matematiky, jejiz vysledky budeme v nasi praci vyu-
zivat, je teorie miry, a to na mnoziné redlnych ¢isel. Nebudeme tedy jednotlivé
vysledky formulovat obecné, ale pouze pro mnozinu R. Definice a tvrzeni jsou
prevzaty z [99], kde je opét mozné nalézt i prislusné dukazy.

Definice 33 (Lebesgueova mira). Necht je dana libovolnd mnozZina A C R.

e Vnéjsi Lebesgueovu miru této mnozZiny definujeme jako

Ej (ai,b;) 2 A} :

i=1

o0

=1

e Rekneme, Ze mnoZina A je lebesgueovsky méfitelna, pokud pro kaZdy ome-
zeny interval I C R plati

N (1) =N (ANT) + X (I\ A).

o Je-li mnozina A méritelnd, definujeme jeji Lebesgueovu miru jako

A(A) = X" (A) .

Poznamka. Vsechny ,normalni“ mnoziny jsou méritelné, takze tuto vlastnost
nebudeme ovérovat. Specialné jsou meéritelné vsechny oteviené mnoziny, a vzhle-
dem k niZe uvedenym tvrzenim i jejich dopliiky (tj. uzaviené mnoziny) a spocetna
sjednoceni (tedy i priniky).

Pozndmka. Mira je zobecnénim délky — jedna se tedy o funkci, kterda mnoziné
pritazuje nezaporné c¢islo. Kromé Lebesgueovy miry existuji i jiné miry, ovsem
v této praci se jimi nebudeme zabyvat. Budeme-li tedy nékdy mluvit pouze o mife,
budeme tim vzdy myslet pravé Lebesgueovu miru.

Tvrzeni 27 (Mira sjednoceni). Necht I C N je libovolnd indexovd mnozina
a A; jsou meéritelné mnoZiny. Potom

A(UA,) <SS A(A).

el el

Pokud jsou navic A; po dvou disjunktni, pak plati
) (U AZ) YA (4.
iel iel

Tvrzeni 28 (Mira doplnku). Necht jsou A,B C R libovolné méritelné mnoziny
a plati A C B. Potom
AMB\A)=XA(B)—X(A).

Tvrzeni 29 (Monotonie miry). Necht jsou A,B C R libovolné mérirelné mnoziny
a plati A C B. Potom



2.3.1 Pojem skoro vsude

7 duvodn, které si osvétlime v sekci [2.6| nds v nékterych pripadech nebudou
zajimat mnoziny nulové miry (jakozto ,malé®). Pokud ma tedy funkce néjakou
vlastnost ve vSsech bodech svého definicniho oboru vyjma jeho podmnoziny s mi-
rou nula, fekneme, ze ma tuto vlastnost skoro vsude. Napriklad v podsekci [3.2.1
uvidime funkci, kterd méa nulovou derivaci skoro vsude, v podsekci pak
funkci, ktera ma nulovou derivaci skoro vsude, ale neni na zddném intervalu kon-
stantni — obé tyto funkce maji tuto vlastnost skoro vsude, ale ne vsude, coz jim
umoznuje nebyt konstantni na celém definicnim oboru.

Tvrzeni 30. Necht I C N je libovolnd indexovd mnozZina a A; jsou mnoZiny miry

nula. Potom
A (U Ai> =0.
icl

Priklad. Trivialné vidime piimo z definice, Ze mira jednobodové mnoziny je nu-
lova. Podle tvrzeni 30| ma tedy i libovolna spoc¢etnd mnozina miru nula. Napfti-
klad A (Q) = 0. Zaroven ale existuji nespoc¢etné mnoziny, které maji miru 0 (viz
napiiklad Cantorovu mnozinu v podsekei ).

Na zavér si pripomenme jesté jeden klasicky vysledek, ktery v této praci né-
kolikrat pouzijeme.

Véta 31 (Lebesgueova véta). Necht je funkce f monoténni na intervalu I. Potom
f md vlastni derivaci skoro vsude na intervalu I.
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2.4 Retézové zlomky

Ackoli se v nasi praci vénujeme matematické analyze, nevyhneme se alespon
zakladnim poznatkiim z teorie kolem fetézovych zlomki, které patii spise do
aritmetiky — Tetézové zlomky totiz vyuzijeme v podsekei v niz se budeme
vénovat Minkowského funkei. Definice a tvrzeni jsou prevzaty z [100], ovSem v této
praci uvadime pouze strucny vytah, ktery bude dulezity pro tuto praci.

Definice 34 (Retézové zlomky). Necht je ddno cislo x € R

e Konecny tetézovy zlomek cisla x je vyraz

N 1
r=a ,
0 L 1
a
' 1
ag +
- :
N 1
1
An—1 + -
kde a, # 0, ktery zapisujeme také jako x = [ag; ai,as, ... ,Gn_1,0y].
e Necht je ddno ¢islo x = [ag;ay, ... ak,...,a,). Cislo uy, = |ag;ay,. .. ax
nazveme k-tym konvergentem cisla x.
e Nekonecny tetézovy zlomek cisla x je vyraz
N 1
rT=a
° 1
aq + 1
as +
. :
N 1
1
ap +
4+ _

ktery zapisujeme také jako x = [ag; ay,ag, ... ay,...] a chdpeme jako limitu

konvergenti u,, = [ag; a1, ... a,].
Tvrzeni 32. 1. KaZdému raciondlnimu cislu odpovidd praveé jeden konecny

retezovy zlomek a kaZdému konecnému retézovému zlomku odpovidd prdve
jedno raciondlni cislo.

2. KazZdému iraciondlnimu cislu odpovidd prdave jeden nekonecny retézovy zlo-
mek a kazZdému nekonecnému retézovému zlomku odpovida prdave jedno ira-
cionalni cislo.

Diikaz. Toto tvrzeni plyne z fady tvah a vét uvedenych v [100], které jsou né-
sledné shrnuty do véty IV.6 (strana 165) a IV.45 (strana 184). O
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Priklad. Cislo 9 muzeme rozepsat do podoby fetézového zlomku

25 7 1 1 1 1
7 7 7 1
) 513

25
coz muzeme rovnéz zapsat jako 9= (2;1,3,2].

Tvrzeni 33. Necht je dano cislo x dané konecnym c¢i nekonecnym retézovym

zlomkem. Pro jeho konvergenty uy = [ag; ai,aq, ... a] = Z—: plati
Po = o, p1=aop-ar+1, prok = 2: pg=pg-1-a+ pPr-a2,
g =1, Q1 = a, prok =22 qx = qr-1 - ap + @2,

Diikaz. Vétu dokazeme pomoci matematické indukce. Nejdrive spoc¢itame prvni
tTi konvergenty, tj. uo = [ao], u1 = [ao; a1], vz = [ag; a1,as).

Qg
UO:T
1 ap - a 1
up—ag+ — = omtd
aq aq
+ +—2
Uy = @ =a _
2 0 1 0 4y + 1
a; + —
a2
ap-(ar-ay+1)+ay (ag-a1+1)-as+ag
CL1'CL2—|—1 al-ag—i—l

Déle predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro kK = n a dokazeme ho pro k = n+1.
Muzeme psét, Ze U, 1 = [ag; a1,a2, . . . ,Gp,Gpi1] = [ao; (1,02, . .. 0y + a:“ . Podle
indukcéniho predpokladu tedy

Dr—1 - (Gn + ) +pe-2  (Pr-1° Gn+Dr-2) +Peo1 p—

U L= An+1 o
n+1 — - 1
1 : L
Qr—1 * (an + an+1> + Qo (qr—1" @ + qe—2) + qe—1 P—
L1 Pk-@nt1+tPk—1
- Dk + Pr—1 an41 An41 Pk Gnpa + Dk—1 0
f— 1 — a Fqr_ -
QU+ Q1 o % Gk - Ong1 + Gr—1
Tvrzeni 34.
e Pro cislo x = [ag; ay,as, . .. ,a,] dané konecnym retézovym zlomkem plati
U < U < ... <T=Up, < ... <UuUz <Up.
e Pro ¢islo x = [ag; ay,as, .. .| dané nekonecnym retézovym zlomkem plati

Uy < Up < ...<x=limu, <...<uz<u.
n—o0
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Diikaz. Matematickou indukei dokazeme nasledujici dvé rovnosti, a sice pro k > 1
rovnost

Uk:_uk—lzlﬁ_pk1:< ) (2-7)
dk  4k-1 4k " gr—1
a pro k > 2 rovnost
_ L
uk_uk_2:@_pk 2:( ) k (28)

qr qr—2 qk - Qk—2 ‘

Z rovnosti (2.7) vyplyva, ze pokud je k sudé, je up — ux_1 < 0, tj. up < ug_;.
Pokud je k liché, je up, — up_1 > 0, tj. up > up_1. Tedy vSechny sudé konvergenty
jsou mensi nez vsechny liché konvergenty

Z rovnosti (2.8) vyplyva, ze pokud je k sudé, je up — ug_o > 0, tj. up > ug_o.
Pokud je k liché, je up — ug_o < 0, tj. up < up_o. ]

Poznamka. Z rovnosti (2.7) je také vidét korektnost definice nekonecného fetézo-
vého zlomku. Z tvrzenije ziejmé, ze lim ¢, = oo, tj. lim lug — ug—1| = 0.
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2.5 Enumerace racionalnich cisel

U rady funkci budeme potfebovat néjakym zptsobem seradit do posloupnosti
(tj. enumerovat) racionalni ¢isla z intervalu (0,1). Ze to jde, vime z faktu, ze
racionalni ¢isla jsou spocetnou mnozinou. Konkrétni priklad takového serazeni
nam pak davaji napriklad Fareyovy posloupnosti.

2.5.1 Fareyovy posloupnosti

Prvnim, kdo pracoval s tzv. Fareyovymi posloupnostmi, byl francouzsky ma-
tematik Charles Haros, ktery v roce 1802 dokézal vétu [T0I]. V roce 1816
zminuje tuto vétu anglicky geolog John Farey ve svém dopise Alexanderu Tillo-
chovi, a zada jej o diikaz. Ten dopis uverejnil ve svém casopise The Philosophical
Magazin(ﬂ pod nazvem On a courious Property of vulgar chtionsﬂ [102], kde
jej nasledné objevil francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy a vétu doka-
zal [107].

Definice 35 (Fareyovy posloupnosti). Fareyovy posloupnosti F,, jsou konecné
posloupnosti vzestupné serazenyjch raciondlnich cisel z intervalu (0,1) ve tvaru 3,
kde a, b jsou nesoudelnd a plati

0<ags<bsn.

Tedy napitklad F5 = |9,4,1,4,2,2.2 23 2 11 Postupny vznik Fareyovych po-

sloupnosti miizeme vidét na nésledujicim obrazku.

0 1
1 1
0 1 1
1 2 1
0 1 1 2 1
1 3 2 3 1
0 11 1 2 3 1
1 4 3 2 3 4 1
0 1112 1 3 2 34 1
1 54 3 5 2 5 3 45 1

Pozndmka. Kazdé racionalni ¢islo z intervalu (0,1) mizeme napsat ve tvaru =,

kde m, n jsou nesoudélnd. Je tedy zfejmé, Ze pro vsechna k > n bude ”* prvkem
posloupnosti F}.

Pro Fareyovy posloupnosti plati zajimava véta[35] Pro snazsi pouziti v dalsim
textu prace si ale nejdrive definujme tzv. mediant.

Definice 36 (Mediant). Necht jsou ddna dvé raciondlni cisla § a § (zlomky jsou
v zdkladnim tvaru). Jejich mediant definujeme jako

a—+c

b+d

3Filozoficky ¢asopis
20 zvlastni vlastnosti zlomka
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a; as a

Véta 35. Necht jsou cisla b—l, bﬁ’ bj tri po sobe jdouci prvky néjaké Fareyovy
1 b2 03
posloupnosti. Pak plati

a2 a + az

E by + b3
Diikaz. Dikaz nalezneme v [I01], kapitola III, véta 29 (strana 23 a déle). ]

Kazdy ¢len libovolné Fareyovy posloupnosti (kromé 0 a 1) je tedy mediantem
dvou vedlejsich hodnot. Postupné ptibyvani ¢leni do Fareyovych posloupnosti
tedy muzeme zaznamenat v néasledujicim grafu.

0
1

==

N [—

L=

/ 2 \

SIS

Cteme-li tento strom po Fadcich, dostdvame posloupnost {g;}:2, vSech racio-
nélnich ¢isel z intervalu (0,1), tj.

(2.9)
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2.6 Poznamka o ,malych“ mnozinach

V této praci bude Te¢ predevsim o nekoneénych mnozinach — i ty ale mizeme
rozliSovat na ,malé“ a ,velké“. Ctenaf jisté vi, ze raciondlni &sla, ¢i dokonce
algebraicka ¢isla (kofeny polynomialnich rovnic s celo¢iselnymi koeficienty), tvoii
spocetnou mnozinu, zatimco realnd c¢isla jsou nespocetnd, tj. jejich mohutnost je
vétsi. Z toho mimo jiné vime, ze kromé algebraickych ¢isel existuji i jind redlnéa
¢isla (tzv. transcendentni ¢isla), a to aniz bychom néjaké takové ¢islo zkonstruo-
vali.

Podobny princip mizeme aplikovat dale. Vzpomenme si, ze v lemmatu
(na strané jsme dokazali, ze uplny metricky prostor obsahuje kromé mno-
v uplném metrickém prostoru mnozinou 1. kategorie, vime, Ze tento prostor ob-
sahuje kromé prvkil této mnoziny i néjaké dalsi prvky, a to — stejné jako u ¢isel
transcendentnich — aniz bychom néjaky takovy prvek zkonstruovali. Toho vyu-
zijeme v sekcich a [4.4] abychom dokazali, Ze existuji funkce uréitych typt.

Podobné je tomu s mnozinami nulové Lebesgueovy miry. Ma-li mnozina A
kladnou miru a mnozina B C A nulovou miru, vime podle tvrzeni[2§|(na strané[44))
ze mira mnoziny A\ B je kladnd, tedy ziejmé A\ B # ). Z toho je mimo jiné
vidét, ze plati-li néjaka vlastnost skoro wsude, pak jisté plati alespon v jednom

bodé.

Spocetné mnoziny, mnoziny prvni kategorie a mnoziny nulové miry maji jesté
jednu zajimavou spole¢nou vlastnost. Vezméme napriklad spocetné mnoho mno-
zin M, C X, které jsou spocetné, zatimco X je nespocetna. Pak je zfejmé, Ze
i M = U2, M, je spocetnd. Pokud tedy sjednotime spocetné mnoho spocetnych
mnozin, vyslednd mnozina stale nevyplni celou nespoc¢etnou nadmnozinu.

Z definice mnoziny 1. kategorie je zfejmé, ze vezmeme-li spocetné mnoho mno-
zin M,, C X, které jsou mnozinami 1. kategorie, zatimco (X,0) je uplny metricky
prostor, jei M = U;2; M, mnozinou 1. kategorie, tedy mnozina M nevyplni celou
mnozinu X (podle Baireovy véty). Stejné je tomu s mnozinami nulové miry —
vezmeme-li spoc¢etné mnoho mnozin M, C X, které maji nulovou miru, zatimco
X m4 kladnou miru, podle tvrzeni [30] vime, ze i M = (2, M,, ma nulovou miru,
a tedy nevyplni mnozinu kladné miry.

Tuto vlastnost maji v iplném metrickém prostoru i ridké mnoziny — spocet-
nym sjednocenim je totiz mnozina 1. kategorie (zaroven je ziejmé, ze kazda ridka
mnozina je rovnéz mnozinou 1. kategorie). Ta ovSsem nemusi byt ridka. Jako pri-
klad vezméme mnozinu raciondlnich cisel, kterou, jak vime, muzeme seradit do
posloupnosti {g;};-; definujme tedy jednobodové mnoziny {g;} — ty jsou jist¢
ridké, ale U2, {¢;} = Q, tedy jde o hustou mnozinuf]

O mnozinach, které jsou spocetné, 1. kategorie, nulové miry nebo ridké, tedy
rekneme, ze jsou ,,malé“, o mnozinach nespocetnych, rezidualnich, plné miry nebo
hustych pak rekneme, ze jsou ,velké“. Uvédomme si ale, ze dand mnozina muze
byt ,mald“ z jednoho hlediska a ,velkd“ z jiného hlediska. Napiiklad Cantorova
mnozina je sice fidka (tedy i 1. kategorie) a ma nulovou miru, ale je nespocetna.

5Naopak tuto vlastnost nemaji napf. oteviené mnoziny. Spoéetnym sjednocenim otevienych
mnozin je sice oteviena mnozina (podle tvrzeni[14), ale napt. |, (—n,n) = R.
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3. Podivnosti se spojitosti

V této casti prace se podivame na funkce, jejichz podivnost tkvi v jejich spoji-
tosti, pripadné nespojitosti. Konkrétné se zde budeme vénovat zejména Dirichle-
tové a Cantorové funkci a jejich modifikacim, které z uz tak podivnych funkeci
délaji funkce jesté o néco podivnéjsi.

3.1 Funkce spojité na konkrétni mnoziné

V podsekei jsme vidéli, ze vétsina funkci, s nimiz se zaci setkévaji, jsou
spojité ve vsech bodech vyjma konkrétnich bodi. V této funkci budeme zkoumat
funkce s presné opacnou vlastnosti, tj. nespojité ve vsech bodech vyjma konkrét-
nich bodi.

Do této sekce by bylo mozné zaradit i Thomaeovu funkci, ktera je spojita prave
ve vSech iracionalnich bodech. Ta m& vsak i dalsi zajimavé vlastnosti, takze se
s ni seznamime az v kapitole o integralech, konkrétné v podsekci [5.1.1]

3.1.1 Dirichletova funkce (1829)

Jak jsme vidéli v podsekci byva Dirichletova funkce ¢astym prikladem
podivné funkce v mnohych vysokoskolskych i nékterych stredoskolskych ucebni-
cich. Néznak jejiho grafu muzeme vidét na obrazku [3.1} Pro pripomenuti uvedme
jejl definici, s niz budeme pracovat.

Definice 37 (Dirichletova funkce). Pro x € R definujeme funkci ¢ predpisem

6(x) = {1’ red

0, zel

Tuto funkci poprvé zminil Lejeune Dirichlet v roce 1829, kdy na konci élanku
Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent a représenter une
fonction arbitraire entre des limites donnéeq| [103] (v anglickém prekladu [104]),
v némz se vénuje konvergenci fad komplexnich goniometrickych funkci, pozna-
menava moznost definovani funkce takové, Ze pro racionalni body méa hodnotu
néjaké konstanty, kdezto pro iraciondlni body ma hodnotu odlisné konstanty. Ne-
pouziva tedy ptimo hodnoty 1 a 0, nebylo by ale obtizné modifikovat nasledujici
vysledky pro jakékoli jiné dvé hodnoty.

To, ze se Dirichletova funkce objevuje v ¢lanku, ktery se vénuje posloupnostem
goniometrickych funkei, neni ndhoda. V podsekei [I.1.3] jsme vidéli, ze fada vyu-
kovych materialti uvadi jako hlavni (¢i dokonce jediny) zpisob, jak zadat funkei,
néjaky jeji predpis pomoci vzorce — takovy predpis pro Dirichletovu funkci také
existuje (napft. [109]), zda je vsak takovéto zadani vyhodnéjsi nez pavodni defi-
nice, ponechavame na ¢tenari.

Véta 36. Dirichletovu funkci ¢ lze zapsat ve tvaru

_ . . n '
¢ (x) = lim lim cos™ (mlmz).

1O konvergenci goniometrickych fad, které slouzi k reprezentaci libovolné funkce mezi da-
nymi limity.
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Obrazek 3.1: Dirichletova funkce
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Dikaz. Je-li ve funkci
gm (x) = cos (m!mx)

¢islo mlx celé, pak je g, (r) = £1, v ostatnich pripadech je —1 < x < 1.
Funkce
fm () = Jim. cos®™ (m!nz)

ma hodnotu 1, je-li mlx € Z (protoze funkei g, (x) umocnujeme na sudy expo-
nent), a hodnotu 0, je-li mlz ¢ Z.

Pro x € Z je jisté mlx € Z, a tedy f,, (z) = 1. Obecné pro x = e
najdeme vzdy takové mg, ze pro vSechna m > mg je m! délitelné ¢islem ¢ (staci
vzit mg = q), tedy mlz = m!%7 € Z.

Je-li x € I, nelze x napsat jako podil dvou celych ¢isel, coz znamena, Ze pro
zadné m neni m!x celé ¢islo.

Tedy
1, zeQ,

0, z€l,

lim f, (z) = {
0

Zpusob, jakym tyto funkce konverguji k Dirichlerové funkci, je naznacen na
obrazku 3.2

Dirichletova funkce ma pro nés tu zajimavou vlastnost, ze neni v zadném bodé
spojita. Toto tvrzeni plyne z faktu, ze Q i I jsou mnoziny husté v R — pri dikazu
nespojitosti pfimo z definice [2] sta¢i zvolit e < 1.

Dalsi zajimavou vlastnosti Dirichletovy funkce je to, Ze neni riemannovsky
integrovatelnd (ocividné [ ¢ (z)dz = 0, ale [} ¢ (x)dz = 1, tedy Riemanniv in-
tegral podle definice .V sekei si ukdzeme modifikaci Dirichletovy funkce,

kterda ma Riemanniv integral, ackoli je nespojita ve vSech racionalnich ¢islech.

Modifikace Dirichletovy funkce

Nejznaméjsim prikladem modifikované Dirichletovy funkce, ktery jsme vidéli
uz v podsekci [1.2.2] je funkce spojita pravé v jednom bodé:

5 T€Q, (3.1)
0, zel

Naznak grafu funkce ¢, mizeme vidét na obrazku vlevo nahote. Tato
funkce je, jak snadno ovérime, spojita pouze v bodé 0.

Limita v nule je pro obé funkce (z a 0) rovna nule, budeme-li se tedy k nule
blizit libovolnym zpiisobem, vzdy budeme konvergovat k hodnoté 0.

V ostatnich bodech se k danému bodu x mutzeme blizit bud posloupnosti
racionalnich ¢isel, tj. limita je x nebo posloupnosti iraciondlnich ¢isel, tj. limita
je 0 — tim dokazeme nespojitost v tomto daném bodé.
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Obrazek 3.3: Modifikace Dirichletovy funkce.
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Obdobné muzeme sestrojit funkci, kterd je v bodé 0 (a pouze v ném) nejen
spojitd, ale ma v ném i derivaci:

2%, 1 €qQ,
0, xe€l

Néznak grafu funkce ¢, mizeme vidét na obrazku [3.3] vpravo nahote. Dukaz
zminéné vlastnosti 1ze provést podobné jednoduse jako u funkce ¢ .

Obecné miuzeme sestrojit funkci spojitou pouze na dané konecéné mnoziné M.
Staci sestavit polynom P, jehoz kofeny jsou pravé body mnoziny M a vynasobit
jim funkci ¢:

P(zx), z€Q,
0, r el

¢3(I)=P(f€)-¢($)={

Chceme-li, aby byla funkce v bodech mnoziny M i diferencovatelna, staci
umocnit polynom P (z) na druhou:

P(z)*, z€Q,
0, rxel

Grafy funkef ¢5 a ¢,, kde M = {~1;0;3}, tj. P(2) = (@ +1) -2 (z - 3),
muZzeme vidét na obrazku v prostfednim rddku vlevo a vpravo.

Podobné funkce spojité na riznych zajimavych mnozinach jisté ¢tenar sestavi
sam. Za vSechny uvadime jesté napriklad funkci

sin (mx), x€Q,
0, rel

05 () = sin (r2) - ¢ (x) = {
resp.

¢ () = sin® (7z) - ¢ (x) =

sin? (mz), = €Q,
07 T e ]L

které jsou spojité (a funkce ¢4 i diferencovatelnd) pravé ve vsech celych éislech.
Néznaky jejich grafi muzeme opét vidét na obrazku [3.3] vlevo a vpravo dole.
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3.1.2 Funkce spojita pravé v racionalnich bodech

Poté, co jsme v minulé sekci vidéli funkei spojitou praveé ve vsech celych ¢islech
(a uvédomime-li si, ze mnoziny Z a Q maji stejny pocet prvki), bychom mohli
chtit zkonstruovat funkci, kterd je spojita pravé ve vsech racionalnich ¢islech.

Tyto myslenky by pak mohly zesilit zvlasté ve chvili, kdy v sekci uvidime
Thomaeovu funkei, kterd je spojita pravé ve vSech iracionalnich bodech (a tedy
nespojitd ve vsech raciondlnich bodech). Ukazeme si ale, Ze pravé existence této
funkce znemoznuje existenci funkce spojité pravé ve vsSech raciondlnich bodech
(tj. nespojité v iracionalnich bodech).

Italsky matematik Vito Volterra totiz dokazal v roce 1881 nasledujici vétu [106].

Véta 37. Neezistuji dvé funkce f, g definované na intervalu (a,b) a spojité na
mnoziné husté v tomto intervalu takové, Ze body, v nichz je f spojitd, jsou body,
v nichZ je g nespojitd, a naopak.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje dvojice funkei f a g s uvedenymi
vlastnostmi. Oznac¢me

Cr=A{z € (ab)| f je spojitd v x},
Cy = {2z € (a,b) | g je spojita v =} .

Podle pfedpokladu véty je Cy U Cy = (a,b) a Cy N Cy = 0.

Vezméme néjaky bod zy € Cf a ¢islo oy = 1. Protoze funkce f je v xg
spojitd, mame néjaké § > 0 takové, Ze pro vSechna x € (zg — 0,29+ ) C (a,b)
je |f(xz) = f(zo)] < 3. MuizZeme tedy mnajit body ag, by takové, ze
{(agp,bo) C (xg — 4,20 + 9) a pro jakdkoli x,y € (ag,b) je

1 1

[f (@) = F W< [f (@) = fo)| +[f (w0) = fly)l <5 +5=1=a

Protoze g je spojita na husté mnozing, existuje bod z{, € (ao,bo), ve kterém je
funkce g spojita. Muzeme tedy aplikovat stejny argument jako vyse, tedy existuje
interval (ag,by) C (ao,bo), Ze pro jakdkoli x,y € (ag,bo) je

l9(z) —g(y)| <1=a
Dohromady tedy plati, ze pro vSechna x,y € (ay,bp) je

|f(z) = f ()] < au,
lg(z) —g )| < .
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Tento postup muzeme opakovat pro oy = %,

dostavame posloupnost do sebe vnorenych uzavienych intervali

g = %, obecné pro o, = % Tim

(a,b) D {ag,bp) D (ay,b1) D {ag,by) D ... D (ap,bi) D+, (3.2)
pricemz pro vsechna x,y € (a,,b)) je

|f(z) = f ()] < an, (3.3)
lg (x) — g (y)] < an. (3.4)

Ale protoze (3.2)) je posloupnost do sebe vnofenych uzavienych omezenych

intervali, je
o)

() (a.b) # 0.

n=0

Existuje tedy alespon jeden bod A lezici ve vSech intervalech (a/,,0,), ve kterém

nn

jsou funkce f i g spojité (coz plyne z nerovnosti (3.3) a (3.4), tzn., ze A € C;
a soucasné A € C,, a tedy CyNC, # 0 — coz je spor s nasim predpokladem,

ieC’fﬂCg:ﬂ O

Duisledek. Protoze existuje Thomaeova funkce, kterd je spojitda pravé ve vsech
iraciondlnich bodech (tedy na husté mnoziné), nemuze existovat funkce, ktera by
byla spojita pravé ve vsech raciondlnich bodech (tedy by musela byt spojitd na
husté mnozing).

Poznamka. Uvédomme si, ze véta neni v rozporu naptiklad s existenci dvojice
funkef sgn (z) a funkce ¢, (definovdna rovnosti (3.1))) — funkce ¢, totiz nenf
spojitd na husté mnoziné a tato dvojice tedy nesplnuje predpoklad véty.
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3.2 Funkce spojité, ale ne absolutné spojité

V podsekei [2.1.1] jsme si definovali absolutni spojitost (definice [16). Ve vyuko-
vych materidlech tento typ spojitosti nenalezneme, povazujeme ale za zajimavé
tento typ funkei do nasi prace zaradit, a to i pro jejich jiné zajimavé vlastnosti.

3.2.1 Cantorova funkce (1883)

Ve vytahu z dopisu z 15. listopadu 1883, jehoz autorem je Georg Cantor a ktery
pozdéji vysel pod nazvem De la puissance des ensembles parfaits de poz’nt&ﬂ na-
lezneme nésledujici vahu [96].

Méjme néjakou dokonalou (tj. uzavienou a bez izolovanych bodu) fidkou mno-
zinu S — viz definice 24] 25 a 27} Dale uvazujme posloupnost navzajem disjunkt-

nich intervalu
{(an,bn) 1oy (3.5)

takovych, ze zadny vnitini bod téchto intervalti neni bodem S, ale jejich krajni
body a,, a b, ano; dale maji byt intervaly (a,,,b,) sefazeny sestupné podle své délky
(tj. délka (n + 1)-tého intervalu je mensi nebo rovna délce n-tého intervalu), a pro
libovolnou dvojici intervala (a;,b;), (a;,b;), kde b; < a;, obsahuje interval (b;,a;)
nekoneéné mnoho dalsich intervalt (a,,by,).

7 predlozené abstraktni definice si jen tézko udélame predstavu o podobé tako-
véto mnoziny. Vezméme tedy konkrétni priklad a nadale budeme pracovat s nim.
Nasim prikladem takovéto mnoziny S tedy bude Cantorova mnozina, kterou jsme
si ukédzali v sekci (viz definici [31]). Pro tuto mnozinu mame zkonstruovanou
posloupnost , kterd tuto mnozinu definuje (sjednoceni vsech jejich clenu je
doplnék Cantorovy mnoziny, tedy mnozina S¢) a spliuje pozadované vlastnosti;
rovnéz jsme ukazali, ze tato mnozina je uzaviena a ridka. Neni tézké si rozmyslet
posledni pozadovanou vlastnost, tedy absenci izolovanych bod.

Mame tedy mnozinu S. Vratme se nyni zpét ke Cantorové tvaze [96]. Mé&jme
néjakou spocetnou hustou mnozinu ¢ C (0,1), jejiz prvky sefadime do posloup-

nosti
{entnes (3.6)

takové, ze pokud pro ¢leny posloupnosti intervalt (3.5)) plati a; < a; (a tedy
ib; < bj), je i i < @;.
Posloupnost ([3.6) muzeme vytvorit napriklad takto: Zaéneme s dvojici bodu 0

T o v - 041 1 v, 1 /

a 1. Vezmeme jejich pramér, tj. == = 5 a polloznnle o1 = 5. Déle vezmeme
. . , o v v 1 s o 0+§1 §+1_3 v/ 1

aritmeticky primér z téchto délicich bodt, tj. %7 a 25— = 5 a polozime p, = ;

a pg = %. Podobné pokrac¢ujeme dale a dostaneme tedy celkem posloupnost

1131357

{Spn}zoﬂ = 57 Za Za §7 ga ga ga B
Nyni muzeme Cantorovu funkei definovat pro vsechny body intervali (a,,b,),
a to tak, Ze vSem bodum z intervalu (a,,b,) prifadime funkéni hodnotu ¢,,. Bu-
deme-li tedy zvysovat ¢islo n, budeme mit Cantorovu funkei definovanou pro stéle
vice a vice bodiu, jak muzeme vidét na obrazku (v jedné iteraci pridavame
vzdy vSechny intervaly (a,,b,) se stejnou délkou).

20 mohutnosti dokonalych mnozin bodl
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Obrazek 3.4: Cantorova funkce.
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Obréazek 3.5: Prvnich Sest iteraci vzniku Cantorovy funkce (pouze pro inter-
valy (an,bn)).

61



Grafy téchto postupnych iteraci doplnime o spojnice krajnich bodt sousednich
vodorovnych tsecek (a bodu [0,0] a [1,1]) a dostaneme grafy funkci, které si
ozna¢ime ¢ (v k-té iteraci priddvame definici pro vsechny intervaly délky 3%)
Tyto grafy muzeme vidét na obrazku [3.6] Nyni uz mtuzeme definovat Cantorovu
funkci.

Definice 38 (Cantorova funkce). Pro x € (0,1) definujeme funkci 1 predpisem
Y (x) = kh_)rgo k().

Cantorova funkce je tedy definovana jako bodova limita (graf jeji funkce mu-
zeme videét na obrazku 3.4)). Korektnost této definice bude dokazana nésledujicim
tvrzenim.

Tvrzeni 38. Posloupnost {cy},., konverguje stejnomérné na intervalu (0,1)

k funkci .

Diikaz. Necht je dano ¢ > 0. Najdu ng € N tak velké, ze 2%0 < e. Pro jaka
m,n = ng jsou si funkee ¢,,, ¢, a ¢,, rovny na vsech intervalech (a;,b;), pro néz je
bi — a; 2 3%0.

Protoze hodnoty c,, na dvou sousednich z téchto intervalt se lisi pfesné o 2%0,
je zfejmé z konstrukee funkef ¢y, Ze 0o (Cm,cn) < 515 <€. Tedy {cx}re; je cauchy-
ovska v supremové metrice, z zehoz plyne, ze konverguje ke své bodové limité 1.

Protoze je ale prostor (C ((0,1)),0) Gplny, konverguje posloupnost {cx},-,
stejnomérné, a to ke své bodové limité . ]

Vlastnosti Cantorovy funkce

Cantorova funkce mé fadu zajimavych vlastnosti [I07]. Uvedme alespori né-
kolik, které jsou pro nas nejzajimavéjsi.

Tvrzeni 39. Funkce v je neklesajici, nabyva minima 0 v bodé 0, mazxima 1
v bodé 1 a je konstantni na intervalech (an,by,).

Diikaz. Ze je funkce ¥ neklesajici je zfejmé — jednd se totiz o limitu neklesajicich
funkci. Z toho je také ztejmé, ze funkce nabyva minima 0 v bodé 0 a maxima 1
v bodé 1 — pro vSechna k € N je totiz ¢,(0) = 0 a ¢, (1) = 1.

Zbyvéa dokazat konstantnost na intervalech (a,,b,). Pro kazdé n € N exis-
tuje ko € N takové, ze funkce ¢, je na (an,b,). Pro tyto body se v dalsich iteracich
(tj. pro k < ko) hodnota funkce ¢, nemeéni, tedy

Y (x) = kh_}m k() = Cgy- O

Hlavni vlastnosti, kviili které zde Cantorovu funkci uvadime, je skutec¢nost, ze
je sice spojita, ale neni absolutné spojita.

Véta 40. Funkce ¢ je ve vsech bodech intervalu (0,1) spojitd.
Diikaz. Tato véta plyne z tvrzeni 38 a véty O

Véta 41. Funkce ¢ neni na intervalu (0,1) absolutné spojitd.
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Obréazek 3.6: Prvnich Sest iteraci vzniku Cantorovy funkce (pro cely inter-
val (0,1)).
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Diikaz. Potirebujeme dokazat, ze existuje € > 0 takové, ze pro vSechna § > 0
existuje mnozina interval

<O‘1751> ’ <a2762> Yty <O‘mﬁn> ’

kde
0oy <hiC<ar<f<...<ao, < B, < 1,

takova, ze > 4 (B — a;) < 0 a soucasné Y1, |v (6;) — ¥ (ay)| > €.
Zvolime € = 1. Z definice Cantorovy funkce je zrejmé, ze funkce 1 roste na

intervalech, které jsou soucasti nékteré z mnozin S,, a to vzdy o 2% Téchto
intervaltl je v 5, celkem 2", funkce tedy vyroste na téchto intervalech celkem
o2n. L =1.

27’1/

Konkrétn{ pifklad: MnoZina S; se sklddd z intervali <o,§> a <§1> Na prvnfm
z nich vyroste funkce ¥ z 0 do %, na druhém od % do 1, celkem tedy naroste o 1
(jednoduse Feceno: vynechali jsme konstantni tsek).

Délka jednoho intervalu v mnoziné S, je 3% a pocet intervalu je 2". Celkova
délka viech intervalit v mnoziné S, je (2)".

Pro dané ¢§ tedy staci vzit n € N tak velké, ze plati nerovnost (%)n <0

a mnozinu intervali mnoziny S,, — na téchto intervalech pak funkce i) naroste
ol>e=1. O

Véta 42. Funkce v md nulovou derivaci skoro vsude na intervalu (0,1) k funkeip.

Diikaz. Funkce je konstantni (a tedy mé nulovou derivaci) ve vsech bodech mno-
ziny (0,1) \ S, tedy vSude, az na mnozinu S — coz je podle tvrzeni [24) mnozina
miry nula. [

Modifikace Cantorovy funkce

Jinym zpusobem, jak zadat Cantorovu funkci, je pomoci rozvoju ¢isel v troj-
kové soustavé. Tento zpusob uvadi Cantor ve svém ¢lanku [96], a to pro piipad,
kdy je funkce zkonstruovana pravé pro posloupnosti {(a,,b,)}oo, a {on}o |, které
jsme pouzili my vyse.

Definice 39 (Cantorova funkce, pomoci rozvoji). Vyjddrime kazdé x € S (S je
Cantorova mnoZzina) radou

1 Co C3 Ck
ZEZg‘i‘?"‘?—F...—Fﬁ—F..., (37)

kde ¢, € {0;2}.
Pro body x € S definujme funkci 1 v intervalu (0,1) ndsledujicim predpisem

di dy ds dy,
1/1(:1:)2;—1—?4—?—1—...—1-?—1—...,
kde
dp=% {0 *=0
2 1 CkZQ

Pro ostatni body, tj. pro body x libovolného intervalu (an,b,) definujeme
¥ (an) =1 () =9 (bn) - (3-8)
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Obrézek 3.7: Cantorova funkce pro rizné ciselné soustavy.
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Obrézek 3.8: Modifikace Cantorovy funkce pro posloupnost {¢,} - vytvofenou
pomoci mediant.
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Tedy kazdé ¢islo mnoziny S napiSeme ve trojkové soustavé, kazdou ¢islici 2
v ternarnim rozvoji zménime na cislici 1 a vysledek interpretujeme jako ¢islo ve
dvojkové soustave.

Tuto definici mizeme zobecnit [108]. Méjme néjaké prirozené ¢islo a > 2.
Nyni mtizeme ¢islo o — 1 zapsat jako soucin dvou prirozenych ¢isel:

a—1l=q-(8-1),

kde ¢ > 2 a § > 2. Ne pro vsechny dvojice Cisel a a f lze tedy tuto mnozinu
definovat. Mnozinu S nyni tvori ¢isla z intervalu (0,1), ktera lze zapsat v soustavé
o zakladu « a jejiz rozvoj obsahuje pouze Cislice, které jsou celoc¢iselnymi nasobky
c¢isla q.

Funkei 9, 5 definujeme tak, Ze vSechny cislice rozvoje ¢isla x € S vydélime
¢islem ¢ a vysledek interpretujeme jako cislo v soustaveé o zakladu 5. Na interva-
lech mimo mnozinu S je funkce opét konstantni a jeji hodnota je rovna funkéni
hodnoté v krajnich bodech intervalu.

Snadno nahlédneme, ze

U (x) =3 ().

Graf funkci pro rizné zajimavé hodnoty parametri o a f muzeme vidét na

obrazku

Dé se dokazat [108], Ze funkce 1), 5 ma vlastnosti uvedené u funkce 1. Diikazy
jsou myslenkové obdobné jako ty, které jsme uvedli, pouze obecnéjsi.

Dalsi zajimavd modifikace souvisi s volbou posloupnosti {¢,} - . Muzeme
naptiklad generovat jeji ¢leny ne pomoci aritmetickych praimért, ale pomoci
tzv. mediantu (definice [36{na strané. Zacneme boc(l)zlg a % Prvni ¢len posloup-

nosti, o1, definujeme jako jejich mediant, tj. 1 = 737 = % Déle pokracujeme

podobné jako u tvorby posloupnosti (3.2.1)) a dostavame
foal® [1 121233 }
9071 n=1 "~ 2737374)575747"‘ .

Mnozina ¢ = {¢,|n € N} je pak mnozina Q, kterd je samoziejmé spocetna
a husta.
Graf funkce ¥ muzeme vidét na obrazku [3.8|
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4. Podivnosti s derivaci

Nejrozsahlejsi cast této prace je vénovana funkcim, jejichz podivnost néjakym
zpusobem souvisi s derivaci. Stézejnim tématem jsou funkce spojité, které nemaji
v zaddném bodé vlastni derivaci — tato Cast rozebird podrobné tii funkce (Bol-
zanovu, Weierstrassovu a Petrovu), které predstavuji zékladni ¢i jinak zajimavé
postupy, jak vytvorit takovéto funkce a dokazat jejich vlastnosti. Poté uvadime
prehled dalsich funkci tohoto druhu.

Nasleduji funkce, jejichz derivace je nulova na ,velké“ mnoziné, ale tyto funkce
presto nejsou konstantni (dokonce jsou ostre rostouci). Druha z nich, Pompeiova
funkce, je pak zakladem dilkazu existence tzv. kopckeovskych funkei, tj. funkei,
které maji ve vsech bodech derivaci, ale nejsou na zadném intervalu monoténni.

4.1 Spojité funkce s nespojitou derivaci

O tom, ze derivace muze byt nespojita, se vétsina vyukovych materidlti nezmi-
nuje, povazujeme proto za zajimavé alespon strucné existenci takovychto funkci
pfipomenout. Navic ndm pak budou myslenky z této sekce uzitecné v sekei[5.2]

Poznamenejme jesté, ze v této sekci bude v grafech méritko osy y pro lepsi pre-
hlednost ¢asto upraveno — zminéné funkce maji totiz funkéni hodnoty vétsinou
bud tak malé, nebo velké (na to, jakou ¢ast definiéniho oboru budeme zpravidla
zobrazovat), ze by v jejich grafu nebylo témér nic vidét.

Jednoduchym prikladem muze byt funkce

mz-sin(%), x # 0,

4.1
0, z =0, (4.1)

ngy () = {
kterd je spojita, ovsem jeji derivace jiz spojita neni. Tento fakt bude dilezity dale,
formulujme si ho do nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 43. Funkce ng je spojitd ve vsech bodech x € R, ale jeji derivace nf{o}
je nespojita v bodé 0.

Diikaz. Co se spojitosti tyce, funkce je mimo nulu definovana spojitou funkei,
zajimavym bodem je tedy pouze nula. Ditkaz, Ze je funkce nyg spojitd v samotném

bodé 0, je jednoduchy: funkce sin (i) je omezend a lim,_,o 2% = 0, takZe
. 9 . (1
lim nyo) () = lim 2% - sin - = 0 =ngp (0).

Derivaci funkce ngp) mimo nulu miZeme spocitat pomoci tabulkovych vzorci

pro derivace:
s (1YY . (1 1
(:c -sin ()) = 2z - sin () — cos () . (4.2)
x x x

Derivaci v nule spo¢itdme piimo z definice derivace (definice [7):

ti 2000 7200 O (1> =0.
z—0 z—0 x—0 €T
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Obrazek 4.1: Funkce ngoy (spojita).

| | |
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Obrazek 4.2: Derivace funkce ng; (nespojita v 0).
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A protoze sice lim,_,o 2x-sin (%) = 0, ale lim cos (%) neexistuje, nema derivace

funkce ngoy (odvozend v (4.2))) v bodé 0 limitu. Proto nf,y nenf v bodé 0 spojita.
]

Graf funkce nypy miizeme vidét na obrdzku [4.1] graf jeji derivace pak na ob-
rézku A2

Podobné jako jsme to udélali u Dirichletovy funkce (sekce [3.1.1), muzeme
i funkci nygy rizné modifikovat.
Uvédomme si naptiklad, ze funkce

n{l} (:L’) = n{o} (1 — x)

ma nespojitou derivaci v bodeé 1.
Miuzeme dale definovat funkci

no.1y () = ngoy (z) -npy (),

ktera ma nespojitou derivaci v bodech 0 a 1. Graf této funkce mizeme vidét na
obrazku [4.3] graf jeji derivace pak na obrazku 4.4
Tento postup muzeme dale zobecnit a definovat funkci

Ngap) (€) = 1oy (x —a) -ngy (b — ),

jejiz derivace je nespojita v bodech a a b.
S pomoci této funkce miizeme definovat funkce, které maji derivaci nespojitou
ve vice bodech — napriklad funkci s nespojitou derivaci ve vsech celych ¢islech:

ng.. (), x¢Z,
nz(x):{O{LJH} el

Tato funkce mé tedy derivaci nespojitou v nekoneéné (avsak spocetné) mnoha
bodech. Graf funkce nz a jeji derivaci muzeme vidét na obrézku 4.5

Dalsi zajimavou modifikaci uvedenych myslenek si ukdzeme v podsekei [5.2.1}

kde uvidime funkci, ktera ma derivaci nespojitou v tolika bodech, ze tato derivace
jiz neni riemannovsky integrovatelna.
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Obrazek 4.3: Funkce nggy (vlevo nahofe), ng;y (vpravo nahote) a jejich soucin nyg,1y
(dole).

0.15

| | |
-0.25 0.25 0.5 0.75 1.25

-0.15

Obréazek 4.4: Derivace funkce nyo,1y.
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Obrazek 4.5: Graf funkce nz (nahote) a jeji derivace (dole).
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4.2 Funkce spojité nemajici derivaci

V podsekei [1.3.3] jsme vidéli, ze vétsina vyukovych materidlt uvadi, ze vlastni
derivace funkce v néjakém bodé implikuje spojitost v tomto bodé, a zaroven takeé,
ze obracena implikace neplati. Minimum materialii vsak hovori o funkcich, které
nemaji v zadném bodé derivaci, ackoli jsou spojité — a pravé tém se budeme
vénovat v této sekci.

Rikéme-li, ze funkce uvadéné dale nemaji derivaci, mame tfm na mysli vlastni
derivaci. Nékteré funkce v této sekci uvadéné nemaji v zadném bodé ani nevlastni
derivaci, to je vSak pro nés spise ,zajimavym bonusem*®. Ve v&té[45| (na strané
si totiz ukazeme, ze mnozina funkci, které maji alespon v jednom bodé vlastni
derivaci, je 1. kategorie v prostoru vsech spojitych funkci, tedy typicka spojita
funkce je praveé ta, ktera nema vlastni derivaci v zadném bodé.

Vétsina spojitych funkci nema vlastni derivaci

Ackoli materialy studované v kapitole se tomuto typu funkci prilis neveé-
nuji, ve skutec¢nosti tvori mezi spojitymi funkcemi vétsinu praveé ty, které nemaji
v zadném bodé vlastni derivaci. Spojité funkce, které maji alespon v jednom
bodé derivaci, totiz tvori v prostoru spojitych funkci mnozinu 1. kategorie, jak si
nyni dokdzeme [94]. O mnozinach 1. kategorie jsme podrobnéji pojednali v pod-
sekei 2.2.2] O tom, pro¢ bychom tyto mnoziny mély povazovat za malé, jsme se
zminili v sekci 2.6

Abychom viibec mohli formulovat néjaka tvrzeni, musime si ujasnit, s jakymi
pojmy budeme pracovat. Predné tedy definujme znacCeni, a to mnozinu vsech
funkei spojitych na intervalu (a,b), tedy

C ({a,b))

a k ni supremovou metriku

0o (f29) = sup {lf(t) = gD},

te(a,b

které dohromady tvoii metricky prostor (C ({(a,b)),0). Ve vSech nésledujicich
uvahach budeme na mnoziné C ({a,b)) uvazovat pravé tuto metriku, i kdyz to
nebudeme explicitné uvadét.

Nez se pustime do samotného dikazu, formulujeme si jedno uziteéné lemma.
Nejdrive si ale definujme pojem v tomto lemmatu pouzivany.

Definice 40 (Po ¢astech linedrni funkce). Spojitd funkce f definovand na inter-
valu {a,b) se mazgvd po Castech linedrni, jestlize ezistuje délend
D ={a=xzy<... <z, =0b} takové, Ze pro vsechna i € {1,...,n} je funkce f
na intervalu (x;_q,z;) linedrni.

Lemma 44. Necht je dana funkce f € C ({(a,b)) a € > 0. Pak existuje spojitd po
castech linearni funkce g, pro kterou plati, Ze

00(f9) < e (4.3)

73



Diikaz. Dikaz provedeme tim, ze hledanou funkci g sestrojime.
Véta [7| nam 1ika, ze spojita funkce na uzavieném omezeném intervalu je stej-
nomeérné spojita, tedy ze

(V= > 0) (30 > 0) (Vo € (0) (Jo -yl <8 = 1)~ fW)] <)

Vezméme pro dané e toto prislusné § a sestrojme na intervalu (a,b) déleni
a=u1x9<... <uz,=>takové, ze pro vSechna i € {1,...,n} je

a—2>b

n

< 4.

Ty — Xj—1 =

Definujme hledanou funkci g tak, ze pro vSechna i € {0,...,n} je f(x;) = g(z;)
a na intervalech mezi témito body je funkce g linearni.

Nyni uz zbyva jen dokazat, ze tato funkce g spliuje vlastnost . To je ale
jednoduché, protoze pro vSechna t € (x;_1,x;) je |z; — t| < 9, takze

9(6) = F(B)] < lg(t) — gla)| + |g(as) = Fla)| + |f (@) = F(B)] < S +0+5 =<

Protoze t bylo libovolné ¢islo z intervalu (x;_1,x;) a tento interval byl libovol-
nym intervalem z déleni intervalu (a,b), plati tato nerovnost pro vsechna t € {(a,b),
a tedy

0so(f19) < e O
Nyni jiz mtzeme pristoupit k dikazu nasledujici véty.
Véta 45. MnoZina
A={f €C((ab)|3te (@h): (1) € R}
je mnozina 1. kategorie v C ({a,b)).

Diikaz. Ve skutecnosti dokazeme jesté o néco vic, nez tvrdi véta, a to fakt, ze
mnoziny

At ={fec((ab)|3te(ab): fi(t) €R}
A= ={fec(ab)|3t e (ab): f.(t) € R}

jsou 1. kategorie v C ({a,b)). Protoze A C AT U A~, bude pak zfejmé, Ze i mno-
zina A je mnozinou 1. kategorie.
Dokéazeme toto tvrzeni pro mnozinu A", pro mnozinu A~ by se dukaz vedl

obdobné.

Dikaz samotny provedeme ve tfech krocich. Nejdiive definujeme mnoziny A,
takové, ze AT C U2, A, dile dokdzeme, Ze mnoziny A, jsou uzaviené a nako-
nec, ze mnoziny A, jsou ridké.

1. Definice mnozin A, a jeji korektnost
Polozme pro kazdé n € N

A, = {feC(<a,b)) 13t € <a,b—;> Vh e (o,1> : ‘f<t+h2—f(t>

n

<n}.
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Abychom dokézali inkluzi AT C 22, A, musime dokazat, Ze pro kazdou funkci f,
pro kterou existuje v néjakém bodé intervalu (0,1) kone¢na prava derivace, exis-
tuje néjakd mnozina A,, ze f € A,.

Jestlize existuje bod t € (a,b), Ze f (t) € R, existuje néjaké ny; € N takové, ze
pro vsechnan > n; jet € <a b— 7>

Dale, protoze f (t) je konecnd, existuje n, € N, Ze pro vSechna n > no

je

( >L< n
7 definice pravé derivace v bodé t také vime, ze pro libovolné zvolené ¢ > 0
existuje takové ¢ > 0, ze pro vSechna h € (0,9) je ‘L fi(t )‘ < €, tedy
muzeme najit ns takové, ze pro vSechna n > ngs je
< n> .

(e 02) ([etp=2

Je tedy zfejmé, ze pokud polozime ng = max {n;,nqe,n3}, pak pro vsechna
n = ng plati vSechny uvedené vlastnosti, a tedy f € A,,.

2. Pro vsechna n € N je A, uzavrend
Necht je n € N zvoleno pevné. Podle tvrzeni nam staci ukazat, ze pro
kazdou posloupnost {f;},-,, kde pro vSechna k € N je f; € A, plati, Ze

lim fr=f = f€ A,
k—o0

jinymi slovy, musime dokéazat, ze pro tuto funkci f

(3te<a,b—i>> <Vhe< ;))(\f(:cm) F@) <n-h).

Vezmeéme tedy néjakou posloupnost funkei { fi}- ,, ktera konverguje k f a ke
kazdé této funkci pak takovy bod x € <a,b — %>, ze

(v e (0. )) Ui+ ) — Sl < ).

Mizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze
. 1
lim x, =t € <a,b— >,
k—o0 n

vime totiz, ze posloupnost {x;},-, je omezend, takze pokud by nebyla kon-
vergentni, muzeme z ni vybrat podposloupnost (a upravit prislusné i posloup-
nost {fi}r.,), kterd jiz konvergentni je.

Pomoci trojihelnikové nerovnosti mizeme dale odhadnout

[fE+h) = FOI<|f(t+h) = flzg + h)|
+ | f(zx + 1) — fr(z, + h)
+ | fi(zr + h) — fe(zi)]
+ [ fu(zr) — )]
+ | f(zx) — f)] -

Podivejme se nyni na absolutni hodnoty na pravé strané nerovnosti. Prvni
a pata konverguji s rostoucim k k nule diky spojitosti funkce f. Druha a ¢tvrta
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konverguji s rostoucim k rovnéz k nule, tentokrat diky stejnomérné konvergenci
funkei fr k f (na C ({a,b)) totiz uvazujeme supremovou metriku, podle poznamky
za definici tedy funkce konverguje stejnomérné). Tteti absolutni hodnota je
pak mensi, nebo rovna n - h, protoze f, € A,.

Z toho tedy vidime, ze f € A,,.

3. Pro vsechna n € N je A, ridkd

Protoze uz vime, ze A, je uzaviena, tj. C ((a,b)) \ A, je oteviend, staci podle
tvrzeni |19 dokdzat, Ze C ({a,b)) \ A, je hustd.

To dokédzeme piimo z definice — konkrétné ukazeme, ze ke kazdé
funkei f € C ({a,b)) dokdzeme najit pro libovolné € > 0 funkci g € C ({a,b)) \ A,
Ze 0 (f,9) <e.

Nejdiive sestrojime pro funkci f a ¢islo § linedrn{ lomenou funkci z lem-
matu [44] Funkce p ma vlastni pravou derivaci pro vSechna = € (a,b) a exis-
tuje a = 0 takové, ze

P ()] <a

Déle pro m € N zvolme déleni a = xg < ... < x9,, = b takové, ze vzdalenosti
mezi vedlejsimi body jsou stejné. Funkci ¢ definujeme tak, ze v bodech x; polozime

ale) = 5 (1= (1))

a mezi témito body je funkce ¢ linearni. Jednd se tedy o ,,pilovitou funkei® (priklad

takovéto funkce prom =7a e = i muzeme vidét na obrazku nize).

1

8

~N =

Absolutni hodnota pravé derivace funkce ¢ je konstantni a pro vsechna t € (a,b)
je
m-e

Oznacme tuto hodnotu s ohledem na diive definovanou hodnotu « jako £+ a.
Je ztejmé, ze pokud budeme zvétsovat m, bude se qu(t)‘ = [+ « zvétSovat nade
vsechny meze. Volme tedy m € N tak velké, aby bylo § > n, protoze pak je pro
vsechna z

/

9+

=

(g +p),| = |d} + 1 — | 2Bt+ta—a=p>n,
z ¢ehoz je ziejmé, ze g = p+ q ¢ A, ale zdroven ziejmé o (f,9) < €.
Tim je dokazano, ze C ({(a,b)) \ A, je (oteviend) husta v C ({(a,b)), a tedy podle

tvrzeni [19 je A, Hdka v C ((a,b)).
Mnozina ;2 A, je spocetnym sjednocenim ridkych mnozin, jedna se tedy

o mnozinu 1. kategorie v (C ({a,b)) ,0s0). Mnozina AT C U2, A, je tedy také
mnozinou 1. kategorie. O
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Graf spojité funkce bez derivace ma nekonecnou délku

V sekci jsme videéli, ze vétsina materidlti uvadi, ze spojitou funkci lze na-
kreslit jednim tahem. V této ¢asti nasi prace si ukazeme, proc je tato predstava
obecné nespravna — grafy spojitych funkci nemajicich derivaci maji totiz na kaz-
dém uzavieném intervalu nekonec¢nou délku. Tedy, pokud bychom méli navazat
na intuici uvadénou v materidlech: na celém svété neexistuje dost tuhy na to,
abychom graf takové funkce nakreslili[T]

Chceme-li mluvit o délce, je potteba si nejdrive formalizovat, co timto pojmem
budeme myslet.

Definice 41 (Délka grafu funkce).

e Necht je dano deleni D = {a=x¢ < ... <z, =b} intervalu (a,b) C R
a funkce f :— R. Rekneme, Ze po cdstech linedrni funkce o prislusi funkci f
a déleni D, jestlize

(Vi € {0,....n}) (p(x:) = f(x:))

(Vi e {1,...,n}) (¢ je linedrni na {x;_1,z;)) .

e Délku grafu po ¢astech linedrni funkce ¢, kterd prislusi funkci f : (a,b) — R
a déleni D = {a=1z9 < ... <z, = b} definujeme jako

[ (ah)) = imo(:ci) @)+ (@ —ze)

e Délku grafu funkce f na intervalu (a,b) definujeme jako

0(f, (a,b)) = sup {l(p, (a,b)) | D je déleni {a,b) a ¢ prislusi f a D} .

Definice 42 (Variace). Necht je dina funkce f : (a,b) — R. Definujeme variaci
funkce f na intervalu (a,b) jako

\b/f = sup {zn:|f(mz) — flxim)||D={a=z0 < ... <z, =0} je déleni <a,b>}.
a i=1

Rekneme, Ze funkce f md na intervalu (a,b) konecnou variaci, pokud \V° f < oo.

Vsimnéme si, ze definice délky grafu lomené funkce uvazuje délky tusecek
(podle Pythagorovy véty), ale variace pouze to, o kolik funkce naroste ¢i klesne
(v absolutni hodnoté). Je tedy prirozené formulovat nasledujici lemma.

Lemma 46. Pro kaZdou funkci f : (a,b) — R je

((f,{a b)) =V f.

'Diikaz byl zpracovan podle vykladu vedouciho prace béhem jedné z konzultaci. S jeho
laskavym svolenim jej zde uvadime.
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Diikaz. Je-li D = {a =9 < ... <z, = b} libovolné déleni intervalu (a,b) a ¢ je
po c¢astech linedrni funkce prislusna f a D, pak
S 2 2
U, {(a,b)) Z\/ O(x5-1))" + (2, — 2-1)
i=1

n

> le(@:) — (i)l

=1

n

Z fwia)l-
=1

Ptrechodem k supremu pres vSechna D a ¢ dostaneme pozadovanou nerovnost. [J

K dtikazu hlavni véty bude dtlezité nasledujici lemma. Po ném uz budeme
mit k dispozici vSe, co budeme potrebovat k dikazu véty o nekonecnosti délky
grafi spojitych funkci bez derivaci.

Lemma 47. Necht md funkce f : (a,b) — R konecnou variaci. Pak ezistuji
neklesajict funkee fi,fs : {(a,b) — R takové, Ze f = f1 — fo.

Diikaz. Polozme fi(x) = V¢ f. Protoze funkce f ma na (a,b) kone¢nou variaci, ma
konec¢nou variaci i na tomto mensim intervalu, takze f; je redlna funkce. Z definice
variace je také ziejmé, ze tato funkce je neklesajici.

7. definice variace také muzeme jednoduse vidét, ze pro libovolné body
a<x<y<z<bplati

Yy z z
VitV ri=Vr
T Y T
Definujme nyni funkci f;. Chceme, aby bylo f = fi; — fo, takze polozime

fo= fi — f. Zbyva ovérit, ze fo je neklesajici. Zvolme dale libovolné dva body
z,y € (a,b) tak, Ze x < y. Potom méme

= 1) = (V 1= 1) - (V£ - o)

F\ - () - f@))

g e o <lw

f=(fy) = f(x) =0,

kde posledni nerovnost je jasné vidét z definice variace. O]

Véta 48. Necht je funkce f : (a,b) — R (a < b) spojitd a nemd v Zidném bodé
derivaci. Pak ((f,{a,b)) = oo

Diikaz. Budeme chtit ukazat, ze v’; f = oo. Z lemmatu 46| pak bude zirejmé, ze
L U(f, () = o

Pro spor predpoklddejme, ze \/° f < oco. Pak existuji neklesajici funkce f;
a fy takové, ze f = fi — fo. Podle Lebesgueovy véty (véta [31| na strané [45) maji
funkce f a fo vlastni derivaci skoro vsude na intervalu (a,b). Jinymi slovy, existuji
mnoziny Fp,Es C (a,b) miry nula takové, ze f; (resp. fo) ma derivaci ve vSech
bodech (a,b) \ Ey (resp. {(a,b) \ E). Pak ale E = E; U Ey mé podle tvrzeni
také miru nula. Pro vSechny body z € (a,b) \ E je f'(z) = fi(x) — fi(x), tedy f
ma rovnéz derivaci skoro vsude v intervalu (a,b). To je ale spor s tim, ze f nema
derivaci v zddném bodé¢ intervalu (a,b). O
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Pozndmka. Pokud funkce f nemd derivaci v zddném bodé intervalu (a,b), nem4
samozirejmé derivaci ani v zadném bodé intervalu (c,d) C (a,b). Tedy spojité
funkce bez derivace maji nekone¢nou délku grafu na jakkoli malém intervalu.

Pozndmka. Premyslivého ¢tenare jisté napadne, jak mtizeme v nasledujicich pod-
sekcich prezentovat grafy funkei, jejichz graf, jak jsme si pravé dokézali, nejde
nakreslit. Trik je v tom, ze vykreslujeme misto grafu samotné funkce vzdy pouze
graf aproximace pomoci linearni lomené funkce prislusné k ptivodni funkci a do-
statecné jemnému déleni — navic ¢ara, kterou grafy kreslime, nema nulovou sitku,
takze vznikla nepresnost neni patrna.
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4.2.1 Bolzanova funkce (1834)

Tato funkce, prvni svého druhu (tj. spojita bez derivace), se objevuje v Bolza-
nove knize Functionenlehrﬂ. Bernard Bolzano ji zde konstruuje pomérné obséhle
a podrobné, ale jeji klicovou vlastnost, tedy absenci derivace ve vsech bodech,
dokazat neumél — dokazal ovSsem absenci derivace na husté mnoziné a i tim
predbéhl svou dobu o nekolik desetileti. Dalsi funkce tohoto typu byla totiz ob-
jevena nejdiive kolem roku 1860 (viz podsekci a do obecného povédomi se
dostala az funkce Weierstrassova z roku 1872 (viz podsekci [4.2.2)).

Ukazme si nyni myslenku celého postupu tvorby Bolzanovy funkce, jak jej
Bolzano prezentoval (zpracovano podle [109]).

Definice Bolzanovy funkce

Pro konstrukci Bolzanovy funkce budeme postupné definovat posloupnost
funkci. Bolzano definoval svou funkci obecné, vsechny funkce jsou proto defi-
novany na néjakém obecném intervalu (a,b), kde a < b.

Nejdrive definujeme funkci y,. Jedna se o linearni funkci, pro kterou

Yo (b) = Ba

pricemz A # B. Funkce y, je tedy v celém intervalu (a,b) rostouci nebo klesajici
a jeji predpis je
B-A

Yo (z) = A+

Dale definujeme funkci y,, a to tak, aby nebyla rostouci ani klesajici v celém
intervalu, ale sttidavé rostouci a klesajici. Funkéni hodnoty na krajich a uprostred
intervalu jsou stejné jako u funkce yq, tj.

(x—a).

y1(a) =y, (a) = A,

1 (b) =¥, (b) = B,
a+b) atb) A+B
Y1<2>—Yo<2>— 5 -

Bolzano dale pozaduje, aby (je-li funkce y, rostouci), byla funkce y, v in-

a+b

tervalu (a,7> nejdrive rostouci a pak klesajici — je-li klesajici, pak m& byt

funkce y; naopak nejdiive klesajici, pak rostouci. Obdobné v intervalu (‘%b,b).
Jako konkrétni priklad uvadi Bolzano doplnéni vyse dané body a funkéni hodnoty
0

y1<a+z(b—a)):A+Z(B—A),
y1<a+;(b—a)):A+2(B—A),

2Teorie funke{
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Obrazek 4.6: Graf Bolzanovy funkce.
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¢imz se defini¢ni obor rozpadne na ¢tyfi intervaly, konkrétné

<a,a+:(b—a)), <a+2(b—a),a;b>a
(m,a+;(b—a)>, (a2 0-a)),

2

a na kazdém z téchto intervali je funkce y, linedrni a — jak si snadno rozmyslime
— stridave rostouci a klesajici.

Popsany postup si nejlépe predstavime s pomoci obrazku (graf funkce y, je
znazornén ¢arkovanou ¢arou, graf funkce y; plnou ¢arou).

[a+ 7(b§a);AJr 9(35;14)}

[a; A]

Obrazek 4.7: Schéma jednoho kroku tvorby grafu Bolzanovy funkce.

Uvedeny algoritmus aplikujeme na linedrni funkci na kazdém ze Ctyt zminé-
nych intervali (nebo nézornéji: kazdou usecku grafu funkce y, rozdélime podle
obrazku . Tim ndm vznikne funkce y», u niz mame 4% (tj. 16) intervall, na
kazdém z nich je funkce linedrni a funkce y, je stiidavé rostouci a klesajici. Pokra-
cujme takto dale a dostaneme funkci y,,, ktera je definovana na 4™ intervalech, na
kazdém z nich je linearni a na celém svém defini¢nim oboru stridave roste a klesa.

Popsany proces si pro prehlednost jesté jednou znazornime grafem jednotli-
vych funkei, tentokrat pro vice iteraci (obrazek , kde je pro jednoduchost a = 0,
b=1,A=0, B=1) [110]. Graf funkce y, tvori jedna tsecka. Ve v grafu funkce y,
ji nahradime ¢tyfmi tseckami s krajnimi body

wo Y BB w
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V grafu funkce y, mame 16 usecek, v grafu funkce y; pak 64 tsecek a tak
dale. Obecné graf funkce y, tvori 4™ tsecek. V kazdém kroku vytvorime graf
funkce y, ., tak, Ze kazdou z tusecek tvofici graf funkce y, nahradime ¢tyifmi
tseckami podle vzoru na obrézku (1.7

Poznamenejme také, ze ackoli Bolzano definoval svou funkei obecnéji (tj. pro
libovolné hodnoty a, b, A, B), budeme pro jednoduchost od této chvile déle jako
Bolzanovu funkci B rozumét funkei definovanou vyse uvedenym postupem (ktery
déle zpresnime) tak, ze vychozi funkce y; (z) = x pro x € (0,1).

Popsanym postupem méme definovanou funkci pro hustou mnozinu bodu
(tj. vSechny body, ve kterych v nékterém kroku konstrukce dojde ke ,zlomu*),
zdaleka vSak ne pro cely interval (0,1). Bolzanovu funkci proto budeme chtit
definovat jako jako bodovou limitu (viz definici funkei y,, [109] T11].

Bolzano takto pomoci limity svou funkci také definoval a zaroven dokazal,
ze je tato funkce spojita a nemd v zadném ze ,zlomovych* bodu derivaci. Jeho
postup (jak jej mizeme ¢ist napt. v [I12]) je vsak zaloZeny predevsim na intuici
a z dnesniho hlediska neni zcela spravny — i vzhledem k tomu, Ze Bolzano nemél
nasi dnesni predstavu o spojitosti a stejnomérné konvergenci [I11]. Podivame se
tedy na formalizaci Bolzanovy funkce a diikaz jeji spojitosti podle Karla Rychlika
[I11]. Nejdrive si ale zavedeme znaceni, které budeme déle pouzivat.

Ukéazali jsme si, ze v n-té iteraci (tj. pri tvorbé funkce y, ) je funkce y,, de-
finovana po ¢astech na 4™ intervalech. Ozna¢me k-ty interval zleva (pocinaje 0)
v n-té iteraci jako

dn,k = <an,k,&n,k+1> )

kde k € {0,1,...,4" — 1}. Pro lepsi predstavu tedy konkrétné u funkce y, mame
doo = (0,1), u funkce y; dio = <O7%>7 di1 = <8,2> dia = <2,8> diz = <871>
a tak dale.

Pododobné oznac¢me intervaly oborti hodnot jednotlivych dil¢ich linearnich
funkei definovanych na intervalech d,, ; jako

Dn,k = <An,k7An,k+1> ’

kde opét k € {0,1,...,4" — 1}. Vzhledem k tomu, Ze jsou funkce y, na jednotli-
vych intervalech d,,  stfidaveé rostouci a klesajici, pfipustime pro intervaly D,
znaceni, kde A, , > A, x11. Pro lepsi predstavu tedy konkrétné u funkce y, mame
DO’OZ <0,1>, ufunkce V1 Dl,OZ <O,%>, Dl,l = <8’2> D12 <2’8> D13 <%,1>
a tak dale.

V dalsim textu nas budou zajimat zejména orientované délky téchto intervali.
Oznacme tedy

5n,k = OQp,k+1 — Qnk, (44)
An,k = An,k—l—l - An,k7 (45)
kde opét k € {0,1, AT — 1) Pro predstavu opét uvedme konkrétni prlklady
50,021,51,0— 511 512 513— atd., Agp =1, A10— , Ay = 8,

_5
AI,Z =3 A1,3 = —3 atd
Oc¢ividnou Vlastnost Onk & A,k shrnuje nasledujici lemma.
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Obréazek 4.8: Nultd az tieti faze vzniku Bozanovy funkce (tj. funkce y, az ys).
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Lemma 49. Pro 0, a A, ) definované v (4.4) a (4.5) plati
" 3\"
. < 671 < <> ) 46
<8> P8 (4.6)
1\" o\"
2) <ALl < () | A7
(5) <1anil < (17)
Diikaz. Je ziejmé, ze

60,0 = 17
AO,O — 1

Z algoritmu tvorby funkce pak vyplyva, ze

3

5n+l,4k = On+41,4k+2 — §5n,k;
1

5n+174k+1 = On+4+1,4k+3 — §5n,kz,
)

A’rz—|—1,4k: = An—|-1,4k—i—2 - gAn,ka

1
A'rz—|—1,4k:—s—1 = An—|—1,4k—|—3 - _gAn,k

Pomoci matematické indukce je uz snadné dokazat pozadované nerovnosti. [

Jak jsme si fekli vyse, chceme definovat Bolzanovu funkei jako limitu funkei y,,.
Dokazme si proto nasledujici tvrzeni (z néhoz nam mimochodem ihned vyplyne,
ze Bolzanova funkce je spojitd).

Tvrzeni 50. Posloupnost funkci {y,} -, konverguje stejnomérné.

Diikaz. Definujme posloupnost funkef {f,}°°, kde

n=0’

z) — YO(I)’ n:O,
k) {yn (£) = Yoot (), >0,

Déle uvazujme radu

() = iofm

a uvedomme si, ze pro ¢astecné soucty plati
rn(x) =3 filw) = yo (¥) + (v1 (2) =y (@) + ... + (v0 (2) = Yot (@) = ¥, (2) -

Podle definice stejnomérné konvergence tady (definice konverguje tada
zadavajici funkci r(x) stejnomérné pravé tehdy, kdyz posloupnost ¢astecnych
soucti {r,} -, konverguje stejnomérné — tj. kdyz posloupnost {y,} -, kon-
verguje stejnomérné. Staci tedy dokazat stejnomérnou konvergenci rady funkei
definujici funkei r(z). To provedeme pomoci Weierstrassova kritéria pro konver-
genci Tad (véta [g8)) .
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Z popsaného procesu tvorby Bolzanovy funkce (a zejména z jeho grafického
zndzornéni na obrazku ) je jasné, ze vyraz ‘yn (@) =y, (a:)’ nabyva na in-
tervalech <an+174k,an+1,4(k+1)> svého maxima v bodech a,41 4541 @ Gp1,4x4+3. Toto
maximum lze odhadnout

<5>”+1

’}In—i-]_ (m) —Yn (37)‘ < |An+1,4k+1 - An+1,4k| = |An+1,4k| <

+1
0 % ! je ale geometricka rada a protoze —1 < % < 1, tato rada kon-
verguje. Podle Weierstrassova kritéria tedy konverguje i fada funkci v definici

funkce r(z). O
Nyni uz mizeme konecné definovat Bozanovu funkci.

Definice 43 (Bolzanova funkce). Pro x € (0,1) definujme funkci B jako limitu
posloupnosti funkei {y,} -, tj.
B(z) = lim y, (),

n—o0

kde y, (z) = x.

Vlastnosti Bolzanovy funkce

Budeme chtit dokazat, ze funkce B je ve vSsech bodech svého definiéniho oboru
spojita, ale v zadném bodé svého defini¢nitho oboru nema derivaci.

S pomoci vysledku zdkladniho kurzu matematické analyzy (které jsme zminili
v sekci je dtikaz prvni ze zminénych vlastnosti pomérné jednoduchy.

Véta 51. Funkce B je ve vsech bodech svého definicniho oboru spojitad.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze funkce y,, jsou slozené z na sebe navazujicich line-
arnich funkci, jsou vsechny tyto funkce spojité.

Podle tvrzeni je posloupnost funkei {y,} >, stejnomérné konvergentni
a podle véty [10] stejnomérna konvergence zachovava spojitost. Funkce B je tedy
spojita. O]

Dikaz faktu, ze Bolzanova funkce nema v zadném bodé derivaci, je ponékud
obsahlejsi, ale jeho myslenka neni v jadru prilis slozita. Jak uz jsme zminili, sém
Bolzano neumél absenci derivace ve vSech bodech dokazat, pouzijeme tedy postup
Vojtécha Jarnika [110].

Nez pristoupime k dikazim samotnym (na strané , rozmysleme si nékolik
dilezitych lemmat a tvah.

Lemma 52. Pro kazdé dve hodnoty x a =’ z libovolného intervalu d,, ;, = (Qp ,Qn k11),

pro které plati, Ze
1
|z — x| = §5n7k¢

plati

B() = B)| = 38w

Tedy smérnice secny prochazejici body grafu Bolzanovy funkce [x,B(x)]
a [, B(z")] (4. %) md stejnou hodnotu, jako smérnice primky prochd-
zejici body grafu prislusnych ke krajnim bodum intervalu o, .
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Diikaz. 7 definice funkce y, je zfejmé, Ze pro x € <O,%> jey, (m + %) =y, (x) —1—%.
Dalsi funkce se ale tvori na kazdém intervalu, na ktery se interval (0,1) rozpadne
v n-té uteraci, stejnym zpusobem, takze pro jakékoli n € N je pro = € <0,%>

rovnost y, (a: + %) =y, (z) + 1 splnéna.

Podobnou tvahu mizeme provést i zac¢indme-li misto funkce y, a intervalu (0,1)
s funkci y,, a intervalem d,, (protoze funkce B na intervalu d,j je jen naska-
lovanou verzi funkce B na celém intervalu (0,1)). To znamend, Ze pro kazdé
x € <an’k,%> (tj. z levé poloviny intervalu d,, ) je

1 1

Z toho plyne, zZe pro krajni body podintervall intervalu d,, j, na které se roz-
padne interval d,, ;, v nasledujicich iteracich, véta plati. Pro zbyvajici body si staci
uvédomit, ze

1 . 1 : 1 1
B (w + 2(5,17;{) = lim y, (:L‘ + 2(5n,k) = lim y, (z) + iAn’k = B(x) + iA"’k'

]

V dikazech vét a [58 budeme pracovat s nasledujici jednoduchou
uvahou.

Mame-li néjaky bod z € (0,1), potom tento bod lezi (alespon) v jednom
z intervalu 6y x, kde k € {0;1;2;3}. Oznacme tento interval J;. Podle toho, zda
je to interval 8, 011, 019, nebo &; 3, doplnime znaceni hornim indexem na J{,
JH JH nebo JEV.

Tento interval je v dalsi fazi rozdélen na ¢tyfi intervaly 024k, 02,441, 02,4k+2
a 024543, které miizeme obdobné oznacit Ji, Jif, JHT JIV — v jednom z nich
lezi bod .

Takto miizeme pokracovat dale, ¢imz vytvorime nekonecnou posloupnost in-
tervala {J,} = . Vzdy z intervalu 0, = J,, vytvofime ¢tyfi intervaly:

I T 11 v
Ontiak = Jnp1 Ongiaktr = Jny1 Ongiae2 = Dt Ongranss = Joy (4.8)

a jeden z nich vybereme jako interval J,.;. Posloupnost {J,} =, je tedy jed-
noznacné urcena poradim, v jakém za sebou néasleduji ¢isla I, I, I1]1 a IV —
budeme fikat, Ze intervaly jsou typu J!, J! JI nebo J!V. Néznak takovéto

posloupnosti intervalt mizeme vidét na nasledujicim obrazku — konkrétné se
jedna o poslounost |J{E JL JIvV JHE }

I } ——|

| — f f f |

| T T T |

I - |

| . |

Z lemmatu {9 vyplyvé, ze délky intervalii J, s rostoucim n konverguji k nule,
a tedy kazda takovato posloupnost intervali ma jednobodovy prinik. To zna-
mend, ze posloupnost {J,,} -, jednozna¢né urcuje bod .
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Pozndamka. Uvédomme si ale, ze krajni body intervalt 9, = J,, (kromé bodt 0
a 1) lze zadat dvéma zptsoby — posloupnosti, kde jsou od urc¢itého indexu .J,
typu J!, nebo posloupnosti, kde jsou od uréitého indexu J,, typu JV.

Pro prehlednost ozna¢me jesté délku intervalu J,, jako |.J,|, krajni body inter-
valu J,, jako a! a a?, tj.

o= {alab), (4.9)

a smérnici funkce y,, v intervalu J,, jako k,, — pro tuto smérnici plati nasledujici

jednoduché lemma.

Lemma 53. Pro smérnice ky1 funkciy, | plati ndsledugjici rovnosti.

5
o Je-li Joiq typu JI nebo J, je kyyq = gk"

o Je-li Joi typu JIT nebo JUV, je kypiy = k.
Diikaz. Lemma piimo vyplyvé z rovnic v dikazu lemmatu 9] O

K dukaztum vét [56] [57] a [58 budeme pottebovat jesté nasledujici lemma, které
hovori o extrémech Bolzanovy funkce. Jeho podrobny diikaz je sice pomérné roz-
sahly, ale myslenkové neni nijak naro¢ny. Navic po zhlédnuti obrazku neni
jeho tvrzeni ptilis prekvapivé.

Lemma 54 (O extrémech Bolzanovy funkce).

1. (a) Funkce B nabjvd svého globalniho minima v bod€ T, = 0, pricemz
(b) Funkce B nabjvd svého globdlniho mazima v bodé X, =

Ymaz = B(C(]maa;) =B (%) — %

2. Funkce B nabyvd na intervalu d,j lokdlnich extrémi v bodech ay,
a Qpj + gén,k, prizemZ B (any) = Ani o B (amk + %5n,k> =A,r+ %An’k.

, prizemz

(S

Diikaz. 1.(a) Globdlni maximum

Vime, ze B (0) = 0, tedy nutné musi byt ymi, < 0.

Déle je z principu konstrukce funkce jasné (jak jsme si fekli uz v dukazu
lemmatu , 7e pro r < % je

B<x+;> :B(x)+;,

cOZ znamena, ze T, musi lezet v intervalu <O 1>.

12
Pro spor predpokladejme, ze x;, € <3 1>. Potom bod x.;, je jednoznacné

872
zadan posloupnosti {.J,}°7,, kde J; je typu J, a tedy
1
|J1] = 3 (4.10)
k= —1. (4.11)
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Z rovnic v diikazu lemmatu [49) a z lemmatu [53] vime, Ze
3
|Jn| < §|Jn71|7 (4.12)
5

Aplikujeme-li nerovnosti (4.12)) a (4.13)) rekurzivné (a vezmeme pfitom v tvahu
rovnosti (4.10]) a (4.11)) jako dno rekurze), dostavame

1 Sn—l
wel®”
[l < S (3

n—1
[kl < (5) |
3

Nyni vezmeme v avahu, Ze i, je (jedingm) prvkem priniku vsech inter-
valu J,, tedy limitou levych krajnich bodt téchto intervali.

Protoze al,,, € J, (s vyuzitim znaceni z rovnosti (4.9)), je z principu kon-
strukce funkce (vizme napft. obrazek ziejmé, ze rozdil funkcénich hodnot v le-
vych bodech intervala J, a J,1 je

B (o) =8 (ah0) <[B (o) =B ()] < G- Il
tedy

a protoze a} = %, je B (all) = %, a tedy

To ale znamené, ze
B (l‘ i ) = lim B Cll > -
min n+l) =

coz ale odporuje faktu, ze B (Zyin) < 0, ktery jsme si ujasnili vyse. Bod 2, tedy
musi lezet v intervalu <0,%>.

Vyse uvedeny postup ale miizeme aplikovat i na interval <0,%> (protoze kon-
3
'8
valu (0,1)) a dochézime tedy k vysledku, ze pro libovolné n € N je

3 nn [e'S)

7 toho je jasné, ze funkce B nabyva globalniho minima o hodnoté 0, a to pouze
v bodé xpi, = 0.

strukce Bolzanovy funkce je v intervalu <0 > analogickd konstrukei v inter-
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Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze Bolzanova funkce se ve vsSech intervalech d,,
konstruuje stejnym algoritmem, muzeme ¥ici (pouzivame stejnou myslenku, jako
v dukazu lemmatu , ze v libovolném intervalu d,, ;, nabyvéa funkce B lokalniho
extrému A, ; v bodé a,  (tj. levém krajnim bod¢), a to minima, je-li smérnice
funkce y,, v intervalu d,, ; kladné, nebo maxima, je-li zaporna.

1.(b) Globdlni minimum

Jak uz jsme uvedli vyse, je pro x < % B (.7: + %) =B(x)+ %, a tedy Zmayx musi
lezet v intervalu <%,1>.

Z poznamky na konci dukazu ¢asti (a) ale vyplyva, ze funkce B nabyva na
intervalu <8,1> maxima v levém krajnim bodé tohoto intervalu, tj. v bodé %

(konkrétné jde o hodnotu §). V intervalu (3,7) oviem nabyvd vétsich hodnot

(jak jde vidét uz z obrazku a — konkrétné napriklad:

B<1+7 3) <1+7.3>_1+9.5_77>9
278's) 2\978's) 278 8 64 %

Podobné mtizeme uvazovat i v ramci intervalu <2 , 8> Vidime tedy, Ze bod 2.y

je dan posloupnosti intervalt J{H JHT JIIt -

Obdobné jako v ¢asti (a) je Tmax limitou levych kraju téchto intervalu:

=

, 1 13
=5ty

;1 1 3 1 /3\2
d=575 53 (5)

y 1“()"1:1.1—(3):4.(1_@)")
=3 2 1-2 5 8) )’

=0

.

a tedy samotna limita je

4 " 4
Trax = limaln: lim-<1—<3> )z.

Obdobné
1oty 1 1-(2)" 4 5\"
Ly — Z. e -, \& _ = (=
B(dh) = 5 ZO<8) 2 T1-% T3 (1 (8))

.4 9\" 4
t B (a) = m g (1= (5) ) =5
Pozndmka. Ze stejného duvodu jako v pozndmce na konci ¢asti (a) muzeme ¥ici,

ze funkce B nabyva v libovolném intervalu d,, ; lokalniho extrému A, ; + %An,k
v bodé ay, i + éénk.

2. Lokdlni extrémy
Pravdivost tohoto tvrzeni je ukazana v poznamkach na konci ¢asti dikazu 1.(a)

a 1.(b). O
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Nyni uz mizeme dokazat jednotlivé dil¢i véty o neexistenci derivaci.

o0

Véta 55. Funkce B nemd derivaci v bodech x, které jsou dany posloupnosti{J,},_,,

kterd obsahuje nekoneéné mnoho intervali typu J' nebo J*V.

Diikaz. Ke kazdému ng tedy existuje n > ng takové, ze J, je typu JI nebo J!V,
tedy podle lemmatu [53] je
k?n - —kn+1.

Z faktu, ze |ki| > 1, a z lemmatu 53| vidime, Ze

je ofividné, Ze posloupnost {k,} , diverguje, konkrétné lim,,_, k, neexistuje.
Podle lemmatu najdeme k nasemu z v kazdém intervalu J, néjaké z,
takové, ze

B(r)~B(n) _,
T — T, o
Z toho uz ale vidime, 7Ze neexistuje limita
B(z)—B(z,
o B@) =Bl
n—oo xr — xn
tedy v bodé z neexistuje derivace. O

Poznamka. Nyni dokazeme, ze funkce B nema derivaci v bodech, které jsou dany
posloupnostmi intervali {.J,} -, v nichZ je jen konecny pocet intervali typu J*/
a JIV. Vzhledem k tomu, Ze funkce B je konstruovana ve vsech intervalech J,, stej-
nym algoritmem jako v intervalu (0,1), muzeme bez jmy na obecnosti uvazovat
pouze posloupnosti, v nichZ jsou vSechny intervaly pouze typu J! a JI.

Diikaz pro prehlednost rozlozime do tii vét (stejné jako to udélal i Jarnik)
podle tf{ moznosti, jak mize vypadat posloupnost {J,} ;.
Ve vsSech trech veétach , je myslenka ditkazu stejnd — najdeme

néjaké dvé posloupnosti, {z,} ~ a {y,} -, takové, ze

lim z,, — z = lim —z=0
n Jlim ), ,

ale
n—oo JJTL — X n—00 yn — X

Véta 56. Funkce B nemd derivaci v bodech x, které jsou ddany posloupnosti{J,} -,
takovou, Ze

1. pro vsechna n € N je J, typu J' nebo J' q

2. posloupnost obsahuje nekonecné mnoho po sobé jdoucich dvojic JHI, J{ﬁ
Diikaz. Podle podminky 2 existuje pro kazdé ng takové n > ng, ze posloup-
nost {J,} -, obsahuje intervaly J,, Jifl, Jﬁ_g. Bez 1jmy na obecnosti predpo-

kladejme, ze k, > 0 (pro k, < 0 je situace symetricka).

91



Podle lemmatu [52] existuje k danému x takové 2/, € J,, ze

1 1 5
B(x>>5(a;)+§-kn-uy+2 o |J\— (%) + k|J\ (4.14)
ee gL xejgg

Protoze podle 1 je J, typu J! nebo J/I mlizeme si byt jisti tim, ze k nému
zprava tésné priléhd interval J (tj. levy krajni bod intervalu J je roven pravému
krajnimu bodu intervalu J,,) takovy, Ze J je typu JI nebo J'V, a tedy smérnice
v intervalu J je

3
k=—k, 1=—=kn.
5
V intervalu J pak lezi néjaky bod m,, ve kterém nabyva funkce B minima na
tomto intervalu.

Popsanou situaci mizeme prehledné vidét na nasledujicim obrazku.

In J

Z lemmatu [54] vime, ze

4 1
=al +--|J| = J, J
My a—i— \|a+||+53]|
a tedy
19 n—00
0<m,—x<m,—ad, = 15|J|_>—>0, (4.15)
coz znamena, ze i m,, — x jde k nule. Navic snadno spocitame, ze
3
B(mn)ZB(aﬁ)—l—Z-U|~k
4 1 3
_ l _ .z e
=B () + [ Ju] n L (4.16)

= B(a,) +E|Jn|kn.
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Z nerovnosti (4.14)) a rovnosti (4.16)) vyplyva, ze
13 11
B —B n 7kn Jn - T Jn kna
() = Blma) < 1ok, [ = 11

a protoze podle nerovnosti (4.15)) je

19
- n > T Jn:
r—m 15| ]
miuzeme psat
B(w) = B(mn) _ 55l Jnlkn =55 | nlkn _ 56—d5, _ 1,
— —o7 I T
T —my iz |Inl 15

Uvazime-li, Ze protoze jsou vsechny intervaly typu J! nebo J je k, = (g)n
a tedy vidime, ze

lim B(z) - B (mn) = lim —ikn = —00
n—oo €r — mn n—oo
Ale ~N
r—al, < (8) 2720
a
B =Blm) _ _(9)
T —m, - \3)
takze 8 8
L B@) - B(m)
n—oo €xr — mn
To znamena, ze
— B(ad) - B(x
lim B (1) B(w)#lim ( l> ( >,
n—oo mn — X n—oo an — X
a proto funkce B nema v danych bodech derivaci. O]

Véta 57. Funkce B nemd derivaci v bodech x, které jsou ddany posloupnosti{J,} -,
takovou, Ze

1. pro vsechna n € N je J, typu J' nebo J' q

2. posloupnost obsahuje nekonecné mnoho po sobé jdoucich dvojic JE, JZ-IH.

Diikaz. Dikaz je obdobny jako v pripadé véty — pouze staci misto inter-
valt J,, JEI . JHL wvazovat intervaly J,, JI,,, JL,,. O

[eS)
n=1

Véta 58. Funkce B nemd derivaci v bodech x, které jsou ddny posloupnosti{.J,}
takovou, Ze

1. pro véechna n € N je J, typu J' nebo J' q

2. v posloupnosti se stridaji intervaly J' a J'T.
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Diikaz. Vzhledem k tomu, ze funkce B je v kazdém intervalu naskalovanou verzi
funkce B v intervalu (0,1), muzeme uvazovat bod z zadany posloupnosti

JL g gk gl gk gl (4.17)

jako reprezentanta vSech bodl x ze znéni véty.
ProtoZe podle podminky 1 jsou vsechny intervaly .J,, typu J! nebo

-3
()

Snadno si rozmyslime (napf. s pomoci obrazku [4.7)), ze

I 1
A9py1 = Qop,

JHT yime,

v

ze

l 1
Aopyp = Qopyq + 2 | Jont1]

z ¢ehoz jednoduse vypocitame

. o 1 3 2n—+1
Agpip = Uy + 5 \3
1
2

2n+1 1 (3) 2n+1
= 3 ,

B () = B (ab) + hanendns =B () + 5 ()

1/5 2n—1 1/5 2n+1
_ l I I
=B (dhn) + 5 <8> T3 (8)

znirf 1 ( 5>2n+1

o1 2\8 .
Protoze x je dédno posloupnosti intervala {J,} —, je
il (3)2"+1 13 1 12

. 1 .
z = lim a = lim
n—soo 2nt2 n—00 Zl 2
1=

2'@1—(%)2—%7

8

2 = 29"
5 39
-(3)
Vsimnéme si nyni, ze posloupnost (4.17)) zistane stejnd, pokud odebereme ze
zacatku sudy pocet ¢lent (to souvisi i s jiz zminénym faktem, ze funkce B je
v intervalu Jy, naskalovanou verzi sebe sama). Proto

2n+1 1 (5)2n+1 - 1 5 1 20
8 2 8 4

B(z) = lim B (aénH) = lim > 3

n—00 e
i=1

x:a’2n+£'|=]2n’7 (418)
20
B(x)=B (alzn> + 39 oy - |Jon] - (4.19)
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Vytvofime nyni posloupnost {s,} -, tak, Ze budeme brat stfedy sudych inter-
vali Jo,, tedy

1
Sp = al2n + 5 ) |<]2n| ) (42())
1
B(sn) =B (a’l2n) + 5 Kan - | Jan] - (4.21)
Odecteme-li od sebe rovnosti (4.20) a (4.18]) (resp. (4.21)) a (4.19))), dostavame
1 12
n a Jn e Jn
fn L= | J2n] 55 | Jon]
31
= T35 Jn )
110 1
20
B (Sn) B (.T) - k2n |J2n| @ : k2n ' ’J2n|
1
= _% : an . |J2n| ;
z ¢ehoz nam ihned vyplyva
: .3l
A sn = @ = i, 775 - |en] =0,
31 2
n) — == 12 "
lim M = lim L?k2n = lim _709 (5) = —00.
n—00 Sy — T n—oo — = n—o00 55 8

78
Ale podle lemmatu [52] existuje v kazdém intervalu J,, takové z/ , ze

lim B(z,) —B(x) = lim &, = (g) = 00,

n—00 ! —x n—o0
n

ale protoze délky intervalli J,, jdou k nule, je i

lim ), —z = 0.

n—oo
To znamena, ze
— / p—
i BO2)=B@) L B(l) ~B(r)
n—00 Sp — X n—00 xfrz —
a proto funkce B neméa v danych bodech derivaci. m

Véty [55] 56}, [57] a [58] zahrnuji vSechny body intervalu (0,1) — v téchto bodech
tedy funkce B neméa derivaci.
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4.2.2 Weierstrassova funkce (1872)

Karl Weierstrass piedstavil svou funkeci 18. ¢ervence 1872 v ¢lanku Uber con-
tinuirliche functionen eines reellen arguments, die fiir keinen werth des letzteren
einen bestimmten differentialquotienten besitzenﬂ [113]. Jeho definice je nésledu-
jicd.

Definice 44 (Weierstrassova funkce). Necht jsou ddna ¢isla a, b takovd, Ze a je
liché prirozené c¢islo a 0 < b < 1 a pro jejich soucin plati

2
Pro kazdé x € R definujeme funkci VW predpisem
W (z) = b cos(aam). (4.23)
n=0

U béZnych funkei, jak jsme si fekli v podsekei [1.3.3] jsme zvykli pfedstavovat
si absenci derivace jako jakysi hrot na grafu funkce v prislusném bodé (vétsina
materialtt uvadi jako priklad funkce spojité v bodé, ktera v ném nemé derivaci,
funkei absolutni hodnota). Na rozdil od funkce Bolzanovy (sekce [4.2.1)), kde tyto
hroty mély uz jednotlivé dil¢i funkee, které nasledné konvergovaly k B, a s vyssimi
iteracemi se pouze zahustovaly, u Weierstrassovy funkce maji vsechny diléi funkce,
které konverguji k funkei W, derivaci ve vSech bodech.

Také z definice neni dost dobfe mozné si predstavit graficky, jak Weier-
strassova funkce vznika. Muzeme si vSimnout, ze funkce uvnitf sumy jsou
kosinusoidy, u nichz se zmensuje vinova délka i amplituda. Nejlepsi predstavu
ndm ale d4 obrazek nékolika prvnich iteraci, tj. funkci 372/ b" cos (a"am) (obra-
zek — pro lepsi grafické zobrazeni je u jednotlivych grafi odlisné méritko

oSy .

Ve stejném clanku, v némz Weierstrass definuje svou funkci, zaroven dokazuje,
ze funkce W nemd v zadném bodé derivaci. Pro tplnost ale nejdiive ukazme, ze
je funkce W spojita.

Véta 59. Funkce W je ve vsech bodech svého definicniho oboru spojitad.

Diikaz. Budeme postupovat podobné jako pri diikkazu spojitosti Bolzanovy funkce
(tvrzeni |50 a véta , tj. nejdrive dokazeme, ze Tada konverguje stejno-
mérné. To bude znamenat (podle definice stejnomérné konvergence), Ze konverguji
stejnomérné jeji castecné soucty — to jsou ale spojité funkce, tim tedy budeme
mit dokazano, ze funkce W vyjadrena radou je spojita.

Ze Tada konverguje stejnomérné, plyne z Weierstrassova kritéria pro
konvergenci fad. Protoze |cos (a™zm)| < 1, je

|b" cos (a"xm)| < b".

Ale >0, b™ je geometrickd fada a 0 < b < 1, tedy tato fada konverguje.
Podle Weierstrassova kritéria proto konverguje fada (4.23|) stejnomérné, a tedy
funkce W je spojita. O]

30 spojitych funkcich jedné redlné proménné, které nemaji pro zadnou jeji hodnotu koneény
diferencialni podil
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Obrazek 4.10: Prvni tri iterace (tj. nulty az druhy ¢astecny soucet) Weierstrassov,

funkce s parametry a =7, b = %.
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Dtikaz, ze Weierstrassova funkce nema v zadném bodé x € R derivaci, je
pomérné primocary (budeme sledovat piimo Weierstrassuv postup, [I13]). Na
rozdil od dikazu nediferencovatelnosti Bolzanovy funkce dokazeme najednou, ze
funkce VW nemd nikde ani vlastni, ani nevlastni derivaci.

Véta 60. Funkce W nemd v Zadném bodé svého definicniho oboru derivaci.

Diikaz. Najdeme dvé takové posloupnosti, {z/, }~_ a {z! }*~_,, Ze
lim 2/, —x = lim 2/ —x =0,
e W (x, 4% W(xl)—W
o W) = W) | W) W)

Pro libovolny bod = a prirozené ¢islo m lze jisté nalézt takové celé ¢islo auy,,
ze rozdil
Ty = a7 T — Oy,

je
1 1
—— < Xy < = 4.24
2 =M S (4.24)
Zadejme hledané posloupnosti {z/, }°_ a {z// } ~_, pomoci predpist
Oy — 1
x = ,
a/m
a,, +1
Ty = :
am

7 nich pak dostavame dilezité rozdily

m ]— m m ]- m

xlm—xza B L N , (4.25)
a™ a™ am™

g gz mt L Imtom 1= om (4.26)
a™ a™ a™

které budeme dale pouzivat.

Z nerovnost! ([4.24) vidime, ze |-1 — z,,,| < 2 a |1 — z,,,| < 2 a z piedpokladi
v 3 v [e.e] o0
véty vime, ze a < 1, coz znamend, ze posloupnosti {xm}m:1 a {x, }~_, jsou
omezené. Zaroven lim,,_, (%m =0, tedy

hmx —m—hmx —z=0.
m—0o0 m—0o0

Rozepisme si nyni zlomek

W (2;,) =W (x) 302 b"cos (ax;,m) — >0 b" cos (a™xT)

/ /
x, —x x,, —x

_ i L cos (a™x) m) — cos (a"x)
n=

I
5 T, — T

& 1 n cos (a"x! ) — cos (a™zm)
B n:O an (xl, — x)
cos (a™*"x! ) — cos (a™ " xT)
bern
i Z Ty, —T
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Podivejme se nejdiive na sumu

ml cos (a"x!, m) — cos (a"x)
_ n m , 428
= T 42

Pripomenme si, ze plati vzorec

cosa — cos § = —2sin <M> sin (a — 5) : (4.29)

2 2

a zameérime se na zlomek ve vyrazu uvniti fady S;. Pokud pouzijeme prave uve-
deny vzorec (4.29) a cely zlomek rozsitime ¢islem 7, dostaneme

cos (a"x,,m) — cos (a"xm) sin <a"xm7r2+a":t7r) sin (anxmﬂ;anm)
ar (x!, —x) N an Ln;ﬂﬁ
’ 4 sin (a"x;"; 7T)
= —7-sin|a" =2 T - ,
2 anTmtw
Podivejme se nyni na jednotlivé ¢initele. Ocividné
sin | a ]| <1
2
a protoze pro kazdé x € R je Sinm(x) <1, jei
sin (q"Zm—r
(=)
an*mtm
Tedy
el (ab)™ — 1 T
S| < b)" =7 - < b)™,
Sil <3 (@) = O < ST )
coz ale znamend, ze existuje takové ¢islo (', ze || < 1, ze plati
Sy =" (ab)™ (4.30)
T ab—1 ' '
Déle se zamérime na sumu
oo m—+n ../ _ m+n
Sy = 3 cos (a me) cos (a :mr)‘
n=0 Ly — X
Protoze a je liché ¢islo (a tedy i a™ je liché ¢islo), je
cos (am+"x;n7r) = cos (a" (@ — 1)) = (=1 " = — (=1)*". (4.31)
Protoze plati vzorec
cos (o + f3) = cos (a) cos () — sin («) sin (5),
muzeme napsat, ze
cos (am+"x7r) = cos (a"apm + a"xym) = (—1)*" cos (a"xp,7) . (4.32)
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S pouzitim vzorcia (4.31), (4.32) a (4.25) muzeme napsat fadu Sy ve tvaru

[e.9]

Sy = (—1)™ (ab)™ Zo b

1 + cos (a"x,,7)
1+z,

(4.33)

Protoze b, > 0, 1 4 cos(a"x,,m) = 0 a z nerovnosti (4.24) je 1 + z,, > 0,
jsou vsechny c¢leny této rady nezaporné. Podivame-li se na nulty ¢len této rady,
uvidime, ze je roven

o 1+ cos(a’z,) _ L+ cos (zpm)
14z, 14+,

ale protoze podle nerovnosti je —% < Ty < %, tj. =5 < xpm < G, je
tedy cos (x,,m) > 0, tedy samozfejmé 1 + cos (x,,m) > 1. Zaroven podle nerov-
nosti jel+uz, < %

Déame-li tyto dva posledni vysledky dohromady s tim, ze vSechny ¢leny této
rady jsou nezaporné. Celkem tedy dostavame

b

)

oo

1 n
S + cos (a xmw)21—i—(:os(a:m7r)>é_27
n—=0 1+l’m 1+.T;m ) 3

a tedy existuje takové ' > 1, ze

2
Sy = (=1)"" (ab)™ - ?7’5. (4.34)
Mame tedy rovnosti (4.30) a (4.34). Jak vidime, hraji v nich roli ¢isla (' a n/
takové, ze |¢'| < 1 a ' > 1. Cislo ¢’ miiZeme rozepsat jako ¢’ = n' - ¢ - (=1)*",
kde |€'| < 1.
Dosadme nyni tyto vysledky zpéatky do rovnosti (4.27)). Dostavame

W (zl,) =W (x a, T m . 2
) Z W) e (1) (ab)" + (~1) (ab)" o
- ab—1 (4.35)
2 T '
— _1 Am b m . / < / ) .
(=) (ab)™ - {5 + €
Podobnym zptisobem, jaky jsme nyni ukazali, mtizeme odvodit i hodnotu zlomku
W () — W (x) 2 T
m — _1 Qm, b m . 1/ ( " ) 4
T (=) (@)™ " (3 + " ) (4.36)

kden” > 1a |¢"| < 1.
Nyni pouzijeme podminku (4.22)) z definice funkce W (definice a upravime

ji do nasledujiciho tvaru:
2 s

- > .
3 ab-—1
Z této nerovnosti vidime, ze pro jakékoli hodnoty 1’ a € (a stejné tak n” a €”)
plati

(4.37)

2 T 2 T

0<24¢ < ( / > 433
5T w1 ST 3T w1 (4.38)
2 T 2 T

O<* " g //( 1 >’ 439
3T w1 ST 3T w1 (4.39)



T

protoze " > 1 (resp. " > 1), |'| < 1 (resp. |¢"] < 1) a I~
funkei) pevné &slo ostfe mensi nez 2 (viz nerovnost (4.37))). Tedy vyrazy na pravé
strané rovnosti jsou nejen ostre kladné, ale dokonce odrazené od nuly. Protoze

ziejmé lim,, .., (ab)™ = oo, je limita absolutnich hodnot vyse uvedenych podili

lim |W <:c;3) ~ W () |W (@) — W (z)

je (pro konkrétni

= lim
m—00

/
- I
m—0o0 €X

-z n—x

ale z rovnosti (4.35) a (4.36]) (a nerovnosti (4.38) a (4.39))) je zfejmé, ze uvedené
podily maji opa¢na znaménka.
To znamena, ze

W (2,,) =W () W (2,,) =W (2)

lim p # lim p ,
m—00 x, — m—00 Ty, — X
a proto funkce VW nemé derivaci. O

Dovolme si na tomto misté jesté kratkou poznamku o grafech Weierstrasso-
vych funkei pro rizné parametry. Budeme-li hledat graf Weierstrassovy funkce,
najdeme v fadé zdroju graf, ktery se pomérné zna¢né lisi od grafu na obrazku 4.9
(napf. [114]). Budeme-li vsak kreslit grafy funkei podle Weierstrassovy ptuvodni
definice, budeme dochéazet k velmi podobnym graftim, jako je ten, ktery jsme
uvedli na zacatku kapitoly.

Problémem je zna¢né omezujici podminka (4.22)) v definici Weierstrassovy
funkce. Tuto podminku zmirnil v roce 1916 Godfrey Harold Hardy [115], kdyz
dokéazal nésledujici vétu.

Véta 61. Necht a, b jsou cisla spliujici nerovnosti

a>1,
0<b<1,
a-b>1.

Potom funkce

C(x) = i} b" cos (a"xm) ,
S(x)= i b" sin (a"x)

n=0

jsou ve vsech bodech svého definicniho oboru spojité, ale v Zadném nemaji vlastni
derivaci.

Povsimnéme si dvou véci: zaprvé ¢islo a nemusi byt liché, a dokonce ani celé,
zadruhé véta mluvi o vlastni derivaci. Hardy také ukazal, ze pokud bychom ve
vété slovo vlastni vynechali, véta nebude platit — tzn., ze uvedené funkce mohou
mit v nékterych bodech derivace nevlastni. Jak jsme si ale fekli v ivodu této
sekce, tato skutecnost nam nijak vadit nebude.

Na obrézcich a vidime piiklady grafi Weierstrassovy funkce pro
ruzné parametry a a b (na obrazku jsou grafy funkci, kde a € Z, na ob-

razku [4.12) jsou a ¢ Z).
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Obréazek 4.11: Weierstrassova funkce pro rizné parametry a a b, kde a € Z.
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Obrazek 4.12: Weierstrassova funkce pro rizné parametry a a b, kde a ¢ Z.
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4.2.3 Petrova funkce (1920)

Autorem této funkce je cesky matematik Karel Petr, ktery ji prezentoval ve
svém ¢lanku Priklad funkce spojité nemagjici v Zadném bodé derivace z roku 1920 [116].
Je zajimava nejen svymi vlastnostmi, ale i aritmetickym zptsobem zadani — jeji
definice je nasledujici.

Definice 45 (Petrova funkce). Vyjadrime kazdé x € (0,1) radou

ai

Q2 as Qg
= — 4+ —+ ...+ —+... 4.40
0r T10 T1os T TR T (4.40)
kde a, € N a 0 < a, <9.
Definujme funkci P v intervalu (0,1) ndsledujicim predpisem

T

c1-b co- b c3-b k- b
11+2 2_|_3 3+ kO

P (z) = 51 5 5 o +...,

kde cisla by, a ci jsou urcena ndsledovne:

by — {O ay sudé,

1 ay liché,
1 k=1,
e, =194 —C—1 k>1Aa_1 € {1;3;5;7},

Cl—1 k>1ANayp_1 € {0, 2; 4; 6; 8; 9} .

Uvedme pro snazsi porozuméni nékolik prikladu:

1 0 1 1 0 1 1 0 23
0.14372916) = — — &+~ 9 1 2 0 _ 53
PO, ) 21 22 23+24 25 26 27+28 128’
0 0 0 0 0 1 1 0 1
0.24860134) = - 4 > 29 v 2 2 0 1
PO, ) 21+22+23+24+25+26 27+28 128’
_ 0 0 0 0

1 0 0 0 1
05) = — — — — — — — — _ =
POS) =5 =5 5 "o 2’
0 1 1 1 1
049) = — + — + — + — ==
P049) =+ 55 T 55 + 55 + .

V poslednim uvedeném prikladu jsme vyjadrili ¢islo 0,5 dvéma riznymi zpi-
soby — pomoci konecného desetinného rozvoje a pomoci nekonecného desetin-
ného rozvoje s periodou 9 —, ale funkéni hodnota funkce P je v obou pripadech
stejna. Je jednoduché ukazat, ze toto plati obecné.

Tvrzeni 62. Definice funkce P je korektni.

Diikaz. Na zékladé fady (4.40)), kterou je vyjadieno ¢islo = definujeme koeficienty

ay k <n,
a,=1<a,—1 k=n,
9 k> n.
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Obréazek 4.13: Graf Petrovy funkce.
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Pro k < n je b, = b a ¢, = c. Zjevné je také ¢, = ¢,. Chceme dokazat, ze hod-
nota P (z) je pro vyjadfeni s koeficienty ay stejnd pro vyjadreni s koeficienty a,.
Mohou nastat dva pripady.

Pokud je a, liché (a tedy a!, je sudé), pak b, = 1 a déle b/, = 0 a pro k > n je
bp=1ac,=c, =c, Ale

0 1 1 1 s 1 by

o T o e T T T T T

Pokud je a,, sudé (a tedy a!, je liché), pak b, = 0 a ddle b/, =1 a pro k > n je
by =1ac,=—c,=—c, Ale

1 1 1 1 1 s L gt
on on—+1 on—+2 on+3 T 9n 1_% T 9n on ~ 9n’

]

Diky tomuto vysledku nemusime dale uvazovat pripad, kdy by x bylo vyjad-
reno desetinnym ¢islem s periodou 9. To pozdéji vyuzijeme pri dikazu nediferen-
covatelnosti Petrovy funkce.

Dtikaz spojitosti a nediferencovatelnosti Petrovy funkce je zajimavy tim, ze
je tzv. elementarni, tedy na rozdil od diikazti u Bolzanovy nebo Weierstrassovy
funkce k nému nepotiebujeme zadnou dalsi teorii a vSe dokazeme piimo z defi-
nic. Zaroven je Petrova funkce ukéazkou toho, ze ani stejnomérnd spojitost nam
nezaruci, ze bude mit funkce v néjakém bodé derivaci.

Véta 63. Funkce P je na intervalu (0,1) stejnomeérné spojitd.

Diikaz. Necht je dano libovolné malé € > 0. Pak existuje k € N, ze

1
- 2k—1 SE

€1

Zvolme

1
10k
Ukazeme, ze pro vsechna z,z’ € (0,1), pro kterd plati, ze |x — 2'| < 0y, plati
nutné i [P (z) — P (2')| < e;.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze x > x’. Potom 0 < x — 2’ < §;. To
muze nastat dvéma zptsoby.

01

1. Cisla z a 2’ se shoduji v prvnich k — 1 cifrdch desetinného rozvoje, tj. pro
0<i<k—1jea; =al.

Snadno nahlédneme, Ze ¢ast fady P (x) prislusici zbytku desetinného rozvoje

je pro x i pro ' v absolutni hodnoté mensi nez zk—l_l Symbolicky

ay, g1 kb Cryrc brga 1
‘P<10k+10k+1+'”)‘_ ok o | S e
obdobné¢ pro z'. Zaroven je ziejmé, ze ¢, = ¢, a tedy zbytky
P (1“7’2 + L4 ) a P (1&0,’; + gﬁﬁ + .. ) maji stejnd znaménka. Plati

tedy, ze
1

P (z) =P ()| <

2]@*1 = £&1.
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2. Mé&jme o € Ny. Cisla 2 a 2’ se shoduji v prvnich k— o—2 cifrach desetinného
rozvoje, tj. pro 0 <i < k— o — 2 je a; = a. V desetinném rozvoji ¢isla z je
pak na mistech k — o az k ¢islice 0, v desetinném rozvoji ¢isla x’ na stejnych
mistech ¢islice 9 (tj. prok — o <i < kjea, =0aa,=09). Dile ag_,—1 #0
aay , | = ag_o1 — 1. Z definice funkce P pak vyplyvd, zZe

1 1 1 1 C)
/ —
P (z) =P ()| = ok—o—1  9k—g  9k—otl T 9k  9k—1
o+1

! _1_1—(%) )

T | 9k—o-1 ok—o 1 — % 9k—1

B 1 1 ] 1 C)

T |9k—0-1  Qk—o-1 < B 2@+1)  9k—1

1 C] 1 1
Tl T S S T

kde 0 < © < 1 je kladnéﬁ ¢islo oznacujici zbytek po odecteni cClent rad
P (z) a P(2') s indexy k + 1 a vétSimi. O

Véta 64. Funkce P nema v Zadném bodé svého definicniho oboru derivaci.

Diikaz. Zvolme libovolny bod z € (0,1). Najdeme takové dvé posloupnosti {hg } -,
a {hi}ply, Ze

lim hy = lim hj, =0,

k—o0 k—o0

ale

lim P (z+ hi) — P (x) £ lim P(x+h§g)—73(x)'

Prosetiime postupné dva pripady v zavislosti na volbé ¢isla o € (0,1).
1. Cislo x je ddno konecnym desetinnym rozvojem

Oznac¢me délku desetinného rozvoje ¢isla x jako o. Tedy pro vsechna k > o
jsou vsechna a; = 0.

Zvolme
1
hy = ilT]’“’
2
M = 50

pricemz znaménka muzeme volit libovolné. Pokud bychom zvolili v obou posloup-
nostech pouze kladné (resp. zaporné), dokazali bychom déle neexistenci pravé
(resp. levé) derivace.
Samoziejmé plati
lim hy, = lim hj = 0.
k—o0 k—o0

4DokéZeme jednoduSe rozborem piipadi pro rizné hodnoty ak_,_1, aﬁc_g_l, Ch—o—1
/
acy , 1
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Vsimnéme si nyni, Ze pro vsechna k > g je

1 1
P(x+hk)=7>(ximk> =P @)+ o,
, 2
Plathy) =P (vk ) =P,
tedy
_ k
lim Plzth) = Px) ==+ lim gzioo,
lim P(x—i—hk,)—P(x) = lim %:0.
k—o0 L k—)ooﬁ

2. Cislo x je dano nekonecnym desetinnym rozvojem
Zvolme

b O, Or11
k= 10% 10k+1°
pricemz cisla 6 a 0,1 jsou definovana nasledujicim zptsobem v zavislosti na
hodnotéch a a agi1.
Podivejme se nejdiive na ptipad, kdy 0 # 9 A 041 # 9. Potom definujeme

(4.41)

1 ai:O,
91': -1 ai:8,
+1 1>a; =7,

kde i € {k; k + 1}. Znaménko u posledniho pfipadu je libovolné, protoze ndm jde
pouze o to, aby a; + 6; bylo rizné od nuly a od devitky.

Vsimnéme si, ze pokud a; je liché, je 6; sudé cislo a je-li a; sudé, je 0; liché
¢islo rizné od devitky.

Podividme se nyni, jak se lisi funkéni hodnoty P (a;) a P (a; + hi) pro
i € {k;k+1}. Je zfejmé, Ze na prvnich k — 1 ¢leni posloupnosti nemé pric¢tent
hi vliv a rovnéz znaménko u k-tého ¢lenu funkéni hodnoty se nezméni. Zmény ve
zbytku rady v zavislosti na tom, zda je a; sudé, ¢i liché uvadime pro prehlednost
v nasledujici tabulce.

Oznacme z’ = x + hy, (to znamend, ze aj, = ap + Ok, aj 1 = ari1 + Opi1).

Qg Ak+1 aj, a’;c—l—l Cr - by Chy1 * bry1 ¢ - by C§f+1 : b§¢+1
sudé sudé liché liché +0 +0 +1 F1
sudé liché liché sudé +0 +1 +1 F0
liché sudé sudé liché +1 F0 +0 +1
liché liché sudé sudé +1 F1 +0 +0

Pti pohledu na posledni dva sloupce jde snadno vidét, ze pro vsechny ctyri
piipady je cyi2 = )., (protoze ani jedno z ¢isel ay, agi1, aj, aj,, neni rovno
deviti), tedy pricteni hy nema vliv ani na i-té ¢leny funkéni hodnoty proi > k+1.
Zména se tedy projevi pouze v k-tém a (k+1)-tém ¢lenu. Mizeme tedy vypocitat
pro jednotlivé pripady rozdil P (x + hg) — P (z).
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P(x+ hy) — P (z)
38 F goer
o5 F ger
For £ ger

1 1
:FQTC j: ok+1

Pro vsechny pripady je tedy

P o+ he) =P () = = — 2o = 1

ok 9k+l — Qk+1
Je-li 0, = 9 nebo 0,1 =9, definujeme usporadanou dvojici

(—1; 0) ap = 9,
(0;=1) ax #9A agt1 = 9.

(Ok; Ory1) = {

Prehlednéji zndzornime situaci tabulkou. Oznacme a, =
i € {k;k+ 1}. Necht « je libovolné ¢islo takové, ze o # 9.

(4.42)

a; + 6; pro

ag Qi1 aj, Wpiq P(x) —P(x+ hy)

Nej
Nej
0]
Nej
— [\;r‘b—‘ %‘»—A

[
Ea
1
)

7 posledniho sloupce vidime, ze

|P(x+ hg) — P (z)| >

2k+1°

7 definice hy, je ziejmé, ze

k—o0

Z rovnice (4.42) a nerovnice (4.43)) plyne, ze
lim P(r+hy) —P(x)

k—oo h’k

= Fo00,

pricemz znaménko zavisi na konkrétnim cislu x.
Zvolme

= ar € {1;3;5},

—Tor O = 77

hy =142 a€{0;2;4;6},

—Tor O = 87

h; I>kANa; #9.

(4.43)

Vsimnéme si, ze timto pfifazenim zajistime, aby pficteni hj zménilo suda
¢isla na sud4 a lichd (kromé devitky) na lichd (kromé devitky), pficemz zména

neovlivni okolni ¢islice.
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V poslednim pripadé si muzeme byt jisti existenci takového [ > k, Ze a; # 9
— diky tvrzeni 62 mtizeme predpokladat, Ze ¢islo x nekonci periodou devitky.
Je ziejmé, ze
lim Ay = 0.

k—o00

Zaroven také vzhledem k predchozi poznamce vidime, ze P (z + h},) = P (z),
tj. P(x+ hy) — P (x) =0, a tedy

L Pt ) = P(a)
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4.2.4 Cellérierova funkce (pred 1889)

V roce 1889 zemrel francouzsky matematik Charles Cellérier. V jeho pozusta-
losti se nasel zazloutly ¢lanek s nazvem Note sur les principes fondamentaux de
l’analysdﬂ a pripsanou poznamkou: Velmi dulezité a domnivam se, Ze nové. —
Sepsdno spravne. Lze publikovat tak, jak je.ﬁ V paté casti tohoto clanku Cellérier
uvadi nasledujici funkei. [117]

Definice 46 (Cellérierova funkce). Necht je ddno cislo a € N takové, Ze

a > 1000. (4.44)

Pro x € R definujme funkci C predpisem

o : n
Ca) =3 smic:b x)
n=1

Na obrazku lze graficky nahlédnout princip, kterym Cellérierova funkce
vznika.

Podminka je o¢ividné zvolena zcela arbitrarné (Cellérier ostatné sdm
poznamendva, ze staci, aby bylo ¢islo a dostatecné veliké). V dalsim textu si
rozmyslime, ze staci, aby bylo a > 1 (pficemz nemusi byt ani celé).

O uvedené funkci pak Cellérier ukazuje, ze je spojita a nema v zadném bodé
derivaci. Nebudeme zde uvadét puvodni dikaz, protoze tyto fakty jsou zrejmé,
uvazime-li, ze pokud v definici zvolime konstanty a, b (ozna¢me je pro pre-
hlednost ayy a byy)

ayy = a,
1
bW -
a
dostédvame
C(mz) =W (z).

V tomto pripadé zcela oc¢ividné plati podminky z Hardyho zobecnéni Weier-
strassovy funkce (véta[61)) a pokud je spojita a nediferencovatelna funkce C (rz),
ma tyto vlastnosti i funkce C (x) [11§].

Co se tyce roku objeveni funkce, ptivodni Cellériertiv ¢lanek nebyl datovan
[117]. Podle historikii je mozné jej zafadit do obdobi kolem roku 1860 [I1§] —
coz by znamenalo, ze Cellérierova funkce je jesté starsi nez funkce Weierstrassova.
Ackoli toto neni jisté, ze stylu, kterym Cellérier popisuje svou funkci, lze usuzovat,
ze o Weierstrassove funkci v dobé psani ¢lanku nevédél a svou funkei objevil zcela
nezavisle [117].

5Poznamka k zékladnim principtim analyzy
SDoslova: Trés important et, je crois, nouveau. — Rédaction correcte. Peut étre publié tel
quel.
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Obrazek 4.14: Cellérierova funkce pro hodnoty a = 2 (nahore) a a = 3 (dole).

06 0.6
0.3 0.3
s s 3 s m 3
= - —_— T - - — T
-0.3} 4 2 4 -0.3F 4 2 4
-0.6F -0.6
06 06
0.3 0.3+
b b 3 b b 3
- - - T - - _
—03} 4 2 4 -0.3F 4 2 4
-0.6 -0.6

Obréazek 4.15: Prvni az ¢tvrta iterace vzniku Cellérierovy funkce pro a = 2.
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4.2.5 Peanovy funkce (1890)

Italsky matematik Giuseppe Peano sestrojil ve svém clanku Sur une courbe,
qui remplit toute une aire plamﬂ [119] z ledna roku 1890 kiivku, kterd prochazi
kazdym bodem jednotkového ctverce a to tim zptusobem, ze definoval funkce,
které urcuji x-ovou a y-ovou soutradnici bodu této ktivky. Pravé tyto funkce pro
nas budou zajimavé — jsou totiz vsude spojité a zaroven nediferencovatelné.

Uvazujme ¢islo ¢ € (0,1)

t= O,a1a2a3 ceey (445)
kde a; jsou jsou cifry ternarniho rozvoje (tj. ¢islo (4.45) je zapséno ve trojkové
soustave).

Peano dale definoval unarni operator k, a to tak, ze
ka=2-—a,

tj. k0=2kl=1ak2=0.

Déle zavadime znaceni k™ a, tedy operaci k aplikovanou n-krat na a. Jedno-
duse si rozmyslime, ze k" a = a, je-li n sudé a k" a = ka, je-li n liché.

Nyni mizeme definovat funkce X a Y jako

X (t) = O,blbgbg ey
Y (t) = 0,016203 ceey

kde cislice b; a ¢; jsou opét cifry ternarniho rozvoje definované takto:

b = ka2+a4+...+a2n72
n

by = aq, A2p—1,

Cph = k&1+a3+.-.+a2n—1

C1 = k* Ao, A2y, .

Grafy funkci X a Y mtzeme vidét na obrazku 4.16, Postupny vznik Peanovy
kiivky, tedy grafu funkce, kterd ¢islu ¢ ptifazuje dvojici [X (¢),Y (¢)] (kterou zob-
razime jako bod v roviné), mizeme vidét na obrazku — na tomto obrazku
jsou vzdy v n-té iteraci souradnice jednotlivych bodi zaokrouhleny na n cifer.

Peano ve stejném c¢lanku definoval i krivku, ktera souvisle vyplnuje jednotko-
vou krychli. Jeji souradnice jsou zadany funkcemi

X (t) = 0,b1babs . . .,
Y (t) = 0,c1¢905. . .,
Z (t) = 0,dydods . . .,
kde tato cisla jsou opét ve trojkové soustavé a cislice b;, ¢; a d; jsou definovany

pomoci vztahi
b, = kcl+--~+Cn71+d1+-~~+dn71
n

by =m A3n—2,
¢ = kbl s Cp = kd1+-~-+dn—1+b1+--.+bn A1,
dl — kb1+61 as dn — kb1+.4-+bn+cl+-n+cn A3

Obdobné jako v predchozim prikladu mtuzeme grafy téchto funkei, resp. jimi
generovanych kiivek, vidét na obrazku [£.18] resp.

Podrobnéji se témto a podobnym kfivkam vénovala vénovala Lydia Cehakova
ve své bakalatské praci Prostor-vyplnujici krivky z roku 2020 [120].

70 kiivee, kterd vypliiuje celou rovinnou plochu
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Obréazek 4.16: Peanovy funkce X (vlevo) a Y (vpravo) udavajici souradnice bodu
krivky vyplnujici jednotkovy ¢tverec.

w |~
w |~
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w
w
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=
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w =
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e
]
Do

L 1
3

win 5/

Obréazek 4.17: Vznik Peanovy dvojrozmérné kiivky (prvni az ¢tvrta iterace).
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Obrazek 4.18: Peanovy funkce X (vlevo nahote) a Y (vpravo nahotie) a Z (dole)
udavajici souradnice bodt kfivky vypliujici jednotkovou krychli.

10

Obrazek 4.19: Vznik Peanovy tfirozmérné kiivky (prvni a druhd iterace).
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4.2.6 Takagiho funkce (1901)

Tuto funkci predstavil japonsky matematik Teiji Takagi ve svém kratkém
cldnku A simple example of the continuous function without derivativd| [121]
z roku 1901. Jeho ptuvodni definice, kterou si dale uvedeme, byla pomérné roz-

sahla.
Pro zacatek si vyjadreme ¢islo x € (0,1) v bindrni soustavé, tedy

i)
=1 2

x = (4.46)
kde ¢, € {0;1}.
Déle v zavislosti na tomto = definujme dvé funkce

00 ¢
Tn(x) = Z 57

1
7 (x) = T Tn().

Déle definujeme funkci v,, pro  dané predpisem (4.46|) nasledovné.

() = {tn(a:) cn =0,

th(x) c,=1

Takagiho funkci 7 na intervalu (0,1) pak definujeme predpisem

T (x) = i_'flw»

Graf Takagiho funkce mtizeme vidét na obrazku Jedna se o spojitou
funkci, ktera nema v zadném bodé vlastni derivaci, v nékterych bodech ma ale
derivaci nevlastni [122].

V pozdéjsi dobé byla tato definice podstatné zjednodusena [122)]. JestliZe ozna-
¢ime ((x)) vzdalenost x od nejblizstho celého ¢isla, mizeme Takagiho funkci vy-
jadrit predpisem

© ({20 x
pr A

Tento predpis také dava grafickou predstavu o vzniku funkce. Budeme-li vy-
kreslovat grafy castecnych souctu této rady, ziskame grafy vykreslené na ob-
razku .22

Rovnéz mizeme diky tomuto predpisu Takagiho funkci modifikovat, a to do
podoby dané predpisem 4

oo ri.p
i

Rovnéz tyto funkce jsou spojité a nemaji v zadném bodé vlastni derivaci [122].
Grafy téchto zobecnénych Takagiho funkci pro riizné parametry r pak muzeme
vidét na obrazku E21]

8 Jednoduchy piiklad spojité funkce bez derivace
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0.7

Obréazek 4.20: Takagiho funkce.

08} 0.8
07} 0.7
06} 0.6
05} 05
04F 0.4
03} 0.3
02f 0.2
01} 0.1
01 02 03 04 05 06 07 08 08 1. 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.
08} 0.8
07} 0.7
06} 06
05F 05
04t 0.4
03} 0.3
02} 0.2
01F 0.1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1. 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.

Obrazek 4.21: Zobecnéné Takagiho funkce pro r € {3;4;5;6}.
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Obréazek 4.22: Nulta az sedma iterace vzniku Takagiho funkce.
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4.2.7 Kochova funkce (1906)

Svédsky matematik Helge von Koch predstavil v roce 1906 v ¢lanku Une
méthode géométrique élémentaire pour l’étude de certaines questions de la théorie
des courbes planesﬂ [123] rovinnou kfivku, kterd je spojitd, ale v zaddném bodé
nema teénu — dnes je znama pod nazvem Kochova ktivka. Ve stejném célanku
ale popisuje i zptisob, jak algoritmus modifikovat tak, aby vysledna krivka tvorila
graf funkce, a to funkce spojité, ktera nema v zadném bodé derivaci. Ukazme si
nyni jeho postup.

Klasickd Kochova kfivka je vytvorena nasledovné. Zaciname s jednotkovou
useckou. Tu rozdélime na tri shodné casti a prostiedni z nich nahradime dvo-
jici tsecek tak, aby spolu s odstranénou tseckou tvorila hranice rovnostranného
trojuhelniku. Tim nadm vznikne lomena ¢ara skladajici se ze ¢tyT tsecek. Na kaz-
dou z téchto tusecek aplikujeme stejny postup, ¢imz dostaneme lomenou c¢aru
slozenou z Sestnacti tusecek. Na kazdou z nich opét aplikujeme popsany postup
a takto pokracujeme do nekonecna. Krivka, k niz konverguje posloupnost popsa-
nych kiivek, je pak pravé Kochova ktrivka. Nazorné mizeme tento postup vidét
na obrazku [4.23

Poznamenejme jesté, ze vyska rovnostranného trojuhelniku, ktery tvori od-
stranovana usecka a dvé nové pridavané, je ? - 2, kde x je délka pravé délené
usecky.

Graf Kochovy funkce vznika obdobné — lisi se pouze algoritmus kroku, kte-
rym z usecky dostaneme lomenou ¢aru o ¢tytech tseckach. Nazornou predstavu
o tomto algoritmu nam muze dat obrazek

Zaciname s useckou AB. Tu rozdélime na t¥i stejné dlouhé useky, délici body
oznacme C' a E. Déle oznacime stied tusecky AB jako M. Bod D vznikne po-
sunutim bodu M o § |CE| v kladném sméru osy y. Vysledna lomend ¢éra je
cara ACDEB.

Oznaéme ko funkci, jejiz grafem je tisecka s krajnimi body [0,0] a [1,0] (tedy
ko () = 0). Na tuto usecku aplikujeme vyse uvedeny postup, ¢imz dostaneme
graf funkce ky, ktery se sklada ze ¢tyt tsecek.

Tento postup aplikujeme dale na jednotlivé tisecky tvorici graf funkce. Tak
ziskame posloupnost ktivek, z nichz kazda je grafem funkce, a tedy tuto funkci
jednoznacné zadéva (obrazek [4.26)).

Limitu posloupnosti téchto funkei nazveme Kochovou funkei (Koch ji znadi

jako ).
Definice 47 (Kochova funkce). Pro z € (0,1) definujme funkci ¢ jako

¢ (2) = lim k, (z),

kde pro x € (0,1) je

9Elementérni geometrickd metoda pro studium nékterych otdzek teorie rovinnych kiivek
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Obrézek 4.23: Prvni az étvrta iterace vzniku Kochovy krivky.

0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.

Obrazek 4.24: Kochova funkce.

Obrézek 4.25: Iteracni krok tvorby Kochovy funkce.
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0.2

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.3
0.2
0.1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.3
0.2
0.1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.3
0.2
0.1
JA\ NA ™\ . . . VAN w2\
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Obréazek 4.26: Prvni az ¢tvrta iterace vzniku Kochovy funkce.
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4.2.8 Jarnikova funkce (1953)

V ufebnici Diferencidlni pocet; pokracovini Uvodu do poctu diferencidlniho
z roku 1953 (pozdéji vydano jako Diferencidlni pocet II [124]) uvadi Vojtéch
Jarnik v paté kapitole priklad funkce J definované pro vsechna x € R, ktera je
spojita ve vSech bodech x € R a plati, Ze

lim sup J (@) = T (x0) = 00,
T—x0 T — Ig

lim inf J () = J (20) = —00,
T—T0 xr — I‘O

z Cehoz je vidét, ze funkce neméd v zadném bodé derivaci. Definice funkce je
nasledujici.

Definice 48. Pro x € R definujeme funkce f, takto:
Pro x takové, Ze 0 < x < % -107%" je

fo () = 10"z,

ddle je f, sudd a md periodu 1072".
Pro x € R definujeme funkci J predpisem

J(%)Zifn(fv%

Snadno si rozmyslime, ze grafy funkei f, jsou nekonecné lomené ¢ary (prvni
tri iterace muzeme vidét na obrazku a podobné jako u Bolzanovy funkce
(sekee se s postupnym sc¢itanim téchto funkci zvysuje pocet zlomii.

Spojitost Jarnikovy funkce plyne ze stejnomérné konvergence fady . Nedi-
ferencovatelnost Jarnik dokazuje v podstaté podobné jako je tomu u Weierstras-
sovy funkce (véta nebo Petrovy funkce (véta , tj. nalezenim dvou rtiznych
posloupnosti, které konverguji k predem zvolenému x, ale jejich diferenéni po-
dily diverguji. Konkrétné dokaze, ze pro kazdy bod zy a libovolna cisla A > 0
a K < oo existuji ¢isla z1 a xo takova, ze

T (z1) = T (x0)

O<‘I1—JIO|<A > K,
Tr1 — X

O<|1’2—ZL‘0|<A j<x2)_j($)<—K.
To — X

123



7N SN
\ //

\ ya
~ 1

NS

"\ s
| | | | | |

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

I I I I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1

Obrazek 4.27: Jarnikova funkce.

2
3 1 3
-2 -2 -1 - 0 - 1 2 2
2 2 2 2
1
200
1 3 1 0 1 1 3 1
50 200 100 200 200 100 200 50
1
20000
1 3 1 1 0 1 1 3 1
5000 20000 10000 20000 20000 10000 20000 5000

Obrézek 4.28: Ukazka funkei f,, z nichz je slozena Jarnikova funkce,

pro n € {0;1;2}.
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4.3 Rostouci funkce s nulovou derivaci na velké
mnoziné

V podsekci jsme vidéli, Ze naprostd vétSina vyukovych materialit uvadi
vétu |3 pouze ve tvaru implikace. V této sekei si ukazeme funkce, které maji nulo-
vou derivaci na velké mnoziné, a presto jsou rostouci — konkrétné Minkowského
funkci, kterd ma nulovou derivaci skoro vsude, a Pompeiovu funkei (nebo presnéji
feceno funkei k ni inverzni), kterd ma nulovou derivaci na husté mnoziné.

4.3.1 Minkowského funkce (1904)

Ve svém ¢lanku Zur Geometrie der Zahlen[] [125] z roku 1904 definoval né-
mecky matematik Hermann Minkowski tuto zajimavou funkci, kterou oznacil 7.
Jeho definice byla jen strucna a spise geometricka, pozdéji vsak byla definice této
funkce zpresnéna, rozpracovana a podrobnéji prozkoumana.

Definice Minkowského funkce

Podivejme se nejdrive na myslenku ptivodniho Minkowského postupu.

Meéjme c¢tverec o délce strany 1, jehoz levy dolni roh lezi v pocatku soustavy
soutradnic. Budeme postupné délit jeho svislou a vodorovnou stranu.

Nejdrive se zamérime na svislou stranu, tj. tu, kterd lezi na ose y. Na zacatku
(tj. v nulté iteraci) vyznacime na svislé strané ctverce jeho vrcholy, tj. ¢isla 0 a 1.
V prvni iteraci rozpilime tato vznikly interval, mame tedy vyznacena cisla 0, 35
a 1. Ve druhé iteraci rozpulime kazdy z nové vzniklych intervali a dostavame
¢isla 0, 1 T ;, 7 a 1. Snadno nahlédneme, Ze timto postupem dostaneme v n-té
iteraci vSechna cisla z intervalu (0,1), kterd lze zapsat jako 5%, kde a € Ny (a sa-
moziejmé a < 2"). Pokracujeme-li s timto postupem do nekonec¢na, dostaneme
vSechny dyadické zlomky (tj. zlomky tvaru g, kde a,n € N).

Nyni budeme délit vodorovnou stranu ¢tverce, tj. tu, ktera lezi na ose x. Na
zacétku (tj. v nulté iteraci) opét vyznacime vrcholy, tj. ¢isla & a 1 (schvalné jsme
je zapsali v podobé zlomku). Budeme opét délit nové vzniklé intervaly, tentokrat

vsak bude mit délici bod intervalu < g > hodnotu mediantu (viz deﬁmclv pod-

sekci jeho krajnich bodu, tj. ‘ZiZ, V prvni 1terac1 tedy dostavame ¢isla 9 T
1 (4. 1+1) . Ve druhé iteraci dostavame isla 9, 3 (4. ?i;), 5. 2 (4. ;ﬁ), 3

J ak jsme si rozmysleh v podsekci [2.5.1] dostavdme takto vSechna ra(:lonalnl cisla
z intervalu (0,1).

Nyni priradime pomoci funkce ? ¢islim z osy x ¢isla z osy y, a to v tom poradi,
v jakém vznikala — tj. 2 (0) =0, ?2(1) =1, ? (;) =17 (;j L (g&j
Prvnich nékolik iteraci vzniku funkce ? muzeme vidét na obrazku .

Uvedena definice se miize zdat trochu rozvlekla a neprehledna, proto ji radéji
zformalizujeme.

100 geomertii &isel
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Obrazek 4.29: Minkowského funkce.
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Obréazek 4.30: Proces tvorby Minkowského funkce (nultd az treti iterace).
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Definice 49 (Minkowského funkce, geometricky). Definujeme
7(0) =0,
7(1)=1.
Dale definujeme hodnoty iterativne — pokud uzZ mdme definovanou hodnotu

Junkce ? pro hodnoty 3 a Z—,, (kterézto zlomky v predeslé iteraci ndsleduji po sobé),
definujeme

(222) 10210

Ao+ ¥V 2

Vsimnéme si, ze v uvedené definici jsou definovany hodnoty Minkowského
funkce jen pro raciondlni ¢isla. Minkowsky ve svém c¢lanku pripojuje poznamku
(aniz by se ji dale podrobnéji vénoval), ze funkci lze spojité dodefinovat pro
vSechna ¢isla z intervalu (0,1). Toto rozsifeni nyni vynechame a radéji si uka-
zeme jinou ekvivalentni definici, kterd nam pomuze dokéazat nékolik zajimavych
vlastnosti o Minkowského funkci a kterd uz také bude definovat hodnotu funkce
pro vSechna ¢isla z intervalu (0,1).

V roce 1938 ukézal Arnaud Denjoy [126], Ze Minkowského funkci lze zapsat ve
tvaru (konecné ¢i nekoneéné) rady. Denjoyuv postup je vSak ponékud obecnéjsi,
nez potiebujeme (pozdéji se o tom jesté zminime), proto pouzijeme postup, ktery
publikoval roku 1943 Raphaél Salem [127].

Nejdrive si dokazme nasledujici jednoduché lemma.

Lemma 65. Jsou-li z’—: a f;:—ﬁ dva po sobé jdouci konvergenty retézového zlomku
¢isla x € (0,1), jsou zdroven pro néjaké i € N dvéma po sobé jdoucimy cleny i-té
Fareyovy posloupnosti F;.

Diikaz. Lemma dokazeme pomoci matematické indukce.

Ozna¢me x = [ag; a1,a9, . . . ,Q,Ax11, - - -] Fetézovy zlomek ¢isla = (je jedno, zda
je kone¢ny nebo nekoneény, zajimé nds pouze prvnich k + 1 konvergent).

Z definice Fareyovych posloupnost{ (definice [35] v podsekci je zfejmé,
ze % = [0;aq] = chl se objevi v a;-té Fareyové posloupnosti a to jako jeji druhy
¢len, tj. nasleduje po prvnim ¢lenu, kterym je 0 = 2 (tato rovnost plati, protoze

q0
z € (0,1)).
Daéle piepokladejme, Ze v&ta plati pro ‘Z:—:j a z:—j (
sloupnosti jde o dva po sobé nasledujici zlomky). Z tvrzeni [33| vime, ze

Pk QkPr—1+ Pr—2

dk a * k-1 + Qr—2’

tj. ze v 1-té Fareyové po-

coz ale znamena, ze

Pr _ (ax —1) - pr—1 + (pr—1 + Pr—2)
g (ar—1) qoo1 + (qr—1 + qu—2)
(ag —2) - pg—1+ (Pr—1 + (Pr—1 + Pr—2))

(ar —2) - @1+ (@e—1 + (@1 + @—2))

ay,
T R o e
Qo1+ o+ Q1 Far—o

ag
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7 indukéniho predpokladu tedy plyne, ze zlomek
Pr—1 + Dk—2
k-1 + Qr—2

nasleduje po zlomku s v (7 + 1)-té posloupnosti, podobné i zlomek

Pe—1 + (Pk—1 + Pk—2)
k-1 + (-1 + qr—2)

nasleduje po zlomku 2= v (i + 2)-té posloupnosti atd., az zlomek

A

Pk—1+ ...+ Pp—1+Pp—2 Ak Dk—1 + Pr—2

Q-1+ -+ qr—1+qr—2 Qg - Qr—1 + Qr—2

agk

nasleduje po zlomku 2% v (i + ag)-té posloupnosti. n

Ekvivatelni definice Minkowského funkce (a zejména pak jeji korektnost) plyne
z nasledujici véty.
Véta 66. Je-lizcQal0<z<1la

x = [0;ay,aq, ... ,a,)
je vyjadreni x konecnym retézovym zlomkem, pak
n i1
1@ =3 2(<:1>+)_1

Diikaz. Vétu dokédzeme pomoci matematické indukce.
Pro z = [ay] = 0 vzorec oc¢ividné plati.
Pokud = = [ag;a1] = ~ - pak z definice vyplyva, ze ¢islo ai dostaneme

v (a3 — 1)-ni iteraci a ( ) = 2a1 se—. ledy i v tomto pripadé vzorec plati.

Nyni predpokladejme, ze véta plati pro Pr=2 5 Pkl Pro piehlednost oznacme

qr—
(pk: 2)
Yk—2 =
qr—2
Ypo1 = ! (pk 1)
k-1

Z lemmatu gmme ze L qk Pr=2 g Pi=l pgsleduji v néjaké iteraci vzniku funkce za

Qk 1
sebou, a tedy podle definice |49 . muzeme psat

o (pk—l +pk—2> _ Yk + Ygp—2
k-1 + Qr—2 2

Podobnym zptisobem jako v diikazu lemmatu 65| pokracujeme déle a dosta-
vame

o 2 pp—1+ Dr—2 _ Y1 + % Yk—1 = Yr—1 . Yk—2
) 2 2 22 22

=2 T4
2 qr—1+ Q2
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Pokracujeme-li dale, dostavame

. <Qk> ( 2 Qg1+ Gr—2 > 2 22 Qay, Qar

Prvnich ay, ¢lent tvoti konecnou geometrickou fadu. Jejim se¢tenim dostavame

1— ()" Qg 1 Qp—
Yk (2) " k2:yk_1'<1 >+ k—2

S RS T S T T ow) T gm

a tedy
1
Yo = Yk—1 = —oqp (Ye—1 — Yr—2) - (4.47)
Uvédomme si, Ze podle lemmatu |65 nasleduji ’;:—j a Z—I’: nasleduji v néjaké ite-

raci vzniku funkce po sobé, podobné jako Z’Z—’; a z’;—’i, a muzeme tedy vzorec (4.47))

aplikovat iterativné dal, ¢imz dostavame

Y — Yk—1 = (—Qik) (—2(13_1) (—;2) (y1 —9o) -

Protoze yp =0 a y; = %%1, dostavame

1
k—1
Yk — Yr—1 = (—1) 9(ar+..+ar)—1’

a tedy pouzitim indukéniho predpokladu
R A
k—1 2(a1+...+ak)71
1 (_1)i—1 (_1)k—1
2(a1+...+ai)71 2(a1+“.+ak)71

B (_1)1'71
o Z 2(a1+...4a;)—1

<

e

I
S

I
™

=1

E|

i=1
O
Na zékladé této véty vyslovime nasledujici definici Minkowského funkce.
Definice 50 (Minkowského funkce, pomoci fady). Necht x € (0,1).
Pokud x mizZeme vyjadrit konecngm retézovgm zlomkem, tj. x = [ag; a1,az, . . . ,a,),

pak -
() =) L (4.48)

£ 9(ar+...+a;)-1
=1

Pokud x mizZeme vyjadrit nekonecngm retézovym zlomkem, tj. x = |ag; a,as, . . .|,
pak

?(z) = i _ED (4.49)

£ 2(a1+...+ai)fl
=1
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Pozndmka. Denjoy [126] ve skutec¢nosti prezentoval ponékud obecnéjsi vysledek,
nez jsme si uvedli, a sice funkeci x, kterd je svym zptisobem parametrizaci funkce 7.
Funkce k je definovana iterativneé:
k(0,a) =1,
k(n,a) =a" (n e N),

/ /
(P a)=an(Ba) +a-a)n(Ba)  0d-ra=1),

pricemz 0 < a < 1.
Snadno si rozmyslime, Ze na intervalu (0,1) je

?(x):2—2'/<a(cc,;).

Denjoy dale ukézal, ze funkci s lze formulovat ve tvaru rady. Zapiseme-li
proménnou x fetézovym zlomkem, tj.

x = |ag; ay,aq, . . . ,a,] nebo

x = |ag; ay,aq, .. .|,
podle toho, zda je fetézovy zlomek koneény nebo nekonecény, pak pokud oznacime

Op =0+ A+ ...+ Qo + ... (2m<n),
ol =a;+az3+ ...+ dypi1+ .- (2m+1<n),

(tedy o, je soucet sudych koeficienti fetézového zlomku a o/, je soucet lichych
koeficientt fetézového zlomku) pak plati, ze

K (z,0) = i(—l)i a’ (1 — oz)U;l

7

o)

k(za) =Y (=1) % (1 — ),

i=0
podle toho, zda je fetézovy zlomek koneény nebo nekonecny.
Grafy funkce x pro nékolik koeficientti mizeme vidét na obrazku [4.31]

Nez se podivame na vlastnosti Minkowského funkce, zminme jesté jeden za-
jimavy pohled na jeji definici (timto zptsobem definuje Minkowského funkei
napt. Steven Finch [128], strana 441).

Vsimnéme si, ze sumu z definice 50| mtizeme lehce preformulovat a pre-
psat jako soucet souctu dvou po sobé nasledujicich s¢itanci:

2 ; <2a’1+'-'+a2i1 o 2a1+v..+a2i>

=2 Zl 2ai+..taz;

7 (x)
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0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2}
0.1 0.1}
oLb—1 gl e
0. 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1. 0. 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.
1.
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04}
03+
0.2+
0.1+
0'OA 0{1 0{2 013 0f4 0{5 016 017 018 019 1IA
1. 1.
09 O.Qﬁ
08 081
0.7 0.7
06} 06}
0.5 0.5
041 04}
0.3+ 0.3+
0.2+ 0.2+
0.1+ 0.1+
O'O. 0i1 Oi2 013 Of4 0i5 0i6 Of7 018 019 1I. O'O. 0i1 Oi2 013 Of4 0i5 0i6 Of7 018 019 1I.
Obrazek 4.31: Denjoyova funkce x pro hodnoty « po radé %, i, %, %,

9
10°

132



Oznaéme nyni
Soi—1 = a1+ az + ...+ azi—o + agi_1.

Potom 2 () -
! (x 202 — ]
= z; S Tan (4.50)
1=
Vyraz v sumé na pravé strané nam mize pripominat soucet prvnich néko-
lika ¢lentt geometrické posloupnosti. Opravdu — tento vyraz dostaneme, pokud

secteme nasledujici fadu.

a2 1 1 1 1 451
]z: 952i—1+J 252i—1+1 - 952i—1+2 Tt 952i—1+az; ( ) )
az;
1 1-()7 1 emg L, 21
o 252i—1 ' 1— % o 9252i-1 ' Qa2 e 952i—1+az;

Na radu se muzeme divat jako na ¢islo ve dvojkové soustave, které ma
jednicky jen na mistech So; 1 4+ 1 az So;_1 + ao;.

Radu tedy muzeme chéapat jako ¢islo, které mé jednicky na mistech
a1+ 1 az a; + ag, dale a; +as+asz+1 az a; +as + a3+ a4 a tak dale. Jinymi slovy
jde o ¢islo, které ma za binarni ¢arkou a; nul, as jednicek, as nul, ay jednicek a tak
dale. Vzhledem k tomu, ze abychom dostali samotnou funkci 7, musime toto ¢islo
jesté nasobit dvéma (coz ve dvojkové soutavé znamend posunout bindrni ¢arku
o jedno misto doprava), dostavame

a1—1 a2 as ag
?([0; ay,az9,a3,a4,...]) = 10,0...01...10...01...1... | . (4.52)

2

Tento pohled je samoziejmé mozné aplikovat i na konecné retézové zlomky.

Jen je tfeba si zéapis [0; aj,as, . .. ,a,] predstavit jako
1
[0; ap,ag, ... ,an + —| = [0;a1,a9, ... ,a,,00] .
00

To znamend, ze pokud ma konecny zlomek sudy pocet koeficientii, doplnime
na konec nekonecny pocet jedni¢ek nebo nul, podle toho, ktera z ¢islic nebyla na
konci desetinného rozvoje. Napriklad tedy

11
’ ( - ) 7 ([0:3,1,1,2]) = (0,001011), = =

([0:2,1.2]) = (0,0100T), = 1.

29

00

(5
'
(%

O] 0o

([0;1,3,2]) = (0,1110071), =

l\D

([0;2,1,2,1,1,4,1,1,.. .]) = (0,010010111101 . ..), = 0,296145436 . . ..

)="
)="
) ([0:12]) = (0,TT00), = ‘5*
)="

Q|

(
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Vlastnosti Minkowského funkce

Minkowského funkce ma zajimavou kombinaci vlastnosti — mé sice nulovou
derivaci skoro vsude, ale zaroven je rostouci.

Pripomenme pti této prilezitosti Cantorovu funkci, kterou jsme rozebrali v pod-
sekci|3.2.1] Ta méa rovnéz skoro vsude nulovou derivaci a je monoténni, ovsem na
rozdil od Minkowského funkce je pouze neklesajici (nikoli rostouci) a obsahuje
konstantni tseky:.

Véta 67. Funkce ? je na intervalu (0,1) a rostouct.

Diikaz. V sekci 2.4] jsme si Tekli, ze kazdému raciondlnimu éislu odpovidé prave
jeden konecny tetézovy zlomek a naopak. Podle ptivodni Minkowského definice
je funkce 7 zcela ocividné rostouci na mnoziné racionalnich ¢isel. Zvolme nyni
néjaké pevné x € 1. Z tvrzeni [34] vime, Ze pro x existuje posloupnost racionédlnich
Cisel {2—:}2020 (konvergentu Tetézového zlomku) takova, ze

o=t P2 PPl B Py
do q2 Gon d2n+1 qs q1
pricemz
. Dn
lim — = z.
n—>ooqn

Z definice Minkowského funkce pomoci bindrniho rozvoje (vzorec (4.52)) je
pak ziejmé, Ze i pro funkéni hodnoty plati pro vsechna n € N nerovnosti

? (pz”> <?(x) <? <p2”+1>
qon, Q2n+1

a rovnost

Vezméme nyni libovolné raciondlni ¢islo £ € (0,x). Potom bud ¢ je jed-
nim z konvergenti, tj. ¢ < x, nebo z definice limity posloupnosti najdeme ta-

kové n € N, ze Z;—" <E< Z’j“—ﬁ a podle toho, co jsme si fekli na zacatku tohoto

dukazu, je i ? (%) <7 <? (2’;:—1;). Tedy pro vSechna racionélni ¢isla & < x
plati 7 (£) < x. Obdobné bychom dokézali, ze pro vSechna raciondlni ¢isla £ > =
plati 7 (£) > z (zde je také mozné, ze B<g< 1).

Nyni vezméme néjaké ¢islo y € I. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,
ze y < x. Vime, ze existuje ¢islo r € Q takové, ze y < r < x. Z predchozich tvah
ale vime, ze 7 (y) < 7(r) < ?(x). Tim je tedy dokézano, Ze je funkce ? rostouci
v kazdém bodé intervalu (0,1). O

Nez se pustime do dukazu véty o derivaci Minkowského funkce (zpracovano
podle [127]), formulujme nejdiive lemma, které ¥ika, Ze mnozina, na které funkce
nemuze mit nulovou derivaci, ma skutecné nulovou miru. Tuto vétu nebudeme
dokazovat, protoze bychom potiebovali vice teorie nejen z oblasti teorie miry, ale
i z oblasti fetézovych zlomki — pro zdjemce ale prikladame odkaz na literaturu,
kde lze diikaz (a potfebnou teorii) najit.
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Lemma 68. Mnozina Z vsech retezovijch zlomki s omezenymi koeficienty, tj.
Z ={x=10;a1,as,...] € (0,1)| BM € R) (Vn € N) (a, < M)},

md nulovou miru.

Diikaz. Dukaz muzeme nalézt v [129], kapitola 13, véta 29 (strana 60). O

Véta 69. Funkce ? md skoro vsude na intervalu (0,1) nulovou derivaci.

Diikaz. Zvolme néjaké x € (0,1)\ Z, kde Z je mnozina z lemmatu Je zfejmé,
ze x ma nekoneény tetézovy zlomek. Oznacéme
_ bn
an
P .
an—|—1 - [a'n—i-l; Ap42,An+3, - - ] 3

Unp, = [07 a1,a2, . . . 7an] )
muzeme tedy psat x = {O; ai,ao, . . . ,an,a;H], tedy podle tvrzeni

T = Pn - a;1+1 +pn71
dn - a;H—l + dn—1

S pomoci rovnosti (2.7) z dikazu tvrzeni [34] (po jeji mensi upravé) dostavame

(pn : af/n-H + pn—1> “dn — Pn - (Qn ) a’;z—‘,-l + Qn—1>
(Qn : a;@—&-l + Qn—l) *Qn

|lv — u,| =

1
(Qn . a;b-i—l + QR—I) *dn '

‘ Pn-1-Qn — Pn " Gn-1
(Qn : a%—i—l + QR—I) *Qn

Dale si uvédomime, ze pro vSechna n € N je ¢, > 0 a ¢, > ¢,_1, a odhadneme

(0" @ir + G1) -0 = (azﬂ + qq*) gy < (anm +141) - qp,

n
! / 2 2
<qn ' a”+1 + qn—l) “Qn > an-i—l “qy > An+1 ° 4,

7 ¢ehoz dostavame
1 <| < 1
-_— T — Uy _—
(an+1 + 2) : QZ Apy1 * QZ

7Z definice Minkowského funkce, konkrétné z definice mizeme vypocitat, Ze

1 1
? —9 —(—=1)". —
(@) = () = (" (e — e )
z ¢ehoz jednoduse odhadneme

1 1
I ? _? - -
2a1+._.+an+1 < ‘ : (.Z') . (un)l < 2(a1+...+an+1)—1 '

S pomoci nerovnosti (4.53)) a (4.54) odhadneme nasledujici poméry.

(4.53)

(4.54)

2@ = )| (o +2)

no T — Uy, 2(a1+...+ant1)—1
L@ =) aa-ds
n—1 xr — un_l 2a1+---+a'n
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Dostavame tedy

5n (an+1 + 2) . (]72Z Qa1+...+an
57’1—1 2(al+---+an+1)—1 ) Ay - q%il

20 n dn—1

_ 1 an—l—l + 2 2
— . 2an+1 . an . (afn _|_ 1)
2
— . 1 .an+1'(1+an+1> ‘a2'<1+1)2
2an+1 an n a
Ay~ Qptl
<C e

kde C'=2-(142)-(1+1)* = 24 je konstanta.

Protoze jsme ¢islo z volili tak, Ze posloupnost {a, } -, neni shora omezend, na-
jdeme vybranou posloupnost {ay, }Zozl takovou, zZe a,, < y, 41 limy_o @y, = 00.
7 toho je ziejmé, ze

lim inf On = 0.
5n71
Pokud by v bodé z € (0,1) \ Z méla funkce ? vlastni derivaci riiznou od nuly,
musela by byt lim,, . 53—:‘1 = 1. To znamend, ze pokud méa funkce ? na mno-
ziné (0,1) \ Z vlastni derivaci, musi byt rovna nule. Ale podle véty 67| je funkce 7
rostouci, takze podle véty (na strané méa vlastni derivaci skoro vsude.
Z toho plyne, ze Minkowského funkce ma nulovou derivaci skoro vsude. O]
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4.3.2 Pompeiova funkce (1906)

Tuto funkci predstavil rumunsky matematik Dimitrie Pompeiu ve svém ¢lanku
Sur les fonctions dérivéed 7 [130] z 2. tinora 1906. Jejf definice je nasledujici.

Definice 51 (Pompeiova funkce). Pro vsechna = € (0,1) definujeme funkci P
predpisem

P(z) = i Ay (2 —ay)? (4.55)

kde pro vSechna n je A, > 0 a > A, je konvergentni fada a {a,|n € N} je
n=1
spocetnd mnozina hustd v (0,1).

Piikladem takovéto funkce mize byt funkce takovd, ze A, = 5= a {a,},-, je
enumerace raciondlnich ¢fsel z intervalu (0,1), kterou jsme si ukdzali v sekci [2.5]
Graf této funkce miuzeme vidét na obrdzku [4.321

Pro nasi potfebu nas vsak bude zajimat zejména funkce inverzni k této funkei,
tj. P! (). Jeji graf mizeme vidét na obrazku m

Nejdrive ze vseho musime dokazat, ze je definice funkce korektni, tj. ze fada
funkci v ptredpisu z definice konverguje.

Tvrzeni 70. Rada funkci (A.55) v deﬁm’cz’ konverguje stejnomérné.

Diikaz. Protoze pro vSechna n je a, € (0,1), j ‘(x—an)% < 1, a tedy

‘A (x —a,)? ‘ < A,,. Podle predpokladu dale > °°, A,, konverguje. Jsou tedy

splnény prepoklady Weierstrassova kritéria (véta ' podle kterého pak rada stej-
nomérné konverguje. O

Nyni uz mtazeme pristoupit k ditkaztim vlastnosti Pompeiovy funkce.

Véta 71. Funkce P je rostouct.

Dukaz. Pravdivost této véty je ziejma — funkce P je totiz souctem rostoucich
funkci. O

Véta 72. Funkce P~ (tj. funkce inverzni k funkci P) md derivaci omezenou
a na husté mnoziné rovou nule.

Diikaz. Diikaz si pro prehlednost rozdélime do nékolika ¢asti.

1. Nalezeni derivace
Nejdrive si ukazeme, jak vypada derivace funkce P. Jedinym kandidatem je
néasledujici fada, kterd vznikne derivovanim rady (4.55)) ¢len po clenu:
1 o0
= Z (4.56)
"3 = (z

—an)%

11O derivovatelnych funkcich
2Definice i ditkazy jsou pfevzaty piimo ze zmifiovaného élanku, ktery pro potfeby této prace
prelozil vedouci préace, za coz mu timto dékuji.
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Obrazek 4.32: Graf Pompeiovy funkce.
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Obrazek 4.33: Graf funkce inverzni k Pompeiové funkci.
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Ukazeme, ze funkce P mé ve vSech bodech intervalu (0,1) derivaci a pro
viechna = € (0,1) nastavd rovnost P'(z) = p(z), pficemz pokud fada({4.56)
diverguje, zna¢ime P’(z) = oco. Bud tedy déno libovolné z € (0,1). Uvazujme
diferenc¢ni podil

Plath) —Px)  Toy Av- (4 h—an)s =502, Ay (2 — an)s

h h

o 3
:ZAn~ h

n=1

Druhé rovnost plati diky tomu, Ze obé odecitané sumy maji konecné soucty (to
plyne z definice funkce P a jeji korektnosti dokdzané v tvrzeni . Muizeme
nyni provést tpravu, kterd vychdzi ze vzorce a® — b* = (a — b)(a® + ab + b?). Pro
vSechna h # 0 (coz ndm nevadi, protoZe pro h stejné neni diferencéni podil defi-
novan) tak dostavame rovnost

Pax+h) —Px) & A,
h _Z

2 -

S h—ay)i+ (x4 h—an)i (@ —an)d + (¢ —ay)3
(4.57)
Rozlisime tfi pripady pokryvajici vSechny moznosti:

(a) tada (4.56) konverguje,
(b) tada (4.56|) diverguje a = ¢ Q,
(c) Tada (4.56|) diverguje a = € Q.
1.(a) Rada ([4.56) konverguje
Predpoklddejme, ze (4.57)) konverguje. Chceme dokézat, Ze fada z rovnice (4.57))

konverguje na R stejnomérné vzhledem k proménné h. Polozime-li
1
r+h—a,)\?
nlh) =|———
i) = ()
lze fadu z rovnice (4.57)) prepsat do tvaru
i 1 A,
aZ(h)+an(h) +1 (z—a,)s

n=1

(4.58)

MiiZeme si vSimnout, Ze polynom 3% +y + 1, ktery je ve jmenovateli, ma zaporny

diskriminant, a tedy kladné globalni minimum (2 pro y = —3). Dostdvame tedy
pro libovolné h (speciélné pro h € (—1,1)) nerovnost
A, o 4 A,
(T4+h—a)s+(@+h—a)s(x—a)s+ (x—ay)? 3 (z—ay)s

kde prava strana nerovnosti uz nezavisi na h. Pozadovana stejnomérna konver-

gence tedy plyne z Weierstrassova kritéria a predpokladu ¢asti (a), ze >0 | ( An 7
T—anp)3

pro ono dané c¢islo x konverguje.
Jsou tedy ovéreny predpoklady Mooreovy-Osgoodovy véty (Véta@na strané ,
a tedy v nasledujicim vypoctu mizeme zaménit poradi limit.
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P(e) = tim PEFN =P @)
h—0 h
N An

= lim lim Z

h—0 N—oo n=1 (Zlf‘“h—an)% +(9§'+h_an)%(x_an)
al A
= lim > lim - = . .
Nooo 79 h=0 (x4 h —a,)3 + (x +h —a,)3(x —ay)s + (. —ay,)s
ZA (z+h—ay)i — (z—ay)3
h—>0 h

wl—
W]

+ (z — ap)

:X;An~((x—an)§>,:;.§:Angzp(:v)

3 =1 (z —ay)

1.(b) Rada (4.56)) diverguje a x ¢ Q
Ukézeme, ze P'(x) = oco. Zvolme libovolné K > 0. Protoze s¢itance v fadé (4.56)
jsou kladné, vime, ze exisuje néjaké ¢islo N € N takové, ze

Z ——=>K+1.
x—an)S

Uvazujme nyni funkci

N
A,
h = 2 1 1 2
p(h) nzzzl(x+h—an)§+(x—|—h—an)§(x—an)§+(x_an)§

Protoze z ¢ Q, existuje n = min {|x — a41|, |r — aq|,...,|argl|} > 0 a funkce ¢
je spojita pro h € (—n,n) (protoZe je na tomto intervalu sou¢tem koneéné mnoha
spojitych funkei). VSimneme-li si nyni, ze

1 Y A,
‘P(O):gz 7 = K+1,

n=1 (I - a'n)S

vyvodime ze spojitosti existenci § € (0,n) takového, Ze
(Vh € (=06,0)) (p(h) > K).

Vratme se nyni k rovnici , muzeme si jeji pravou stranu vyjadrit ve
tvaru (4.58), z néjz je ziejmé, ze vSechny scitance v nekonecné radé jsou kladné
(viz také zdivodnéni bezprostrednsé pod (4.58)). Vezmeme-li v tivahu nezédpornost
vSech zminénych séitanct, je z uvedeného zfejmé, ze pro h € (—4,0) je

P(zx+h)—P(x)
h

¢imz jsme z definice (nevlastni) limity funkce dokézali, ze

o Plex4h)=P(x)
P(x)—flg% h = 00

2 ¢(h) > K,

1.(c) Rada (4.56)) diverguje a x € Q
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Predpokladame, ze x € Q, takze x = a; pro jisty index ¢. Uvazime-li opét,
ze vSechny scitance fady z pravé strany nerovnosti jsou kladné (na svych
defini¢nich oborech), je zfejmé, Ze staci, aby limita pro h — 0 jediného scitance
byla nekonecna a uz vime, Ze je nekonec¢nd limita celého souctu. Pro x = a; nas
tedy zajima limita ¢-tého s¢itance. Skutecné je
hs

= hmAT =

W=

(x+h—a)s —(z—a;)

lim A;

h—0

tedy i P'(z) = oo.

> wie

2. Vlastnosti derivace

Dokézali jsme, ze pro vSechna z € (0,1) je P'(x) = p(x). Specidlné derivace
ve vSech téchto bodech existuje a je nekoneéna ptrinejmensim v bodech mnoziny
(0,1) N Q. Nyni si v§imneme, Ze derivace je zdola omezend — totiz evidentné pro
vSechna z € (0,1) je

Plx)=p(x)=5- i Z A, >0 (4.59)

To ale znamen4, ze funkce P~! = G : I — (0,1), kterd je inverzni k P, mé derivaci
(ve vSech bodech) omezenou shora, jak je vidét ze vzorce pro derivaci inverzni
funkce:

Z téhoz vzorce vidime, ze pro vSechna n € N je G'(P (a,)) = 0 a neni tézké si
uvédomit, ze {P (a,)|n € N} je hustd v I = P ((0,1)). Celkem tedy dostavame,
ze funkce G je rostouci (protoze P je rostouci) a diferencovatelnd na I, G’ je na
I omezena (zdola nulou, shora podle nerovnosti (4.59)) a {y € I |G'(y) = 0} je
v intervalu I hustd, nebot obsahuje hustou mnozinu {P (a,) | n € N}. O
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4.4 Nikde monoténni funkce majici vsude deri-
vaci

V sekci jsme si ukazali nékolik funkci, které nejsou na zaddném intervalu
monoténni. Tyto funkce ovSsem nemély v zadném bodé derivaci. Existuji ovsem
i funkce, které sice maji derivaci ve vsech bodech, ale nejsou na zadném intervalu
monoténni. Takové funkce se nékdy nazyvaji kopckeovské, protoze prave némecky
matematik Alfred Kopcke byl prvnim, kdo priklad takové funkce uvedl ve svém
¢lanku Uber Differentierbarkeit und Anschaulichkeit der stetigen Funktione—
ackoli nutno poznamenat, ze v tomto jeho pivodnim ¢lanku byla chyba, tu vsak
o dva roky pozdéji opravil [131].

Definice 52 (Képckeovska funkee). O funkci f : R — R rekneme, Ze je kopc-
keovska, pokud md ve vSech bodech derivaci a zdroven neni na Zidném intervalu
monotonni — tj. pro kazdy interval I existuji body x1,x9 € I takové, Ze v bodé x,
je funkce rostouct, ale v bodé xo klesajici.

Konstrukce takovéto funkce je vSak prilis obtizna, takze si v této sekci neuka-
zeme zadnou konkrétni funkci s uvedenou vlastnosti. Pomoci Baireovy véty o ka-
tegorii (véta25]v podsekei si ale dokdZeme existenci takovychto funkei [132].
Pro ¢tenare tedy tato sekce muze byt i ukdzkou toho, ze nékdy mtzeme dokazat
existenci néjakého matematického objektu, aniz bychom zkonstruovali konkrétni
priklad.

Abychom mohli pouzit Baireovu vétu, musime zkonstruovat néjaky aplny me-
tricky prostor. Za¢neme prostorem vsech omezenych derivaci se supremovou nor-
mou. K ditkazu vSak budeme potiebovat dvé nasledujici lemmata.

Lemma 73. Necht jsou pro vsechna n € N funkce f, : R — R omezené a f,
konverquji stejnomérné k f. Potom f je omezend.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze je 0 < & < 1. Protoze {f,.},—,
konverguje stejnomérné, najdeme takové ng, ze pro vsechna n > ng a x € R

je |f(z) = fulz)] <e.

Zvolme nyni néjaké takové n. Protoze f,, je omezend, existuje takové M € (0,00),
ze pro vSechna z € R je |f,(z)| < M.

Nyni uz muzeme odhadnout, ze pro vSechna x € R je

1f(2)] < |f(2) = fal@)] + | fulz)] e+ M < 1+ M,
z Cehoz plyne, ze f je omezena. m

Lemma 74 (O stejnomérné konvergenci derivaci). Necht je (a,b) otevieny in-
terval a {F,} | posloupnost funkci F, : (a,b) — R. Necht jsou ddle splnény
ndsledugjici podminky:

(a) pro kazdé n € N md F,, vlastni derivaci f, na (a,b),

(b) ezistuje bod xo € (a,b) takovy, Ze posloupnost cisel {F,(xo)},—, konverguje,

130 diferencovatelnosti a nazornosti spojitych funkei
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o0

(¢) posloupnost derivaci {f,},-, konverguje stejnomérné.

loc
Potom existuje funkce F' (F' = f) takovd, zZe F,, = a fn = f naR.

Diikaz. Dukaz muzeme najit v [I33], kapitola 12, véta 12.1.13 (strana 693) a po-
znamka 12.1.14 (strana 694). O

Nyni uz mizeme dokézat, ze prostor vsech omezenych derivaci se supremovou
normou je uplny.

Tvrzeni 75. Méjme mnozZinu omezengjch derivaci
D={f:R—R|f jeomezend a (AF : R — R) (Vz € R) (F'(z) = f(x))}
a supremovou metriku

0 (f,9) = Sup |f(z) —g(z)|.

Pak metricky prostor (D,0s) je tuplng.

Diikaz. Nejdiive dokazeme, Ze posloupnost { f,,} -, konverguje stejnomérné na R.
Vime, ze {f,}.—, je cauchyovskd, tedy

(Ve > 0) (Fk e N) (Vmn > k) (Ve € R) (|fn, — fin] <€)

Je zfejmé, Ze posloupnost funkénich hodnot { f,,(x)}>_, je pro vSechna z € R
cauchyovskd, a tedy i konvergentni, tedy (protoze f,,(x) € R) existuje limita
lim fm(z) = f(z), tedy posloupnost derivaci konverguje bodové.

Méjme ¢ > 0 a k € N z definice cauchyovské posloupnosti. Protoze pro
vSechna mn > k a vSechna z € R |f,(x) — fi(2)| < &, limitnim pfechodem
pro m — oo dostavame |f,(z) — f(z)| < e. Podle definice |1§| tedy posloupnost
funkei {f,,},~, konverguje stejnomérné.

Déle potirebujeme ovérit, ze f € D, tedy zZe je omezend a jedna se o derivaci.
Prvni vlastnost plyne z lemmatu [73| (protoze pro vSechna n € N je f,, omezend).

Druhéa vlastnost plyne z lemmatu . Splnéni podminky (a) plyne z toho, ze
pro vsechna n € N je f,, € D, splnénost podminky (c) jsme dokazali vyse. Protoze
primitivni funkce lisici se o aditivni konstantu maji stejnou derivaci, mizeme defi-
novat funkce F,, (F = f,), tak, aby pro vSechna n € N bylo napiiklad F,, (0) = 0.
Potom v bodé 0 funkce F, jisté konverguji, tedy je splnéna i podminka (b). [

Ve skutecnosti vsak budeme potfebovat podprostor tohoto metrického pro-
storu, a sice prostor vsech omezenych derivaci, které jsou nulové na husté mnoziné
(rovnéz se supremovou normou).

MKonverguje lokalné stejnomérné, tj. na kazdém uzavieném omezeném intervalu konverguje
stejnomérné. Pro nasSe dalsi ivahy ovsem tento vysledek nebude dulezity, zajima nas pouze
konvergence derivaci.
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Tvrzeni 76. Mejme mnozZinu omezenych derivaci, které jsou nulové na husté
mnoziné

Dy ={f e D|{z|f(x) =0} je hustdi v R}

a supremovou metriku
0 (f,9) = Sup |f(z) = g(z)].

Pak metricky prostor (Dy,0s) je uplng.

Diikaz. Protoze Dy C D a podle tvrzeni je kazda cauchyovska posloup-
nost {f;}.~, funkel f; € Dy konvergentni v supremové metrice a jeji limita lezi
v D. Stac¢i nam tedy dokézat, ze lim f; = f € D.

1— 00

Zvolme néjaké pevné i € N. Ozna¢me Z; = {z| fi(x) = 0}. Protoze f € Dy,
je Z; hustd v R. Nyni budeme chtit dokazat, Zze Z; je spocetnym prinikem. ote-
vienych hustych mnozin}

Vyjadiime si mnozinu Z; trochu obsirnéji. Ozna¢me F; funkci takovou, ze
F! = f; (protoze f; € D, vime, ze takovd funkce existuje). Z definice derivace
vime, ze

fi(z) = F/(z) =0 <= lim

v h—0

= 0.

Fi(x 4+ h) — Fy(x)
h
Protoze uvedend limita existuje, mtzeme psat, ze

F _F
i @R = F@) o

h—0 n—o00

coz je podle definice limity ekvivalentni s vyjadienim

F(z+ 1) - Fi(x)

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn = ny) (

<5),

3=

t].

(VI € N) (3ng € N) (Vn > ny) (

Protoze ale uvedenad limita existuje, existuje i limita z libovolné vybrané posloup-
nosti a ma stejnou hodnotu (tj. 0). Mazeme tedy ekvivalentné psat

L
Nk

Prepiseme-li pak uvedeny vyrok pomoci mnozinového zapisu, dostavame, ze

=)

F; (x + %) — Fi(x)

(Vk € N) (YN € N) (3n > N) (

1
n

Fy(z+1) - Fix)

filr)=0 =z () U {x

keN NeNn gegN

1
n

M,

5Neboli ze je tzv. ,,Gs hustd®.
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Fi(2+2)-Fi(x)

Interval (—oo,%) je oteviend mnozina a ¢ : xr — ‘ ' je spojita

funkce, takze podle tvrzeni (17| je My, pro vsechna k,n € N oteviend mnozina.
Podle tvrzeni [14] je tedy My = Upeny Mk, oteviend mnozina.
Je ziejmé, ze Z; = ﬂ M. Protoze f; € Dy, je Z; hustda v R; protoze ale je
keN
pro vSechna k& mnozina My O Z;, jsou i M} husté mnoziny. Tedy mnozina Z; je

spocetnym prunikem otevienych hustych mnozin.

Nyni oznac¢me Z = ﬂ Z;. 7 predchozich tvah vime, ze Z; je pro vsSechna
t € N spocetnym prﬁnikierrll otevienych hustych mnozin — tedy i Z je spocetnym
prunikem otevrenych hustych mnozin, a tedy podle Baireovy véty je Z mnozina
husta v R.

Déle je zfejmé, ze pokud pro néjaké z € R a vSechna i € N je fi(x) = 0, je
i f(x)=0.Tedy {z|f(x) =0} 2 Z. Ale Z je husta v R, tedy i {z | f(z) = 0} je
husta v R, a tedy f € Dy. n

Pozndmka. Metricky prostor (Dyg,0s) neni trividlni (tj. neobsahuje pouze funkci
f(xz) =0). To vime proto, ze v podsekci jsme zkonstruovali funkci P~*
(ozna¢me si ji pro tento odstavec p), kterd ma omezenou derivaci, kterd je na
husté mnoziné nulovd, tj. p’ € Dy, ale presto neni funkce p’ nulova ve vSech bo-
dech. To, Ze je funkce p definovana pouze na omezeném uzavieném intervalu, nam
vibec nevadi — muzeme totiz funkci p’ prodlouzit tak, ze ,nalepime* jeji kopie
za sebe tak, aby funkéni hodnoty jedné a druhé kopie byly v krajnich bodech
intervalil stejné.

Nasim cilem tedy bude ukazat, ze funkce, které nejsou képckeovské, tvori
mnozinu 1. kategorie v prostoru (Dy,0) — z lemmatu [26| (uvedeno za Baireovou
vétou na strané nam pak vyplyne existence képckeovskych funkei. Nez vsak
pristoupime k samotnému dtikazu, dokazeme si nasledujici lemma, které budeme
k naslednému dikazu potiebovat.

Lemma 77. Necht jsou f,g € Dy. Potom f+ g € Dy.
Diikaz. Oznacme Zy = {x| f(x) = 0} a Z, = {x | g(x) = 0}. V dikazu tvrzeni [7¢]
jsme si ukdzali, Ze Z; a Z, jsou prunikem spocetné mnoha otevienych hustych
mnozin. Potom i mnozina Z = Zy N Z, je prunikem spocetné mnoha otevienych
hustych mnozin — tedy podle Baireovy véty je Z husta v R.

Déle si uvédomme, ze pokud pro néjaky bod zg € R je f(x9) =0 a g(z9) =0,
je i f(zo) 4+ g(xo) = 0. To znamena, ze

Zivg=Az|f(x)+g(x)=0} D Z;NZ,=Z.

Ale Z je husta v R, takze Z;,, je také husta v R, coz znamena, ze f+g € Dy. [

Nyni uz mizeme dokézat hlavni vétu, z niz ndm (po pouziti lemmatu
vyplyne existence kopckeovskych funkei.
Véta 78. MnoZina

E ={f € Dy| existuje interval I takovy, Ze

(Vx e I)(f(x) =0) nebo (Vx € I)(f(x) <0)} (4.60)

je mnozinou 1. kategorie v (Dy,000)-
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Diikaz. Chceme dokazat, ze F je mnozina 1. kategorie, tj. Ze se jednd o spocetné
sjednoceni tidkych mnozin. Musime tedy takové ridké mnoziny najit.

Protoze mnozina Q je spocetnd, lze nalézt takovou posloupnost {I,,} -, Ze I,
jsou vSechny oteviené intervaly s raciondlnimi mezemi (tj. I, = (q1,q2), kde
¢1,q2 € Q). Déle pro kazdé n € N definujeme mnoziny E,, a F,:

B, ={f € Do|(Va € L) (f(x) > 0)},
F, = {f € Do| (Vo € 1) (f(x) < 0)} .

7, definice mnoziny FE je pak zfejmé, ze

E= G(EnUFn),

n=1
takze nam staci dokazat, ze mnoziny FE, a F, jsou ridké. Dikaz provedeme pouze
pro mnozinu F,, dikaz pro mnozinu F), je analogicky.

Zvolme nyni néjaké pevné n € N. K dikazu, ze mnozina E,, je ridka, vyuzijeme
tvrzeni[20f Musime tedy dokdzat, Ze mnozina E, je uzaviend a neobsahuje zédnou
otevienou kouli.

Uzavienost mnoziny E, dokdZzeme sporem pomoci tvrzeni[16] Pro spor pred-
pokladejme, Ze pro néjakou posloupnost { fx},-, je klim fr = f ¢ E,. Toznamena,
—00

ze (xg € 1,,) (f(xp) < 0). Podle definice bodové limity funkei ale

(Ve € (0, [f(xo)])) (Fko € N) (Vk > ko) (| fr(z0) — f(zo)| <e),
tedy fx(zo) < 0, coz je spor s tim, Ze fp € E,.

Ze mnozina E, neobsahuje zddnou otevienou kouli, dokdZeme tak, Ze vezmeme
libovolnou funkci f € Dy a libovolné € > 0 a ukazeme, ze v kouli B(f.e) existuje
funkce h takova, ze h ¢ E, — a to tak, Ze tuto funkci sestrojime.

Protoze f € Dy, existuje takové xy € I,, ze f(xg) = 0. Jak jsme si rekli
v poznamce za tvrzenim [76] existuje funkce v € Dy takova, ze

30> 0) (sup (2)] <)

(3 €R) (v (&) >0).

Mizeme tedy definovat funkci g tak, ze
€
g(z) = —;'7@—%‘?—5)-

Jisté g € Dy, protoze pri prenasobeni readlnym ¢islem se nezméni nulovost derivace
v prislusnych bodech, ani omezenost (celd funkce bude jen odhadnuta vétsi nebo

mensi konstantou). Pak bude sup |g(x)| < € a g(x¢) = £ -y(€) <0.
R

T

Nyni polozime h(z) = f(z) + g(z). Podle lemmatu (77| je h € Dy. Jednoduse
spocitame, ze
0o (fsh) = sup | f(x) — h(x)| = sup[g(z)| <,
TeR zeR

takze h € B (f,e), ale h(zg) = f(zo) + g(x0) = g(z0) < 0, takze h ¢ E,. O
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5. Podivnosti s integralem

Co se tyce integralu, budeme se zde vénovat vyhradné Riemannovu integralu,
ktery je casto vykladan i ve vyukovych materidlech. Konkrétné si predstavime
funkce, které, az jsou spojité na husté mnoziné, presto maji Riemanniv inte-
gral. Zaroven si ukazeme nutnou a postacujici podminku existence Riemannova
integralu a na jejim zakladé zkonstruujeme funkci, kterd ma ve vSech bodech
omezenou derivaci, ale tato derivace neni riemannovsky integrovatelna.

5.1 Riemannovsky integrovatelné funkce
nespojité na husté mnoziné

Nézev této kapitoly miize byt ponékud matouci a zavadéjici — na tom, zda
je mnozina bodu nespojitosti husta ¢i ne, v souvislosti s existenci Riemannova
integralu totiz viibec nezalezi. Ve skutecnosti plati véta, ktera dava do souvislosti
existenci Riemannova integralu a miru mnoziny bodu nespojitosti.

Véta 79. Necht [ je omezend funkce definovand na intervalu (0,1). Oznacme
N mnoZinu vSech bodu, v nichZ je funkce f mespojita. Potom Riemannuv integrdl
funkce f existuje prave tehdy, kdyz A\(N) = 0.

Diikaz. Dukaz této véty mizeme nalézt v knize Vojtécha Jarnika Integrdlni po-
cet 11 [134] (pomocna véta v Kapitole XI, §2), kde ji vsak Jarnik formuluje a do-
kazuje ponékud obecnéji, a to pro funkce vice proménnych definované na obecném
intervalu. Véta a dikaz, které v této praci uvadime, jsou tedy pouze zjednoduse-
nim pro funkce jedné proménné na intervalu (0,1), pro nase potfeby ovSem plné
postaci.

Dokazeme pouze implikaci ,zleva doprava“, kterou budeme v praci dale po-
uzivat, konkrétné v podsekei [5.2.1]

1. Riemanniv integral existuje = mira mnoziny bodi nespojitosti je nulovd
Implikaci dokdzeme pomoci obménéné implikace.

Necht A(IV) # 0. Potom z definice miry je A(INV) > 0.

Oznac¢me pro kazdé n € N

N, ={z e 00| > 0@ e 00) (I - ol <=nlf@) - f0)] > 1)}

Vzpomenme si nyni na definici spojitosti, presnéji fe¢eno na jeji negaci. Rek-
neme, ze funkce je v bodé x nespojita, pokud

(3n>0)(ve >0) By € (0.1) (lz =yl <e Alf(x) = fy)l = n).

Vidime, Ze nahradime-li pismeno 7 zlomkem %, dostavame pro zvolené n tentyz
vyrok, jaky je v definici N,, a tedy

N={J N,

n=1
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Protoze A(IN) > 0, existuje néjaké n € N takové, ze A(N,) > 0. Pro toto n
oznacme ¢ = A(N,).

Vezméme nyni libovolné déleni 0 = z; < ... < z; = 1. Ozna¢me Lq,...,L,
vSechny intervaly (z;,z,+1) takové, ze pro vSechna i € {1,... p} je N, NL; 7& 0.
Je tedy zrejmé, ze

N, C | L,
i=1

a tedy podle monotonie Lebesgueovy miry (tvrzeni 29| na strané

N
,ME

A(Li). (5.1)

=1

Protoze kazdy otevieny interval L; obsahuje néjaky bod mnoziny N, je podle
definice mnoziny N,,

(5.2)

3\'—‘

sup {f(2)} — inf {f(2)} >

x€eL;

7 definice hornich a dolnich souctu déle vidime, ze

S(D.f) - (€<sup (@)~ i {f<x>}>-<xi+1—xi>

T€(ws,Tit1) TE(T5,Tit1)

'M@ ||M|

Il
—

(mﬂf}—gﬁﬂwgw@g

zeL
p

AL

=1

)

vig vg )
Sle ==

Uvedena nerovnost plati pro libovolné déleni D. Proto i

s 1 c
/ f(z)dx —/ f(z)dz = inf S(D,f)— sup s(D,f) > — >0,
0 Jo n

D déleni D déleni
a tedy
s 1
| @)z # [ f(a)de
coZ znamend, ze Riemanniv integral f; f(r) dz neexistuje. O

I pres to, ze jsme praveé zjistili, ze funkce v této kapitole nejsou v zakladu
ni¢im podivnym, stale miize byt zajimavé ukazat si funkce, které jsou na hustych
mnozinach nespojité, a presto maji Riemanntv integral. A ackoli bychom v nésle-
dujicich ptikladech mohli k diikazu, ze jednotlivé funkce maji Riemanntv integral,
bez problému vyuzit pravé uvedenou vétu [T9] ukdzeme si u jednotlivych funkef
jiné, jednodussi zpusoby.
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5.1.1 Thomaeova funkce (1875)

Tuto funkei prezentoval roku 1875 némecky matematik Johannes Thomae ve
své knize Einleitung in die Theorie der bestimmten Integml{] [135].

Definice 53 (Thomaeova funkce). Necht x € (0,1). Pro x € (0,1) definujeme
funkci T predpisem

0, zel,
T(aj) = 1 _p v . s v (5'3>
7 r=,¢€ Q Ap, q nesoudélna celd cisla,,.
Pro x € {0;1} definujeme
T(0)=T(1)=0.

Poznamka. Na nékterych mistech najdeme trochu jinou definici, a sice
T (0) =T (1) =1, kterd odpovida definici pomoci piedpisu pro vsechna
z € (0,1). Dale budeme pracovat s ptuvodni Thomeaovou definici, ale snadno
bychom upravili tvrzeni nasledujicich vét i pro tuto alternativni definici.

Zacneme dikazem lemmatu, které je puvodné soucasti Thomaeova dikazu
vety [83] My ho ale vy¢lenime, protoze s jeho pomoci dokdzeme i vétu [82]

Lemma 80. Pro libovolné Q) € N, je pocet bodii x, pro které je T (x) > é, nejuyse
@-1)-@Q
5 .

Diikaz. Je-li déno ¢islo Q € N, je podle definice T (z) > é jen pro tyto

konkrétni body:
1

12 123 1234 12 Q-1 (5.4)
27 3737 474747 5757575’ ctt Q?Q?"'? Q * *
Uvéazime-li mnozinu M obsahujici pravé tyto body, pak
—1).
]M\<1+2+3+4+...+(Q—1):(Q2>Q.
O

Véta 81. Funkce T je nespojitd ve vsech raciondlnich bodech intervalu (0,1).

Diikaz. Kazdé x € Q takové, ze 0 < x < 1, lze napsat v podobé %, kde p a g jsou
nesoudélna prirozena cisla.

Staci volit € = 2%1. Pro jakékoli § bude existovat z’ takové, ze |z — 2’| < o
a soucasné x’ € I. Ale podle definice [53|je T (z') =0a T (x) = %, takze

N L
T@=TE)=>5 =

Q| =

1Uvod do teorie uré¢itych integrali
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Obrazek 5.1: Thomaeova funkce.

Obréazek 5.2: Thomaeova funkce, ukazka vrstev grafu.
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Véta 82. Funkce T je spojitd ve vsech iraciondlnich bodech intervalu (0,1).

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze pro z € [ je T (x) = 0 a pro 2’ = g € Q (p, g nesou-
délnd celd cisla) je T (2/) = %, musime dokdzat, Ze pro pevné zvolené xy € I
existuje pro libovolné ¢ > 0 takové § > 0, Ze pro vSsechna ' € Q z inter-
valu (z — 6,2 + 9) jsou 7 (2') mensi nez e.

Vezméme takové e, = % < g, kde Q € N. Podle lemmatu @ existuje jen
konefnd mnozina M C @Q bodu m, ve kterych je 7 (m) > e;. Najdeme tedy
takové my € M, jehoz vzdalenost od zadaného = € I je minimélni (to znamen4,
ze ve vzdéalenosti mensi nez |z — my| neni zadny bod mnoziny M, a tedy hodnota
funkce 7 v tomto intervalu je mensi nez ;). Tato vzdalenost, tedy |z — mg| je
hledané 0. O

Véta 83. Funkce T je riemannovsky integrovatelnd a

/OlT(x)dx:().

Diikaz. Ma-li byt [ T (z)dz = 0, musi byt

/OIT(:B) der=0= /OlT(:B) dz. (5.5)

Prvni rovnost v je zirejma — mnozina I je husta, tzn., ze pri jakémkoli
déleni budeme mit v kazdém intervalu iracionalni ¢islo, a tedy jakykoli dolni
soucet bude roven nule, tedy i dolni Riemanniiv integral bude nulovy.

Pro dtkaz druhé rovnosti v (5.5)) je tfeba si uvédomit, ze podle lemmatu
existuje pro libovolné zvolené cislo () € N, jen koneény pocet bodi x takovych,
ze T (x) > é

Zvolime tedy jako déleni D¢ posloupnost cisel z (5.4]). Protoze jsou inter-
valy déleni uzavriené, tj. obsahuji své krajni body (v nichz je hodnota vétsi nebo
rovna %), musime toto déleni jesté zjemnit, tj. pridat body blizko hrani¢nim bo-
dim, aby zbytek intervalu uz ,,propadl doli“. Protoze je ale délicich bod konecné
mnoho, mohou byt tyto pridané intervaly libovolné malé. Pro takto upravené dé-
leni Dy, tedy dostdvame

S (7’ ,Db) < 22

Budeme-li zvétsovat (Q, bude klesat hodnota horniho souétu S (T,D’Q>, a to

pod libovolné kladné redlné ¢islo. To znamend, ze

inf {$(7.D},) : Q €N} =0,

z ¢ehoz plyne druha rovnost v (5.5)). O]

Modifikovand Thomaeova funkce

Vratme se na chvili k myslenkam z kapitoly o derivacich. Thomaeova funkce je
sice spojita ve vSech iraciondlnich bodech intervalu (0,1), ale v Zzddném bodé nema
derivaci. Inspirovani modifikacemi Dirichletovy funkce bychom mohli pozadovat,
aby existovala modifikace Thomaeovy funkce, ktera bude v iracionalnich bodech
nejen spojita, ale i diferencovatelna. Takova modifikace vSak neexistuje, jak nam
fika nasledujici véta [136].
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Véta 84. Necht je funkce f : R — R takovd, Ze prox € L je f(z) =0 aprox € Q

je f(z) > 0.
Pak existuje nespocetnd mnozina hustd v R, na které funkce f nemd derivaci.

Diikaz. Dikaz provedeme tak, ze najdeme mnozinu takovych bodt, v nichz funk-
ce f nema derivaci a ukazeme, Ze je nespocend a husta v R.

Necht {¢;};=, je posloupnost vSech racionalnich ¢isel. Definujeme rekurzivné
konvergentni posloupnost racionalnich ¢isel {z;}.° ;.

Necht tedy x; € Q. Najdeme uzavieny interval [; takovy, ze pro vsechna z € I,
je

|w — 21| < fla).

Zbytek posloupnosti budeme definovat rekurzivné, a to pomoci nasledujicich
pravidel.

Mé¢jme definovany bod x,, a uzavieny interval I,,. Bod x,.1 a uzavieny inter-
val I,,11 definujeme tak, aby platilo:

1. In—l—l g Ina
2. délka intervalu I,,.1 je mensi nez %,

3. Tpy1 € Iny1 NQ a pro vsechna x € 1,14
|7 — Zpga| < f(Tnta),

4. pro vsechna i € {1;...;n} je ¢; & I11.

Posloupnost {1}, je tedy posloupnost do sebe vnofenych (podle 1) uzavie-
nych intervall, jejichz délka konverguje k nule (podle 2), takze podle Cantorova
principu vnorenych intervali je

5=},

pricemz jisté také

lim x; = a.
n—oo

Rovnéz vime (podle 4), 7e a ¢ Q, tj. a € 1.
Co se tyce derivace v bodé a, podle aproximace iraciondlnimi body by musela
byt rovna nule. OvSem (podle 3)
|f(z:) — fla)] f(z:) > 1

|z; — al —|xi—a\ -

V bodé a tedy neexistuje derivace.

Protoze jsme na zacatku volili interval [; libovolné a a € I;, je zfejmé, Ze
mnozina A bodu a je husta v R.

Déle budeme chtit dokazat, ze mnozina A je nespocetna. Pro spor predpokla-
dejme, Ze je spocetnd a vezméme posloupnost {a,}. -, vSech bodu z A.
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Nyni zopakujme algoritmus uvedeny vyse s tim rozdilem, Ze misto posloup-
nosti {g, }, -, vezmeme prévé posloupnost {a, } -, (zméni se pouze podminka 4).
Najdeme tedy néjaky bod a, ve kterém funkce f nemd derivaci, a stejné jako
predtim jsme dokézali, ze a ¢ Q, vidime nyni, Ze o’ ¢ A.

Z toho plyne, ze mnozina A nemuze byt spocetna. n

Mizeme ovsem sestrojit funkci, kterd bude nespojita ve vsech racionélnich
bodech, spojita ve vSech iracionalnich bodech a zaroven bude mit derivaci na
libovolné spocéetné podmnoziné iracionédlnich ¢isel, kterou si zvolime [136].

Takovou funkci zkonstruujeme pomérné snadno. Méjme danou mnozinu

A={a;|ieN}CL

Zkonstruujeme nejdrive pomocné funkce. Pro kazdé i € N definujeme funkci

m
gi(n) = min {’ —a;| |0 <m<nAman jsou nesoudélné} .
n

Ta pro dané n vybird vzdalenost od a; k nejbliz§imu ¢islu z mnoziny ¢i-
sel {%, ce "T_l} — ta je konecnd, takze minimum existuje.
S pomoci funkce g; nasledné definujeme funkci

g(n) = min g;(n),

kterda opét vybird minimum z koneéné mnoziny (tudiz toto minimum existuje).
Nyni uz muzeme k dané mnoziné A definovat funkei 7, pro vsechna x € (0,1)

0 r el
T, (7) =< (g(n)* == o€ Q Am an jsou nesoudélna,
1 r=0Vx=1

Priklad grafu takové funkce pro a; = sin (i) mizeme vidét na obrézku 5.3
Nyni uz jen zbyva dokéazat nasledujici jednoduchou vétu.

Véta 85. Funkce T,, md derivaci ve vsech bodech zvolené mnoZiny

Dikaz. Zvolme pevné néjaké ¢ € N. Pro vSechna m a n nesoudélna takova, ze
nztald<m<nije

‘Tﬁli (m) - Tai (al)

n

_Ta(3) _)? _ ()

z—a] ) T gin)

= gi(n)7

m
B
kde prvni rovnost plyne z toho, ze a; € I, a nasledné dvé nerovnosti z definice
funkci g; a g.
Zvétsime-li n, ,zhoustne® mnozina cisel 7, k nimz mérime vzdalenost od a;
a minimum z téchto vzdalenosti od tohoto daného a; se tedy bude zmensovat,
takze
lim g;(n) = 0.
A :(n)
7 toho uz je jasné, ze derivace v bodé a; je nulova, a tudiz existuje. O

Poznamka. Povsimnéme si, ze véta nefika nic o tom, co se déje mimo mnozinu A.
Mimo tuto mnozinu také mohou existovat body, v nichz ma funkce 7, derivaci,
ovsem z veéty [84] vime, Ze to nemiizou byt vSechny iracionalni body.
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Obréazek 5.3: Graf modifikované Thomaeovy funkce pro a; = sin (4).

155



5.1.2 Monoténni funkce nespojité na husté mnoziné

Funkci, ktera je riemannovsky integrovatelna, ackoli je nespojitda na husté
mnoziné bodl, mizeme ziskat jesté dalsim zajimavym zptsobem.
Vime, ze plati nasledujici véta.

Véta 86. Je-li funkce f monotonni v intervalu {a,b), md funkce f Riemanniv
integrdl od a do b.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze f je neklesajici (jinak muzeme

vzit funkei —f). Zvolme néjaké déleni D = {a = zo < ... < z,, = b}. Protoze je
funkce f neklesajici, je pro vSechna j € {1;...;n}

f(@i) = f(xj-1) = 0.

Mizeme tedy jednoduse spocitat

S(faD) _S(va) = (f(x]) _f(zj—l)) : (zj _$j—1)

1

)

<v(D)- Y (flay) — f(-1))

i=1
=v(D)-(f(b) = f(a)).
Navic pro kazdé e > 0 lze jisté volit D takové, ze v(D)-(f(b) — f(a)) < €. Protoze

n

[ ar < s(s:0)

[ 1@ de = s(5: D),

Ja
je jisté

0< [ flayde- /bf(:c) dr < S(f.D) — s(f,D) < <.

Protoze toto plati pro kazdé € > 0, je

[ rwar= [ 1@

a tedy Riemanniv integral existuje. m

To znamena, ze pokud se ndm podari vytvorit funkci, ktera je sice nespojita na
husté mnoziné, ale monoténni, bude automaticky riemannovsky integrovatelna.
Touto funkci bude naptiklad funkce nasledujiciho typu.

Definice 54. Pro kazZdou dvojici cisel p,q € N definujeme funkci

0, =<2
fp,q(m):{l Z

o T2

Necht je posloupnost {a,},—, takovd, Ze (Yq € N) (a, > 0) a Tada Y332, a, konver-

qugje.
Pro x € (0,1) potom definujeme pro x € R funkci m predpisem

e ¢}

m(z) = Z (aqqilfnq (x)) . (5.6)

q=2
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Jak vypada funkce f,,, si miZeme predstavit pomoci jejitho grafu na ob-
razku — funkce je konstantni nula na intervalu (—oo,g), v bodé g skokoveé

naroste na hodnotu * a na intervalu <§,oo> je opét konstantni (s hodnotou é)
Tyto funkce budeme nasledné scitat; nejdiive pro konkrétni ¢ pres vsechna p
mezi 1 a ¢ — 1 — takova funkce bude nespojita ve vsSech racionalnich ¢islech se
jmenovatelem ¢ — a nasledné pres vSechna ¢, ¢imz se budou nespojitosti postupneé
nascitavat (pozdéji si o tom povime podrobnéji). Toto postupné nascitavani mi-
zeme vidét na obrazku
Vysledné grafy pro dvé rizné posloupnosti {aq};x;l muzeme vidét na obraz-

cich (ag = %) a (a, = q%)

Muzeme si polozit otazku, zda je funkce definovana korektné, tj. zda suma (5.6
konverguje.
Uvédomme si, Ze pro vsechna x € (0,1) je

1

0< fpq (z) < -

q

7 toho je jasné, ze
q—1
! 1 1 1 1
0<) frglo)<—+-4+...+-=(¢—-1)-< 1

\pz;:” Tq g q q

MizZeme tedy Tict, Ze pro vnitini funkci ¢, definovanou piedpisem

00 (2) = ag z fo (2) (5.7)

plati
0< ¢p(2) <an

a protoze vime, ze Tada }_ %, a, konverguje, jsou splnény predpoklady Weierstras-

sova kritéria a fada (5.6 konveguje — a to dokonce stejnomérné.
Nyni si podrobnéji probereme pozadované vlastnosti nasi funkce.

Tvrzeni 87. Funkce m je neklesajici na (0,1).

Diikaz. Je ziejmé, Ze funkcee f, , jsou neklesajici. Jejich soucet je proto také nekle-
sajici, a protoze pro konkrétni ¢ je a, kladnou konstantou, je funkce ¢, (definovana
pomoci rovnice ) jen konstantnim kladnym nasobkem neklesajici funkce, a je
tedy rovnéz neklesajici.

Funkce m je tedy souctem neklesajicich funkci — je tedy neklesajici. O

Véta 88. Funkce m md na intervalu (0,1) Riemanniv integrdl.

Diikaz. Podle tvrzeni [87] je funkce m neklesajici, tj. monoténni. To znamena, ze
podle véty [86] ma Riemannuv integral. O

Véta 89. Funkce m je nespojitd v bodech z € QN (0,1).
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Obrézek 5.4: Monotéonni funkce m nespojitd v o € Q, kde a, = 2%
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Obrézek 5.5: Monotonni funkce m nespojitd v 2 € Q, kde a, = q%.
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Obrézek 5.6: Znazornéni funkce f, , z definice funkce m.
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Obrézek 5.7: Postupny vznik funkce m, kde a, = 5; (éstecné soucty po 2 az 5).
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Obréazek 5.8: Monotonni funkce j nespojitd v x € Q, kde a,, = n—lg
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Diikaz. Je ziejmé, ze pro kazdé q¢ € Q existuje funkce ¢, nespojita v bodé g,
a to tak, ze nalevo od bodu ¢ jsou funkéni hodnoty mensi nez funkéni hodnoty
napravo. Protoze je ale kazda jind ¢, v bodé ¢ neklesajici, tato nespojitost se
prenese i do vysledné funkce m. O]

Jinou definici podobné funkce uvadi i Vojtéch Jarnik v knize Integrdlni pocet 1
(kapitola IX, §2, cviceni 6) ([20], strana 184) — jednd se o zpusob konstrukce
funkce, kterd je nespojitda na konkrétni spocetné mnoziné. Jarniktv postup je
nasledujici.

Definice 55. Méjme libovolnou posloupnost {x,} | navzdjem riznijch bodi ta-
kovijch, Ze x, € (a,f). Ddle méjme konvergentni radu > 00, a,, takovou, Ze pro

vsechna n € N je a,, > 0.
Definujeme funkci j predpisem

i)=Y an,

neN
Tn<x

tedy scitame vzdy jen takovd a,, Ze x, < x.

Poznamka. Chceme-li, aby funkce j byla v kazdém bodé z, nespojitd z obou
stran, muzeme definovat

=3 Y at s Y an

neN neN
Tn<T Tp<T

Na obrazku muzeme vidét graf této funkce, pokud a, =
rovna posloupnosti {p,}°

n=1"
nost (B2.1)).

7T12 a {xn}zo:1 je
kterou jsme zkonstruovali na strané (posloup-
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5.2 Funkce s riemannovsky neintegrovatelnou de-
rivaci

V' podsekei jsme vidéli, ze vyukové materidly prezentuji integrovani
(tj. hledani primitivni funkce) jako opacny proces k derivovani a urcity integral
zavadéji casto s pomoci urcitého. Miuze byt tedy prekvapivé, ze mizeme sestrojit
funkci, jejiz derivace neni riemannovsky integrovatelnd — uvédomme si ale, ze
definice Riemannova integrdlu z funkce f (definice [14] na strané nenf nijak
zavisla na primitivni funkeci k f.

Na zacatku sekce jsme si ukazali vétu [79], kterd ika, Ze pokud je funkce
a nespojita na mnoziné kladné Lebesgueovy miry, nema Riemanniv integral. Staci
tedy, abychom sestrojili funkci, jejiz derivace je omezena a zaroven nespojita na
mnoziné kladné miry.

Jesté nez si ukdzeme konkrétni priklad, zminme se kratce o faktu, ze ve skutec-
nosti je vétsina omezenych derivaci riemannovsky neintegrovatelna. V roce 1977
totiz dokazal americky matematik Clifford Edward Weil ve svém clanku The
Space of Bounded Derivatived] [L37] nésledujici vétu.

Véta 90. Necht (D,o.,) je uplng metricky prostor omezenych derivaci se supre-
movou normou (viz sekcil4.4). MnoZina

E ={f € D | existuje interval I € R, na kterém je funkce f

riemannouvsky integrovatelnd}

je v tomto prostoru mnozinou 1. kategorie.

Dikaz této véty neni myslenkove slozity, ale potfebovali bychom k nému jesté
vice teorie z oblasti metrickych prostort, proto ho vynechavame (Ctenar ho muze
nalézt v [137]) a misto toho si ukdzeme konkrétni priklad takovéto funkce.

5.2.1 Volterrova funkce (1881)

Italsky matematik Vito Volterra uvedl tuto funkci v dubnu roku 1881 ve svém
¢lanku Swui principi del calcolo integml«f] [138]. Uvedme si jeho postup, ktery
navazuje na to, co jsme si fekli v sekei [4.1]

Meéjme déany dva body a < b. Definujme nejdiive nasledujici dvé funkce:

A(x):(x—a)z-sin< L >,

r—a

B(x):(b—x)g-sin<b ! )

— X

Jejich grafy mizeme vidét (z¢4sti Carkované) jako soucdst obrazku [5.11]

Déle oznacime jako z1 nejvétsi bod mensf nez %t (tj. polovina intervalu (a,b)),
v némz funkce A nabyva lokalniho maxima. Podobné oznac¢ime jako z, nejmensi
bod vétsi nez a7+b’ v némz funkce B nabyva lokalniho maxima. Mtzeme si vSim-

nout, ze hodnota tohoto maxima je v obou ptipadech stejnd — oznacme ji m.
Nyni uz mizeme definovat funkei V,; na intervalu (a,b).

2Prostor omezenych derivaci
30 principech integralniho poc¢tu
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Obrézek 5.9: Funkce Vg .

X2

Obrézek 5.10: Derivace funkce V.

Obrézek 5.11: Funkce V,; s ndznakem pokracujicich graft dil¢ich funkei.
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Definice 56. Pro x € (a,b) definujeme funkci V., predpisem

0 a,

A(z) a<az <,
Vap () =4m 1 < T < Xo,

B(z) zy<x<b,

0 b.

Graf funkce V,;, muzeme vidét na obréazcich afp.11}

Tvrzeni 91. Funkce V., je na intervalu (a,b) spojitd. Jeji derivace je na inter-
valu (a,b) spojitd a v bodech a a b jednostranné nespojitd.

Diikaz. Pro body = € (a,x1) U (x2,b) jsme toto tvrzeni dokdzali uz v tvrzeni

(na strané [68)).

Na intervalu (z1,72) je funkce V,; konstantni, tedy tvrzeni véty je zde jisté
splnéno. Navic je na tomto intervalu funkce V,; definovana tak, aby byla v jeho
krajnich bodech spojita.

Protoze v bodé 1 (resp. z3) nabyva funkce A (resp. B) maxima, mé v tomto
bodé derivaci rovnou nule (stejné jako na intervalu (z1,z2)). Jeji derivace je tedy
v téchto bodech spojita. ]

Graf derivace funkce V,;, mizeme vidét na obrazku [5.10]

Nyni uz staci, jak pise i Volterra ve svém ¢lanku, abychom zkonstruovali fidkou
mnozinu V' s kladnou mirou, jejiz doplnék je slozen ze spoc¢etné mnoha intervali.
Na téchto intervalech, oznac¢me si je (an,b,), pak definujeme hodnotu Volterrovy
funkce V funkcemi V,, s, a na mnoziné V' ji dodefinujeme nulou.

Definice 57 (Volterrova funkce). Necht V' C (0,1) je ridkd mnozina takovd,

zZe M(V') > 0 a existuji po dvou disjunktni intervaly (a,,b,) takové, Ze

OH\V = (an.bn) -
n=1
Pro kazdé x € (0,1) definujeme funkci V predpisem

V(z) = Vap (), x€ (anbn),
0, reV.

Ze je funkce V spojit4, je ziejmé. Nyni je t¥eba dokézat nasledujici vétu.
Véta 92. Funkce V ma omezenou derivaci nespojitou na mnoZine N.

Diikaz. Nejdiive ukdzZeme, ze funkce ¥V ma ve vSech bodech intervalu (0,1) deri-
vaci. Pro body z mnoziny (0,1) \ V' je tento fakt zfejmy z tvrzeni |91}

Pro body zy € V mtzeme argumentovat nasledovné. VSimneme si, ze pokud
vezmeme z € (0,1) \ V, vime, ze plati, ze existuje n € N takové, ze x € (an,b,).
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Obréazek 5.12: Ukéazka omezenosti grafu Volterrovy funkce.

Jisté interval (a,,b,) je bud nalevo, nebo napravo od bodu xg, neboli plati bud
b, < o, nebo xy < a,. Ale pro vSechna £ € (a,,b,) plati

—(z—a,)’ < V() < (z—an)’,
—(by —2)* < V(&) < (b —2)*,

tedy graf funkce V je na intervalu (a,,b,) omezen shora i zdola parabolou, jak
miZeme vidét na obrazku B.121
Protoze b, < xg, nebo xy < a,,, vime, ze urcité

—(z—m)" < V() < (x—10)°,

kterézto nerovnosti uz nejsou zavislé na prislusném n a plati i pokud je x € V
(protoze potom je V (x) = 0). Jednoduse tedy nahlédneme, ze V' (z9) = 0. Pro-
toze xo byl libovolny bod z mnoziny V, méa funkce ¥V nulovou derivaci na celé
mnoziné V. Dohromady tedy vime, ze funkce )V mé derivaci ve vsech bodech.

Nyni chceme dokazat, ze derivace funkce V je nespojita v bodech mnoziny V.
Vezmeme tedy libovolné zy € V. Budeme chtit dokazat, ze pro kazdé € > 0 na-
jdeme body x1 a xq takové, Ze |rg — 21| < € a |xg — 22| < € takové, ze V' (z1) =1
a V' (z2) = —1, ¢imz bude dokdzdna nespojitost derivace (protoze V' (xq) = 0).

Necht je tedy dano € > 0. Protoze je mnozina V tidka, vime, ze pro dané z
je (xo — 5,20 + %) N ((0,1) \ V) # 0. Jinymi slovy najdeme takové & € (0,1) \ V,
ze |xg — &| < 5. Ale podle definice mnoziny (0,1)\V existujen € N, ze § € (a,,by,).
Tedy podle toho, zda interval (a,,b,) lezi nalevo nebo napravo od &, je bud
€ —bn| < |§ — 2| < §,nebo|a, — €| < |v —¢| < 5. Oznacme si tento hranic¢ni bod
intervalu (a,,b,) (tj. a, nebo b,) jako t.

Nyni uz je jednoduché podle derivace funkce V,, ;, najit takové z,, ze
lz1 —t] <5 a V' (z1) = 1 aobdobné takové z,, Ze |zo —t] < § a V' (x3) = —1.
Snadno uz pak odhadneme, ze

£ 3
’xo_ml‘<|$o—t\+\t—m1|<§+§:g’
£ 3

Diisledek. 7 pravé dokdzané véty (a podmince A (V) > 0) ndm diky vété
vyplyva, ze derivace Volterrovy funkce nema Riemanntv integral.
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Posledni, co nam zbyva, je zkonstruovat konkrétni priklad této funkce. K tomu
nam postaci zkonstruovat mnozinu V' z definice — tou uz bude funkce V
jednoznacné zadana.

V podsekci[2.2.1] jsme zkonstruovali Cantorovu mnozinu. Zac¢inali jsme s inter-
valem (0,1); v prvni iteraci jsme odstranili jeho prostfedni ¢ast, ve druhé iteraci
jsme odstranili prostfedni ¢ast z noveé vzniklych intervali. Nyni budeme postupo-
vat stejné, jen s tim rozdilem ze délka intervalu, ktery budeme odstranovat v n-té

iteraci, bude 4%. 7 tvrzeni [27 nam pak plyne, Ze

> 1 127 1 /71\" 1 1
MOV =2 =SS =Y (5) =5y
n; 4n 2;471 2; 2 2 2

Podle tvrzeni 2§ je

AV) = A((0,1) = A((0,)\ V) =1 — ; - ; > 0.

Graf Volterrovy funkce pro takto zkonstruovanou mnozinu mizeme vidét na
obrazku [5.13] Protoze mé ale tato funkce pomérné malé funkéni hodnoty, prikla-
ddme i obrazek s upravenym métitem osy y (obrazek . Derivaci Volterrovy
funkce pak mtZeme vidét na obrdzku [5.15
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Obrézek 5.13: Graf Volterrovy funkce.
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Obrazek 5.15: Graf derivace Volterrovy funkce.
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Z.aver

V pribéhu této prace jsme vidéli fadu zajimavych funkci, z nichz fada popirala
nekterd tvrzeni, ktera jsme mohli nalézt ve vyukovych materidlech. Tato prace
nam tedy ukazuje, jak ,podivné“ funkce miizeme ziskat, pokud se budeme drzet
Cisté teorie a upustime od intuitivnich predstav.

Zajimavosti, kterou si muzeme z této prace odnést, je také to, ze zatimco
jsme zacinali s pocitem, ze funkce, které budeme v této praci probirat, bu-
dou ,,podivné“, u mnohych z nich jsme zjistili, Ze pravé ony jsou ty vétsinové

(napf. v sekcich [4.2] nebo [5.2)), a tedy, dé-li se to tak fici, ,normélni“.
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