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Kapitola 1
Uvod

Predtim, nez pristoupime k matematice, vénujme par slov tomu, co vsechno bude
moci ¢tendr v této praci najit. Ve druhé kapitole definujeme nékolik zakladnich
pojmu jako je norma, normovany prostor, jednotkova koule a budeme se vénovat
popisu toho, jaky tvar mize koule v normovaném prostoru mit. Tieti a nejob-
sahlejsi kapitola se zabyva tim, jak se méni objem koule v normovaném pro-
storu v zavislosti na jeho dimenzi a normé, kterou na tomto prostoru uvazujeme.
V uvodu kapitoly definujeme takzvanou zobecnénou kouli, uvedeme také definici
gama funkce, kterou budeme v dalsim textu velmi casto pouzivat a pripome-
neme par zakladnich vlastnosti této funkce. Poté nalezneme vzorec pro vypocet
objemu n-rozmérné jednotkové koule a nasledné vypocitame i objem zobecnéné
n-rozmérné koule. Pro jednoduchost budeme pocitat objemy kouli o poloméru 1,
ponévadz objem koule o obecném poloméru lze z této hodnoty snadno urcit vy-
nasobenim n-tou mocninou tohoto poloméru. Dale ukazeme konkrétni priklady
vypoctu objemu na dvojrozmérném a trojrozmérném piipadu ttvaru, kterému se
rika asteroida a potom se podivame se na to, jak se objem koule chova pti limit-
nim prechodu k nekoneéné dimenzi. Nejprve ukazeme, ze objem libovolné koule
(tj. o libovolném poloméru) v eukleidovské normé je, neformélné feceno, v prosto-
rech velké dimenze maly. V nésledujici vété toto tvrzeni zobecnime a ukazeme, ze
predpoklad specialni eukleidovské normy neni nutny a ze objem koule jde pro di-
menzi jdouci k nekoneénu k nule nezavisle na hodnoté parametru p, ktery normu
urcuje. Tuto vétu dokdzeme dvéma zpusoby, zaprvé elementarné za cenu toho,
ze dikaz bude ponékud rozsahly a poté s pouzitim Stirlingova vzorce, coz bude
mnohem kratsi, avsak prijdeme o elementarnost kvili této formuli, kterou uva-
dime pouze bez dikazu. V dalsi ¢asti této kapitoly se zamérime na to, v jakém
prostoru nabyva objem jednotkové eukleidovské koule maximéalni hodnoty. Uka-
zeme, ze to nastava v prostoru dimenze 5. Na zavér této kapitoly ukazeme, ze
pro jistou tfidu zobecnénych kouli (takovou, kde se v definici vyskytuje pouze
jeden parametr p) plati, ze pro kazdé p objem jednotkové koule se zvysujici se
dimenzi nejdiive monoténné roste a poté, co dosahne svého maxima, monoténné
klesa. Posledni kapitola, ve které budeme pracovat s dvourozmérnymi realnymi
prostory, se vénuje ¢islu 7, které s objemem koule v téchto prostorech (koule v R?
je kruh) tzce souvisi. My se vSak v této praci zabyvame i jinymi prostory nez
eukleidovskymi, a tak v této kapitole zavedeme symbol ., coz bude zobecnéni
klasického 7 na prostory s obecnou normou || - ||. Uz to tedy nebude konstanta,
ale parametr zavisejici na daném prostou. V kazdém normovaném prostoru tedy



budeme mit jinou hodnotu tohoto parametru pro tento prostor specifickou. Do-
kézeme, ze tato hodnota vsak nemuze byt jakakoliv, ale ze lezi v intervalu [3, 4]
a pokud budeme uvazovat pouze normy definované predpisem z tvodu 2. kapi-
toly, tento interval se zmensi na [, 4]. V uplném zévéru ziskany vysledek opét
zmirnénim predpokladi jesté trochu zobecnime.

Prepokladame, Ze ¢tenar je seznamen alespon se zaklady logiky potfebnymi pro
porozuméni ruznym ditkazovym technikdm a také se zdkladnimi pojmy a vy-
sledky linearni algebry, matematické analyzy a teorie miry a integralu. Tento
text by tedy meél byt srozumitelny poslucha¢tim poslednich ro¢nikii bakalarského
studia matematickych obori.

Tvrzeni v této praci jsou z velké ¢asti prevzata z jinych texti, je zde vsak i néko-
lik novych vysledkii. U kazdého prevzatého tvrzeni je odkaz na zdroj, ze kterého
bylo ¢erpano, tedy vsSechny vysledky, u kterych neni odkaz na literaturu, jsou
ptvodni. Konkrétné to jsou véty 3.9, 3.14 a 3.15.



Kapitola 2

Koule v normovanych prostorech

V celém textu se bude pracovat s normovanymi linedrnimi prostory konecné di-
menze, bude tedy dobré o tomto pojmu na ivod néco fici. Uvazujme n-rozmérny
redlny vektorovy prostor, tedy mnozinu vsech n-tic redlnych ¢isel. Nejptirozenéjsi
zpusob, jak na tomto prostoru zmérit délku [ vektoru = = (x1, o, ..., ), je zlejmé
nasledujici

l(x):\/x%—l—xg—i—---—i—x%.

Je to prirozené proto, ze to odpovida nasemu chapani délky v nasem trojroz-
mérném prostoru. Nic ndm vsak nebrani pouzit k méreni délky jinou funkci nez
tu, ktera je vyse uvedena. Na druhou stranu ale neni rozumné mérit délku uplné
jakoukoliv funkci, protoze pak bychom mohli ztratit nékteré dilezité vlastnosti,
na které jsme u nasi bézné délky zvykli. Naptriklad je rozumné pozadovat, at uz
definujeme délku jakkoliv, aby tato délka nemohla byt mensi nez 0 a na dru-
hou stranu aby délka nulového vektoru byla nulova. Funkcim, které splnuji tyto
a jesté nékolik dalsich rozumnych pozadavki, se fikd normy (napiiklad funkei po-
uzité k vyse uvedenému méreni se fika eukleidovskd norma). Norma tedy v jistém
smyslu zobecnuje délku, tak jak ji bézné chapeme. Pojem norma bude pro nas
v tomto textu klicovy, budeme ho tedy na dalsich strankach formalné definovat
a dale se mu vénovat.

Definice 2.1. Necht n € N a x = (z1,29,...,x,) je vektor, jehoz slozky jsou
realnd ¢isla. Pro p € [1, 00) definujeme:

n 1/p
el = (3 )
k=1
Véta 2.2. ' Zobrazeni x — ||z||, md ndsledujici vlastnosti:
e llzll, >0
e |zl,=02=0
e Ve e R:|lexll, = [efll2],

e lz+ylp, <z, + lyll, (Minkowského nerovnost)

1Pfevzato z [1], str. 10



Dukaz:

n 1/p
L. |lzl[, >0: Jax| >0 V ke{l,2,...,n} = (Z ]:ck|p> >0
k=1
2. |z, =02=0: |z|,=0=|zx] =0 Vke{l,2,...,n}=2=0

n 1/p
r=0=|zxy| =0 Vke{l,2,...n}= <Z\xk\p> =0

n 1/1’
3. eeR: ferl, = lellell : chup=<21cxkrp) .

k=1
n 1/p n 1/p n 1/p
- (Z |c|prxk|p) . (!prZ W) e (Z mrp)
k=1 k=1 k=1
£ le+yly < el + Iyl

Protoze p > 1, plati, Ze funkce x — |x|P je konvexni na R. Pro z,y € R"
a A € [0,1] tedy plati:

11 =Nz + Ayllp = 25 [(1 = Az + Ayg[” <
2=t (U= Nael” + Alyel?) = (1= M7 + Allyll;

Pro vektory z,y takové, ze ||z||, = [|y||, = 1 tedy dostavame:
11 =Nz + Ay, <1

Pokud z = 0 nebo y = 0, dokazovana nerovnost ziejmé plati.
V opacném pripadé dostavame pro jednotkové vektory
z/||z|l, a y/|ly|l, ndsledujici vztah.

lztylly [zl v 4l y <1
[z llp+lyll» I lzllp+lyllp lzlle " llzllp+lylle lyll lp <

Dtikaz dokonc¢ime vynasobenim predchozi nerovnosti jmenovatelem
zlomku na levé strané.

]

Poznamka 2.3. Kazdé zobrazeni, které ma vlastnosti z predchozi véty, se nazyva
norma a znadi se || -||. V pfedchozim tvrzeni jsme tedy dokézali, ze || - ||, je norma
na vektorovém prostoru R™. Dvojice (R", ||-]|,,) je tedy normovany linearni prostor.

Definice 2.4. Necht n € N a p € [1,00). Definujeme [7 jako realny vektorovy
prostor dimenze n vybaveny normou z definice 2.1. Presnéji

by = (R, [ - {|p)-

Poznamka 2.5. 2 Omezeni pro p v definici normy je nutné, protoze pro p < 1
by prislusna ,norma‘“ nesplnovala trojihelnikovou nerovnost, tj. vagné feceno,

2Pfevzato z https://math.stackexchange.com/questions/73294 /minkowski-inequality-for-p-
le-1



neplatilo by, Ze nejkratsi cesta z jednoho bodu do druhého vede po primce pro-
chazejici témito body. Dokonce plati, ze

lz+ylly = [zl + [yl Yo,y € [0,00)"

pro n prirozené a pro p < 1. Tedy pro p < 1 se znaménko v Minkowského
nerovnosti obraci.

Dukaz:

Plati:

p
($k+yk)p:<t$tk+(1—t)1y_kt> , te€(0,1).

Funkce f(x) = 2P je konkdvni na intervalu [0,00) pro 0 < p < 1, a tedy pro
T, Yr € R* dostavame:

|2k | el \* o lzal” |yel”
+ylP = (1t >t m (1t
i+ i ( g TAmiTy) 2t )(l—t)P

Po secteni pres vSechna £ mame:

lyll%

”+(1—t)m

Iz +ylly =

Pokud ||z|, = 0 nebo |y|l, = 0, dokazované tvrzeni ziejmé plati. V opaéném
pripadé zvolme:

A S
||x||p+ “pr Hpr"’ ||y||p
a ziskdvame: ) )
(S | S ]
v ER B
Tallo HIvTo Tello ol

a po uprave:
lz+yllp = ¢zl + llyllp)” + (1= 2) Uzl + llylle)” =zl + lyll)” =
=z +ylly = llzlly + lyll,
0
Definice 2.6. Jednotkova (uzaviend) koule v prostoru R™ s normou || - | je
mnozina
B:={z e R" |jz| < 1}.

Na obrazku 2.1 je nékolik pfikladii jednotkovych kouli v prostoru R? s riznymi
normami, které lze dostat rtiznou volbou p v definici 2.1.
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Obrazek 2.1: Jednotkové koule v l}% pro ruzné hodnoty p (pfevzato
z https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Lp_ space)

Poznamka 2.7. Podobné jako lze klasickou jednotkovou kruznici

({(z,y) : V22 + y? = 1}) parametrizovat goniometrickymi funkcemi sinus a ko-
sinus, které souviseji s thly v trojihelniku, mizeme podobnymi funkcemi para-
metrizovat i dal$i jednotkové kruznice (tj. hranice jednotkovych kouli) v jinych
normach. Volbou p = 2 v definici 2.1 ziskame eukleidovskou kruznici, ale pokud
zvolime p > 2, dostaneme jednotkovou kruznici, ktera se bude s rostoucim p ¢im
dél tim vice podobat Ctverci (square). Témto objekttim, jednotkovym kruznicim
(circles), které tvarem pripominaji ¢tverce (squares), se nékdy rika squircles a
prislusnd zobecnéni funkci sinus a kosinus, ktera je parametrizuji, se nazyvaji
squigonometrické funkce. Presnéji, pro dané p > 2 definujeme funkce squinus
(zobecnéni sinu), znac¢ime sg, a kosquinus (zobecnéni kosinu), znacime cg,, jako
funkce spliujici

sq(t) = eqp (B,

qul)(t) = —54p (t)p_l 5



5q,(0) =0,
cqp(0) =1,

kde t € R. Neni tézké se presveédcit, ze takto definované funkce skutecné splnuji
podminku

sqp(t)” + cqp(t)” = 1,

a tedy jsou to skutecné parametrizace nasich objekti, které jsme nazvali squircles.
Tuto a dalsi vlastnosti lze nalézt v [2].

Nasledujici dvé véty ukazuji, jakym zptisobem norma omezuje tvary jednotkovych
kouli v R™.

Véta 2.8. 3 Necht || - || : R" — [0, 00) je funkce, kterd spliuje: ||x|| =0 < =0
a Ve € R |ex| = || - ||z||. Potom || -| je norma na R™ privé tehdy, kdyz
jednotkovd koule B je konvexrni mnoZzina.

Dukaz:

Necht || - || je norma na R™ a necht z,y € B,A € [0,1] a z = Az + (1 — Ay
je libovolny bod na tisecce mezi x a y. Plati:

[l = lAz 4+ (1 = Nyl < [[Az]| + (1 = Myl =

= Azl + A =Nyl =A+ (1 -2 =1

tedy z € B.

Necht tedy naopak B je konvexni mnozina a z,y € R". Chceme dokazat, ze
|z + y|| < ||z]| + ||y||. Pokud 2 = 0 nebo y = 0, nerovnost ziejmé plati. Mizeme
tedy pfedpokladat, ze x i y jsou nenulové. Uvazujme = = z/||z| a ¥ = /||yl
jejichz normy jsou rovny 1, a tedy lezi v jednotkové kouli. Jelikoz

T
=l _
Il + gl Tl + T

I

vty :< 2l .l y>€B.

e+ 1yl Nzl + Dyl Nzl + vl
Plati tedy
|z + yl| :’ l=fl ]l yH <1
] +llyll -l + 1yl el 4yl

SEil G o lztull
Ovérili jsme, ze el <1, a tedy

12+ yll < =[] + llyll-

3Pfevzato z [1], str. 11



Véta 2.9. * Necht K je kompaktni konvexni mnoZina v R", kterd je stredové
soumeérnd vzhledem k pocatku a obsahuje néjakou (eukleidovskou) kouli se stredem
v pocdtku. Potom ezistuje norma || - ||k na R"™ takovd, Ze K je jednotkovd koule
vzhledem k této norme.

Dukaz:

Ukazeme, ze funkce
f(x) =min{{ € [0,00) : 2 € (K},

kde EK = {&y : y € K}, ma pozadované vlastnosti, a tedy je to hledand norma
||z|| k- Funkce f pritazuje vektoru x nejmensi nezadporné realné ¢islo £ takové, ze
x € EK. Je tedy vidét, Ze potom z lezi na hranici mnoziny £ K a je tedy prirozené
definovat jeho normu jako £. Poznamenejme jesté, ze v predpokladech véty je
uvedeno, ze K obsahuje eukleidovskou kouli, coz zarucuje, ze mnozina v definici
f(z) bude neprazdnd a také Ze hodnota f(x) bude konefna pro kazdé x € R™.

1. Jelikoz mnozina v definici f(x) obsahuje pouze nezadporna ¢isla, minimum této
mnoziny je nezaporné ¢islo, tedy f(x) > 0.

2. Pokud x = 0, zfejmé f(x) = 0. Naopak, pokud = # 0, uvazujme piimku, ktera
prochézi bodem 0 a bodem x. Tato ptimka protind hranici K v bodé ax, pro
néjaké a > 0, takze tsecka s krajnimi body 0 a az je podmnozinou K. Zaroven
z lez{ na hranici koule K/« a tedy plati, ze f(x) = a~! > 0.

3. Déle plati:

f(Bxr) =min{€ € [0,00) : fr € EK} =min{BE € [0,00) : x € EK} =

pmin{¢ € [0,00) 1w € EK} = 5 f(x),
pro 5 > 0. Ze symetrie mnoziny K plyne f(—x) = f(z), a tedy dostavame
f(Bz) =Bf(x), BeR.
4. Necht z,y € R™ jsou nenulové. Potom 2/ = z/f(z) € K, v =y/f(y) € K
podle ivah v bodé 2. Protoze K je konvexni mnozina a plati

flx) fly) —,_  xty

F@+ 1) T F@+ I T @+ )
dostavame, ze z € K, tedy f(z) < 1. Zaroven diky bodu 3 plati:

flz+y)
f(@)+ fy)

a tedy f(z+y) < f(x) + f(y). Pokud z nebo y je rovno 0, nerovnost zrejmé
plati také. Dokazali jsme tedy, Zze f(x) je opravdu norma. Zbyva dokazat, ze K
je jednotkova koule vzhledem k této normé

Zvolme libovolné = € K. Pokud = = 0, pak f(z) = 0 < 1. V opa¢ném piipadé
najdeme a > 0 takové, ze ax lezi na hranici K. Potom ziejmé plati, ze 1 < a,
a tedy f(z) = i < 1. Naopak pokud f(z) < 1, pak =z € K, coz dokazuje, ze
f(@) = [|lz]|x.

f(z) =

O

1Ptevzato z [3], str. 17



Kapitola 3

Objem koule

Jednim ze zakladnich pojmii matematické analyzy je koule a v této casti se za-
méfime na studium pravé tohoto objektu. Koule, kterou kazdy zna a ktera se
vyskytuje (i kdyz ne v uplné dokonalé formé) bézné v pfirodé, je povazovana
za jeden z nejjednodussich geometrickych utvart a jiz velmi dlouho jsou znamy
vzorce pro vypocet jejtho povrchu a objemu. V této kapitole se vSak podivame
na kouli mnohem obecnéji a v Sirsich souvislostech a zjistime, Ze situace bude
mnohem zajimavéjsi a komplikovanéjsi, nez by se mohlo na prvni pohled zdat.

Definice 3.1. Zobecnénd jednotkova koule v R™ je mnozina
Bpipspn = {2 € R ¢ |z + .+ [z < 13,

kde p1,p2, ..., pn € (0, 00).

Poznamka 3.2. V pripadé, Ze v definici 3.1 zvolime p; = --- = p,,, dostaneme
zobecnénou jednotkovou kouli, kterd se bude shodovat s jednotkovou kouli v pro-
storu l;; pro p = p;.

Poznamka 3.3. Zobecnéna koule uz nemusi byt konvexni mnozina. Napriklad
zvolime-li p; = -+ - = p,, < 1, dostaneme kouli, ktera neni konvexni (viz poznamka
2.5).

Definice 3.4. Na intervalu (0, 00) definujeme gama funkei I'(¢) predpisem:

[(t) = /OO v le " dx.
0

Poznamka 3.5. V diikazu nésledujici véty a v dalsim textu budeme vyuzivat
neékterych znamych vlastnosti gama funkce, které zde uvedeme bez dikazu. Pro
u,v > 0 plati:

(a) T(u+1)=ul'(u),
(b)  flavl(1 - 2) lde = W

I'(utv) ?

() T(1/2)=ym TQ1)=1,

10



(4 £(F8) >0 z>0

. T(z+1) .. o
(e) lim —==a Gy = 1 (Stirlingiiv vzorec).

Dikazy tvrzeni z predchozi poznamky lze najit v knize [4], konkrétné tvrzeni (a)
1ze nalézt na stran¢ 686 — véta 250, tvrzeni (b) na stané 692 — véta 254, tvrzeni
(c) na strané 686 — véta 251 spolu s pozndmkou 5 na téze strané a tvrzeni (e) lze
najit na strané 605. Tvrzeni (d) plyne z nasledujictho vzorce, ktery je na strané
701 oznacen ¢islem (52):

F/ T o) e—t e—xt
(z) = / — = dt, x>0.
['(x) 0 t 1—et
Neni tezké ukazat, ze integrand je rostouci funkci proménné z, a tedy cely inte-
gral (diky monotonii) je rostouci funkei z, tudiz mé kladnou derivaci.

Nasledujici dvé véty ukazuji, jak lze pocitat objemy zobecnénych jednotkovych
kouli. Prvni z nich se zabyva specidlnim ptipadem kdy p; = --- = p, = p € (0, 0),
tedy jedna se o jednotkovou kouli v prostoru /.

Véta 3.6. ° Necht py = - =p, =p € (0,00) an € N. Pro objem V,, jednotkové

koule By, p,...p,, plati:
gl +1/p)"

V= I(1+n/p)’

Dukaz:

Definujeme

v, (1) 1= 1dzx.
#(r) /nmnzy

U(y) =yl =z,

Pouzijeme substituci

jakobian zobrazeni VU je
Ju(y) ="

a dostaneme:

vp(r) = /”m” ldx = P dy = r"/p/ dy = r™/Pu,(1).

p<r lyllp<1 lyllp<1
Nyni vyjadifme dvéma zpusoby integral [ e v, (t)dt:
1. /0 ety ()dt = /O e~tu, () Pdt = v,(1) /O e~ dt = v, (1)D(1 + n/p)

2./°° e_tvp(t)dt:/ooe_t (/ 1dx> dt:/ (/w e‘%lt) dr —
0 0 lel<t o \Jjei

— [ el = ] / 17l g, — (2 /OO e“”zdmk> = (20(1 +1/p))".
R™ k=1"R 0

SPrevzato z [5], str. 195
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Zduvodnéme podrobné posledni rovnost. Potfebujeme ukazat, ze plati [;° e Trdxy, =
['(1+1/p). S pouzitim substituce x} = t dostaneme:

o0 P R 1 1
/ e~ dy, = / i et =dt = ~D(1/p) = (1 + 1/p),
0 0 p p

kde posledni rovnost plyne z tvrzeni (a) v poznamce 3.5. Porovnanim vyse uve-
denych vyrazu pro [;° e "v,(t)dt dostavame nasledujici vztah:

w1 +n/p) = 20(1 +1/p)",

a tedy : )
T(141/p)"

SR TN

O

Jako priklad si vezméme kiivku, které se rika asteroida a pouzijme prave doké-
zanou vétu k vypoctu obsahu oblasti, kterou tato krivka omezuje. Asteroida je
definovana rovnici

23 23 = g2l
a oblast ohranic¢end touto krivkou je specialnim pripadem zobecnéné koule, kterou
ziskdme, pokud v definici zvolime n = 2 a p; = py = 2/3. Je to tedy mnozina
A(a), pro kterou plati

Ala) = {(z.y) € B+ |1 4 [y* < ),

kde a je polomér této koule. Véta 3.6 se zabyva objemem jednotkovych kouli,
pocitejme tedy obsah asteroidy o poloméru 1. Vypocet obsahu obecné asteroidy,
jakozto zobecnéné koule, lze snadno prevést na tento pripad pomoci vztahu

A(a) = a*A(1).
Z predchozi véty tedy mame
L(1+1/p)™ 22F(l +3/2)% 4(?>/2)2F(?>/2)2 B

ViAQ) =2" T(1+n/p) ~ T(A+3) 3!
C4-9-(1/2)°0(1/2)>  4-9-m 3w
h 4-6 446 87

Definici asteroidy miizeme prirozené zobecnit a miizeme tak definovat analogicky
utvar i ve vyssich dimenzich. Definujme tedy n-rozmérnou asteroidu A, (a) o po-
loméru a vztahem

TR L L L

a spocitejme objem oblasti ohrani¢ené trojrozmérnou jednotkovou asteroidou.
Pocitame tedy objem

V(As(1) =V ({(x,y,2) € R : [a] 2+ [y + |2 <1}) .
JJT+1/p)m  T(L+3/2° (3/2)°0(3/2)°

V(4s(1)) =2 Tdnfp) 2 D492 5 9/2r(9)2)
_3-2(1/2)°1(1/2)* 3. /2 - 33/ _
- T/2r(7/2) 2-7-5/2I(5/2)  T7-5-3/2I(3/2)

27r3/2 ek 4

T 7.5-1/20(1/2)  7-5y® 35

12



Obrazek 3.1: Asteroida s polomérem 1

Nyni se podivame na obecny pripad. Z véty 3.7 ziskame vzorec, ktery nam umozni
vypocitat objem libovolné zobecnéné jednotkové koule.

Véta 3.7. ¢ Necht pi,p2,...,pn € (0,00). Pro objem V, zobecnéné jednotkové
koule B plati:

pP1p2.--Pn

L1+ 1/p1)..I(1+1/py)
L(1/pr+1/py+ ...+ 1/p, + 1)

Vv, =2"
Dukaz:

Vyjdeme ze znamého vztahu

v, = / ldz
B

P1P2---Pn

a pouzijeme substituci

Byr, . oyn) = (W72 = (1)

Jakobidn tohoto zobrazeni je

Pouzitim substituce dostaneme:

/ ldx = / ldx = / |Jo(y)|dy =
Bpipy...on |21 [P14-...+|zp[Pr <1 yi+. +y2<1

6Ptevzato z [6], str. 390
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Obrazek 3.2: Trojrozmérna asteroida

2n 2 _ 2 _
= / a7y dy
P1---Pn /B
Jako dalsi krok dikazu ovérime, ze plati

[(est), T(entl)
(o, ..., ::/ o Ny jangy — —\ 2 2 )

Nejprve pouzijeme Fubiniovu vétu a dostaneme:

1
I(ag,..,ap) = / |y | (/2 |332|°‘2...|xn]a"da:2...dxn> dxy.
-1 z3+.. 422 <l-a?

1

Mnozina, pres kterou se integruje ve vnitfnim integralu, je koule o poloméru
1 — z3. Oznacime-li r := /1 — z? tento polomér a pouzijeme-li substituci:

U(ya, - yn) =72y 3 Un) = (TY2, - TYn) = (22, Tn),
jejiz jakobian je
Jy(y) =rY,
dostaneme vztah

/ |2a|*2.. |2, | das.. . dx,, =
3+ +ad <r?

= /2 , 7”("_1)+°‘2+‘“+°‘"|y2|a2...|yn|a"dy2...dyn
y3+..Fyp <1

14



Celkem tedy mame:

1 n—l4+ag+...+a
I, ..., ap) :/ g |1 (1—g2) g </
-1 ya+...4+y2

1 a1 2 n—1l+ag+...+an as o
—2( [ apa-ad)TE ) (] 2129 gy )
0 yi+.+ya<1

Pomoci substituce ¢ = 2% upravime predchozi integral do tvaru:

1 o1 — n «@ e an
</ t 3 1(1 — t)WWt) </ |y2\°‘2...|yn|a"dy2...dyn> :
0 Y3 +tyn<l

S pouzitim Poznamky 3.5 (b) dostaneme néasledujici rekurzivni vztah:

|y2|0‘2...|yn|O‘”dy2...dyn> dr, =
<1

F( a12+1 )F(a2+...+2an+n+1)

Iy, ...,ap) = d(ag, ..., ap).

F( a1+...+§zn+n+2 )

(n — 1)-ndsobnou aplikaci tohoto vztahu ziskame:

F(oa12+1)“.F<Oénf21+1)an2+11—\(an2+1)

d(ay,).
F(a1+...+(21n+n+2) ( )

Iag,...,ap) =

A jelikoz plati:
2
o, +1

1
I(ay,) = |z|*"de =2 | a%dr =
z2<1 0

Y

dokéazali jsme, ze

F(—m;l)...f‘(—a";l)

F(a1+...42ran+n + 1)

Nyni staci zvolit ay = 2/pr — 1 pro kazdé k € {1,...,n} a dostavame:
1 1

F<;71)"'F(17n)

Pt d oo+ 1)

I(ay,...,0p) =

1(2/101 — 1, 72/pn — 1) =

odkud plyne dokazovana rovnost:

1 1
V,=2"— .. —I(2/p, —1,...2/p, — 1) = 2" .

Véta 3.6 samoziejmé plyne z véty 3.7 jakozto jeji specidlni ptipad, z didaktickych
duvodi je tu vsak uvedena samostatné.

Néasledujici dvé véty popisuji limitni chovani objemt n-rozmérnych kouli pro n
jdouci do nekonecna. Prvni z nich se tyka eukleidovskych prostorii a druha je
zobecnénim prislusného tvrzeni na prostory s libovolnou normou || - ||,

Véta 3.8. 7 Necht r > 0. Pro objem V,(r) n-rozmérné koule B C (R™,|| - ||2)
o poloméru r plati

lim V,(r) =0.

n—oo

"Prevzato z [7], str. 105
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Dukaz:

n+1

Dokazeme, ze fada > ;2 jn 2 .

Vo (r) konverguje pravé tehdy, kdyz 0 < r < T
Odtud plyne konvergence fady >0, V,,(r) pro vSechna realna r > 0. Jelikoz napri-
klad 0%, n's Vi (5) konverguje, ze srovnévaciho kritéria a ze vztahu V, (ar) =
a"V,(r) dostaneme, ze i Y02 (2mer) "V, (5) = Yoy Va(r) konverguje. Dokazo-
vand limita je nutnou podminkou konvergence této rady. To, ze fada > 0%, V,,(r)
konverguje, znamena nejen konvergenci objemu V,,(r) k nule, ale poskytuje ndm
to informaci o rychlosti této konvergence. Dokazeme tedy silnéjsi tvrzeni.

Plati V,,(r) = ™V, (1), a tedy z véty 3.6, kde zvolime p = 2, dostaneme nasledujici
rovnosti

Vo(r) = r”2”7( i 2n) = r"2" (2) (i) S—— —.
F(1+%) T(1+2)  T(1+2)

S pomoci Stirlingova vzorce (poznamka 3.5 (e))

Nyni vyuzijeme toho, ze pokud limita néjaké posloupnosti a, je rovna jedné,
1

potom i posloupnost (a,)» méa stejnou limitu. Pokud totiz lim,_, a, = 1, pak

plati

1
lim (an)% = lim eln((an) ) = lim e%ll’l((ln) — 1,
n=oco n=—oo n=oco

nebotf limita exponentu -In(a,) je 0. Zminéna implikace tedy skutecné plati.
Tedy mame

1 ntl 1

1727 2n nt+l 1 T 2n
1= lim(V,(r)» ———— = lim (V,,(r)n 2 )= lim .
n—>oo( ( )) r«/2me n—>oo( ( ) ) =00 T’\/%

Odtud jiz snadno dostaneme, ze

lim (V,,(r)n"7")

n—oo

3=

= rv2re.
K rozhodnuti o konvergenci rady ».>° n"s V,.(r) pouzijeme Cauchyho odmocni-
nové kritérium, které tika, ze tato fada konverguje, pokud rv/2me < 1, tedy pro

r € (0, \/ﬁ] a diverguje, pokud rv/2me > 1, tedy pro r > \/ﬁ V pripadé, ze

r = \/ﬁ’ mame

1 = lim V,(r) = lim V,(r)y/mn 2

n—00 ( 217re>n (271'6)% n—00

Y
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a tedy .
lim V,(r)n"s = — #0.
A, Valr)n 2 = o £

V tomto pripadé tedy rada diverguje, protoze jeji cleny nejdou k nule.
O

Predpoklad B C (R", || - ||2) z predchozi véty lze ve skutecnosti zeslabit a lze
uvazovat jakykoliv normovany prostor (R", || - ||,) s pfipustnou hodnotou p, jak
ukazuje dalsi véta. Uvedeme zde dva diikazy, z nichz jeden je elementarni a druhy
vyuziva Stirlingiv vzorec.

Véta 3.9. Nechtr >0 ap > 0. Pro objem V,(r) n-rozmerné koule B C (R™, ||-||,)
o poloméru r plati

dim V;,(r) = 0.
Diikaz (elementdrni):
Z véty 3.6 mame
['(1+1/p)"
Vi(r) = 2m"
(r) I'(1+4+n/p)

Vyraz I'(1 + 1/p) je konstantni. Oznacime ¢ = I'(1 4+ 1/p) a pro (2rc) > 1 dosta-
vame:

" ((2rc)P)"/P . ((2rc)p)tn/pJ+l B (QTC)p((ZTC)p)Ln/pJ

L(L+n/p) = (L+n/p)! = ([L+n/p))! ([1+n/p))"

Jelikoz pro libovolnou realnou konstantu k plati lim,, % = 0, vyraz na pravé
strané sledu nerovnosti jde k nule pro n jdouci do nekone¢na. Pokud plati (2rc) <
1, pak zfejmé vyraz 2"7’”#2“)) ma také limitu nula pro n jdouci do nekonecna.
Tedy pro (2rc) < 1 plati:

C?’l

A Va(r) = B 25" sy = O

Jelikoz ze zrejmého duvodu plati V,,(r) > 0 pro kazdé n € N, dostavame pro
(2re) > 1:

N
0 < lim Va(r) < lim (m@ﬁm _

a z véty o dvou straznicich tedy dostavame, ze lim,,_,, V,, = 0 a dikaz je hotov.
O

Diikaz (s pouzitim Stirlingova vzorce):

Opét vyuzijeme vztah z véty 3.6 a dale pouzijeme Stirlingtiv vzorec

(1
lim 7( +n) =

oo\ /2mn (ﬂ)n



Plati

r'a+1/p)n (14 1/p)Pk
lim V,,(r) = lim 2”T"M — lim QPkrPkM _

k
k

i ok DO LD 2k ) iy g P LD V2T (£)
k—o00 F(l +k’ /27T]€( ) k—o0 \/ﬂ(%)k ks o0 F(]_ n /{3)

1l [(zrr(lﬂ/p))perzo

olx (o

= 2r ks R k

Posledni rovnost plyne ze znamé limity lim,, (%)k =0, Vq € R, kde zvolime
q=2rI(1+1/p))e
O

V dalsi vété dokazeme, ze jednotkova eukleidovska koule ma nejvétsi objem v péti-
rozmérném prostoru. Tento vysledek opét dokazeme v ramci obecnéjsiho tvrzeni.
Hodnotu objemu jednotkové eukleidovské koule v jednorozmérném prostoru lze
vypocitat snadno, nebot tato koule je mnozina vsech bod na primce, které jsou
od pocatku vzdalené méné nez 1, tedy pro jeji objem Vi(1) plati V(1) = 2.
Podobné V4(1) = 7 ~ 3,14, jelikoz V(1) je kruh o poloméru 1 a V5(1) jakozto
objem koule v bé&Zném vyznamu (tedy trojrozmérné) je roven 3w ~ 4,19. Pro
objem V(1) ¢tyfrozmérné koule uz nemame jednoduchy vzorec ze stedni skoly,

pouzijeme tedy vétu 3.6. Po dosazeni p = 2 a n = 4 dostaneme

Vi(1) = Y Sk Y (%F(%)f 3T - g0
YTy 7 e 2 2 T

Konecéné pro p =2 a n = 5 mame

5
11 5 5 5
Vs(1) = 25F(17+%>5 _ 95 (§F<5)) — 3 - m — m — EWQ ~ 5.96.
ey W0 W ENG BT

Pron € {1,2,3,4,5} je tedy funkce vyjadiujici objem jednotkové koule rostouci.
V nasledujici vété vsak ukédzeme, ze pro kazdou eukleidovskou kouli o libovolném
poloméru r > 0 existuje hraniéni dimenze, od které uz je funkce V,,(r) klesa-
jici. Snadnym vypoctem pak zjistime, Ze pro jednotkovou kouli je tato hrani¢ni
dimenze rovna 5.

Véta 3.10. 8 Pro posloupnost {V,,(1)}52,, kterd vyjadiuje objem n-rozmérné jed-
notkové koule B C (R™, ||||2) v zavislosti na dimenzin € N, plati, Ze V,,(1) nabjvd
svého mazima pron = 5.

Dukaz:

S pomoci vztahu V,,(r) = r"V, (1) vyjaddfeme nejdiive ze vzorce ve vété 3.6 expli-
citné vyrazy pro Va,(r) a Va,41(r). Pro prvni vyraz ihned dostavame

7“2”7'('”

Van(r) = n!

8Ptevzato z [7], str. 106
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Vzorec pro Va,41(r) ziskdme nasledovné

(l)2n+lr(l)2n+1
_ _2n+102n+1 \2

F(l + %)Qn-&—l 5

‘/Y2n+1(r) — r2n+122n+1 - = r _
[(1+ 22H) F(l1+n+31)
_ p2ntl (v/m)*t _ p2ntl /T .
(n+3)(n+3) (n+3)(n—3)n—3) - (GVr
Nyni rozsiiime zlomek vyrazem 2"*! a dostaneme
7o) (2r)"
Vaner () (mr)"(2r)

T 1-35--(2n+1)

Tvrdime, ze od jistého clenu je posloupnost {V,,(r)}>, klesajici. K tomu staci
dokéazat, Ze pro vSechna dostatecné velka n € N plati

M_i1.3.5...(2n+1)>1 Vauor(r) 1 2:4-6---(2n)

_ _ 1 1.
Varrr(r)  2r 2-4-6---(2n) C Vpn(r)  ar1-3-5---(n-1)

To nastane pravé tehdy, kdyz pro r» budou platit obé nasledujici nerovnosti zaro-
ven

11-3-5---(2n+1) 1 2-4-6---(2n)

<= =T, T<-— = Y.
"SS9 2 46--2n) " TS E1 35 n-1) 7

Chceme tedy ukazat, ze pro kazdé r > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng plati z,, > r a zdroven y, > r. K tomu nam stac¢i dokazat, ze {x,}, {y.}
jsou rostouci a neomezené. Ukazme, ze tyto vlastnosti ma x,,, dikaz téhoz pro y,
je analogicky. Plati

_11-3-5---(2n+1)_1<1+1><1+1)<1+1) <1+1)
9T 4.6.--(2n) 2\ 2 1 6 on)

2n+27
zaroven xr; = %, plati, ze z, > 1 pro kazdé n € N. Mizeme tedy odhadnout z,

takto

tedy zrejmé x,.1 = x, + odkud ihned plyne, Ze x, je rostouci. Protoze

Tp—1 1 Tp—2 1
In S T S e T e T Ty T
1 1 1 1 1 1 1
>xn—2+m+%>'“>1+§+Z+6+"'+2(T_1)+%:

Tedy vidime, Ze x,, je neomezena.

V nasem pripadé, kde r = 1, potiebujeme, aby

11-3-5--(@2n+1) | 1 2:4:6--(2n)
2 2-4-6---(2n) 71-3-5---(2n—1)

Spocitejme prvnich nékolik hodnot z,, a y,.

13_3_,
TG = - — = —
179974
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1 9
U1 —-2=—-<1
T v
135 15 _
To —= — +« — » — —_
27922 4 16
1, 4_8
Y2 T 3 37
1 35 7 105
Ty= o — >

Ys =

Pro kazdé n € N, n > 2 tedy plati, ze x,, > 1 a y, > 1. Z ptredchoziho jiz vime,
ze plati

Vi(1) < Va(1) < V5(1) < Vi(1) < V5(1)

a z pravé dokdzaného mame i
Vs(1) > Ve(1) > V(1) > -+
m

Dalsi véta 11k4, jak se chova posloupnost jednotkovych kouli V,,(1) v zavislosti na
parametru p > 1 v definici normy daného prostoru. Pri pohledu na néasledujici
tTi obrazky se nabizi hypotéza, ze pro kazdé p > 1 objem jednotkovych kouli
v prostorech [} s rostouci dimenz{ n nejdifve roste (pro p = 1 neklesd) a potom
od urcité dimenze klesa. Jistou predstavu o tom, jak se posloupnost objemii chova
nam dava jiz véta 3.9, ktera rika, ze tyto objemy jdou v limité k nule, tedy cleny
posloupnosti objemt se musi v jistém smyslu zmensSovat, avsak nerikd nam nic
o monotonii. Ve vété 3.14 dokazeme, ze posloupnost objemi skutecné 1ze rozdélit
globalnim maximem na dva monoténni useky, z nichz prvni je neklesajici a druhy
je nerostouci.

2.0; o o
1.5
°
1.0
[ ]
0.5
°
r °
1L 1 ® & ¢ ¢ 6 0 6 6 6 06 0 6 6 6 6 ¢ 6 6 6
- 5 10 15 20 25

Obrazek 3.3: Zavislost objemu jednotkovych kouli v prostorech I na dimenzi n

Nejprve definujeme dva pojmy, které budeme dale pouzivat.
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5 °
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I °
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1f °
°
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°
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5 10 15 20 25

Obrazek 3.4: Zavislost objemu jednotkovych kouli v prostorech 5 na dimenzi n

o0 7

Definice 3.11. Posloupnost redlnych ¢isel {z,} ~, se nazyva unimodélni, pokud
je neklesajici nebo pokud existuje ¢ € N takové, ze plati
Ty STy ST 2 Tigg 2> .

o0 ’

Definice 3.12. Posloupnost redlnych ¢isel {z,}, -, se nazyva logaritmicky kon-
kavni, pokud pro kazdé n € N, n > 2 plati x,, 12,41 < xi

Jesté nez zformulujeme zavéreénou vétu, dokdzme jedno pomocné lemma, které
v této véteé vyuzijeme.

Lemma 3.13. ° Kazdd logaritmicky konkdvni posloupnost s kladnymi cleny je
unimoddlni.

Dukaz:

Necht {x,} =, je redlnd posloupnost a plati
VneN x, >0,

VneN, n>2 x, 12,11 < a:i

Nerovnost v definici logaritmické konkavnosti vydélime kladnym sou¢inem z,,_1x,

a dostaneme
Tn+1 < T

Tn o Tp—1

Pokud pro kazdé n € N plati x;—:l > 1, pak je posloupnost {z,}, -, neklesajici,

a tedy je unimodalni. V opac¢ném pripadé zvolme nejmensi ng € N s vlastnosti
mn0+l

—0= < 1. Pak ale plati

Tng

Lng+1 Lno+2 Lno+3 >

> > >
Ty Tno+1 Tno+2

1>

9Pfevzato z [8], str. 121
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[ ]
I [ ]
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Obrazek 3.5: Zavislost objemu jednotkovych kouli v prostorech [§ na dimenzi n

Odtud plyne, ze
X1 S'xZ S ano zxn0+l 2$n0+22 o
O

Véta 3.14. Nechl p > 0 a {V,(1)},2, je posloupnost objemi jednotkovych kouli
B,(1) ¢ (R™ || - ||p), potom tato posloupnost je logaritmicky konkdvni, a tedy
unimoddalny.

Dukaz:

Pro vétsi prehlednost v tomto dikazu pisme V}, misto V;,(1). Posloupnost {V},}~
ma ziejmé kladné ¢leny, staci tedy diky lemmatu 3.13 dokazat, ze je logaritmicky
konkavni. Chceme tedy dokazat, ze plati

Vi1V < V2.
Upravme nejdrive levou stranu nerovnosti.
2T (1) () 2 ()
(1421 D(1+2) T (1+ =)D (14 22

Nyni rozepisme pravou stranu.

Vn—lvn—l—l -

n

L w(e) ey (e’
_ . _ )
r(i+3)  r(+3) r(1+2)

n

2n
Na levé i pravé strané nasi nerovnosti je vyraz 22"I" (1 + %) , muzeme tedy obé
strany timto vyrazem vydélit. Zbyva tedy ukézat, ze
1 1
n—1 n+1 S 2
Fi+=2)r(1+22) " r(142)
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nebo ekvivalentné

r(i+y) _ r(1+”—+1)‘
D1+ 7 1(1+2)
Definujeme funkci f predpisem
I (14 £
fla) = — 7
r(1+2)

a snadno nahlédneme, Ze k dokonceni ditkazu staci ukazat, ze funkce f je rostouci.
Udélejme to tak, ze zderivujeme funkci f a dokazeme, ze tato derivace je kladna.

s y) T ) ()
F(1+§)2

f'(x)

Cr(ieet) per(its) r1
() (et )
_p'F(l—i-%)

r(1+=2)  r(1+2)
Je zirejmé, ze vyrazy I’ (1 + %ﬂ), r (1 + %), p jsou kladné a to, Ze i vyraz v hra-

_P’(1+x7t1) P(1+%1) r’(1+
+

naté zavorce je kladny, plyne z poznamky 3.5 (d). Tento vyraz muzeme totiz
prepsat do tvaru

i+ i+ :\P<1+x+1>_\y<1+m>

r(1+$7f1) F(1+§) p p

I (z)
I'(z)
znamka 3.5 (d) plati, ze ¥/(x) > 0 pro z > 0, a tedy funkce ¥(x) je rostouci, coz
dokazuje, ze vyraz v hranaté zavorce je kladny. Tim padem funkce f je skutecné

rostouci a véta je dokazana.

kde U je takzvand digama funkce definovand vztahem W(x) = . Podle po-

]

Na zavér této kapitoly se jesté podivame na souvislost parametru p v definici
normy a dimenze, v niz nabyva objem jednotkové koule v prislusné normé svého
maxima.

Véta 3.15. Posloupnost objemi {V,,(1)} jednotkovich kouli B,(1) C (R™, | - ||,)
nabyvd maxima pro n = 1 prdavé tehdy, kdyz p € (0,1].

Dukaz:

Jak jiz vime, vzorec pro V(1) vypad4 takto

L1+ 1/p)"

=2
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a z predchozi véty vyplyvd, ze pokud existuje ng € N takové, ze V,, (1) > V,,,+1(1),
potom V(1) > V,(1) pro kazdé n > ng. Tedy k tomu, abychom ukazali, ze
posloupnost {V,(1)} nabyvd maxima pro n = 1, sta¢i ukéazat, ze Vo(1) < Vi(1) =
2. Chceme tedy dokazat, ze nerovnost

2F(1+1/p)2
22 0 o))

plati pravé tehdy, kdyz p € (0, 1]. Vydélenim obou stran ¢tyrmi upravime nerov-

nost do tvaru
1 S 1+ 1/10)2

27 I(1+2/p)
Zaprvé snadno ovérime, ze pro p = 1 nabyva prava strana hodnoty % a zadruhé
ukazeme, ze funkce 2((11112/ /pp); je rostouci, a tedy uvedena nerovnost plati skutecné

pouze pro hodnoty p z intervalu (0, 1]. Derivujme tedy tuto funkci a ukazme, Ze
tato derivace je kladna.

P(I+2)2\" PO+ HT0+ Hr1+2)+ T+ 1) (1+2)
REET P2 i}
2 (TA+2P(A+ ) DA+ )0 +5)%
P\ TA+T(1+2)  TOA+HT1+2) )
20(1+3)* (T'(1+2) T'(1+3)\ 20(1+1) p 1
~ (1) (r(1+§) a P(1+;)) pT(1+2) [\IJ <1+p> -V (Hpﬂ ’
kde v
Vo) = T

tak jako v predchozi véte, je digama funkce, ktera je podle poznamky 3.5 rostouci,
a tedy vyraz v hranaté zavorce je kladny. Ze zfejmého divodu je kladny i vyraz
pred zavorkou, tedy derivace nasi funkce je kladna, a tim padem funkce na pravé
strané dokazované nerovnosti je rostouci. Spolu s faktem, Ze tato funkce nabyva
v bodé 1 hodnoty 1/2, odtud vyplyva, ze tato nerovnost skutecné plati prave
tehdy, kdyz p € (0, 1].

]

Obrézek 3.6 ukazuje, jak s rostouci hodnotou parametru p roste i dimenze n, v niz
nabyva posloupnost jednotkovych kouli B, (1) v normé || - ||, svého maxima.
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Obrézek 3.6: Zavislost dimenze n, v niz nabyva objem V,,(1) maxima, na hodnoté
parametru p
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Kapitola 4

T

4.1 Interval pro hodnoty 7

Stejné jako objem koule také hodnota konstanty 7 je davno znamé a ma se za
samoziejmé, ze je to iracionalni ¢islo, které dnes umime uréit s témér libovolmou
presnosti.

T~ 3,14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230

V této casti se podivame na to, jak se toto ¢islo muze ménit, pokud budeme uva-
7ovat jinou normu nez eukleidovskou. UvaZujme tedy na prostoru R? libovolnou
normu || - || a definujme . jako pomér obvodu kruhu a dvojnasobku jeho po-
loméru mérenymi touto normou. Vzhledem k vlastnostem normy stac¢i pracovat
s jednotkovym kruhem. Uvedme ptiklad pro normu || - ||;. Jednotkovy kruh v této
normé vypada jako eukleidovsky c¢tverec, jak je znazornéno na obrazku 4.1. Jeho
obvod spocitame jako ¢tyfnasobek délky vektoru (1,0) — (0,1). Pro oy, tedy

plati:
1 1
i = 4l1(1,0) = (0, Dlhg = 411, =D = 4

Nyni jesté definujme délku kiivky a uvedme, jak ji lze ve specidlnim pripadé
pocitat, coz pozdéji vyuzijeme.

Definice 4.1. Pro parametrizovanou ktivku f : [0, 1] — R? definujeme jeji délku

[ vztahem .
[ =sup {Z |z — zi_lH} ,
D =1

kde supremum se bere pres vSechna déleni D intervalu [0,1] s délicimi body
0=wup <up <ug<--<u,=1,plicemz z; = f(u;), j€{0,...,n}.

My zde budeme pracovat hlavné s kruznicemi. Poznamenejme tedy, ze kazdou
kruznici budeme chapat jako prostou uzavienou kfivku a pro n € N budeme
délenim D,, = {2, .., z,} prislusnym kruznici S rozumét takovou posloupnost
bodi 2, ..., 2, € S, pro kterou plati z; = f(u;), j€{0,...,n}, kde f(u), we
0,1] je néjaka parametrizace S a u; < uy pro j < k.

Poznamka 4.2. Délku [ po c¢astech spojité diferencovatelné parametrizované
kiivky z : [0, 1] — R? lze spocitat vzorcem:

1= [ 1 wldu
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Obrazek 4.1: Jednotkovy kruh v 2

Jesté nez formulujeme néasledujici vétu, dokdzeme jedno pomocné lemma, které
rika, ze muzeme bez 1jmy na obecnosti pracovat pouze s normovanymi prostory,
které maji jisté specialni vlastnosti.

Lemma 4.3. ' Pro kaZdou normu || - || na prostoru R? existuje norma || - || na
R? takovd, Ze

Tl = Tl

a zdroven
1(1L,0)lx = 100, D]l =1 & |lzllse > max{lzl],[y|}, z= (z,y) € R

Dukaz:

Necht S je jednotkova kruznmice v prostoru (R? || - ||). Necht M je takovy rov-
nobéznik, ktery obsahuje S a mezi vSemi takovymi ma nejmensi obsah (nemusi
byt uréen jednoznacné). Ukazme, Ze stiedy stran M lezi na kruznci S. Predpokla-
dejme tedy pro spor, ze bod p je stied néjaké jeho strany a zaroven ||p|| > 1. Potom
existuje bod p’, ktery je vnitinim bodem usecky s krajnimi body 0 a p takovy, ze
P’ = 1. Muzeme tedy nahradit strany obsahujici p a —p dvojici rovnobéznych
stran, které budou obsahovat body p’ a —p’ a v téchto bodech se budou dotykat
S. To muzeme udélat proto, ze S je konvexni. Jelikoz obsah rovnobéznika zavisi
pouze na délce strany, kterd se zmensila diky tomu, ze ||p' — (=p')|| < |lp— (=p)|l,
a na vzdalenosti této strany a strany s ni rovnobézné, kterd se nezménila, celkovy
obsah se zmensi. Mame tedy rovnobéznik, jehoz strany se dotykaji S, s mensim
obsahem nez ma M, coz je spor. Nyni ozna¢me ¢y, ¢ sttedy sousednich stran rov-
nobéznika M a uvazme linearni transformaci 7', ktera prevadi bod ¢; na bod (1, 0)
a bod ¢ na bod (0,1). Zobrazeni T tedy prevadi rovnobéznik M na jednotkovy
¢tverec N (vzhledem k eukleidovské normé) a jednotkovou kruznici S (vzhledem
k normé | - |) na jinou jednotkovou kruznici S’, vzhledem k néjaké jiné normé,

0Pptevzato z [9], str. 87
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kterou oznaéime || - ||". Ukazme, Ze tato norma miize byt hledanou normou || - || 4.
Jelikoz S’ se dotyka ¢tverce N v bodech (1,0),(0,1),(—1,0), (=1, —1), plati, ze
I(LO)[" = [I(0,1)]" = 1 a protoze S" C N, plati i [|(z,y)|" > max{|z[, |y[} pro
vSechny body (z,y) € R% Hranice ¢tverce N je totiZ mnoZina pravé téch bodi
(z,y) € R? pro které plati max{|z|,|y|} = 1, tedy pro kazdy bod (z’,y') € R?
uvnitt tohoto ¢tverce plati max{|z'[, |¢'|} < 1. Hranice S’ je jednotkova kruznice,
takZe jeji body maji normu rovnou 1. Ukazme konecné, Ze .| = .- Uvazujme
body a,b € S, a # b a oznacme v = ||a — b||. Potom plati, Ze bod ¢ = v~ (a — b)
ma normu 1, a tedy lezi na S, coz znamend, ze T'c € S’. Mame tedy:

ITa = T8l = | T(a =) = ["Tly " (a =0l =Tl =~ = lla—bl|.

Ziskdvame tedy . < T’ & opacnou nerovnost lze dokazat pomoci zobrazeni
T-1 inverzniho k 7.

[l
Véta 4.4. ' a) Pro kaZdou normu || - | na R? plati: 3 < m < 4.
b) Pro kaZdé o spliiujici 3 < o < 4 existuje norma || - || na R? takovd, Ze m. = .
Drikaz:

Pro jednoduchost zépisu budeme v ditkazu ztotoziiovat prostory R? a C.

a) Diky platnosti lemmatu 4.3 staci uvazovat pouze prostory s normou, kterd spl-
nuje podminku, ktera je v tomto lemmatu uvedena. Nejprve ukazme, ze m | < 4.
Uvazujme jednotkovou kruznici S vzhledem k normé || - || a necht zg, z1, ..., 2, je
posloupnost bodit v prvnim kvadrantu, které lezi na S a které jsou usporadany
vzestupné podle poradi pti prichodu S z bodu [1,0] do [0, 1]. Pokud oznac¢ime

Zp = (xiayi)a Z.:O,...,TL,
dostaneme z konvexity jednotkového kruhu ohraniceného S, ze plati:
TOZ2T1 2 . 2T, Yoy Z .. <y

Déle plati:

Z |zi — zi1]] < Z (@4, i) — (i, yie1) || + Z (@i, yim1) — (wim1, Y1) || =
i=1 i=1

i=1

=S =y + > e — i =1+1=2
i=1 i=1

Prechodem k supremu ziskavame, ze délka S v prvnim kvadrantu je nejvyse 2
a obdobné pro ostatni kvadranty. Tedy obvod jednotkového kruhu je nejvyse 8
a tim padem plati m | < 4.

Nyni ukazme, ze 3 < ). Uvazujme v prvnim kvadrantu bod a, pro ktery plati
a € SNS+1, kde S + 1 znaci kruznici, ktera vznikne posunutim kruznice S
o jednu jednotku ve sméru osy x. Dale uvazujme bod b takovy, ze be SNS —1,
ktery lezi ve druhém kvadrantu. Pro bod b nyni plati b = a —1 a odtud dostavame
nasledujici:

T = la =i+ o —all + | =1 =bf = ol + | =1+ —a =1+ 1+1=3
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Obrézek 4.2: Posloupnost bodu z;

b) Pro dikaz tohoto tvrzeni zvolme ¢,0 < ¢t < 1 a uvazujme Sestithelnik s vrcholy

(1,0),(¢,1),(—1,1),(—1,0), (—t,—1), (1, —-1).

Utvar ohrani¢eny timto estitthelnikem je kompaktni{ a konvexni mnozina, kter je
symetrickd kolem pocatku a obsahuje otevienou kouli kolem pocatku, tedy podle
véty 2.9 existuje norma || - || takovd, Ze tento dtvar je jednotkovy kruh vzhledem
k této normé. Plati:

T = 1 1) = (1L DI+ 1(1,0) = (@& DI+ (11, =1) = (1, 0)]] =

= [1(t+ L 0)[[+ (1=, =D+ [0, =D = ¢+ DL, 0)[[+ (1=, =D+ [0, =)

Body (1,0),(1 —¢,—1),(0,—1) lezi na jednotkové kruznici (na zvoleném sSestii-
helniku), tedy maji normu 1, a tedy . = 3 +¢.

4.2 7 je nejmensi 7,

Ukazme nyni, zZe pokud budeme uvazovat pouze normy, které maji tvar ||(z, y)||, =
(| + |y[?)"?, bude omezeni pro hodnotu T = 7)), jesté silnéjsi. Konkrétné
plati, Ze 7 < 7, < 4. Nejprve vsak bude tieba dokdzat nékolik tvrzeni. Piedpo-
klddejme tedy, Ze na prostoru R? je ddna norma ||-||, pro néjaké p > 1. Jednotkovd
kruznice se stiredem v pocatku je mnozina

{(z,y) € R?: |zfP + |y = 1}.
Parametrizujme tuto mnozinu v 1. kvadrantu predpisem

z=u'? y=(1-w" uel0,1].

UPfevzato z [9], str. 88
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Obrazek 4.3: Kruznice 5,5 — 1,5 + 1
Mame tedy parametrizovanou kiivku k, ktera lezi v 1. kvadrantu a pro kterou

plati
| p (

JelikoZ .|, je rovno poloviné obvodu jednotkového kruhu a zdroven obvod tohoto
kruhu je roven ¢tyrnasobku délky ktivky k, mame:

p

%
du

dz

dr”  |dy
du

p\ 1/p
du ) [

D

1/p
2 /o, 1/ 2 1 1 1

n=c 1— )] q :7/ du =
Tl p/O W+ (=) M du pJo \T—upt Tt u

2 1 p—1 1 — p—1 1/p 9 1 p—1 1— p—1 1/p
(Y,
plo \ [u(l —u) pJo [u(l—w)]#
V nésledujici ¢asti odvodime dolni odhad ], pro 7., a ukazeme, ze ], =

T, = 7 a poté dokazeme, ze [, jakozto funkce proménné p ma globalni
minimum, které¢ho se nabyva pravé pro p = 2. Definujme funkci [], proménné

p predpisem
2 1 (T (- w)T
I, - ("
Il pJo [w(l —u)] 7

Vztah pro [, vznikl ze vztahu pro 7, z predchozi ¢asti nahrazenim citatele

, op=1 op—1 P , , .,
vyrazem u” » + (1 —wu)” 7 . Nynf jesté upravime vyraz pro [], do tvaru, ktery
vyuzijeme v nasledujici casti.

2P

2 u%—l—(l—u)y%l uzg 1 W (l—u)% o
H'”pp/O( (1 —w)]7 )d p/o ((1_u)”pl+ u' )d
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2 p—1 —1 p—1

_z2r uT(l—u)_pT—i—u_%(l—u)P du =
pJo

2 1 p—1 _p=1 2 1 _p=1 p=1
f/ (up(l—u) P>du+/ (u p(l—u)p)du
b Jo pJo

Tyto dva integréaly se rovnaji, coz lze ovérit napriklad substituci v = 1 —u, a tedy

dostavame 10
—1 -1
L., = 7/ WF (1—w)™ 7 du
e~ pJo

Smérujeme k dikazu toho, zZe [T, < m.,. K tomu se ndm bude hodit nasledujic
lemma, ze kterého nerovnost primo plyne.

Lemma 4.5. '2 Pro vSechna redind ¢isla o > 0, x> 0 plati:
(14 21)* ! < (14 2)%(1 + 2).
Dukaz:

Pokud = = 0, lemma zrejmé plati. Dale tedy predpokladejme, ze x > 0. Pro
pevné z definujme funkei f(y) = yIn(1+ 2'7¥), 3 > 0. Plati

. 1 1y
) =1+ 2179 - S
o In(x)zt/v
f (y) - _y2<1 _|_$1/y)

oYY In®(2) (1 + 2V¥)1 /y + 21/ In(x) (1 + Y — /Y ln(:n)l/y)
y2(1 + x/v)?

+

Po upravé dostaneme
() = In® ()2 !/
I R TEY

Druhd derivace f je tedy kladna a tim padem f je konvexni. Odtud dostavame

F (yl—;y2> < f(y) -QF f(y2)

Zvolime-li y; =1, y = 1/a, mame

a+1 20 In(l+z) In(l+2)
a+1 <
<2a >ln(1—|—x+)_ 5 + S

coz je ekvivalentni s tim, ze
2a a+1 o a
In ([1+257]°) < In([1+ 2] [1+ 2°)).

Jelikoz logaritmus je rostouci funkce, stejnd nerovnost jako pro tyto logaritmy
plati i pro jejich argumenty, coz jsme chtéli dokazat.

]

12Ptevzato z [10], str. 104
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Nyni jiz mtzeme pristoupit k hlavnimu bodu této sekce, k odhadu pro T,

Tvrzeni 4.6. ' Pro p > 0 plati Iy, < -

Dukaz:

Vzhledem k tomu, jak byly [];. a ., definovany, staci prislusnou nerovnost do-
p

kazat pro integrandy integralu v téchto definicich. A protoze jmenovatelé téchto

integrandu se rovnaji, staci dokazat

2P 21’—1

— 1
uTl—l—(l—u) r S (up—1+(1_u)p—1> /p

pro 0 < u < 1. K tomu vsak staci v nerovnosti z lemmatu 4.5 zvolit z = ﬁ
aa=p—1:
u 5" u \P! u \P1
l1+<1—u> S<1+1—u) [1+(1—u) ]
U ZP;Q U prl U p—1 %
1+<1—u) S(1—i_l—u> [1+(1—u) 1
1 or=t (1 —u)QPT?1 7

Chteli bychom ukazat, ze [y, = m).,. Zkusme tedy HII-II,, upravit do tvaru, ze
kterého budeme schopni pro libovolné p urcit jeho ¢iselnou hodnotu. Pro p > 1/2
plati

I, = 4/01“T(1 — ) du = ;jm;(};))l“(;) _4lr (1) r <2 _ 1) _

R

Druhd rovnost plyne z Pozndmky 3.5 b), treti rovnost dostaneme z toho, ze
['(2) = 1 a posledni rovnost plati diky Pozndmce 3.5 (a).
Dosazenim do tohoto vztahu ziskame, ze

(-3 ]) - (r () ==

13Ptevzato z [10], str. 104
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kde posledni rovnost plyne z Pozndmky 3.5 (c¢). Nyni vime, ze HII'HP < T, A také,
ze 1y, = 7|, = - K dikazu hlavniho tvrzeni této ¢asti tedy staci dokazat na-
sledujici lemma.

Lemma 4.7. Y Na intervalu [1,00) nabyvd HII-Hp globdlniho minima pro p = 2.

Dukaz:

Plati

il =G (05 (=) =5 (5 r (o5 -
(b)) )]

W)= L) = I;((;”))

dx
Jelikoz I'(z) > 0 pro = > 0, dostéavame, Ze d%l_[”_”p je rovna nule pravé tehdy, kdyz

ot)ofed)

Vime, ze ¥(z) je rostouci pro z > 0, tedy tato podminka je ekvivalentni s tim,
ze 2 — % =1+ Il) a dostavame, ze d%]_[”,”p = 0 pravé tehdy, kdyz p = 2. Protoze

kde

znaménko vyrazu (2 - %) - (1 + %) je na intervalu (0, 2] zdporné a na intervalu
[2,00) kladné, plati, ze d%]‘[”_”p je na (0, 2] klesajicf a na [2, 0o) rostouct, tedy I]j.,
je globalni minimum.

Vysledky z této casti shrneme v nasledujici vété.

Véta 4.8. '° Pro kazdé p > 1 plati, Ze |, = -

Dukaz:

Tvrzeni 4.6 tika, ze pro p > 0 plati H\I-Ilp < 7p,- V lemmatu 4.7 jsme doka-
zali, ze HI|~Hp nabyva globalniho minima pro p = 2 a spocitali jsme, zZe pro toto
minimum plati []}, = 7, = 7. Tedy T, nabyva na intervalu [1,00) globél-
niho minima pro p = 2 a hodnota tohoto minima je 7. Tvrzeni véty pro p = 1
jsme ukazali na zacatku této kapitoly, kdyz jsme spocitali, ze m., = 4.

O

HPptevzato z [10], str. 105
15Ptevzato z [10], str. 106
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4.3 Odhad 7 pro symetrické kruhy

V této casti ukazeme, ze predpoklady predchozi véty lze zeslabit. Pro zjednodu-
Seni vyjadfovani ztotoZnime prostory R? a C a dokdzeme, Ze stejny zavér jako
v predchozi vété plati i pro jednotkové kruhy, které se nezméni po otoceni o 90°,
tedy 1S = S. Nejprve ale uvedeme lemma, které se v ditkazu tohoto tvrzeni bude
vyuzivat.

V tomto lemmatu budeme znacit symbolem Cy mnozinu vSech kruznic se stredem
v pocatku vzhledem k libovolné normé a mnozinu vSech mnohothelnikt ozna¢me
P. Pro C,Cy € CyU P budeme pouzivat zapis C} < Cs k vyjadreni toho, ze kruh
(mnohothelnik) C lezi v omezené oblasti urc¢ené kruhem (mnohothelnikem) Cs.
(Uzaviena prostd krivka rozdéluje rovinu na 2 oblasti, z nichz jedna je omezend
a druhd je neomezend.) Déle budeme znacit symbolem Sx jednotkovou kruznici
v normovaném prostoru R? s normou || - || x.

Lemma 4.9. ' q) Necht Cy,Cy € Cy, C; < Cy a oznacme ly, ly délky kruznic
C1, Cy. Potom, vzhledem k jakékoliv norme, plati: 11 < [s.

b) Necht X,Y jsou prostory R? s normami || - ||x a || - ||y, Ix je délka kruznice
Sx wvzhledem k normé || - ||x, ly je délka kruznice Sy wvzhledem k normé || - ||y
aaSxy < Sy < fBSx, kde 0 < a < 3. Potom

«
3T Hx S Ty S THix

B
Dukaz:

a) Pro kazdé déleni D} = {z, ..., 2.}, kde zy = z,, piislusné kruznici C; existuje
déleni D? = {wy,...,w,}, kde wy = wy,, prislusné kruznici Cy takové, ze z; lezi
na usecce spojujici body w; a z;_1 pro j € {1,2,...,n}.

Pro kazdé j € {1,...,n} tedy plati

lw; =zl + 1125 = zj—1ll = llw; — zjll < Nlw; = wiall + [Jwj—1 — 2]
Po secteni pfes vSechna j a s vyuzitim faktu ||w, — z,| = |Jwy — 20| dostaneme:
n n
> Nz = zimall < 30 llwy — wimal| < 1
j=1 =1

a odtud prechodem k supremu pfes vSechna déleni ziskame, ze [; < Is.
b) Z predpokladu aSy < Sy < Sx a z Casti a) plyne nasledujici:

alySx = lyaSx <lySy <lyBSx = BlySx.

Tvrdime, ze podminka aSx < Sy < Sx je ekvivalentni s podminkou

%H Alx < - lly < 2l - [lx. Ukézeme, ze Sy < BSx je ekvivalentni s tim,
ze %H llx <+ |ly. Ekvivalence zbyvajicich dvou nerovnosti se dokaze analogicky.
Predpoklddejme, Ze Sy < 3Sx. Necht z € R?. Chceme ukdzat, Ze %HZHX < lz]ly-
Ozna¢me ¢ := ||z||y a uvazujme zy € Sy takové, ze z = czy. Potom plati:

I2llx = llezollx = cllzollx < ¢

6Pfevzato z [9], str. 86
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a po vydéleni dostavame

Slzllx < e ==y

&
Predpokladejme, ze %H “|lx < |- |ly. Necht z € Sy, pak plati %||z||X < |lzlly = 1.
Tedy ||z||x < B. Jelikoz z byl libovolny, mame pro kazdy bod z € Sy: ||z||x < B,
a tedy Sy < BSx.

S pouzitim pravé dokazaného vztahu dostavame
1 1
—IxSx <lySx < —IxSx.
16 o

Tedy
lySy > aly Sx > ngSXa

ly Sy < BlySx < ilXSX.

Plati tedy
ngSX <lySx < ngSX-

B

Nyni staci kazdy vyraz vydélit ¢islem 2, coz je prumér jednotkové kruznice, a do-
taneme dokazované nerovnosti.

]

Véta 4.10. '7 Necht || - || je norma na R*. Pokud pro jednotkovy kruh S vzhledem
k této norme plati: iS = S, potom m < m) < 4.

Dukaz:

Horni odhad byl dokazan ve vété 4.4, ukazme tedy, ze m < m),. Diky pred-
chozimu lemmatu mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze hranice S je
mnohothelnik. Pokud by hranice S nebyla mnohotihelnik, definujeme posloup-
nost (v, 5,), n € N takovou, ze 0 < o, < 1 < B, n € N a lim, , o, =
lim, 00 Bn = 1. Pro kazdé n € N najdeme normovany prostor R?, jehoz jednot-
kovy kruh je mnohothelnik M, takovy, ze o, M, < S < 3, M, a podle lemmatu
4.9 dostaneme %WH'HX < 7 JelikoZ lim,, o % =1, plati Tx < - Oznacme
tedy strany mnohotuhelnika S jako L;, ¢ = 1,...,n a thel mezi spojnicemi po-
c¢atku a koncovymi body L; oznacme 6;. Jelikoz jednotkova kruznice musi byt
symetrickd kolem pocatku, musi platit 0 < 0; < w/2. Necht L je strana mnoho-
tihelnika spojujici body z = (z,y) = re’ a z = (7,7) = 7. Pro thel 6 piislusny
strané L plati 0 < 0 = ¢ — ¢ < 7/2. Dale ozna¢me d kolmou vzdédlenost L od
pocatku a d vzdalenost S od pocéatku ve stejném sméru. Vektor tohoto sméru
a velikosti d ozna¢me s a vektor, ktery vznikne oto¢enim s o 7/4 oznaéme sy.
Diky tomu, Ze jednotkova koule je konvexni, méme d < d. Jelikoz S je invariantni
vidi otoceni o w/4, vzdalenost poc¢atku od S ve sméru s, kolmém k s je stejnd
jako ve sméru s. Vektory s a z —Z urcuji stejny smeér a pro takové vektory plati:

1Ptevzato z [9], str. 90
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z—7Z = Asi pro néjaké A € R. Jelikoz s; # 0, mame ”ﬁs_’j” = |Ts_j‘ = |\|. A protoze
lsill = 1, plati ||z — 2| = =21 Odtud dostévime:
_ lz—2z| |z—2| _ |z —7Z| |z — z|?
HZ - Z” = | = = = = —.
Sk d d |2y — yT|
K ovéfeni posledni rovnosti nahlédneme, ze d|z — Z| = |27 — yx|. Udélame to tak,

ze dvéma zpusoby spocitame obsah T trojihelniku s vrcholy 0, 2z, Z.

° T — d‘ZQ—E‘

_ [(z=0)x(z=0)| __ |zy—yz|
- T'= 2 =2
Odtud jiz rovnost plyne. Po dosazeni goniometrickych tvart ¢isel dostaneme:

|z—2Z]*>  (rcos¢ —Tcosp)? + (rsin¢ —Tsing)? _

2y — yz| |77 cos ¢ sin ¢ — 1T cos ¢ sin ¢

_ 1r/T+T/r —2cost - 2 —2cosf
B sin 0 —  sind

= 2tan(6/2) > 0.

Celkem tedy dostavame, ze ||z —Z|| > 6 a po seCteni pres vSechny strany mnoho-
uhelnika:

21 = ZLi > Zel = 2.
=1 =1
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