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Cesty zivota jsou nevyzpytatelné, a proto kdyz se ve ¢tvrtek prvniho letniho
tydne roku 1980 narodilo malé ditko, pravdépodobné nikoho ani nenapadlo, Ze se
jednoho dne stane nadSenym matematikem. Kdyby se tento ¢lovek narodil o 350
let diive a o kousek dal, s jeho vytrvalosti a odhodlanim by se mohl hravé uchéazet
let zpét, mohl by se inspirovat Rubensem, Caravaggiem ¢i Rembrandtem a jeho
peclivost, dislednost a smysl pro detail by mu umoznily pronésledovat kariérni
drahu umélce. Kdyby se naopak narodil o par desitek let pozdéji, jeho touha po
poznani by ho mozna zavedla az na povrch jinych planet. Kdybychom se dostali
tfeba i do jiného vesmiru, mozna by byl bystrym méagem, ktery jakoby vypadl
z pribéhi Terryho Pratchetta.

Af uz by tento clovék napri¢ ¢asem a prostorem tihnul k jakékoli profesi, jsem
rada, ze ted a tady se jmenuje doc. Antonin Slavik, a jeho cesta vedla k mate-
matice. Dékuji timto jeho mentorim doc. Jané Staré, prof. Ivanu Netukovi, prof.
Stefanu Schwabikovi a doc. Jindfichu Beévatovi, ze ho na cesté provazeli. Rov-
néz jsem vdécna i jeho kolegim na katedre didaktiky, kteri mu pomaéahaji, a tedy
ma cas vést prace jako je tato. V neposledni fadé cenim rozvaznost jeho rodic¢i,
protoze prestoze by byl diky lidskému a zaroven preciznimu pristupu opravdu
skvélym lékarem, zachranuje zivoty jinde a vérim, ze matematika ho potrebuje
mnohem vétsi mirou. Nejvice samoziejmé dékuji doc. Antoninu Slavikovi, za vy-
borné vedeni, neuvéritelnou trpélivost, otevienou mysl a predevsim za jeho skvély
smysl pro humor, jenz nechal mimo jiné vzniknout i tomuto podékovani.

Dékuji také mym drahym kamaradim Sarah Bohm a Karlovi Krausovi. Sa-
rah za numerickou podporu ve chvilich, kdy jsem hledala vlastni reSeni, ktera
obcas nikam nevedla. Kajovi za jeho podnétné otazky, které mé nutily o praci
pochybovat a pomohly mi v pripravé mé prednasky.

Nejlepsi praci matematika je umeni, zdokonalené umeéni, troufalé jako

nejtajnéjsi sny predstavivosti, jasné a pruzracné.
Gosta Mittag-LefHler
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Uvod

Kazdy den ¢inime mnoho rozhodnuti. At uz zvazujeme, co budeme jist k sni-
dani, co si obleceme ven nebo kde budeme pracovat, vse nas do vétsi ¢i mensi
miry ovliviiuje. Jedno takové kazdodenni dilema, kterého se kazdy z nas tcastni
pasivné ¢i aktivné, je volba parkovani. Ackoliv se volba parkovaciho mista muze
zdat irelevantni, i pro takovou volbu ndm zivot ¢asto nabidne spoustu moznosti.
A jak se rikava: ,Kdyz ndm zivot dava mnoho moznosti, zkusme je matematicky
prozkoumat.”

Predstavme si napriklad manzelsky par, ktery vjizdi do jednosmérné ulice.
potieba nakoupit spoustu brokolice na nedélni obéd. Okamzité pozada manzela,
aby zastavil na prvnim volném misté. Manzel ma samoziejmé brokolici rad, takze
ji chce vyhovét. Pokud je misto po jeho pravé strané volné, zaparkuje, jestlize je
misto obsazené, hleda dalsi nejblizsi volné misto. Mozna by nas neprekvapilo,
kdyby praveé v tuto chvili manzel zacal zkoumat vSechny své moznosti parkovani.
Jelikoz matematikové A. G. Konheim i B. Weiss méli také milé inspirativni man-
zelky, publikovali v roce 1966 tuto tlohu v ¢lanku, ktery na prvni pohled nema
nic spolecného s parkovanim, ale vénuje se datovym strukturdm [§]. Tento typ
ulohy polozil zéklady pro pojem parkovaci funkce, ktery v prvni kapitole zave-
deme a objasnime ho na nékolika prikladech. Ackoliv parkovaci funkce maji koreny
v informatice, jsou vyuzivany také v teorii grup nebo v diskrétni matematice.

Druhé kapitola navaze vzorcem pro pocet parkovacich funkci. Tento vzorec
odvodime a diky H. O. Pollakovi [15] také elegantné dokézeme. Podivdme se i
na kombinatoricky vyznam s¢itancti ve vzorci a na souvisejici pravdépodobnost.
V dalsi ¢asti kapitoly se zabyvame stfedni hodnotou poctu stastnych aut a prav-
dépodobnostnimi generujicimi funkcemi.

V prvnich dvou kapitolach mame konecény pocet parkovacich mist, auto si vy-
bira jedno z nich, jde o diskrétni problém. V kapitole 3 mame ulici kone¢né délky,
ale parkovaci mista nejsou vyznacena, a proto je moznosti nekone¢né mnoho. Jde
tedy o spojity problém. Parkovaci problém, kterému se poprvé vénoval Alfréd Ré-
nyi [10], tedy spociva v postupném ndhodném zaplnéni intervalu. Hleddme sttedni
hodnotu poc¢tu aut, ktera zvladnou zaparkovat. Najdeme ji jako numerické feseni
diferencidlni rovnice se zpozdénim.

Préace je primarné urcena ¢tenartim na urovni bakalarského studia, zCasti je
ale srozumitelna i pro nadané stredoskolské studenty.

Vychazeli jsme z vysledkti zahraniéni literatury. Dilezitd je predevsim po-
stupnd vystavba definic, dikazi i objevovani novych vztahti. Nékteré dikazy
v Casti 2.2 jsou nové. Béhem ¢teni si klademe otazky a ¢tenar na né nachazi od-
povédi pomoci ptikladii, ivah a programii, které si muze i samostatné vyzkouset.
Jednim z hlavnich cilii prace je tedy c¢tenare nejen obeznamit s parkovacimi pro-
blémy, ale také predstavit rtizné metody Teseni jasné a srozumitelné. Navodné
programy a grafy jsou vytvorené v prostiedi Wolfram Mathematica, pricemz
vSechny programy lze nalézt v elektronické ptiloze prace. Obrazky vznikly za po-
moci grafického editoru Krita. Prace je navic sepsana formou pribéhu, abychom
myslenkovy postup mohli dopliovat motiva¢nimi otazkami. Jakakoliv podobnost
se skuteénymi postavami ¢i udalostmi je ovsem cisté nahodné.



1. 2984

Vsechno, co si nékdo dokdzZe predstavit, mizZe nékdo uskutecnit.
Jules Verne

1.1 Mésto v oblacich

Jak uz to tak byva, civilizace se nepretrzité vyviji. Nartst populace donutil
clovéka premyslet o rozsiteni svého teritoria. Obzivu lidi si vzali na starost roboti
a diimyslna filtrace vody umoznila vyuziti rozsdhlych ploch ocednu. Od rodinnych
domkii se preslo ke kompaktnim bunkam, zbotily se monstrézni mrakodrapy a zu-
zily se extravagantni ulice. Postupné vznikala obydli nejdfive na stromech, poté v
oceanu a nasledné i v oblacich. Prvni vznasejici se mésto Nuage Neuf, prezdivané
téz jako projekt NN a navrzené Buckminsterem Fullerem, se odpoutalo od zem-
ského povrchu roku 2984. Pro uskutecnéni tohoto projektu bylo zapotfebi mnoho
experti. Jednim z nich byl matematik Jacob Rossin, ktery dostal za tikol vytvo-
rit model efektivni infrastruktury pro automobily. Pojdme se podivat na nékteré
zapisky z jeho pracovniho deniku.

1.2 Systém jednosmérnych ulic

Jednosmérné ulice zabiraji méné mista a zaroven jsou vice bezpecné. Dosta-
vame se ovSem k zajimavému problému s parkovanim. Predstavme si, ze za sebou
v fadé stoji n aut aq,as,as,...,a,. Auta postupné vjizdi do jednosmeérné ulice.
Za prvnim autem a1, vjede do ulice auto aq, poté treti ag atd.... V jednosmérné
ulici se nachézi presné n parkovacich mist oc¢islovanych 1,2,3,... n.

Obrazek 1.1: Auta vjizdéjici do jednosmérné ulice

Kazdy tidi¢ ma své oblibené parkovaci misto. Nékdo chee naptiklad zaparkovat
blize u vstupu do obchodu, nékdo naopak okolo sebe potiebuje vice prostoru,
a proto zaparkuje dal. Kazdy ridi¢ tedy nejdiive smétuje ke svému oblibenému
mistu a pokud je preferované misto volné, tak ridi¢ ihned zaparkuje. Pokud je
misto jiz obsazené, auta pokracuji jednosmérnou ulici dal, dokud nenarazi na
prvni volné misto, kde nasledné zaparkuji. Auta zlistavaji na svém misté do té
doby, nez zaparkuji vSechna ostatni vozidla. Pricemz vSechna auta parkuji podle
stejné strategie. Parkovaci funkce je takova posloupnost preferenci jednotlivych
vozidel, kterda umozni vSem auttim zaparkovat. Pokud néjaké auto nenaslo volné
misto, fekneme, ze parkovaci proces byl netispésny a ze se nejedna o parkovaci
funkei [2].

Jak zjistime, zda mohou vsechna auta zaparkovat?
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Podivejme se napted na situace, které mohou nastat a které si Jacob Rossin
nacrtl do svého deniku.

1.3 Priklady parkovacich funkci

Zmame:

e pocet aut prijizdéjicich do jednosmérné ulice,

e pocet parkovacich mist, ktery odpovida poc¢tu vozidel,
o parkovaci preference ridici.

Reknéme, ze mame tii auta aq, as, as, tedy t¥i parkovaci mista o¢islovana 1,2,3.
Prvni 1idi¢ chce zaparkovat na tretim misté, druhy i teti ridi¢ planuji zaparkovat
na prvnim misté. Pokud bychom auttim priradili jejich preference podle toho, jak
auta stoji v radé za sebou pred vjezdem do jednosmérné ulice, dostali bychom
posloupnost (3,1,1). Jednd se o parkovaci funkci? Prvni fidi¢ vjizdi na prazdné
parkovisté, ma proto vzdy privilegovanou moznost volby, vybere si tieti misto.

A,
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Obrézek 1.2: Prvni ridi¢ urcité zaparkuje na oblibeném misté, ma vzdy moznost
volby.

Druhy tidi¢ obsadi ihned misto 1.

O\z O\,,
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Obréazek 1.3: Druhy ridi¢ zaparkuje na prvnim misté.

Tretiridi¢ by také rad parkoval na zacatku ulice, ale prvni misto je jiz obsazené
autem as. Musi proto pokracovat jednosmérnou ulici dale, dokud nenarazi na
prvni volné misto, coz je v tomto pripadé parkovaci misto s ¢islem 2.

Vsechna auta uspésné zaparkovala, tedy jde skuteéné o parkovaci funkci.

Co kdyby se treti ridi¢ rozhodl misto prvniho mista zaparkovat az na posled-
nim misté? Ackoliv by se posloupnost preferenci zménila jen nepatrné na (3,1,3),
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Obréazek 1.4: Vsechna auta zaparkuji.

o parkovaci funci by neslo. Pro¢? Zaparkuje-li prvni auto a; na tretim miste,
nasleduje ho druhé auto as, které obsadi misto prvni. Treti auto zamiii rovnou
k oblibenému mistu 3, které je bohuzel uz zabrané prvnim stastlivcem. Ridi¢
v auté az se nemuze jednosmérnou ulici vratit na prvni volné misto. Parkovisté
nucené opusti a parkovaci proces tim padem selze.

Ackoliv si Jacob Rossin vymyslenim prikladi parkovacich funkei rad kratil
dlouhé chvile na sluzebnich cestach, velmi brzy si uvédomil, ze pouhé kresleni
obrazkl a postupné zaplnéni parkovisté neni z praktického hlediska casové udr-
zitelné. Co kdyby aut prijelo sto nebo tisic? Mizeme si vyzkouset, jak dlouho
by trvalo zhodnotit parkovaci moznosti pouze 7 aut, jestlize jejich preference jsou
(4,4,2,5,6,1,1).

Jacob Rossin si z téchto divodi polozil otazku, jakym zptisobem lze snadno
a rychle urcit, zda libovolny pocet aut zaparkuje?

P1i ptijezdu aut mame dany jejich preference m = (my, w9, 13, ..., 7T, ). Je jasné,
ze pokud se oblibend mista vsech aut navzajem lisi, tedy kdyz posloupnost pre-
ferenci je permutaci mnoziny {1,...,n}, pak vSechna auta spésné zaparkuji.
Takovy pripad ovSsem nemusi vzdy nastat. Zacnéme proto systematickym pre-
rovnanim preferenci m = (my, mo, 73, ..., m,) tak, aby tvorily neklesajici posloup-
nost 5 = (by, by, bs, ..., b,). Potfebujeme, aby vSechna auta zaparkovala. Co kdy-
bychom predpokladali, Ze vSechna auta zaparkovat nemohou? Pak by existovalo
aspon jedno auto, které prijelo ke svému oblibenému mistu a naslo by ho uz
obsazené. Pti pokracovani jednosmérnou ulici by dalsi volné misto nenaslo.

Predpokladejme, zZe existuje @ takové, ze b; > i. Pak také b, q,...,b, > i.
Celkem mame n — ¢ + 1 aut, kterd chtéji zaparkovat na pozici s ¢islem vyssim
nez ¢. Takovych pozic je ovSsem pouze n — 1, takze vSechna auta urc¢ité zaparko-
vat nemohou. Kdyby naopak preference ridicii spliovala podminku b; < i, mohla
by vSechna auta zaparkovat? Predpokladejme, ze néktera auta by za této pod-
minky nezaparkovala. Z neobsazenych parkovacich mist nasledné vybereme to
s nejvyssim ¢islem. Necht méa toto misto pritazené ¢islo 7. Potom aspon n —i+ 1
aut preferovalo mista s ¢isly vétsimi nez 7. Jsou to ta auta, kterd zaparkovala na
pozicich i + 1,...,n a dale auta, ktera uspésné nezaparkovala a musela z ulice
odjet. To znamena, ze plati b;,...,b, > 1, coz je spor s predpokladem, ze b; < 7.
Pojem parkovaci funkce tedy mtizeme formalné definovat nasledujicim zptisobem
[14].

Definice 1.1. Mame-li posloupnost preferenci m = (w1, 72, 7s,...,Ty), kterou



uspordddame do neklesajici posloupnosti f = (by, by, bs, ..., b,), pak T se nazyjvd
parkovaci funkce tehdy a jen tehdy, je-li by < i pro kazdé i € {1,...,n}.

Poznamka 1.2. 7 definice vyplyvd, Ze libovolnd permutace parkovaci funkce je
opét parkovaci funkce.

Nové informace se taji jen stézi. Vedeni projektu NN nékteré poznatky Jacoba
Rossina zpristupnilo i pro vetrejnost. Navic zacalo aktivné hledat programatory,
kteri by postup parkovani zautomatizovali. Do vybérového fizeni se prihlasila Ada
Byronova. Jeji prvni vyzvou bylo navrhnout program, ktery na zakladé preferenci
jednotlivych tidi¢t vyhodnoti, zda vSechna auta budou moci zaparkovat neboli
jinymi slovy, zda se jedna o parkovaci funkci.

(*Program 1: rozpoznivajici parkovaci funkcex)
(*Ada Byronova pracovala v prostfedi Wolfram Mathematicax)

parkovani[q_] := Apply[And,Thread[Sort[q]<=Range[Length([ql]l]]

parkovani[{1,2,2,5,5}]
False

Vedeni projektu NN software Ady Byronové postupné testovalo. Mezi jejich
cvicné priklady patfila treba posloupnost (1,2,4,2,2). Jakou hodnotu by mél
program spravné vratit?

Ada chtéla rovnéz nalézt pro urcity pocet vozidel vSechny mozné parkovaci
funkce délky nl} Tedy hledala ty posloupnosti preferenci, které zaplni vSechna
mista v ulici. Vytvorila program, ktery generuje vSechny usporadané n-tice c¢isel
z {1,...,n} a pomoci programu 1 z nich vybird parkovaci funkce.

(¥Program 2: Pro zadané n vrati seznam vSech parkovacich funkci.*)
seznamPF [x_] := Select[Tuples[Table[Range[x],x]],parkovani]

seznamPF [2]
{1, 1}, {1, 2}, {2, 1}}

Jaké vsechny parkovaci funkce bychom ziskali, kdyby do ulice vjizdéla pravé tii
auta?

Mame-li jiz program, ktery zjisti, za jakych podminek vSechna auta mohou
zaparkovat, bylo by navic vyhodné predpovédét, kde presné skutecné zaparkuji.
Vstupem nésledujicitho programu bude parkovaci funkce. Na vystupu ziskdme
opét seznam, jehoz i-ty prvek odpovida autu, které zaparkuje na pozici .

' Misto toho abychom psali, ze n je pocet aut a n je pocet parkovacich mist, budeme strucné
hovotit o parkovaci funkci délky n.



(*Program 3:
Pro kaZdé parkovaci misto najde auto, které zde zaparkuje.
Vystupni seznam lze vnimat jako parkovisté a hodnoty
v seznamu jako ¢isla zaparkovanjch aut.x*)
kdeParkuji[x_] := Module[{list2=Table[0,Length[x]]},
Dola = x[[i]]; While[list2[[al]l !'= 0, a++];
list2[[al] = i, {i, 1, Length[x]} ]; 1list2];

kdeParkuji[{1, 3, 3, 2, 2, 5}]
{1, 4, 2, 3, 5, 6}

Kde by dle programu zaparkovala auta s preferencemi (6,4,1,3,3,1,6,7,2)?

Ada Byronova uspésné splnila tkoly spjaté s automatizaci postupu parkovani
a vedeni pozadalo o jeji spolupraci na projektu. Ackoliv se Adina prace zdala
byt hotova, Jacob Rossin dostal jesté jeden nédpad na program, jehoz vysledky
by mu v nésledujicich tydnech ulehéily praci. Zadani od Rossina pro Adu Byro-
novou znélo nasledovné: Mila kolegyné, potfeboval bych prosim naprogramovat
funkci, ktera pro zadanou posloupnost preferenci ridi¢i najde pocet stastnych
auticek, tj. téch, kterd zaparkuji na misté shodujici se s jejich preferenci” Ada
zpocatku nevidéla pragmaticky prinos této myslenky, i tak prosbé rada vyhovéla.

Ada nejprve navrhla funkci, ktera pro kazdé 7 zjisti, kde zaparkuje i-té auto.
Vstupem je parkovaci funkce. Jestlize vyuzijeme predchozi program, jde jen o na-

lezeni inverzni permutace, proto na vystupu obdrzime znovu seznam.

(*Program 4:

Pro kaZzdé auto najde misto, kde zaparkuje.

Vystupni seznam lze vnimat jako Cisla aut,

jehoZz hodnoty jsou pozice, na kterjch auta zaparkuji.x*)

hledameIAuto[y_] := InversePermutation[kdeParkujil[y]]

hledameIAuto[{1, 3, 3, 2, 2, 5}]
{1, 3, 4, 2, 5, 6}

Dopatrat se nyni kolik aut zaparkovalo na svych preferovanych mistech uz
je celkem snadné. Staci srovnat seznam preferenci a seznam, ktery dostaneme

za pomoci funkce z programu 4.
(#¥Program 5: hledani poltu Stastnjch autx*)

pocetVyvolenych[z ]:=
Count [MapThread [Equal,{hledameIAuto[z],z}],Truel

pocetVyvolenych[{1l, 3, 3, 2, 2, 5}]
3

Kolik najdeme $tastnych auticek, jestlize jejich preference jsou (6,1,5,2,2,1,5)?



Jacob Rossin se uz néjakou dobu zamgyslel nad praimérnymi pocty stastnych
aut, proto mél z programu velkou radost. Spolecné s Adou naprogramovali funkci,
kterd pro libovolné ¢islo n vrati priumérny pocet stastnych aut, pricemz pramér
se vezme pres vSechny parkovaci funkce délky n.

Jestlize vygenerujeme vSechny parkovaci funkce délky n vyuzitim programu 2,
na kazdou z nich zavolame funkci z programu 5 a pak vypocitame pramér, do-
staneme prumérny pocet stastnych aut.

(¥Program 6, 1. zplsob: primérny poclet Stastnjch autx)
prumerSA[n_] := Mean[Map[pocetVyvolenych, seznamPF[n]]]

prumerSA [2]
5/3

Nanestésti tento zptsob vypoctu primérného poctu stastnych aut je pouzi-
telny jen pro malé hodnoty n, protoze pocet parkovacich funkei velmi rychle roste.
Jacob Rossin s timto vysledkem nebyl spokojeny a program se mu zdal pomaly.
Planoval proto najit jesté jiny zpiisob, jak primérny pocet aut ziskat. OvSem aby
s Adou problém uspésné vyresili, potfeboval se do tématu parkovacich funkei po-
notit hloubéji. Presny vzorec pro pocet parkovacich funkei a efektivnéjsi zptisob,
jak pocitat prumérné pocty stastnych aut, si ukazeme v dalsi kapitole pracovniho
deniku Jacoba Rossina.



2. Pollakuv odkaz

Nékdy se ovsem muze stat, ze néktery z ridi¢th nebude predem znat své ob-
libené misto a rozhodne se, az kdyz vjede do ulice. V takové situaci by nebylo
snadné predpovedét, kde presné auto zaparkuje. Pokud jsou preference ridi¢ta
zvoleny nahodné, jaka je pravdépodobnost, ze vSichni zaparkuji?

2.1 O krok zpét

Kdo ovladd minulost, ovladd budoucnost.
George Orwell

Hledana pravdépodobnost je dana zlomkem, v jehoz jmenovateli je celkovy po-
¢et posloupnosti preferenci, cili n™. Zbyva urcit pocet priznivych jevi, tj. pocet
parkovacich funkci délky n. Jacob Rossin se nejdrive zamyslel nad tim, jak najit
pocet parkovacich funkei délky n, umime-li najit pocet parkovacich funkeci délky
n — 1. Rozhodl se proto odvodit rekurentni vztah.

Necht p,, je pocet parkovacich funkci délky n. Pocatecnimi hodnotami jsou
po = 1 a p; = 1. Zbyva urcit pravidlo, kterym najdeme pocet parkovacich funkeci
pro dalsi piipady. Takové pravidlo zkonstruujeme [12].

Véta 2.1. Pro pocet parkovacich funkci délky n plati

" [n—1
Pn:ZZ' (i—l) *Di-1 " Pn—i-

i=1

Diikaz. Pripomenme, ze n aut vjizdi do ulice s n parkovacimi misty. Predpo-
kladejme, ze mame parkovaci funkci, tudiz vsechna auta mohou zaparkovat. Pti
parkovani posledniho auta a, zbyva piesné jedno volné misto. Reknéme, ze jde
o misto s ¢islem ¢. Jinymi slovy ¢ pfedstavuje prvni a zaroven jediné volné misto
pro prijizdéjici auto a,. Misto ¢ mize byt na parkovisti zvoleno libovolné. Poci-
tame tedy vSechny posloupnosti preferenci, pro které plati, ze posledni auto a,
zaparkuje na i-tém misté.

K- & a6 &6
P 2 3 A4 L Lo V‘//Q\

Obréazek 2.1: Mozné ocislovani parkovacich mist pro i-té misto.

Mnozinu aut aq, ..., a,_; disjunktné rozdélime na podmnoziny S a S’. Podmno-
zina S obsahuje auta parkujici na mistech 1,...,7 — 1 a podmnozina S’ zahrnuje
auta parkujici na mistech ¢ + 1,...,n. Pocet parkovacich funkci, které odpovi-
daji preferencim tidi¢ z podmnoziny S, je p;_1. Zaroven vime, ze zadné auto
z podmnoziny S’ nemuze mit preferenci 1,...,7 — 1, protoze pak by misto ¢ bylo
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jiz. obsazené. Pocet parkovacich funkci na mistech i + 1,...,n je stejny, jako
kdybychom parkovaci funkce pocitali na mistech 1,...,n — 1, protoze pocet par-
kovacich mist po i-tém misté je pravé n —i. Tudiz pocet parkovacich funkci, které
odpovidaji preferencim ridi¢u z podmnoziny S’; je p,_;.

Déle existuje (Z‘:;) zpusob1, jak vybrat i—1 aut z moznych n—1 aut, abychom
vytvorili podmnozinu S. VSimnéme si, ze a, ma ¢ moznych preferenci, pricemz
preference a,, mohou nabyvat jakékoli hodnoty z mnoziny {1,..., i}.

Za podminky, ze posledni auto a,, zaparkuje na misté i, dostaneme vynéasobe-
nim dil¢ich vysledk naseho postupu vyraz

. (n—1
i—1 " Pn—i 0" | . )
Pi—1-p i1

ktery udava pocet parkovacich funkci délky n.
Scitdme-li pres vsechna i € {1,...,n}, pak pocet parkovacich funkei délky n
je:

Pn= i (n 1) “Di—1* Pn—i-
= 1—1
O
Jacob Rossin nasel zptisob, jak zjistit pocCty priznivych pripadi. Bohuzel pracovat
opakované s predchazejicimi ¢leny nemusi byt vzdy nejefektivnéjsi metoda. Bylo
by mozné z nalezeného rekurentniho vztahu uhodnout obecny vzorec, ktery by
byl vhodnéjsi pro dalsi vypocty? Jacob Rossin s touto myslenkou zasel za Adou
Byronovou, aby mu pomohla zjistit nékolik ¢lenti rekurentni posloupnosti.

(#*Program 7: vjpolet Clenu rekurentni posloupnostix*)

plo] = 1;

pl1] = 1;

pln_] := Sum[Binomial[n-1,i] (i+D)pl[ilp[n-1-i], {i,0,n-13}];
Table[p[i]l, {i,0,10}]

n|0(1]2]3 4 5 6 7 8 9
P | 11113116125 | 1296 | 16807 | 262144 | 4782969 | 108

Zkusime nyni uvedena c¢isla rozlozit na prvocinitele.

Dn 1| 1] 316|125 | 1296 | 16807 | 262144 | 4782969 | 108
rozklad | 11 | 11 | 3t | 24 | 5% | 2%.3% 7 218 3 28 . 58

Obratme nyni pozornost k opakujicimu se vztahu zakladu a exponentu v jed-
notlivych ptipadech rozkladu. Podivame-li se napiiklad na &slo 53, 1ze ho zapsat
jako (4+1)171, ¢&islo 7° zase jako (6+41)571. Jacob Rossin se pokusil z tabulkovych
hodnot uhodnout obecny vzorec a zjistil, ze bychom priznivé jevy mohli pocitat
pomoci vzorce (n + 1)1

I kdyz Jacob Rossin shledal, zZe vysledky obecného vzorce pro priznivé jevy
souhlasi s tabulkovymi hodnotami z rekurentniho vztahu, prilis se neradoval. Za-
tim Slo o pouhé hadani, a to pro néj nebyla ta prava matematika. Matematika nas
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uci pochybovat a Jacob Rossin o svém vysledku vskutku pochyboval. Potreboval
diikaz. Védom si toho, ze pokracuje ve Slépéjich svych predchiidcii, napadlo ho
prozkoumat jejich prace. Bohuzel védci, kteri primo spolupracovali s Buckminste-
rem Fullerem na prvnich planech mést v oblacich, publikovali pred vice nez 1000
lety. Navic béhem kybernetické valky v roce 2371 byl virtualni svét témér znicen,
protoze se hackerska skupina Trespassers snazila zneuzit prisné tajné vladni infor-
mace k ovladnuti svéta. Jacobu Rossinovi tedy nezbyvalo nic jiného, nez zapatrat
po origindlnich dokumentech v archivech projektu NN a pod svétlem lampicky
projit obsah mnoha zaprasenych krabic. Jelikoz védél, k jakym vysledkam by rad
dosel, nakonec nasel presné to, co hledal.

Véta 2.2. Konheim a Weiss, 1966.
Pocet parkovacich funkci délky n je

pn=(n+ l)n_l'

Elegantni dikaz této véty navrhl Henry O. Pollak o 8 let pozdéji.

Diikaz. Pollak, 1974, [8], [15], [I1], [6]. Pfidejme k n parkovacim mistim jesté
misto n + 1 a predstavme si, ze toto misto mize byt také preferenci nékterych
ridi¢a. Nasledné usporadame tato mista do kruhu. Pokud auto prijede k mistu
n + 1 a najde je obsazené, bude pokracovat opét od zacatku. Diky pfidanému
mistu n 4+ 1 mame vice parkovacich mist nez aut, tudiz vsechna auta mohou za-
parkovat a zaroven vzdy zbyde jedno volné misto.

2. R

Obrazek 2.2: Usporadani parkovacich mist do kruhu.

Z definice vime, Ze posloupnost preferenci 7, jejiz prvky jsou ¢isla {1,...,n},
predstavuje parkovaci funkci pravé tehdy, kdyz pri parkovani do kruhu zlistane
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volné misto n 4+ 1. Kdyby na misté n + 1 v kruhovém usporadani zaparkovalo
néjaké auto, znamenalo by to, ze v jednosmérné linearné usporadané ulici s n
misty by toto auto misto nenaslo, nejednalo by se tudiz o parkovaci funkeci.

Definujme zobrazeni F' zobrazujici libovolnou posloupnost preferenci = na no-
vou posloupnost preferenci F'(7), kterd vznikne tak, ze kazdému 7; z posloupnosti
preferenci m = (7, w9, T3, ..., m,) pro kazdé j € {1,...,n} pfitadime misto sou-
sedici s ; pfi pohybu proti sméru hodinovych rucic¢ek. Pokud ma4 fidi¢ v ptvodni
posloupnosti 7 preferenci 7;, kterd odpovidd mistu 7, pak v nové posloupnosti
F(m) bude 7; odpovidat mistu i + 1. Vyjimkou je misto n + 1, kdy F zobrazi
n + 1 na misto 1.

Vezmeme-li novou posloupnost preferenci F(w), pak se béhem parkovaciho
procesu kazdé auto posune o jednu pozici proti sméru hodinovych ruci¢ek. Proto
pravé jedna z posloupnost{] 7, F(r), F2(r),..., F"(r) je parkovaci funkci. Je to
jako kdybychom kruh vzdy otocili o jedno misto, dokud misto n 4+ 1 nezustane
volné. Jelikoz uvazujeme n + 1 posloupnosti preferenci, z nichz pravé jedna je
parkovaci funkce, pak

(n+1)™

- 1)1,
— (n+1)

n

]

Jacob Rossin nasel obecny vzorec pro pocet parkovacich funkei délky n i jeho
diikaz. Jestlize na obecny vzorec pro pocet parkovacich funkei délky n aplikujeme
binomickou vétu

(n+D”4=§fC%fvni (2.1)

=0

a nasledné upravime s¢itance v (n + 1)"7!, ziskame:

(”_1>ni (m-Dmn-2)...n—1) ,

. = ; n =
7 7!

:n(n—1)(n—Qi)!...(n—i—i—l)(n_i)ni—l:

- @ ni = (n — ).

Pokud jsme sc¢itance takto upravili, mizeme si rozmyslet jejich kombinatoricky
vyznam [9].

Véta 2.3. Pocet parkovacich funkci délky n, kde v ridicu preferuje mista odlisnd

od 1, je
ny i1

lF2 = Fo F, F™ znadl v nasem piipadé skladani zobrazeni.
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Diikaz. 7 definice parkovaci funkce plyne, ze néktery z ridi¢h musi mit oblibené
parkovaci misto s ¢islem 1. Oznac¢me i pocet aut, jejichz preference jsou rizné od
mista s ¢islem 1. Déle vime, Ze ¢ nabyva vSech hodnot mezi 0,...,n—1an—1 je
pocet preferenci prvniho parkovaciho mista. Pocet zpiisobti, jak vybrat ¢isla aut,
jejichz idi¢i nepreferovali prvnf misto, je (") Nyni dokdzeme, 7e pokud i Fidi¢t
preferuje mista odlisna od 1, pak pocet parkovacich funkci délky n je:

(’Z) ni = (n — ).

Pozorujme tedy ¢ aut, které maji preference rtizné od prvniho mista, tj.
{2,...,n}. Vyuzijeme Pollakova dikazu a budou nés zajimat ty posloupnosti
preferenci z mnoziny {2,...,n + 1}, kde misto n + 1 zustane volné. Z poctu aut
a preferenci 1ze odvodit, Ze celkovy pocet funkei bude n‘. Pomoci vyse zavedeného
zobrazeni F' preference otdcime a pocitame, kolikrat bude pozice n + 1 neobsa-
zena. Mame ¢ aut, pozice n+ 1 bude obsazena i-krat, tedy n — i-krat neobsazena.
Otocit kruh mtizeme n-krat. Proto pomeér poc¢tu parkovacich funkei, kdy je pozice
n — ¢ neobsazena, tedy kdy vybrand pozice neni preferovanym prvnim mistem,
vzhledem k poctu vSech funkei je:

Dt n'tn —1).

n

O

Ukézali jsme kombinatoricky vyznam scitanci ze vztahu (2.1]).
7 véty vyplyva odpovéd na nasi tvodni otazku. Pokud jsou preference
ridict zvoleny ndhodné, hledana pravdépodobnost, ze vSechna auta zaparkuji, je:

(n+ 1)t
nm
Nésledujici tabulka ukazuje hodnoty pravdépodobnosti.

P =

ni|l| 2 3 4 5 6 7 8
P | 1]0,75] 0,592593 | 0,488281 | 0,41472 | 0,360232 | 0,318312 | 0,285087

Limita pravdépodobnosti pro n jdouci do nekonecna je:

. (n+ 1)t . (n4+1)" n+1\" 1
hm —_— = hm —_— = hm =
_ i (1 + 1>n Ly

Pozorny ctenar si jisté pomysli, Zze odpovédi na tvodni otazku kapitola jesté
nekonci a ze nyni uz by Jacob Rossin mohl mit dostatek znalosti k nalezeni
presného vzorce pro vypocet prumérného poctu stastnych aut, nad kterym dumal
spolecné s Adou Byronovou v kapitole 1. Je-li ¢tenar navic zvidavy, jisté oceni,
ze ma skutec¢né pravdu.
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2.2 Stésti preje auticktim

Stésti patri tém, ktertd patii sami sobé.
Aristoteles

Jacob Rossin nebyl spokojeny s programem pro vypocet prumérného poctu
stastnych aut a tésil se, az se pusti do hledani nového reseni, které Adé Byro-
nové navrhne. Ovsem nez se stihl pustit do prace, dostal od vedeni projektu NN
spésnou a nemilou zpravu o naléhavé schiizi. Konstrukce vznasejiciho se mésta vy-
padala tak, Ze se struktury trojuihelnikovych soucasti usporadaly do tvaru koule.
Architekti ovSsem neodhadli spravné materialy. Bylo tedy treba naplanovat, kdo
vytvorl pocitacové modely jemnych kovovych materidlii predevsim na bazi hli-
niku a otestuje, ze budou vhodné. Ackoliv Jacob Rossin nesmél na schizi chybét
jako konzultant infrastruktury, nemél podobna zasedani prilis v oblibé. Sedl si
proto v konferenéni mistnosti az tplné dozadu vedle svého kamarada Viktora
Gliicka z vyzkumu pravdépodobnosti. Vyhodou nudnych zasedani a zajimavych
spolusedicich je to, ze ¢lovéka c¢asto néco kloudného napadne. A tak kdyz Jacob
Rossin diskutoval s Viktorem své poznatky, napadlo ho zformulovat vétu o stredni
hodnoté poctu stastnych aut.

Véta 2.4. Stredni hodnota poctu stastngych aut pro ndhodnou parkovaci funkci
délky n je

5 (1)

2 n+1/"

Dikaz. Pro auticka usporadana v fadé neni snadné vypocitat pravdépodobnost,
ze 1-té auto bude stastné. Co kdybychom proto zkusili parkovaci mista uspo-
radat jinym zptsobem? Véta a Pollaktiv dikaz primo vybizi k usporadani
mist do kruhu. Pri takovém usporadani mizeme misto pocitani primérného po-
¢tu stastnych aut pro ndhodnou parkovaci funkci délky n pocitat priumérny po-
et Stastnych aut pro ndhodnou posloupnost preferenci (7, . ..,m,) s hodnotami
z{l,...,n+1} pron aut a n+1 mist. Tento zdménny trik lze oduvodnit praveé jiz
zminénym zobrazenim F' z Pollakova dikazu. Pro kazdou posloupnost preferenci
7 plati, Ze vSechny posloupnosti 7, F'(r), F*(n), ..., F*(r), davaji stejny pocet
stastnych aut. Pritom je mezi nimi pravé jedna parkovaci funkce.

Pro danou posloupnost preferenci a kazdé i € {1,...,n} oznacme X; = 1,
pokud i-té auto je stastné a X; = 0, je-li nestastné. Jestlize Xi,..., X, jsou
nahodné veliciny, pak primérny pocet stastnych aut zjistime jako stfedni hodnotu
souc¢tu Xy + --- + X,,, coz je totéz jako soucet sttednich hodnot.

Meéjme tedy ndhodnou posloupnost preferenci pro n aut a n + 1 mist a poci-
tejme podle definice stfedni hodnotu veli¢iny X;. V okamziku, kdy parkuje i-té
auto, je ¢ — 1 mist z n + 1 obsazenych. Tedy pravdépodobnost, ze i-té auto je
nestastné, je

1—1

n+1
Chceme-li pravdépodobnost, Ze i-té auto bude stastné, musime vzit doplnkovou
pravdépodobnost. Touto ivahou ziskdavame stiedni hodnotu.

E(X)=0-P(X;=0)+1-P(X; = 1) = P(X; = 1) =1 — =
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Déle z ptredchozi rovnosti vyplyva

E(Xy 44 Xo) = S E(X,) = j (1_ i_l) .

i=1 7
2(n+1) 2 n+1
O

Lze posttehnout, ze v priméru bude vice nez polovina auticek stastnych. Podi-
vejme se, jak vychazeji primérné pocty stasnych auticek pro nizké hodnoty n.
Vzorec pak jesté ilustrujeme pomoci grafu.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pramér | 1 | 1,667 | 2,25 | 2,8 | 3,333 | 3,857 | 4,375 | 4,889 | 5,4 | 5,909
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Pocet aut

Obrazek 2.3: Vypocet primérného poctu stastnych aut do n = 100.

Jacob Rossin ke svému prekvapeni shledal schiizi velmi uzitecnou, protoze
stihl odvést spoustu prace. Jeho kolegu Viktora Gliicka diskuze o priimérném po-
¢tu stastnych aut také bavila. Nicméné zastupci z fad vedeni neméli pro nadseni
upovidané dvojice zrovna pochopeni. Schiize tedy pro Viktora i Jacoba skoncila
0 néco drive, a protoze se uz pomalu stmivalo, navrhl Viktor Jacobovi, Ze ho
sveze domil. Zacaly se rozsvécet lampy a jak to tak byva, vétsina lidu se hrnula
z prace. Doprava postupné houstla a auto nasich matematiktu zpomalovalo, az se
na mosté v moti okolnich auti¢ek tiplné zastavilo. Jacob Rossin se dival na zastupy
aut a pomyslel si, Zze i v mésté v oblacich a ve spleti jednosmérnych ulic budou
casové intervaly, kdy bude dopravni situace opravdu napjata. Zacali s Viktorem
probirat scénafe, jakd je pravdépodobnost, ze Tidi¢i v mésté v oblacich zaparkuji
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na mistech, které preferuji. Co kdyby chtéli, aby pravé dvé auta zaparkovala na
svych oblibenych mistech? Nebo tii? Otazku dale zobecnili. Jaka je pravdépo-
dobnost p;(n), Ze pro ndhodné zvolenou parkovaci funkei délky n bude pravé [
aut Stastnych? Neboli jaky je pocet parkovacich funkci délky n s prave [ stast-
nymi auty, oznacme tento pocet a;(n), ktery obdrzime, pokud p;(n) vynasobime
poc¢tem vsech parkovacich funkci délky n?

Abychom na dané otazky nasli odpovéd, vratime se k nahodnym veli¢inam
Xy, ..., X,. Z Pollakova dikazu véty vidime, ze posouvani v kruhu neovlivni,
zda je auto stastné ¢i nikoli. Pocet stastnych aut se zachovava. Pravdépodobnostni
generujici funkceﬂ pro kazdou nahodnou veli¢inu X; je:

71— 1 1—1
G. — P(X: — P(X:=1)z = 1—
l(z) ( i=0) ( ! )Z n—+1 ( n—l—l)z’

coz vyplyva rovnéz ze vztahu (2.2). Jelikoz je PGF pro soucet nezavislych nahod-
nych veli¢in rovna soucinu jejich PGFEL je patrné, ze

G(z):Gl(z)---Gn(z):ilf[V_l+(1 i_1>z] (2.3)

ln+1 _n—i—l

je PGF pro nahodnou veli¢inu X; + --- + X, tj. pro pocet stastnych aut. Tedy
je-li py(n) pravdépodobnost, ze pro ndhodnou parkovaci funkei délky n je prave [
aut z n aut stastnych, pak z definice PGF plyne

G(z) = Zpl(mzl = ﬁ {;111 + <1 - :7;11) z] -

=T ()
T+l n+1 '

Pokud rovnost vynasobime poc¢tem vSech moznych jevii neboli po¢tem vsech par-
kovacich funkci délky n, kterych je (n + 1)"~!, dostaneme:

g:al(n)zl = znl_[l [i+(n—i+1)z]. (2.4)

Na obou stranach rovnosti jsou polynomy v proménné z. Vezmeme-li polynom
na pravé strané rovnosti , a;(n) je koeficient u 2! a urcuje pocet parkovacich
funkci s prave [ stastnymi auticky. Jacob Rossin byl rad, ze si mohl o matematice
s nékym mile popovidat. Ovsem kolegialni popovidani miize ptinést i tskali. Kdyz
Viktor procital odvozeni rovnosti , z legrace Jacoba postouchl, ze by mu krok
zahrnujici soucin generujicich funkci ve vztahu viibec nemusel vérit. To se
Jacoba samoziejmé malinko dotklo. Proto pro vSechny neduvérivé matematické
skeptiky sepsal nasledujici dodatek.

Véta 2.5. Necht X1,..., X, jsou nezdvislé diskrétni ndahodné veliciny nabyvajici
hodnot z Ny. Pak PGF pro jejich soucet X1 + --- + X,, odpovidd soucinu PGF
pro jednotlivé veliciny
G(z) = Gi(z) - - Gp(2).

2Jestlize je X diskrétni ndhodn4, veli¢ina nabyvajici hodnot 0,1,2, ... s pravdépodobnostmi
P(X =0),P(X = 1),P(X = 2),..., pak se funkce G(z) = Y .~ P(X = n)z". nazyva
pravdépodobnostni generujici funkei této veli¢iny.

3Diikaz tohoto tvrzeni ukdzeme v dodatku vzapéti.
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Diikaz. Rozepiseme dle definice generujici funkeci
Giz)=>_P(Xi+ -+ X,=10)2"
1=0

Mocninné fady se rovnaji, pokud se rovnaji jejich koeficienty. Podivame se tedy
na vsechny pripady, kdy soucet ndhodnych veli¢in bude roven [.

PXi+-+X,=1)= Z P(Xi=iy NXg=ig A ANX,, =1iy).
i15ee0yin €N
z'1+~~-+z‘€n:01

Mame-li nezavislé jevy, pravdépodobnost, ze vSechny z nich nastanou, mizeme
vypocitat jako souc¢in téchto pravdépodobnosti,

i1,..-,in €ENp i1,...,in ENg
i1 b in =l i1 Feeetin =l
(2.5)
Suma 7z pravé strany (2.5)) je koeficient u 2! v nésledujicim soucinu:
n o0 . n
11 [ZP(Xj = 1) ZZ] = [ Gi(2).
j=1 Li=0 j=1
]

Jacob Rossin dokoncil posledni radky dikazu, ale jesté nebyl hotov. Nasledujici
dny opét zapatral v archivech projektu NN, aby si ovéril, zda mu néco ohledné
stastnych auticek neuniklo. Zjistil, Ze nejen vztah , ale i vzorec ve véte |2.4
souvisi také s myslenkami, které sepsali jeho predchudci I. M. Gessel a S. Seo [7],
déle pak P. Diaconis ve spolupraci s A. Hicksem [3].

Rossin si usporadal vSechny své poznamky a pozadal Adu Byronovou o dalsi
programy. Prvni program, ktery pokracuje v trajektorii stastnych auticek z ka-
pitoly 1 a nepfimo na né navazuje, nejdiive vypiSe ¢leny posloupnosti {a;(n)}7,.
Pro zadané n vezmeme polynom na pravé strané rovnosti a hledame seznam
koeficienttt u z!, které tvori nasi posloupnost {a;(n)}r,.

(*Program 6, 2. zplsob: *)
(*poCty parkovacich funkci délky n s 1 Stastnymi auty,
kde 1=0, ..., nx*)

koefAl[n ]:=CoefficientList[z(Product[(i+(n-i+1)z),{i,1,n-1}]),z]

koefAl[3]
{0,2,8,6}

Nyni uz jen vypocitame pravdépodobnost, Zze pro ndhodné zvolenou parkovaci
funkei n bude pravé [ aut Stastnych. P programovdni vyuZijeme vztah (2.4)).
Vstupni hodnotou funkce je znovu libovolné zadané n, vystupem je seznam prav-
dépodobnosti {p;(n)},.
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(*Program 8: *)
(¥Pravdépodobnost, Ze pro ndhodné zvolenou pf délky n
bude pravé 1 aut Stastnjch, kde 1=0, ..., n.x*)

pravl[n_] := koefAl[n]/((n+1)~ (n-1))

pravl[2]
{0,1/3,2/3}

Zvolime-li naptiklad n = 8, pro rostouci pocet stastnych [ aut budou pravdeé-

podobnosti nésledujici:

1 2 3 4 5 6 7 8
pi(n) | 0,000154 | 0,0034 | 0,0274 | 0,1084 | 0,2362 | 0,2972 | 0,2174 | 0,0894

Af uz libovolny ridi¢ v mésté v oblacich preferuje parkovani blizko u vchodu
svého domu, pod stromem ¢i na kraji ulice, ur¢ité ho potési, ze Fortuna je jeho
oblibenému mistu relativné naklonéna. Ackoliv paradoxné je nékdy obrovské stésti
pokud to, co chceme, vzdy nedostaneme.
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3. Parkovani jako kompromis
osudu a svobodné viile

Svoboda v konkrétnim slova smyslu spocivd v mozZnosti volby.
Simone Weil

Plany na konstrukci jednosmérnych ulic jiz byly v procesu. Pokud fidi¢i do-
drzi par jednoduchych pravidel, parkovani bude efektivni a ulice nezaberou mnoho
mista. Jacoba Rossina badani bavilo a vedeni projektu NN bylo s jeho vysledky
spokojeno. Mésto v oblacich ovSsem stale zahrnovalo i vefejné zajmy, a protoze zi-
vot neni spravedlivy, ve stinu verejnych zajmu se vzdy skryva i nestastna politika.
Jedna konkrétni politicka figurka privedla uz nékolik védcti do nesnazi. Jednalo
se o nabubrelého politika Milo Lairda, ktery mnoho novych népadi povazoval
za zbytecné a nakladné (na rozdil od jeho vil & zahrani¢nich cest). Doslechl se
o planované infrastrukture a vydal prohlaseni, Ze vSsechna pravidla ¢i jednosmérné
ulice jsou zbytecné. Lidé prece nesmi byt ni¢im limitovani, mohou si parkovat dle
libosti, mista nemusi byt nijak ohrani¢end, parkovisté se vybuduji velka, staci
prodlouzit ulice a vSse bude perfektné fungovat, pro¢ by nemélo? Asi neni nutno
podrobné rozebirat, jak vedeni projektu NN, které se snazilo kazdy centimetr
ve mésté v oblacich vyuzit, reagovalo na navrh velkych parkovist. Verejnost na-
nestésti hrala dilezitou roli u investorti, kteti financovali projekt. Vedeni povérilo
Jacoba politickym odbojem, ktery mél vyrok Milo Lairda uvést na pravou miru.
Jacob si uvédomil, ze presvédcovaci proslovy nepatii mezi jeho silné stranky. Na
protest proti vyroku zvolil jinou strategii. Zacal budovat experimentdlni model
zalozeny na pripominkach Mila Lairda. Protoze pravdu podepfenou pevnymi pi-
liti matematiky prazdna slova nezbori.

3.1 Experiment

Pro matematicky model si Jacob Rossin z projevu nechvalného politika vypsal
nasledujici podminky:

o Vybuduji se dlouhé ulice.
o Mista nejsou nijak ohranicena.
+ Ridi¢i mohou parkovat dle libosti.

Dlouhou ulici slouzici k parkovani si lze také predstavit jako interval [0,z].
Predpokladejme, ze auta maji jednotkovou délku. Auta prijizdéji postupné a voli
si mista nahodné. Chceme-li byt precizni, pozice levého okraje auta je ndhodna
veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0,z — 1]. Pozice je bud voln4,
pak auto zaparkuje, nebo uz je obsazena, pak auto odjede. Proces pokracuje tak
dlouho, dokud zbyva volné misto pro aspon jedno auto. Celkovy pocet aut jed-
notkové délky, kterd zaparkuji na intervalu [0,z], oznac¢ime N(x). Jde o ndhodnou
veli¢inu.

Vezméme si napriklad ulici délky 4. Pokud mame ¢tyfi auta a tidici jsou
ohleduplni, auta zaparkuji vSsechna bez problémi. Pokud se ovsem nékterému
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ridic¢i zlibi zaparkovat bezohledné, zaparkuji jen t¥i auticka a na posledni nezbyde
prostor. Kdyz znédsobime bezohlednost u prvnich dvou ridi¢i, mize se dokonce
stat, ze nikdo dalsi uz se nevejde. Jacob Rossin si takové situace opét nacrtnul
do svého deniku. Pro stfedni hodnotu poctu aut, ktera se vejdou na parkoviste,

7

Obrézek 3.1: Jeden tidi¢ zaparkuje bezohledné.

I

Obrazek 3.2: Dva tidi¢i zaparkuji bezohledné.

zvolime znaceni

Rekurentni vztah pro vypocet stifedni hodnoty poc¢tu aut, ktera parkovisté zaplni,
je nasledujici [13]:

M(z+1) = i/ﬁ (M(t) + M(x — £))dt + 1. (3.1)
Podivejme se na parkovani prvniho auticka. Prvni auto zaparkuje jednim okrajem
v bodé t a druhym okrajem v bodé ¢+ 1. Rozdéli ulici délky x na dvé c¢asti. Jedna
cast je délky t a druha cast délky = — t. Od prvniho auta se tedy v priméru
vejde M (x —t) aut vpravo a M (t) aut zaparkuje vlevo. Protoze ¢ nabyva hodnot
z intervalu [0,z], zpramérujeme vypocet pres vsechna mozna ¢:

Mz +1) = i/ﬂxu + M) + M(z — 1) dt. (3.2)
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Zde rovnéz predpokldadame, ze M(x) = 0 pro vSechna x € [0,1). Musime byt
ovsem rozvaznéjsi pri definovani M (1). Pokud polozime M(1) = 1, pak prot =1,
nebo t = x—1 hodnota vyrazu 1+ M (t)+ M (x—t) je vyssi nez spravny pocet aut,
protoze pravdépodobnost, ze dalsi auto zaparkuje presné na intervalu [0,1], nebo
[z, z + 1] je nulova. Nicméné rovnost stale plati, jelikoz hodnota M (z) =
nijak neovlivni hodnotu integralu. Predchozi vztah plati pro vsechna z > 0.
Miizeme tedy misto x psat © — 1 a predpokladat, ze x > 1, coz se ndm pri dalsim
vypoctu bude hodit. Diky linearité integralu navic mizeme rovnost zapsat
ve tvaru:

1 r—
M()—l—i—il/ M(t dt—l—i/ M(x—1—t)dt.
0
Pouzijeme substituci u =z — 1 — ¢, kde du = —

1

xr —

r—1 1 0
/ M(t) dt — / M (u) du,
1Jo rz—1Jz—1

/OHM(t) 9311 M) du.

M(x)zler_

Integraly maji stejnou hodnotu, tedy plati

M(z) =1+ - 2 : OH M(t) dt. (3.3)

Pozorujeme, ze
M(z)=0, 0<z<1
M(x)=1 1<z<2.
Pro interval 2 < x < 3 vyjde
2(x —2)
-1

vvvvvv

2 r—1
M(a:):1+f/ 1dt =1+

vyuzit predchozi hodnoty [16]:

Mz )_1+31<1+/;1 <1+2<tt__12>> dt)

_ 1+21(1+[3t—2ln(t—1)]f_‘21)

) (3.4)
=1+ 71(1 +3(x —3) —2In(z — 2))

2
=1+ 71(3x —8—2In(z — 2)).
Je-li x = 4, pak

M4) =1+ ;l(2 —2In(2)) = 11_341112 = 2,7425.

Na dalsich intervalech délky 1 ziskdme hodnoty funkce postupnym integrovanim.
Kdybychom ovsem chtéli najit naptiklad M (1000), proces by byl opravdu zdlou-
havy. Jacob proto zacal premyslet o vyhodnéjsim zpusobu, jak vysledek nalézt.
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Co kdybychom vytvorili diferencidlni rovnici? Do rovnosti (3.3)) misto x dosadime
x + 1, abychom mohli lépe derivovat a vynasobime tuto rovnost pomoci x:

xM(x+1) :x+2/ M (t) dt.
0
Nésledné zderivujeme:

aM'(x+ 1)+ M(x+1) =1+ 2M(x), (3.5)

dostaneme hezky tvar diferencidlni rovnice, ve kterém nezndma funkce a jeji deri-
vace vystupuji pri riaznych hodnotach argumentu. Jedna se proto o diferencidlni
rovnici se zpozdénim. Jelikoz 1ze opét misto x psat x —1 a predpokladat, ze x > 1,
pak snadno prevedeme rovnici do standardniho tvaru:

2M(z —1)+1— M(z)
@—1)

Jacob se tésil, az tuto diferencialni rovnici numericky vyresi. Ada mu nabidla

pomoc, aby Feseni §lo rychleji od ruky. Rovnici fesime na intervalu [1, 10]. Pro-

toze jde o diferencialni rovnici se zpozdénim, poc¢atecni podminka neni hodnota

v bodé, ale hodnota na intervalu. Pro vypocet jsme zvolili interval [1,2].

M'(z) =

(3.6)

(¥*Program 9: numerické FeSeni diferencidlni rovnice se zpozdénimx)

NDSolveValue[{M’[x] == (2 M[x - 1] + 1 - M[x])/(x - 1),
Mlx /; x <= 2] == 1}, M[x], {x, 1, 10}]

Program vrati numerické teseni rovnice. Pro lepsi predstavu vykreslime graf
funkce M (z) na intervalu [1, 10].

S S S S ————C P | F= WY =YV T
2 4 6 8 10

Obrazek 3.3: Znazornéni hodnot funkce M (x).

Co kdybychom chtéli zjistit, jaka cast parkovisté bude zaplnéna vzhledem
k intervalu [0,z]? Dame do poméru stfedni hodnotu poc¢tu aut M(z) a velikost
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parkovisté x, tedy obsazenou ¢ast parkovisté udava podil:

X

23



Pokud tento vztah znazornime graficky, vidime, ze pro zvysujici se hodnoty x
se funkce blizi priblizné k ¢islu 0,7.

M(x)/x
10/
0.9
08
0.7

0.6

< v v v v v délkaintervalu
2 4 6 8 10

Obréazek 3.4: Zaplnéni parkovisté vzhledem k délce intervalu.
Zaznamename-li do tabulky nékolik hodnot pro vyssi x, vidime postupné pri-
blizeni k ¢islu 0,74.

x 31 32 33 34 35 36 37
M(x)/z | 0,7394 | 0,7397 | 0,7399 | 0,7401 | 0,7403 | 0,7405 | 0,7407

Kdyby nase x nabyvalo opravdu velkych hodnot, pak c¢ast parkoviste C', ktera
bude zaplnéna vzhledem k velikosti intervalu z, bude konvergovat k:

M
C = lim (z)
T—00 x
Jacob Rossin prosel dukladné praci H. Solomona a H. Weinera [13], aby limitni
hodnotu C nasel presné. Navic také zjistil, ze C' lze vyjadrit za pomoci dvojného

integralu jako:
%0 t(1—e
C:/ exp l—Q/ ( ) du] dt =~ 0, 74759.
0 0 Uu

Postavime-li velkd parkovisté, bez ohranicenych mist, kde lidé parkuji dle svo-
bodné vile, jen priblizné % parkovisté se zaplni. Systém by zpusobil nejen velké
ztraty pri stavbé mésta, ale také by zneprijemnil bézné kazdodenni fungovani
vsem obyvatelim. Pokud by byl napriklad urcity pocet osob prifazen jednomu
obytnému domu, zaparkuji-li fidi¢i pfes vice mist, kde by pak zaparkovala zbyla
auticka? Jacob Rossin dal dohromady vsechny podklady a vyhledal svého blizkého
a zaroven vyrecného kamarada Henriho Cappellaia. Henri mél dlouholeté zkuse-
nosti jak s matematikou, tak s nastrahami politické scény. Spoleéné pripravili
argumentacni strategii, ktera méla verejnost presvédcit o absurdnim vyroku Milo
Lairda. Ackoliv Jacob povazoval vefejna setkani za nemild, pricemz tato emoce
byla stupnovana faktem, ze musi jesté nékoho presvédcovat, na toto setkani se
dostavil, protoze zoufala doba si zada zoufalé ¢iny. Milo Laird nebyl schopen jeho
vysledky nijak vyvréatit. Jacob se svym proslovem uspél a plany na financovani
meésta v oblacich i na infrasturkturu vypadaly znovu priznivé, tedy minimalné do
t¢é doby nez se objevi dalsi vsevédouci politik.

~ 0, T4759.

24



Z.aver

Stranky deniku Jacoba Rossina jsou bohuzel omezené a podobné je tomu i se
strankami této prace. Pokud si ovSem Jacob nékdy koupi dalsi pracovni denik,
mohl by do néj naptiklad zapsat a nacrtnout problematiku couvajicich auticek.
Dale by auticka v ulici mohla nejen couvat, ale znovu jet dopredu. Pravdépodobné
by se uz nejednalo o jednosmérné ulice, takze by byly méné bezpecné. Nékteré
firmy uz navic zacaly vyrabét teleportujici se auta, takze by pti parkovani ridici
misto couvani mohli vyuzit rychlejstho premisténi tfeba o k mist dozadu. Dale
by se Jacob rozhodné mohl zamérit na auta riznych velikosti. Do mésta dfive ¢i
pozdéji zamiti autobusy, motocykly ¢i ndkladni automobily. Také by bylo vhodné
zohlednit potencialni nefunkénost nékterych parkovacich mist. Spadne-li na par-
kovisté strom nebo sluni-li se na néjakém parkovacim misté kocka, auta by se
prekazce méla vyhnout.

Protoze je Jacob Rossin velmi talentovany matematik, existuje moznost, ze
bude odvolan jesté na jiné ¢asti projektu NN a infrastruktura pripadne nékomu
dalsimu. Modifikace parkovacich problémi si tedy nadseny ¢tenar muze promys-
let i samostatné [2]. T¥eba prijde na nové poznatky, které by zivot lidem v mésté
v oblacich usnadnily. Za timto tcelem doporucujeme zvidavym ctenaftim pro-
zkoumat také zdroje [I7], [5, ¢ast 5.3.1] a [4]. Jsou-li ¢tendfi navic milovniky
geometrie, oceni i zcela jiny typ parkovaciho problému v ¢lanku [1J.

, Podstata matematiky spocivd v jeji svobode.”
Georg Cantor
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