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Uvod

V této bakalarské praci se ¢tenar seznami se speciadlnim pripadem Apollénio-
vych kruznic, s tzv. Soddyho kruznicemi.
texty.

Praci mohou vyuzit pokrocilejsi stredoskolsti studenti, pokud se jiz setkali
s pojmy kruhova inverze a mocnost bodu ke kruznici, nebo studenti vysokoskolsti,
kteti tyto pojmy ovlddaji. Vérime, ze praci mohou vyuzit i stfedoskolsti a vyso-
koskolsti pedagogové ke zpestieni svych hodin geometrie.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol, které jsou clenény na nékolik podkapi-
tol. V prvni kapitole definujeme pojem Soddyho kruznice a zavedeme prislusné
znaceni, které vyuzivame v celé praci. Tato kapitola také objasnuje souvislosti
Soddyho kruznic s Apolléniovymi kruznicemi a uvadi zakladni historicka data.
Nejvétsi ¢ast se vénuje zivotu anglického chemika Fredericka Soddyho, po némz
jsou kruznice pojmenovany.

Nejkratsi, druha kapitola uvadi, jak Soddyho kruznice sestrojit. Pro kon-
strukce vyuzijeme kruhovou inverzi, ktera je v této kapitole definovana a jsou
uvedeny nékteré jeji dulezité vlastnosti.

Treti kapitola vznikla prekladem a zna¢nym rozpracovanim anglicky psaného
textu [3]. Cilem této ¢asti je vyjadrit poloméry Soddyho kruznic v zavislosti
na polomérech urcujicich kruznic. K vyjadrovani téchto hodnot musi ¢tenar znat
nejen stredoskolskou latku, kruhovou inverzi, ale i mocnost bodu ke kruznici,
kterou definujeme a uvedeme jeji dulezité vlastnosti.

Posledni kapitola neni, oproti ostatnim ¢astem, vénovana Soddyho kruznicim.
Seznami nas s dalsimi dvourozmérnymi geometrickymi ttvary nesoucimi jméno
Fredericka Soddyho (se Soddyho trojihelniky a Soddyho hyperbolami). Posledni
podkapitola v celé bakalarské praci je vénovana Soddyho hexletu, rozsiteni Sod-
dyho kruznic do tfirozmérného prostoru. Bez diikazu jsou zde uvedeny nékteré
zajimavé vlastnosti a souvislosti s jinymi partiemi geometrie.

V priloze je popsan experiment, v némz zjistujeme, zda jsou studenti stredni
skoly schopni vytesit netradi¢ni planimetrickou tlohu, se kterou jsme se setkali
pri konstrukci Soddyho kruznic. Respondenti dostali za kol sestrojit tfi kruznice
o danych stfedech, které se vzajemné vné dotykaji.

Préace je vysdzena pomoci systému IXTEX a obrazky jsou (pokud neni uvedeno
jinak) vytvoreny v grafickém softwaru GeoGebra.



1. Definice a historie

V prvni kapitole zavedeme Soddyho kruznice. Déle predstavime znaceni, pfi-
buzné pojmy a nakonec uvedeme zakladni historickd data.
Prvni t¥i podkapitoly byly zpracovany na zdkladé zdroju [7], [9] a [12].

1.1 Definice a prislusné znaceni
Definice 1 Necht ka, kg, ko jsou kruznice, z nichz kazZdé dve maji vnéjsi dotyk.
Dvé kruznice si, S, které se dotykaji vSech tri kruinic ka,kp, ko, se nazjvaji
vnittni a vnéjsi Soddyho kruzZnice (viz obrazek .

V celé praci budeme stfed vnitini, resp. vnéjsi Soddyho kruznice sq, resp. s

znacit Sy, resp. So, kruznice k4, kg, ko budeme nazyvat urcujici a jejich stredy
budeme znacit po fadé A, B, C (viz obrazek [1.1)).

Nav

Obrazek 1.1: Soddyho kruznice.



1.2 Problém c¢tyr minci

Vnitini Soddyho kruznice (resp. tato kruznice spolu s jeji vnitini oblasti)
je TeSenim tzv. problému ctyr minci (prelozeno z anglického nazvu Four Coins
Problem).

Problém spociva v hledani ¢tvrté mince ke tfem rizné velkym mincim, které
jsou usporadéany tak, ze se kazdé dvé vzajemné dotykaji.

Na obrazku [I.2] jsou vyfotografované t¥i rtizné velké mince: ¢eskéd padesétiko-
runa, americky dolar a evropsky cent.

Obrézek 1.2: Problém ¢tyT minci.

1.3 Apolléniovy kruznice

Soddyho kruznice jsou specialnim ptripadem Apolloniovijch kruznic, které jsou
fesenimi tzv. Apolloniovych uloh. Jejich podstatou je ke tfem danym riznym kruz-
nicim v roviné nalézt takovou kruznici, kterd se jich dotyka (neboli ma s kazdou
z nich spolecny jediny bod)ﬂ. Pro tii dané kruznice existuje obecné osm raznych
kruznic, které se jich dotykaji (viz obrézek. Pokud maji tii dané kruznice po
dvou vneéjsi dotyk, existuji dvé feseni, kterymi jsou Soddyho kruznice. Déle byva
studovano rovnéz zobecnéni tulohy, v némz maji nékteré ze tii danych kruznic
nulovy, resp. nekonec¢né velky polomér, tj. jedna se o body, resp. o primky. Hleda
se tedy kruznice, kterd prochézi danym bodem (danymi body), dotyka se dané
primky (danych ptimek) a dané kruznice (danych kruznic). Tim vznika deset ruz-
nych variant, které maji riizny pocet feseni. Jednotlivé pripady jsou zobrazeny
na obrazku pricemz dané utvary jsou zakresleny oranzové a teSeni zelené.
V kazdé z deseti ilustraci je (kvuli pfehlednosti) vzdy zndzornéno pouze jediné
feseni.

1Zplisobi, jak vyfesit Apolléniovy 1ilohy, je mnoho. Postupy, které jsou pochopitelné i pro
stredoskolské studenty a byly vyuzity pri konstrukci obrazku jsou uvedeny v praci [9]. Lze
ale také vyuzit cyklografii, plochy rotacniho paraboloidu ¢i stereografickou projekci. Vsechny tyto
konstrukce muzeme nalézt v textu [7].



Apolléniovy tlohy jsou pojmenovany podle staroreckého geometra, matema-
tika a astronoma Apollonia z Pergy (asi 262 pr. n. l.—asi 190 pt. n. L), ktery se
témto tlohdm vénoval v knize Eragar (Epafai). Do Cestiny se ndzev knihy pre-
klada jako O dotycich. Tato prace se bohuzel nedochovala. Prezil ale text od
Pappa z Alexandrie (290-350), ktery doklada, ze Apollénios nad tfemi kruzni-
cemi badal a byl si védom existence osmi feseni.

Obrazek 1.3: Osm ruznych kruznic, které se dotykaji t¥i kruznic.
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Obrazek 1.4: Deset ruznych ptipadi Apolléniovy tlohy.



1.4 Historie

Historie Soddyho kruznic byla zpracovana na zakladé literatury [1], [2], [4],
8], [13], [14], [15] a [16].

1.4.1 René Descartes

Vyznamny posun v feseni problému, jak ke tfem danym kruznicim, které
maji po dvou vnéjsi dotyk, sestrojit ¢tvrtou, kterd se kazdé z nich dotyka, udélal
francouzsky filozof a matematik René Descartes (1596-1650).

Snazil se analyticky vyfesit Apolléniovu tilohu. Tento problém zadal v rdmci
vzajemné dlouholeté korespondence jako doméci cviceni princezné Alzbété Falcké
(16181680, t67 zvana Anezka Ceska & Alzbéta z Herfordu) | Po nékolika dopi-
sech, v nichz si sdélili své problémy s fesenim, nakonec Descartes navrhl studovat
pouze pripad, v némz se tii dané kruznice dotykaji, a to vné. Roku 1643 dospél
ke vztahu pro poloméry ¢tyr takto se dotykajicich kruznic. Prestoze Descartes
vztah nikdy nepublikoval, je dnes oznac¢ovan jako Descartesova vétal

Véta 1 Descartesova véta.
Necht jsou dany ctyri kruznice, z nichz kazdé dve maji vnéjsi dotyk a kazdd kruz-
nice ma krivost k; (proi =1,2,3,4). Potom plati

(k1 + ko + ks + ka)® = 2+ (k] + k3 + k3 + k7)),

kde krivosti k; jsou prevrdcené hodnoty polomeri r; jednotlivich kruznic,
ik = +,i=1,2,34.

Descartovu vétu tedy mizeme prepsat do tvaru

1 1 1 1\? 1\?2 1\? 1\?2 1\2
(st =2 | (o) +(5) () +(5) | av
. T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4
Stejné téma studoval v roce 1826 rovnéz Svycar Jakob Steiner (1749-1863)
v ¢ldnku [I6] a v roce 1842 na néj navazal Anglican Phillip Beecroft (1818-1862)

v préaci [1]. Kruznice nejvice proslavil Frederick Soddy (1877-1956), ktery se jimi
zabyval v druhé poloviné tricatych let 20. stoleti.

1.4.2 Frederick Soddy
Frederick Soddy (viz obrazek [1.5) byl anglicky radiochemik, ktery se naro-

dil (jako posledni dité ze sedmi sourozenci) 2. zaii roku 1877 v Eastbournu do
rodiny obchodnika s kukutici. V roce 1898 promoval s vyznamenanim z chemie

2Vice o takika Sedesati dopisech s filozofickou a matematickou tematikou, které si René
Descartes s Alzbétou Falckou poslali, viz [2] ¢i [13].

3Dnes vime, Ze plati obdobny vztah i pro kruznice, které nemusi mit nutné vnéjsi dotyk.
V tomto obecnéjsim pripadé se musi oSetfit znaménka u krivosti, tj. uvazovat znaménkové
krivosti.

4Obrézek je prejat z webové stranky
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Frederick_Soddy. jpg


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Frederick_Soddy.jpg

na Merton College v Oxfordu. Na zdejsi univerzité poté mezi lety 1898 a 1900
pusobil jako vyzkumny pracovnik. Od roku 1900 pracovné vystiidal fadu insti-
tuci, kde se zabyval zejména radioaktivitou a izotopy. Na vyzkumu spolupracoval
s britskym fyzikem a chemikem novozélandského ptivodu Ernestem Rutherfordem
(1871-1937). Za tyto vyzkumy Soddy ziskal v roce 1921 Nobelovu cenu za che-
mii [

V roce 1908 se oZenil s Winifred Moller Beilby (1885-1936), dcerou primys-
lového chemika. Par spolupracoval i odborné a v roce 1910 spolecné publikoval
clanek o absorpci gama zareni z radia.

Jeho objevy z oboru radioaktivity mimo jiné inspirovaly anglického spisova-
tele Herberta Georga Wellse (1860-1946) k napséani valeéného roménu Osvobozend
svéta (1914)E|, jehoz déj se odehrava v budoucnosti a v némz se predpovida vy-
nalezeni atomové bomby.

Mezi lety 1921 az 1934 se Frederick Soddy vénoval predevsim ekonomice.
Napsal ctyti knihy, v nichz nabizel pohled na ekonomii s vyuzitim fyziky, zejména
termodynamiky. Kromé téchto dél je také autorem nékolika knih o radioaktivite.

Obrazek 1.5: Frederick Soddy.

Soddy o kruznicich nesoucich jeho jméno napsal basen nazvanou ,The Kiss
Precise”, ktera vysla v ¢asopise Nature v roce 1936 [14]. Podle ndzvu basné jsou
Soddyho kruznice nékdy oznacovany jako tzv. libajici se kruznice. Prvni sloka
poeticky vykresluje Soddyho kruznice, druha hovoii o Descartesové véte a treti
naznacuje celou situaci v prostoru.

SRovnéz Ernest Rutherford je drzitelem Nobelovy ceny za chemii, a to jiz z roku 1908.
5V origindlu The World Set Free, Macmillan & Co., London, rovnéz E. P. Dutton, New York,
1914. V ceském prekladu Premysla Bohuslava: Osvobozeni svéta, M. RoSicky, Praha, 1919.
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The Kiss Precise

For pairs of lips to kiss maybe
Involves no trigonometry.

This not so when four circles kiss
Each one the other three.

To bring this off the four must be
As three in one or one in three.

If one in three, beyond a doubt
Each gets three kisses from without.
If three in one, then is that one
Thrice kissed internally.

Four circles to the kissing come.

The smaller are the benter.

The bend is just the inverse of

The distance from the center.

Though their intrigue left Euclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,
The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.

To spy out spherical affairs

An oscular surveyor

Might find the task laborious,

The sphere is much the gayer,

And now besides the pair of pairs

A fifth sphere in the kissing shares.
Yet, signs and zero as before,

For each to kiss the other four

The square of the sum of all five bends
Is thrice the sum of their squares.

V roce 1937 v ¢lanku [I5] Frederick Soddy svoji teorii o kruznicich rozsiril
do trirozmérného prostoru. Vytvoril tzv. Soddyho hezlet, tj. Sestici kouli, které se
dotykaji t¥i danych kouli majicich po dvou vnéjsi dotyk (vice o hexletu viz kapi-
tola [4)).

Frederick Soddy zemfel 22. zari 1956 v anglickém Brightonu.
Jsou po ném (kromé geometrickych ttvart) pojmenovany napf. krater na od-
vracené strané Mésice ¢i radioaktivni uranovy mineral soddyit.



2. Konstrukce kruznic

V této kapitole se zamérime na konstrukci Soddyho kruznic, kterou provedeme
pomoci kruhové inverze. Jelikoz nas vsak mize napadnou i otazka, jak narysovat
urcujici kruznice kq, kg, kc o danych stredech, predstavime nejprve konstrukci
téchto kruinic.ﬂ Poté uvedeme vlastnosti kruhové inverze, které nasledné vyuzi-
jeme pri sestrojeni Soddyho kruznic.

Druh4 kapitola byla sepsdna na zékladé zdroju [3] a [6].

2.1 Konstrukce urcujicich kruznic

Necht nekolinearni body A, B, C' jsou stiedy urcujicich kruznic ku, kg, k¢,
které chceme sestrojit. Uvédomme si, ze body A, B, C jsou vrcholy trojihel-
niku ABC, kterému lze vepsat kruznici (viz obrézek. Tuto kruznici ozna¢me v
a jeji body dotyku se stranami AB, BC', AC trojihelniku ABC oznac¢me po
radé Cy, A; a Bp. Strany trojihelniku ABC' lezi na tecnach kruznice v vede-
HyCh bOdy A, B, C a plati |AB1| = |A01|, |BOl| = |BA1| a |CA1| = |CBI|
Spojnice OA; je kolmice na stranu BC' trojuhelniku ABC, tudiz je spole¢nou
tecnou kruznic kg a ko v bodé A;. Bod A; je proto jedinym spole¢nym bodem
kruznic kg a kc. Obdobné plati pro spojnice OB; a OC a zbyvajici dvé dvojice
kruznic. Odtud jiz vyplyvéa konstrukce, kterou popiseme krok po kroku (viz ob-

razek .

Obrazek 2.1: Konstrukce urcujicich kruznic.

1Jedn4 se o netypickou planimetrickou tlohu, kterou jsme zadali stiedogkolskym studentiim
(viz ptiloha A 1)) a zjistovali, jestli ji zvladnou spravné vytesit.
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Necht jsou tedy dany tii nekolinearni body A, B, C, které jsou stfedy hleda-
nych urcujicich kruznic k4, kg, kc. Nejprve sestrojime trojihelnik ABC' a jemu ve-
psanou kruznici v. Jeji stied O je prusecikem os o,, 0y, 0. vnittnich hla trojihel-
niku ABC. Body dotyku kruznice v a stran AB, BC', AC trojuhelniku ABC
ozna¢ime po tadé Cy, A; a B; (jednd se o paty kolmic vedenych bodem O
na strany trojuhelniku ABC'). Nyni narysujeme kruznici k4 se stfedem A pro-
chéazejici body By a . Zbyvajici kruznice sestrojime analogicky, tj. narysujeme
kruznici kg se stfedem B a polomérem |BA;| = |BC| a kruznici k¢ se stfedem C
a polomérem |C'A| = |CBy].

2.2 Kruhova inverze

P1i konstrukci Soddyho kruznic a rovnéz pri nékterych dale uvedenych vy-
poctech bude hrat podstatnou roli kruhova inverze. Uvedme proto nyni definici
tohoto zobrazeni a jeho vlastnosti.

Definice 2 Necht je v roviné p dana kruznice w o stredu R a polomeéru r,,. Kru-
hovd inverze uréend kruzniciw(R,r,) je zobrazeni v roviné p, které kazdému
bodu X # R priradi bod X' tak, Ze plati:

(i) bod X' nalezi poloprimece RX, tj. X' € }?)_(k,
(i) |RX|-|RX'| =12.
KruzZnice w se nazyvd 7idict (téZ zdkladni).

Z definice snadno plyne, ze kruhova inverze je involutorni zobrazent, tj. je-li
bod X’ obrazem bodu X, potom je bod X obrazem bodu X”.

Déle je evidentni, ze bod lezici ve vnéjsi, resp. vnitini oblasti Tidici kruznice
se zobrazi na bod lezici ve vnitini, resp. vnéjsi oblasti tidici kruznice a ze bod
fidici kruznice je samodruzny.

Nyni bez diikazi] uvedeme dalsi zdkladni vlastnosti kruhové inverze ]

Véta 2 Je-li kruhovd inverze uréend kruznici w(R,r,), potom plati:
(i) Primka prochdazejici bodem R se zobrazi na tutéZ primku.
(ii) Primka neprochdazejici bodem R se zobrazi na kruznici prochdzejici bodem R.

(iii) KruZnice prochdzejici bodem R se zobrazi ma primku neprochdzejici bo-

dem R.

(iv) Dwvé kruznice, které se dotgkaji v bodé R, se zobrazi na dvé rovnobéiné
primky, které jsou kolmé na spojnici stredi kruznic.

2Vice o kruhové inverzi viz napt. [6].

3Vzhledem k definici [2} v niz bod R nem4 obraz, bychom u nékterych dale uvedenych ttvart
méli vyloucit jeden jejich bod. Pro jednoduchost toto nebudeme vyslovné uvadét. (Nékdy se
proto pracuje v tzv. Médbiove rovine, coz je Fukleidova rovina rozsitend o jeden nevlastni bod,
a v definici kruhové inverze se bodu X = R piifazuje tento bod v nekoneénu.) Takto je kruhova
inverze definovana napf. v praci [10].

11



(v) Kruznice neprochdzejici bodem R se zobrazi na kruznici neprochdzejici bo-
dem R. (Stredy odpovidajicich si kruznic si nemusi odpovidat.)

(vi) Je-li T bod dotyku dvou rovinnijch geometrickijch dtvari, potom je jeho ob-
raz T" bodem dotyku obrazi téchto itvari.

(vii) Slabé samodruzngmi dtvary jsou primky prochdzejici bodem R a kruznice,
které protinaji ortogondlné ridici kruznici (dvé kruznice se protinaji ortogo-
ndlne, jestlize tecny této dvojice kruznic v kazZdém z jejich spolecniyjch prii-
seciki jsou na sebe kolmé).

2.3 Konstrukce Soddyho kruznic

P1i konstrukci Soddyho kruznic vyuzijeme kruhovou inverzi, ve které se ur-
cujici kruznice zobrazi na dvé rovnobézné primky a jednu slabé samodruznou
kruznici. K obraztim urcujicich kruznic, tj. ke dvou primkam a kruznici, nalez-
neme takovou kruznici, kterd ma s kazdym z obrazl pravé jeden spoleény bod.
Takové kruznice existuji dvé a jsou to obrazy Soddyho kruznic ve zvolené kruhové
inverzi.

Uvazujme takovou kruhovou inverzi urcenou kruznici w a stfedem Cf,
kterd zobrazuje kruznici ko na kruznici ke (tj. ko = ki protind kruznici w orto-
gondalné a je slabé samodruznd) a kruznice ka, kg zobrazuje na dvé rovnobézné
primky £y, ks kolmé na stranu AB trojihelniku ABC. Primky £y, k5 jsou za-
roven tecny kruznice ke = kg. Body dotyku teCen k4, k%z a kruznice kg oznac-
me P a P (viz obrazky [2.2a [2.3]).

Obrazy s}, s5 Soddyho kruznic sy, sy v kruhové inverzi urcené kruznici w jsou
kruznice, které se zaroven dotykaji piimek £/, a kf; a kruznice k. Body dotyku
kruznice s} s pifmkami £y, b a s kruznici k¢ oznac¢me po fadé T ,, Tp | a ¢,
(viz obrazek [2.2)) a body dotyku kruznice s, s piimkami 'y, k% a s kruznici k[,
oznacme T ,, T, a T, (viz obrézek [2.3)).

Stredy kruznic sq, ss neodpovidaji v uvazované kruhové inverzi strediim kruz-
nic s}, s5. Z tohoto divodu nejsou stiedy kruznic s}, 5 znaceny S, 55, ale Sy, Ss.

Bodim T7 ;,Tg 1,161, vesp. Ty, T o, 15 najdeme jejich vzory Tay,Th,
Tc,u, resp. Tan, T2, Too. Jednd se o priseciky pifmek C\T},,CiTg,, CiT¢ ),
resp. C17T7) 5, C1Tp 5, CiT 5 s kruznicemi ka, kg, ko rzné od bodd T¢,,, Cy, resp.
od bodu T} ,, Cy. Tyto nalezené body jsou body dotyku vnitini, resp. vnéjsi
Soddyho kruznice s urc¢ujicimi kruznicemi k4, kg a kc. Vnitini, resp. vnéjsi Sod-
dyho kruznici sestrojime jako kruznici opsanou trojuhelniku 74175 17¢ 1, resp.
TyoTp2Tcp.
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Obrazek 2.2: Konstrukce vnitini Soddyho kruznice.
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Obrazek 2.3: Konstrukce vnéjsi Soddyho kruznice.
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3. Poloméry Soddyho kruznic

V této kapitole chceme vyjadrit poloméry Soddyho kruznic pouze v zavislosti
na polomeérech urcujicich kruznic.

Ke vztahum bychom mohli dospét upravami Descartesovy véty [I} Nejprve
bychom umocnili rovnost a pak vypocitali kvadratickou rovnici s nezna-
mou % Nasim cilem je vSak poloméry Soddyho kruznic vyjadrit bez znalosti
Descartesovy véty.

Hlavnim zdrojem pro tuto ¢ést je ¢lanek [3].

V nize uvedenych vypoctech a tivahach vyuzijeme nékteré vzorce tykajici se
trojuhelniku a také pojem mocnost bodu ke kruznici. Pripomenme si proto nej-
prve nékolik vztahti, definujme mocnost bodu ke kruznici a uvedme jeji zakladni
vlastnosti.

Obsah Sa trojihelniku ABC miuizeme vypocitat nékolika zpusoby. Ziejmé
nejcastéjsim je vyuziti vztahu
a- v,
5
kde a je délka strany trojihelniku ABC' a v, je vyska trojihelniku ABC' kolmé
na stranu a.

Jinou moznosti je vypocet obsahu Sa trojuhelniku ABC' pomoci tzv. Hero-
nova vzorce.

Sa =

(3.1)

Véta 3 (Herondtdv vzorec). Jsou-li a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelniku
ABC, potom pro jeho obsah Sp plati

SA:\/&(s—a)-(s—b)-(s—c), (3.2)
a+b+c

kde s = — tj. s je polovina obvodu trojuhelniku ABC.

Budeme pracovat rovnéz se vzorcem pro vypocet poloméru kruznice vepsané
trojuhelniku, ktery lze vyuzit, zname-li délky stran trojihelniku.

Véta 4 Jsou-li a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelniku ABC a s je polovina
jeho obvodu, potom pro polomeér r kruznice vepsané trojuhelniku ABC plati

r:\/(s—a).(s—b)«s—c)_ (33)

S

Nyni pomoci uvedenych vzorct vyjadiime polomér r, kruznice vepsané troj-
uhelniku ABC' v zavislosti na polomeérech urcujicich kruznic, resp. v zavislosti na
téchto polomérech a na obsahu S trojihelniku ABC.

Méjme tedy trojihelnik ABC', jehoz vrcholy jsou stiedy urcujicich kruznic
ka(A,1q), kp(B,1p), kc(C,1e), ke kterym hleddme Soddyho kruznice (viz obré-
zek [3.1)). Oznacime-li a, b a ¢ délky stran trojihelniku ABC, pak se tyto délky
rovnaji sou¢tim poloméru dotykajicich se kruznic, tj.

a=ry+re., b=r,+r., c=1r,+Tp. (3.4)
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Dosazenim téchto rovnosti do vztahu s = = - (a 4+ b + ¢) pro polovinu obvodu

DO | —

trojuhelniku dostavame

—_

s= 5yt retrat et 0 1),

a tedy
S =17+ 1+ 1. (3.5)

Obrazek 3.1: Poloméry urcujicich kruznic.

Pomoci vztahu (3.4)) a (3.5 vyjadiime poloméry urcéujicich kruznic:
re =S8 —a, r, =58 —0b, e =8 —C. (3.6)

Dosazenim rovnosti (3.5)) a (3.6) do Heronova vzorce (3.2) muzeme vypocitat
obsah S trojuhelniku ABC' nasledovné:

Sp = \/(7“@ + 1y Te) Ta T e (3.7)

Vyjédreni poloméru kruznice v(O, r,) vepsané trojihelniku ABC v zavislosti
na polomeérech uréujicich kruznic ziskdme pomoci vztahu (3.3)), (3.5) a (3.6)):

ry = [ Ta "o Te (3.8)
To + 7T+ T¢
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Pokud bychom chtéli vyjadrit polomér r, v zavislosti nejen na polomérech

Ta, Ty Te, ale i na obsahu Sa trojihelniku ABC, vyuzijeme vzorcu (3.8) a (3.7)):

Ta Ty Tc ra+rb+rc
Ty = .
Ta+Tb+Tc ra+rb+rc7

Sa

Ty = ——.
To + 1Ty + Te

(3.9)
Déle ptipomeneme pojem mocnost bodu ke kruznici a uvedeme jeji nize vy-
uzivané vlastnostill

Definice 3 Je ddn bod M a kruznice (N, q). Cislo m = |MN|* — ¢* nazjvime
mocnosti bodu M ke kruznici [.

Véta 5 Je ddna kruznice [(N,q) a bod M, ktery leZi v jeji vnéjsi oblasti (viz ob-
razek . Necht e je secna kruznice | prochdzejici bodem M, kterd kruznici [
proting v bodech E,F. Potom pro mocnost m bodu M ke kruznici | plati m =

Pokud budeme uvazovat dvé secny e, e’ kruznice [, resp. mezni polohu secny e,
kdy E = F (tj. seCna se stane tecnou t kruznice 1), vyplyvaji z véty [5| nasledujici
dva teorémy.

X
&g

Obrazek 3.2: Mocnost bodu M ke kruznici [.

Véta 6 Je ddna kruznice [(N,q) a bod M, ktery leZi v jeji vnéjsi oblasti (viz ob-
razek . Necht e a € jsou secny kruznice | prochdzejici bodem M, které kruz-
nici | protinaji v bodech E,F a E',F'. Potom |[ME|-|MF|=|MFE'|-|MF'|.

1Vice o mocnosti bodu ke kruznici viz napt. [10].
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Véta 7 Je dina kruznice [(N,q) a bod M, ktery leZi v jeji vnéjsi oblasti (viz ob-
razek . Necht t je tecna kruznice | vedend bodem M, jejimzZ bodem dotyku je
bod T. Potom pro mocnost m bodu M ke kruznici | plati m = |MT|?.

Nyni se vratme k zobrazeni urcujicich kruznic k4, kg, ko v uvazované kruhové
inverzi s ¥idici kruznici w o sttedu C; (viz kapitola [2)) a vyjadfeme polomér r,
kruznice w v zavislosti na polomérech urcujicich kruznic.

JelikoZ je bod B; bodem dotyku kruznic ka, k¢ a bod P je bodem dotyku
piimky k4 a kruznice k(, (viz obréazek 3.3)), zobrazi se bod B; v uvazované kruhové
inverzi na bod P} (z analogickych duvodi se bod A; zobrazi na bod Pj). Body
C1, B1, P}y (obdobné body Cy, Ay, Pg) tudiz lezi na jedné (polo)piimce.

Oznacime (@) prusecik usecek C1B; a OA, kde O je stred kruznice vepsané
trojuhelniku ABC, a dale oznacime P prisecik usecky P} Pj a kolmice na tsecku
AB prochazejici bodem C.

@, /

Obrézek 3.3: Zobrazeni boda v kruhové inverzi w.

Protoze je trojuhelnik By AC, rovnoramenny a pirimka OA = QA je osou
jeho vnitiniho thlu By ACY, je tsecka AQ) jeho vyskou na zakladnu B;C;. Proto
|[<AQ DB, | = |[<AQP)| = |[<OQP)| = 90°. Jelikoz jsou tecny k/y, ki kruznice k[,
kolmé na usecku AB, jsou usecky Py Pjp a AB rovnobézné. Proto je rovnéz
|<<OPP)| =90° a plati

|<<OQP)| + |<OPP)| =90° + 90° = 180°.

Soucet velikosti vnitfnich 1hld libovolného ¢tytuhelniku je 360°, tudiz

|<PP,Q| + |<QOP| = 360° — (][<OQP)| + |<OPP)|) = 360° — 180° = 180°.
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Z toho vyplyvd, Ze soucet protéjsich vnitinich ahla ¢tyrihelniku QOPPY je
tthel primy, tj. jedna se o tétivovy c¢tyruhelnik a lze mu opsat kruznici.

Nyni jsme schopni vyjadrit polomér r,, fidici kruznice w(Ch,1,) v zévislosti
na polomérech r,, ry, r. urcujicich kruznic.

Protoze se bod Bj zobrazi v kruhové inverzi s fidici kruznici w(C,7,) na
bod P}, plati na zakladé definice [2| kruhové inverze

2 =|C1By| - |CLPY),

e =2-|CiQ| - |C1Py]. (3.10)

Z vlastnosti mocnosti bodu C} ke kruznici opsané ¢tyrihelniku QO PP déle

plyne
|C1Q] - |C1Py| = |C1O] - |Gy P,

|C,0| - |C, P
|C1Py|

a tedy dosazenim do rovnosti (3.10)) ziskame

lle’ =

r2 =2.|C,0|-|Cy P,

7"3} =27y U, (3.11)
kde v, je vyska trojuhelniku ABC kolmé na stranu AB. Vysku v. vyjadiime

pomoci vzorcu (3.1) a (3.4):

c- v,
SA_ 2 )
2-SA
Ve = ;
c
ve = 2158 (3.12)
Te +Tp

Dosazenim rovnosti (3.9) a (3.12) do vztahu (3.11)) a nasledné vyuzitim rov-
nosti (3.7) dostavame

2 9 SA .Q'SA_4'(7’a+7"b+7’c)‘7’a'7’b'7’c

w re F Ty Te Tad Ty (ra+rp+71e) (ra+1m)
a tedy

9 4r,-1TpTe

3.13
Te + T ( )

Déle odvodme vztah mezi polomérem kruznice [ a polomérem kruznice I,
kterd je obrazem kruznice | v kruhové inverzi. Zdrojem pro odvozeni je [18].
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Obrazek 3.4: Odvozeni poméru polomeéri kruznic.

Mé&jme kruznici [(N, q) a jeji obraz I'(N,q') v kruhové inverzi s idic kruz-
nici w(R,r,) (viz obrézek [3.4). Priseciky piimky NN = RN = RN s krui-
nici | ozna¢me E, F (jejich obrazy E’, F’ jsou pruseciky piimky NN s kruz
nici I') a body dotyku jedné ze spoleénych tecen kruznic [ a I’ vedené bodem R
oznacme T a T'. Pak

|RF|—|RE|=2¢ a |RE'|—|RF'|=24.

Pro pomér polomért ¢ a ¢’ kruznic [ a [’ tedy plati

q _ |RF|—|RE]|

¢~ IRB—RFT .
Z definice [2| kruhové inverze mame vztahy
2 2
IRE| = |£2,|, IRF| = |}§;/|. (3.15)
Dosazenim vyjadreni do vztahu (3.14]) ziskavame pomér
s ra o |RE'| - |RF|
¢ _[RF|_|RE] _"“ |RE|-|RF
¢ |RE'|—|RF| |[RE'| — [RE'[
a proto
d o (3.16)

¢ |RE'[-|RF|

S vyuzitim mocnosti bodu R ke kruznici I’ a Pythagorovy véty pro pravothly
trojuhelnik RNT" dostavame

m = |RE'|-|RF| = |RT'],
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m = |RT'] = |RN]” - |T'N P,

a tedy 3
|RE'| - |RF'| = |[RN* — ¢”. (3.17)
Pomoci rovnosti (3.16)), (3.17) vyjadiime pomér poloméru kruznic [ a ("
4_ e
q - \RNP — ¢?
a nasledné
S 3.18)
TTRNE < 3

Nyni mame vse pripravené k vyjadreni poloméri vnitini, resp. vnéjsi Soddyho
kruznice.

3.1 Polomér vnitini Soddyho kruznice

Pro polomér vnitini Soddyho kruznice s;(Si,71), jejiz obrazem v kruhové
inverzi s ridici kruznici w(Cy,r,) je kruznice s}(S1,7.), pomoci vztahu ([3.18))
ziskavame

2

Oznac¢ime-li D patu kolmice vedenou bodem C' na stranu AB trojthelni-
ku ABC' (viz obrazek 7 jsou trojuhelniky DC,C a DC,S; pravothlé a podle
Pythagorovy vety plati

|C\C* = |C1DP* + |CDJ?

a
|C1.S, > = |C1D)? + |S, D>
Odecteme od sebe druhé mocniny délek prepon obou trojuhelniki:
1C181> — |C1O* = |1 D + |S:D|* — (|C1D* + |CDJ?) =
= [51D|* = |CDJ? = (15,D| = |CDI) - (|S.D| +|CD|) = [5:C| - 2 - [Tea D] =
=2-1.2-(re + ),
a tudiz

|01§1|2— |C’C’1|2:4-rc- (TC—I—’UC). (320)

Oznacme I a I' priseciky piimky CCy s kruznici ke = ki, (viz obrdzek [3.6).
Jelikoz je kruznice ko v uvazované kruhové inverzi slabé samodruzna, je obrazem
bodu I pravé bod I’. Proto

Ti = |Oll| . |01]/|

Odtud plyne
1o = (|C1Cl = 1e) - (ICLC] + 1) = |CLCT =7

a nasledné
|CLC1? =12 + 2. (3.21)
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Obrazek 3.5: Pravouhlé trojuhelniky I.

Obrazek 3.6: Priseciky [ a I’ ptimky C'Cy s kruznici ke = kg
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Dosazenim vztahu (3.21]) do rovnosti (3.20)) ziskame

\015‘1\2 — (7’5 + 7"3) =4-r.(re+v.)

a po uprave 3
|ICLS1P =12 =72 +4-r.- (ro +v.). (3.22)

Dosadime-li rovnosti (3.13)), (3.22) do vztahu (3.19) a vyuzijeme-li poté vyjad-
feni (3.12)), dostavame

T =T il =
Taq Tp Te
+4-r. (e +ve)
To + Tp
4-ry-TH-Te
=7 Ta—i_rb _
4 . 2-SA
T Ty Tc 2 AN
+4-r°+4-r.-
Tg + T Tg + T
4 Ta Tb  Te
-7" - —_—
_ C retm _ Ta T Te
4. Ta'Tb+Tc'ra+Tc'rb+2'SA T’a"f’b‘i‘ra"f’c‘i‘Tb'Tc‘i‘Q‘SA.
‘ Ta+ 1

Pro polomér ry vnitini Soddyho kruznice tedy plati vztah

Ta Ty Te

r = .
To To+Te Tet Ty -Te+2-Sh

A kdyz do néj dosadime za Sa z rovnosti (3.7), ziskdme polomér vnitini
Soddyho kruznice vyjadieny pouze v zavislosti na polomérech urcujicich kruznic:
Ta Th-Te

Fa Ty + 70 et e+ 201/ (rg + 15+ 1) T 1 e

r =

3.2 Polomér vnéjsi Soddyho kruznice

V pripadé poloméru vnéjsi Soddyho kruznice postupujeme analogicky jako
u poloméru vnitini Soddyho kruznice.

Pro polomér vnéjsi Soddyho kruznice sy(Ss,72), kterd se v kruhové inverzi
s Fidicf kruznici w(C}, 7,,) zobrazi na kruznici s5(Ss, r.), s vyuzitim rovnosti (3.18)
ziskavame

7“2

Uvazujeme-li opét patu D kolmice vedenou bodem C' na stranu AB trojthel-
niku ABC' (viz obrazek , jsou trojihelniky DC,C' a DC}S, pravothlé a podle
Pythagorovy vety plati

|C,C* = |C1 D> + |CD|?

23



|C1S5* = |C1DJ* + |S,D|?.

Odecteme-li od sebe druhé mocniny délek prepon uvedenych trojuhelnik,
mame

|CLC|? — |C1.S5)* = |CLD|? + |CD|* — (|CLD|? + |S,DJ?) =
= |OD? — [5:D[> = (|ICD| = |9;D|) - (|ICD| + |82 D) = |S:C| - 2 |T¢:, D] =
=21r.-2(ve—1c)

neboli i
|CCl,2 - ‘0182|2 =4-re- (Uc - Tc)- (324)
Ky K
| —
ke
52
AX % xR

S

Obrazek 3.7: Pravouhlé trojtihelniky II.

Pomoci vztahu (3.21]) a (3.24) postupné ziskdme

Ti + T? - ‘0152‘2 =4-r.- (Uc - Tc)a

|C1S52 =12 =12 —d 1o (v, — 7). (3.25)

24



Nyni dosadime vztahy (3.13)), (3.25) do rovnosti (3.23)) a nasledné dosadime
také vztah (3.12). Tim dostéavame

47y -THTe

T, +T
Ty =T¢" a1 =
4d-ry -1y Te
— 4o (Ve — 1)
ra+rb
4-ry-TH-Te
=T Ta+Tb g
S hdrg oy, 2-Sha 9
—_ .fr‘c. +4.7*C
Ta+Tb T'a"_?"b
4 Tq Ty Tc
-/r' - —_—

_ C ratm - Ta ThTe
gy Ta T tTe Tat e =258 gyt Te T Te— 20 S
T

To + Tp

Polomér r5 vnéjsi Soddyho kruznice tudiz lze vyjadrit vztahem

Ta Tb: Te

o = .
Ta-Tb—FT’a-TC—i-T’b'TC—z-SA

Chceme-li vyjadrit polomér vnéjsi Soddyho kruznice pouze v zavislosti na po-
lomérech urcéujicich kruznic, sta¢i do posledniho vztahu dosadit opét rovnost (3.7)):
Ta Th-Te

ra-rb+ra-7"c+rb-rc—2-\/(ra+rb+rc)-7’a~rb-rc

To =

Povsimnéme si, ze vyjadieni poloméria 7y, ro Soddyho kruznic se lisi pouze
ve znaménkach u obsahu trojuhelniku S . Tedy tyto poloméry ry a ry 1ze souhrnné
vyjadrit nasledujicim zptisobem:

Ta Th:Te
Ta Thb+Ta - TetTp-Tet2-SA

T2 =
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4. Dalsi Soddyho utvary

Posledni kapitola je vénovana dalsim geometrickym tdtvartim nesoucim pri-
jmeni Fredericka Soddyho. Jedna se o prehled téchto zajimavych ttvari (a jejich
vlastnosti), které se Soddyho kruznicemi souviseji. Veskera tvrzeni jsou proto
uvedena bez dikazu.

Kapitola byla sepsédna na zdkladé zdroju [11], [15], [17] a [19].

4.1 Soddyho trojuhelniky

Definice 4 Méjme urcujici kruznice a vnitrni, resp. wnéjsi Soddyho kruznici.
Pak trojuhelnik, jehoZ wvrcholy jsou body dotyku wurcujicich kruznic se Soddyho
vnitind, resp. vnéjsi kruznict, se nazjva Soddyho trojuhelnik (viz obrazek .

Obrézek 4.1: Soddyho trojtihelniky.

Soddyho trojtuhelniky existuji dva.Vrcholy trojihelniki jsme jiz oznacili na ob-
razku [2.2]jako body Ta,1, T 1, Tc1, resp. na obrazku 2.3 jako body Ta 2, T2, Tc2-
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4.2 Soddyho hyperboly

Definice 5 Uvazujme trojihelnik ABC. Hyperbola s ohnisky B, C, kterd prochdzi
bodem A, se nazyvd Soddyho hyperbola nebo téz presneji a-Soddyho hyper-

bola (viz obrdzek[].2).

Z definice vyplyva, ze stfed tsecky BC' je stred a-Soddyho hyperboly (na ob-
razku oznacen jako bod S,). Strana BC' trojuhelniku lezi na hlavni ose hy-
perboly (na obrazku pfimka o vyznacena Cerchované).

Obréazek 4.2: a-Soddyho hyperbola.

Obdobné bychom definovali i dalsi Soddyho hyperboly, b-Soddyho hyperbolu
majici ohniska A, C' a prochéazejici bodem B a c-Soddyho hyperbolu majici ohniska
A, B a prochazejici bodem C'.

Pro Soddyho hyperboly plati, Ze jeden z vrchola kazdé z nich je bodem dotyku
kruznice v vepsané trojihelniku ABC' a jeho prislusné strany (viz obrazek ,
kde jsou body dotyku oznaceny Ay, By, C7). Jednd se o vrchol hyperboly, ktery
lezi na jeji vétvi prochazejici vrcholem A, resp. B, resp. C trojuhelniku ABC'.

Také plati, ze existuji pravé dva body, v nichz se vSechny tti hyperboly proti-
naji. Tyto pruseciky jsou stfedy Soddyho kruznic (viz obrazek .
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Obrazek 4.3: Soddyho hyperboly a kruznice vepsand trojtihelniku ABC'.

Obrazek 4.4: Stredy Soddyho kruznic jako priseciky Soddyho hyperbol.
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4.3 Soddyho hexlet

Tato posledni podkapitola uvadi bez dikazi nékteré zajimavé vlastnosti Sod-
dyho hexletu, ktery mizeme vnimat jako rozsiteni pojmu Soddyho kruznice do tii-
rozmérného prostoru.

Definice 6 Nechl k4, kp, ko jsou koule, které se vzajemné dotykaji. Potom lze
sestrojit Sest kouli k1, ko, K3, Ka, K5, ke, které tvori Tetézec (tj. koule k; se dotiyjkd
kouli k;—1 a Kiy1, @ = 2,3,4,5, a koule kg se dotgkd kouli ks a k1) a z nichZ
kazda md vnéjsi dotyk s kaZdou z kouli ka, kg, ko. Seskupent sesti kouli nazyvdme
Soddyho hexlet nebo téz zkracené hexlet (viz obrdzek .

Na obrazku je Cervené zndzornéna jedna z kouli ka,kp, ko, zbylé dvé
koule nejsou kvuli prehlednosti uvedeny. Sestice kouli k1, ks, k3, K4, K5, kg Soddyho
hexletu je zakreslena modre.

Obrazek 4.5: Soddyho hexlet.

Budeme uvazovat pouze pripady, v nichz maji koule k1, ko, k3, K4, K5, Kg hex-
letu konecny polomér.

Koule hexletu maji nejen dotyk s koulemi (a tedy i kulovymi plochami)
Ka, kB, ko, ale maji i dotyk s dalsi, tj. ¢tvrtou kulovou plochou, kterou oznac-
me kp (viz obrdzek [4.5)). S nf vSak maji dotyk vnitini.

Nékdy se Soddyho hexlet definuje jako retézec kouli, které maji vnéjsi dotyk
se dvéma danymi navzajem se vné dotykajicimi koulemi k,, K, a vnitini dotyk
s kulovou plochou kp. Zaroven plati, ze koule k,, k, maji vnitini dotyk s kulovou
plochou xp P

LObrézek je prejat z webové stranky
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rotating_hexlet_equator_opt.gif
“Povsimnéme si, ze koule k4 a kp nemaji vnitini dotyk s kulovou plochou kp.
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Pro koule Soddyho hexletu plati, ze jejich stredy lezi v jedné roviné, a to
na elipse. Tuto skutec¢nost dokazal az v roce 1990 americky matematik a namoinik
Charles Stanley Ogilvy (1913—2000)E| v praci [11].

Uvédomme si, ze Soddyho hexlet je také trojrozmérné zobecnéni tzv. Steine-
rova Tetézce Sesti kruZnic (viz obrazek [A.6]). Steineriv Fetézec n kruznic je Teté-
zec n kruznic, z nichz kazdé dve, které v retézci sousedi, maji vnéjsi dotyk a za-
roven se kazda kruznice Steinerova tetézce dotyka dvou danych kruznic 7y, jo,
které se neprotinaji (kruznice ji, jo jsou na obrazku zobrazeny oranzove).

e ) &=

a) b)
Obrazek 4.6: Dva rtizné Steinerovy Tetézce.

Tento pojem je pojmenovan po svycarském matematikovi Jakobu Steinerovi,
ktery se také zabyval Soddyho kruznicemi (viz ¢ést .

Kruznice Steinerova fetézce Sesti kruznic jsou fezy povrchi kouli Soddyho
hexletu rovinou obsahujici stfedy téchto kouli. Kruznice j, je fezem kulové plo-
chy kp. Na této kruznici lezi body dotyku jednotlivych kouli k1, ko, k3, k4, K5, Kg
Soddyho hexletu a kulové plochy rp (viz obréazek [4.5)).

Soddy pfisel na to, ze nezévisle na volbé tii vzadjemné se dotykajicich kouli
Ka, kg, ko lze Soddyho hexlet vzdy najit. Soddyho hexleti ptritom pro dané tii
koule existuje nekonecno mnoho. Pro dané kruznice ji, js totiz existuje nekonecné
mnoho Steinerovych Fetézcu Sesti kruznic (dva rtzné fetézce viz obrazek
a kazdému z nich prislusi jeden Soddyho hexlet.

Pokud bychom ptipustili, ze dvé z kouli k4, kg, k¢ maji nekonecné velky polo-
meér, potom vznika specialni pripad hexletu, ktery se v anglicky psané literature
nazyva annular hexlet a my ho budeme nazyvat prstencovy hexlet (viz obra-
zek . Pokud maji nekonecné velky polomér naptiklad koule x4, kg, jedna se
o dvé navzdjem rovnobézné roviny dotykajici se koule rc. Na obrdzku [4.7] jsou
tyto koule s nekonecné velkym polomérem (tj. rovnobézné roviny) vyznaceny ze-
lené a koule k¢ modre.

30gilvyho zivotni vasni byla nejen matematika, ale i plachténi. Sepsal fadu publikaci z obou
odvétvi. Byl uznavanym profesorem matematiky na Hamilton College v New Yorku. Nekolikrat
se zucastnil mistrovstvi svéta v plachténi. Jeho nejlepsi umisténi je druhé misto z roku 1947,
kdy zévodil spole¢né s Hilary Smart (1925-2000).

4Obrézek je prejat z webové stranky
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Annular_Soddy_hexlet. jpg
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Je-li 7., polomér koule k¢, je vzdalenost rovin k4, kp rovna 2 - r, a koule
Soddyho hexletu jsou navzajem shodné koule o poloméru r,_ (jsou tudiz shodné
is kouli k¢).

Obrazek 4.7: Prstencovy hexlet.

Obélka Sesti koul{ hexletu je tzv. Dupiniv cyklid (viz obrédzek [4.§). Byl
zaveden francouzskym matematikem, ekonomem a politikem Charlesem Dupi-
nem (1784-1873) v roce 1803 v jeho zévérecné vysokoskolské praci vedené Gaspar-
dem Mongem (1746-1818), francouzskym matematikem a politikem, ktery je po-
vazovan za zakladatele deskriptivni geometrie.

Obrazek 4.8: Dupintv cyklid.

V piipadé prstencového hexletu je Dupinovym cyklidem anuloid (neboli to-
rus).

5Obrézek je piejat z webové stranky
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cyclide.png
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Skutecnost, ze kouli v Tetézci je pravé Sest, se dokazuje pomoci sférické in-
verze, na niz muzeme pohliZzet jako na obdobu kruhové inverze v t¥irozmérném
prostoru. Inverze se zvoli tak, aby se koule k4, kg zobrazily na dvé rovnobézné
roviny, které maji vnéjsi dotyk se samodruznou kouli k¢. Nyni se hledaji koule,
které se dotykaji obrazl kouli k4, kg, k¢, tj. dvou rovnobéznych rovin a koule k¢.
Sestrojujeme tedy koule prstencového hexletu. Skutecnost, ze jich bude prave Sest
plyne z tzv. hexagonal circle packing.

Circle packing je usporadani kruhtt v roviné takové, ze se zadné dva kruhy
neprotinaji a pri zvétseni poloméru nékterého z kruhtt by doslo k prekryti s jinym
kruhem.

»Nejhustéjsi“ usporadani kruhti v roviné (tedy — zjednodusené receno — kruhy
pokryvaji maximélni moznou ¢ast roviny) je Sestitthelnikové (viz obrézek ,
v némz jsou kruhy vepsany do Sestitthelnikii, které zcela pokryvaji rovinu.

Obréazek 4.9: Hexagonal circle packing.

Podotknéme, zZe jiz vice nez 100 let pred Soddym byl hexlet objeven i v Ja-
ponsku, jak dokazuji matematické tabulky sangaku z roku 1822.
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Z.aver

Ukolem této bakalaiské prace bylo seznédmit ¢tenafe s problematikou Soddyho
kruznic, poptipadé jeho znalosti o této problematice rozsitit. V prvni kapitole jsme
uvedli definici, pfislusné znaceni a historii Soddyho kruznic, také jsme zminili
zivotni milniky anglického chemika Fredericka Soddyho, po ném jsou kruznice
pojmenovany. V néasledujici kapitole jsme s vyuzitim kruhové inverze kruznice
zkonstruovali. Ve treti, nejdelsi kapitole jsme vyjadrili poloméry Soddyho kruznic
v zavislosti na polomérech tzv. urcujicicich kruznic. Posledni kapitola obsahuje
zajimavosti o dalsich geometricky utvarech, které, stejné jako kruznice, nesou
jméno Fredericka Soddyho. V priloze je pak popsan experiment, v némz jsme
zjistovali, zda jsou stfedoskolsti studenti schopni sestrojit tzv. urcujici kruznice.

Pokud by ¢tenare zajimaly dalsi vlastnosti Soddyho kruznic (napr. vyjadieni
jejich stfedt v barycentrickych soutadnicich), doporuc¢ujeme k precteni v této
bakalafské praci nezpracované ¢asti ¢lanku [3].
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A. Prilohy

A.1 Experiment

V podkapitole [2.1] sestrojujeme urcujici kruznice. Jedna se o stredoskolskou
planimetrickou konstrukei, ktera neni pfilis typickd (v soucasnych ucebnicich
se nevyskytuje). Presto by studenti méli byt schopni tuto konstrukeci vymyslet
a kruznice narysovat.

Provedli jsme experiment, v némz jsme zjistovali, zda studenti dokazi naryso-
vat t¥i kruznice o danych stredech, které se vzajemné vné dotykaji.

Uloha byla zaddna na jedné prazské stfedni primyslové skole, kde jsou tii
studijni obory: obor informacni technologie (s ¢tythodinovou dotaci matematiky
v prvnim ro¢niku a tfthodinovou dotaci ve zbyvajicich ro¢nicich), obor technické
lyceum (s ¢tyrhodinovou dotaci matematiky béhem celého stiedoskolského stu-
dia), obor strojirenstvi (s ¢tyrhodinovou dotaci matematiky v prvnim roc¢niku
a tfthodinovou dotaci ve zbyvajicich ro¢nicich, navic s ¢tyrhodinovou dotaci tech-
nického kresleni v prvnim ro¢niku a s dvouhodinovou dotaci ve druhém roéniku).
Na vSech oborech se planimetrie vyucuje na zacatku druhého roéniku a je ji veé-
novano celé prvni ¢tvrtleti.

Respondenti dostali nasledujici zadani:

Sestrojte tri kruznice ky, ko, ks, které maji stredy po rade Sy, Sz, S3 a které maji
po dvou vnéjsi dotyk.

Sl 52

Na vyteseni prikladu méli studenti patnact minut a prace byla zcela dobro-
volna.
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Ocekavali jsme, ze by studenti mohli problém fesit dvéma zpusoby. Prvni
z nich je uvedeny v podkapitole a k sestrojeni kruznic vyuziva kruznici vepsa-
nou trojtihelniku ;5,53 (toto feseni dale nazyvejme Reseni 1).

I pii druhém zptisobu (ozna¢me ho jako Reseni 2) je zapotiebi provést di-
kladny rozbor ulohy a uvédomit si nasledujici dilezité vztahy.

Priseciky urcujicich kruznic se stranami trojihelniku 575553 oznacme P, Py
a P (viz obrazek nize). Polomér kruznice k; oznac¢me x. Z obrazku je patrné,
ze je roven vzdalenosti bodu Sy, P (resp. Si, P3). Obdobné ozna¢me y polomér
kruznice kg, ktery je roven vzdalenosti bodu Sy, Py (resp. Ss, P»), a z polomér
kruznice ks, ktery je roven vzdélenosti boda Ss, Py (resp. Sz, Ps).

Sy S1 8 Sy

Ziskavame tedy nasledujici rovnosti:

|S1.9s| = 2+,
|SQS3’ :y—i—z,
|5153| =T —|— Z.

Z toho vyplyva, Ze pokud napf. se¢teme délky [S155| a |S153], ndsledné ode-
¢teme délku |S555], ziskdme dvojnasobek poloméru x kruznice ky:

|5152‘+‘5153|—‘5253|:$+y—|—l'+2—(y+2):2ZC

Poté uz jsme schopni tlohu narysovat.

Nejprve sestrojime (viz predchozi obrazek, kde jsou operace provadény na
primce rovnobézné se stranou S;5; trojuhelniku S;.5555) tsecku S3.5%, jejiz délka
je rovna souctu délek [S;5;| a [S1.53|. Nasledné odec¢teme délku [SyS5|, ¢imz zis-
kdme tsecku 5557, jejiz délka je rovna dvojnasobku poloméru x kruznice k.

38



Polovina této délky je tedy rovna poloméru x. Sestrojime proto kruznici k; (Sy, x)
a jeji pruseciky P;, P5 se stranami S1.55, 5153 uvazovaného trojuhelniku. Nakonec
sestrojime zbyvajici kruznice ko, k3, které maji po radé stredy Ss, S5 a prochazeji
body P, Ps.

Pokud jsou tyto operace provedeny zcela konstrukéné, povazujeme toto feseni
za spravné (budeme ho znacit Reseni 2a).

V pripadé, Ze jsou operace provedeny pocetné pomoci priblizného méteni vzda-
lenosti bodu S7, S a S3, je toto feSeni povazovano za nevyhovujici (budeme ho
znacit Reseni 2b).

Dne 17. dubna 2023 byl experiment uskuteénén ve tiidé 2.B (studijni obor
strojirenstvi) v hodiné technického kresleni. P¥itomno bylo dvacet jedna student,
z nichz osm studentt priklad odevzdalo. Pouze jeden student zvladl priklad vy-
fesit, a to podle Reseni 1. Ctyfi respondenti uvaZzovali, ze by poloméry mohly
byt rovny poloviénim vzdalenostem jednotlivych dvojic stredu Sy, S, S5 kruznic.
Zjistili, ze takto konstrukci nelze provést, a dal v tloze nepokracovali. Tti zadani
byla odevzdana zcela prazdna.

Stejny den byla do experimentu zapojena i t¥ida 2.A (studijni obor stroji-
renstvi), v niz byla tloha opét zadana v hodiné technického kresleni. Prikladem
se zabyvalo tfindct studentl z pritomnych dvaceti ¢tyr. Zadavajici nejprve zadal
méné specifikovanou tlohu, v niz si studenti mohli sami libovolné zvolit body
S1, So a S3. Na tuto tlohu nechal feSicim 15 minut a konstrukei méli provést
na své vlastni papiry. Sedm z nich zvolilo papir ¢tvereckovany, ¢imz si tlohu
znacné ulehdili (stfedy stran trojihelniku 5755 vidéli ihned ve ¢tvereckované
siti). Jedenact studentt si zvolilo body tak, aby jim vznikl rovnostranny troj-
uhelnik. Nasledné si resitelé uvédomili, ze polomeér vSech tii kruznic bude shodny,
a tlohu radné dorysovalo deset fesitelt. Jeden respondent si zvolil body Sy, Sa, S3
tak, ze tvorily vrcholy rovnoramenného trojihelniku a dva poloméry hledanych
kruznic jsou tedy shodné. Bohuzel neni patrné, jak ziskal polomér tieti kruznice,
a tedy TeSeni povazujeme za nespravné. Posledni z dotazovanych si tlohu nijak
nespecifikoval, ale feseni neni spravné, poloméry kruznic jsou pouze odhadnuté.
Z této ¢asti je patrné, ze stfedoskolsti studenti znaji vlastnosti rovnostranného
(poptipadé rovnoramenného) trojihelniku a dokéazi je vyuzit.

Tato trida dostala nasledné i nasi vyse uvedenou, konkrétné zadanou tlohu.
Reseni odevzdalo sedm studentt. Dva studenti tlohu vyfesili podle Reseni 1,
jeden student postupoval podle Reseni 2b, dal$i student narysoval osy vnitinich
uhli trojuhelniku 575553, ale dal v tloze nepokracoval. Posledni student, ktery
neodevzdal papir pouze se zadanim, se snazil vyresit ilohu pomoci stredu stran
trojuhelniku. Zbylé papiry byly odevzdany bez jakéhokoliv feSeni.

Dne 19. dubna 2023 byl proveden experiment ve t¥idé 1.1 (obor informacni
technologie) v hodiné matematiky. Jednéd se o studenty prvniho roc¢niku, kteri
zatim na hodinach matematiky planimetrické tlohy neprobirali. Vyucujici zadal
priklad v poslednich 15 minutédch hodiny pouze ¢tyfem zékum (z pfitomnych
dvaceti osmi), ktefi méli predchozi praci jiz hotovou. Miuzeme tedy predpokladat,
ze se jedna o matematicky nadané studenty. Jedno feSeni je narysovano kom-
pletné spravné podle postupu Reseni 1. Dalsi dva Tesitelé chtéli tlohu Fesit po-
moci nevhodnych vlastnosti trojihelniku 53553 (prvni fesitel chtél vyuzit vysky
trojihelniku, druhy jeho stfedni pricky). Posledni odevzdany arch se zaddnim
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zustal bez jakékoliv konstrukce.

Experiment byl proveden dne 19. dubna 2023 také ve tridé 3.1 (obor infor-
macni technologie) v hodiné matematiky. Studenti nebyli pripraveni na rysovani,
a tak fada z nich neméla rysovaci pomicky. Experimentu se zicastnilo osmnact
studentu z dvaadvaceti pritomnych. K fadnému konci dospél pouze jeden fesi-
tel, ktery s rysovacimi pomtickami postupoval podle Reseni 1. Dva Fesitelé maji
zdanlivé spravny vysledek, ale neprovedli zadnou konstrukci a poloméry hleda-
nych kruznic zfejmé pouze odhadli. Dva dalsi respondenti si rozepsali vlastnosti
poloméri podle Reseni 2b, ale vypocty nedotédhli do konce. Sedm studentti se
snazilo tlohu vyfesit pomoci stfedii stran trojihelniku S7.5,55. Tt papiry ob-
sahuji rukou nakreslené nacrtky dotykajicich se kruznic, bez jakychkoliv jinych
konstrukei. Posledni tii papiry byly odevzdany bez tprav.

Prekvapilo nas, Ze v této tridé je na jednom (nespravném) feseni velkym
hulkovym pismem napsano Soddyho kruznice. Student pri odevzdani zadavajicimu
priznal, Ze tento pojem nékde slysel a v souvislosti s nasim zadani si na nazev
vzpomnél. Do rozboru tlohy nacrtl i vnitrni Soddyho kruznici.

Zavérem muzeme Tict, Ze se experimentu zucastnilo ¢tyficet tii studenti,
z nichz tricet sedm Ttesilo konkrétné zadanou tlohu, kterou vytesilo pouze pét
z nich.

V prubéhu experimentu jsme si v§imali fady zajimavych jevi. Pét ispésnych
fesitell napadlo vyuzit vlastnosti kruznice vepsané trojuhelniku, avSsak pouze
jeden z nich vedl ze stfedu kruznice vepsané trojihelniku 575953 kolmice na jeho
strany, a ziskal tak polomér kruznice vepsané (postupy s chybéjicimi kolmicemi
jsme nepovazovali za chybnd feseni). Dale jsou patrné studentské nepresnosti
v rysovani, které byly zplisobeny neotfezanou tuzkou ¢i malym citem pro detail.
Musime si vSak uvédomit, ze experiment byl proveden na priamyslové skole, kde
jsou t¥idy plné chlapct (nanejvyse tii divky v jedné tiidé).

Neékteri respondenti doplnili sva Teseni i slovnimi komentafi (obzvlasté ve tri-
dé 3.1, kde chybeély rysovaci pomucky), kterym neni pfilis rozumét kvili Spatné
volbé (ne)matematickych termind.

Témeér v zadném Teseni nejsou popsany nové vzniklé geometrické ttvary (body
a kruznice).
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