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Uvod

Nasledujici odstavce vénujme pripomenuti pojmu cyklus ve vztahu k permu-
tacim, pak jiz budeme moci nastinit, ¢im se tato bakalarska prace bude zabyvat.
Méjme n-prvkovou mnozinu X. Pokud si jeji prvky znazornime jako rtzné
body v roviné, pak jakékoliv zobrazeni na mnoziné X je mozné popsat n Sipkami
mezi témito body tak, ze z kazdého bodu bude vést Sipka k jeho obrazu. Permu-
tace jsou bijektivni zobrazeni na této mnoziné, a tedy pro né plati, ze do kazdého
bodu vede také pravé jedna sSipka.
Zmazornime si vse na prikladu. Méjme mnozinu ¢isel 1 az 8 a na ni permutaci
zadanou nasledujici tabulkou:
8
g

1 2 3 4

6 2 1 7

Schéma s body a sipkami pak bude vypadat nasledujicim zptusobem:
® @

6
5

w
QRN

Diky tomu, ze do kazdého i z kazdého bodu vede pravé jedna Sipka, lze ve
schématu rozlisit takzvané cykly. V nasem pripadé jsou c¢tyti: dva cykly délky 1,
jeden délky 2 a jeden délky 4, ¢i jinak feceno dva jednocykly, jeden dvojcyklus a
jeden ctyrcyklus.

Obecné plati, ze schéma kazdé permutace bude tvoreno jednim ¢i vice cykly.
Dava tedy smysl zavést alternativni zépis permutaci pravé pres jejich prislusné
cykly. Abychom nemuseli kreslit podobna schémata, zavedeme pohodlnéjsi ,,vek-
torovy“ zapis cykla. Ten miize vypadat tieba takto:

(1,6,5,3)(2)(4,7)(8).

Jedny zévorky predstavuji jeden cyklus, kazdy prvek v zavorkach je obrazem
svého predchidce a ma za obraz svého néaslednika (posledni prvek ma za na-
slednika prvni prvek a naopak). Tento zépis neni jednoznacny, nezalezi totiz na
tom, ktery prvek napiseme do zavorek na prvni pozici, ani na poradi cykla. Tedy
i nasledujici zapis popisuje stejné cykly a stejnou permutaci:

(8)(2)(7,4)(5,3,1,6).

V praci nékolikrat tuto nejednoznacnost obejdeme tim, Ze si pro zapis ur¢ime
prisnéjsi kritéria. Obecné nam to vsak nevadi — predevsim nés totiz budou u per-
mutaci zajimat délky cykl, které zistavaji neménné.

Vztah mezi permutacemi a cykly budeme v préaci popisovat slovnimi spojenimi
s,permutaci lze rozlozZit na cykly“, ,permutace je tvorend cykly“, ,permutace je
sloZend z cykli“, ,permutace sestdvd z cykli“ a podobné. Formalné se pritom



vzdy jednd o nezdvislé cykly — to znamena, ze zadny prvek se nevyskytuje ve vice
cyklech najednou.

Protoze kazdou permutaci lze zapsat pomoci cykli a kazdd mnozina neza-
vislych cykli popisuje néjakou permutaci, dava smysl zkoumat permutace podle
vlastnosti prislusnych cyklt. A to je hlavnim cilem této bakalarské prace. Shriime
si tedy, co vsechno prace pokryva.

Prvni kapitola pfedstavi tfidu permutaci sestavajicich pouze z jednocykli
a dvojcykli, a to rovnou tremi ekvivalentnimi pohledy. Jeden pohled nabizi tiloha,
ve které je ukolem zjistit, kolika zptsoby si mize n doméacnosti mezi sebou te-
lefonovat. Ukazeme si kombinatoricky postup k vyfeseni této tlohy. Dalsi po-
hled zkouma involutorni zobrazent, tedy zobrazeni, ktera jsou samy sobé inverzni.
A treti pohled nabizi interpretaci v jazyce teorie grafi.

Ve druhé kapitole budeme tesit zdanlivé nesouvisejici ilohu o vézich na sa-
chovnici. Otazka zni, kolika zptusoby lze rozestavét n vézi na Sachovnici n x n tak,
aby se vzajemné neohrozovaly; pritom vsak chceme povazovat rozmisténi lisici se
jen o otoleni nebo zrcadlové prevriceni Sachovnice za totoznd. Uloha bude vy-
zadovat zavedeni kombinatorického néastroje znamého jako Burnsideovo lemma.
V priibéhu feseni narazime na vyse zminénou tiidu permutaci a tilohu vytesime
za pouziti vysledku z prvni kapitoly.

Treti kapitola je vénovana dalsim tfidam permutaci s predepsanymi délkami
cyklii. Ctenéfi budou jisté zndamé permutace bez pevnych bodi — na ty lze totiz
nahlizet jako na permutace, v jejichz rozkladu na nezavislé cykly se nenachéazi
jednocykly. Dalsi z tuloh je pocitani permutaci, jejichz cykly jsou pouze lichych
délek, pouze sudych délek nebo pouze délek, které jsou nasobky vybraného cisla k.

Kombinatoricky postup pouzity v prvni kapitole zobecnime, vedle néj vsak
predstavime zpravidla obecnéjsi analyticky postup, pracujici s takzvanymi expo-
nencialnimi generujicimi funkcemi. Posledni sekce treti kapitoly nabidne piimé
porovnani téchto dvou postupii hned na nékolika tlohéch.

Préace je urcena ¢tenaiim obeznamenym se zaklady kombinatoriky a algebry
na urovni bakalafského studia. Ve treti kapitole navic budeme pouzivat mocninné
rady, derivace a integraly, tedy ocekavaji se i zdkladni znalosti matematické ana-
Iyzy. Nyni uz preji prijemné a obohacujici ¢teni.



1. Telefonni cCisla

Tato kapitola bude zkoumat zvlastni druh permutaci, které se nazyvaji in-
volutorni, nejdiiv se vSak podivame na tlohu o takzvanych telefonnich ¢islech.
V celé kapitole budeme vychazet predevsim ze stranek [I] a déle v prislusnych
sekcich ze stranek [2] a [3].

Uloha 1 (O telefonnich &slech). Méjme n (vzdjemné rozlisitelngjch) domdcnosti,
v kaZdé je jeden telefon. Jednoho telefondtu se icastni prave dvé rizné domdcnosti
a kaZdd domdcnost muZe telefonovat v dany okamzik nejvyse jednou. Kolik existuje
moznosti, jak mohou byt domdcnosti telefonicky vzajemné propojeny?

Definice 2. Reseni ulohy o telefonnich cislech pro n domdcnosti nazveme n-tym
telefonnim ¢islem a oznacime ho T,,.

Dodefinujeme nulté telefonni ¢islo Ty = 1, tedy pokud neméame zadné do-
macnosti, neni zadné telefonni spojeni a to pokladame za jednu validni moznost.
Dalsich nékolik ¢isel lze snadno odvodit: T} = 1 (jedind moznost pro jednu do-
méacnost je zadné spojeni); T, = 2 (domdcnosti jsou nebo nejsou spojeny — dvé
moznosti); T3 = 4 (bud Zadné spojeni, nebo vybereme ke spojeni dvé doméacnosti,
coz jsou t¥i moznosti).

Od T} se ale situace zac¢ina komplikovat. Mtzeme si pomoci obrazkem a uvi-
dime, 7Ze existuje deset moznych schémat, tedy 7, = 10.

&
sefeelve
Solee)ee
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Obrazek 1.1: Schéma vsech 10 moznosti propojeni 4 domdcnosti (prevzato z Wi-
kipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/File:K4 matchings.svg)

vvvvv

a explicitni vzorec, abychom mohli pokladat tlohu za vyfesenou. Nez se ale do-
staneme k vyfteseni tlohy, pojdme se zamyslet nad jinymi pohledy na telefonni
cisla.


https://en.wikipedia.org/wiki/File:K4_matchings.svg

1.1 Spojeni s teorii graft

Predstavme si schéma jedné moznosti telefonniho spojeni mezi n domaéc-
nostmi. VSechny domy jsou vzajemné propojeny a vybrana propojeni ukazuji,
které domy si pravé telefonuji. Jedna se vlastné o uplny graf s n vrcholy a se
specifickym vybérem hran, kterému se tika pdrovdni.

Definice 3. Podmnozina hran v obecném grafu se nazyvd parovani, jestlize Zadné
dvé hrany této mnoZiny nemaji spolecny vrchol.

Zde vidime ekvivalenci mezi tilohou o telefonnich cislech a hledanim poctu pa-
rovani na uplném grafu o n vrcholech. Kazdé parovani lze prevést na validni vybér
telefonattn mezi doméacnostmi (z zddného vrcholu nevedou dvé vybrané hrany —
zadna doméacnost netelefonuje dvakrat najednou) a zaroven kazda moznost tele-
fonického spojeni je parovanim grafu. Graf musi byt tplny (tj. obsahujici vSechny
hrany), aby libovolné spojeni mezi domacnostmi mohlo byt zahrnuto ve vybéru
hran v grafu.

Problém pérovani se zkoumd i u neuplnych grafi (tedy nékteré hrany nelze
vybrat), znamy je napiiklad problém hledani nejvétsiho parovani v bipartitnich
grafech.

1.2 Involutorni zobrazeni

Schémata telefonnich spojeni s n domacnostmi také odpovidaji permutacim na
n-prvkové mnoziné. Domécnosti, které ve schématu netelefonuji, se v permutaci
zobrazuji samy na sebe — tvori jednocyklus, a dvojice doméacnosti navzajem si
telefonujicich se zobrazuji jedna na druhou — tvori transpozici, dvojcyklus. Tedy
libovolné schéma lze prevést na permutaci tvorenou pouze jednocykly a dvojcykly.
Uvédomme si navic, ze kazdd domacnost je soucdsti pravé jednoho cyklu, tedy
cykly tvori nezavisly rozklad permutace.

Za pouziti stejné logiky plati i druhéd implikace: mame-li permutaci rozlozenou
na nezavislé jednocykly a dvojcykly, pak z ni 1ze zpétné zjistit, které domacnosti
spolu telefonuji. Ziskali jsme tedy dalsi ekvivalenci.

Tato ttida permutaci ma charakteristickou vlastnost.

Definice 4. Zobrazeni se nazyvd involutorni, pokud je samo sobé inverzi.

f

< i)

f

Obrazek 1.2: Nazorné schéma involutorniho zobrazeni (prevzato z Wikipedia,
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Involution.svg)

Trividlnim pripadem involutorniho zobrazeni je identita na libovolné mnoziné.
V geometrii jsou znamymi involutornimi zobrazenimi stredova a osova soumérnost
¢i kruhova inverze.


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Involution.svg

Véta 5. MnoZina vsech permutaci na n-prvkové mnoziné X sestdavajicich pouze
z jednocykli a dvojcyklu tvori mnozZinu vsSech involutornich zobrazeni na X .

Diikaz. Byt involutornim zobrazenim znamend, zZe slozeni dvou takovych zob-
razeni utvori identitu. Pravé toto plati pro nasi tfidu permutaci: zpermutovnani
n-prvkové mnoziny dvakrat po sobé permutaci slozené pouze z jednocykli a dvoj-
cykla prvky v jednocyklu nepfesune a prvky v dvojcyklu presune tam a zase
zpatky. Tedy tiida permutaci tvori podmnozinu involutornich zobrazeni na dané
mnozine.

Zéroven zadné involutorni zobrazeni v této podmnoziné nechybi. Aby pro
zobrazeni viibec existovala inverze, musi se jednat o bijekci — a bijekce na konecné
mnoziné je dle definice permutace. Zadna permutace sestévajici z alespoii jednoho
nezavislého cyklu délky vétsi nez dva neni involutorni, protoze na prvky z tohoto
cyklu by se zobrazeni muselo aplikovat alespon tolikrat, jak dlouhy cyklus je. Pak
az by se vsechny prvky tohoto cyklu dostaly zpatky do vychozi pozice. O

Véta ndam tedy 1ika, ze prave tato tfida permutaci je involutorni a zadné
jiné permutace tuto vlastnost nemaji. Muzeme tridu tedy nazyvat involutorni
permutace.

1.3 Rekurentni rovnice a explicitni vzorec

Pojdme tedy vytesit tlohu o telefonnich ¢islech, nejdiiv pomoci rekurze. Ve
schématu s n domacnostmi mohou nastat dvé situace: bud n-t4 domacnost ne-
telefonuje, nebo telefonuje s jinou domacnosti. Plati-li prvni situace, je pocet
moznosti roven (n — 1)-nimu telefonnimu ¢islu. Plati-li druha situace, domécnost
ma na vybér z n — 1 moznosti, s kym si telefonovat, a pro zbylych n — 2 domac-
nosti jiz vime, ze je lze spojit T, _o zpusoby. Pro n > 2 tedy rekurentni vzorec
n-tého telefonniho ¢isla vypada nasledovneé:

Tn = Tn—l -+ (TL — ]_) : Tn_g. (].].)

Mame nyni nastroj pro vypocet telefonnich ¢isel, neni ovSsem efektivni pro
vysoka ¢isla n. Naptiklad pro n = 100 by bylo tieba vypocitat vSechny predchozi
hodnoty az do Tyg, coz se jevi jako spousta zbyteéné prace navic. Na konstrukci
tabulky pro nizké hodnoty n ale rekurze bohaté staci:

n‘O
1

[1]2)3]4)5]6] 7 |8 |9 |10
T.|1]1

3
| 1]2]4]10]26 76232764 | 2620 | 9496

Nyni se pojdme podivat na explicitni vzorec vyjadieny koneénou sumou, jenz
vystaci pro libovolné hodnoty n. Jeho zdtivodnéni poskytneme v dalsim odstaveci.

2l (2k)!
L= 2 (%) (22kk)! ' (12)

k=0

Dle kombinatorickych pravidel souctu a soucinu je vzorec suma podle poctu
telefondti k, kterych muze byt 0 az |n/2]. Kombina¢ni ¢islo zna¢i vybér 2k
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domacnosti, které budou telefonovat, a nasledujici zlomek udava pocet moznosti,
jak je mezi sebou sparovat. (2k)! pomyslné seradi vSechny telefonujici domacnosti
a sparuje prvni s druhou, tfeti se ¢tvrtou atd. Tim ale vznikly duplicity. Nezalezi
na poradi parti ani na poradi domacnosti v daném péru, tedy vydélime s¢itanec
k! (pro pofadi parii) a 2* (pro pofadi domacnosti v parech).

Vsimnéme si, ze 2¥k! lze vnimat jako faktorial ¢isla 2k, pokud bychom do pfi-
slusného soucinu zahrnuli pouze suda ¢isla. Pokud timto vyrazem vydélime (2k)!,
ziskdme naopak obdobu faktoridlu sloZzenou pouze z lichych ¢isel — to je pripad
v nasem vzorci ([1.2)). Témto ¢islim se fika dvojité faktoridly (¢i semifaktoridly),
a protoze se s nimi jesté budeme setkavat, bude rozumné je formalné definovat.

Definice 6. M¢ejme cislo k € N, pak dvojité faktorialy cisel 2k a 2k—1 definujeme
po 1adé nasledovneé:

(2k)!! == (2K)(2k — 2)...4-2 = 2"k,

2k — )= 2k —1)(2k —3)...3-1 = g?;.

Dile dodefinujme (—1)!! :=1 a 0!l := 1.

Zavedeni definice pro ¢isla 0 a —1 nam bude uzitecné zde i v dalSich mistech
prace. Dosazenim 0 za k do vyrazt 2Fk! a (;kkk)!! skutecné ziskame cislo 1.
Se zavedenim dvojitého faktoridlu lze zapsat vzorec (1.2)) v kompaktnéjsi po-

dobé:




2. Rozmistovani vézi

V této kapitole si predstavime aplikaci telefonnich ¢isel, a sice na jedné z sa-
chovych rozmistovacich iloh. Tyto tilohy obecné zkoumaji, jak 1ze rozmistit dané
sachové figurky na sachovnici tak, aby se navzajem neohrozovaly; pripadné muze
byt cilem spocitat, kolik takovych moznosti existuje.

My se budeme zabyvat vézemi, coz jsou figurky, které se pohybuji vertikalné
a horizontélné o libovolny pocet poli. Dvé véze se tedy navzajem ohrozuji, pokud
sdili stejny radek nebo stejny sloupec.

Zacneme nejdiiv zjednodusenou variantou tulohy:

Uloha 7. Kolik existuje riznijch rozmisténin neohrozujicich se veézi na Sachovnici
nxn¢

Staci si uvédomit, ze v zddném fadku (ani sloupci) nemizou byt dvé a vice
vézi, tedy musime do kazdého tadku umistit jednu véz. Pro nalezeni jednoho
reseni vlastné hledame zobrazeni, které vézi z i-tého radku priradi ¢islo sloupce od
1 do n takové, Ze neni prifazeno jiné vézi (véz na i-tém radku bude ve vybraném
sloupci sama). Uloha po nés vyzaduje spoéitat vechny bijekce na n-prvkové
mnoziné, tedy vsechny permutace. Téch je n!, a to je i feseni tlohy.

Uloha 8 (Vézova tloha). Kolik existuje rizngch rozmisténi n neohroZujicich se
veZi na sachovnici n X n, pokud rozmisténi lisici se otocenim ci zrcadlovym pre-
vrdcenim povazujeme za totoznd?

Nyni se situace zac¢ind komplikovat, k nalezeni feseni budeme potiebovat nové
nazvoslovi a zformulovani Burnsideova lemmatu. V nasledujici sekci je zahrnut
kompletni dikaz Burnsideova lemmatu (véetné dvou pomocnych lemmat), ktery
je ale spise technického rézu, a netrpélivy ¢tenar jej mize bez jmy preskocit.

2.1 Burnsideovo lemma

V této ¢asti vychazime ze zdroje [4]. Nejprve si ustanovime znaceni. Mé&jme n-
prvkovou mnozinu X, S(X) pak zna¢i mnozinu vSech permutaci na této mnoziné.
Spolecné s operaci sklddani tvori S(X) grupu. Permutace budeme znacit feckymi
pismeny 7, p atd.

Déle budeme pracovat s podgrupou grupy S(X), tu oznac¢ime G. Pfipomerime,
ze se jedna o libovolnou mnozinu permutaci, ktera je uzaviend na skladani, ob-
sahuje identitu a ke kazdé z vybranych permutaci jeji inverzi.

V nésledujicim textu povazujme mnozinu X a podgrupu G za pevné vybrané.

Definice 9. Pro x € X nazveme O, = {r(x) | # € G} orbitou prvku x. MnoZinu
vsech orbit oznacime O, tedy O = {0, | v € X}.

Orbita prvku z je vlastné mnozina vSech prvki, kam se mize x zobrazit
permutacemi z G. Protoze identita musi byt v kazdé podgrupé, plati x € O,.

Véta 10. Orbity tvori rozklad mnoZiny X.



Diikaz. Rozklad mnoziny znamend, ze kazdy prvek z X nélezi pravé do jedné
podmnoziny — orbity. Vime, ze kazdé x néalezi do své vlastni orbity O,, staci tedy
dokazat, ze neexistuje prvek nalezici do vicera orbit. Pro spor predpokladejme
y € X takové, ze y € O, a zérovenn O, # O,. Nyni je dulezité, Ze G tvoii grupu.
GG obsahuje inverze, takze kdyz se z z 1ze dostat do y (to znamend y € O,), pak
se z y lze dostat do z. A protoze G je uzaviena na skladani, z y se lze dostat do
kazdého prvku O,, a stejné tak z x se lze dostat do kazdého prvku O,. Z toho
plyne O, = O,, coZz je spor.

O

Definice 11. Pevnym bodem zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sim na
sebe. Prom € S(X) oznacme P, = {x € X | w(x) = x}. Ddle pro x € X oznacme
St, ={m e G|n(x) ==z}

P je mnozina pevnych bodt permutace . Mnoziné St, se odborné tika stabi-
lizator prvku x. Jednd se o mnozinu permutaci z G, pro niz je x pevnym bodem:;
prave tyto permutace tedy nehnou s bodem x. PovSimnéme si, Ze identita je vzdy
prvkem této mnoziny.

Lemma 12. Méjme x € X, pak |O,| - |St.| = |G|.

Diikaz. Pro y € O, ozna¢me permutaci m, € G, kterd prevadi x na y. Takovych
permutaci mize byt vice, pak stac¢i jednu z nich napevno vybrat.

Nabizi se spoéitat vsechny dvojice (y, p) takové, ze y € O, a p € St,. Staci
vsak najit vhodné parovani téchto dvojic s permutacemi z G, ¢imz dokazeme,
ze jejich pocet je |G|. Parovani musi byt bijektivni (prosté a na), coZ znamena,
ze kazda permutace je sparovand s pravé jednou dvojici (y, p) — pak az muzeme
tvrdit, ze |O,| - |St.| = |G].

Sparujeme dvojici (y, p) s permutaci m,0p. Protoze 7, € G'ip € G, pak i jejich
slozeni nalezi G. Ted je nutné ukézat, ze kazda dvojice ma pridélenou unikatni
permutaci (tj. predpis je prosty) a Ze Zaddnad permutace z G neni vynechana (t;.
predpis je na).

(1) Méjme y1,92 € O, a p1, ps € St,. Zpermutovnanim prvku x dostaneme
(70 0 p1)(%) = 7y, (1) = 11 & (7, 0 p2)(x) = 7y () = . Pokud g1 £ g, pak tyto
permutace musi byt rtizné. Necht tedy y; = yo a p1 # po, pak existuje z € X
takové, ze p1(z) # po(z). Protoze m,, = m,,, pak m, o p; # m,, o ps. Pledpis je
prosty.

(2) Méjme permutaci 0 € G a hledejme pro ni y € O, a p € St, takové, ze
bude platit o = 7, o p. Zkusme zvolit p = o, to vSak je validni pouze v piipadé,
ze 0 nehne s x. Pomtzeme si tedy slozenim s inverzni permutaci W;(;), ktera zob-
razuje o(x) zpét na x. Tedy p = W;(lz) oo € St,. Z toho plyne i volba y = o(z),

1

protoze sy © W;(x) oo =o.

]

Lemma 13. Méjme x,y € X takové, Ze y € O,, pak |St,| = |St,]|.

Slovy nam lemma 1iké, ze pro prvky téz orbity plati, Ze pocet permutaci, které
s nimi nehnou, je u nich stejny.



Diikaz. Pouzijeme podobny postup jako u predchoziho lemmatu: hledame bijek-
tivni zobrazeni F' : St, — St,. Necht opét 7, je vybrana permutace, kterd zobrazi
z na y, a tudiz 7, ' naopak zobrazi y na . Pro p € St, polozme F(p) = m,opom,™*;
plati, ze F(p) € St,,.
Pro p1,p2 € St, takové, ze F(p1) = F(p2), plati rovnost 7, o p; o 7Ty_1 =
Ty © P2 © w;l, z ¢ehoz pifmo vyplyva pi = pa, tedy F' je prosté. Pro w € St, hle-
ddme p € St, takové, ze w = F(p), tedy w = myopom, . Staéi zvolit p = 7, owor,
a tim je dokazano, ze F' je na.
O

Véta 14 (Burnsideovo lemma). Pro kaZdou podgrupu G grupy S(X) plati

LR

TeG

1
0= =
|G|

Slovy pocet orbit mnoziny permutaci GG je roven primérnému poctu pevnych
bodi permutaci z G.

Diikaz. Dokazovat budeme ekvivalentni vztah |O| - |G| = Y ,cq|Pr|. Déle si
pomuzeme trikem: zavedeme mnozinu A = {(m,z) | 7 € G,z € P;} a dvéma
zpusoby spocitame jeji velikost.

(1) Pocet dvojic je roven souctu poc¢tu pevnych bodi pro vSechny permutace
z G, z ¢ehoz ziskdme rovnost |A| =Y e | Prl-

(2) Pocet dvojic lze také ziskat tak, ze pro kazdé x vezmeme pocet per-
mutaci, které nehnou s x, a nasc¢itame ptes vSechna x. Tedy ziskdme rovnost
|A| = Y ,cx |Stz|. Nyni vyuzijeme lemmatu [13] a zjednodusime sumu na iteraci
pres orbity: |A| = Y pco |O]-|Sts, |, kde zo predstavuje vybrany (libovolny) prvek
orbity O. Pouziti lemmatu 12| upravi rovnici na |A| = Y pco |G| = |O] - |G|.

Ziskali jsme tedy rovnost Y .cq | Pr| = |A| = |O] - |G|, ¢imz je dikaz hotov.

O

2.2 Reseni vézové ulohy

V této podkapitole vyfesime vézovou tilohu [8|tak, jak je popsano ve clanku [5].
Ve zjednodusené vézové uloze 7] jsme napocitali n! rozmisténi. Nyni jich samo-
ziejmé bude méné, protoze néktera budeme povazovat za ekvivalentni. Pripo-
menime, Ze tato ekvivalence je definovana rotaci (o 90, 180 a 270 stupnu), zrca-
dlovym prevracenim (neboli osovou soumérnosti; vertikalni i horizontélni) a vSemi
zobrazenimi z nich slozenymi.

Zacneme nalezenim mnoziny vsech zobrazeni, ktera zachovavaji ekvivalenci.
Necht x znadi rotaci o 90 stupnt proti sméru hodinovych rucicek a necht y znaci
vertikalni zrcadlové prevraceni. Tato dvé zobrazeni ted budeme skladat a utvaret
nova.

Nabizi se nejdifve sklddat pouze rotace a ziskat tak 2% a 3, coZ jsou rotace
o 180 resp. 270 stupiiii. 2* nen{ nic jiného nez identita Id, tu musime téz do
mnoziny zahrnout. Pokud nejdiive sachovnici prevratime (pouzijeme y) a poté
oto¢ime, ziskdme dalsi tii zobrazeni xy, x%y a 23y.

3
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Pojdme si viech 8 zobrazeni znazornit na jednom rozmisténi vézi. Sachovnice
je pro nazornost obarvena od levého dolniho rohu proti sméru hodinovych rucicek
barvami zluté (Yellow), modré (Blue), zelena (Green) a ¢ervena (Red) — prifadime
ji zkratku Y BGR. Obrazy rozmisténi budou mit jiné zkratky podle zménéného
poradi téchto barev.

Id:YBGR+— YBGR vy:YBGRw— BYRG

r:YBGRw— RYBG zy:YBGRw— GBYR
2 . YBGR+w— GRYB 2%y :YBGRw— RGBY
23 YBGR+~ BGRY % :YBGRw~ YRGB

BYRG GBYR RGBY YRGB

Obrazek 2.1: Barevné zkratky v obrazech sachovnice

P1i prozkoumani obrazku si v§imnéme, Ze cely druhy fadek (odpovidajic
zobrazenim y, zy, %y a z%y) lze ziskat pomoci osovych soumérnosti. y a zy jsou
vertikalni a horizontdlni pievraceni, zatimco xy a 23y jsou soumérnosti podle
diagonal. Déle si vS§imnéme, ze rotace o 180 stupnti neni nic jiného nez stfedova
soumeérnost.

Celkem tedy mame 8 zobrazeni: identitu, tii rotace, dvé prevraceni a dveé
diagonalni soumérnosti. Ziskali jsme ale vSechna navzajem ekvivalentni rozmisténi
vézi? Vice obrazi barevné sachovnice neexistuje, protoze jsou 4 moznosti, jak
obarvit levy dolni roh, a dalsi 2 moznosti, jakym smérem budou dalsi barvy
postupovat, celkem tedy 8.

Nalezenou mmnozinu zobrazeni oznacime G = {Id,z, 2% 23y, vy, 2%y, 2%y}.
G je grupou: je uzaviena na skladani, obsahuje Id a obsahuje inverze svych zob-
razeni. Z invertibility vSech zobrazeni vyplyva, ze jsou bijektivni, coz se nam bude
hned hodit.

Nyni miizeme prikrocit k reseni naseho problému pomoci Burnsideova lem-
matu. Pro dané n ozna¢me X mnozinu vSech rozmisténi neohrozujicich se vézi
na n X n Sachovnici. Z predchozi tlohy vime, ze | X| = n!. Déle si uvédomime, 7Ze
prvky mnoziny G lze také chapat jako bijektivni zobrazeni na mnoziné X neboli
permutace. Z toho vyplyva, ze G jakozto podrgupa permutaci tvori rozklad X

11



na orbity. Jedna orbita je mnozina rozmisténi, které jsou navzajem ekvivalentni
a k vyTeseni ulohy tedy potfebujeme spocitat pocet orbit |O).

Pro pouziti Burnsideova lemmatu potiebujeme pro m € GG znat pocet pevnych
bodu |P;|, tj. pocet rozmisténi, které m zobrazi samo na sebe. Patrné tato ¢isla
budou stejnd pro dvojice x a x3 (rotace o 90 stupiiil), y a 2%y (pievraceni), zy
a 23y (diagondlni soumérnosti).

Oznacme f(n) = |Pyal, g(n) = [Pl = |Posl, h(n) = [Poyl = |Pasy| a ifn) =
|Py| = |Py2,|. Pro identitu trividlné plati | P;4| = n!. Podle Burnsideova lemmatu
ziskdme rovnost:

n!+ f(n) + 2g(n) + 2h(n) + 22(n)

O| =
0] :

Nejprve pomoci rekurze spocitejme f(n) — pocet rozmisténi na Sachovnici
n X n, jez jsou stfedové soumérnd (neménnd vuci stredové soumérnosti). Uva-
zujme nejdiive n sudé, tvaru n = 2k.

Trividlné plati f(2) = 2. Déle pro indukéni krok méjme prazdnou sachovnici
2k x 2k. Protoze kazdému radku nélezi prave jedna véz, mizeme prvni véz umistit
na i-tou pozici zleva do posledniho radku a poté stredové soumérné véz na i-tou
pozici zprava do prvniho radku. Toto lze provést 2k zptsoby a pro vSechny plati,
ze véze se navzajem nebudou ohroZovat (nemame prostiedni sloupec).

Polozenim téchto vézi jsme zabrali dva stfedové soumérné radky a dva stre-
dové soumeérné sloupce, které si mizeme ze Sachovnice odmyslet a zbyde nam
sachovnice (2k — 2) x (2k — 2) s tymz stfedem — viz obrézek vlevo. Pocet
moznosti, jak na tomto zbytku provést rozmisténi 2k — 2 neohrozujicich se vézi,
je f(2k — 2). Ziskali jsme tak rekurentni vzorec f(2k) = 2kf(2k — 2). Protoze
f(2) =2, pak f(4) =4-2, f(6) =6-4-2aobecné f(2k) =2k(2k —2)...4-2 —
tak jsme v prvni kapitole definovali dvojity faktorial ¢isla 2k (definice @ Ziskame
tak explicitni vzorec

f(2k) = 28k = (2k)N.

Pro liché n = 2k + 1 je na stfedové soumérném rozmisténi pozice jedné véze
pevné danda. Protoze na Sachovnici existuje prostfedni radek, pak véz v ném se
musi nachazet v samotném stfedu sachovnice, jinak by se pii zachovani stfedové
soumeérnosti musely nachazet v tomto radku dvé véze. Rozmisténi zbylych vézi
pak provadime na Sachovnici 2k x 2k, tedy plati f(2k + 1) = f(2k).

K,

k¢

Obrazek 2.2: Pokladani véze do posledniho fadku pii zachovani soumérnosti v po-
fadi podle stfedu, ,podle ¢tvrtin® a podle diagondly

Nyni podobnym zptusobem vypocitejme g(n) — pocet rozmisténi, jez jsou ne-
ménna vuci rotaci o 90 stupni. Opét nejdriv budeme uvazovat sudé n = 2k.
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Prvni dvé hodnoty vypadaji takto: g(2) = 0,g(4) = 2. Méjme opét prazdnou
sachovnici 2k x 2k a polozme prvni véz nékam do posledniho rfadku — feknéme,
ze na i-tou pozici zleva. Pro zachovani soumérnosti pak musime polozit véz i do
posledniho sloupce na i-tou pozici zdola, do prvniho radku na i-tou pozici zprava
a do prvniho sloupce na i-tou pozici shora, jak je znazornéno na obrazku
uprostied. Tyto véze se budou vzajemné ohrozovat pravé tehdy, pokud se budou
nachazet v rozich. Diky sudosti n nemuze nastat, ze by se ohrozovaly protilehlé
véze. Pocet moznosti pro vybér pozice véze na poslednim fadku je tedy 2k — 2
a rekurentni vzorec je g(2k) = (2k — 2)g(2k — 4).

Je-li n délitelné 4, a tedy vyjadritelné ve tvaru n = 4k, pak ¢(8) = 6 - 2
a obecné g(4k) = (4k — 2)(4k — 6)...6 - 2. Tuto rekurentni rovnici lze podobné
jako u f(2k) vyresit explicitnim vzorcem pomoci dvojitého faktoridlu:

g(4k) = 2"(2k —1)(2k — 3)...3 -1 = 2F(2k — 1)IL.

Pokud neni sudé n délitelné 4, pak n = 4k + 2 a plati g(4k +2) = 0. Pro licha
n stale plati, Ze v rozmisténich musi byt véz uprostied Sachovnice (stéle se totiz
jedné o stiedové soumérnd rozmisténi) a plati tedy, ze g(2k + 1) = g(2k).

Dalsi v poradi je h(n) — pocet rozmisténi vézi, jez jsou soumérna podle dia-
gonaly. Prvnich nékolik hodnot vypada nasledovné: h(1) = 1, h(2) =2, h(3) = 4.
Predstavme si opét prazdnou sachovnici n x n a poklddejme véz do n-tého radku.
Miuzeme ji polozit do rohu na diagonalu, pak na zbytek Sachovnice lze rozmistit
véze h(n—1) zpusoby. Pokud ji polozime na jedno ze zbylych n—1 poli, musime pro
zachovani soumérnosti podle diagondly pridat prislusnou véz do n-tého sloupce,
viz obrazek vpravo. Tyto véze se nikdy ohrozovat nebudou. Po odmysleni
ohrozenych poli zbyva pokryt sachovnici (n —2) x (n — 2), coz je mozné h(n — 2)
zpusoby. Ziskali jsme tedy rekurentni vzorec h(n) = h(n — 1) + (n — 1)h(n — 2),
ktery je spolecné s prvnimi hodnotami totozny se vzorcem pro telefonni ¢isla,
kterd jsme prozkoumaéavali v predchozi kapitole, tedy plati

h(n) = T,.

Nakonec i(n) jakozto pocet rozmisténi vézi symetrickych podle vertikdlni nebo
horizontalni osy je vzdy roven nule, protoze takové rozmisténi pro n > 1 vyzaduje
dvojice vézi ve stejném radku ¢i sloupci, ¢imz by se ohrozovaly.

Resenim pro n > 1 je tedy:

n!+ f(n) +2g(n) + 27,

O pumy
o] . ,

kde
f(n) = (2k)!! pro n = 2k (sudé),
2k pro n =2k + 1 (liché),

(2k — D! pro n = 4k (délitelné 4),
(2k—1)!I! pron =4k +1,
0 jinak.

-1
-1

Ctenafe jisté zajima, jaky bude vysledek pro klasickou Sachovnici 8 x 8. Kon-
krétni hodnoty pro nizkd n jsou napsana v nasledujici tabulce.
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no 23] 4 5 6 7 8 9 10
o [1]2] 7 23 | 115 | 694 | 5282 | 46066 | 456454
nl | 2[6] 24 | 120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628300

nl: O] |2 [ 3] ~343 | ~5.22 | ~6.26 | ~7.26 | ~7.63 | ~7.88 | ~7.95

Ve druhém radku tabulky je vysledek této tlohy a ve tretim vysledek zjedno-
dusené vézové tlohy [7], oboje pro n v rozsahu 2 az 10. Vycteme, ze na klasické
sachovnici existuje celkem 8! = 40320 rozmisténi a z nich Ize vybrat nejvyse 5282
reprezentantii takovych, aby se vzajemné nelisili o rotaci ani o prevraceni.

Ve ¢tvrtém radku je vypocitan pomeér predeslych dvou radki, ktery nam rika,
jak velké jsou v pruméru tridy ekvivalence pro dané n. Z tabulky je patrné, ze
pro rostouci n se tento pomér zezdola blizi k ¢islu 8. Toto ¢islo jisté nebude
prekroceno, protoze tiidy ekvivalence mohou mit dle definice nejvyse 8 prvk.
Dokonce 1ze snadno nahlédnout, Zze pomér bude k 8 konvergovat, protoze v ¢itateli
reseni |O| roste n! fadové rychleji nez funkce f(n), g(n) i T,.

Zaveérem této kapitoly pripomenme propojeni s tématem préace. Pri feSeni
vézové ulohy jsme ziskali dalsi pohled na telefonni cisla, a sice ze n-té telefonni
¢islo odpovida poctu rozmisténi n navzajem se neohrozujicich vézi na sachovnici
n X n, kterd jsou soumérna podle diagonaly.
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3. Permutace s cykly
predepsanych délek

V kapitole o telefonnich ¢islech jsme si predstavili permutace slozené pouze
z nezavislych jednocykli a dvojeyklia. Nyni nas budou zajimat permutace, které
se sklddaji z cykla jinak pevné zvolenych délek. Opét se pokusime zjistit jejich
pocet nad n-prvkovou mnozinou.

Mnozinu pripustnych délek ozna¢me C' C N. Pocet permutaci n-prvkové mno-
ziny skladajicich se z cykla délek z C' oznac¢me go(n). Jako trividlni pripad po-
lozme go(0) = 1. Vime, Ze pro involutorni permutace byla C' = {1,2} a tedy
9{1,2}(71) = Tn.

Nésledujici ulohy jiz nebudou mit podklad v redlném svété, jak to bylo s te-
lefonnimi ¢isly. Jistou interpretaci si tedy aspon zminme zde:

Kolika zpisoby lze n osob rozesadit ke kulatym stolim? Chceme, aby pocet
0s0b u kazZdého stolu byl z dané mnoziny C'. NezdleZi na tom, kdo sedi u kterého
stolu ani na jakém misté — zdleZi jen na tom, koho ma po levé a pravé ruce.

Ztejmé kulaté stoly predstavuji cykly délek z mnoziny C'. Takto tedy lze po-
hlizet na vSechny nasledujici dlohy.

3.1 Kombinatoricky postup

Nejdriv se pokusme Tesit llohy podobnym postupem, ktery jsme pouzili i pro
telefonni ¢isla. Cilem je tedy ziskat rekurentni rovnici, pripadné explicitni vzorec
vyjadieny sumou. Zacneme tlohou velmi podobnou tloze (1| s telefonnimi ¢isly.

Uloha 15. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnoZinou, které sestdvaji
pouze z nezavisliych jednocykli a trojeyklu?

V této tloze je C = {1,3}, a tedy FeSenim pro n budeme rozumét ¢islo
9113 ().

Nejprve naleznéme feseni pomoci rekurze. Jeden prvek ani dva prvky troj-
cyklus neutvoii, takze g1 33(1) = 1 a gpi31(2) = 1. Ze tif prvki lze vytvofit dva
trojcykly nebo trojici jednocykli, takze g 33(3) = 3. Obecné plati, Ze n-ty prvek
muze byt soucasti trojcyklu, jenz vybereme (n — 1)(n — 2) zpusoby (pomyslné
vybirdme prvky na druhé a tfeti misto v cyklu), nebo mize tvorit jednocyklus.
Pro n > 3 tedy ziskdme rekurentni vzorec

9u,33(n) = gpzy(n — 1)+ (n = 1)(n — 2)gqzy(n — 3). (3.1)

Vsimnéme si podobnosti s rekurentnim vzorcem ({1.1)) pro telefonni ¢isla. I na-
sledujici explicitni vzorec bude velmi podobny vzorci (1.2)):

/31 7N (30
s = 3 (1) G 32

k=0

Proménna k v této sumeé znaci pocet trojic prvki tvoricich cykly. Podobné jako
u vzorce (1.2) pomyslné nejdiive vybereme vSechny prvky tcastnici se trojeyklu
(kombinaé¢ni ¢islo), ty sefadime (Citatel zlomku), ale nezélezi vlastné na poradi
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trojic v serazeni (k!) ani na tom, ktery ze t¥i prvku je v cyklu uveden jako prvni

(3%).

Zde je tabulka hodnot gg 3(n) pro nizka n:

n ‘ 0
1

1
gus(n) [1]1

2|3/45 6| 7] 8 ] 9 | 10
1[3]9]21]81]351]1233 5769 | 31041

Povsimnéme si, ze (n — 1)(n — 2) ve vzorci je vlastné pocet 2-clennych
variaci z (n — 1)-prvkové mnoziny (bez opakovani). Cyklu délky I, které obsahuji
jeden dany prvek, je stejny pocet jako (I — 1)-clennych variaci z (n — 1)-prvkové
mnoziny.

Definice 16. Pocet [-clennijch variaci z n-prokové mnozZiny oznacme symbolem
V(ibn) =nn—1)...(n—=1+1) pro0 <l <naV(,n) =0 prol>n. Dile
polozme V(0,n) = 1.

Vyuziti najdeme v nasledujici iloze, kde jiz uvazujeme obecnou volbu C. Vy-
sledny vzorec je prevzat z knihy [6], s. 280.

Uloha 17. Kolik existuje permutaci nad n prokovou mnoZinou, které sestdvaji
pouze z nezavislych cykli délek z dané mnoziny C'?

Na pravé strané rekurentni rovnice bude suma, v niz kazdy sc¢itanec bude
odpovidat jedné pripustné délce ¢ € C' cyklu, jenz obsahuje n-ty prvek. Doplnit
cyklus délky ¢ < nlze (n —1)(n—2)...(n —c+ 1) zpusoby a cyklus délky ¢ > n
nula zptsoby, coZ oboje odpovidd poétu (c— 1)-¢lennych variaci z (n — 1)-prvkové
mnoziny. Ziskame tedy vzorec:

go(n) =Y _Vie—=1,n—1)-go(n —c). (3.3)
ceC
Uz jsme definovali go(0) = 1, a tak lze rekurentné vypocitat go(n) pro libo-
volné n.

3.2 Exponencialni generujici funkce

Kombinatorické postupy nyni nahradime matematickou analyzou, konkrétné
se nam nasledné splati algoritmickym vyresenim hned nékolika tloh.

Ve zbytku této kapitoly vychazime z knihy [7] — ze stran 113-118 je pievzata
teorie, kterou zde uvadime ve zjednodusené podobé, a strany 118-122 obsahuji
priklady, které se posléze pokusime Tesit.

Zacneme zavedenim hlavniho pojmu:

Definice 18. Exponencidlni generujici funkci posloupnosti {a,}5, rozumime

mocninnou radu

o0 xn
Alz) = ap—.
n=0

n!
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Exponencialni generujici funkei posloupnosti {ge(n) }22, po¢tu permutaci nad
n-prvkovou mnozinou o délkach cykli z mnoziny C' budeme znacit G¢o(x).

Cilem této podkapitoly bude dokdzat hlavni vétu 21} k tomu budeme potie-
bovat nésledujici lemmata [19] a 20} V dalsi podkapitole vétu vyuzijeme k feSeni
uloh.

Lemma 19. Pro kaZdou exponencidlni generujici funkci A(x) a k € N plati:

A= (Sal) =5y
n=0 \ i1,....ix€Ny 1’ !
i1+ +ig=n

Diikaz. Mocninnou fadu A(x) jsme umocnili na k-tou — predstavme si tedy soucin
k téchto mocninnych fad. Jakymi zpiisoby lze z tohoto souc¢inu ziskat "7 Necht
pro kazdé m € {1,...,k} vybereme z m-té sumy ¢len obsahujici mocninu z*,
kde i,, € Ny. Pokud zvolime 17,, tak, aby se posc¢itala na n, pak souc¢in vybranych
¢lent bude obsahovat mocninu z” a jeji koeficient bude souc¢inem koeficient vsech
vybranych ¢lenti (zlomky na pravé strané rovnice).

Nyni nam staci najit vsechny takové vybéry i,,, ¢imz ziskdme vSechny souciny
obsahujici 2™. A*(z) je pak mocninnd fada, jez méa za n-ty prvek vyse uvedeny
soucet.

O

Pro dalsi pozorovani oznaéme ge (n) pocet permutaci nad n-prvkovou mno-
zinou tvorenych prave k cykly, jejichz délky jsou z mnoziny C. Trivialné plati

go(n) = ggakm).

Uvidime, ze se nam vyplati uvazovat nekonecnou sumu, i kdyz sc¢itance samo-
zFejmé mohou nabyvat nenulovych hodnot pouze pro k € {1,2,...,n}.

Lemma 20.

n! fG)  fQix)
gor(n) = 7 Z i

k! i TN, iq! il |
11+ Fip=n

kde funkce f je definovana predpisem

L JE=1! proieC,
10 = {O Jinak.

Diikaz. Zkusme sestavit permutaci nad n-prvkovou mnozinou o k cyklech, které

maji délky z mnoziny C'. Budeme permutovat n-prvkovou mnozinu {1,...,n}.
Vyberme pro m € {1,...,k} cisla i, tak, aby i, € C a i+ -+ + i, = n,
pak 4, bude znacit délku m-tého cyklu permutace. Permutujme c¢isla 1,...,n

a polozme je do serazenych cykli od prvniho do k-tého. To je zdanlivé n! moznosti,
vznikly by nam ale duplicity: jednak nezalezi na poradi cykli, jednak nezalezi na
vybraném prvnim prvku v cyklu. Vydélime tedy k! (poradi cykli) a i, pro kazdé
im (vybér prvniho prvku v cyklu).
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To v rovnici sedi, protoée pokud skutecné pro vsechna m plati 7, € C, pak

nésobime £ ( ) (i ,1) = —. Pokud existuje m takové, ze i,, ¢ C, pak z definice

im!

f vyjde cely S(:ltanec nulovy

m
Véta 21. Pro libovolny vybér C' C N plati:
oo xn
Ge(x) = ch(n)j =exp | Y -
n=0 neC
Driikaz.
oty = 52 96() 0 s ger(n) s 9ok(n) g
C(w)_z n! m_zz n x_zz n! x
n=0 ' n=0 k=0 : k=0 n=0 '
Rozepiseme gcx(n) podle lemmatu
ii* 3 fG)  fl) | 2
=0n= 0 %1,...,0x ENp 7/1‘ Zk‘ n'
i1 tig=n
Upravime, n! se pokrati:
SISy S )
k=0 n=0 \ 41,...,it€Np 7/1' Zk‘
i1 tig=n
Pouzijeme lemma (19| a rozepiseme podle definice f:
i\ k N N\ k
> 1 (OO " >0 1 x' > 1 x
> (Trof) =X h(ze-ng) -X (2
s R\ a! o ke ! o R \icd
Nakonec si staci vsimnout, ze mocninna rada se secte na exponencialu:
exp (Z x) .
ieC
O

Tato véta bude klicem k vyfeSeni vSech nasledujicich tiloh. Postup lze shr-
nout do dvou kroku: nejdriv je treba vyjadrit exponencialu co nejjednodussim
zpusobem ve tvaru mocninné fady (pomoci prostiedki matematické analyzy)
a nasledné porovname koeficienty u 2" dvou mocninnych tad, z ¢ehoz ziskame
vzorec pro ge(n).

3.3 Analyticky postup

Uloha 22. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnoZinou, které sestdvaji
pouze z nezdvislych dvojeyklu?
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Ekvivalentné lze Tici, zZe zjistujeme pocet involutornich permutaci bez pevnych
bodu (tzn. neobjevuji se jednocykly).

Mame tedy mnozinu C' = {2}, ozna¢me generujici funkci Gy(x) a feseni tlohy
ga(n). Dle véty [21] plati Go(x) = exp(x?/2) . Pro nalezeni rozvoje této exponen-
cialy do mocninné rady si vzpomenme na vzorec

$2 1,3 $4 ool,lc
exp(x)zl—i-x—i—i-i—g—f—ﬁ—l—-”:kz;oﬁ, (3.4)

kam staci dosadit #?/2 za z. Ziskdme rovnost

[)32 oo ka
Go(z) =exp |5 | = 5
2 = 20k
Nyni pouzijeme definici exponencialni generujici funkce, ¢imz obdrzime rov-
nost

[e%S) " 00 ka
2 9:m)Tr = 2, gy

Zbyva zjistit go(n) porovnanim koeficientti u z”. Pro n liché je koeficient na
pravé strané rovnosti 0. Pak i go(2k+1) = 0, coz neni zadné prekvapeni: neexistuje
permutace nad lichym poctem prvki, kterd se ma skladat jen z dvojcykli.

Uvazujme tedy n = 2k. Ze vzorce vyplyva, ze go(2k) = (22kk,2!!, coz je dle defi-
nice [6] dvojity faktorial lichych ¢isel: go(2k) = (2k — 1)1

K tomuto vysledku lze snadno dojit i kombinatorickou cestou. Ptame se, kolika
zpusoby je mozné sparovat 2k riznych prvka v néjakém usporadani. Nejmensi
prvek lze sparovat (2k — 1) zpusoby. Vezméme ted nejmensi prvek, ktery jsme
jesté nepouzili — ten lze sparovat (2k — 3) zpusoby. Takto lze pokracovat, dokud
nezbydou posledni dva prvky. Resenim tedy je (2k—1)(2k—3)...3-1 = (2k—1)!L.

Uloha 23. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnozinou bez pevngjch bodi?

Oznac¢ime D,, pocet Teseni dané tlohy a D(x) prislusnou generujici funkei.
Zde C ={2,3,...}, tedy dle véty [21]

D(z) = exp (i x:) :

Pro tpravu exponentu se nam bude hodit znamy zapis logaritmu pomoci
mocninné fady

22 23 gt 0 (_1)7171

n(l+a)=0— >+ 2 L o T g .
n(l+z)==x 2+3 7t . z", (3.5)

do kterého dosadime —zx za x:
oo xn
n(l—-z)=—2— — — — — — — - -
nl-e)=—r—5—5-7 Z:: "

n=1

Rada v exponentu tedy bude —In(1 — z) = In i, a protoze suma zacina az
od n = 2, pak bude jesté treba odecist prvni clen x. Ziskame tedy
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1 1
D(z) = exp (ln T x) =T—% exp(—x),

coz lze dale prevést na soucin dvou mocninnych rad:

D(z) = (g) ycj) (i (_k“!’)k> |

k=0

Soucinem bude opét mocninna fada. Zpozorujme, ze sCitanec s x" ziskdme
vynasobenim k-tého ¢lenu druhé sumy s (n — k)-tym ¢lenem prvni sumy, kde

0 < k < n. Tento s¢itanec bude mit koeficient (7;!)’“, celkovy koeficient u 2™ pak

bude sumou téchto zlomki pres vsechna k. A generujici funkei D(z) ptjde zapsat
jako sumu pres vsechna n, ¢imz ziskame vzorec

D)= >y Y
n=0 k=0 k!

Nakonec staci rozepsat D(z) podle definice a vyjadiit D,,:

Protoze n! je pocet vsech permutaci, musi byt suma ¢islo mensi nez 1. Pokud
bychom v sumé provedli limitni prechod do nekoneéna (n — o0), ziskdme podle
vzorce rozklad ¢isla exp(—1) = % To nam 1ik4, Ze pocet permutaci bez
pevnych bodi je ptiblizné roven %!, coz je o néco vice nez jedna tfetina poctu
vSech permutaci (e = 2,718).

Podivejme se nyni znova na tulohy (1| a které jsme jiz dokazali vytesit
kombinatoricky, a zkusme dojit ke stejnym vysledktim pomoci véty [21]

Uloha 24 (O telefonnich ¢islech). Kolik ezistuje permutaci nad n-prvkovou mno-
Zinou, které sestdvaji pouze z nezdvislych jednocykli a dvojcykli?

Pocet feseni dané tilohy je T,, (n-té telefonni ¢islo), prislusnou generujici funkei
oznacme T'(x). Pouzitim véty 21| ziskdme:

T(x) = exp (m + é) = exp(z) - exp <SU2> :

Odkéazeme se na rozvoje exponencialni funkce z ulohy a ziskame soucin

dvou mocninnych rad:
00 ZEj 00 ZE2k

Budeme zjistovat koeficient u 2™ tohoto soucinu. Jeden sc¢itanec s 2" ziskame
vynasobenim k-tého ¢lenu z druhé fady s (n — 2k)-tym ¢lenem z prvni fady, kde
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0 < k < [n/2]. Koeficient tohoto s¢itance je Koeficient souctu vsech

1
(n—2k)12F k! *
c¢lenu s 2" pak bude

(/2] .
l;) 2kE (n — 2k)!

a vyslednd mocninna rada ma tvar

00 [n/2] 1
T@)=%a"y -
7;) kz:% 2%kl(n — 2Kk)!

Nyni staci jen fadu upravit do vhodné podoby, aby se z ni podle definice T'(z)
dalo vycist ¢islo Th,:

o n [n/2] | (2k)! oo .n n/2]
x n! ! x n
T(x) = E — E = — ( )(21{: -l
—onl = (2k)(n - 2k)! 28k —n! = \2k

Uloha 25. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnozinou, které sestdvaji
pouze z nezavislych jednocykli a trojeyklu?

Postup je témér identicky s predchozi tlohou. Nejdiive tedy rozepiseme expo-
nencialu na sou¢in dvou mocninnych fad podle vzorce (3.4):

) -+ 2) <ot (2) - (529) (5 )

7=0 k=0

Poté si vSimneme, zZe s¢itanec s x" lze ziskat pravé vynasobenim k-tého clenu
z druhé fady s (n — 3k)-tym ¢lenem z prvni fady, kde 0 < k < [n/3]. Celkovy
koeficient u 2™ je pak souctem koeficientli ¢lent s x™ pres vSechna takova k:

o0 [n/3] 1
Gpa(x) =) a" _
{18 n;) ,{; 3kl (n — 3k)!
Upravime tak, abychom zjistili koeficient u %7;, coz je gpisy(n).
oo .n [n/3] | (3k)! 0 .n [n/3] (3k)!
G =) — =) —
() ,; nl ,§ (3k)!(n — 3k)! 35! 7; nl <3k:) ,§ 3kl

[n/3]
n (3k)!
guazy(n) = (3k> > TN

3.4 Dalsi priklady

Uloha 26. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnoZinou, které sestdvaji
pravée z cykli sudych délek?
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Analytické reseni. Oznac¢ime pismenem S mnozinu kladnych sudych éisel,
tedy pracujeme s generujici funkci Gg(z) a resenim ulohy je gg(n).
Vychézejme opét z véty 21}

2 b b oo 2k
Gg(:l:):exp<+++...> :eXp<Z>.
27176 29k

K nalezeni souctu nekonecné rady se nam vyplati pouzit trik: fadu zderivovat,
upravit a pak zpatky zintegrovat.

0o x?k:)’ 0 - L) o 1 T
<k:1 2k k=1 k=0 1—a? 1

— 2

Vysel nam zlomek, jenz je pred integrovanim tfeba upravit na soucet parcialnich
zlomki:

r A B A(l+x)+B(1—x)
1—x2_1—x+1+x_ 1 — a2 '

Z porovnani ¢itateli plynou rovnice 0 = A+ B a 1 = A — B, z ¢ehoz vycteme
reseni A = % aB= —%. Parcidlni zlomky zintegrujeme a mame

1 1 1 1 1
——In(1—2z)— =1In(1 =1 | =1 —_
phnl=2) =5l +w) =l A== I e = Iny 55

Tento vyraz je stale v exponentu generujici funkce Gg(x). Dosadme jej tedy:

1 1 )
e (1“ 1_> -0

Generujici funkei 1ze nyni rozepsat do mocninné rady pouzitim zobecnéné bino-
mické véty:

(1 _ :L’Q)_l/Q _ i <_}€/2> (_1)kx2k

_ i (_1/2)(_3/2) ';{:'!<_1/2 —k+ 1)(_1)k$2k
=13 (142 —2)

- Z 2k k!

P 2’%'

Nakonec pouzijeme definici generujici funkce a ziskame fesent:

= @ & (26— 1!
Gs(z) =" gs(n)g = (2]%')%%,
n=0 : k=0 :

gs(2k) = (222 U

Liché ¢leny tentokrat na pravé strané rovnosti zcela chybi, tedy

= ((2k = 1))*.
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Kombinatorické reseni. Je ziejmé, ze sudé cykly lze sestavit pouze ze
sudého poc¢tu prvki, tedy rovnou muzeme napsat gs(2k + 1) = 0 pro k € Ny.

Cilem je pocitat zpuisoby, jak utvorit cykly sudych délek z 2k prvki pro k € N.
Nejdiive prvky sparujme do dvojcykla — to ¢ini (2k — 1)!! moznosti, jak jsme
zjistili v tloze 22} Dvojcykly uspofdadame vzestupné podle jejich mensiho prvku,
a mensi prvky napiseme na prvni pozici cykli. Tomuto usporadani budeme tikat
vzestupné. Timto zplsobem lze uspotradat jakoukoliv permutaci.

Pro znazornéni vezméme 8 sparovanych prvki ve vzestupném usporadani:

(1,5)(2,3)(4,8)(6,7).

Nyni budeme dvojcykly spojovat. Budeme postupovat zleva doprava, a bud
navstiveny cyklus ,rozsifime“ (pripojime na jeho konec néktery z nenavstivenych
dvojeykli), nebo jej ,uzavieme® a pokroc¢ime k naslednikovi. Jeden krok algo-
ritmu vlastné vzdy znamenda zafixovani dvou prvki permutace a posun o dvé
pozice doprava.

Podivejme se, jak muze algoritmus probihat. Zvyraznéné prvky znaci konec
navstiveného cyklu.

)
(1,5)(2,3)(4,8)(6,7)
(1,5)(2,3,7,6)(4,8)
(1,5)(2,3,7,6,4,8)

(1,5)(2,3,7,6,4,8)

Prvni cyklus se rovnou uzavtel, dalsi se hned dvakrat rozsitil. Poprvé o cyklus
(6,7) s prvnim prvkem 7, podruhé o cyklus (4,8) s prvnim prvkem 4.

Obecné se da fici, ze volba rozsiteni je ddna vybérem prvku, jenz se nachazi
napravo od konce navstiveného cyklu. Po¢et moznosti je tak nejdriv 2k — 2, pak
2k — 4, a tak dale, az ke 2 a 0. Navic mame vzdy navic moznost uzavreni, tedy
moznosti spojovani je (2k —1)(2k —3)...3-1= (2k — 1)IL.

Ztejmé vysledkem bude permutace sestavajici z cykli sudych délek, zatim ale
nevime, zda kazda takova permutace pijde vygenerovat pravé jednim zpiisobem.

Vsimnéme si, ze spojovani nenarusilo vzestupné usporadani. Je diky tomu
mozné jednoznacné uskutecnit zpétny chod z jiz pospojovanych cykli: zprava
doleva ,trhdme* dvojcykly a fadime je podle vzestupného usporadani, coz je
vzdy napravo od navstiveného cyklu.

Zpétny chod je mozné provést na kazdé permutaci s cykly sudych délek, pro-
toze jedind podminka je jeji vzestupné usporadani. To znamena, ze pokud méame
vhodné sparované prvky, je pravé jeden zpusob, jak provést spojovani k ziskani
zadané permutace. A parovani prvki je pii spojovani zachovéno (sparované prvky
zustanou vedle sebe), tedy lze je pfimo ze zadané permutace vyd¢ist.

Tedy pocet hledanych permutaci je roven poc¢tu moznosti, jak utvorit dvoj-
cykly, krat pocet moznosti, jak je pospojovat do vétsich cykli. Ziskame

gs(2k) = ((2k — 1)),

Uloha 27. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou mnoZinou, které sestdvaji
prave z cykli lichiych délek?
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Analytické reseni. Necht L je mnozina vsech kladnych lichych ¢isel. Gene-
rujici funkei je G (x) a fesenim tlohy g (n). Véta [21] fika

FE oo 241
GL(x):eXp<x+3+5+...> :exp<l§2k+1>.

Stejné jako u predchozi ulohy 26| pouzijeme trik se zderivovanim a zintegro-
vanim exponentu:

(i p2k+1 )’ Z o _

—— x

=2k +1 1-— 332
Pted integraci je potifebnd tprava na parmalm zlomky:

1 A N B A(l+=x)+B(1-ux)

1—22 1—2 14z 1 — 22

Z citatelt vycteme 1 = A+ B a0 = A — B a ziskdme TeSeni A = B = % Po
zintegrovani zlomk1 ziskame

1 1 1 1
—gln(l—x)+§1n(l+x):lnﬁ—i-ln\/l—i-x:ln 11L§

Vyjadiime G (x):

1 1
Gpr(z) =exp (ln +$) _ e

11—z 1—2x

Dale se rozsitenim /1 + x zbavime odmocniny v ¢itateli, jmenovatel poté ptijde
Y
prevést na mocninnou radu pomoci zobecnéné binomické véty.

Vi+tz J1+z 1+ o1
Gr(z) = : = =(1+2z)(1—a?)/?
1(@) Vi—z V1+z /1—2? ( ) )
Pravé tuto mocninou tfadu jsme ale hledali i v predchozi tloze takze ji
staci opsat:

> (26 -1 o,
Gule) = (42 ) =g
Mocninné fada s pouze sudymi Cleny je oproti tloze [26{ ndsobena (1 + x), takze
i liché ¢leny budou nenulové. Pri rozepsani definice generujici funkce ziskame

o < (2% — 1)1

Nyni je tieba spocitat gr(n) separatné pro n liché a n sudé:

an(2k) = 2 25 DR ((ok — 1y
g(2k +1) = (2k + 1)!% — (2k + 1)((2k — 1)11)2. (3.6)

Kombinatorické reseni. Vsimnéme si, ze pro n sudé nam vyslo feSeni to-
tozné s predchozi tlohou 26, tedy g1 (2k) = gs(2k). Jako kombinatoricky postup
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se nam tedy primo nabizi dokazat tuto rovnost. Toho docilime nalezenim bijekce
mezi permutacemi se vSemi cykly lichych délek (zkrdcené vzory) a permutacemi,
které maji vsechny cykly sudych délek (zkracené obrazy). Vlastnost bijekce se
dokaze tim, ze ke kazdému obrazu pijde jednoznacné najit vzor.

Zobrazeni samotné bude jednoduché: nalezneme rozklad vzoru na nezavislé
cykly a na konec kazdého druhého cyklu presuneme posledni prvek cyklu pred-
choziho. Takto ze vSech cyklt lichych délek ziskame cykly sudych délek. Zatim to
ale neni korektni postup: rtizna usporadani cykli a prvki v cyklech vedou k riiz-
nym obraztim téz permutace, takze je tfeba urcit néjaky jednoznacny predpis,
jak zapsat permutaci pomoci rozkladu na cykly.

K predchozimu odstavci je tfeba ucinit dvé pozorovani. Zaprvé pocet cykli
lichych délek je vzdy sudy, skutecné tedy polovina cykli prvek ztrati a druha
polovina prvek ziska. Zadruhé odebranim prvku z jednocyklu se tohoto cyklu
zbavime, tedy obrazy obecné mohou sestavat z méné cykli nez vzory. Tim vznika
problém s hledanim vzoru k obrazu: obecné u cyklu nevime, zda byl jeho posledni
prvek v zobrazeni pridélen z jeho predchiidce nebo ze zaniklého jednocyklu.

Zachrani nas nasledujici usporadani: na prvni pozici kazdého cyklu umistime
jeho nejvetsi prvek a cykly samotné usporadame vzestupné podle hodnoty onoho
nejvetsiho prvku. Napriklad permutace

(4)(5,1,3)(7)(8)(9,2,6)(10)

je ve spravném tvaru, jakakoliv jind podoba je Spatné.

Vsimnéme si, ze usporadani je zachovano i pro vSechny obrazy, protoze poradi
cykli se neméni a pri kazdém presunu vkladame na konec cyklu ¢islo mensi nez to,
které je na zacatku cyklu. Zanik jednocykla téz usporadani nenarusi, jen zméni
celkovy pocet cykli obrazu. Mizeme tak uvazovat obrazy pouze usporadaném
tvaru.

Zde je obraz nasi permutace z prikladu, téz v popsaném usporadani:

(5,1,3,4)(8,7)(9,2)(10,6).

Nakonec si uvédomme, ze mame-li v daném cyklu v obrazu prvek, o kterém
vime, zZe jej zobrazeni presunulo, pak dokazeme fict, kam ve vzoru patii. Pokud
ma totiz prvek mensi hodnotu nez prvni prvek predchiidce daného cyklu, pak ve
vzoru nalezi na posledni pozici predchiidce. Pokud je naopak dany prvek vétsi
nebo dany cyklus predchiidce nema, pak prvek ve vzoru tvoril jednocyklus, ktery
umistime tésné pred dany cyklus.

Pravé jsme popsali jeden krok algoritmu rekonstrukce vzoru z daného obrazu.
Postupujeme od posledniho cyklu dopredu, z navstiveného cyklu odebirame po-
sledni prvek, a pro dalsi krok preskakujeme cykly, jimz byl pridan prvek. Takto
jednoznac¢né nalezneme k obrazu vzor.

Provedme rekonstrukci vzoru s obrazem nasi demonstracni permutace:

(5,1,3,4)(8,7)(9,2)(10, 6)
(5,1,3,4)(8,7)(9,2,6)(10)
(5,1,3,4)(7)(8)(9,2,6)(10)
(4)(5,1,3)(7)(8)(9,2,6)(10).
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Tucné jsou zobrazeny presouvané prvky. Prvni krok byl pfesun 6 na konec
predchtidce, protoze 6 < 9, druhy krok presun 7 do nového jednocyklu, protoze
7 > 5, a nakonec 4 vytvori jednocyklus na zacatku, protoze predchtidce uz cyklus
nema. Vidime, ze jsme ziskali zpét ptivodni vzor, se kterym jsme zacinali.

Timto jsme dokazali

gr(2k) = gs(2k) = ((2k — )!)*.

Jsme ale zatim pouze v poloviné Teseni — je jesté tieba spocitat g (2k + 1).
Protoze gs(2k + 1) = 0, tak zde nema smysl hledat bijekci mezi sudymi a lichymi
cykly. Namisto toho se pokusime vyuzit vysledek g (2k).

Pouzijeme usporadani popsané v predeslych odstavcich a ptame se, kam lze
v takto usporddané permutaci nad (2k + 1)-prvkovou mnozinou umistit nejvéts
prvek, aby vSechny cykly byly lichych délek. Tento prvek bude vzdy na prvni
pozici cyklu, ktery dosahuje az k posledni pozici. Aby tento v poradi posledni
cyklus mél lichou délku, musi i nejvétsi prvek byt na liché pozici — je tedy k£ + 1
moznosti, kam jej polozit. Polozme tedy prvek na pozici 2i + 1, kde 0 <1 < k.
Zbylé prvky rozdélme na ty, které napiseme pred obsazenou pozici, a ty, které
napiseme za ni. Rozdéleni je mozné provést (22];7) zpusoby. Prvky na pozicich 1
az 2i predstavuji permutaci 2i-prvkové mnoziny tvorenou pouze lichymi cykly.
Vime, 7e pocet takovych permutaci je gr(2i) = ((2¢ — 1)!!)2. Prvky na pozicich
2t + 2 az 2k 4+ 1 umistujeme na druhé az posledni misto posledniho cyklu délky
2k 4+ 1 — 24, to ¢ini (2k — 27)! moznosti. Séitanim pfes vSechna i ziskdme sumu

g2k +1) = zk: (222“) ((2i — D)!)*(2k — 2i)!.

=0

Mame uz vysledek, bylo by ale hezké jesté dokazat, ze je skutecné totozny se
vzorcem (3.6)) z analytického postupu. Jako prvni krok vytkneme ze sumy cinitel
(2k — 1)

(20 — 1)!)?

g2k +1) = Z @f) (2k — 20)!((2i — )2
k
:;)%522]{;))'(22)(216—2@)!((2@'— 2
zk:( Y2k — 1)!!

(20)!

k
(2k — 1) ”Z
=0

I
=)

)

22—1)

Z..

Tvrzeni, ze nova suma ma soucet (2k + 1)!!, dokdzeme indukci. Pro k = 1
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vyjde suma 2 + 1 = 3 = 3!!. A nyni indukc¢ni krok, zname-li vysledek pro k — 1:
(Qk)ll

:Z <(2 i (20 — 1)!‘) + (2k — 1)!!

k-1 —_ 9\
=(2k) go (W(m — 1)!!> + (2k — 1!
—=(2k)(2k — 1)!' + (2k — D)!!
=(2k + 1)(2k — D!
=(2k + 1),

[T
[\
~
N~—
~—~
[\
~
—_
S~—

I kombinatorickou cestou jsme tedy ziskali vysledek
gr(2k +1) = (2k + D)2k — D! = (2k + 1)((2k — 1)!N)2.
Uloha 28. Mé&jme vybrané cislo k € N. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou
mnozinou, které sestavaji pouze z cykli, jejichz délky jsou ndsobky cisla k?

Analytické Feseni. Exponencidlni generujici funkci G¢(z) rozepiseme podle
vety 21}
oo .kn k 2k 3k
x o x
Go(x) =e — | =e —+ =+t ]
c() XP<,§kn> Xp(k: ok 3k )

K nalezeni souc¢tu mocninné fady v exponentu pouzijeme vzorec (3.5) pro
rozvoj logaritmu:

2 SL’S
—In(l — ) = T4
n(l—xz)=xz+ 5 + 5 +
k\2 k\3 2k 3k
—hl(l—l‘k):xk—}-(xQ) +(I3) + _;L‘k—{—%-‘rxi—i-
_111(1_1,19) Ik l’2k 3k 00 xkzn
; P T T D

Nalezeny logaritmus dosadime do exponencidly:

GC<J]) = exp (—ln(lk—l‘k)> = exp (111(1 _ Ik)_l/k) _ (1 o xk)—l/k'

Tento vyraz lze rozepsat na mocninnou fadu pomoci zobecnéné binomické
véty:

== 3 (T

_ nii (_1%)(_1 - 1//{31.'. (L)
:i) (1/k) 1+1//<:)n! (n=1+1/k) 4
:i": +1). kn(é?_l)k+1) kn

,i " (kn)l(k + )knr(“(n—nkﬂ)
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Takto je Go(x) jiz ve tvaru, Ze z ni 1ze podle jeji definice primo vy¢ist vysledek:

(kn)l(k+1)2k+1)...(n —2)k+1)((n — 1)k + 1)

go(kn) = k)]

Pokud m neni nésobkem k, pak z generujici funkce plyne, ze go(m) = 0, coz je
ziejmé i z kombinatorického pohledu.

Kombinatorické reseni. Okopirujeme feseni tilohy |26 s jedinou zménou, ze
prvky budeme seskupovat do cykli délky k& namisto parovat do dvojcykli. Princip
reseni jinak ziistava nenarusen, tedy pocet hledanych permutaci bude opét roven
poc¢tu moznosti, jak prvky seskupit, krat pocet moznosti, jak je ve vzestupném
usporadani spojovat. Staci tedy vyjadrit tyto dvé hodnoty.

Méjme nk prvki, ty lze zpermutovat (kn)! zpisoby. Pak je staci rozdélit do
n skupin o délkach k, coz z nich u¢ini cykly délek k. Ke stejnym cyklim lze ale
prijit riznymi zpusoby. Protoze nezalezi na poradi cykli, vydélime n!, a protoze
nezalezi na cyklickém posunu v jednotlivych skupinach, vydélime k pro kazdy
cyklus. Ziskame ECIZQ; moznosti.

Prejdéme nyni ke spojovani téchto cykli — ty uvazujme ve vzestupném uspo-
radani. V prvnim kroku muzeme prvni cyklus uzavrit, nebo jej rozsirit o jeden
z n — 1 nasledujicich cykld. Pri rozsiteni o vybrany cyklus dale zalezi na tom,
ktery z k prvka bude na konec navstiveného cyklu zapsan jako prvni. Tedy pro
prvni krok mame (n — 1)k + 1 moznosti. Druhy krok bude (n — 2)k + 1 moznosti,
treti (n — 3)k 4+ 1 moZnosti, az nakonec pro k-ty krok zbyva jedind moznost uza-
vieni. Spojovani cykli lze tedy provést ((n — 1)k +1)((n —2)k+1)...(k+ 1)1
zpusoby a TeSenim tlohy pro n € N je

(kn)!

golkn) = 0]

(n=Dk+1((n—2)k+1)...(k+1).

Uloha 29. Mé&jme vybrané ¢islo k € N. Kolik existuje permutaci nad n-prokovou
mnozinou, které sestdvaji pouze z cyklu, jejichZ délky nejsou ndsobky cisla k?

Analytické FeSeni. Pomoci véty [18 rozepiSeme prislusnou exponencialni ge-
nerujici funkei:

Golr)=exp (35 -3 2
S n=1 T n=0 kn ‘

Zapis obou téchto fad pres logaritmy je zminén v predchozi tloze 28] tedy
logaritmy rovnou opiseme a néasledné upravime:

Gete) = exp (- (1 -+ 2=

k
1
= exp (ln T +1In(1 — :1;’“)”’“)

1 — k\1/k
:exp<1n( ") )
1—=x
(1_xk)1/k
- 1—x
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Chceme pouzit binomickou vétu, potfebovali bychom se ale zbavit jmenova-
tele. Sikovnym rozsitenim zlomku ziskame vyhodnéjsi tvar:

1— k\1/k 1 k—1 1— k\1/k
(1 —2z") R :( ) (14 a4+,
1—x l+z4-- bt 1— b

Zlomek pak lze zapsat jako (1 — z¥)V/F=1 = (1 — 2®)=R/k oz uz umime
upravit pres binomickou vétu:
1=k
k
n

(1 — xk)(l_k)/k — Z(—l)nl‘kn

/

n=0

< 1 1—k 1-2 1-nk
:T;)(—l)ka- R A —
R SURPR I el B W
T T TR Tk

R SO W Bl
2T Tk

Generujici funkce G¢(z) je tato mocninna fada nasobend (1+z +-- -+ 2% 1).

Chceme-li dostat mocninu 57, kde j € {0,1,..., k—1}, pak je zfejmé, Ze z této

zévorky musime vzit ¢len s 27 a z vySe uvedené fady vezmeme ¢len s z*7.

Reseni go(kn + j) je vSak dle definice generujici funkce koeficient u %,
tedy je to koeficient pfislusného ¢lenu sumy nasobeny (kn + j)!.
. k=1 2k—1 nk-—1

go(kn + j5) = (kn + j)! : . (3.7)

k 2k nk

Kombinatorické reseni. Zde jej provadét nebudeme, citujme ale alespon
¢lanek [§], v némz je kombinatorické feseni uvedeno v plném rozsahu. Reseni
ze ¢lanku ma vsak nasledujici tvar, ktery na prvni pohled neni totozny s nasim

analytickym fesenim (3.7)):

kn-+j

ge(kn+j) = I (i = 0x(4)),

i=1

, 1 pokud k déli 7,
Or(i) = ..
0 jinak.

Tedy laicky Teceno se jedna o (kn+7)!, kde kazdy ¢initel délitelny & je nahrazen
clenem o 1 mensim. Prave tak lze ovSsem popsat i nas vzorec , tedy jedna se
o dva riizné zapisy téhoz vysledku.

V této kapitole jsme na nékolika tlohach ukazali dva rozdilné postupy reseni:
analyticky, pracujici s mocninnymi fadami a generujicimi funkcemi, a kombina-
toricky, kreativni a vice nevyzpytatelny. Ctenaf si miize zvolit, ktery postup je
mu blizsi.
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