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bijection for further advancement of mathematics and the theme of space-filling
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Uvod

Na nékolika nésledujicich stranach se ¢tenar seznami s tématem prostor-
vyplnujicich kiivek. Celd prace je koncipovana predevsim jako ivod do problema-
tiky. Ctenéfi jsou krok za krokem ptedkladany jednotlivé poznatky tak, aby do
jisté miry pronikl do tématu a v pripadé dalsitho zajmu se dokazal 1épe orientovat
v odborné literature vénované pravé prostor-vyplnujicim kiivkam.

Préce je cilena predevsim na ¢tenafe, ktery se s prostor-vyplnujicimi kiivkami
dosud (védomé) nesetkal, ovSem ma4 jisté znalosti predné v oblasti matematické
analyzy; stejné tak ale na ¢tenare, ktery jiz v oblasti prostor-vyplnujicich kiivek
néjaké znalosti méa a hleda uceleny prehled zakladnich myslenek a poznatki. Cela
teorie je skuteéné vystavéna od zacatku, s podrobnéjsim vysvétlenim dilezitych
myslenek, které pro ¢tenare, jenz se teprve seznamuje s tématem, mohou byt ob-
tizné. Zaroven ale text predpoklada urcitou znalost matematickych pojmi, které
pouziva bez uvedeni definic ¢i komentéare, povazuje je tedy za Ctenafi zndmé. Zku-
senéjsSimu ¢tenari pak miize prace nabidnout nékteré zajimavé podnéty k dalsimu
studiu.

Cilem prace je predstavit zajimavy matematicky koncept, ktery miize na né-
které Ctenare z pocatku ptisobit jako paradox. Prace vychazi z poznatki Georga
Cantora z druhé poloviny 19. stoleti, na kterych c¢tenéri blize vysvétluje prin-
cip vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni mezi jednotkovym intervalem a ¢tvercem.
Tim by mély byt pripadné pochybnosti ¢tenéie o logické spravnosti myslenky vy-
vraceny, a tak lze pristoupit k podrobnéjsimu predstaveni tématu praci Giuseppe
Peana (Peano, 1890) a Davida Hilberta (Hilbert, 1891), tj. prostor-vyplnujicich
kiivek.

Predevsim v druhé kapitole prace je kladen diiraz na propojovani ziskavanych
poznatkll ¢tenare s ndzornou predstavou, kterd tak napomaha k lepsimu poro-
zumeéni. Jeden z typu konstrukce prostor-vypliujicich kiivek, predstavenych v
praci, je na geometrické predstavé pifmo zalozen. Cetné ilustrace jsou pfimo sou-
casti textu, nebot je na né hojné odkazovano, a tvori tak jeho nedilnou soucést.
Veskeré ilustrace jsou autorské a byly vytvoreny za pouziti programu Wolfram
Mathematica.



1. O krivkach

1.1 Cantorova bijekce

Pro teorii prostor-vyplnujicich kfivek je klicova prace Georga Cantora, ktery
roku 1878 dokdzal existenci bijekce jednotkového intervalu na jednotkovy étverec
(Sagan| 2012} str. 1). Z pohledu kardinality mnozin to znamend, Ze interval [0, 1]
m4 stejny nekonecny pocet prvki jako jednotkovy ¢tverec [0,1] x [0,1] = [0, 1]2.
Tato skutecnost je velmi neintuitivni, nebot fika, ze cely ¢tverec obsahuje stejny
pocet bodi jako jednotkovy interval, ktery reprezentuje pouhou jednu stranu
tohoto ¢tverce.

Jelikoz se jednd o zasadni myslenku nejen pro vyvoj matematiky v té dobé, ale
také pro celou konstrukeci nami zkoumanych ktivek, ukazeme, jak takové zobrazeni
nalézt. V dikazu bude uzitecné vyuzit zapis ¢isel pomoci rozvoje v desitkové
soustave.

Poznamka. Desitkova soustava vyuziva k zapisu c¢isel deset cifer, 0-9, a kazdé
¢islo tak lze rozepsat jako soucet ndsobkti mocnin deseti. Chceme-li zduraznit
soustavu, v jaké ¢islo zapisujeme, pridame index se zakladem pozadované ¢iselné
soustavy, tj. 31419 = 3-10% +1-10' +4-10°.

P1i zépisu ¢isla z intervalu [0, 1] postupujeme analogicky. Na prvni pozici za
desetinnou c¢arkou je pocet desetin, nasleduje pocet setin...Index se zakladem
soustavy budeme psat pred radovou (desetinnou) ¢arku, tedy k radu jednotek.
Napi.: 010,14 = 1-107* 4+ 4 - 1072, Libovolné ¢islo x € [0, 1] zapiSeme rozvojem
xr = 010,b1b2b3b4 ey kde bz € {O, 1, 2, SN ,9}

Umluva 1. Abychom se vyvarovali nejednoznacnosti, vyloué{m vsechny zdapisy
cisel, jejichz rozvoj konci nekonecnou posloupnosti nul. Tedy cislu % prislusi rozvoj
010,4999. .. (nikoli 010,5000... ). Viyjimku tvori nula, pro kterou je zdpis ve tvaru
0,000. .. povoleny (ve vsech soustavdch).

Nyni je zajisténa vzajemnd jednoznacnost zobrazeni mezi bodem ¢ € [0, 1]
(pfipadné (a,b) € [0,1]?) a desetinnym rozvojem jeho soufadnic. Definujme déle
zobrazeni f : [0,1] — [0, 1]

ft) = (010’t1t3t5 - )  kde t = Oy9,t1totstytsts ..., te[0,1].
010,t2t4t6 ce

Obraz f(t) € [0,1]2 bodu t € [0, 1] je urcen jednoznacné, protoze rozvoj t je jedno-

znacny. Zobrazeni se tak zd4 byt dobre definované. Jedna se o velice jednoduché

zobrazeni, kdy prvni souradnici bodu ve ¢tverci sestavime z cifer na lichych pozi-

cich rozvoje zadaného t a druhou souradnici sestavime z cifer na pozicich sudych.
Podobnym zptisobem miizeme definovat zobrazeni g : [0,1]*> — [0,1], které

bude naopak prifazovat kazdému bodu (a,b) € [0,1]* bod z intervalu [0, 1]:

a = 010,(11@2&3 Ce b= Olo,blbgbg c

Vylouéen{ rozvoje znamena, Ze takovy rozvoj mizeme ziskat jako vystup néjaké tilohy (nenf
zakdzany), ale nereprezentuje zadné ¢islo.



g (Z) =g (%11(;:%11222; .' .. > == 02,a1b1a2b2a3b3 e
Obraz bodu (a, b) je uréen jednoznacné, nebot rozvoje a, b jsou jednoznacné, tedy
i zobrazeni ¢ je dobre definované. Zaroven jsou obé zobrazeni f, g prosta.
V tomto duchu provedl Cantor svij prvni, ovSsem netplny, dikaz existence
zminéné bijekce.
Podivame se znovu na definovana zobrazeni a priblizime chybu tak, Ze najdeme
obraz konkrétniho bodu ¢, € [0, 1]. Budiz

to = 010,12020202.. . .

V rozvoji se od tretiho desetinného mista dal stfida nulova a nenulova cifra.
Aplikovanim zobrazeni f ziskdme obraz

. 010,1000 [ Qo
J(to) = <010,2222...> - <b0> '

Skutecné je obraz f(ty) urcen jednoznacné, ovsem ag = 019,1000. .. neni v povole-
ném tvaru. Proto nemuzeme nasledné zobrazit bod (ag, by), a ziskat ¢y jako obraz

g (Zg ) Zkusme jesté nahradit nepovoleny rozvoj povolenym, tedy ag = 01¢,0999.

Dostaneme
ap\ 010,099 A
g (bo) =dg (010’222 3 ) = 010,029292 e % to.

Nasli jsme tak bod jednotkového intervalu, ktery neni obrazem pii g zadného
bodu ¢tverce. Miizeme jesté zkusit povolit zakazané rozvoje. Pro jeden bod ve

ctverci
ap\  [010,100...\  [040,099...
<b0> N (010,222 . ) N <010,222 . )

tak aplikovanim zobrazeni g ziskdme dva rizné obrazy: t;, = 010,120202... a
to, = 010,029292..., kde to,,to, € [0,1], to, # to,. Obraz bodu (ag,by) pii g
tudiz neni urcen jednoznacné a zobrazeni g pak neni dobfe definované. Samotné
zobrazeni f a g tedy nepostacuji k diikazu existence bijekce.

Na nedostatky v dikazu upozornil Cantora Dedekind, ktery si uvédomil, ze
hodnoty zobrazeni g nevycerpaji cely interval [0, 1] (Balcar a Stépéanek, (1986,
str. 15). Cantor svij dikaz nasledné prepracoval a sestrojil jiné zobrazeni pomoci

fetézovych zlomkt. Nas dikaz nebude onen historicky prvni. Vyuzijeme myslenku
desetinného rozvoje a predevsim Cantorovu-Bernsteinovu vétuP}

Véta (Cantorova-Bernsteinova, 1898). (Nicolay a Simons, |2014)
Necht A a B jsou mnoziny. Existuje-li prosté zobrazeni A do B a prosté zob-
razeni B do A, pak existuje bijekce mezi témito dvéma mmnozinami.

2Uvazoval &islo t, které m4, poéinaje Sestym mistem, na sudych pozicich nuly. Zobrazime-li
takové ¢islo pomoci f, dostaneme druhou souradnici bodu ¢tverce v nepovoleném tvaru, tj. s
nekonec¢nou fadou nul. Pokud bychom ziskané ¢islo vyjadrili pomoci nekonec¢ného desetinného
rozvoje, neziskdme jiz obraz pozadovaného bodu t. Dedekindem nalezenému bodu ¢ z intervalu
[0,1] tedy neni pfifazen zadny bod ve ¢tverci.

3V anglické literatuie je tato véta uvadéna jako Schréder-Bernstein theorem. Byla dokézana
a7 deset let po Cantorové ditkazu existence bijekce mezi [0,1] a [0, 1]? s fetézovymi zlomky.



Tato véta 1ika, ze staci najit dveé ruzna prosta zobrazeni g: A — Bah: B —
A mezi zkoumanymi mnozinami, kterd mohou byt libovolnd, vziajemné nemusi
souviset, a jejich existence uz staci k tomu, aby existovala dokonce bijekce mezi
A a B. Véta ovSem jiz nezminuje podobu bijektivniho zobrazeni.

Nasleduje diikaz existence Cantorovy bijekce s vyuzitim zminéné Cantorovy-
Bernsteinovy véty.

Diikaz. M&jme mnoziny [0,1] a [0, 1]2. Definujeme zobrazeni h : [0,1] — [0,1]?
predpisem

h(z) = @ Lz e[0,1].

Zobrazeni si lze predstavit tak, ze se jednotkovy interval resp. tisecka zobrazi na
tise¢ku ve étverci s nulovou y-ovou soufadnici[] Pak je jiz snadno nahlédnutelné,
ze zobrazeni h je prosté.

Déle vyuzijeme jiz zkonstruovaného prostého zobrazeni g ¢tverce do jednot-
kového intervalu. Tedy definujme zobrazeni

g:[0,1)* — [0, 1], (Z) € [0,1]?, a=09,a1a2as..., b= 010,b1bsbs...

a 019,a10003 . . .
g <b> =g (Oll(i),bllbzb; . ) = 0107a1b1a2b2a3b3 s
Zobrazeni g, h jsou obé zobrazenimi mnoziny do mnoziny a jsou prosta. Splnili
jsme tedy predpoklady Cantorovy-Bernsteinovy véty pro neprazdné mnoziny [0, 1]
a [0,1]2, nebot jsme zkonstruovali prostd zobrazeni g : [0,1]* — [0,1] a h : [0,1] —
0, 1]2. Mezi mnozinami [0,1] a [0, 1]* tedy existuje bijekce. O

Samotny diikaz existence takové bijekce zvedl vinu dalsich otazek, predevsim
ohledné mozné spojitosti zobrazeni (Sagan, 2012, str. 1-2). S jasnou odpoveédi
prichazi roku 1879 Eugene Netto, ktery jako dusledek obecnéjsi véty ukaze, ze
zobrazeni f : [0,1] — [0, 1], je-li bijekci, nemtiZe byt spojité (Sagan, 2012] str. 6).

1.2 Vyvoj definice krivky

Upustime-li od pozadavku na bijekci, a misto toho budeme chtit zobrazeni,
které je spojité, dostaneme se k zasadnimu pojmu krivky.

Krivku si v nejjednodussi podobé mtzeme predstavit jako klikatou ¢i rovnou
caru, kruznici nebo tfeba trajektorii letu mouchy. V matematice byla krivka od
doby svého vzniku definovana riznymi zpusoby.

Pokud se budeme zajimat o ptiivod myslenky z pohledu matematiky, musime se
zameérit na geometrickou interpretaci. Historicky prvni pokus o definici, prestoze
pouze deskriptivni, nalezneme v samotnych Zdkladech, které sepsal Eukleidés.

Definice (Eukleidova). (Servit, 1907, str. 1)

1. Bod jest, co nemad dilu,

4Tato predstava funguje, pokud jsou jednotkovy interval a &tverec vhodné umistény do
soustavy soutadnic.



2. cdara pak délka bez sirky.
3. Hranicemi cary jsou body.
4. Primd jest cara, ktera svymi body tdhne se rovne . ..

Prestoze neni zminén piimo pojem kiivky, druhy bod popisné definice za-
chycuje dilezitou vlastnost obvykle pripisovanou krivkam, ktera je odlisuje od
rovinnych ttvarti. Eukleidés vénuje pozornost predevsim primkam a kruznicim,
ale z uvedené definice vidime, ze Caru povazuje za obecné kiivou (Koudela, 2012).
I dalsi kiivky jsou ve starém Recku zndmy, zminime alespon kuzelosecky, spirdly ¢i
kvadratrixﬂ Ktivky jsou dale zkouméany predevsim ze zdjmu o nalezeni prislusné
rektifikacedd

Dalsiho vyznamného pokroku v chapani kiivek se dockame az v 17. stoleti
s prichodem soutadnicového systému, s pocatky analytické geometrie a spisem
Geometrie Reného Descarta. Ten upresnuje a dale rozviji antické pojeti krivek,
rozdéluje je na geometrické a mechanické, a dale kfivky definuje predevsim na
zakladé moznosti jejich konstrukce. Ve svém dile tak uvadi hned nékolik moznych
zpusobt, jakymi poznat krivku. Descartes neuvadi ptimo definice, spise shrnuje
své poznatky v kratkych odstavcich. Uvedme tedy alespon jednu z tivodnich mys-
lenek:

Definice (Descartova, 1637). (Descartes, |1637, str. 43)

Abych popsal vSechny krivky, které zde hodldm zavést, potrebuji dodaﬂ pouze
jediny predpoklad, a sice, dvéema nebo vice primkami lze soucasné pohybovat a
ty svgm priusecikem urcuji jiné krivky. .. (ktivky) mohou byt popsdny spojitym
pohybem ¢i nekolika takovymi pohyby, z nichZ kazZdy ndsledujici je tuplné urcen
predchazejicimi.

Diky pohledu analytické geometrie na problematiku kiivek dochézi mezi lety
1649-1748 k velkému rozvoji tohoto odvétvi matematiky. Ve ,stoleti krivek, jak
je obdobi také nazyvano, se vyznam pojmu kfivky témér propojuje se vznika-
jicim pojmem funkce, coz sice umozni dalsi zkoumani vlastnosti krivek, ovsem
v samotném jejich definovani nedochézi k vyznamnym zménam. Prvnim, kdo se
pokousi o definovani kiivky (linie) novym zpusobem, je Bernard Bolzanoﬂ vV roce
1817. Vidi kfivku jako mnozinu bodi a snazi se ji tak charakterizovat:

Definice (Bolzanova, 1817). (Koudela, 2012, str. 117)

Prostorovy objekt, k jehoZ kazZdému bodu, v jisté vzddlenosti a pro vsechny
mensi vzddlenosti, existuje alespon jeden a nejvyse konecnd mnoZina bodu coby
sousedu, se obecné nazyvd linii.

Bolzano pouziva pojem ,soused“, ktery ovsem blize nespecifikuje. Pokusime se
Bolzanovu predstavu prfiblizit na obrazku[I.1} K libovolnému bodu X na objektu

5Kvadratrix je nazev pro takovou k¥ivku, kterou lze vyuzit ke kvadratufe kruhu.

6 Rektifikacf rozumime uréeni délky oblouku kfivky.“ (Koudelal [2012, str. 11).

"Minéno dodat k dvéma Eukleidovim piedpokladtim: i) Budiz tikolem od kteréhokoli bodu
ke kterémukoli bodu vésti primku. ii) A z jakéhokoli stfedu a jakymkoli polomérem narysovati
kruh (Servitl |1907, str. 2).

8Bolzano svymi myslenkami vyznamné piedbéhl dobu a to nejen v oblasti zkoumani kiivek.
O jeho nadcéasovych myslenkéch vice pojedndva napf. |Simonl (1981)).



(kfivee) najdeme vzdélenost popsanou v Bolzanové definici, oznacme ji €. Sousedy
bodu X miizeme chapat jako vSechny body, které nalezi kiivce a zaroven kruznici
se sttedem v X a polomérem e¢.

Obrazek 1.1: Priblizeni geometrického vyznamu Bolzanovy definice krivky
na pifkladu kruznice. Cervené jsou zvyraznény body, které Bolzano oznacuje
jako sousedy.

S rozvojem mechaniky v 19. stoleti prichazi pohled na krivku jako na trajek-
torii pohybujictho se bodu. Na zdkladé této predstavy formuloval Camille Jordan
svou definici krivky:

Definice (Jordanova, 1887). (Lomtatidze, 2007, str. 200)
Rovinnou krivkou nazveme soubor bodi X = [x,y] v rovingé, jejichZ souradnice
jsou ddny rovnicemsi

r=9¢(t), y=uv(),
kde ¢, 1 jsou spojité funkce proménné t € [0, 1].

Zde je parametr ¢t chapan jako ¢as. Jordan zavadi kiivku jako mnozinu bodi,
ale je mozné ji chapat i jako spojité zobrazeni intervalu. Jordanové definici ovsem
vyhovuje mnoho patologickych pripadii kfivekﬂ, jak mezi prvnimi ukazal Giuseppe
Peano na prikladu prostor-vyplnujicich kiivek, kterym se podrobnéji vénuje tato
prace. Poznamenejme jesté, ze Jordanovu definici kiivky lze analogicky rozsirit i
na ktivky ve vyssich dimenzich, a to jednoduse pomoci prislusného vétsiho poctu
funkei™l

Matematika na pocatku 20. stoleti opousti mechanickou predstavu pohybuji-
ciho se bodu, prestoze se vyskytlo jesté nékolik pokusii o definovani kiivek obdob-
nym zpusobem, a vraci se k myslenkdm Bolzana. Vznikd novad matematicka teorie
— teorie mnozin, a obor topologie. Teorii mnozin vyznamné rozviji Cantor a v
jejim duchu piichazi také dalsi definice kiivky, zalozena na Cantorovd" definici
kontinua:

Definice (Cantorova, 1905). (Lomtatidze, 2007, str. 207)
Rovinnou krivkou nazveme rovinné kontinuun{?| neobsahugjici Zddngj vnitrni bod.

9Povsimnéme si, ze Bolzanova definice kiivky pozadavkem na neprizdnost, ale také konec-
nost mnoziny sousedu zarucuje, Ze za krivku nebude povazovana napr. pravé plocha ¢tverce.
Mnoha patologickym pripadim se tak vyhyba.

0Pro prostorovou kiivku bychom do soucasné definice piidali rovnici z = x(t), kde x je
spojita funkce proménné t € [0,1].

"Podle (Koudelal, 2012} str. 125-126) s ndzvem Cantorova kiivka nepiisel sam Cantor, nybrz
Ludovic Zoretti, ktery déle rozvijel Cantorovu myslenku kontinua v oblasti kfivek.

12Kontinuem myslime souvislou kompaktni mnozinu.
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Topologie a teorie mnozin poskytuji nastroje k uchopeni pojmu krivky, a mnozi
dalsi matematici prichazi s novymi ipravami definic. Tyto snahy zavrsuje prace
Pavla S. Urysohna, ktery si uvédomuje nedostatky Cantorovy definice (predevsim
v souvislosti s rozsifenim pojmu ktivka z roviny do prostoru). Velice dukladné
buduje pojem dimenzd™) a dile definuje:

Definice (Urysohnova, 1927@. (Lomtatidze, 2007, str. 214)
Krivkou rozumime kontinuum topologické dimenze 1.

7 uvedeného prehledu jsou patrné rozdily v definovani krivky v antice a na
konci 20. stoleti. Vyvoj zkoumaného pojmu nebyl jednoduchy a lze tict, ze do jisté
miry neexistuje uspokojiva vSeobecna definice ani dnes. Néktera pojeti krivky
vyhovuji vice geometrickym predstavam, jina jsou vhodna spise pro zkoumani z
pohledu topologie ¢i algebry. V této praci budeme dale vychazet z rozéﬁ"enélﬂ
Jordanovy definice, kterda pripousti i krivky, jejichz trajektorie vyplni kladnou
plochu, napriklad plny ¢tverec. Zaroven jako krivku oznac¢ime primo zobrazeni,
které Jordanova definice popisuje, nikoli mnozinu bodu. Takto rozsirena definice
Jordanovy krivky nésleduje:

Definice 1 (Kfivka).
Prostorovou krivkou nazveme zobrazeni f : I — R3 I C R, pro které
f@&) = (o(t),v(t), x(t) a &, ¥, x jsou spojité funkce proménné t € I.

137de odkdzeme Gtendfe na praci [Lomtatidze| (2007), kde jsou Urysohnovy myslenky, véetné
vybudovani pojmu dimenze a definice kiivky, podrobnéji zpracovany.

14Vysledky Urysohnovy prace tykajici se k¥ivek byly publikovany ve druhém dilu Mémoire v
roce 1927, tedy tfi roky po jeho smrti.

5Rozsifeni do trojrozmérného prostoru, tj. pro prostorovou kiivku.
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2. Krivky vyplnujici prostor

Kfivky, které budeme nyni zkoumat, jsou oznacovany jako prostor-vypliujici
¢i také Peanova typu. Peano byl viibec prvnim, kdo zkonstruoval kiivku, ktera
je spojita a navstivi kazdy bod Ctverce alespon jednou (vyplni tak jeho plochu).
Své vysledky predstavil roku 1890 (Peano|, [1890)). David Hilbert (Hilbert, 1891)
nalezl o rok pozdéji geometrickou interpretaci Peanova prikladu a popsal tak dalsi
prostor-vyplnujici kivku, kterou dnes nazyvame Hilbertova krivka. Predevsim
pracem Peana a Hilberta jsou vénovany nésledujici odstavce.

Definice 2 (Prostor-vyplnujici kiivka). Necht f: I — R", kde I C R je libovolny
interval, je spojité zobrazent takové, Ze Int f(I) # (). Zobrazeni f nazveme prostor-
vyplnujici ktivka.

V definici [2| vyuzivame wvnitrek mnoziny oznaceny Int f(I), ktery definujeme
nasledovné:

Definice 3 (Vnitfek mnoziny). Necht M C R". Rekneme, Ze x € M je vnitini
bod M, jestlize 3¢ > 0 : B(z,e) C M, kde B(x,c) oznacuje otevrenou kouli na
mnozine M se stredem v x a polomeéerem . MnoZinu vSech vnitrnich bodu M
nazveme vnitiek mnoziny M. Znac¢ime Int M = {x € M, x je vnitini bod M }.

Poznamka. Definici [2| bychom mohli volné shrnout slovy: Prostor-vyplnujici kiiv-
ka je takova krivka, kterd ,vyplni“ (i velmi malou) kouli s kladnym polomérem.

Proc¢ je zkoumame?

Pozastavme se nad samotnym pojmem prostor-vyplnujici kiivky. At uz ji zkon-
struujeme jakymkoli zptisobem, samotna kiivka neni snadné na pochopenﬂ

Zkusme si predstavit krivku vyplnujici prostor, pro jednoduchost volme dvou-
dimenzionalni prostor tj. plochu. Predstava miize byt nasledujici: Mame nit navi-
nutou na Spulce a na vypnutém platné ohrani¢enou plochu, kterou niti postupné
vysijeme. Jisté vyplnime plochu. Pri vysivani ovsem vyuzijeme i rub platna, coz
by ve dvoudimenziondlnim prostoru nebylo mozné.

Zkusme tedy jesté jednodussi predstavu: Tuzkou vybarvime ¢ast papiru, na-
priklad c¢tverec. Po celou dobu se pohybujeme pouze na jedné strané papiru, na
plose. Tahy tuzky dokazeme uréitou ¢ast plochy vyplnit.

Nabizi se otézka, zda jsme skutecné nalezli ktivku. Pokud z papiru tuzku
nezvedneme, bude jeji stopa jisté spojita. Stopy se budou lisit pro ,tupou“ a
yostrou® tuzku. Intuitivné se stopa ostré tuzky zda byt predstavé krivky blizsi,
nebof kfivka by méla byt ,tenka“; 1épe feceno, méla by byt délkou bez tloustky
(viz Eukleidova definice v ¢asti . Abychom vyhovéli takovému pozadavku, mu-
zeme tloustku dale zmensovat. S vyuzitim pocitacové grafiky se nam pak podaii
dosdahnout témér neviditelné stopy.

Nyni zac¢indme narazet na skutecnou podstatu problematiky vniméani nejen
prostor-vyplnujicich kiivek, ale kiivek obecné. K¥ivka je matematicky vykonstru-
ovany idedlni objekt, ktery v redlném svété nenajdeme. Pomoci redlného modelu
dosdhneme vzdy jen urcité aproximace takové krivky:.

1V anglické literatufe nalezneme pod heslem space-filling.
2Chtélo by se Tici, Ze je az podivna.



To, co umozni dovést aproximaci k presnosti, je nekonecné zmensovani tloust-
ky, tedy limitni proces. Se zmensovanim tloustky jde ruku v ruce prodluzo-
vani délky kiivky. Ziejmé tedy, pokud dosdhneme nulové tloustky, ma prostor-
vypliujici kiivka zaroven nekonecénou délku. Predstavit si nekonec¢né tenkou kiiv-
ku tj. kiivku s nulovou tloustkou, jak vyplnuje plochu (byt koneénou), je skuteéné
netrivialni ikol. Pfesto je mozné ji matematicky konstruovat, a to nékolika zpi-
soby.

2.1 Konstrukce

Konstrukei prostor-vyplnujici kfivky nejprve provedeme po vzoru Hilberta,
jehoz postup je nazorny a vytvari dobrou predstavu o obecném principu konstru-
ovani krivek stejného typu.

Myslenku celé konstrukce si nyni predstavime ve trech krocich nasledujiciho
schématu. Na tomto obecném postupu budeme dale stavét pri rozebirani kon-
strukei konkrétnich prostor-vyplnujicich kiivek.

Umluva 2 (Znaceni). Zavedeme znaceni pro posouvani a ndsobeni mnoZin nd-
sledujicim zpiusobem:

e Necht ACR a€R. Znacime:a+ A=A+a={a+z:x € A}.

e Necht BCR? b e R? Znacime: b+ B=B+b={b+x:z € B}.

e Necht ACR,a€R. Znacime: a-A=A-a={a-z:z€ A}.

e Necht BC R?beR% Znacime:b-B=B-b={b-x:z € B}.
1. krok: Dokézeme zobrazit interval [0, 1], ktery muzeme chépat jako tsecku
délky 1, do ¢tverce [0, 1]%. Jestlize mtZe byt cely interval zobrazen do étverce,

muze byt stejné zobrazena i jeho ¢ast. Tyto ¢asti budeme nazyvat subintervaly a
subctverce.

Definice 4 (Subintervaly a subctverce). Méjme Zy == {[0,1]}. Necht n € Ny a
L, je definovano. Pak

1 1 1
Tnia ::{I:]GIn}U{4+I:]€In}U

1 1
11 3 1
u{2+41.fezn}u{4+4f.fezn}.

Ddle Qg = {[0,1]*}. Necht n € Ny a Q, je definovino. Pak

- flarecalul(ol) +orocal.

{(40)+dooeaful(b ) e ace)

Prokiam I, rikdme subintervaly n-té generace. Prokum Q,, rikdime subctverce n-té
generace.
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Priklad. Prvni generace subintervali je tedy Il {[O, .05, 2, (3,8, 13, ]} Ob-
dobné Q) = {[0, 31, [0, 3] x [, 1, 3, 1] x [0, 3

1
12 )2 27 27 2
ctvercu.

1]2} je prvni generace sub-
Pozndmka. Definice [d] neni zcela obecnd. Zavadi totiz Z,41 a Q41 pouze pro
déleni na ctyti stejné subintervaly ¢i subctverce v kazdé generaci. Déleni ovsem
nemusi byt vzdy pouze na ¢tyfi ¢dsti. Jak uvidime pozdéji (napft. v ¢astif2.1.2), je
mozné provést déleni na jiny pocet stejnych c¢asti v jedné generaci. Subintervaly
a subctverce by pak byly definovany analogicky:.

Rozdélime-li interva]ﬁ na subintervaly prvni generace a ¢tverec na subétverce
prvni generace, miizeme kazdy subinterval zobrazit do subctverce. Stejné déleni
lze aplikovat i na jednotlivé subintervaly o generaci vys. Postup opakovany ad
infinitum nas dovede ke kyzené kiivce.

2. krok: Miame zavedené déleni intervalu na subintervaly a c¢tverce na sub-
¢tverce. Ve druhém kroku definujeme zobrazeni mezi 7, a Q,, tedy prirazeni
subctverce subintervalu bez dalsich poiadavkﬁﬁ.

Obecna konstrukce krivky Necht jsou déna zobrazeni F,, : Z,, = Q,,n € Ng.
Necht = € [0, 1]. Pak existuje posloupnostﬂ )peo Spliujici

I, €Z,,n € Ny
I, C1,,n € Ny; (2.1)
x € I,,n € Ny.
Protoze |I,,| = 1 7% 0, ziejmé F]O I, = {x}. Pokud je prunik ﬂ Fo(1,) ne-
prazdny, pak obsahuje jediny bod, ne%aot Folly) =Qn € Qny a tedy
diam(F,(I,)) = & =% 0; v tom pifpadé definujeme f(z) jako jediny bod to-

hoto priniku.

Zobrazeni JF, tedy néjakym zpusobem prifazuje subctverce subintervaliim
stejné generace. Takové pritazeni oznacuje také pojem n-ta iteracdﬂ

Povsimnéme si, ze subintervaly n-té generace jsou v ramci intervalu priro-
zenym zpusobem usporadany ,za sebou®, coz ovsem neplati pro subctverce n-té
generace. Popsat zobrazeni F,, tedy odpovida tomu najit linearni usporadani sub-
¢tverci n-té generace ¢i popsat ,,poradi prichodu® témito subcétverci.

3. krok: U konkrétni konstrukce je nasim cilem zajistit, aby zobrazeni f (pfi-
fazeni subctverce subintervalu) mélo vhodné vlastnosti a spliiovalo pozadavky
definice [2] Tedy:

3Cely jednotkovy interval je také subinterval nulté generace. Podobné pak je jednotkovy
¢tverec také subctverec nulté generace, jak ostatné plyne z definice

4V tomto kroku nam jde skuteéné jen o to zavést libovolné zobrazeni mezi Z,, a Q, bez
pozadavku definice |2 I na spojitost apod.

5Jedn4 se o klesajici posloupnost intervalfl, v jejim# priniku je .

6V literatuie (Saganl 2012), (Bader, 2012) se pojem iterace ve smyslu zobrazeni F,, objevuje
velmi casto. Budeme jej pouzivat i pozdéji v této praci, predevsim pro popis obrazki.
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a) Dy = [0,1],
b) f je dobfe definované,

c) f je na,
d) f je spojité.

Nésleduje nékolik podminek a zplisobti, jakymi lze ovérit tyto ctyri pozadavky.
Splnéni téchto pozadavkd budeme podrobnéji rozebirat a zkoumat jednotlivé u
konkrétnich konstrukei, které dale predstavime v této kapitole.

Tvrzeni 1 (Postacujici podminka pro pozadavek a)). Jestlize je splnéna pod-
minka

Vn e NgVI € T, VJ € Tppy 0 J C I = Foii(J) C Ful(D),

pak pranik ( F,(I,) existuje a je neprdzdny.
n=0

Pozadavek a) neni splnén napiiklad v ptipadé, ze zobrazeni F,, zobrazuji sub-
intervaly do subé¢tvercu chaoticky takovym zpusobem, Ze je prunik N F,(1,)

prazdny. Podminka z tvrzeni [1] zajisti existenci takového neprazdného pruniku.
Provedeme naznak dukazu: Klesajici posloupnosti subintervalu (I,,),- , odpovidé
klesajici posloupnost subctvercu (F,(1,,))5,. Prunik takové klesajici posloup-
nosti je jiz nutné neprazdny, nebot se jedna o klesajici posloupnost kompaktnich
mnozin.

Pozadavek b) muzeme vyjadrit také nasledujicim zptisobem: Pro nékteré body
z € [0,1] existuje vice vhodnych posloupnosti (I,);-,; v takovych piipadech
hodnota zobrazeni f(z) nezalezi na volbé takové vhodné posloupnosti. Nésledujici
tvahy ndm umozni formulovat postacujici podminku pro splnéni pozadavku b).

Pozorovani 2. Ruzné posloupnosti (1), a (Jn),—, spliujict|2.1] existuji prdave
tehdy, kdyz AN € Ny Jk € {0, 1,... ,4N} CT = 4%, tj. x je krajni bod nékterého
subintervalu.

Navic je-li © krajnim bodem nékterého subintervalu, potom lze bez ujmy na

obecnosti predpoklddat, Ze pron > N je I, = [z — ﬁ, x|, J, = [z, 2+ 4%]

lo=Jo=1[0,1]
0 1
3
11 =Jq =[—, 1]
4
13 7 7 15
Ip = —,—] =[_, —
16 8 8 16
55 77 &ré 7 57
23T L)
64 8 8 64
/4
8

Obrazek 2.1: Rozdéleni posloupnosti (1,,)52 a (Jp)peg u ¢lenu N = 2 pro

krajni bod x = %.
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Tedy potiebujeme védét, ze plati oﬁ Fully) = ﬁ Fu(Jn). K tomu postacuje,
n=0 n=0

aby se sousedici subintervaly zobrazily na sousedicﬂ subctverce.

Druhé ¢ést pozorovani [2| i1ka, ze posloupnosti (I,,),~ a (Jn),—, se ,navzdy
rozdéli“ u N-tého ¢lenu, viz obrézek

Pro splnéni pozadavku c¢) staci, aby platilo Vn € Ny : F,, je na. Podrobnéji toto
vysvétlime v konkrétnim piipadé dikazu véty 3| Posledni z pozadavki, tedy d),
budeme pro konkrétni prostor-vypliujici kiivky ovérovat typicky pfimo z definice
spojitosti nalezenim vhodného okoli §. Podstatnd bude ovsem opét podminka, ze
se sousedici subintervaly zobrazi na sousedici subctverce.

2.1.1 Hilbertova krivka
Geometricka konstrukce

V prvni konstrukei vyuzijeme déleni piivodniho intervalu na ¢étyti subintervaly,
tedy presné tak, jak je uvedeno v definici 4 K popisu jednotlivych déleni bude
vyhodné vyuzit kvartérni (étyrkovou) soustavu.

Pozndmka. Zapis Cisel v kvartérni soustavé je analogicky tomu v desitkové. Vyu-
zivdme cifry 0, 1,2, 3 a zékladem je 4™. V desitkové soustavé plati 14,9 = 1-10" +
4-10°, pro kvartérni soustavu dostaneme analogicky 32, = 3 - 4! +2-4%(= 14y).
Cisla v intervalu [0, 1] zapiSeme ve tvaru 04,32 = 3 - 471 +2- 472 = 0,,875.

Kazdé ¢islo z jednotkového intervalu zapsané v kvartérni soustaveé lze zaradit
do jedné ze Ctyr casti intervalu dle prvni ¢islice za fadovou ¢arkou. Déleni lze
chapat obdobné jako v desitkové soustavé rozdéleni tisecky na deset dilt. Kazdé
¢islo tak najdeme v jednom z deseti subintervalii oznacenych 0.0 az 0.9, jak ostatné
ukazuje obrézek [2.2]

0.0... 0.1... 0.2... 0.3...

o e

0.1 0.2 0.3

0.0... 0.1... 0.2... 0.3... 04.. 0.5... 0.6... 0.7... 0.8... 0.9...

b) . . . . . . . . . . .

0 0.1 0.2 0.3 0.8 0.9 1

Obréazek 2.2: Srovnéni déleni jednotkového intervalu v kvartérni soustavé a)
a v desitkové soustavé b).

Nésledné dokazeme kazdou ze ¢tyT ¢asti intervalu znovu rozdélit na ctyti casti.
Takové déleni jednoho ze subintervalt prvni generace na subintervaly druhé ge-
nerace znazornuje obrézek 2.3 Analogicky bychom mohli déleni opakovat done-
konec¢na.

Stejnym zpusobem délime také ¢tverec na ¢tyfi subctverce prvni generace, z
nichz kazdy potom délime na ¢tyfi subc¢tverce o jednu generaci vyssi atd. Nyni
muzeme mezi subintervaly a subétverci n-té generace zavést zobrazeni F,, (druhy
krok obecné konstrukee).

Aby toto zobrazeni spliiovalo podminky prostor-vyplnujici kiivky (resp. defi-
nice|2), je tfeba prochézet ¢tverce ve vhodném poradi. Hilbert toto poradi stanovil

“Subétverce jsou sousedici, kdyZ maji spoleénou stranu.
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0.0... 0.1... 0.2.. 0.3...
0.1 0.2 0.3 1

a)

e

0.10... 0.11... 0.12... 0.13...

b Py Py Py Py
) 0.10 0.11 0.12 0.13 0.2

Obrazek 2.3: a) Prvni déleni: jednotkovy interval je rozdélen na ¢tyfi subin-
tervaly. b) Druhé déleni: subinterval 0.1 je déle délen na ¢tyfi subintervaly 0.10
az 0.13.

podminkouﬂ: Sousedici subintervaly odpovidaji sousedicim subctvercium, a zdroven
odpovida-li ctverec intervalu, pak i jeho subctverce odpovidaji subintervalim tohoto
intervalu.

Princip konstrukee je graficky zndzornén na obrazku [2.4] kde jsou zachycena
déleni ¢tverce na subctverce prvni, druhé a treti generace. Zaroven je ¢ervenou
lomenici naznaceno jedno vhodné pofadﬂ prochézeni subctverci tak, aby byla
splnéna Hilbertova podminka spojitého zobrazeni.

1. 1.
041 | 012 | 021 | 022 . I _
[ HENE
01 02 | | | il i
0.75 73 S U U S S S
0.10 0.23 ] ’_ _‘ [
' 013 | 020 | — -
05 1 — L oot
002 | 031 I i I
0.03 0.30 L] I——l |——| [
0.25 (] e Bt = -
0.0 03 [ L []
000 | 001 | 032 | 033 L I [
025 05 075 1. 025 05 075 1. 0 1

Obrazek 2.4: Vlevo: Subcétverce prvni generace, tj. déleni ¢tverce na 4 c¢asti.
Uprostred: Subctverce druhé generace tj. déleni ¢tverce na 16 ¢asti. Vpravo:
Subctverce tieti generace. Poradi, ve kterém jsou subctverce prochazeny, je na-
znaceno ¢ervenou carou a ¢iselnym oznacenim subctverct, které koresponduje
s prislusnymi subintervaly stejné generace.

Pozndmka. Déleni ¢tverce na subc¢tverce prvni a druhé generace na obrazku [2.4] v
podstaté odpovida zobrazenim F; a F,. Tato zobrazeni jsou spolu kompatibilni
ve smyslu tvrzeni [1| a pozorovani . Subinterval [04,1; 04,2]H se v obou pripadech
zobrazi do subétverce [0;0,5] x [0,5; I]H, tj. subétverec prvni generace oznaceny
jako 0.1. Zobrazeni F, jen poskytuje podrobnéjsi informaci o zptisobu priichodu
timto subc¢tvercem, a to pravé pomoci subc¢tvercii druhé generace. S rostoucim n
tedy stale zpresnujeme potradi priuchodu subctverci.

8Tato podminka je obdobou pozadavki ze t¥etiho kroku obecné konstrukce. Zda skute¢né
zajisti pozadované vlastnosti zobrazeni, budeme muset samoziejmeé jesté ovérit.

9Jedn4 se o poradi, které ve své praci popsal a pouzil pravé Hilbert .

10Jestlize jedna z mezi intervalu vyzaduje ve svém zdpisu fddovou Garku, pouzivdme pro
oznaceni intervalu misto ¢arky stfednik.

N tenar si jisté povsiml, ze zde jsou intervaly zapsany v desitkové soustave.
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Na obrazku je zachyceno prifazeni subcétverce subintervalu n-té generace
postupné pro n = 1,2,3. Cervené je vykreslena stopa vhodného prochézeni sub-
¢tverch. Prirazeni subcétverce subintervalu stejné generace budeme déle oznacovat
jako iterace konstrukce. Tedy pro prirazeni subctverce subintervalu prvni gene-
race dostavame prvni iteraci konstrukce, pro druhou generaci je to druha iterace,
a konecné pritazeni subcétverci n-té generace subintervalim n-té generace, tj.
zobrazeni JF,, nazveme n-tou iteraci konstrukce. Stopy prochéazeni jednotlivych
subCtverci n-té generace ve vhodném potadi (viz obrazek nazveme n-tou
iteraci (konstrukce) krivky.

Na tomto misté shrneme nékolik poznatkt, které jsme ziskali pfi popisu kon-
strukce a které budeme vyuzivat dale (napt. v dikazu Véty :

1. Pocet subctverct n-té generace je 4.

2. Délka subintervalu je rovna 4%, nebot kazda iterace znamena déleni ¢ésti

intervalu predchozi iterace na ¢tyti stejné dlouhé tuseky.

3. Délka strany subctverce n-té generace je tedy 2%, tj. druhda odmocnina délky
prislusného intervalu.

Aritmetické vyjadreni

Z obrazku vidime, 7e druhé iterace konstruked' je tvofena zmensenymi
a rizné otocenymi ¢i posunutymi tvary, které odpovidaji prvni iteraci. Nazvéme
tvar prvni iterace zakladni.

0 1

Obrazek 2.5: Vlevo: Nulta iterace Hilbertovy kiivky — ctverec. Uprostied:
Cervené je zvyraznén zdkladni tvar pro konstrukei Hilbertovy kiivky. Sipky
znéazornuji vhodné poradi usporadani subctvercu. Vpravo: Slozend zobrazeni
aplikovana na zakladni tvar ve srovnani s druhou iteraci z obrazku

Zakladni tvar ma pocatek v levém dolnim subctverci a koncovy bod v pra-
vém dolnim subctverci. Pro lepsi predstavu upravime zakladni tvar do podoby
na obrazku uprostied. Pomoci Sipek je zndzornéna orientace ¢tverci. Povsim-
néme si také, ze zakladni tvar je jen urc¢ity zptisob usporadani ¢tyr subctverct
prvni generace, resp. konkrétni zptisob jejich pritazeni subintervaliim prvni ge-
nerace. Jelikoz klesajici posloupnosti subc¢tvercu 1.,2.,3.,... generace konverguji
do bodu, lze o¢ekévat, ze vysledna kiivka bude zac¢inat v poc¢atku soustavy (levy

12Gledujeme Cervenou ¢aru, kterd piedstavuje stopu priichodu jednotlivymi subétverci.
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dolni vrchol jednotkového ¢tverce) a konéit v bodé (1,0) (pravy dolni vrchol
Ctverce).

Abychom ziskali poiadovanﬂ tvar druhé iterace, je tteba, aby byly subctverce
jisté generace vhodné usporadany. Druhou iteraci ziskdme ze zakladniho tvaru
tedy tak, ze zmenseny zakladni tvar vloiimeﬂ do kazdého subctverce () prvni
generace, tj. vyuzijeme jeho ¢tyfi subcétverce druhé generace. Samotné zmen-
seni zakladniho tvaru ale nemusi postacit ke splnéni Hilbertovych zasad, proto je
nutné jej ruzné zrcadlit a otacet. To provedeme pomoci zobrazeni uvedenych v
nasledujici ¢asti a na obrazku [2.6]

Kazdou iteraci lze z predchozi ziskat pomoci slozenych zobrazeni, ktera na
rozdil od zakladniho tvaru poskytuji kompletni informaci o postupu konstrukce.ﬁ
Predstavme si nyni tato zobrazeni na nulté iteraci tj. vytvotreni zakladniho tvaru.

Obrazek vlevo je ,orientovany c¢tverec“; jeho orientace je znazornéna Sip-
kou. V nékolika nasledujicich radcich jej nazyvame jednoduse ctverec.

1. Chceme ziskat cast zakladniho tvaru odpovidajici levému dolnimu sub-
¢tverci. Nejprve tedy zmensime ctverec v poméru 2 : 1 smérem k pocatku.
Déle jej oto¢ime o +90° E a preklopime zrcadlové podle vlastni svislé osy.
Jestlize slozime pravé popsana zobrazeni, ziskame zobrazeni $g:

so () =20 D) ()41 (9).

Aplikovanim $, na ctverec pak skutecné dostaneme levy dolni subctverec
zakladniho tvaru.

2. Levy horni subctverec ziskdme opét stejnym zmensenim ctverce a posunu-
tim o % jednotky nahoru.

s (D)= 9 () <2 ().

3. Pravy horni subctverec ziskdme stejnymi zobrazenimi jako levy horni, jen
Ve 12 ’ 1 -
pridame posunuti o 5 jednotky vpravo.

s (1) =209 ()5 ()

4. Pravy dolni subétverec ziskdme slozenim zobrazeni: stejné zmenseni ctverce
smérem k pocatku, zrcadlové preklopeni podle osy y = —x, nasleduje posun
0 % jednotky nahoru a o celou jednotku vpravo.

(o) =2 (5 )6) )

BNezapominejme, Ze tato pravidla stanovil Hilbert kvili pozadavku na spojitost zobrazeni,
tedy aby vysledny objekt byl vubec kiivkou.

MPpokud Q = F,(I) je subétverec generace n — 1 a I je subinterval téZe generace, pak na 4
subctverce n-té generace subctverce @) zobrazime 4 subintervaly n-té generace intervalu I podle
zékladniho tvaru.

157e zékladniho tvaru miizeme totiz v dalsich iteracich postupovat réiznymi zptsoby, viz ¢ast

IZZ}G

Znaménko ,+*“ znaci otoCeni proti sméru pohybu hodinovych rucicek tj. v kladném smyslu.
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Souhrnné schéma jednotlivych kroku slozenych zobrazen{ ukazuje obrazek [2.6]
Uvedena zobrazeni ctverce nejsou jedind, kterda vytvori zakladni tvar ve smyslu
usporadani sub¢tverci prvni generace, ovSem samotnou konstrukei (z mnoha po-
dobnych) urcuji jednozna¢né (Sagan, 2012, str. 13-17).

Zduraznéme jesté, ze podoba zakladniho tvaru, tj. vhodné usporadani sub-
¢tvercli prvni generace v subc¢tverci nulté generace, obecné nepostacuje k jedno-
znacnému urceni konstrukce, nebot neobsahuje informaci o rekurzivnim algoritmu
pro jednoznac¢né ziskani dalsi iterace.

Zakladni tvar je ale vhodny pro odvozeni a popsani slozenych zobrazeni, ktera
konstrukei jiz urc¢uji. Druhd a tfeti iterace na obr. 2.4 neplynou ze zakladniho
tvaru, nybrz z aplikovani zobrazeni $;,7 = 0, 1, 2, 3 na iteraci predchozi. Vysledek
téchto zobrazeni aplikovanych na zakladni tvar zachycuje obrémzek vpravo. Sedé
je ve ¢tverci zndzornéna druha iterace konstrukce Hilbertovy ktivky z obrazku[2.4]
Obrazek [2.6] pak znizorliuje samotnd zobrazeni $);.

Obrazek 2.6: Schéma kroku transformaci (zde aplikovanych konkrétné na
¢tverec) pro konstrukei iterace (n + 1) z n-té iterace. Radky odpovidaji po-
psanym zobrazenim, tj. prvni fddek zachycuje zobrazeni ¢ atd. Pro 3 neni
vyobrazen prvni krok — zmenseni ctverce.
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V predchozich odstavcich je popsan zpiisob, jakym ziskat Hilbertovu krivku.
Napisme tedy jeji definici:

Definice 5 (Hilbertova kiivka). Kazdé t € [0,1] je jednoznacné urceno posloup-
nosti do sebe vnorenych uzavienych subintervali (I1,),., generovangch délenim
(viz definice || a podminky . Posloupnosti (1,,),-, jednoznacné odpovidd po-
sloupnost do sebe vnotenych uzaviengch subctverci (Qy),—,, kde Fp(l,) = Qy.

Tyto subctverce jednoznacéné urcuji bod v [0,1]2. Tento bod oznacime fy,(t). Zob-
razeni fy, : [0,1] — [0, 1]> nazveme Hilbertova kiivka.

Nyni je tieba ovérit korektnost definice. Vyuzijeme tvrzeni [I| a pozorovani
2] Postacujici podminka z tvrzeni [I] je splnéna piimo z Hilbertovych podminek
konstrukce, které zajistuji vn e NgoVI € Z, VJ € L1 : J C I.

Mgéjme bod t € [0, 1], ktery je krajnim bodem nékterého ze subintervali I,,,.
Podle pozorovani [2] existuji dvé rizné posloupnosti vnorenych uzavienych inter-
valu (1,,))", a (Jn),—,- Podle podminek stanovenych pii konstrukei zobrazeni
se sousedici subintervaly zobrazi na sousedici subctverce. To znamena: pokud
dng : t = supl,, = inf J,,, pak Vn > ng : ¢ = supl, = inf J,,. V naSem pri-
padé tedy ctverce sousedi od urcité ng-té iterace déle. Vysledny obraz z obou
posloupnosti je proto stejny.

Véta 3. Hilbertova krivka je prostor-vyplnujici krivka.

Diikaz. Nejprve dokédzeme, ze zobrazeni fj z definice 5| je surjektivni. Ve druhém
kroku diukazu pak ukazeme, ze zobrazeni je spojité.

i) Zobrazeni fy : [0,1] — [0,1]? je surjekcell]

a) Kazdé zobrazeni F,, je na.ﬂ To ovSsem plyne pifimo z konstrukce v
n-té generaci, nebof kazdému subctverci Q) € Q,, prislusi praveé jeden
subinterval I € Z,,. Zaroven pro generaci n je konecny pocet prvka 7,
stejny jako Q,, tj. 4™. Zobrazeni F,, je tak dokonce bijekce.

b) Nyni dokézeme, ze fakt a) postacuje pro surjektivitu f,. Méjme libo-
volny bod (£y,m0) € [0,1]?. Tento bod lezi v primiku jisté posloup-
nosti do sebe vnorenych uzavienych subétverci (Q,)22,. Takové po-
sloupnosti subctvercti (Q,)2, odpovidd posloupnost (I,),-,, nebot
plati I,, = F,(Q,), kde F,;! je inverzni zobrazeni k bijekci F,,. Po-
sloupnost (I,),-, urcuje jedineény bod to € [0,1]. Tedy dostavame

ful(to) = (€0:m0)-

ii) Zobrazeni f, : [0,1] =% [0,1]? je spojz'té. Necht je dano libovolné ¢ > 0.
Pro toto € dokazeme vzdy najit n € N takové, ze
Vb
— < E.
2n
Polozme § = . Zvolime-li nyni body ¢1,t, € [0, 1] takové, Ze plati [¢; —to| <
J, protne se interval [t1,%5] s nejvySe dvéma sousedicimi subintervaly n-té

17 Jingmi slovy dokazujeme, ze Hilbertova kiivka navstivi kazdy bod ¢tverce.
8Tedy je splnéna postacujici podminka pro c) z tietiho kroku obecné konstrukce.
YTedy dokdzeme, Ze f,([0,1]) je kiivka.
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generace. Obraz intervalu [tq, ts] tedy lezi nejvyse ve dvou subétvercichm se
spolecnou stranou, JeJlZ délka je 5. Tyto subctverce spolecné tvori obdélnik

s uhloprickou delky 277 odkud plyne

Faltr) — fulta)] < f -

\Y% prlpadl 7ze obraz intervalu [ty, to]

je vzdalenost obrazu |f(t1) — fr(t2)
subctverce n-té generace. Plati tedy

jediném subctverci o strané 2%,

lezi v
<3 i coz odpovida délce uhlopricky

<

2%
S

[f(tr) = fu(t2)] <

Zobrazeni f, : [0,1] =% [0,1]? je spojité.
O]

Poznamka. Dokézali jsme spojitost zobrazeni (funkce) na uzavieném intervalu.
Jako disledek automaticky ziskavame dokonce stejnomérnou spojitost.

Povsimnéme si, ze stejnomérnou spojitost potvrdime jiz v samotném dikazu,
prestoze v jeho zavéru konstatujeme pouze obycejnou spojitost zkoumaného zob-
razenf?} Nalezené okoli § je totiz univerzalni pro libovolné 1,2, € [0, 1] takové,
ze [t; — ta] < 6, a zavisi tak pouze na e. Hilbertova kiivka je tedy stejnomérné
spojita.

Jak najit bod ve ¢tverci

Uvedli jsme zpiisob jakym konstruovat Hilbertovu kiivku. Nyni si ukazme na
prikladu, jak najit obraz konkrétniho bodu [0, 1], alespon pro néjakou aproximaci.

Priklad. Mé&jme bod tg = 04,02301 ..., ¢ty € [0, 1]. Hledejme, ve kterém subctverci
treti generace bod lezi. Zajimaji nas tedy pouze tii ¢islice za fadovou ¢arkou, tj.
to = 04,023.

Ze samotného zapisu c¢isla mizeme vycist, do jakého subctverce je potieba
se v daném kroku aproximace divat, a tedy v jakém c¢tverci sledovat dalsi déleni
na subctverce. Konkrétné pro t, dostaneme, ze lezi ve tfetim subctverci tfetiho
déleni, které prislusi druhému subctverci druhého déleni, které probihd v nultém
subétverci prvnfho déleni. Piipometime, Ze ¢tverce éslujeme od 0 do 3. Cislovani
pro prvni déleni vidime na obrazku [2.7]

Nyni potiebujeme vhodné oéislovat zmensené ¢tverce. Cislovani nelze délat ve
stéle stejném poradi, viz obrazek [2.8, nebot bychom nedodrzeli jiz dfive zmitio-
vané podminky spojitosti.

Cislovani subétvercit musi odpovidat transformacim popsanym difve v této
kapitole. Tedy pro vhodné ocislovani subétvercli napt. nultého ¢tverce je nutné
provést zmenseni, rotaci a reflexi, jak ukazuje obrazek (uprostied), nebo také
prvni radek obrazku

20Coz mizeme tvrdit diky kompatibilité posloupnosti subétvercti na inkluzi, tj. posloupnosti
subétverctt (@)%, vyhovuji podmince z tvrzeni

2ITato ¢ast dikazu rozebird pouze podrobnéji jeden z moznych piipadi, ktery je predchozi
tvahou jiz dokézan. Nejednd se o specidlni pfipad, ktery by bylo nutné pro fungujici dikaz
rozebirat.

22Nebot ta je pro nase pozadavky postadujici.
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Obrazek 2.7: Poradi prvniho déleni jednotkového ¢tverce na ¢tyri subctverce
v souladu s podminkami spojitosti.

Obrazek 2.8: Chybné ¢islovani subctverca pro prvni, druhou a treti iteraci.
Zanedbava transformace subctvercti a nesplinuje tak podminky spojitosti.

1 2 1 2 1 2
2
3 2 3
1
0 3 3 3
0 1 0 1
00... 0,02... 0,023

Obrazek 2.9: Cislovani vybranych subétvercti: prvni iterace (vlevo), druh
iterace (uprostied), tieti iterace (vpravo). Sedé zvyraznény je vysledny ctverec,
do kterého se zobrazi bod tg = 04,023.

V nasledujicich krocich je vzdy pottreba aplikovat slozené zobrazeni na cely
jemnéji rozdéleny ¢tverec. Postup s ¢islovanim subcétverct a vysledny subctverec,

do kterého se zobrazi bod ty, je na obrazku

Aproximujici lomenice

Pro priblizeni geometrické konstrukce Hilbertovy kiivky v iteracich jsme vy-
uzivali lomenou krivku pro propojeni a vhodné uspotradani subc¢tvercii ve ¢tverci
n-té iterace. Tyto lomené kiivky nazyvame aproxzimujici lomem’ceﬂ

23V anglicky psané literatufe se objevuje pod heslem approzimating polygons.
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Obrazek 2.10: Pivodni i upravené tvary aproximujicich lomenic pro kon-
strukei Hilbertovy (nahore) a Peanovy (dole) kiivky.

Na obrazku [2.10] je aproximujici lomenice pro Hilbertovu a Peanovu kiivku
(viz nize). Lomenice musi spliiovat nékolik podminek, aby mohla byt aproximujici
lomenici pro néjakou prostor-vyplnujici kiivku.

1. Pocatecni a koncovy bod lomenice odpovida pocatecnimu a koncovému
bodu prostor-vyplnujici kiivky.

2. V limité pro n — oo splyva lomenice s prostor-vyplnujici krivkou.

3. Aproximujici lomenici lze ziskat rekurzivnim procesem zdkladniho motivu
pro nultou iteraci.

Jedna prostor-vypliujici kiivka miize byt aproximovana riznymi vzory lomenic.
V nékterych pripadech lze lomenici vytvorit ze zakladniho motivu, krivky, s ne-
nulovou kfivosti (pilkruh, oblouk apod.), viz obrazek [2.11}

Obrazek 2.11: Priklady riznych zakladnich motiv aproximujici lomenice a
jeji podoby prvni iterace pro prostor-vyplnujici kfivku s pocéateénim bodem
(0,0) a koncovym bodem (1,0).

Uvédomme si, ze ke kazdé zde uvazované prostor-vyplnujici ktivce existuje vice
posloupnosti aproximujicich lomenic kone¢né délky, ale pouze jedna posloupnost
(Fn)ey, kde F,, je zobrazeni mnoziny subintervali n-té generace na mnozinu
subctvercl n-té generace. To tedy znamend, ze jakmile vime, jak libovolnému su-
bintervalu priradit néjaky subctverec stejné generace a toto prirazeni je v souladu
s Hilbertovou zasadou, pak dostaneme néjakou kiivku, a sice prostor-vyplnujici
krivku. Existuje ale vice posloupnosti aproximujicich lomenic konecné délky, které
respektuji tato pritazeni. VSechny tyto posloupnosti kiivek maji tu samou limitu.

Upravou poradi priichodu aproximujici lomenice subétverci, zménou pocé-
tecniho nebo koncového bodu prostor-vyplnujici kiivky lze ziskat dalsi prostor-
vyplnujici krivky. Nékterym z nich se vice vénujeme v nasledujici ¢asti, dale pak

v ¢asti 2.2
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2.1.2 Peanova krivka

Zatim jsme vidéli, ze Hilbert svou prostor-vypliujici kiivku konstruoval na
zakladé geometrické predstavy, ze které jsme nasledné presli k aritmetickému vy-
jadreni. Peano vSak predstavil prostor-vyplnujici kifivku ptimo pomoci pfedpisu
zobrazeni. Proto se v této c¢asti prace nejprve podivame na aritmetickou kon-
strukci Peanovy kiivky tak, jak ji zavedl Peano, a teprve poté na jeji geometrickou
interpretaci.

Podobné jako Peano ve svém ¢lanku (Peano, 1890)) definujme zobrazeni
fp: [0,1] — [0,1]? predpisem:

. Og,tl(thtg)(kt2+t4t5) c.
fp(037t1t2t3t4) — < 037(kt1t2)(k3t1+t3t4) o N (22)

kde kt; =2 —t;,(t; = 0,1,2) a k" oznacuje n-tou iteraci operatoru k a

t t 13
03,t1t2t3... = gl + 3*22 + §2+...,tj20,1,2

je terndrni rozvoj = € [0, 1].

Véta 4. Zobrazeni f, : [0,1] — [0,1)* definované predpisem je prostor-
vyplnugici krivka. Nazgvdme ji Peanova krivka.

Nejprve ovéiime, Ze je zobrazeni f, dobfe definované. Nésledné ukdzeme, Ze
je spojité a na.

Lemma 5. Zobrazeni f, je dobre definované.

Diikaz. Zvolme bod z € [0,1], ktery méa v ternarni soustavé dva razné rozvoje
jako v rovnici [2.3}

Os,t1tots ... 1,00 = Og,titots .. . to(t —1)2, t=1,2. (2.3)

Nasim cilem je ukazat, Ze hodnota f, je nezavisla na volbé reprezentace. Oznacme
slozky f, po fadé jako ¢,, 1,. Rozlisime dale dva ptipady, n = 2m pro néjaké
m (tj. n je sudé) nebo n = 2m — 1. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze
n = 2m. VSimnéme si, ze plati

=21 a K'tj=t;, kde 1€N, t;=0,1,2P]

Méjme tedy n = 2m a pro zjednoduseni ozna¢me 7 =ty +t4 + - - - + to,. Pro
prvni slozku ¢, plati
©p(03,t1tat5 . . . 12, t0) = 03,81 (K"2t3) (K2 ¢85) ... (K7t)(k70) =

. Og,tl (thtg)(k?t2+t4t5) ce t, je-li T sudé,
05ty (K2ts) . (Rtemegy ) (3 — 1), je-li 7 liché.

24Tento vztah je disledkem sklddan{ operatori: k*t; = k(kt;) = k(2—t;) =2 — (2 —t;) = t;.
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Ovsem podle druhého mozného tvaru rozvoje také plati

©p(03,t1tats . . tom(t — 1)2) = 03,81 (k2t3) ... (K7(t — 1)) (K"T22)(K"42) - - - =
03,t1 (kf2tg) (Kt2ttats) .o (¢ —1)2
= Og,tl(kt2t3>(kt2+t4t5) e t, je—li T Slldé,

03,t1 (K*2t3) (K2 tts) ... (2 — (¢t — 1))
= 03,t1 (k"2t3) (K21 tt5) .. (3 —¢), je-li 7 liché.

Pro oba rozvoje se vysledné hodnoty slozky ¢, shoduji. Zcela analogicky lze pro-
vést diikaz pro druhou slozku f, tj. 1,. To jiz nechdme na ctenari a dale budeme
predpokladat, ze i pro zbyvajici pripady plati tentyz zavér. Celkem tedy mii-
zeme shrnout, Ze hodnota zobrazeni nezavisi na volbé rozvoje. Zobrazeni f, dané
predpisem je tedy dobte definované. O

Z predpisu [2.2 neni na prvni pohled zfejmé jeho geometrickd interpretace.
Pied podanim dikazu spojitosti a surjektivity zobrazeni f, si geometrickou pied-
stavu vybudujeme.

Geometricka konstrukce

Sagan| (2012, str. 34-35) uvadi zpusob, jakym lze dojit k odvozeni geometrické
predstavy a principu generovani kfivkyﬁ z predpisu . Plati:

03,0626384 - . - 03,086585¢5 - - -
05,00t5t4) = a 03,01¢3t4) = :
Jo(0s,0015t4) (03,0772773774 . Tp(03,01t5t4) 03, 1mymsmy - - -

Odtud vidime, ze subinterval [O, é] se zobrazi do subctverce {0 1} X [O 1] a

subinterval [é,%} do subctverce [0, %} X [%, %} - h

Poznamka. Prozatim jsme v souvislosti s Peanovou ktivkou pracovali v trojkové
soustaveé, ovsem prii budovani geometrické predstavy krivky, zda se, bude vyhod-
néjsi (vzhledem k analogii s Hilbertovou krivkou, kde zaklad soustavy, ve které
jsme pracovali, odpovidal po¢tu subétvercu prvni generace) pracovat v devitkové
soustavé. Mezi zapisy v trojkové a devitkové soustavé lze prechazet také podle
nasledujictho vztahu:

tl t4
03,t1t2t3t4._,:§+?+§+§+...:
o 3t1+t2+3t3+t4

9 92

+ ... = 09,(3t1 +t2)(3t3 + t4) Tt

Podivejme se jesté, kam se zobrazi interval [g, g}. Mame ted

25Gagan dokonce piSe: ,,Although there is no hint about a geometric interpretation anywhere
in Peano [minéna préce (Peano| [1890)], Hilbert was undoubtedly led to his generating principle
by the following consideration. .. “ (Sagan, [2012, str. 34). Tedy volné prelozeno: Pfestoze v
Peanové praci neni o geometrické interpretaci zminka, Hilberta k jeho generujicimu principu
bezpochyby dovedla nasledujici tivaha. . .

26P¥islusny prepis intervalu do trojkové soustavy udélame na zdkladé uvedené poznimky:
%Z%—I-%,atedytl:l,tgzz
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Obrazek 2.12: Vlevo: Rozdéleni jednotkového ¢tverce na 9 subétverci, Sipka
udéava orientaci subc¢tvercii, aby byly splnény podminky spojitosti. Uprostied:
Druhé iterace Peanovy krivky, jednotkovy c¢tverec délen na 81 subdétverct.
Vpravo: Treti iterace.

@l fmmmmm e
w

0’1//////”' 071 ///I//'..
w8 ) = (oot )

coz odpovida subctverci [%, %} X {O, %}, jehoz levy dolni vrchol ma soutradnice

[é,()}. V subctverci se déle uplatni podobné soutadnice, ovSem v zavislosti na
umisténi subcétverce vzhledem k subctverci predchozi generace se lisi zptsob, v
jakém je prochazen. Tyto zpusoby prichodu subcétverci, konkrétnéji se jedna o

moznosti zprava/zleva ¢i shora/zdola, udavaji pravé zobrazeni k. Naptiklad sub-

ctverec E, %] X [0, %} budeme prochézet zleva a shora, jak je vidét i z obrazku
2. 1ol

Dalsim zkoumanim obrazti konkrétnich bodti dojdeme k rozdéleni jednotko-
vého intervalu na devét subintervalii prvni generace a jednotkového ¢tverce na
devét subctverct prvni generace, jak ukazuje obrazek vlevo. Zobrazeni f,
tedy udava krivku, kterou mtizeme ziskat podle principu obecné konstrukce. Ten-
tokrat ovsem délime jednotkovy interval [0, 1] na 9" subintervalii n-té generace,
kterym pritazujeme 9" subctverci n-té generace. Definice [4] tedy bude mit jinou,
ovsem analogickou podobu.

Hilbertovy podminky kladené na zobrazeni subintervali do subctvercu jsou
splnény: Sousedici subintervaly jsou zobrazeny do sousedicich subétvercili se spo-
lecnou stranou a kazdé zobrazeni zachovava to predchozi (tj. subinterval daného
intervalu se zobrazi do subétverce prislusného ¢tverce, presné dle tvrzeni|l). Prvni
tTi iterace jsou na obrazku . Cervend lomend ¢ara urcuje poradi, ve kterém
je nutné ¢tverce prochazet (v souladu s podminkami).

Na zakladé geometrické interpretace Peanovy kiivky miizeme definovat zob-
razen{ f, : [0,1] — [0, 1]? obdobnym zptsobem jako zobrazeni fj, : [0,1] — [0,1]?
v definici 5} Ditkaz, ze zobrazeni f, definuje prostor-vypliujici kfivku, by vypadal
obdobné jako dikaz véty [3]

Peano ve svém ¢lanku (Peano) uvadi analyticky diikaz vlastnosti zob-
razeni f, a ukazuje, Ze se jedna o prostor-vyplnujici kiivku. Podobné postaveny
dikaz uvadi i str. 32-33), ktery déle dokazuje ekvivalenci geome-
trického vyjddieni kiivky a toho analytického (Sagan, str. 36-40). V této

praci uvedeme odlisny dikaz, ktery vyuziva kompaktnosti intervalu [0, 1] a déle
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pracuje s pojmem stejnomérné konvergence.

Dukaz vlastnosti zobrazeni

Nasim cilem je nyni podat jinou definici presné stejného zobrazeni f, definu-
jictho Peanovu krivku, a to pomoci zjednoduSené geometrické predstavy. To, ze
se bude jednat o skutecné stejna zobrazeni, plyne ze zachovani stejného poradi
prichodu subétvercl n-té generace jako v konstrukei vyse pro kazdé n. Vysledna
krivka je totiz dana pravé timto usporadanim subctverci na nekonec¢né mnoha
urovnich.

Peanova kiivka mé pocatecni bod v levém dolnim vrcholu ¢tverce (sourad-
nice (0,0)) a koncovy bod na soutadnicich (1, 1), tedy v pravém hornim vrcholu
¢tverce. Tuto vlastnost spliiuje kiivka na obrazku a), kterd je uhloptickou
¢tverce a jeji pocatecni a koncovy bod splyvaji s témi Peanovy ktivky.

[N

NN

a
/N
NS

a)

Obrazek 2.13: Iterace zobrazeni f,, (spojitych kiivek) pro n =0, 1.

Pro kazdé n definujeme kiivku f,, tak, ze vysledna posloupnost (f,,)>, stej-
nomeérné konverguje ke kiivce f, popsané vyse. Zobrazeni f, definujeme pomoci
déleni intervalu [0, 1] na 9" subintervalt a jim piislusiciho déleni ¢tverce [0, 1]?
na 9" subctverct, kde n udava iteraci. Pro usporadani subc¢tverc ve ¢tverci plati
podminky spojitosti, tj. koncovy bod krivky jednoho subctverce splyva s poca-
tetnim bodem kiivky navazujictho subétverce, viz 2.1.1] Zobrazeni f, pro prvni
dvé iterace je na obrazku [2.13] pricemz subcétverce prochazime ve stejném poradi
jako na obrazku [2.12] pouze po diagonalach.

Definice 6. Pro kazdé n definujeme krivku f,, jako lomenici prochdzejici dia-
gondlné kazZdym subctvercem Q@ € Q,, kterd kopiruje poradi uspordadani téchto
subctverci pro zobrazeni f, a spliuje podminky spojitosti (zpisobem uvedenym
vyse).

Ktivku f,, je mozné zavést pomoci rekurentniho algoritmu, tzn. aplikovat radu
pravidel na iteraci n — 1 tak, abychom ziskali spravny tvar n-té iterace. Jedné se
o slozend zobrazeni podobna tém, ktera pro Hilbertovu kiivku popisujeme v ¢asti
[2.1.1] Protoze tentokrat rozdélujeme ¢tverec na 9 subctverct, je potfeba definovat
celkem 9 riiznych transformaci | P¥ipomenme, Ze subétverce &islujeme v poradi,

2"Lze si povSimnout, ze subétverce se ¢asto lisf pouze o posunuti, proto si dovolime neuvadét
v8ech devét transformaci. Kompletni seznam lze najit napifklad v (Sagan) 2012 str. 37).
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jakym jimi prochézime, od 0 do 8, stejné tak indexujme slozené zobrazeni, kterym

dany subctverec ziskame:
x 1(1 0\ [z 1/0 x 1 /-1 0\ [z 1/1
o) =300 9 ()5 l0) =) =500 3 ()50,

w3l )66 w0)-5 00 5)6) )

Tyto transformace (celkem devét predpisi) jsou definované tak, aby jejich
aplikovani na nultou iteraci kiivky f,, na obrazku vlevo odpovidalo prvni
iteraci na obrazku vpravo, a to ve stejném smyslu jako v pripadé Hilbertovy
kiivky odpovidaji zobrazeni $;,i = 0,1, 2,3 obrazku 2.5 resp.

Slozky ktivky f, oznac¢ime ¢, a v,,. Abychom z n-té iterace, jejiz tvar zname,
presli k nésledujici iteraci, aplikujeme na slozky postupné vsech devét transfor-
maci. ProtoZze chceme zachovat definiéni obor celé kiivky, tj. [0, 1], musime zobra-
zeni @, (t), ¥n(t), kde t € [0, 1], slozit jesté s linedrni transformaci 7 i-té devitiny
intervalu [0, 1] na [0, 1], tj. 7; = 9z — 4, kde x € [é,%], 1 =20,1,...,8. OznaCme
ol () = ou(Ti(x)), V(1) = Yu(1(2)), kde x je z i-té devitiny [0, 1]. Pro slozky
©nt1 & Ppqy kiivky pro iteraci n+ 1 tedy na i-t¢ devitiné jednotkového intervalu
plati (7771) = s(i) kdei=0,1,...,8.

wn-!—l

Diikaz. Kiivka f, je zfejmé spojita, nebof jsme ji definovali tak, aby na sebe
jednotlivé tseky krivky mezi subctverci jedné generace vzdy navazovaly. Nyni
chceme dokazat, ze plati f,, = f, tedy ve slozkach

on = 0,1 = [0,1], ¥, = ¥ : [0,1] = [0,1].

Necht je ddno € > 0. Vzdy najdeme ng takové, ze 37" < 5. Budte dana m,n > ny.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze m < n. Necht I je subinterval m-té
generace obsahujici ¢ € [0, 1]. Ten se kiivkou f,, zobrazi do jistého subctverce m-
té generace; oznacme jej . Podle definice posloupnosti kiivek je také f,(t) € Q.
Proto

I£alt) = 0] < diam(@) < o < == <

tudiz plati f, = f.

Stejnym zpusobem najdeme nejvétsi vzdalenost dvou obrazii obou slozek zob-
razeni f,. Obrazy jsou od sebe pro n-tou iteraci vzdaleny nejvyse o délku strany
subctverce tj. 3% Mame tedy stejnomérnou konvergenci slozek ¢,,, 1, spojitého
zobrazeni f,. Odtud dostavame spojitost slozek ¢ a 1, tj. (i) = f je spojité.

Nyni dokdZeme, Ze zobrazeni f : [0, 1] — R? je na. Interval [0, 1] je kompaktni.
Obraz f([0,1]) C [0, 1)? je také kompaktni. Je-li f([0,1]) kompaktni, pak f([0, 1])
je uzaviend a omezena.

Ukdzeme, ze f([0,1]) je hustd v [0, 1)%. To znamend, Ze
Va € [0,1]> Ve >0 3t € [0,1] : f(t) € B(a,e). Protoze je zobrazeni f([0,1])
spojité a dilci krivka prochazi napri¢ kazdym subctvercem, jsou pro dikaz hustoty
f([0,1]) v [0, 1]* zdsadn{ tzv. sitové body. V sitovych bodech maji spole¢ny vrchol
vzdy 4 subétverce. Méjme zadané pevné € > 0 a bod a € [0, 1)%. Najdeme sitovy
bod, ktery je e blizko bodu a. Diky nekoneénému procesu zjemnovani iteraci
takovy sifovy bod existuje a kiivka jej navstivi.
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Dokézali jsme tedy, ze f([0,1]) je uzaviena a hustd v [0, 1]>. Nyni vyuzijeme
lemmatu (lze najit naptiklad v (Sagan, 2012} str. 94)):

Lemma 6. Jestlize D je hustd v kompaktni mnoziné K a D je kompaktni, potom
D=K.

Ovsem [0, 1]? je kompaktni, spliiuje tak podminku lemmatu @, podle kterého
tedy nutné plati f([0,1]) = [0,1]?, tj. f([0,1]) je na. Peanova kiivka je opravdu
prostor-vyplnujici krivka. O]

Na zaver této casti prace se jesté zamysleme nad otazkou, pro¢ vlastné pri
konstrukei Hilbertovy ¢i Peanovy kiivky prechdzime k podobam na obrazku [2.5]
resp. [2.13] Nebylo by lepsi iterovat piimo obrazky [2.4] resp. V takovém
ptipadé bychom totiz dostali posloupnost f, (dokonce prostych) kiivek, které
konverguji k téze limité, téze prostor-vyplnujici kiivce.

Pracovat s ,hezkymi“ kfivkami je samozfejmé mozné, ovSem nepraktické:
hure by se definovaly vztahy pro obecné n. V principu takovému pristupu ale nic
nebréni, nebof i v onéch hezkych piipadech (pii nalezeni vhodné parametrizace)
krivky stejnomérné konverguji k té samé limité jako v téch ,,osklivych® verzich, a
tedy dostaneme stejnou vyslednou prostor-vyplnujici ktivku. Problematické miize
byt pravé nalezeni vhodné parametrizace, kterd by casto byla zbytecné slozita
a také mnohem méné elegantni nez ta, kterou nam umoznuji formulovat prave
,08klivéjsi® verze.

2.2 Dalsi zajimavé krivky

Na prikladu Hilbertovy a Peanovy krivky jsme popsali a vysvétlili nékolik za-
kladnich konstrukci prostor-vyplnujicich kiivek. Existuje mnoho dalsich modifi-

kaci téchto kiivek, nékteré nyni predstavime, jsou s nimi spojena jména E. Moore,
W. Wunderlich, W. Sierpinski nebo H. S. Lebesgue.

2.2.1 Moorova krivka

Eliakim Hastings Moore vyuzil stejné jako Hilbert déleni intervalu (¢tverce) na
4" subintervalu (subctvercu). Ukézal, ze Hilbertuv zptsob usporadani subcétvercu
pri takovém déleni neni jedin@ ktery vede ke konstrukci prostor-vyplnujici
kiivky (Sagan) 2012, str. 24).

Moorova kiivka mé stejnou podobu aproximujici lomenice pro prvni iteraci
jako Hilbertova krivka. Lisi se v poc¢atecnim bodé, kterym je (%,0), a konco-
vém bodé, ktery splyva s pocatecnim. Vysledkem Moorovy konstrukce je tak
uzam‘ena?_g] prostor-vyplnujici kiivka. Na obrazku jsou znazornény prvni tii
iterace Moorovy kfivky aproximujici lomenici.

Z8Hilberttiv zptisob je jediny (aZ na zrcadleni a otodeni), pokud pozadujeme prostor-vyplitujici
kiivku s pocateénim bodem vzdalenym o jednotku horizontalné nebo vertikalné od koncového
bodu.

29K¥ivku nazveme uzavienou, pokud splyvi jeji poc¢iteéni a koncovy bod (Baderl (2012,
str. 24).
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Obrazek 2.14: Prvni tii iterace Moorovy prostor-vyplnujici krivky.

2.2.2 Serpentiny a meandry

Walter Wunderlich prichazi s novymi moznostmi usporadani subcétvercti pro
Peanovu kiivku, pouziva tedy ke konstrukei déleni intervalu (étverce) na 9™ su-
bintervali (subctverct). Ziskané kiivky déli na serpentinového a meandrového
typulﬂ pricemz ve své praci (Wunderlich| [1973) konkrétné uvadi tri priklady, viz
obrézek [2.15] Podle zptsobu konstrukce aproximujici lomenice najdeme celkem
272 kﬁvekﬂ serpentinového typu, zatimco meandrového existuji pouze dvé. Z
nich jednu vidime na obrézku [2.15] druhd je s ni symetrickd podle thlopticky

¢tverce (Sagan, 2012, str. 45).

N === =
E_L|| |||||| J—_,_i
U2 (S 2Y Yl

Obrazek 2.15: Tti Wunderlichovy varianty Peanovy kiivky (druhd iterace):
Krivky serpentinového typu (vlevo a uprostied) a meandrového typu (vpravo).

Povsimnéme si, ze aproximujici lomenice serpentinového typu maji stejny po-
¢atecni a koncovy bod jako kiivka, kterou jsme konstruovali v ¢ésti 2.1.2] viz
obrézek 2121 Podle tvaru a konstrukce lze Peanovu kiivku zaradit k tém ser-
pentinového typu. Krivky meandrového typu se od téch serpentinovych lisi v
koncovém bodé, kterym je pravy dolni (v pripadé symetrické varianty levy horni)
vrchol ¢tverce, jak je patrné i z obrazku [2.15

2.2.3 Sierpinského krivka

Waclaw Sierpinski predstavil v roce 1912 (Sagan, 2012) novy predpis zobrazeni
udavajici prostor-vyplnujici krivku. Na obrazku je znézornéna geometricka
konstrukce této krivky. Sierpinského krivka vznikne délenim celého Ctverce na

30Pro prvni zminény typ pouzivd Wunderlich oznaceni Serpentinentyp, v anglicky psané lite-
ratufe se vyskytuje pojem switch-back. Druhy typ je i v anglické literatute uvadén jako meander
type. Nédzev muze odkazovat na podobnost mezi tvarem aproximujici lomenice a zédkruty na fece
— meandry.

31Bez zanedbéan{ symetrickych moznosti by takovych kiivek bylo 2%, nebot v kazdém z deviti
subctvercu lze volit ze dvou podob vzoru.
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4™ ¢asti. Témi jsou tentokrat pravothlé rovnoramenné subtrojuhelniky, nikoli
subctverce, jak tomu bylo doposud.

Obrazek 2.16: Prvni tii iterace Sierpinského kfivky. Pferusovanou cernou
carou je naznaceno déleni na pravouihlé rovnoramenné trojthelniky.

Sierpinského kiivka ma jesté dalsi zajimavou vlastnost, které si vsiml Ge-
org Polya (Sagan, |2012): Rozdélenim celého ¢tverce thloprickou vzniknou dva
pravotihlé rovnoramenné trojtihelniky. V jednom z téchto trojuhelniku lezi pravé
polovina kfivky, tedy ve druhém trojuhelniku lezi jeji druha polovina. Odtud
dostaneme, Ze interval lze zobrazit na plochu pravotihlého rovnoramenného troj-
uhelniku.

N
Ve
S0

NS
ZIN
O

Obrazek 2.17: Aproximujici lomenice Knoppovy kiivky pro prvnich 5 iteraci
vcéetné naznaceného déleni trojuhelniku na subtrojihelniky. Krivka v dolnim
radku vpravo odpovida sedmé iteraci.

Jak uvadi Sagan| (2012)), takové zobrazeni gs : [0,1] — T, kde T je pravoihly
rovnoramenny trojihelnik s vrcholy v (0,0), (2,0), (1, 1), skutecné existuje. Upra-
venou podobou Sierpinského krivky se zabyval Konrad Knopp. Dospél k predpisu
zobrazeni, které lze geometricky reprezentovat jako na obrazku[2.17] Oznacuje se
jako Knoppova ¢i Sierpinského-Knoppova kiivka a vznikne délenim rovnoramen-
ného pravoiihlého trojtihelniku na 2" subtrojihelniki. Povsimnéme si, Ze je mozné
prejit od aproximujici lomenice Knoppovy krivky (napt. pata iterace (dolni radek
uprostied) na obrézku k aproximujici lomenici Sierpinského krivky na ob-
razku (vpravo). Knoppova kiivka skutecné odpovida poloviné Sierpinského
krivky pri tthloptiéném fezu c¢tverce.
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Obrazek 2.18: Déleni pravouhlého trojihelniku na podobné subtrojihelniky,
jak provedl Pélya. Cervena Sipka uré¢uje pofadi vhodného usporadani subtroj-
thelki.

Knoppovu-Sierpinského krivku zobecnil Polya, ktery ukazal, ze 7 nemusi byt
nutné rovnoramenny trojuhelnik. Rozdéloval pravouhly trojuhelnik vzdy na dva
podobné subtrojihelniky, jak ukazuje obrazek [2.18]

2.2.4 Lebesgueova krivka

Lze ukézat?] Ze zobrazeni fr : I' — [0,1]? dané piedpisem

felon(20)2a)2) ) = (). (2.4)

kde I' = {03,(2¢1)(2t5)(2t3)...,t; = Onebo 1} znac¢i Cantorovo diskontinuum, je
spojité a na.

Pozndmka. Cantorovo diskontinuum I' je podmnozina [0, 1], kterou ziskame ode-
branim vsech prvki, které maji ve svém ternarnim rozvoji alespon na jedné pozici
1. Vyjimkou jsou konecné ternarni rozvoje s posledni cifrou 1, které lze prepsat
pomoci nekonecného rozvoje (03,1 = 03,02).

Alternativné: Cantorovo diskontinuum ziskdme opakovanym odebiranim pro-
stfednich tietin intervalll, jak ukazuje obrdzek 2.19 V prvnim kroku je to ode-
brén{ otevieného intervalu (3,2) z [0, 1] — zistanou tedy intervaly [0, 5] a [2, 1],
které dale délime stejnym zptisobem.

Obrazek 2.19: Grafické znazornéni konstrukce Cantorova diskontinua opa-
kovanym odebiranim tfetin intervalu. Cervené je zvyraznéna cast intervalu,
kterd v daném kroku néalezi Cantorovu diskontinuu.

Zobrazeni fr lze interpretovat geometricky. Na obrazku [2.20| je naznaceno
usporddani subctvercit v [0, 1]2 pii zobrazeni I'y (druhé déleni intervalu [0, 1] tzn.
mame celkem 4 uzaviené intervaly). V dal$im kroku, tj. T's, je patrné, Ze sub-
¢tverce na sebe piimo nenavazuji v mistech odebranych subintervala [0, 1], a je
tak nutné preskocit mezi subctverci tthlopricneé.

32Diikaz uvad{ napiiklad Sagan| (2012, str. 70).
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Obrazek 2.20: Geometrickd interpretace zobrazeni fr pro I'y a I's. Preruso-
vanou ¢arou je naznacen skok mezi nenavazujicimi subctverci.

Henri Leon Lebesgue rozsitil zobrazeni fr ze vztahu tak, aby zobrazovalo
cely jednotkovy interval [0, 1}@ Ziskal tak zobrazeni f;, které definuje Lebesgue-
ovu prostor-vyplnujici krivku:

b—a

A = [fr(a)(b—t)Jrfr(b)(t*a)]’ je-lit € (a,b),kde (a,b) NT = faabel, (25)
T ), je-lit €T, '

Na obréazku je zachycena aproximujici lomenice pro geometrickou kon-
strukei této krivky.

Obrazek 2.21: Aproximujici lomenice Lebesgueovy kiivky pro n = 1a?2.

Lebesgueova ktivka, na rozdil od prostor-vyplnujicich kiivek, se kterymi jsme
se dosud setkali, postrada nékteré lokalni vlastnosti. Neni zaruceno, ze kazda re-
strikce f; na subinterval [0, 1] bude také prostor-vypliujici kiivka, protoze obrazy
subintervalti nemusi odpovidat uspofédanym@ subctverctiim v [0, 1]?. Maximélni
intervaly, pres které neni Lebesgueova ktivka prostor-vypliujici, jsou prave ty z
dopliku Cantorova diskontinua I'“. Jakmile libovolny z téchto intervali zvétsime,
zahrneme okamzité i ¢ast, ktera jiz prostor-vyplnujici je.

Zéaroven je Lebesgueova krivka skoro vSude diferencovatelnd, coz pro ostatni
nami zkoumané prostor-vypliujici kiivky neplati, jak ukdzeme v ¢asti[2.3

33Rozsifeni zobrazeni na doplnék Cantorova diskontinua I'¢ (tzn. intervaly odebrané z
[0,1]) muselo zachovat spojitost, vyuzil proto linedrn{ interpolaci.
340brazy jsou rozmistény napfi¢ celym jednotkovym &tvercem.
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2.3 Nediferencovatelnost

Prostor-vyplnujici krivky, které jsme popsali v kapitole , jsou nediferen-
covatelné. Pozdéji v této kapitole provedeme diikaz, ze danou vlastnost maji Hil-
bertova a Peanova krivka. Nejprve se ale podivame na vyznam samotného pojmu
nediferencovatelnost.

Definice 7. Funkce f : R — R je diferencovatelnda v bodé a € R, jestlize
lim M existuje a je konecnd.
T—a T—a

Nediferencovatelnost v bodé pak znamenad, ze derivace funkce v daném bodé
neexistuje nebo je nevlastni. Nema-li funkce vlastni derivaci v zadném bodé a € R,
nabizi se oznaceni nikde nediferencovatelnd funkce. Vzhledem k povaze ceského
jazykalﬂ ovsem radéji ziistaneme u srozumitelnéjsiho opisu ,,nema derivaci v zad-
ném bodé*.

Poznamka. Pozdéji v této ¢asti prace se budeme zabyvat kiivkami, které nemaji v
zadném bodé derivaci. Nediferencovatelnost kiivek nebudeme specialné definovat,
nebof budeme pracovat s jednotlivymi slozkami zobrazeni, které chapeme jako
spojité funkce jedné proménné.

Funkce, které nemaji v bodé (typicky je to misto nespojitosti ¢i ,zlomu*)
derivaci, jsou ¢tenafri jisté dobre znamé, nebudeme proto zakladni predstavu po-
drobné budovat. Déle budeme uvazovat jiz funkce, které nemaji derivaci v zadném
bodé.

Funkce nespojité ve vsech bodech jsou jisté vhodnymi reprezentanty takovych
funkci. Prikladem miize byt Dirichletova funkcﬂ dand predpisem:

1, pokud z je racionalni ¢islo
D(z)= | bP J :

0, pokud z je iracionélni ¢islo.

Naproti tomu existence spojitych funkei, které nemaji derivaci v zadném bodé,
neni na prvni pohled tak zfejméa. Na pocatku 19. stoleti bylo nalezeni takové
funkce velkym prekvapenim, nebot byl rozsiten nazor, ze vsechny spojité funkce
musf nutné byt témét viude diferencovatelnd™| (Thim), 2003).

2.3.1 Monstra

Bolzano byl prvnim, kdo (kolem roku 1830) popsal spojitou funkei, kterd nema
derivaci v zddném bodé. Vlivem neptiznivych okolnosti doslo ke zvetejnéni téchto
jeho vysledku az o témér sto let pozdéji, v roce 1922 (Thim, 2003| str. 11).

Prvnim publikovanym piikladem spojité funkce, ktera nema v zadném bodé
derivaci, se tak stala Weierstrassova funkce, dnes zndma také jako Weierstrassovo

355 vyjimkou Lebesgueovy kiivky

36V Geském jazyce bézny dvojity zadpor vnasi moznost chybné interpretace. Anglickému pojmu
nowhere differentiable function odpovida preklad nikde nediferencovatelna funkce, ovSem v Ceské
literature se s timto oznacdenim prilis nesetkdvame.

370 jeji zndzornéni se ani s vyuzitim poéitacové grafiky nebudeme pokouset.

38 A. M. Ampere se dokonce pokusil tvrzeni dokdzat na zékladé ,intuitivné evidentniho faktu
o lokdlnich vlastnostech kiivek (Kucharskil 2014, str. 21).
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monstrum, kterou predstavil K. Weierstrass roku 1872 (Thim) 2003, str. 20-21).

Je dana predpisem

kde 0 < a < 1,

ab> 143"

W(z) =

2 Y

oo
Z a® cosbrrx,
k=0

b > 1 je liché celé ¢islo]”

Graf Weierstrassovy funkce, viz obrazek si lze predstavit pro & = 0
jako kosinovou vinu, v dalsim kroku, tj. k£ + 1, se zavini i v misté, kde se vina
nenachézela. Takto v dalsich krocich dochazi opakované k eliminovani mist bez
vln a vysledkem je ,nekonecné zubata“ funkce.
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Obrazek 2.22: Priblizeni grafické konstrukce Weierstrassova monstra kon-
krétné pro a = %, b = 5. Postupné zvysujeme k = 0,1, 2, 3.

Na obrazku je také patrna dalsi vlastnost Weierstrassovy funkce, a sice
sobépodobnost. Kazda c¢ast grafu ma podobny tvar jako graf pfi riizném zmenseni
¢i zvetseni. Volné feceno, libovolny zoom bude vypadat ,stejné® jako jeho pred-
loha. Stejné chovani jsme pozorovali jiz u prostor-vyplnujicich kiivek, dokonce je
na tomto principu zaloZena jejich konstrukce (viz [2.1.1)).

Po Weierstrassové prikladu bylo predstaveno mnoho dalsich ze skupiny spo-
jitych funkci, které nemaji v zadném bodé derivaci. V matematice jsou casto
nazyvany monstry@l Jejich podrobnéjsi prehled, kterému se ale v této praci ne-
budeme vénovat, uvadi ¢i Jarnicki a Pflug (2015). Ukazeme ale, ze
i nékteré prostor-vyplnujici kiivky (resp. jejich slozky) spadaji do skupiny téchto
monster.

39Pozd&ji bylo dokazano, ze podminku lze zjednodusit na 0 < a < 1, ab > 1,b > 1. Dikaz

uvadi napi. W m str. 22-25).

40 Jako prvni s timto oznadenim pI‘lbel Henri Poincaré pti popisu pravé Weierstrassovy funkce

(Kucharski BOTE sir. 21).
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2.3.2 Nediferencovatelnost Peanovy a Hilbertovy krivky

Jiz. Peano v préci (Peanol, |1890), kde popisuje svou prostor-vypliujici kiivku,
poznamenava, ze tato (spojita) kiivka nema v zddném bodé derivaci. Peano ovSem
nepripojuje zadné dalsi vysvétleni ¢i diikaz tohoto tvrzeni.

Stejnou poznamku nalezneme i u Hilberta (Hilbert, |1891), opét bez podani
dikazu. Dukazy veét m a (8 které nyni provedeme, uvadi [Sagan (2012).

Véta 7. Slozky on, ¢, Hilbertovy krivky f,([0,1]) definované v definici [ nemaji
v Zddném bodé derivaci.

Diikaz. Dukaz provedeme pro prvni slozku ¢, zobrazeni f,([0,1]), pro druhou
slozku je postup analogicky.

Zvolme libovolné t € [0, 1]. Pro jakékoli n > 3 najdeme ¢, € [0, 1] takové,
Ze |t —t,] < 12 a soufadnice ¢ (t) obrazu ¢ se lisi od soufadnice @y (t,) obrazu
t, alespon o subCtverec o strané 55, tj. [ (t) — @u(tn)| = 5. To je mozné vidy,
nebof vime, ze libovolny subctverec n-té generace je obklopenﬂ nejvyse osmi sub-
¢tverci n-té generace. Pridame-li k témto osmi subctverciim libovolny jeden dalsi,

mame jistotu, ze dokazeme vybrat z téchto celkem deseti@ subctverct dva, které

se budou lisit alespon o subctverec o strané 2% Deset subc¢tverctu pak odpovida
deseti subintervalim n-té generace, jejichz celkova délka je tak i—g.
Dostavame
t) — tn "
|90h(i fh( ) 21—0—>oo pro n — oo. (2.6)

Méme tedy diferencéni podil[2.6] ve kterém ¢, pro n — oo predstavuje posloup-
nost vnotrenych subintervalii. Nyni chceme prejit pomoci limitniho procesu k de-
rivaci. Pro libovolnou posloupnost (%,,)5°, jsou splnény podminky Heineho véty,
nebot lim #, = s, kde s € [0,1],aVn € N : t, # s. Podleje lim |on(tn)]| = oo,
a tedy podle Heineho véty je }gn lon(t)| = oo, pokud limita existuje. Odtud do-

staneme, ze konecna limita diferen¢niho podilu neexistuje.

Tedy ¢, je nediferencovatelna v t. Protoze jsme provedli ditkaz s predpo-
kladem volby jakéhokoli ¢t € [0, 1], nema ¢, derivaci v zddném bodé. Totéz lze
dokéazat pro druhou slozku vy,. O]

Pravé podany dikaz je do urcité miry vystavén na geometrické predstavé
konstrukce kiivky. Vyuzivame znalost vzdédlenosti obrazi na zakladé délky strany
subétverce pro danou iteraci. Je mozné vétu [7] dokézat jesté jinym zpusobem,
ktery vyuziva analytického vyjadreni predpisu zobrazeni f;, jehoz odvozeni vy-
chdz{ z druhého (aritmetického) typu konstrukce Hilbertovy kiivky (viz [2.1.1).
Toto odvozeni spolecné s alternativnim dikazem véty [7] je provedeno podrobné v
(Sagan, 2012, str. 18-21 ), zde jej uvadét nebudeme.

Véta 8. Peanova kivka f, ze vztahu[2.4 nemd derivaci v Zidném bode.

Diikaz. Pro jakékoli x = 03,t1tats . . . taptonritonia - -+ € [0, 1] definujme
Ty = Og,tltgtg Ce t2nT2n+1t2n+2, kde Ton+1 = t2n+1 +1 (mod 2) Potom se z a Tn lisi

41Skuteéné zamérné nevolime slovo sousedi, nebot nyni zahrnujeme i subétverce, které maji
s jednim zvolenym spole¢ny i pouze vrchol.
42Nezapomeiime na, subétverec, ktery je obklopovan.
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pravé na pozici radu 32,% aplati |z — z,| = 32,% Pro prvni slozku ¢, zobrazeni
f» podle [2.2| dostaneme, zZe ternarni rozvoje ¢,(x) a ¢,(z,) se lisl pouze na pozici
(n+1). Odtud

tot+tq--+t2 totta---+t2
o n " Ton+ .
|k "tony1 — k Ton41] 1
lop(x) — wp(n)| = I+l = 3o

dostaneme tedy

©p(T) — @p(Tn)

Tr— T,

=3"—> o0 pro n— oo,

¢, je tak nediferencovatelna v z. Protoze x € [0, 1] bylo voleno libovolné, nema ¢,
derivaci v zddném bodé. Pro druhou slozku v, plyne ditkaz nediferencovatelnosti
ze vztahu V(1) = 3p,(3). O

2.3.3 Derivace jako rychlost

Podivejme se na nediferencovatelnost nékterych prostor-vyplnujicich kiivek
jesté z jednoho pohledu. Na parametr ¢ € [0, 1] 1ze nahliZet jako na plynouci cas.
V tom pripadé by ktivka byla trajektorii néjakého pohybu a derivaci v bodé ¢
bychom oznagdili jako jeho okamzitou rychlost v case t. Jiz vime, ze délka krivky
se s kazdou iteraci prodluzuje, ale Casovy interval zustava neménny.

Priklad. Porovnejme dvé situace na prikladu letici mouchy: Moucha ma za tkol
doletét z levého dolniho vrcholu ¢tverce do pravého horniho vrcholu, pricemz musi
vzdy proletét stredem vsech subctvercti n-té generace v jednotkovém ctverci. Pro
n = 0 neni jednotkovy ctverec rozdélen - moucha za jednu jednotku casu urazi
dréahu [;. Ve druhém ptipadé je jednotkovy ctverec rozdélen na 9 subctverct.
Moucha poleti po draze Iy, ktera je nutnd®| delsi nez v predchozim pifpadé, plati
tedy I, > [,. Cas, za ktery urazi novou drahu o, je ale stéle stejny, nebot ¢ probihé
opét tentyz jednotkovy interval [0, 1]. Mizeme tedy usoudit, ze rychlost, kterou
se moucha pohybuje, je ve druhém pripadé vétsi.

Tentyz zaveér lze ucinit pro dvé iterace radu n a m, kde n > m. S rostouci jem-
nosti déleni (rostoucim fadem iterace n), bude nartistat i rychlost. Jelikoz délka
vysledné prostor-vyplnujici kivky je nekonecna a casovy interval ziistava jednot-
kovy, poroste rychlost nade vSechny meze. Pojem rychlosti v takovém limitnim
pripadé nema smysl zavadét. A tedy se zda, ze ani derivaci nebude mozné zavést.

Jak uz jsme zminili v ¢asti[2.2.4] ne vSechny prostor-vypliujici kivky nemaji
derivaci v zddném bodé. Napriklad Lebesgueova ktivka je skoro vsude diferenco-
vatelnd, konkrétné je diferencovatelna na I'“. Naopak prostor-vyplnujici krivku,
ktera by méla derivaci v kazdém bodé, nenajdeme, jak dokazal roku 1980 M.
Morayne (Sagan, 2012, str.78-79).

2.4 3D prostor-vyplnujici krivky

Doposud jsme se vénovali krivkam, které vyplni plochu néjakého dvojrozmeér-
ného objektu. Pomoci vhodnych zobrazeni je mozné konstruovat kiivky vyplnujici

43Plati za predpokladu, ze moucha voli vidy nejkratsi moznou trajektorii.
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prostor i vyssich dimenzi. Pfedstavime si strucné alespon nékteré podoby téchto
krivek ve 3D, nebof ty si Ize stdle pomérné snadno predstavit. Podrobnéji se troj-
rozmérnym prostor-vyplnujicim kiivkam vénuje (Bader, 2012)) a Sagan (2012)@.

Jak prejit o dimenzi vys?

na

Nasim cilem je ziskat alespoii princip zobrazeni @ : [0, 1] =% [0, 1]3, kde [0, 1]?
nazyvame jednotkovou krychli. Jiz zndme zobrazeni, které dokéze zobrazit [0, 1]
na ¢tverec. V trojrozmérném prostoru, dosdhneme téhoz zobrazeni volbou kon-
stantni treti souradnice, v nasem pripadeé si zvolime soutradnici z = 0. Mame tak
zobrazeni fa : [0,1] — [0,1]* jednotkového intervalu na dolni podstavu jednot-
kové krychle. Obrazem bodu t € [0, 1] je bod fa(t) = (¢(t),%(¢),0).

Chceme vyplnit celou krychli, potfebujeme tedy zobrazeni, které pritadi takto
ziskanému bodu z-ovou souradnici. Takové mize byt naptiklad zobrazeni
fe : (,9,0) = (¢(x),y,9(x)), kde z,y € [0,1]. Obrazem bodu (x,y,0) pro
konkrétni y € [0, 1] je jednotkovy Ctverec, ktery je fezem krychle.

Pozadované zobrazeni ® tak ziskame slozenim zobrazeni f4 a fp, tedy
® = fp o fa. Dostaneme ®(t) = fu(p(t), ¥(t),0) = (@(p(t)), ¥(1), ¥ ((1))).

Obé zobrazeni f4 a fp jsou spojitd, jejich slozenim vzniklé zobrazeni ¢ bude
tedy také spojité. Zaroven je zobrazeni ® surjekce, coz 1ze nahlédnout z nasledu-
jictho. Zobrazeni fp zobrazi kazdou tsecku dolni podstavy krychle rovnobéznou
s osou z (tedy pro dané y) jako Fez krychle v daném y rovinou rovnobéznou s
rovinou xz. Zobrazeni f4 ale probéhne takové tisecky pro vsechna y. Vysledné slo-
zené zobrazeni ® tedy probéhne popsané fezy pro vSechna ﬂ, tudiz je skutecné
zobrazenim na [0, 1]3.

Obdobné, tedy skladanim dalSich zobrazeni, lze tvorit zobrazeni do vyssich
dimenzi.

2.4.1 3D Hilbertova krivka

Geometrickd konstrukce trojrozmérné Hilbertovy prostor-vypliujici ktivky
musi splnovat analogické podminky jako ta dvojrozmérna. V principu stale prova-
dime opakované déleni, tentokrat krychli v n-tém kroku délime na 8" subkrychli.
Prvn{ déleni je naznaceno na obrazku [2.23]

Obrazek 2.23: Prvni déleni jednotkové krychle na 8 subkrychli.

44Sagan| (2012) dale rozebira pravé i konstrukee prostor-vypliujicich kiivek vyssich dimenzi.
45Pfestoze to neni ,jeden po druhém®.
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Musime dodrzet vhodné usporadani subkrychli, abychom zachovali spojitost
zobrazeni. Tedy i pro trojrozmérnou variantu ktivky plati: Sousedici subinter-
valy se zobrazi na sousedici subkrychle se spole¢nou sténou a kazdé zobrazeni
zachovava to predchozi ve smyslu analogickém k Hilbertovym podminkam.

Podminky spliuji celkem tii podoby zakladniho tvaru pro konstrukei 3D Hil-
bertovy ktivky , . Na obrazku jsou tyto podoby zachyceny, pti-
¢emz tvar vlevo je nejpodobnéjsi dvojrozmérné varianté. PovSimnéme si jesté, ze
trojrozmérna Hilbertova kiivka muze byt konstruovana i ze zakladniho tvaru, je-
hoz poc¢éatecni a koncovy bod lezi na opa¢nych koncich télesové tthlopricky krychle,

viz obrézek (vpravo).

5§

Obrazek 2.24: Tti mozné podoby zakladniho tvaru 3D Hilbertovy prostor-
vypliujici ktivky.

Konstrukce 3D Hilbertovy kiivky ani pti vybéru konkrétniho zakladniho tvaru
neni jedina. Diky riznym otocenim a symetriim v jednotlivych krocich je mozné
ziskat celou skupinu ktivek, které 1ze nazvat trojrozmérnymi Hilbertovymi kiiv-
kami. Pocet zptisobil, jakymi prochazet jednotlivé subkrychle, a tedy i pocet
riznych aproximujicich lomenic prevysuje 1500.@ Na obrazku je naznacena
jedna z moznych konstrukei trojrozmérné Hilbertovy kfivky v prvni a druhé ite-
raci.

Obrazek 2.25: Prvni iterace zachycujici vhodné poradi usporadani subkrychli
—prochdzime postupné stiedy vSech subkrychli (vlevo), druh4 iterace pro roz-
déleni na 64 subkrychli (uprostred) a pro vétsi prehlednost samostatné vykres-
lend aproximujici lomenice tfeti iterace (vpravo).

46 Jedn4 se o riizné podoby aproximujicich lomenic, kdy za dvé rfizné povazujeme i symetrické
verze. Samoziejmé také nyni uvazujeme pouze ruzné podoby aproximujicich lomenic pro jednu
iteraci, pricemz pro iterace vyssi predpokladdme vyuziti stdle stejného zpusobu prochdzeni
subkrychli, ktery odpovida principu rozebiranému v predchozich ¢astech prace. V pripadé, ze
bychom v kazdé iteraci volili jinou aproximujici lomenici, resp. poradi prichodu subkrychlemi,
pocet moznosti by byl, zd4 se, nekone¢ny.
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Podobné jako tomu bylo v ¢asti [2.1.1} i pro trojrozmérnou verzi kivky exis-
tuje aritmetické vyjadreni, pomoci néhoz lze provést jeji konstrukci. Tentokrat
vyuzivame zapis v oktalni (osmickové) soustavé, nebot v kazdém kroku délime
interval na 8 subintervalii. Zaroven definujeme slozena zobrazeni, ktera nasledné
opakované aplikujeme v prvnim kroku na zakladni tvar, dale na prislusnou iteraci.
Predpisy téchto zobrazeni zde nebudeme uvédétEl7 nebot se opét lisi dle prislusné
volby usporadavani subkrychli v krychli.

2.4.2 3D Peanova krivka

Spolecné s prvni prostor-vyplnujici kiivkou, které jsme se vénovali v casti

2.1.2] piedstavuje Peano ve své préci (Peano| [1890) trojrozmérny pifpad takové
kiivky. Zavadi ji pomoci zobrazeni f, : [0,1] — [0,1]3, pro jehoz slozky ©,, ¥y, Xp
plati:

@p(03,t1t2t3 Ce ) = 03,b1b2b3 ey
wp(03,t1t2t3 e ) = 03,010203 ey
Xp(03,t1t2t3 Ce ) = 03,d1d2d3 ey

kde

b :kC1+“‘+Cn—1+d1"‘+dn—lt3 9
n n—2,

c, = Jbrtotbnitditdn— t3n_1,

d, = kb1+-~~+bn71+61~"+cn71tgm n=123...,

pro kt; = 2 —t;, t; = 0,1,2. Dikaz, Ze zobrazeni f, ma poZadované vlastnosti,
tedy je spojité a na, uvadét nebudeme, nebot je obdobny jako pro 2D variantu
Peanovy kfivkyﬁ

Obrazek 2.26: Zakladni tvar konstrukce 3D Peanovy kiivky (vlevo), prvni
iterace tj. rozdéleni na 27 subkrychli (uprostfed) a pro vétsi prehlednost sa-
mostatné vykreslend aproximujici lomenice druhé iterace (vpravo).

Trojrozmérnou Peanovu kiivku je mozné konstruovat také geometricky. Jiz
jsme uvedli, ze existuje celd skupina trojrozmérnych Hilbertovych kiivek. Pro
Peanovu kiivku jsme narazili na mnoho rtiznych variant jiz ve dvojrozmérném

47Ctenéie odkazeme na literaturu str. 26-29) a str. 113), ze které

je mozné konkrétni priklady predpisu transformaci Cerpat.

487ptisob, jakym diikaz lze provést, popisuje napi. (2012).
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prostoru. Neni tedy prekvapenim, Ze i trojrozmérnymi Peanovymi kiivkami lze
nazvat celou skupinu kfivek. Vzhledem k rozmanitosti pripadt uvedeme ptibli-
zeni Peanovy krivky ve 3D pro zakladni tvar, ktery se podoba dvojrozmérnému
(viz Cast . Samotna geometrickd konstrukce opét vychazi z principu déleni
jednotkového intervalu a jednotkové krychle, tentokrat na 27" ¢asti.

Diky vlastnostem zakladniho tvaru (podoba s oto¢enym pismenem S, viz ob-
razek a je mozné provést déleni v jednom kroku i jemnéji. Pro dvoj-
rozmérny piipad je to na 52 & 7" ¢asti v kazdém kroku, jak je zndzornéno na
obréazku [2.27] pro trojrozmérny pak 5 ¢ 7°". Lze dojit k zavéru, Ze s vyuzitim
zékladniho tvaru na obrdzku [2.26] (vlevo) je mozné konstruovat celou novou ro-
dinu Peanovych ktivek, na zakladé déleni krychle na k™ x [™ x m™, kde k,[,m
jsou lichd prirozend ¢isla a n — oo oznacuje iteraci (Bader, [2012).

Obrazek 2.27: Prvni iterace Peanovy kiivky pro déleni na 25 a 49 subctvercii.
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Z.aver

Prostor-vyplnujici kiivky, pomineme-li Lebesgueovu ktivku, maji dalsi ty-
pickou vlastnost, na kterou jsme narazili jiz v ¢asti vénované matematickym
monstrum. Jedna se o sobépodobnost. Podle geometrické konstrukce prostor-
vypliujicich krivek, ktera stoji na principu nekonecného opakovani podobného
motivu pro jemnéjsi a jemnéjsi priblizeni, je jasné, ze sobépodobné budou.

Se sobépodobnosti je tzce spjat pojem fraktalti. Nabizi se otazka, zda se
prostor-vyplnujici ktivky radi mezi fraktalni objekty. Skutec¢né je tomu tak, pros-
tor-vyplnujici kiivky, které jsme popsali v této praci, jsou (az na vyjimky) special-
nim ptipadem fraktalt. Pro podrobnéjsi zdivodnéni jiz ale odkazeme c¢tenate na
literaturu. Prostor-vyplnujici ktivky v souvislosti s tzv. L-systémy rozebira Bader
(2012). Dale pak Sagan| (2012)) vénuje fraktédlim devétou kapitolu, ve které uvadi
sirsi souvislosti také z pohledu fraktalni dimenze.

Fraktaly proto mohou byt vhodnym navazujicim tématem pro ¢tenéfe se za-
jmem o matematické koncepty podobné tém praveé popsanym ¢i dalsim nastrojem
pro nahlizeni na prostor-vypliujici kiivky a zkoumani jejich vlastnosti.

V moderni matematice je mozné existenci prostor-vyplnujicich krivek doka-
zat i obecnéji, nez jak jsme ukézali zde. Ovsem cilem této prace bylo predstavit
zajimavy matematicky koncept tak, aby i ¢tenar, ktery se s podobnym tématem
setkdva poprvé, si osvojil urcity zptsob uvazovani, pochopil princip konstruo-
vani ktivek vyplnujicich prostor a pronikl do problematiky natolik, aby se v této
oblasti dokazal sam dale vzdélavat. S modernim pojetim bychom dosahli obec-
nejsich vysledkt, ale prisli bychom o mnohé zajimavé myslenky, které prispivaji
k celkovému lepsimu porozuméni na pozadované trovni.

Cela prace vychazela predevsim z pojeti prostor-vyplnujicich krivek, které
uvadi Sagan| (2012), jehoz kniha je podrobnym souhrnem problematiky prostor-
vypliujicich kiivek. Nékteré predstavené principy se dale vyuzivaji v matematické
informatice. |Bader| (2012) se ve své knize témto aplikacim vénuje a uvadi také
uceleny piehled prostor-vypliujicich kiivek a jejich konstrukei. Ctenafe, ktery by
mel zajem toto téma studovat podrobnéji dale, odkazujeme predevsim na tyto
dvé publikace.
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