ARITMETICKE POSLOUPNOSTI VYSSICH RADU
Vlastimil Dlab, Praha

Resumé. Cilem ¢lanku je objasnit postaveni aritmetickych posloupnosti vyssich fadt v mnoziné
vSech posloupnosti. Ty je nutno chapat jako dvojice posloupnosti tésné svazanych jednoduchymi relacemi
diferen¢nich ¢i sumabilnich posloupnosti, tj. operacemi oznacenymi v textu symboly A a V. Tato dualita
prirozenou cestou piinasi definici alternujicich aritmetickych posloupnosti. Vsechny tyto posloupnosti
je mozno identifikovat s polynomy a velmi specidlnimi, explicitné popsanymi rekurzivnimi posloupnost-
mi. Uvedené vysledky poukazuji na tizkou souvislost mezi fadou matematickych objektt, na dtlezitost
kombinaé¢nich éisel a vztahti mezi nimi (vlastnosti Pascalova trojihelniku). Jsou zde podavény formou

pristupnou dobrym absolventim gymnazialni matematiky.
UVOD

Tento prispévek ma svij ptivod v imyslu oprésit jeden ze zajimavych pojmi elementarni matematiky,
ktery byval soucasti stfedoskolského uciva (viz napt [3]). S timto cilem jsem na poslednim, 11. setkani
ucitelt matematiky v Srni nabidl narychlo sepsany elaborat. Byl jsem velmi potéSen zédjmem o toto téma,
a zvlasté pranimi tyto poznamky publikovat. Cinim tak z nékolika dtivodi, z nichz alespon jeden bych
rad uvedl. Toto téma dava piilezitost experimentovat s jednoduchymi (ale ne zcela jednoduchymi) vztahy
mezi ¢isly a pohrat si s nimi. Pfispiva tak k hlubsimu porozuméni elementérni matematice a aritmetice,
davéa prilezitost uciteltim stfednich skol vzbudit u zakd zadjem o matematiku. S timto zameérem jsem se téz
snazil tento text sepsat. Obzvlasté posledni poznamky davaji zdktim i ucitelim hodné namétt k nachazeni
novych a novych vztahii mezi pojmy, které se jinak v hodinadch matematiky mohou zdat nezazivnymi.

Pred sepsanim posledni verze tohoto ¢lanku jsem si uvédomil, Ze chceme-li dospét k dikladnému
porozuméni aritmetickym posloupnostem, musime je zaradit do SirSiho rdmce obecnych posloupnosti. To

vysvétluje uvedeni nékolika poznamek v ivodni sekci tohoto prispévku.
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Dovolite-li mi malou osobni poznamku, zminil bych své gymnazidlni poznamky na toto téma [1], které
jsem nedavno nalezl a které prispély k mému presvédceni, ze téma aritmetickych posloupnosti vyssich radua
je vhodné a pfimérené stiedosSkolské matematice. Rad bych téz upozornil na préce F. J. Studnicky [3],
V. Veselého [4] a J. Vysina [5], ktefi uzivaji podle mého nézoru vhodnéjsi termin posloupnosti vyssich

stupnit misto soucasné uzivaného posloupnosti vyssich rada.
OBECNE POSLOUPNOSTI

Necht IT je mnozina v8ech posloupnosti redlnych ¢&isel.* Je-li a = (a1,a9,...,as,...) = (as | 1 < s),

pisme A; ; = a5 a definujme rekurzivné (nekonecnou ¢tvercovou) matici M(a) = (A, 5)1<y s, kde

Ar s =001, 541 —Ar_1, s provSechna 1<r a 1<s. (1)

)

Posloupnost (A, | 1 < r) ozna¢me b. Tedy b = (b, | 1 < r), kde b, = A, 1; poznamenejme, Ze
by = ay. Je tedy a prvni fadek matice M(a) a b jeji prvni sloupec.

Pomoci vztahu (1) ihned odvodime, Ze

)

Ar s =Ar41, s-1+A, s-1 provsechna 1<7r a 2<s. (2)

Relace (1) nas upozornuji, ze horizontdlné odcéitame, tj. TFadky matice M(a) reprezentuji diferenc¢ni
posloupnosti (posloupnosti rozdili). Sloupce matice M(a) reprezentuji podle pfedpisu (2) sumabilni

posloupnosti (posloupnosti sou¢tir): vertikalné sc¢itdme.

* Vsechna tvrzeni plati pro prvky jakéhokoli nekone¢ného oboru integrity. V tomto ¢lanku vSak budeme

vénovat zvlastni pozornost posloupnostem celych cisel.
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A1 1=a1=b Ay 2=a3 Aiz=az | Ais=ay Ay 5=as Ay 6=as Ay s=as
1
1
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1
1
Ao 1=bo Az o Ao 3 : Aoy A5 Az Ao s
1
1
T
1
1
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1
1
1
1
1
1
Age Ay, s
As6 As s
VAV Ag,s
A'r‘,lzb'r‘ AT,Q ATA,B Ar,4 AT,S Ar,6 Ar,s

V této matici snadno vy¢islime vazby mezi vyznacenymi udaji. Uzitim vztahi (1) dostaneme rovnost

Azs =005 —Dos=N1g—A15— (D15 —A1a) =D16—2A15+A14

a uzitim vztahd (2) rovnost

Ay =A43+A33=A50+A40+040+A30="261+A51+A51+841+A51+841+841+A31=

= Ag,1 + 3051 + 3441 + Az 1.
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Tyto vztahy jsou specialnimi pripady nasledujiciho dilezitého tvrzeni. Jednd se o vzorce, které vyjadiuji
prvek stojici na misté rs pomoci prvk® prvniho fadku, resp. prvniho sloupce.

Véta 1. (a) Pro vsechna 1 <r,s je

r—1

A= (7 ) A ®)

a tedy

<3

b — (_1)T—k<£: D’“ (4)

=1

=

(b) Pro vsechna 1 <r,s je

s—1
s—1
Ar,s — Z < k )Ar—l—s—l—k‘,la (5)

k=0

a tedy

Dikaz. Rovnosti (4) a (6) jsou jednoduchymi dusledky rovnosti (3) a (5); sta¢i zaménit pofadi séi-
tanct. Ukazuji, jak se prvky prvniho fddku matice M(a) vyjadii pomoci prvka prvniho sloupce a naopak.

Jelikoz ditkaz rovnosti (3) je obdobny dikazu rovnosti (5), dokazme zde (5) a ponechejme dikaz
vztahu (3) ¢tenairam.

Rovnost (5) dokdzeme indukeci podle n = r + s. Vzorec je trividlni pro n = 2. Predpoklddejme tedy
jeho platnost pro vSechna A, ;, kde i + j < n. Pro r + s =n, piSme A,_, ;. V tomto ptipadé je (5) opét
trividlni pro s = 1. V dalsim postupujme indukci podle s. Za pfedpokladu, ze (5) plati pro s, dokazeme

platnost (5) pro s+ 1. Uzitim vztahu (2) a indukénich predpokladi dostavame

s—1 s
s—1 s—1
Anf(erl),erl = An—s,s + An,(s+1)73 = § ( k >An—1—k,1 + g (]{? _ 1) An—l—k:,l =
k=0 k=1
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s—1 s
S S
=A,1+ E <k> Ap g1 TAp_1-s1 = E <k>An1k,17
k=1

k=0

coz bylo dokazat.

Formulujme je$té jednoduchy vztah pro posloupnost s = (s, = >, as | 1 < n) Easteénych soudti

posloupnosti a. Ukazuje, jak se soucet prvnich n prvkua prvniho fadku matice M(a) vyjadfi jako linearni

kombinace prvnich n prvk prvniho sloupce této matice, pricemz koeficienty jsou kombinaéni ¢isla.

Véta 2. Pro vsechna 1 <n je

Diikaz. Rovnost (7) dostaneme okamzité uzitim vztahu (6) a zaménou potadi séitanci:

m=Xe= S (S () =2 (RG0S (O

s=1 \k=1 k=1 \s=k k=1

Zde jsme pouze pouzili dobfe zndmého souctu
k—1+ k +l<:—|—1+ +n—1_n
k—1 k—1 k—1 k—1) \k)
Nyni definujme néasledujici dvé zobrazeni A : II — Il a V : Il — II, tj. transformace mnoziny vSech
posloupnosti realnych ¢isel: Je-lia= (as |1 <s)ab=(b.|1<r), potom
A(a) =b, kde b, jsou dany vztahem (4) a

V(b) =a, kde as jsou dany vztahem (6).

Véta 3. Zobrazeni A a V jsou navzdjem inverzni (a tedy bijektivni) transformace mnoZiny II, tj.

AV = VA = Iy,
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kde Iy je identické zobrazeni mnoZiny I1.
Diikaz. Dokazme, ze AV = Iy, dikaz rovnosti VA = Iy je obdobny. Z predchozich definici vyplyva,

ze pro AV(b) = (c¢) = (¢; | 1 <'t) plati

o = kil(_l)t_k(;;:ll) zk:

nebot
Navic je

coz se rovna 0 pro [ < t a (—1)! pro [ =t. Proto ¢; = (—1)2 (tgl)bt = by, a tedy AV (b) = b.

Poznamka 1. Dikaz Véty 3 bezprostfedné ziskdme uzitim matice M(a), konkrétné relaci (1) a (2)
svazujicich jeji ¢leny. Ty byly vlastné podstatou formuli (4) a (6), které jsme v pfedchozim vypoétu
pouzili. Jak jsme vid€li, dtlezitou c¢asti dtikazu byla rovnost

r
Z(—l)k (;;) <l:> =0 pro vSechna s <.
k=s

Nyni je jisté na misté ilustrovat uziti zobrazeni A a V, tj. vyznam relaci (4) a (6). Casto timto
zpusobem, tj. zvolenim vhodné posloupnosti a a uzitim vztahu (6), dostaneme zajimavé vyjadreni ¢leni as.
Tak napf. volba popularni Fibonacciho posloupnosti F = (Fs | 1 < s) spliujici F; = F» = 1 a Fyi0 =
Fsi1 + Fs vede k alternujici Fibonacciho posloupnosti A(F), a odtud podle vzorce (6) k nasledujicimu

vyjadfeni n-tého Fibonacciho ¢isla:

F,=1+ ni(—l)’f <n . 1) Fi_y.



Rovnéz je snadné se presvédlit, ze A-obrazem geometrické posloupnosti je opét geometrickd posloup-
nost. Jinymi slovy, podmnozina vSech geometrickych posloupnosti je vzhledem k zobrazeni A (a tedy

i k zobrazeni V) invariantni podmnozinou. Formulujme tento fakt jako samostatné tvrzeni.

Véta 4. Oznacime-li geometrickou posloupnost, jejiz proni clen je a a kvocient q symbolem g, q),
je A(8(a,q)) = B(a,q—1), @ tedy t€Z V(g(a.q)) = 8(aq+1)- 10 znamend, Ze zobrazeni A a V indukuji na
podmnoziné Il gy C II vsech geometrickych posloupnosti bijektivni zobrazeni.

Podobnou vétu mtzeme téz formulovat pro podmnozinu Il ) C II vSech rekurzivnich posloupnosti
a = (a1,as; p,q), kde a2 = pan+1 + qa, pro véechna 1 < n (viz [D]).

Véta 5. Zobrazeni A a V indukuji na podmnoziné 1y o) bijektivni zobrazeni:
A(a1,az; p,q) = (a1,a2 —a1; p—2,p+q—1), atedy V(ar,az; p,q)=(a1,a1+az; p+2,q—p—1).

Oznac¢me nyni symbolem a, 4) aritmetickou posloupnost, jejiz prvni clen je a a diference d. Thned vidime,
7ze pro b = A(a(a,d)) je by = a, by =d a b, =0 pro vSechna r > 3. Toto je ten nejjednodussi pripad, ktery
je hlavnim pfedmétem tohoto ¢lanku.

Uvedme v této souvislosti méné trivialni priklad. UvaZzujme posloupnost a, pro niz as = ("+z_1).

Piseme-li opét b = A(a), potom b, = (k—?-&-l) pror <k+1ab,=0pror>k+ 2 Uzitim vztahu (6)
dostavame
s—1
—1
aS:Z<Sl ><k‘nl) pro s<k+1
1=0 N
a

k
s—1 n
as—z< ) ><k—l> pro s>k+1.

=0

Napftiklad pro k = 2 to znamena, Ze pro s > 3 je

= ()60 26)



a jak uvidime v nasledujici sekci, as je hodnota polynomu

1
Pa(z) = 5[962 +(2n = 3)x +n? — 3n + 2]

pro x = s.



ARITMETICKE POSLOUPNOSTI VYSSICH RADU.

Konecné se dostavame k samotnému tématu tohoto ¢lanku. V piedchozi sekci jsme uvedli priklad
posloupnosti a, pro niz posloupnost b = A(a) méla od uré¢itého indexu ng samé nuly, tj. b. = 0 pro
v8echna r > ng. Na zakladé vzorce (2), je tato vlastnost ekvivalentni tomu, ze A, s = 0 pro vSechna

1 < s, tj. no-ty fadek matice M(a) je nulovy (a vSechny dalsi rovnéz). To nas vede k nasledujici definici.

Definice 1. Posloupnost a = (as | 1 < s} se nazgvd aritmetickd posloupnost vyssiho Fadu,
jestlize existuje r takove, Ze A, s = 0 pro vsechna 1 < s. Nejmensi d takové, Ze Agio, s = 0 pro vSechna
1 < s, se nazyvd Fad této aritmetické posloupnosti.

Poznamka 2. V tomto nézvoslovi jsou nestacionarni aritmetické posloupnosti, jak je zndme z ele-
mentarni algebry, aritmetickymi posloupnostmi fadu 1. Aritmetické posloupnosti, pro které je a; = ¢ # 0
pro vSechna 1 < s, jsou aritmetickymi posloupnostmi rddu 0, zatimco posloupnost nulova je aritmetickou
posloupnosti radu —1.

Poznamka 3. V souhlase se vztahem (2), je posloupnost a aritmetickou posloupnosti fadu d pravé

tehdy, kdyz b = A(a) spliiuje podminku
bg+1 #0 a b, =0 pro vSechna d+2 <.

Tedy aritmetické posloupnosti vyssich fadu jsou pravé ty posloupnosti a, pro néz ma A(a) pouze kone¢ny
pocet nenulovych ¢lent.
» . v v / z /. x
Poznamka 4. Jelikoz se v nékterych dale uvedenych rovnostech budou vyskytovat symboly (k),
pfipomenime, Ze definice kombinac¢nich ¢isel miize byt snadno rozsifena pro libovolné ¢isla = (a pfirozend

¢isla k):

k)~ k!

m(r—1)

(x) 2(z—1)(x—2)...(t—k+1)

)2 — % v bodé

N|—=

Napft. (g) je prosté realné ¢islo , totiz hodnota kvadratického polynomu y = %(a: —

x = 7. Snad je na misté pfipomenout, Ze nase posloupnosti nemusi byt celociselné.
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Nyni uz formulujme nékolik vét, totiz dusledkt Véty 1.

Véta 6. Ke kazdé aritmetické posloupnosti a = (as | 1 < s) 7ddu d existuji jednoznacné uréené
polynomy Va(z) stupné d, pro néjz plati Va(s) = as, a Sa(x) stupné d + 1 s nulovgm absolutnim clenem,
pro néjz plati Sa(n) = > as.

Dikaz. Uzitim Véty 1 a Véty 2 (totiz rovnosti (6) a (7)) snadno ukazeme, ze

S0 =Y (7)o (9

Je snadné se presvédcit, ze kazdy polynom P(z) = Zi:o Apx™ mé tvar Va(z) pro vhodné zvolenou

kone¢nou posloupnost b = (b, | 1 <r < d+1). Tuto skutecnost je mozno zapsat explicitné v nasledujicim

tvaru.

Véta 7. Necht P(x) = ZZ:O Apz™ je libovolny polynom stupné d (tj. Aq # 0) a M = (zm,r) je
matice typu (d+ 1) x (d+ 1) definovand pomoci rovnosti
= r—1
Zm,r = Z(—l)k< i )(7‘ — k)™t

k=0

Oznacime-li A = (Ag, A1,...,Aq) a definujeme-li B = (by,ba,...,bs+1) pomoct
B =AM,
potom pro posloupnosti a = (as = P(s) |1 <s) ab=(b. | b, =0 prod+2<r) je

b= A(a), atedy také a= V(b).
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Diikaz. Dikaz je velmi jednoduchy. Podle (3) nebo (4) je

b, = ;i::(_l)k <7“ ; 1)ar_k _ ;i::(_l)k<r ; 1> tZi;At(T k)t =
d r—1 d
=y <Z(_1)k¢ <7’ ; 1) (r — k;)t> A= Az,
t=0 \k=0 t=0

Dusledek. Mezi polynomy a aritmetickymi posloupnostmi vyssich tddi existuje bijektivni korespon-
dence. Polynomu P(z) stupné d odpovidd aritmetickd posloupnost ap = (as = P(s) | 1 < s) 7ddu d
a naopak, aritmetické posloupnosti a fadu d odpovidd polynom (8) stupné d, kde by je k-ty clen posloup-

nosti b = A(a).

Poznamka 5. Vyuzitim formule (9) 1ze podobné jako v piedchozim diisledku definovat jednoznaénou
korespondenci mezi aritmetickymi posloupnostmi fadu d a polynomy stupné d + 1 s nulovymi absolutnimi
¢leny. Je jisté vhodné upozornit téz na obecnou formulaci vySe uvedené korespondence. Necht I je
nekonecny obor integrity. Potom vyse definované korespondence jsou izomorfismy mezi aditivni grupou

vsech aritmetickych posloupnosti vyssich rddu s cleny z oboru I a aditivni grupou vsech polynomi z oboru

I[x].

Poznamka 6. Poznamenejme, Ze prvky z,, matice M ve Vété 7 jsou az na nasobek Sterlingova
¢isla S(m,r) druhého druhu:
Zm,r = (r— 1) S(m, 7).
Pfipomenme, ze S(m,r) je pocet moznosti, jak rozdélit mnozinu o m prvcich na r neprazdnych mnozin.

Tedy, napf. pro d = 7 ma matice M tento tvar:

1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

1 3 2 0 0 0 0 0
M= 1 7 12 6 0 0 0 0

1 15 20 60 24 0 0 0

1 31 180 390 360 120 0 0

1 63 602 2100 3360 2520 720 0

1 127 1932 10206 25200 31920 20160 5040
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Nasledujici tvrzeni vyjadruje fakt, Ze mnozina vsech aritmetickych fad vyssich fadd je velmi bohata.

Véta 8. Libovolnou posloupnost k cisel (as | 1 < s < k) lze jednoznacéné prodlouZit na aritmetickou

posloupnost a = (as | 1 <s) rddu d < k — 1.

Diikaz. S pomoci kone¢né posloupnosti (as | 1 < s < k) uréime jednozna¢né vSechna A, s pro
r+s > k+1, atedy specialné b, = A, ; pro 1 < r < k. Polozme b, = 0 pro vSechna zbyvajici r, tj.
k+ 1 <r a oznaéme vyslednou posloupnost b. Potom a = V(b) je hledané rozsifeni.

Plné porozuméni Vété 8 (a Vété 1) vyzaduje zavedeni pojmu rekurzivni posloupnost zévisla na

koneéném poctu parametrii; takovych posloupnosti zavislych na dvou parametrech se tyka ¢lanek [2].

Definice 2. Rekneme, %e a = (as | 1 < s) je rekurzivni posloupnosti o h parametrech, jestlize
existuji nenulovd cisla p1,po,...,pn takovd, Ze
h
(nih =P1 nih-1 + D2 Gngh2+ -+ Ph Gy =D Pt Gnan—y pro viechna 1< n.
t=1

Takovou posloupnost budeme znacit a = (a1, aa,...,ap; P1,P2,---,Ph)-
Véta 9. Aritmetické posloupnosti a 7adu d jsou praveé rekurzivni posloupnosti o d + 1 parametrech

1 fd+1
a=(a1,0a2,...,a441; P1,P2,---,Pdt1), kde py=(—1)" 1< " )pm 1<t<d+ 1

Diikaz. Pozadavek

d+1 d41
an = Z(—l)t_1< )ant pro véechna d+2<mn
t=1 t

je pravé rovnost (3) ve Vété€ 1 pror =d +2 a s = n — d — 2, nebot, podle pfedpokladu, Agis s = 0 pro

vSechna 1 < s.

Neni jisté na Skodu zduraznit vySe odvozené bijektivni korespondence. Aritmetické posloupnosti

rfadu d lze identifikovat s polynomy stupné d a s velmi specifickymi rekurzivnimi posloupnostmi Fadu
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d + 1. Tyto identifikace, tj. pfislusna bijektivni zobrazeni jsou obsahem Véty 6 a Véty 9. Tak napriklad
obycejnd aritmetickd posloupnost, tj. posloupnost fadu 1, a(, 4) je rekurzivni posloupnosti (a,a+d; 2, —1)
a piislusny polynom je Pa(z) = d = + (a — d). Podobné aritmetickd posloupnost fadu 2, jejiz prvni tii

¢leny jsou ay,as, as, je rekurzivni posloupnosti (ay, as,as; 3,—3,1) a prislusny polynom je

1 1
P,(z) = §(a3 —2a9 + al)w2 + 5(—3(13 + 8az — 5a1)x + (az — 3az + 3a1).

Vyuzijme jesté tuto prilezitost k zavedeni pojmu, ktery je ,dualni“ k pojmu aritmetické posloupnost,
a ktery se zajisté stane pfedmétem dalsich vySetfovani. Jestlize aritmetické posloupnosti (prvniho fadu)
a jsou charakterizovany tim, Zze pro posloupnost b = A(a) = (b, | 1 < r) je b, = 0 pro vSechna 3 < r,
definujme nyni posloupnosti A(a), pro néz posloupnost a = (as | 1 < s) spliiuje as = 0 pro vSechna 3 < s.

Definici uvedeme v obecné podobé.

Definice 3. Posloupnost b se nazyva alternujici aritmeticka posloupnost fadu d, jestlize

v posloupnosti V(b) =a = (as | 1 <s) je as =0 pro vsechna s > d+2 a ag+1 # 0.

Znacnou ¢ast shora uvedenych vysledkd pro aritmetické posloupnosti lze snadno prelozit do termi-
nologie alternujicich aritmetickych posloupnosti. Musime si vSak byt védomi toho, Ze uz pro posloupnosti

tfadu 1 nastavaji zjevné rozdily. Pro takové posloupnosti snadno odvodime, ze
b = (—1)"[=b1 + (r — 1)(b1 + b2)]

a Ze soucet prvnich n ¢lent této posloupnosti je s, = t(by + b2) pro n = 2t a s, = by — (t — 1)(by + b2) pro

n = 2t — 1. Dodejme jesté, Ze tato posloupnost je rekurzivni posloupnosti (b1, be; —2, —1).
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ILUSTRACE.

Typickymi aritmetickjymi posloupnostmi vyssich fadi u jsou posloupnosti k-tych mocnin pfirozenych
¢isel (k > 1). Jestlize uvazujeme posloupnosti nad ¢iselnym télesem (napf. nad redlnymi ¢isly), potom
tyto posloupnosti tvori vektorovy prostor nad timto télesem a mnozina vSech posloupnosti k-tych mocnin
prirozenych déisel je jeho bazi. Odtud plyne tésny vztah mezi témito posloupnostmi a polynomy!

Soucet > "_, 52 tedy, na zakladé vyse uvedené metody, dostavame ihned ze schématu

1 8 27 64 125
7 19 37 61

12 18 24

6 6

o

a ze vzorce (7) vztah

n 2 2
3 n n n n n°(n+1)
E = 12 = .
s=1
Stejnym zpiisobem muzeme z posloupnosti

1, 32, 243, 1024, 3125, 7776, 16807

obdrzet A271 = 31, A371 = 180, A471 = 390, A571 = 360, Aﬁ,l =120 a A771 = 0, a tedy

L~ n n n n n n
= 31 180 390 360 120 .
>t = () =) (i) caon() +30(5) + 120 (G)
Je-li posloupnost a definovana polynomem P,(z), hodnota pfislusného polynomu S,(x) pro z = n pak

uréuje soucet > i, Pa(t). Tak na piiklad pro Pa(z) = az? + bx + ¢ snadno uréime, ze A1 = a+ b +c,

A271 =3a+ba A371 = 2@, a tedy

Sa(z) = =[2az® + 3(a + b)2® + (a + 3b+ 6¢)z ] = /Pa(x)da: + Ca(z),

[0

14



kde korekéni polynom

_a o (2 é)
Ca—2x + 6+2 T.

L . L 1)(2n+1
Zvolime-li a = 1, b = ¢ = 0, dostavame zndmy vzorec > o ; s> = sn® + in? + tn = %.

Podobné pro posloupnost a uréenou polynomem Py(x) = az® + bx? + cx + d snadno odvodime, Ze
Salz) = / Pa(X)dz + Ca(z),
kde
= Sy (4 9) 2 <9 °)
Ca(a;)—Qw t{gt3)ot 6+2 x.
Zde, proa =1, b =c=d = 0, dostavame vzorec
1

n
1 1 n%(n + 1)2
3_ 4y o3yt AT
;3_471 —|—2n +4n 1

Podejme jesté ilustraci Véty 8 a urceme aritmetickou posloupnost a = (as | 1 < s) fadu < 3 takovou,

a; = 5, Ay = —1, as = 2, a4 = 0.
Uzitim schematu
—21 75 —176 —338

—54 —101

0 0

dostavame

x x x x 1
a(z) = — + —14 =—z(174-1 + 2 12®).
Sa(z) 5(1> 6(2> 9(3) <4> 12x( 7 67z + 602" — 7x°)
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Odtud

1
Pa(z) = a5 = Sa(x) — Sa(z — 1) = —6(14;53 — 1112% 4 2712 — 204),

a tedy as = —21, ag = =75, ay = —176, ag = —338, ag = —575 atd. Samoziejmé, polynom vyjadiujici
as = P,(s) jsme mohli téz ziskat aplikaci Véty 1, anebo pfimo pomoci Lagrangeovy interpolace.

Ctenaf se miize sam presvédcit, Ze posloupnost poéinajici ¢leny v/2, —10, 0 1ze rozsifit na aritmetickou
posloupnost fadu 2, majici obecny ¢len a; = %[(20 +/2)s2 — (80 4 5v/2)s + 60 + 6\/5] a soucet prvnich

n ¢lentt Sa(n) = inf(20 + v2)n? — (90 4+ 6v2)n + 70 + 11v/2].
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