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Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

predkladame vam sbornik obsahujici texty dvou vyzvanych prednasek, texty delSich
a kratSich sdéleni, které programovy vybor obdrzel do 1. kvétna 2013. VSechny pfispév-
ky byly graficky a typograficky sjednoceny.' Zatazen byl téZ program konference a se-
znam vSech ucastnik, kteti se prihlésili do 1. ¢ervna 2013.

Sbornik vznikl s finanéni podporou Katedry didaktiky matematiky MFF UK v Pra-
ze a Ustavu aplikované matematiky FD CVUT v Praze.

V prvni ¢asti sborniku jsou otistény rozsitené texty hlavnich pfednasek, o néz byli poza-
dani zkuSeni prednasejici, ktefi se zabyvaji matematikou, jeji historii, vyucovanim a apli-
kacemi.

Ve druhé ¢asti sborniku jsou publikovany piispévky jednotlivych ucastniki, které
nejsou monotematicky zaméteny, nebot’ konference se snazi poskytnout dostatecny prostor
k aktivnim vystoupenim, diskusim a neformalnim setkanim vSem piihlasenym, tj. matemati-
ktm, historikiim matematiky, uciteliim vysokych i stfednich skol, doktorandiim oboru Obecné
otdazky matematiky a informatiky, studentim i vSem dal§im zajemctim o matematiku a jeji
historii.

Program letosni konference je pomérné pestry. VE&fime, ze kazdy najde témata, ktera ho

zaujmou a potesi, ze objevi nové kolegy, pratele a spolupracovniky, ziska inspiraci, fadu pod-
nétl, motivaci i povzbuzeni ke své dalsi odborné praci a ke svému studiu.

v

skolach Ize najit na adrese

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html.

Martina Becvdarova a Jindrich Becvar

V Praze, v ¢ervnu 2013

! Jednotlivé piispévky neprosly jazykovou korekturou.

? Zatazen nebyl piispévek L. Botka a F. Kufiny vénovany Eduardu Cechovi a jeho piinosu k vyucovani mate-
matice, nebot’ autoii vzhledem k Cechovu vyro&i ptipravili samostatnou knizku, ktera vyjde v edici Oviivnili
vyucovani matematice.
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Z HISTORIE KOMBINATORICKEJ
GEOMETRIE

VOITECH BALINT

Abstract: The paper gives an historical overview of combinatorial geometry from its in-
ception to the present. Some problem areas are only briefly mentioned. Highlighted are
open problems.

1 Uvod

Podstatna cast’ vysledkov kombinatorickej geometrie sa zrodila po roku 1940. Je to
pomerne kratky cas, ale podrobny prehl'ad vsetkych sem patriacich vysledkov by aj tak
zabral mnoho stoviek stran, s dokazmi viac tisicok. Poktisim sa preto podrobnejsie podat’
historiu len najznamejsich problémov a niekolkych mne blizkych problémov z oblasti
intuitivnej geometrie. A aby som zvys$il zaujem o tto oblast’ matematiky, sustredim sa aj
na formulaciu otvorenych problémov, ktorych je tu viac ako dost’.

Kombinatorickd geometria je ta ¢ast’ matematiky, v ktorej sa skumaju extremdine
vlastnosti kombinatorického charakteru pre systémy objektov. Pokial' je zname, nazov
kombinatorickd geometria prvy raz pouzil §vajciarsky matematik H. Hadwiger [Had55]
vroku 1955. Pre problémy kombinatorickej geometrie je priznacna ich ndzornost.
Formulécia problému je velmi jednoducha a pochopenie otazky obvykle nevyzaduje
ziadne Specidlne vedomosti. Lenze prave jednoduchost’ formulacie zvadza (niekedy aj
renomovanych) matematikov k tomu, ze maju tendenciu zarad’ovat' otvorené otazky
kombinatorickej geometrie medzi zabavni matematiku. Do urcitej miery oni aj zabavné
su — s niektorymi sa da zabavat’ do nekonecna. RieSenie vSak neraz vyzaduje isti davku
geniality a spdsob rieSenia sa meni od problému k problému.

Problematika kombinatorickej geometrie sa da zadelit do troch velkych skupin:
problémy typu packing-covering-tiling, geometrické problémy veduce na tedriu grafov
a problémy incidencii a usporiadani.

V matematike byva zvykom problémy zovseobecnit. Ked' tie vSeobecné su prili$
tazké, tak treba aspon Ciastocne vyriesit’ aspon nejaké Specialne pripady (pricom sa neraz
prihliada aj na praktickt uzitoénost’). Castou tlohou v kombinatorickej geometrii je najst’
maximalny (alebo minimalny) pocet ¢(d) objektov pri splneni uréitych podmienok, kde
parameter d je obvykle dimenzia. V mnohych tilohach je najdenie presnej hodnoty ¢(d)
enormne t'azké, takze neraz sa najdu len horné a dolné odhady, ktoré sa potom vylepsuju.
Z praktického hladiska su vSak dolezitejSie prave konecné kontajnery resp. konecné
pocty utvarov a pri takejto optimalizacii asymptotické odhady nehraju ziadnu ulohu, aj
keby boli zname.

Pripomeiime teraz definicie niektorych pojmov, ktoré mozno nie s v§eobecne zname
a ktoré budeme pouzivat.

Nech u(X) je miera mnoziny X c E, kde E? je d-dimenzionalny euklidovsky
priestor. Nech J je mnozina indexov. Hovorime, Ze systém mnozin M, C E‘,ie J, je

ulozeny v mnozine M c EY prave vtedy, ked’ ziadna dvojica ztoho systému nem4
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D (M)
spolo¢ny vnutorny bod a UM ,CM. Cislo -~ o) nazveme hustota uloZenia systému
ieJ /u

M, ieJ, vmnozine M. Ak M =E’, tak hustota ulozenia systému mnoZzin

D MM, N BY(r)

M,cE’ieJ,v E’ sa definuje ako limita lim -

o= u(B(r)

mernd gul’a s polomerom r a stredom v pociatku. Analogické st definicie pre pokrytia.

Zékladnd monografia so vSeobecnymi vysledkami o tejto problematike je vynikajica

kniha Fejes Toth Laszlo [Fe03], v zozname pouzitej literatiry v§ak mdze zadujemca najst’
vel'a d’al$ich odkazov.

, kde B/(r) je d-roz-

Asymptotické porovnavanie dvoch kladnych funkcii f,g je zavedené nasledovne.
Hovorime, ze f(n) je velké O(g(n)) apiseme f(n)=0(g(n)), ak existuje kladna konstanta
C taka, ze f(n)<C-g(n) pre vSetky dostato¢ne vel'ké n. Pre konstantnt funkciu g(n)=1
zapis f(n) =O(l) znamena, ze od ur¢ittho n pocnic je f(n)<C, teda funkcia f je
ohranicend. Hovorime, ze f(n) je Q(g(n)) apiSeme f(n)=Q(g(n)), ak existuje kladna
konstanta ¢ taka, ze f(n)=c-g(n) pre vSetky dostatocne velké n. PiSeme f(n)=0(g(n)),
ak f(n)=0(g(n)) aj f(n)=Q(g(n)), teda c-g(n)< f(n)<C-g(n) pre nejaké kladné
konstanty ¢,C apre vSetky dostatocne velké n. Hovorime, ze f(n) je malé o(g(n))

apiSeme f(n)=o0(g(n)),ak }Lm g((z)) =0.

2 Newtonovo ¢islo

V ukladacich problémoch je cielom umiestnit’ telesd daného tvaru alebo velkosti bez
prekryvania ¢o najekonomickejSie do daného kontajnera a neraz s nejakymi restrikciami.
Prikladom jedného z najstarSich znamych problémov tohto typu je tzv. problém 13 guli:
,»Aky je maximalny pocet zhodnych guli (z pevného materialu), ktoré sa daju umiestnit’
na jednu taku ista gul'u tak, ze vSetky sa tejto jednej dotykaju?* Pre ten maximalny pocet
guli sa casto pouziva vystizny nazov kissing number, ale zvykne sa pouzivat' aj nazov
Newton number. Uz Johannes Kepler (27. 12. 1571 — 15. 11. 1630) vo svojej praci
[Ke611] indikoval 12 guli, ale dokazat’ to nevedel. Isaac Newton (4. 1. 1643 —-31.3. 1727)
v roku 1694 tvrdil, ze je ich 12, jeho dokaz vSak nebol kompletny. Vznikla tak divoka
polemika medzi nim a Davidom Gregorym (3. 6. 1659 — 10. 10. 1708), ktory obhajoval
pocet 13. Gregoryho sa da lahko pochopit, ak si uvedomime, ze ked stredy 12 guli
umiestnime do vrcholov pravidelného 12-stena, potom stredy dvoch ,,susednych™ guli
s polomerom 1 budu vzdialené asi 2.1029, takze po vhodnych presunutiach asi tam bude
miesto aj pre trinastu gulu. Nemalo miesta sice bude, ale to posledné tvrdenie neplati,
nebude dost’ miesta pre 13.gulu. Navzdory mnohym pokusom spravny dokaz, ze
maximalny pocet je 12, ukdzali az Schiitte a van der Waerden [ScvWS53] v roku 1953,
potom v roku 1956 vel'mi elegantne na dve strany J. Leech [Le56]. O tom, ze problém je
stale zivy, svedCia aj d’alSie dokazy, ktoré vznikli nedavno, napr. [An04], [B603], [B504].

Predoslu ulohu teraz zovSeobecnime.

Newtonovo &islo N(BY) v d-rozmernom priestore je maximalny pocéet zhodnych
hypersfér, ktoré sa dotykaju jednej (takej istej) hypersféry, priCom ziadne dve nemaji
spoloény ziadny vnutorny bod. Trividlne je N(B') =2 a lahko sa d4 dokazat aj vysledok

N(B*)=6 (ilustrované na 6 pivnych tackach okolo jednej). Pri tomto oznadeni je teda
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N(B?)=12. Leech [Le64] objavil extrémne symetrické mriezky a Musin [Mu03] objavil
zaujimavi metédu pre dimenziu 24, na zaklade ktorej je N(B*)=24. Pouzitim
Leechovych a Musinovych vysledkov sa podarilo dokéazat’ (pozri [OdS79] a [Lev79]), Ze
N(B*)=240 a N(B*)=196560. Ziadne iné presné hodnoty Newtonovho &isla nie st
zname, takze tu je prvd velkda mnoZina otvorenych problémov.

Usporiadanie n bodov na sfére, zodpovedajuce usporiadaniu n zhodnych sfér okolo
jednej centralnej sféry, ktora moéze mat’ iny polomer, sa nazyva sféricky kod. V praci
[EdRS98] sa najdu dolné aj horné odhady ¢isla N(B“) pre dimenzie od 32 po 128, ale
rozdiely medzi hornym a dolnym odhadom su casto enormne velké. Viacsina z tych

odhadov je zalozena na linedrnej programovacej metode (pozri [De72]) a na existencii
urc¢itych kodov (pozri [OdS79]). Dobry prehl'ad najde zaujemca v [ErZ01].

Pojem podobny Newtonovmu ¢islu zaviedol Hadwiger v [Had57]: Pre l'ubovolné
konvexné teleso C nech H(C) je maximalny pocet takych neprekryvajucich sa transldcii
telesa C, ktoré sa dotykajii jedného pevne zvoleného telesa C. Cislo H(C) sa nazyva
Hadwigerovo ¢islo. Griinbaum dokéazal, ze H(C)=8 pre rovnobeznik a H(C)=6 pre
vSetky ostatné rovinné konvexné oblasti. Vo vyssich dimenziach je vSak situacia ovela
zlozitejSia a z bohatej literatiry spomeniem len prehl’ad, ktory zaujemca najde v [Z098].
Analogické otazky pre dve telesa C,D polozil Hortobagyi v [Hor75] a aj problematika
¢isla H(C,D) bola uz hodne skiimana. Samozrejme, ak telesd C,D st zhodné, tak
H(C,D)=H(C,C)=H(C). Vela otvorenych problémov najde zaujemca v citovanej
literatare a tiez v inspirativnom prehl'ade Brass-Moser-Pach [BMPO5].

3 Keplerova hypotéza

Axel Thue [Th892] na kongrese v roku 1892 spravne tvrdil, ze Ziadne ulozenie

Obr. 3.1 Najhustejsie uloZenie zhodnych kruhov v rovine

zhodnych kruhov v rovine nemoéze mat’ vac¢siu hustotu ako 7/ V12 , pricom najhustejsie
je prirodzené uloZenie, ktoré tvori Sestuholnikovii mriezku (Obr. 3.1, prevzaty
z [BMPO5]). Jeho dokaz zroku 1892 vSak nebol uplny; opraveny dokaz uverejnil az

vroku 1910 v [Th10]. Poznamenajme, ze Cislo 7/ V12 je prave podiel obsahu kruhu
a obsahu jemu opisaného regularneho Sest'uholnika.

Otazka maximalnej mozZnej hustoty ulozenia zhodnych guli v E* je viak podstatne
zlozitejsia, aj ked’ intuicia hovori, Ze najhustejSie ulozenie by mohlo mat’ tvar pyramidy
pomarancov. Usporiadajme gule tak, aby ich stredy v rovine tvorili $tvorcovii mriezku.
Takyto rovinny plat guli potom vhodne postivame. Hypotéza, ze najhustejsie ulozenie
guli je prave takéto, je obvykle pripisovana Keplerovi [Ke611]. Ide samozrejme
o mriezkové uloZenie a je mozné popisat’ ho napr. tak, ze stredy (jednotkovych) guli su
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v bodoch tvaru (Q\E ibV2; N2 ), kde a, b, ¢ su celé &isla, ktorych sucet je parne Cislo. Je
lahké overit, e hustota takéhoto uloZenia guli v E° je 7/~18 =0,74. Carl Friedrich
Gauss (30. 4. 1777 — 23. 2. 1855) vo svojej praci [Ga831] dokazal, ze spomedzi vsetkych
mreZovych ulozeni prave toto mé najvdcSiu hustotu. Poznamenajme, Zze ak gule
usporiadame tak, ze ich stredy v jednej rovine tvoria najhustejsiu, teda Sestuholnikovii
mriezku a takyto rovinny plat vhodne postivame, dostaneme také isté ulozenie, ako

posivanim platu Stvorcovej rovinnej mriezky. Je to vyborne viditelné na Obr. 3.2
(prevzaty z [BMPO5]).

Obr. 3.2 Dva rézne pohlady na najhustejsie ulozenie guli v E*

V désledku Gaussovho tvrdenia je jasné, Ze keby sa dali gule usporiadat’ hustejsie, tak
usporiadanie by nemohlo byt pravidelné. Lenze preskimat’ a vylucit’ vSetky nepravidelné
usporiadania je mimoriadne naro¢né, takze Keplerova hypotéza sa stala najdlhSie
nevyrieSenym problémom kombinatorickej geometrie.

Fejes Toth Laszl6 (12. 3. 1915 — 17. 3. 2005) v [Fe03] ukazal, ze ur¢enie maximalnej
hustoty sa da redukovat’ na konec¢ny, aj ked’ vel'mi velky pocet vypoctov. V tej dobe
(1. vydanie jeho slavnej knihy je zroku 1953) vSak neexistovali dostatone vykonné
pocitace, ktoré by tieto vypocty urobili. Rogers v [Ro58] stanovil, ze hustota ulozenia

guli nie je vicsia ako \/ﬁ(arccosé - %) =0,78. Je to sice o Cosi slabsie ako predpokladana
najlepsia hustota 0,74, ale Rogersova metdda je genidlna, pretoze sposob jeho argumen-
tacie funguje v kazdej dimenzii. Na druhej strane sa nezdd, ze by Rogersov dokaz bolo
mozné pouzit’ pre dosiahnutie hypoteticky najlepsej hustoty 7/ J18.

Wu-Yi Hsiang v [Hs93] na zaklade myslienok L. Fejes Totha predviedol priamociary
geometricky dokaz, ale Gabor Fejes Toth (syn L. Fejes Tétha) vo svojej recenzii na
Hsiangov ¢lanok napisal: As far as details are concerned, my opinion is that many of the
key statements have no acceptable proofs. Ked’ze i§lo o vel'mi slavny problém, vznikol
boj o prvenstvo. Thomas C. Hales v [Ha94] uverejnil podrobnt kritiku Hsiangovho
,,dokazu“ a na thto kritiku tvrdohlavo a rychlo reagoval Hsiang v [Hs95]. VSeobecne je
prijaty ndzor, ze Hsiangove dokazy nie su uplné.

Aj Hales sledoval hlavna myslienku L. Fejes Totha a uz v roku 1992 zistil [Ha92], ze
maximalna hustota by sa asi dala najst najdenim minima funkcie 150 premennych.
V tlacenej verzii sa toto objavilo az v pracach [Ha97], [Ha97b] a [Ha00]. V tej dobe
s Halesom na dokaze uz tzko spolupracoval Samuel P. Ferguson, Halesov Student.
V roku 1998 Hales ohlasil, ze dokaz je hotovy. Lenze dokaz bol na 250 stranach a jeho
sucast'ou bol aj 3-gigabytovy pocitacovy program, ked’ze bolo treba analyzovat' vySe
5000 konfiguracii sfér. Kvoli obrovskému rozsahu a nestandardnej forme sa v januari
1999 konal tyzden dlhy workshop na Institute for Advanced Study. O korektnosti
jednotlivych Casti dokazu rozhodoval panel 12 recenzentov, ktori si zasluzia, aby tu boli
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vymenovani: Andras Bezdek, Michael Bleicher, Karoly Boroczky, Karoly Boroczky, Jr.,
Aladar Heppes, Wlodek Kuperberg, Endre Makai, Attila Pér, Giinter Rote, Istvan Talata,
Béla Uhrin, Zoltan Ujvary-Menyhard. V roku 2003 vedtci panelu recenzentov Gébor
Fejes Toth oznamil, Ze skupina recenzentov si je na 99% ista spravnostou ddkazu, ale —
prirodzene — nemdze potvrdit’ spravnost’ vSetkych pocitacovych vypoctov. Vtedy sa do
recenzného procesu zapojil aj Jeffrey C. Lagarias, ktorého ulohou bolo preusporiadat’
pracu tak, aby sa zjednodusil strom dokazu a aby sa zjednodusili aj niektoré definicie.
Detailna verzia dokazu vysSla v Specidlnom Ccisle Casopisu Discrete & Computational
Geometry Vol. 36, No. 1, July 2006 ako suhrn 6 prac [HaF06] a v roku 2011 aj knizne
[FeH11].

O najhustejSom zaplneni (celého) d-rozmerného priestoru zhodnymi gulami pre d >4
najde zdujemca vysledky v pracach, ktoré boli motivované okrem iného teoériou kodo-
vania (napr. [Var95], [CoS96]), v uz spominanej praci [Ro58] a v d’al$ich, napr. [Be02a],
[CoE03].

4 Ramseyho teoria

Zoznam Janos Neumann (28. 12. 1903 — 8. 2. 1957), Pal Erdés (26. 3. 1913 — 20. 9.
1996), Tibor Grinwald (15. 7. 1912 — 2. 1. 1992; ked’ zacalo prenasledovanie zidov,
zmenil si meno na Gallai), Eszter Klein (20. 2. 1910 — 28. 8. 2005), Gyorgy Szekeres (29.
5.1911 —28. 8.2005), Endre Makai (5. 11. 1915 — 8. 11. 1987), Pal Turan (10. 8. 1910 —
26. 9. 1976), ... vzbudzuje velk( uctu matematikov. Na jesen r. 1932 to ale boli (az na
Janosa Neumanna, ktory bol od nich o nie€o starsi a je znamej$i pod menom John von
Neumann) univerzitni Studenti v Budapesti, ktori sa zacali o vikendoch pravidelne
schadzat’ na intelektudlne debaty. Samozrejme, debatovali najméd o matematike. Na jedno
z tych stretnuti prisla Eszter Klein s milou ulohou: Dokazte, ze ak z 5 bodov v rovine
ziadne tri nelezia na jednej priamke, tak vzdy sa daji z nich vybrat’ 4, ktoré si vrcholmi
konvexného $tvoruholnika. Dokaz je samozrejme velmi I'ahky. Uastnici tlohu ihned
zovseobecnili:

Problém 4.1. N3jdite najmensie ¢islo f(n) také, Ze kazda mnozina f(n) bodov vo
vseobecnej polohe v rovine obsahuje vrcholy konvexného n-uholnika.

Poznamenajme, Ze body v rovine su vo v§eobecnej polohe prave vtedy, ked’ ziadne tri
znich nelezia na jednej atej istej priamke. Makai a Turan velmi rychle zistili, Ze
f(5) =9. Onedlho sa Szekeres pochvalil, ze existenciu ¢isla f(n) vie dokazat’ pre kazdé
n, pricom nasiel aj horny odhad ¢isla f(n). Erdés podstatne zlepsil Szekeresov horny
odhad, a ked’Ze nasli spolu aj jednu dobra konstrukciu, sformulovali hypotézu:

Hypotéza 4.1. (Erdés-Szekeres [ErS35]) Kazda mnozina 2" +1 bodov vo vieobec-
nej polohe v rovine obsahuje konvexny n-uholnik, teda f(n)=2""+1 .

Navzdory obrovskému poctu pokusov sa tuto hypotézu doteraz nikomu nepodarilo
dokazat. Zname su len odhady 2"7?+1<f (n)S[zn _24J+1. Horny odhad je z prace
n—
[ErS35], dolny je z prace [ErS60], pricom ten dolny je asi najlep$i mozny.

Veta 4.1. (Ramsey [Ra30]) Pre 'ubovol'né celé kladné Cisla i, j a k >i existuje ¢islo
R =R(i, j,k), ktoré spiiia nasledovné podmienky: ak mnozina M ma aspoii R prvkov
a vsetky jej i-prvkové podmnoziny 'ubovolne rozdelime do j tried, tak mnozina M ma
takll k-prvkova podmnozinu, ktorej vSetky i-prvkové podmnoziny patria do tej istej triedy.
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Autor vysSie uvedenej vety je Frank Plumpton Ramsey (22. 2. 1903 — 19. 1. 1930),
ktorého na navrh sldvneho ekondéma J. M. Keynesa uz vroku 1924 zvolili za ¢lena
King’s College v Cambridge. Navzdory svojmu vel'mi kratkemu zivotu vytvoril Ramsey
dielo trvalej hodnoty vo filozofii, v ekondémii, v logike a v teoretickych zakladoch
matematiky. VysSie uvedenu vetu publikoval vo svojej jedinej cisto matematickej praci,
pri¢om v pozadi tejto prace stala najpalCivejsia otazka matematiky zaciatku 20. storocia:
¢i existuje vSeobecny postup, pomocou ktorého je mozné rozhodnut o pravdivosti
kazdého matematického tvrdenia. Poznamenajme, Ze pomocou Ramseyho vety sa dalo
dokézat, ze urCité tvrdenia velmi Specidlneho tvaru st rozhodnutelné, ale pomerne
rychle (po slavnej vete Kurta Godela o neuplnosti z roku 1931) sa ukézalo, ze univer-
zéalne dobry algoritmus neexistuje. Ramseyho veta — hrubo povedané — tvrdi, ze ak je
nepravidelna Struktira dostatoéne vel'ka, tak obsahuje nejaka pravidelnu Struktaru vopred
danej velkosti. Este trochu hrubsie: v neporiadku s dostatocne mnoho prvkami sa da
najst’ urcity poriadok.

Pre potreby svojho dokazu Szekeres znovuobjavil Ramseyho vetu v roku 1932 (t.j. nie
nasiel v literature, ale spolu s Erdésom dokazal int verziu tej vety) a jeho spolo¢na praca
s Erdésom vyrazne prispela k jej popularizacii. Pre Gplnost’ a lepSiu orientdciu Citatel’a
uvedieme aj povodnu formuldciu Erdésovej-Szekeresovej vety z [ErS35].

Veta 4.2. Pre kazd¢é prirodzené Cislo n >4 existuje najmenSie ¢islo f(n) také, Ze
z akychkol'vek f(n) bodov vo vSeobecnej polohe v rovine sa d4 vybrat' n bodov tak, ze
tvoria vrcholy konvexného n-uholnika.

Aj ked’ je Ramseyho veta silnou zbranou pri odvodzovani existencnych vysledkov, je

casto nepouzitelnd pre dosiahnutie dobrych odhadov. Erdés a Szekeres vo svojej praci
uviedli nepomerne lepsie explicitné odhady pre hodnoty funkcie R(i,j, k), vacSinu

2n—-4
ktorych sa dodnes nepodarilo vyraznejSie zleps$it. Ich horny odhad f(n) S( . 5 j+l
n—

z roku 1935 z dokazu ich vety nebol zlepSeny 63 rokov. Potom sa v roku 1998 objavili
2n—-4 2n—-4

hned tri zlepsenia: f(n) s[ " ) ] v [ChG98], f(n) s( ! ) ]+7—2n v [KIP9S],
n-— n-

2n-5

n

2n-5
f(n)s( _2J+2 v [ToV98], avroku 2005 f(n)S(nn_2J+l v [T6VO05], pricom

tento posledny (toho €asu najlepsi znadmy odhad) je len o polovicu lepsi ako pdvodny
Erdds-Szekeresov a je stdle takmer druhou mocninou dolného (pravdepodobne najlep-
Sieho) odhadu.

Uved’'me este ¢asto pouzivant grafdrsku formulaciu Ramseyho vety.

Veta 4.3. Pre 'ubovol'né kladné celé ¢isla k, ! existuje najmensie Cislo r(k,l) také, ze
akokol'vek dvomi farbami (¢ervenou a modrou) vyfarbime vSetky hrany uplného grafu
s r(k,l) vrcholmi, existuje uplny podgraf na k vrcholoch, ktorého vsetky hrany st modré
alebo podgraf na [ vrcholoch, ktorého vsetky hrany st cervené.

Cisla r(k,l) sa nazyvaju Ramseyho ¢isla a ich urdenie sa zda byt extrémne tazké.
Obtaznost’ problému charakterizuje Erdésovo prirovnanie: Keby ndm mimozemstania
dali ultimatum, ze do jedného roku im musime dodat’ presnu hodnotu r(5,5), lebo inak
nas znicia, tak by sme mali zapojit' do spolocnej prace vSetky pocitace na zemi atu
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hodnotu sa pokusit’ najst. Keby vsak chceli hodnotu r(6,6), tak by sme mali spojit
vSetky sily a branit’ sa vojenskymi prostriedkami.

Velmi zaujimavy je tzv. prazdny variant predo§lého problému. Zvol'me prirodzené
¢islo n T'ubovolne. Pri praci s touto problematikou sa Erdos a Szekeres domnievali, ze
z dostato¢ne velkého poctu G(n) bodov vo vseobecnej polohe v rovine sa vzdy da
vybrat’ n bodov tak, ze tieto tvoria vrcholy prdzdneho konvexného n-uholnika, teda
n-uholnika, ktory neobsahuje Ziadny bod danej G(n)-bodovej mnoziny. (V tla¢i sa tato
hypotéza objavila az v roku 1978 v praci [Er78].) Prirodzena uloha je najst’ najmensiu
moznu hodnotu funkcie G(n). Szekeres pred mnohymi rokmi aj nacrtol jeden dokaz, ale
rychle sa ukazalo, Zze nebol kompletny. Napriek tomu sa zdalo, ze ide len o problémy
technického charakteru, ked’ze tie prazdne mnohouholniky st obvykle vel'mi dlhé a tzke,
takze sa s nimi zle naraba. Hodnoty G(3) =3 a G(4) =5 su trivialne. Harborth [Har78]
ukazal, ze G(5)=10 ( >9= f(5), teda pre zaruCenie existencie prdzdneho konvexného
5-uholnika treba viac bodov ako pre nejaky, teda l'ubovolny konvexny 5-uholnik). Na
vel'ké prekvapenie Horton [Ho83] pre kazdé n zostrojil taki mnozinu n bodov, ktora
neobsahuje vrcholy prazdneho konvexného 7-uholnika, ateda dokazal vysledok
G(7)=9c. Mnoziny Hortonovej konstrukcie sa vel'mi zle znazornuju, pretoze ich
relativny priemer, t.j. podiel najvicSej a najmensej vzdialenosti dvoch rdéznych bodov,
rastie exponencialne s po¢tom bodov. Pavel Valtr [Va92] skonstruoval mnoziny bodov

bez prazdnych Sestuholnikov pre vsetky n, priCom ten podiel je mensi ako an kde «
je konstanta.

Najlepsi zndmy vysledok pre n =6 bol az donedavna Overmarsov odhad G(6) =30
([Ov03]), ktory pomocou pocitaca zostrojil mnozinu 29 bodov, ktord neobsahuje vrcholy
prazdneho konvexného 7-uholnika. V zavere Overmarsovej prace si uvedené dva
zavazné fakty, ktoré viedli k hypotéze, ze G(6) =29, aj ked vtedy eSte nebolo najdené
ani len horné ohranicenie pre ¢islo G(6). Prvé horné ohrani¢enie (hodne slabé, vicsie ako

5,269%10') nasiel Nicolas [Ni07]. Toto vyrazne zlepsil Gerken [Ge08] na 1717, ale
dnesné najlepsie zname ohranicenia su 30 < G(6) <463 — horné ohranicenie je v [Ko07].
Hypoteticky najlepsia (dolnd) hranica je teda stale vel'mi d’aleko.

Z tohto okruhu otazok sa v poslednych 40 rokoch vyvinula Gplne nova, samostatna
oblast” kombinatorickej geometrie s ndizvom Ramseyho teoria (pozri napr. [GRS90]). Je
treba este dodat’, ze v literature sa Casto pouziva aj Erdésom zavedeny nazov Happy End
Problem, pretoze Eszter Klein a Gyorgy Szekeres prezili spolu 68 rokov Stastného
manzelstva. Posledné tyzdne Zivota stravili na jednej izbe v sanatdériu a obaja zomreli
v ten isty den, 28. augusta 2005 v Adelaide necelu hodinu po sebe.

Poznamenajme este, Ze Ramseyho veta bola zovSeobecnena aj na systémy mnozin.
Prickopnikmi v tomto smere boli Tibor Bisztriczky a Fejes Toth Gabor [BiF89],
[BiF89b]. Novsie vysledky a tiez d’alSie suvislosti spolu s otvorenymi otazkami najde
zaujemca napr. v [BaKO01], [PaT00], [P6V02].

5 Sylvestrova-Gallaiho veta

V roku 1893 J.J. Sylvester [Sy893] formuloval nasledovny problém: Dokazte, ze
ziadna kone¢na mnozina bodov sa ned4 usporiadat’ tak, aby priamka prechadzajuca cez
I'ubovol'né dva z nich prechadzala aj tretim bodom bez toho, aby vSetky boli kolinearne.
Z rieSeni, ktoré do redakcie prisli, ani jedno nebolo spravne.
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Nech P ={P,P,,...,P,} je kone¢na mnoZina n bodov v rovine. Kazdé dva rézne body
mnoziny P urcuju prave jednu priamku, jednym bodom priamka urc¢ena nie je. Mnozinu
vSetkych priamok uréenych bodmi mnoziny P oznac¢ime L. Pocet tych priamok mnoziny
L, ktoré prechadzaju bodom Pe P sa nazyva stupenn bodu P. Pocet bodov stupna k
ozna¢ime p, . Priamka, ktord obsahuje prdve k bodov z mnoziny P sa nazyva priamka

rddu k. Priamka radu 2 sa nazyva prostd. Pocet priamok radu k oznacime [, . V tejto

terminologii sa da Sylvestrova tloha formulovat nasledovne: DokdZte, Ze ak konecnd
mnoZina bodov nie je kolinedrna, tak urcuje aspon jednu prostii priamku.

Zrejme st splnené nasledovné rovnosti:

n n—1
(5.1 Dkl =Y k-p,,
k=2 k=2

o (5

Tie rovnosti vystihuji zasadni kombinatoricki vlastnost bodov a priamok nimi

uréenych, a to incidenciu. V sucte Zk -1, je kazda priamka radu k zahrnuta prave k
k=2
krat, teda tento sucet vyjadruje celkovy pocet incidencii spocitany cez vsSetky priamky.

n-1
V sucte Zk - p, Jje kazdy bod stupna k zahrnuty prave k krat, teda tento sucet vyjadruje
k=2
celkovy pocet incidencii spocitany cez vsetky body. Tie sucty su vSak rovnaké, lebo
celkovy pocet incidencii bodov a priamok nimi uréenych je pre dani mnozinu bodov P
uréeny jednoznacne. Prave uvedeny sposob dokazu kombinatorickej rovnosti sa nazyva
metdda dvojakého scitania (tzv. double counting), a hodne sa pouziva napr. aj v tedrii
grafov. Podobny je aj dokaz rovnosti (5.2).

Historia rieSenia Sylvestrovho problému je trochu komplikovana, ¢o bolo spdsobené
aj udalostami 2. svetovej vojny. Erdés znovu objavil tento problém v roku 1933, teda 40
rokov po jeho prvom publikovani, a ako neskér sam napisal [Er83], nevedel si s nim
bezprostredne poradit’. Povedal preto o probléme Gallaimu a ten kratko na to predviedol
Erddsovi spravny dokaz, ale nepublikoval ho. Erdds chcel upriamit’ pozornost’ Sirsej
matematickej verejnosti na tento problém, preto ho v roku 1943 znovu postavil [Er43]
v American Mathematical Monthly. Problém vyriesil nasledovny rok Steinberg [St44].
Na konci Steinbergovej prace je poznamka redaktora, ktord obsahuje Gallaiho dékaz. Nie
je zname, ¢i Sylvester poznal dokaz svojho problému, ale je velmi pravdepodobné, ze
ano, takze dnes je ta veta obvykle uvadzana ako Sylvestrova-Gallaiho veta. Pravde-
podobne vSak prvy dokaz S-G vety publikoval Melchior [Mel41] v dualnej forme. Za
Gallaiho dokazom nasledovalo mnoho d’alsich, Casto ako dosledok vSeobecnejSieho
tvrdenia, alebo ako jeho rozSirenie pre iné objekty. Uved'me napriklad [Bor83],
[BorM90], [BrE48], [Cox89], [EHK63], [Ed70], [HeK60], [Ku72], [La55], [Li88],
[Mot51].

Veta 5.1. (Sylvester-Gallai) Ak konecny pocet bodov v rovine nie je na jednej a tej
istej priamke, tak urcuje aspon jednu prosti priamku.

Dokaz. (Autorom dokazu je L. M. Kelly; dokaz bol ale publikovany v Coxeterove;j
praci [Cox48] a bol zaradeny aj do vynikajucej knizky Aignera a Zieglera [AiZ04] Proofs
fom THE BOOK. Prave pre jeho genialitu ho tu uvedieme.) Nech P je kone¢nd mnozina

18



bodov v realnej euklidovskej rovine a nech L je mnozina priamok uréenych bodmi z P.
Uvazujme vSetky také dvojice (P, L), ze bod Pe€ P nelezi na priamke Le L. Pretoze

mnoziny P a L su konecné, aj mnozina vzdialenosti uréenych dvojicami (P,L) je
kone¢na. Existuje teda bod P €P a priamka L €L tak, ze dvojica (P*,L*) uréuje
najmensiu z takych vzdialenosti. Nech Q je ten bod na priamke L', ktory ma najmensiu

vzdialenost od bodu P°. Ak priamka L obsahuje prave dva body z P, tak je veta
dokazana. Nech teda priamka L’ obsahuje aspoti tri body P, P,,P, z P.

P, P~

1

0

T
Obr. 5.1 Vzdialenost bodu Q aj P, od priamky P*P, je menSia,
ako vzdialenost bodu P* od priamky L'

Ak body P, P,,P, surdzne od Q, potom aspoii dva z nich lezia na tej istej strane od bodu Q.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech bod P, lezi medzi Q a P, (Obr. 5.1). Potom vzdialenost’
bodu P, od priamky P"P, je mensia, ako vzdialenost ur¢ena dvojicou (P*,L*). V pripade, Ze
by jeden z bodov P, P,, P, bol zhodny s bodom Q, napr. P, =Q, tak bez ohl'adu na polohu
bodu P, vzdialenost bodu Q od priamky P*P by bola mensia, ako vzdialenost’ urdend
dvojicou (P*,L*), o je spor. O

V komplexnej projektivnej rovine S-G veta neplati, ako bolo ukazané napr. v [Cox48],
a samozrejme nemoze platit ani v konecnych projektivnych geometriach, kde vsetky
priamky obsahuju rovnaky pocet bodov (napr. vo vSeobecne znamej Fanovej rovine st
vSetky priamky radu 3). Na druhej strane je jasné, ze S-G veta plati v redlnom

projektivnom priestore dimenzie vicSej ako 2, nakol'ko pocet prostych priamok nezavisi
od vhodného stredového premietania, takze problém staci skimat’ len v rovine.

Prirodzena je nasledovna otazka, ktort viackrat formuloval aj Erdés.

Problém 5.1. Aky je minimalny pocet [, prostych priamok ur¢enych n bodmi, ktoré
nie st kolinearne?

Hypotéza 5.1. ([Di51], [Mot51]) Pre n # 7,13 je pocet [, prostych priamok urenych
n nekolinedrnymi bodmi aspon Bn—|

Dirac [Di51] dokazal nerovnost’ [, =23 a Kelly a W. Moser [KeM58] vylepsili dolnu
hranicu prelomovym spésobom; dokazali totiz, ze je linearna vzh'adom na n.

Veta 5.2. (Kelly-Moser [KeM58]) Konecna mnozina n nekolinedrnych bodov

v redlnej projektivnej rovine uruje aspoit 2n prostych priamok.

Veta 5.2 je najsilnejSia v tom zmysle, Ze existuje konfiguracia 7 bodov, ktord urcuje
prave 3 prosté priamky. Ak je Hypotéza 5.1 pravdiva, tak pre vsetky ostatné n by sa
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dolna hranica [, >2n zVety 5.2 mala dat’ zosilnit. Pre n=2m Motzkin naSiel
konfiguracie, ktoré uréuju prave +n prostych priamok, takze dolna hranica v hypotéze sa
urCite neda zvacsit. Pre n neparne vSak aj najlepSie zname konfiguracie uréuju az 3n
prostych priamok.

Na Obr. 5.2, resp. 5.3 st vynimo¢né konfiguracie n=7 resp. n=13 bodov, ktoré
urcuji menej ako +n prostych priamok. Na Obr. 5.3 body P,P,,...,P, tvoria taky
stredovo simerny Sestuholnik so stredom F,, aby priamky PP, a PP, boli rovnobezné.
Pridané st 4 nevlastné body W,,W,,W, ,W,, ktoré z priamok PP, PP,, PP, a PP,
spravia priamky trojbodové. Takychto 13 bodov ur¢i presne 6 prostych priamok —
nakreslené su bodkovanou ¢iarou.

Vv

P, P,___’OWl
Obr. 5.3

Sten Hansen vo svojej doktorskej dizertacii [Han81] tvrdil, ze dokazal Hypotézu 5.1.
Jeho dokaz ma vsak takmer 100 stran, je vel'mi zlozity, a aj ked’ ho kontrolovala taka
osobnost’, akou Fenchel bezpochyby je, tak chybu nenaSiel [Er83]. Napriek tomu
panovala ur¢itd nedovera ktomu dokazu, a ako sa neskdr ukazalo, neddvera bola
opravnena. V jednej z klI'icovych Hansenovych lem totiz nasli chybu Csima a Sawyer,
pricom sa im v praci [CsS93] podarilo — s vyuZzitim ostatnych Hansenovych vysledkov —
zlepsit' velmi silnt Kellyho-Moserovu dolnt hranicu [, >3n, ktord odolavala uz 33
rokov. Teda najlepsi dnes znamy dolny odhad je obsiahnuty v nasledovnej vete.

Veta 5.3. (Csima-Sawyer). Kone¢nda mnozina n =8 nekolinearnych bodov v rovine
uréuje aspoil £n prostych priamok.

Este pred dokazom S-G vety vyslovil Erdds hypotézu, ze n nekolinearnych bodov
uréuje aspon n priamok. Samozrejme, S-G veta ti nerovnost’ bezprostredne implikuje.
Tento dolny odhad je najlepsi mozny a nezavisle na sebe ho dokazali napr. Steinberg
[St44], Hanani [Hh55] a vo vSeobecnejsej, cisto kombinatorickej forme de Bruijn a Erdés
[BrE48].

Veta 5.4. (de Bruijn-Erdés) Nech P ma n>3 prvkov. Nech B ={B,,B,....,B, } je
taky systém podmnozin mnoziny P, Zze 2<|B,|<n, priom kazdd dvojica prvkov
mnoziny P patri prave do jednej mnoZiny systému B. Potom m > n.

Tazsia bola nasledovna Erddsova hypotéza o celkovom poéte priamok: ak najviac
n—k bodov z P je kolinearnych, potom existuje kladna konsStanta ¢ taka, Ze pre celkovy
pocet priamok urc¢enych bodmi z P plati |L|>c-k-n.
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Veta 5.5. (Kelly-Moser [KeM58]) Ak nanajvy$ n—k bodov mnoziny P je kolinear-
nycha n>1(3-(3k—-2)* +3k—1), tak | L|> k-n—L 3k +2)(k -1).

Hodnoty [,(n) boli v pracach [CrM68] a [Brk72] urcené pre n <22 s vynimkou
n=15,17,19,20,21. Je vsak zrejmé, ze [,(20)=10. Hl'adanie presnych hodnét poctu
prostych priamok je zmysluplné aj pre rieSenie inych typov incidenénych problémov
a nastojCiva otdzka ndjdenia minimalneho poctu [,(n) pre neparne n =15 bola polozena
aj v [CFGY4], str. 159. Oznac¢me (l,,/;,...,1,) konfiguraciu, ktord pre k =2,3,...,r urcuje

prave [, priamok radu k.

Veta 5.6. Ak existuje taka konfiguracia 15 nekolinearnych bodov v rovine, ze urcuju
menej ako 9 prostych priamok, potom tato konfiguracia musi byt’ jedna z nasledovnych:

(7,26,0,2), (8,23,3,1), (8,25,2,1), (8,27.L1), (8,29,0,1), (8,24,0,1,1).

Predogla veta z [B4C07] redukuje pripadnu existenciu d’aliej vynimocnej konfiguracie
na konecny (a naviac dost’ maly) pocet konkrétnych moznosti. Ich preskimanie ale nie je
jednoduché a zatial’ sa to nikomu nepodarilo. Dévod je ten, ze taka konfiguracia bodov
pravdepodobne nexistuje. V [BaC07] sa najdu analogické vety pre 17 aj 19 bodov.

Problém 5.2. Nech P je mnozina n nekolinearnych bodov v rovine. N3ajdite
maximalny pocet postradate'nych bodov.

Bod PeP sa nazyva postrdadatelny, ak nim neprechddza ziadna prosta priamka.
Tento pojem zaviedli Koutsky a Polak v [KoP60] a dokazali, ze ak vSetky postradatelné
body lezia na jednej priamke, tak ich pocet je aspon L%J Griinbaum [Grii99] znovu
objavil tento pojem a dokézal ten isty dolny odhad, ale v trochu silnejSej verzii — bez
podmienky kolinearnosti postradatelnych bodov a vyslovil nasledovni hypotézu.

Hypotéza 5.2. Ak n je dostatocne vel'ké, potom v kazdej mnozine n bodov v rovine
vSetky postradatel'né body okrem najviac jedného lezia na jednej priamke.
Viac o tejto problematike najde zaujemca v citovane;j literature.

k* kock

Jednym z moznych zovSeobecneni Sylvestrovho problému je vziat' n Cervenych a n
modrych bodov a skimat’ priamky monochromatické resp. bichromatické. (Farbenie
objektov sa ¢asto pouziva v tedrii grafov.) Vysledky o tejto problematike ndjde zdujemca
napr. v [BorM90], [Ch70], [ErP95], [PaP00]. Iné zovSeobecnenie sa tyka poctu nadrovin
ur¢enych bodmi vo viacdimenzionalnom priestore. Vysledky z tejto oblasti sa najdu napr.
v [Hh55], [Han65], [Han80], [Mot51], [Pu86] a v prehl'ade [BMPO5].

Turan [Tu77] definoval priesecnikové cislo cr(G) grafu G ako najmensSi pocet
priesecnikov hran grafu G pri jeho 'ubovolnom nakresleni. Zrejme cr(G)=0 prave
vtedy, ked’ graf je rovinny. Prirodzena je teda nasledovna geometricka otazka.

Aky je maximalny pocet f(n,m) incidencii medzi n réznymi bodmi a m roéznymi
priamkami v rovine?

Predovsetkym je zrejmé, ze f(n,m) je aj vo viacrozmernom priestore maximalny
pocet incidencii medzi n r6znymi bodmi a m rdéznymi priamkami, pretoze projekcia vo
vhodnom smere nezmeni pocet incidencii. V celociselnej mriezke rozsahu Jnx~ln
vezmime m takych priamok, ktoré obsahuju ¢o najviac mrezovych bodov. Tato Erdésova
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konstrukcia ukazuje, ze pocet incidencii by asymptoticky mohol byt Q(n%m% +n+m).
Szemerédi a Trotter v [SzT83] pre hornu hranicu dokazali f(n,m) < O(n%m% +n+m).
V sucasnosti najlepSie zname odhady su 0,42 - nimt +n+m < f(n,m)< 25 mE Fn+m

a boli najdené v [PaT97] a [Pa*04], takze je f(n,m)= @)(n%m?% +n+m) a staci najst’
,len“ presni hodnotu konstanty.

Najjednoduchsi dokaz je zalozeny na tzv. priesecnikovej leme [Sz97], ktora udava
dolnti hranicu pre pocet pretinajucich sa hran rovinného grafu s mnohymi hranami.
Zéaujemcom o hlbsie Stadium moézeme odporucit’ klasicku monografiu [Grii72] a novsi
prehl’ad [PaS04]. Poctom incidencii medzi m nadrovinami a n bodmi vo viacrozmernom
priestore sa zaobera napr. [AgA92].

6 Konec¢né kontajnery
Najvacsi vyznam pre prax zrejme maju husté ukladania do konecného kontajnera.

Auerbach, Banach, Mazur a Ulam dokazali vetu, ze pre kazdé prirodzené Cislo d
apre kazdé kladné Cislo V existuje ¢islo f,(V) také, ze kazdy systém d-rozmernych
konvexnych mnozin M,,i€ J, s priemerom najviac | a s celkovym objemom najviac V
sa da ulozit’ do d-rozmernej kocky so stranou f, (V). Veta je znama pod nazvom veta

o zemiakovom vreci, lebo autori vtipne poznamenali, ze v dosledku tejto vety sa 1 kg
zemiakov urcite da ulozit’ do kone¢ného vreca.

Problém 6.1. Ak4 je najmensSia mozna hodnota f,(V)?

Zodpovedat’ tuto otazku bude extrémne tazké. Pre paralelné ukladanie kvddrov prvy
horny odhad ¢isla f, (V) nasiel Kosinski [Ko57] a tento odhad zlepsili Moon a L. Moser

[MoM67]. Pre dimenziu d =2 lepSie odhady nasli Meir a L. Moser [MeM68]. Okrem
povodnej — enormne tazkej — otazky st vSak dodnes nezodpovedané aj nasledovné dve,
ktoré sa zdaju byt podstatne I'ahSie.

Problém 6.2. Je mozné vietky obdizniky R, =1x-L, i=1,2,3,..., ulozit do §tvorca

it

so stranou 1?

Problém 6.3. Je mozné vsetky Stvorce so stranou i=1,23,..., ulozit do

1
2i+l

obdiznika s obsahom L 7° —1?

Oba problémy st dobre uchopitelné, lebo sa ukladaji konkrétne systémy obdiznikov resp.
Stvorcov. LenZe oba systémy su nekonecné, pricom sucty prislusnych radov st postupne 1

a %72’2 —1, takze ak odpoved na niektori ztych dvoch otdzok je kladna, tak odhad

formulovany v otazke by bol najlepsi mozny, a teda by iSlo o problém typu filing. Odhady
boli uverejnené v Jennings [Je94] a [Je95], lepSie odhady boli vsak ukazané v [Ba90],
[Ba90b], [B498b]: pre uloZzenie systému obdiznikov 1x -1 staci Stvorec s dizkou strany 1,002

1
2i+l

apre ulozenie Stvorcov stadi obdlznik sobsahom 0,236 5038, pricom teoreticky

najlepsia hodnota %72'2 —1=0,233700 55 je lepSia len o menej ako o tri tisiciny. O trochu
neskor vsak Paulhus v [Pau98] uviedol algoritmy, na zaklade ktorych pocita¢ ulozil také
velké mnozstvo objektov, Ze hypoteticky najlepSim uloZeniam sa priblizil radovo na
stotisiciny. Samozrejme, ked’ze v oboch pripadoch sa ukladajii nekoneéné systémy objektov,
pocita¢ musi pre nedostatok paméte raz s vypoctom skoncit, takze stdle sii obe otdzky
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otvorené. Vo vyssich dimenzidch je nezodpovedanych otdzok d’aleko viac, aj ked urcité
odhady boli dokdzané prinajmensom pre kvadre.

Systém telies s celkovym objemom 1 nazveme jednotkovy systém. V uz spominanej
praci [MoM67] bol formulovany — okrem mnohych inych — aj nasledovny problém.

Problém 6.4. Urcte najmensie Cislo A také, ze kazdy jednotkovy systém Stvorcov sa
da paralelne ulozit’ do nejakého obdlznika s obsahom A.

Kleitman a Krieger [KIK70] dokéazali, Zze kazdy taky kone¢ny systém sa da ulozit’ do
obdiznika s dizkami strén 1 a +/3 a tento horny odhad zlepsili v [KIK75] na obdiznik
s dizkami stran + a V2, teda A< + =1,632993162. Ukézali aj trividlny dolny odhad

2 Novotny v [No95] ukézal netrivialny dolny odhad A > 2*—3‘5 > 1,244 na systéme troch
$tvorcov s dizkou strany ﬁ a jedného s dizkou strany ﬁ Pretoze malé Stvorce sa daju

ukladat’ ve'mi ekonomicky, je pravdepodobné, ze prdve tdto konfigurdcia je extremdlna.
Netrivialny horny odhad Kleitmana a Kriegera pre kone¢né systémy zlepsil Novotny
v [No96] na A<1,53 avpraci [No99] ukazal, ze pre kazdy pdtprvkovy jednotkovy

systém S$tvorcov je A=¥ atuto rovnost’ ukazal aj pre 6, 7 a 8-prvkové systémy

v [No02], ¢o vyznamne zosiliiuje vieru v platnost’ hypotézy, ze vysSie spominany 4-prv-
kovy systém Stvorcov je extremalny. Horny odhad A < 1,53 len nedavno zlepsil pomocou
vhodnej diskretizacie na pocitaci Hougardy v [HoulO] na A<14; aj toto je vsak este

, 5 s . . NG
stale d'aleko od o¢akéavanej presnej hodnoty A =252

* Ok 3k

V roku 2006 Andreescu a Mushkarov [AnMO06] postavili nasledovny problém.

Problém 6.5. Maximalizujte sucet obsahov troch neprekryvajucich sa trojuholnikov
ulozenych v danom kruhu.

Pazravy algoritmus generuje jeden vpisany rovnostranny a potom dva rovnaké
rovnoramenné trojuholniky, takze ich zjednotenie bude patuholnik vpisany do daného
kruhu. Tato konfiguradcia vSak urcite neposkytuje maximum, lebo vpisany pravidelny
patuholnik ma v&acsi obsah a da sa rozdelit na tri trojuholniky. Na zdklade toho
Andreescu a Mushkarov vyslovili hypotézu, ze maximalny obsah n >3 trojuholnikov
ulozenych do daného kruhu sa dosiahne rozdelenim pravidelného (n+2)-uholnika
vpisaného do kruhu na trojuholniky, teda jeho triangulaciou. Bezdek a Fodor [BeF10]
a nezavisle aj [Ba10] v roku 2010 dokazali slabsiu verziu tej hypotézy za predpokladu, ze
vSetky vrcholy vsetkych trojuholnikov lezia na hrani¢nej kruznici. V oboch pracach je
dokaz urobeny len pre tri trojuholniky, ale v oboch je poznamenané, ze metdda dokazu
funguje aj pre viac ako tri trojuholniky. A.Bezdek a Fodor v [BeF10] poznamenali, Ze
tato trividlne vyzerajica otazka sa zda byt beznadejne tazka.

Vsimnime si teraz d’alsi takmer trivialne vyzerajuci problém uloZenia troch kruhov do
daného trojuholnika tak, aby sucet ich obsahov bol maximalny. Tento sa da vystopovat’
az po Malfattiho pracu [Ma803] z roku 1803. Je vel'mi prekvapujice, Ze tento problém
bol vyrieSeny az o 191 rokov neskor, ked’ Zalgaller a Los [Zal.94] dokazali, Ze optimalny
je tzv. pazravy algoritmus, a teda ze neplati Malfattiho pdvodna hypotéza, ze maximum
sa dosiahne tromi navzajom sa dotykajucimi kruhmi, z ktorych kazdy sa dotyka dvoch
stran trojuholnika (toto sa dnes nazyva Malfattiho konfiguracia). Samozrejme, otazka sa
da polozit' aj pre ulozenie n>3 kruhov. Presné vysledky pre ukladanie n zhodnych
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kruhov do rovnostranného trojuholnika su vSak zndme len pre trojuholnikové cisla
-

n= T]) (pozri Oler [O161]) a potom uz len Erdésom predpovedany vysledok pre n =14
v Payan [Pay97]. Okrem tychto st zname uz len odhady dosiahnuté pomocou pocitaca,
napr. v Graham a Lubachevsky [GrL95].

* ok 3k

Uvazujme teraz problém najhustejSieho uloZenia zhodnych guli v nejakej vicsej guli.
V dimenzii 2 teda ide o najhustejSie ulozenie kruhov srovnakym polomerom r do
vicsieho kruhu s danym polomerom R >r. Su dva pristupy: bud pre dané R>r >0
hl'adame maximalny pocet k& mensich kruhov, ktoré je mozné ulozit' do vacsicho kruhu
(a samozrejme nas zaujima aj extremdlna konfigurdcia, teda to, ako sa daju ulozit’), alebo
— atoto je CastejSie — pre dané prirodzené Cislo k=2 hladdme maximalny polomer
r=r(k)>0 taky, aby mensie kruhy s polomerom r bolo mozné ulozit’ do vacsieho kruhu
s polomerom R . Tie dva pristupy su vsak ekvivalentné.

Pretoze poloha gule je jednozna¢ne urc¢ena polohou jej stredu, byva zvykom namiesto
ukladania guli uvazovat’ ekvivalentny problém pripustného rozmiestnenia stredov tych
guli, priCom pripustné rozmiestnenie je také, ze vzdialenost TI'ubovolnych dvoch
ulozenych bodov nie je mensia ako vopred dané kladné ¢&islo, obvykle 1, ale urcite aspon
dvojnasobok polomeru ukladanych guli.

Pre prirodzené ¢islo k oznaéme h(k) najvicSie Cislo s vlastnostou, Zze do kruhu
s polomerom 1 sa da ulozit’ k& bodov tak, zZe najmensia vzdialenost’ medzi tymi bodmi je

.....

zhodnych kruhov tak, aby k takychto kruhov bolo mozné ulozit’ do kruhu s priemerom
2+ h(k) . Presné hodnoty h(k) pre k <10 ukézal Pirl [Pir69]. Okrem tychto su zndme uz
len h(11) — pozri Melissen [Me94] a Styri hodnoty h(12), h(13), h(14) a h(19), ktoré
ukazal Fodor v [Fo00], [Fo0O3b], [Fo03] a [Fo99]. Malo presnych vysledkov v tomto
probléme, ako aj v mnohych inych problémoch tohto typu, je spOsobené tym, ze
neexistuje univerzalna metdda pre dodkaz, ze naozaj ide o extrém; spdsob dokazu sa totiz
¢asto meni od pripadu k pripadu. NajlepSie zname dolné odhady ¢isla h(k) boli najdené
v Graham a d’alsi v [Gr*98] pomocou pocitaca pre n < 65.

Priemer diam M uzavretého konvexného telesa M je maximalna mozna vzdialenost’
medzi bodmi mnoziny M . Dvojicu bodov X,Y e M nazveme diametralna , ked’ realizuje

priemer mnoziny M , teda ked

XY‘ =diamM . Nech g, je maximalny pocet bodov,
ktoré sa daji umiestnit’ do M tak, aby ich vzdjomna vzdialenost’ bola aspoti 1. Nech G,,

je mnozina bodov, ktora realizuje Cislo g, . Je prirodzené ocakavat, ze G,, bude
obsahovat’ excentrické body mnoziny M, napr. niecktoré body na jej hranici,
a predovSetkym najexcentrickejSie body, ktoré realizuji priemer diam M mnoziny M .
Nemusi to vSak byt tak. Ak mnozina P tvori maximalne pripustné rozmiestnenie bodov
v konvexnej] mnozine M , teda mnozina P obsahuje najviac¢si mozny pocet bodov
umiestnenych v mnozine M tak, ze vzajomna vzdialenost medzi I'ubovolnymi dvoma
bodmi z P je aspon 1, potom mnozina P nemusi obsahovat ziadny z diametralnych
bodov mnoziny M . Uvedieme priklad takej mnoziny M .

Vezmime jednotkovy Stvorec ABCD (Obr. 6.1) a na jeho protil'ahlé strany AD a BC
nalepime dva zhodné rovnoramenné trojuholniky ADE , BCF tak, aby ‘EF ‘ =3/2.
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Obr. 6.1

Diametralne body konvexného Sestuholnika M = ABFCDE st zrejme E,F. Body
A,B,C,D ukazuju, ze do M je mozné umiestnit’ aspon 4 body vo vzajomnej vzdialenosti
asponn 1. Zrejme vSak v M neexistuje pripustnd mnozina 4 bodov taka, ktora by
obsahovala ¢o len jeden z diametralnych bodov E,F. Iny priklad takej mnoziny najde
z4ujemca napr. v [Ba07], [BaB08]. Urcite by bolo zaujimavé néjst’ nutna a postacujucu
podmienku pre to, aby maximalne pripustné ulozenie bodov do konvexnej mnoziny M
obsahovalo vsetky diametralne body, alebo aspon jednu dvojicu diametralnych bodov, ale
toto sa zda byt enormne t'azké.

* % %

Dalej sa budeme venovat' len ukladaniu kongruentnych guli do kocky. Pre dané
prirodzené Cislo k treba najst maximalny polomer r=r(k) tak, aby k& mensich guli
s polomerom r bolo mozné ulozit’ do jednotkovej kocky. V dimenzii 2, teda v rovine, ide
o ukladanie kruhov do Stvorca. Tento problém bol uz naozaj hodne skiimany a zname st
vysledky pre k <28 (pozri napr. Nurmela a Ostergard [NuO99], Schaer [Sc65], Schaer
a Meir [ScM65], Peikert a dalsi [Pe*92], Markét [Ma04]). V praci LGS [LGS97] autori
popisali tzv. biliardovy algoritmus, ktory umoznuje na pocita¢i najst husté roz-
miesthovanie stredov kruhov. Mnohé z nich su asi najlepSie mozné, ale dokaz optimality
samozrejme chyba. Dobry prehlad je napr. v Ament a Blind [AmBO00].

Pre vysSie dimenzie pouzijeme inu (ale samozrejme ekvivalentnl) formulaciu
problému tak, ako bola uvedena v L. Moser [Mo66] a neskér zopakovana v Guy [Gu75],
W. Moser [M091], Moser a Pach [MoP94], Brass-Moser-Pach [BMPO05].

Problém 6.6. Oznacme f(d) maximalnych pocet bodov, ktoré sa daju umiestnit’ do
d-rozmernej jednotkovej kocky C? tak, Ze vietky vzijomné vzdialenosti st aspon 1.
Najdite presné hodnoty f(d) aspon pre malé hodnoty d .

Bez ujmy na vieobecnosti za d-rozmerni jednotkovia kocku C¢ vezmeme <0;l>d.

Vysledky f(d)=2" pre dimenzie d = 1, 2, 3 su trivialne: ak kocku rozdelime na polovi-

cu v kazdom stradnicovom smere, tak telesova uhlopriecka je kratSia ako V372 , takze
do jednej malej kocky sa da pripustne ulozit’ najviac jeden bod. Ked’ze malych kociek je
2¢, Dirichletov princip d4 maximum, pri¢om 2¢ vrcholov ur&ite tvori pripustné uloZenie.
Jednoznacnost’ uloZenia v dimenzii 3 bola uk4zana v praci [BaB01] a v Schaer [Sc66].
Okrem tychto je znama uz len presna hodnota f(4) =17, ktorad bola dokazana — spolu aj
s jednozna¢nostou maximalnej konfiguracie — v [BaB03]. Tu uz Dirichletov princip
nestaci, lebo kazda zo 16 malych kociek ma priemer 1 a teda do malej kocky sa zmestia
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dva body. Ziadne d’aliie presné hodnoty f(d) viak zname nie si. (Poznamenajme, e
v jednej praci sa objavilo, Ze rovnost f(4) =17 dokazal aj Meir, ale dokaz nikde
nepublikoval. Samozrejme, mozné to je. Ale kvoli exaktnosti je vhodné odvolat’ sa na
vel'mi serioznu knihu [B604] Karoly Boroczky jr.. Cambridge Tracts in Mathematics
#154 (2004): Finite Packing and Covering, kde autor konstatuje, ze prvy dokaz rovnosti
f(4) =17 je v [BaB03].)

Napriek vyssie uvedenému faktu, Zze najhustejSie pripustné rozmiestnenie bodov
vmnozine M nemusi obsahovat Ziadny z diametralnych bodov mnoziny M, sme
presvedceni, ze plati nasledovna hypotéza.

Hypotéza 6.1. Najhustejsie pripustné rozmiestnenie bodov do jednotkovej kocky C*
prinajmensom po dimenziu d =12 obsahuje vSetky vrcholy tej kocky, teda vsetky
dvojice diametralnych bodov.

Platnost’ tej hypotézy by umoznila najst’ presntt hodnotu ¢isla f(d) prinajmenSom pre
dimenzie 5 a 6. Plati totiz nasledovna veta:

Veta 6.1. ([BaB03]) Ak pripustnd mnozina f(5) bodov obsahuje vSetky vrcholy
jednotkovej kocky C’, tak f(5)=234. Ak pripustna mnoZzina f(6) bodov obsahuje vetky
vrcholy jednotkovej kocky C°, tak f(6)=76.

Je zrejmé, ze akakol'vek konstrukcia pripustného ulozenia dava dolny odhad. V pra-
cach [BaB03], [BaB07], [BaB08b] boli uvedené konstrukcie, ktoré ukazuju dolné odhady
f(5)=234, f(6)=76, f(7)=184, f(8)=481, f(9)=2994, f(10)=2452, f(11)=5464,
f(12)=>14705. V praci Horvath [Horv10] autor pomocou Hammingovych kodov skon-
3 +2(d -1)3"" +1

2d
kocky. V pripadoch k =2,3 tomuto zodpovedajice ulozenia daji vysledok zhodny s naj-
lep$imi znamymi z [BaB03], teda f(4)>17 a f(8)>481.

Struoval pripustné ulozenie bodov do d = 2"-rozmernej jednotkovej

Horné odhady sa ziskavaju podstatne tazsie. V praci [BaB08] sme ukazali horné
odhady cisla f(d) pre d =6,...,12. Vsetky tieto odhady boli o nieco zlepsené v Talata

[Tal0] a znadne sofistikovanymi metédami pokrytia kocky C? mensimi kvadrami boli
v tej praci ziskané aj netrivialne horné odhady pre dimenzie d =13, ..., 24.

V dimenzii 6 sme v praci [BaB12b] pouzitim uplne odlisnej metdédy ukazali horny
odhad f(6) <120, ktory je v stiCasnosti najlepsi znamy.

V dimenzii 5 je znamych viac vysledkov. V [BaB07] bol ukazany horny odhad
f(5)<44; vtej istej dobe Uplne inym (a vyrazne komplikovanejsim) sposobom Joos
v [J608] ukéazal o1 lepsi odhad f(5)<43, aten isty autor toto v [J610] zlepsil na
f(5)<42. V sucasnosti najlepsi horny odhad je f(5)<40, ktory sme dokazali v praci
[BaB12], takze v dimenzii 5 plati 34< f(5)<40. Odhad f(5)<40 je zalozeny na
Dirichletovom principe a na nasledovnej leme: Do kvadra s dizkami hran 1,1, 1, 1,4 sada
pripustne ulozit’ najviac 10 bodov, pricom ta lema je najlepsSia moznd. Dokaz tej lemy
vSak vyzaduje najdenie a efektivne vyuzitie mnozstva d’alSich vlastnosti hustych ulozeni.
Domnievame sa, ze (prinajmensom) v dimenziach 5, 6, 7, 8 budl presné hodnoty f(n)

zhodné s najlepsimi zndamymi dolnymi odhadmi ¢isla f(n).
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Hypotéza 6.2. f(5)=34, f(6)=76, f(7)=184, f(8)=481.

Pokial' ide o vePmi velké dimenzie, horny odhad f(d)<d®*(1++)' ~d?e(®Nd
pre d dostatoéne velké z [BaB03] bol zlepseny v [BaBO8] na zaklade pisomne;j
komunikacie [Ma] a s vyuzitim [FeK93] a [KaL78] na f(d)<d“'*-0,63091?¢"" . Na
zéklade [Ma] bol ukazany aj netrividlny dolny odhad f(d)>d""* -0,2419707‘19(\/3 )
v [BaBO08].

7 Mix

V tejto Casti sa vel'mi struéne zmienim o niektorych problémoch, o ktorych si myslim,
ze by sa mali spomenut’, ale ktorych podrobnejsi prehl'ad by neprimerane predlzil tento
¢lanok.

Ak vezmeme n bodov v rovine, n >4, nemozu vsetky dvojice tych bodov urcovat’ ta
ista vzdialenost’. Je teda prirodzené sa spytat, najviac kol'kokrat sa moze vyskytnut ta
istd vzdialenost’ medzi n bodmi v rovine ([Er46]). Bez ujmy na vSeobecnosti mdzeme
vziat" jednotkovll vzdialenost’ a maximalny pocet vyskytu tejto vzdialenosti medzi n
bodmi v rovine ozna¢ime u(n). Presné hodnoty pre n <14 boli najdené analyzou
vSetkych moznych bodovych konfiguracii. V stcasnosti najlepsSie zname odhady su

clog n
Q[we“’g log ”] <u(n) < O(W), su vSak d’aleko od Erdésom predpokladanej nerovnosti

u(n) < O(n”g) pre vietky £>0.

Pretoze jednoducho vyzerajici problém sa napriek mnohym pokusom dodnes
nepodarilo vyriesit, vznikla Siroka paleta ré6znych pristupov (Casto iniciovanych prave
Erdésom) a z toho prameniaca ohromna literatira. Skiimalo sa mnoho S$pecialnych
pripadov a pribuznych otazok, napr. aky je minimalny pocet vzdialenosti urcenych n
bodmi vrovine (napr. [AEP91], [Bec83], [Chu84], [ChuST92], [Ele95], [ErFo6],
[ErF97]), rozdelenie vzdialenosti a frekventované vel'ké vzdialenosti ([He56], [Ve85],
[Ve87], [Ve96]), vzdialenosti bodov, resp. ich stctov na sfére ([ChGS85], [ChK73],
[EHP89]), vzdialenosti medzi vrcholmi konvexnych n—uholnikov ([Al63], [Al72],
[Fi95], [Fi97], [Se03]), k-rovnoramennost’ ([BaKO01], [Fi98], [Koj01], [K0j02], [Weil2],
[La*08]), ale aj body v konvexnej polohe, mnoziny urcujice len dve rozne vzdialenosti,
frekventované malé vzdialenosti, vel'ké mnozstvo ,,grafarskych® pristupov a podobne.
(Pozri napr. [Br98], [Br98b], [Er75], [Er82], [Er84], [Er86]). Len malo ztych
parcidlnych problémov bolo uplne vyrieSenych, takZze zaujemca néjde v literatire
niektoré odpovede a velmi vela otvorenych otdzok.

* % %

Scott [Sco70] skumal otazku, aky je minimalny pocet s(n) navzajom rdznych
(neorientovanych) smerov uréenych n nekolinearnymi bodmi v rovine, a domnieval sa,
ze s(n)=n pre n parne, pricom rovnost sa dosiahne pre pravidelny n-uholnik, resp.
s(ny=n—-1 pre n neparne, priCom rovnost’ sa dosiahne pre pravidelny (n—1)-uholnik
a jeho stred. Ti domnienku dokézal o 12 rokov neskér Ungar [Un82]. Prekvapujtci je
vSak pocet roznych konfiguracii, ktoré realizuju extremalne hodnoty. V [JaH83] sa ndjdu
dve nekonecné triedy takych konfiguracii a este rakmer stovka nepravidelnych.
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Analogicka otazka pre trojrozmerny euklidovsky priestor bola vyrieSena len nedavno
[PPS04]: n bodov v E°, ktoré neleZia vietky v jednej rovine, uréuje aspoit 2n—7, resp.
2n—15 smerov pre n parne, resp. neparne.

* % %

Problém 7.1. ([MoP86], [KIW91]) Uréte najvacsie Cislo k(n) také, aby sa z kazdej
mnoziny n bodov v rovine dala vybrat' k(n)-bodova podmnozina U, ktorej ziadny bod
nie je stredom dvoch inych bodov z U.

Najlepsie v sucasnosti zname odhady su n' = een < k(n)<n/log’n, kde c,d su
vhodné kladné konstanty. V [Ba*95], [Ba*97] su ukazané niektoré presné hodnoty.

* ok osk

Rozdelit’ jednou priamkou kone¢nt bodovii mnozinu v rovine na polovice je l'ahké.
Ak vsak pozadujeme, aby deliaca priamka obsahovala aspon dva body tej mnoziny, tak
sa to zrejme nemusi dat’. Alon [Al02] nasiel také mnoziny pozostavajuce z 8k +4 bodov,
ze pocet bodov na dvoch stranach kazdej priamky urcenej tymi bodmi sa 1iSi aspoii o dva.

Problém 7.2. ([Ku72]) Urcuje kazda kone¢na mnozina bodov v rovine taka priamku,
ze pocet bodov v roznych polrovinach s hranicou v tej priamke sa lisi najviac o dva?

Problém 7.3. ([Pi03]) Uréuje kazda kone¢nd mmnozina n nekolinearnych bodov

v rovine takdl priamku, ktord ma v oboch polrovinach s hranicou v tej priamke aspoil
4+n—3 bodov?

* % %

Akékol'vek dva body v euklidovskej (alebo hyperbolickej) rovine uréia prdve jednu
priamku, akékol'vek #ri nekolinearne body v euklidovskej rovine uréia prdve jednu
kruznicu, akékol'vek dva body v hyperbolickej rovine urcia prdve dva horocykly, ... Toto
prirodzene podsuva myslienku takého zovSeobecnenia, aby akychkol'vek r bodov uréilo
prave g rdznych objektov. Prave za tym Ucelom bol v [Ba79] zavedeny pojem

abstraktnej (r, g)-$truktury.

Definicia 7.1. Nech m, n, g, r su prirodzené &isla také, ze n>3, n>r, m2n+q-1.
Nech mnozina M ma aspoil n+¢g—1 prvkov. Nech P= {PI,PZ,...,P,,}C M je n-prvkova
podmnozina zakladnej mnoZiny M . Nech 2" je mnoZina vietkych podmnozin mnoZiny
M . Nech m-prvkovy systém mnozin T={T,,T,,....T, }c 2" spliuje nasledovné tri
podmienky:

(1) Kazdy prvok T, € T pre k =1,2,...,m obsahuje asponi r navzdjom rdznych prvkov
P,P ., P €P;

(6) Ak P, P_,..., P, je r navzajom roznych prvkov mnoziny P, tak existuje prave g
navzajom roznych prvkov T, ,T, ,...,T].q €T tak, ze pre p=1,2,...,q plati P, € T].”
pre kazdé se {1,2,...,r};

(1) Pre kazdych r+1 navzdjom rdznych prvkov P,

1 i

P ,..., P, €P existuje nanajvys

jeden prvok T, € T taky, ze P, € T, pre kazd¢ se {1,2,...,r+1}.

Potom usporiadant trojicu (M ,P,T) nazveme (r, g)-Struktrou.
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Prvok T, € T nazveme trieda radu k , ak obsahuje prave k navzdjom rdznych prvkov

mnoziny P. Trieda rddu r sa nazyva prostd. Ak Pe T, tak (r, g)-Struktara (M ,P,T) sa
nazyva trividlna, ak. Prvok P, € P nazveme prvok stupnia k, ak je obsiahnuty prave v k
navzajom réznych triedach z T.

Prvky mnoziny P budeme nazyvat body. V pripade konkrétneho geometrického
modelu (r, g)-Struktiry budeme pre prvky mnoziny T, tj. pre triedy, pouzivat aj
prislusny geometricky nazov, napr. priamka, kruznica, horocykel, sféra, a podobne.

Definicia 7.1 sa stane omnoho privetivejSou, ak ju vyjadrime pomocou vysSie
zavedenych pojmov. Axioma (u) minimdlneho poctu prvkov v triede vyzaduje, aby
kazda trieda obsahovala aspofi r rdznych bodov z P. Axioma (0 ) dostatocného poétu
prvkov vyzaduje, aby kazda r-tica bodov z P patrila prave do ¢ tried z T. Axioma (1)
hovori o jednoznacnosti: akdkol'vek (r + 1)-tica moze patrit’ najviac do jednej triedy, t.j.
ak nejaka trieda obsahuje r+1 rdznych bodov, potom ta trieda je ur€end jednoznacne.

Takto interpretované vlastnosti uz davaju tusit’ existenciu mnohych geometrickych
modelov (7, g)-Struktar; niektoré z nich teraz uvedieme. VSimnime si predtym, ze pre
(r, 1)-Strukttru, teda pre g =1, moéze byt M =P, pretoze n+q—1=n. Naviac v pripade
g =1 plati implikacia (0 )— (1), teda podmienku (z) mozno v tomto pripade z definicie
vynechat’.

Priklad 7.1. Nech M =E?, kde E’ je redlna euklidovska rovina. Nech P je
mnozina n bodov v E*. Nech T je mnozina vietkych priamok v E* uréenych bodmi
z P. Potom (M ,P,T) je (2, 1)-Struktura.

Priklad 7.2. Nech M = E*. Nech P je mnozina n bodov v E* takych, Ze Ziadne tri
nelezia na jednej priamke. Nech T je mnozina vSetkych kruznic ur¢enych bodmi z P.
Potom (M ,P,T) je (3, 1)-Struktura.

Priklad 7.3. Nech M = H”, tj hyperbolick4 rovina a nech P je mnozina n bodov
v H?. Nech T je mnozina vietkych horocyklov v H? uréenych bodmi z P. Potom
(M ,P,T) je (2,2)-Struktuira.

Priklad 7.4. Ak vezmeme n-bodovi mnozinu P v E? taka, e diamP <2 a do T
zaradime vSetky jednotkové kruznice urcené bodmi z P (t]. tie jednotkové kruznice,
ktoré obsahuju aspon dva body z P), potom (M ,P,T) je (2, 2)-Struktira.

Priklad 7.5. Nech M = E*. Nech P ={P,P,,...,P,} je n-bodova mnozinav E’ taka,
ze ziadne Styri z nich nie su komplanarne, teda nelezia v jednej rovine. Kazda trojica
bodov P, P,,P, € P jednoznatne urCuje kruznicu so stredom S, ;, apolomerom 7, .
Ozname n,;, priamku prechadzajicu bodom S, , kolmo na rovinu uréent bodmi

PP, P,. Ozna¢me dalej & = max 7, ;, a vezmime Cislo D >¢ l'ubovol'ne. Potom kazda

irtjo

trojica bodov P, P,, P, € P urCuje prave dve sféry s polomerom D, ktorych stredy st na

ir%jo
priamke n, ;. Ak za T vezmeme mnozinu vy3Sie definovanych sfér, potom (M ,P,T) je
(3, 2)-Struktura.

Samozrejme je mozné uviest mnoho d’alSich prikladov (r, g)-Struktur, avSak uz vyssie
uvedené postacujii k tomu, aby bola zrejma Sirka tohto pojmu, ktory bol zavedeny
v [Ba79] (a postupne rozSirovany v [Ba*94], [Ba98], [Ba03], [Ba06]) ako pokus
o zjednotenie mnozstva (najmé) geometrickych modelov na zaklade ich spolo¢nych kom-
binatorickych vlastnosti. Tvrdenie platné pre abstraktnii (r, q)-Struktaru zostava v plat-
nosti aj pre vSetky jej konkrétne modely. Je treba si v8ak uvedomit’, Ze pre konkrétne
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(napr. geometrick€¢) modely sa neraz daji odvodit’ silnejSie tvrdenia, nakolko
v konkrétnych modeloch okrem axiomov (u), (0), (1) st splnené — a pri ddkazoch
podstatne vyuziteI'né — aj iné vlastnosti. Ni¢ to vSak nemeni na tom, ze niektoré tvrdenia
o kombinatorickych (r, g)-Struktiirach su najsilnejSie mozné.

Ak pre (r, g)-Struktaru (M ,P,T) oznac¢ime p, pocet bodov stupiia k z mnoziny P
a t, pocet tried radu k z T, tak evidentne st splnené incidencné rovnosti

S Dket,=>k-p,,
k=r

k=q

e
(52) Z(r]-rk =q~@.

Zakladna otazka pre (r, g)-Struktury je obvykle otazka Sylvestrovho typu, teda ¢i vzdy
je urCena nejaka prosta trieda, alebo Erddsovho typu, teda aky je minimalny pocet tried
m, alebo Elliottovho typu, teda do kol’kych tried musi patrit’ kazdy bod.

Zacnime jednou odpoved’ou na otazku Erddsovho typu.

Veta 7.1. ([Ba79]) Pocet m tried (2, 2)-Struktary (M , P, T ) je aspon tak velky, ako
pocet bodov, teda m =n. Tento odhad je v istom zmysle najlepsi mozny.

Vo svetle vyssie uvedenych geometrickych modelov (2, 2)-Struktir uved'me dva do-
sledky tejto vety.

Veta 7.2. Pocet i horocyklov ur¢enych n bodmi je aspoil n.

Veta 7.3. Pocet jednotkovych kruznic urenych n-bodovou mnozinou P, ktorej
priemer je mensi ako 2, je aspon n.

Otazku pre maximalny pocet horocyklov uréenych n bodmi v hyperbolickej rovine
postavil Jucovi¢ v [Ju70]. Veta 7.2 dava linearny dolny odhad. Kvadraticky odhad

h>cn® dokazal Beck [Bec83], ale s extrémne malou hodnotou konstanty ¢. Uz v [B479]
-1
sa v8ak objavila hypotéza, ze h > (nz j+ 3.

* % %

Poznamenajme, ze v roku 1999 A. Bezdek v praci [Be99] — okrem inych zaujimavych
vysledkov — postavil aj tri problémy; treti z nich bol Vetou 7.1, presnejsie jej dosledkom
vo Vete 7.3, zodpovedany 20 rokov pred jeho sformulovanim.

Kazdé tri nekolinedrne body mnoziny P={P,P,,...,P,} uréuji prave jednu kruznicu,
dvomi bodmi kruznica nie je ur€end. Ako ukazuje Priklad 7.2, body a kruznice nimi
urcené tvoria (3, 1)-Struktaru. Kruznica, ktora obsahuje prave k bodov z mnoziny P, sa
nazyva kruZnica rddu k, pricom zmysel maji samozrejme len kruznice radu k=3.
Kruznica radu 3 sa nazyva prostd. Pre kruznice ur¢ené n bodmi v rovine boli polozené
a skiimané analogické otazky, ako pre priamky. Existenciu prostej kruznice ako prvy
dokéazal Motzkin [Mot51], ale podstatny pokrok priniesla az praca Elliotta [E167] o 16
rokov neskor.

* ko ok

Na 2. konferencii Convex and Discrete Geometry, Bydgoszcz 1998, predlozil F. Fodor

(v mene trojice autorov A. Bezdek, F. Fodor, 1. Talata) nasledovny problém Sylvestrovho

typu.
Nech P je mnozina n>2 bodov v euklidovskej rovine E’ taka, ze diam P <2.
Usporiadana §tvorica bodov sa nazyva vynimocnd, ak tri z nich st vrcholmi ostrouhlého

trojuholnika vpisaného do jednotkovej kruznice a Stvrty bod je spolocnym bodom troch
jednotkovych kruznic, ktoré obsahuju prave dva vrcholy toho trojuholnika (Obr. 7.1).
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Dokazte, ze ak P nie je vynimoc¢nd, potom aspoi jedna z jednotkovych kruznic urcenych
bodmi mnoziny P je prosta. (Pozri tiez Bezdek [Be99], Problem 1.)

Obr. 7.1 Vynimocna Stvorica bodov

V spolocnej praci [BFTO1] spominanych troch autorov bol ten problém vyrieSeny pre
pripad diam P < V2. Tento vysledok o malo neskdr zosilnil A. Bezdek [Be02] pre
mnozinu P taku, ze diam P <+/3 . Pretoze vynimoc¢na Stvorica bodov ma priemer aspon
V3 aak tri body vynimocnej Stvorice tvoria vrcholy rovnostranného trojuholnika, potom
ma priemer presne V3, je tato Bezdekova veta najlep$ia mozna pre n > 2, nakol’ko pre

n=4 vynimoc¢na $tvorica bodov neumozni dolny odhad vicsi ako V3. Ni¢ to viak
nemeni na tom, ze pre n=35 sa ocakavala pozitivna odpoved’ pre mnoziny s vlastnostou
diam P <2. Definitivhu odpoved’ na tento problém Sylvestrovho typu dal v roku 2002
Rom Pinchasi [Pi02] v dudlnom tvare.

Veta 7.4. ([Pi02]) Nech U je konecna mnozina pozostavajuca z aspon dvoch
jednotkovych kruznic v rovine, z ktorych kazdé dve sa pretinaju. Potom existuje bod,
ktory lezi prave na dvoch takych kruzniciach, pokial’ U nie je vynimoc¢na.

V suvislosti s jednotkovymi kruznicami je vSak mimoriadne zaujimava aj otazka
Elliottovho typu: AKy je minimalny pocet jednotkovych kruznic uréenych bodmi
kone¢nej mnoziny, ktoré prechadzaju jednym (Pubovolnym) bodom? Zrejme také body
a jednotkové kruznice nimi uréené tvoria (2, 2)-Struktaru (Priklad 7.4). Jednotkova kruz-
nica, ktora obsahuje prave k bodov z mnoziny P sa nazyva kruZnica rddu k. Jednotkova
kruznica radu 2 sa nazyva prostd.

Tak vznikla (na druhy den po Fodorovom oznameni problému) nasledovna veta, ktora
bola kratko potom publikovana v [Ba99].

Veta 7.5. Nech P je taka mnoZina n>2 bodov v euklidovskej rovine E*, Ze

1++8n—-7

diam P <2. Potom kazdym bodom Pe P prechadza aspon - jednotkovych

kruznic ur€enych bodmi danej mnoziny P. Tento dolny odhad je najlepsi mozny
a v extremalnej konfiguracii vSetky jednotkové kruznice prechadzajice bodom P su

., 1++/8n-17
radu -

Pre jednotkové kruznice je metrika podstatna. Preto je do istej miery prekvapujuce, ze
dokaz predoslej bolo mozné urobit pomocou kruhovej inverzie, ktorda metriku
nezachovdva, lebo vzdialenosti sa pri inverzii menia.
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Veta 7.6. ([B479]) Nech P je mnozina n>2 bodov v hyperbolickej rovine H’. Potom

1+~8n—-7
2

kazdym bodom Pe P prechadza aspon horocyklov. Tento odhad je najlepsi

mozny a v extremalnej konfiguracii vsetky horocykly prechddzajuce bodom Pe P su
. 1+8n=7
radu —
Kazda nekolinearna trojica bodov vrovine ur¢i prave jednu kruznicu. Aky je
maximalny pocet roznych kongruentnych kruznic urCenych n bodmi v rovine? Bez ujmy
na vSeobecnosti moézeme skumat’ maximalny pocet kruznic s polomerom 1.

Problém 7.7. (Erdds) Aky je maximalny pocet u(n) jednotkovych kruznic uréenych
mnozinou 7 bodov v rovine?

Povazujem za vhodné zdoraznit’, ze teraz kruznica uréena bodmi mnoziny P musi
obsahovat’ aspori tri body mnoziny P. Harborth [Har85] a Harborth a Mengersen
[HarM86] urcili presné hodnoty u(n) pre n<8 nasledovne: u(3)=1, u(4)=u(5)=4,
u(6)=8, u(7)=12 a u(8) =16.

Nasledovna uvaha dava trividlny horny odhad pre u(n). Kazda dvojica bodov lezi
najviac na dvoch jednotkovych kruzniciach. Ak s¢itame jednotkové kruznice cez vsetky

n
dvojice bodov, dostaneme maximalny stucet 2~[2J. V tomto je kazda kruznica zahrnuta
aspon trikrat, teda u(n) <in(n-1).

Na druhej strane Elekes [Ele84] ukazal jednoduchu kons$trukciu n bodov, ktoré urcuju

aspon n*’? jednotkovych kruznic.
kok ok

Jeden zustrednych problémov kombinatorickej geometrie je dekompozicia, t.j.
rozdelenie telesa na mensie ¢asti. Vel'mi 'ahko sa da dokazat’, ze kruh s priemerom D je
mozné rozdelit' na tri Casti s menSimi priemermi, ale nedd sa rozdelit na dve casti
s mens$imi priemermi. Lahko sa dokaze aj prva ¢ast’ 3-dimenzionalneho analogu, teda ze
gul'u s priemerom D je mozné rozdelit’ na Styri ¢asti s menSimi priemermi.

Karol Borsuk v [Bors32] pre kazdé d =2 dokazal, ze d-rozmerna gul'a s priemerom
D saneda rozdelit' na d Casti s mensimi priemermi.

Veta 7.7. ([Bors33]) Kazda oblast v E* s priemerom D sa d4 rozdelit na tri asti
s mensimi priemermi.

V dokaze Borsukovej vety 7.7 podstatn tilohu hra nasledovna (mimoriadne uzito¢na)
geometricka veta.

Veta 7.8. ([Pa21]) Kazda rovinna oblast F s priemerom D sa da vpisat do
pravidelného $est'uholnika, ktorého Sirka je D .

Borsukovo ¢&islo B(d) je najmensie &islo také, Ze kazdd mnozina v E? s priemerom 1
sa da rozdelit’ na f(d) Casti s priemerom mensim ako 1. V ddsledku [Bors32] je jasné,
7e P(d)=d+1. Dlho vSak panovala domnienka, ze plati aj opa¢na nerovnost
B(d)<d+1. Tato domnienku podporovalo aj roz$irenie platnosti Borsukovej vety na
dimenziu 3, teda Ze kazda oblast v E’ s priemerom D sa da rozdelit’ na $tyri Casti
s mens$imi priemermi (prvy dokaz, hodne komplikovany, je v [Eg55], vyrazne
jednoduchsie dokazy st napr. v [Grii57], [He57]). Niekol’ko malo matematikov (napr.
Erdds, Rogers, Soifer) sa vSak stavalo skepticky k platnosti tej hypotézy vo vysokych
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dimenziach. Kontrapriklad k hypotéze nasli az Jeff Kahn a Gil Kalai [KaK93] v dimenzii
1326. Potom sa vSak strhla sutaz v hl'adani najmensej dimenzie, kde ta hypotéza neplati:
946 — Nilli [Ni94], 561 — Raigorodskij [Ra97], 560 — Weissbach [We00], 323 — Hinrichs
[Hi02], 321 — Pikhurko [Pik02], 298 — Hinrichs [Hi03], pri¢om Pikhurkov rekord vydrzal
len 8 dni. Autori tychto zlepSeni sa zhodujii v nazore, ze hl'adand najmensia dimenzia
bude ovel'a mensia, mozno nickde medzi 4 a 10.

Hypotéza. (Soifer [So10]) Existuje ohrani¢end mnozina v E*, ktora sa neda rozdelit
na 5 ¢asti s mensimi priemermi.

Je to povzbudiva hypotéza, lebo dimenzia 4 je eSte docela dobre viditelna. Menej
povzbudivé je, ze od roku 2002 sa rekord stale drzi na 298.

8 Zaver

Uz nazov ¢lanku naznacuje, Ze nejde o historiu celej kombinatorickej geometrie, ale
len jej Casti: teérie grafov som sa dotkol len okrajovo, aj ked mimoriadne vela
geometricky formulovanych problémov sa da (aspon Ciastocne) rieSit’ prave metddami
teorie grafov; pokryvacie problémy som ani nespomenul, aj ked’ maji mnoho praktickych
aplikacii; on-line verzie ukladacich a pokryvacich problémov som tak isto nespomenul,
pri¢om tieto maju tiez nemalo praktickych aplikacii; nespomenul som ani viacnasobné
ukladania resp. pokryvania; nespomenul som problémy Hellyho typu; Siroka triedu
problémov frekventovanych vzdialenosti som spomenul len ako heslo, podobne
incidencie, smery, uhly, péliace priamky resp. nadroviny, problémy dekompozicie ...
Urc¢ite som mohol na viacerych miestach spomenut’ nemalo ¢eskych (Chvatal, Matousek,
Nesetfil, Rodl, Valtr) a aj nickolko slovenskych (Bozek, Skokan, Siran, Vrto)
matematikov, ktori sa tymito a pribuznymi problémami zaoberali. Lenze to by tento
¢lanok musel byt podstatne dlhs$i a ja uz nemam odvahu d’alej skusat’” Vasu trpezlivost.
Dakujem teda vietkym, ktori to dogitali az sem!

Vsetkym prajem vela Stastia a mnoho prijemnych chvil’ pri rieSeni otvorenych
problémov z tejto krasnej oblasti matematiky. Mozno bude stacit’ skusit’ §t’astie pri jedne;j
kave, lebo podla Rényiho matematik je stroj, ktory kdvu premiena na teorémy.
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JOSEF KOROUS A JEHO PRINOS PRE ROZVOJ
TEORIE ORTOGONALNYCH POLYNOMOV

MARIANA MARCOKOVA

Abstract: Outstanding mathematician and university teacher prof. RNDr. Josef Korous,
DrSc., (1906-1981) is well-known in mathematical community of all the world mainly
by his scientific results in the theory of orthogonal polynomials. He contributed to Czech
and Slovak mathematics a lot also as professor in higher education at universities and
colleges, as supervisor of research work of his followers — mathematicians, as helpful
supervisor in applied mathematics of young engineers and as a chairman or a member of
scientific committees. Many years he worked as the member and a functionary of the
Union of Czechoslovak (Czech and Slovak, resp.) mathematicians and physicists. In the
article we remind his life and scientific and educational work, especially his contribution
to development of the theory of orthogonal polynomials in the last century.

e 1
1 Zo zivota Josefa Korousa

Josef Korous sa narodil 7. februara 1906 v Prahe v rodine stavebného inziniera, ktora
pochadzala z rodu, z ktorého pochadzal aj vynikajuci matematik — Matyas Lerch. V ro-
dine bolo neskor pdt’ deti: Josef, Ladislav, Antonie, Veronika a Karel. Josef bol najstarsi
z nich. Po absolvovani zakladného vzdelania zacal Studovat’ v roku 1916 na gymnaziu
v Pisku, kde sa rodina prestahovala, pretoze jeho otec Josef Korous tam vykonaval
vojensku sluzbu. Po maturite na Jirdskovom gymnéziu v Prahe zacal vroku 1924
Studovat’ matematiku a fyziku na Karlovej univerzite. PocCas tohto Stidia sa najviac
zaujimal o prednasky a seminare profesora Karla Petra, ktory ho povazoval za jedného zo
svojich najlepsich $tudentov. Stadium na Karlovej univerzite ukonéil v decembri 1928,
ale uz vjani 1928 ziskal titul RNDr. na zaklade prace O rozvoji funkci jedné redlné
promeénné v fadu Hermiteovych polynomii (pozri [1]), ktord bola uverejnend v Rozpra-
vach II. tridy Ceské akademie véd v Praze eSte vtom istom roku. Ked absolvoval
Karlovu univerzitu, dosiahol kvalifikaciu pre ucitel'stvo matematiky a fyziky vo vyssich
triedach strednych $kol, avSak kratko predtym uspeSne absolvoval aj Statnu skusku
z poistnej matematiky a matematickej Statistiky. V rokoch 1929-1930 studoval ako
Stipendista Ministerstva Skolstva matematiku u Hilberta a Landaua na Univerzite
v Géttingen v Nemecku.'

Uz pocas Studia na Karlovej univerzite pracoval v rokoch 1927 a 1928 ako pomocny
asistent jej matematického ustavu a koncom roku 1928 ako pomocny asistent pre vyucbu
fyziky na Vysokej skole obchodnej. Po navrate z Gottingenu ucil v rokoch 1930-1934 na
Ceskom vysokom uceni technickom v Prahe. Po absolvovani zékladnej vojenskej sluzby
v rokoch 1934-1936 bol ucitelom matematiky a fyziky na niekolkych ceskych strednych

'O zivote J. Korousa boli v ¢lanku okrem iného pouzité informéacie z &lankov [32], [33], [35] a [39] a z kroniky
[36], ktorych autormi su byvali kolegovia J. Korousa. Ich davnejsie spomienky a niektoré d’al$ie pisomné mate-
rialy, ktoré autorke tohoto ¢lanku pri svojom odchode do dochodku zanechali, boli tiez zdrojmi informacii pri
jeho tvorbe a tvorbe ¢lankov [29-31].
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Skolach az do jina 1953 (v Rychnove nad Knéznou, v Pardubiciach, v Prahe 8 a v Litvinove).
Poslednych 6 rokov tohto obdobia bol riaditel'om gymnazia v Litvinove.

Ozenil sa v roku 1930. Jeho manzelka Milada bola jeho spoluziackou a vyStudovala tiez
matematiku a fyziku na Karlovej univerzite. Aj ona ucila na réznych gymnaziach a neskor na
jedenastroénych strednych skolach.

1. septembra 1953 zacal pracovat’ na novozalozenej Vysokej $kole Zelezniénej (VSZ)
v Prahe, kde bol hned’ menovany docentom a vediucim Katedry matematiky a deskriptivnej
geometrie. ESte predtym sa zucastioval pripravnych prac na jej zalozenie. V roku 1959 bol
menovany profesorom pre odbor matematika a o rok neskor sa prest'ahoval so Skolou preme-
novanou na Vysoki §kolu dopravnii (VSD) do Ziliny. V roku 1962 ziskal vedecky titul DrSc.
na zéklade prace O jisté tride ortogondlnich polynomii (pozri [10]).

Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie na VSD v Ziline, ktord tam viedol od roku
1960, musela byt budovana od zékladov, pretoze viaceri ucitelia tejto katedry pdsobiaci eSte
na VSZ v Prahe, odmietli nasledovat’ $kolu do jej nového posobiska na Slovensku. Bola to
uloha vel'mi naro¢na, lebo spociatku bolo nutné prijat’ na katedru vac¢si pocet ucitel'ov, ktori
nemali ucitel'sku prax na vysokych skolach. O ich ziskanie sa profesor Korous vel'mi zasluzil.
A nielen to, vytvaral pre nich také podmienky, aby ich pedagogickd a vedeckovyskumna
¢innost’ boli na trovni doby.

Vyznamné bolo aj jeho posobenie v akademickych funkciach VSZ v Prahe, resp. VSD
v Ziline. V $kolskom roku 1954-1955 bol prodekanom na vtedajsej Elektrotechnickej fakulte
VSZ. V tejto funkcii sa zaslizil o jej personalne a materidlne budovanie. Profesor Korous bol
prvym profesorom VSZ, ktory sa prestahoval do Ziliny. V prvom $kolskom roku existencie
celej skoly v Ziline (1962-1963) bol prodekanom na Fakulte prevadzky a ekonomiky dopravy
VSD. Vtedy musel vynalozit' velké usilie na prekonanie tazkosti spojenych s premiestnenim
skoly do Ziliny. V tom istom $kolskom roku sa Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie
VSD rozdelila na dve &asti. Profesor Korous sa stal veduicim tej katedry, ktora bola na Fakulte
prevadzky a ekonomiky dopravy, ina cast’ ucitelov katedry odisla na Fakultu strojnicku
a elektrotechnicku. Veducim tejto katedry bol az do juna 1966. V rokoch 1953-1966 podstat-
ne prispel k uspesnému rozvoju katedry i celej VSZ resp. VSD, za ¢o mu bola v roku 1964
udelend pamitna medaila Za zdsluhy pri budovani VSD v Ziline od Mestského narodného
vyboru v Ziline.

Od jula 1966 az do marca 1969 bol veducim Katedry matematickej analyzy na Fakulte
prirodnych vied Univerzity P. J. Saférika v Kosiciach, kde sa prestahoval s celou svojou
rodinou okrem dcéry (mal 2 deti — dcéru Jarmilu a syna Josefa). Po smrti svojej manzelky
vroku 1968 sa prestahoval do svojho rodiska — Prahy, kde sa stal veducim Katedry
matematiky Strojnickej fakulty CVUT. Tam pracoval iba 3 semestre a v oktobri 1970 bol
naspit’ na svojom povodnom mieste v Ziline, kde do konca jina 1975 opit’ viedol Katedru
matematiky a deskriptivnej geometrie na Fakulte prevadzky a ekonomiky dopravy a spojov
a az do svojho odchodu do dochodku v septembri 1977 pdsobil ako profesor matematiky. Ani
ako dochodca vsak nezanevrel na svoje ucitel'ské poslanie, ale od oktobra 1977 az do svojej
smrti posobil ako profesor na Pedagogickej fakulte v Nitre, kde obetavo dochadzal zo Ziliny.

Popri tom neprestaval v Ziline viest Seminar z ortogondlnych polynémov, ktory zalozil
este na VSZ v Prahe a viedol ho aj v obdobi rokov 1966-1969, ked’ v Ziline nepracoval.
Nadalej viedol aspirantov, z ktorych do Uspesnej obhajoby kandidatskej dizertacnej prace
v rokoch 1970-1981 doviedol celkom desat’ svojich mladSich kolegov a jedenasta (autorka
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tychto riadkov) ju obhajila dva roky po jeho smrti. Zomrel v Ziline v auguste 1981,
pochovany je vo Visolajoch ned’aleko Povazskej Bystrice. Smrt' ho zastihla necakane,
uprostred d’alSich tvorivych planov. Napisat’ monografiu o ortogonalnych polynémoch bol
jeden z nich.

Doslova cely svoj zivot zasvitil Skole a matematike. Pocas viac nez tridsatrocného
pdsobenia na vysokych Skolach presli jeho rukami tisicky neskorSich inzinierov a desiatky
neskorsich ucitelov matematiky, ktori na neho spominaju ako na prisneho a svedomitého
ucitel’a, laskavého cloveka. Bol vzorom pracovitosti, skromny a vzdy ochotny pomoéct’
a poradit’.

2 Profesor Korous a ortogonalne polynomy

Taziskom vedeckej prace profesora Korousa je teéria ortogonalnych polynémov
a matematické oblasti jej pribuzné. Jeho ¢lanky sa tykaju klasickych a zov§eobecnenych
Hermiteovych, Laguerreovych a Jacobiho polynémov. Zaoberal sa roznymi vlastnostami
ortogonalnych polynomov, ato najmd polohou ich nulovych bodov, odhadmi pre
vel’kosti ich najmenS$ich a najvacsich nulovych bodov, ich asymptotickymi vlastnostami
pre n—ce (kde n je stupen polynému), diferencialnymi rovnicami, ktorych rieSeniami
su systémy ortogonalnych polynéomov, rozvojmi funkcii redlnej premennej do radov
ortogonalnych polynémov a ich s¢itate'nost’ou.

Jeho prace o ortogonalnych polynomoch mozno rozdelit do dvoch skupin. St to prace
zaoberajuce sa polynomami ortogonalnymi v neohrani¢enom intervale a prace o polynomoch
ortogonalnych v ohrani¢enom intervale. Do prvej skupiny mozno zaradit’ prace [1], [2], [3],
[4], [9], [10], [14] a [15], do druhej patria prace [5], [7], [8] a [12]. Okrem toho napisal 12
vysokoskolskych ucebnych textov (pozri [17-23]), zktorych niektoré maju charakter
monografie, napr. skripta [22], ktoré su tiez o ortogonalnych polynémoch, a ktoré boli alfou
a omegou pre vSetkych agpirantov profesora Korousa.

Uz prva dvojica jeho prac znamenala vyznamny prinos do tedrie ortogonalnych
polynémov. V praci [1] odvodzuje najskor odhady pre velkost najmenSieho a najvacsieho
kladného nulového bodu Hermiteovho polynému, ako aj pre vel'kost’ rozdielu dvoch za sebou
nasledu-jucich jeho nulovych bodov. Potom nasleduje odhad velkosti funkénych hodndt
Hermiteovych polynémov na danom intervale. Tieto vysledky pouziva d’alej na ddokaz
ekvikonvergencie rozvoja funkcie f (x) do radu Hermiteovych polynémov v bode x a Fou-

rierovho rozvoja funkcie, ktord je v okoli bodu x totozna s f (x) za predpokladu, ze

konverguje integral
2

j ‘f(x)‘ e_'de

V uvode tejto prace sam autor — vtedy asi 22-rocny — porovnava dovtedy zname vysledky
o konvergencii radov Hermiteovych polyndmov so svojimi vysledkami tymito slovami:

,, Vyisledek tento (t. j. vysledok Galbruna — poznamka autorky) jakoz i viechny starsi jsou
neuspokojivé, dokazujice konvergenci rad Hermiteovych polynomii pro pomérné iizkou tridu
funkct a FeSice otdzku rozvoje pro interval nekonecny zpiisobem mdlo Stastnym, takZe napr.
ani o funkci vytvorujici nebylo moZno podle dosavadnich kriterii rozhodnouti, zda ji lze
rozvinouti v Fadu Hermiteovych polynomui ¢ili nic. I rozhodl jsem se, maje za tikol v semindri
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p. prof. dra Petra pojednati o Hermiteovych polynomech, reSiti zminéné otdzky, ato na
podkladeé jiném, neZ se dosud ddlo. Jak z ndsledujicich stati vysvitne, dospél jsem k vysledkiim
mnohem obecnéjsim ve v§ech smérech nez byly dosud zndamy.“ (Pozri [1, s. 2]).

V praci [2] odvodil analogické vysledky pre Laguerreove polynomy a okrem iného
zovseobecnil Szegdovo kritérium pre konvergenciu radu Laguerreovych polynomov a dokazal
analogiu Fejérovej vety pre s¢itanie tychto radov podla aritmetickych stredov.

Obe tieto pomerne obsiahle prace — [1] aj [2] — zrejme pisal eSte v Case, ked’ bol Stu-
dentom Karlovej univerzity. Tykaju sa klasickych ortogonalnych polynémov. Vysledky
v nich obsiahnuté d’alej zovseobecnil v pracach [3], [4], [9], [10], [14] a [15], kde uz mozno
hovorit’ o zov§eobecnenych ortogonalnych polynéomoch.

V praci [3] skima vlastnosti polynémov ortogonalnych na intervale (O,oo) s vahovou

funkciou x%(a+x)Pe™, a> -% , a>0 aziskané vysledky pouziva v praci [4], v ktorej

ide o polynomy ortogonalne na tom istom intervale s vahovou funkciou x%(a + x)ﬂ e G(x) ,
kde funkcia G(x) je viazanad len tymito podmienkami: G(x) >k>0 pre x>0, k je
1

konstanta, G(x)=0(x2) pre x — a

P

J‘ x 2(1+x)"G(x)dx <oo.

0
V tejto praci okrem iného odvodil diferencialnu rovnicu pre uvedené polynémy, vysetril ich
vlastnosti a odvodil podmienky, za ktorych mozno dant funkciu rozvinut' do radu takychto

polynémov. V oboch tychto pracach — [3] aj [4] — ide o zovSeobecnenie klasickych
Laguerreovych polynémov vzhl'adom na vahovu funkciu.

V pracach [9] a [10] sa zaoberal zovSeobecneniami klasickych Hermiteovych polynomov.
V praci [9] vySetroval polynémy ortogondlne na intervale (— oo, oo) s vahovou funkciou

(a+x2 )a exp(— 2+ x), kde a>0, o, f st redlne ¢isla. Touto pracou sa problematika
takychto polynémov po prvy raz objavuje v matematickej literatire. Okrem inych pozoru-
hodnych vysledkov sa v nej dokazuje veta o sCitatelnosti radov tychto polynémov podla
Cesara. Vo svojej doktorskej dizertanej praci [10] sa zaobera eSte narocnejSou
problematikou. Skima v nej polynémy ortonormalne na intervale (— oo, oo) s vahou exp [P(x)]

, kde P(x) je polynom tvaru — x4 Q(x) , priCom Q(x) je polynom stupia najviac 2r —2, r

je cislo prirodzené. Vysetril rad vlastnosti tychto polynomov a odvodil podmienky pre ich
pouzitie na vyjadrenie istych funkcii pomocou nich.

Prace [14] a [15] su tiez venované zovSeobecnenym Hermiteovym polyndmom. Vysli az
po smrti profesora Korousa, avsak prave z tychto dvoch prac mézeme zistit, ze autor mal eSte
dalsie namety i1 plany na pokraCovanie svojho badania v tedrii ortogonalnych polynémov.
V oboch tychto ¢lankoch sa odvodzuju diferencialne rovnice pre prislusné zovseobecnené
Hermiteove polyndémy. V [14] su to polyndmy ortogonalne na intervale (— oo,cc) s vahovou

funkciou exp(—xﬁ) av [15] polynomy ortogonalne na tom istom intervale s vahou
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exp[—x* +u(x)], kde u(x) je redlna funkcia, ktord ma v intervale (— 00,00) spojita tretiu

derivaciu a spliiuje podmienku u(x) = 0(x2) pre x — too.

V pracach druhej skupiny sa zaoberd prevazne rozvojom funkcii do radov polynémov
ortonormalnych na intervale (— L 1) a asymptotickymi vzorcami pre tieto polynémy. Skiima

aj d’alsie vlastnosti tychto polynomov, napr. vlastnosti sti¢tu mocnin ich nulovych bodov
a podobne. Ide prevazne o zovseobecnenia klasickych Jacobiho polynéomov a ich $pecialnych
pripadov, ako st napr. Legendreove polyndmy alebo ultrasférické polyndmy.

V praci [5] dokazal vetu, ktora sa v literatire Casto cituje ako Korousova veta. Obsahuje
vyznamny vysledok o hornom ohrani¢eni hodndt polynémov ortogonalnych v intervale
(-1,1) s véhovou funkciou w(x)=v7/(x)k(x), kde #(x) je vahova funkcia iného systému
polynémov ortogonalnych v tom istom intervale a k(x) >k >0, k je konstanta.

Vpracach [8] a [12] odvodil okrem iného asymptotické vzorce pre polyndémy
ortonormalne v ohrani¢enom intervale za podstatne vSeobecnejSich predpokladov nez za
akych sa az do toho ¢asu vobec Studovali a odvodil podmienky ekvikonvergencie radov dvoch
navzajom roéznych uplnych systémov ortonormalnych polynémov.

Drobna poznamka [16] a prace [6], [11], [13] a [24] s venované odliSnej problematike.
Clanok [16] zrejme vznikol z jeho niekdajsieho zaujmu o poistnii matematiku, s ktorou sa
zoznamil este pocas svojho vysokoskolského Studia. V [24] sa venoval vedeckej praci svojho
oblibeného ucitel’a Karla Petra.

V praci [6] skimal rozvoje funkcii s konecnou variaciou v intervale <a,a+7z> do radov

tvaru

> (a, cos A,x+b, sin 4,x),
N =—o0
kde koeficienty a,,, b,, su dané vztahmi

a+rw
J’ ) cos/1 t
sin A, &
k, zavisi navolbe 4, a limsup Mn —n|<a,priom a je dané redlna konstanta. Cisla 4, st
n—eo
teda viazané — zhruba povedané — podmienkou, Ze vyraz ‘/1,1 -n- a‘ ma byt v istom zmysle
»maly“. Su tu Styri stupne tejto ,,malosti“, ktorym zodpovedaju Styri rézne vysledky. Za
dalsich obmedzujtcich predpokladov pre A, dokazal ekvikonvergenciu tychto rozvojov
s prislusnym Fourierovym radom pre funkcie lebesgueovsky integrovatelné.

V praci [11] sa zaoberal rieSeniami go(x,/?.) diferencialnej rovnice

Y +lglx)-4ly =0,
kde q(x) je funkcia spojitd v intervale <0,7Z’> , ktoré splituju okrajové podmienky
p(0,4)=sina, ¢’ (0,1)=—cosax,
p(n,A)=sinf, ¢'(7,A)=—cos 3,
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pricom ¢, f su realne ¢isla. Odvodil v nej aj kritéria konvergencie pre rozvoj funkcie

s konecnou variaciou v intervale <0,7Z’> do radu tvaru

ian¢(x,f%l) ,

n=—co

kde /¢ % st ¢isla blizke k vlastnym hodnotdm uvedenej diferencialnej rovnice.

Predmetom prace [13] je vySetrovanie asymptotickych hodndt funkcie q)(x,/l) pre
A — oo, ktora je rieSenim diferencidlnej rovnice
Y+ plx,A)y =0,
kde p(x,ﬂ) je ista realna funkcia definovana na intervale <O,oo)><<0,oo). Vyjadrené su tu aj

vztahy medzi nulovymi bodmi rieSeni uvedenej diferencialnej rovnice a nulovymi bodmi
Airyho funkcii a ich derivacii.

3 Ohlas na vedecki pracu profesora Korousa

Niektoré najvyznamnejSie vysledky vedeckej prace profesora Korousa su v literatiire
pomenované po flom, napr. spominana Korousova veta alebo uz vtomto storo¢i citovana
Korousova metéda. Nechajme vSak o tychto vysledkoch hovorit’ vyznamnych matematikov
tohto a minulého storocia.

Jednym z nich bol akademik Vojtéch Jarnik, ktory vo svojom Posudku o vedeckej
c¢innosti RNDr. Josefa Korousa v novembri 1953 napisal:

, Prdace Dr. Korouse se tykaji problémii analysy, dileZitych jak pro vnitrni rozvoj
matematiky, tak pro aplikace. Obsahuji podstatné nové methody a ukazuji téZ velkou
kombinacni schopnost autorovu pri premdhdni nemalych technickych obtiZi pri ditkazech.
Jsou to prdce, které prinesly mnoho nového. Jako doklad staci uvésti standardni knihu
Gabora Szego ,,Orthogonal polynomials* (1939), kde je Korous casto citovdn. Pri
sepisovani této knihy mél Szego vilastné jen prdce [1], [2]. Prdce [3], [4], [5] — jak sdm
pisSe — dostal po ukoncent rukopisu. Pres to je dodatecné cituje (na str. 306) a uvddi, Ze
Korousovy vysledky jsou obecnéjsi nez vysledky uvedené v knize a také dokdzdny docela
Jjinou methodou. Také napr. Natanson ve své znamenité knize ,, Konstruktivnaja teorija
funkcij“, ac tato kniha se jen mdlo stykd s oborem Korousovych pract, uvddi obsirne
Jjednu jeho vétu i s ditkazem. Z piivodnich praci Dr. Korouse je jasno, Ze jde o matematika
nadaného tviirci schopnosti i velkou bystrosti v provadeni nesnadnych tivah i vypocti.
Pro jeho pouZiti na Skole technického sméru je vyhodou jeho zdjem o matematickou
analysu — obor, s nimZ technické védy nejcastéji prichdzeji do styku. Pres to, Ze pocet
jeho praci neni velky, jejich vynikajici kvality jej plné kvalifikuji pro jmenovani
profesorem matematiky na vysoké skole predevsim technického sméru.“ (Pozri [26, s. 3]).

V spominanej monografii Gabora Szegd st Korousove vysledky uvedené na 6smich
miestach [38, s. 140, 141, 169, 175, 220, 259, 351, 454], Korousova veta je v nej uvedena aj
s podrobnym dékazom a v referenciach knihy mozeme najst’ celkom 5 ranych prac profesora
Korousa z rokov 1928-1938. St to uz spominané prace [1-5]. Prave tieto prace mu priniesli
medzinarodnti slavu — st najcastejSie citované. Korousovu vetu aj s dbkazom mdzeme najst’ aj
v dodatkoch knihy Klasiceskije ortogonalnyje mnogocleny od P. K. Sujetina (pozri [37,
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. 307-309]), ktoré sa tykaju réznych transformécii véhovej funkcie pre ortogonélne
polynomy. Z d’alsich autorov, ktori pripisuju velky vyznam Korousovym vysledkom
spomenime mad’arského matematika G. Alexitsa, ktory uvadza Korousovu vetu v [25, s. 52]
a ruského matematika N. N. Lebedeva (pozri [27, s. 98]).

Skoda, Ze sa profesor Korous nikdy nedozvedel o ohlase na svoj vyskum v pracach
Paula Nevaia z Ohio State University. Vo svojej Studii Géza Freud, Orthogonal
Polynomials and Christoffel Functions v roku 1985 Paul Nevai napisal:

,Now let us return to equiconvergence of orthogonal Fourier series. In his seminar
paper, A. Haar proved that orthogonal Legendre series and Chebyshev series of integrable
functions are equiconvergent; i.e., the difference of the corresponding appropriate partial
sums converges to 0. In fact, Haar’s method is directly applicable to all classical orthogonal
polynomial series, such as Jacobi, Hermite, and Laguerre series. The real fun starts when one
leaves the road covered by remnants of classical orthogonal polynomials and starts to
examine general orthogonal polynomial series. Here the glory belongs to Szegd, whose
results were later recast and generalized by J. Korous, Geronimus and Freud.” (Pozri [34,
s. 71]).

Z toho je vidiet, ze vedecka praca profesora Korousa je v matematickej komunite
hodnotena vysoko, pretoze jeho meno sa spomina v rade velkych matematikov rozvijajticich
tedriu ortogondlnych polyndémov. Na zaciatku 90-ych rokov minulého storoCia prebehla
medzi si¢asnymi organizatormi Semindra z ortogondlnych polynémov na Zilinskej univerzite
a Paulom Nevaiom — pévodom mad’arskym matematikom, kratka koreSpondencia a vymena
publikacii. Paul Nevai sa zaujimal hlavne o vSetky Korousove publikacie. Vtedy sme sa
dozvedeli, Ze 13-ro¢ny Nevai bol raz v lete na navsteve v Ziline. Bolo to v roku, ked sa
Vysoka $kola Zelezni¢na stahovala z Prahy do Ziliny. Zapdsobilo na mladého Nevaia
Hfluidum* ortogonalnych polynémov, ktoré do Ziliny priniesol profesor Korous? IsteZe, je to
malo pravdepodobné, ved’ medzi mad’arskymi matematikmi je vacs$i pocet ,,ortogonalnych
polynomialistov, na ktorych Nevai nadvizuje alebo snimi spolupracuje (Szegd, Freud,
Alexits, Maté, Totik, ...). Na druhej strane, prave madarski matematici ukézali svetovej
matematike vyznam Korousovych vysledkov pre tedriu ortogonalnych polynomov.

Napokon, treba este spomenut’ Korousovu metédu, ktora sa objavuje v dokaze jednej
vety orovnomernej ohraniCenosti istého systému funkcii spojenych s istou triedou
ortogonalnych polynémov, publikovanej v tomto storo¢i (roku 2001) v knihe Orthogonal
Polynomials for Exponential Weights od autorov Eli Levin a Doron Shaul Lubinsky (pozri
[28, s. 415]). Korousove metddy a vysledky z prvej polovice minulého storocia teda ziju a st
prospesné aj v 21. storo¢i.

4 Zaver

V roku 2006 sme si pripomenuli 100. vyro¢ie narodenia profesora Korousa a v auguste
toho istého roku aj 25 rokov od jeho smrti. Cas beZi, onedlho bude o 10 rokov viac. Pri
takychto prilezitostiach byva zvykom vyzdvihnat prinos byvalého kolegu pre nas, ktori
pokracujeme v nim zacatom diele. Zhodujeme sa v tom, ze pocas viac nez tridsatro¢ného
posobenia profesora Korousa na vysokych $kolach v Cechéch a na Slovensku nebol sice pocet
jeho publikacii prili§ velky, ale je treba vyzdvihnut' najmé ich vyznam. Skutocnost’, Ze vo
svojom pracovnom zivote presiel obrovskymi zmenami (dlhorocné posobenie na strednych
Skolach, pripravné prace pri zakladani novej vysokej skoly v Prahe, pisanie ucebnych textov
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pre zabezpecenie Stidia na tejto novej vysokej Skole literatirou, premiestnenie vysokej Skoly,
na ktorej posobil z Prahy do Ziliny, pri¢om vykonaval akademické funkcie, vedeckd vychova
mladsich kolegov, atd’.) zrejme ovplyvnila aj jeho publikacni ¢innost’. Profesor Korous nerad
rozpraval o sebe, nerad sa chvalil svojimi vedeckymi vysledkami, ¢o mozno tiez malo vplyv
na to, e od vzniku VSZ v Prahe publikoval len v zbornikoch vysokych $kél, na ktorych prave
pracoval. Napriek tomu pre Ceski a slovensku matematiku urobil vela — ako profesor
vysokych $kol, ako Skolitel’ a§pirantov — matematikov, ale aj ako pomocny Skolitel’ a§pirantov
— inzinierov, ako predseda vedeckych komisii a vyborov a ako dlhoro¢ny ¢len a funkcionar
JCSMF a JSMF. Hoci vyskum profesora Korousa bol hlavne teoreticky, jeho vysledky su
zaujimavé pre tedriu aproximdacie funkcii, matematicktl fyziku, kvantovii mechaniku,
elektrooptiku, teoriu signalov, Statistiku a podobne. To je odkaz profesora Korousa pre celt
matematiku a jej aplikacie.
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AL-KASHI, NASLEDOVNIK PYTAGORA

ANNA BALINTOVA, ROD.TROJACKOVA

Abstract: The Persian mathematician and astronomer, named al-Kashi, is one of the best
Arab scientist of the last period of Golden age of Arab science. His most well known the
result is the generalisation of the Pythagorean Theorem, called in France the al-Kashi
Theorem and the Cosines Law in the rest of the world.

1 Uvod

1.1 Sucasny stav

Perzsky matematik a astronom, plnym menom Ghayath al-Din Massud al-Kashani
(r. 1380?, Kashan, Irdn — r. 14297, Samarkand, Uzbekistan), nazyvany kratko al-Kashi,
patri medzi vyznamné vedecké osobnosti obdobia, ktoré uzatvara tzv. Zlaty vek arabskej
vedy. Toto obdobie je historikmi uréené v Casovom intervale priblizne od polovice
VIIL. storo¢ia az do polovice XV. storoia. Je mu venovand putovna vystava, ktorej
vedeckym komisarom je profesor historie Ahmed Djabbar, byvaly minister Skolstva a po-
radca prezidenta Alzirska. BlizSie sme sa so spominanou vystavou zoznamili v prispevku
Al-Biruni, siputnik Avicenu (pozri [2]).

Najznamej$im matematickym vysledkom spominaného vedca je bezpochyby Zovse-
obecnenie Pytagorovej vety, pouzivané bezne pod nazvom Kosinusovd veta. Co sa tyka
oznacenia, vel'mi zaujimava situdcia nastala v roku 1990, ked vo franctuzskych uceb-
niciach bolo dlhodobo zauzivané oznacenie Kosinusovd veta celoplo$ne nahradené ozna-
cenim Veta al-Kashi. Tento zasah do odbornej terminologie vyvolal okamzite burliva
reakciu nielen odbornikov, ale aj Sirokej verejnosti — pozadovali vysvetlenie tejto zmeny.
Oficidlne zdovodnenie tejto zmeny nie je k dispozicii, mézeme vSak zapojit’ svoje logic-
ké myslenie a predstavivost’, aby sme sa k nemu priblizili. V ostatnych krajinach zostalo
nad’alej zauzivané oznacenie Kosinusovd veta.

1.2 Vychodiskové poznatky

Zivotna put’ al-Kashiho zagala na uzemi vtedaj$ej Perzie v prostredi, ktoré bolo v da-
nej dobe priaznivo naklonené vedeckému badaniu, samozrejme vcéetne matematiky
a astronomie. Bohati mecenasi krajiny, zanieteni pre rozvoj vedy, zakladali vedecké insti-
tucie nazyvané Medersy. Ich sucastou byvalo spravidla aj observatorium, sltiziace k po-
zorovaniu hviezdnej oblohy. A tak sa matematika a astrondémia rozvijali sti€asne, vza-
jomne sa dopliujuc.

Napriek tomu, ze v zaciatkoch svojej kariéry al-Kashi nevynikal zvlaStnym nadanim
pre matematiku tak ako tomu bolo napriklad v pripade arabského vedca al-Biruniho, pod
trpezlivym vedenim svojich ucitelov a veducich osobnosti Medersy sa nakoniec naplno
prejavili jeho mimoriadne schopnosti a zaradil sa medzi najvyznamnejsie osobnosti Zla-
tého veku arabskej vedy. Naviac, mdme pred sebou ukazkovy priklad toho, aké dblezité je
posobenie na Studentov zo strany ich pedagogov.
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2 Dielo

2.1 Matematika

Ako uz bolo spominané v uvode, najznamej$im matematickym vysledkom al-Kashiho
je zovseobecnenie Pytagorovej vety. Je potrebné poznamenat, Ze s jej zovSeobecnenim sa
stretneme uz v Euklidovych Zdkladoch [4], knihy 11, veta 12. a 13., a to samostatne pre
trojuholnik ostrouhly a tupouhly. Tomuto rozsiahlemu dielu venovali arabski vedci mi-
moriadnu pozornost, v priebehu VII. az IX. storofia ho prelozili minimalne trikrat,
uvedomujuc si jeho kolosalny vyznam nielen pre geometriu, ale i matematiku vdbec.
Toto zovieobecnenie je vsak formulované pomerne zdihavym sposobom nakolko bolo
vyjadrené pomocou plognych obsahov $tvorca a obdiznika. Dalsie zjednodusenie formu-
lacie si muselo pockat’ az na trigonometriu pouzivant v stredoveku. Na zaciatku X. sto-
ro¢ia arabsky matematik a astronom al-Batani aplikoval Euklidov vysledok do sférickej
geometrie, co mu umoznilo pocitat’ uhlové vzdialenosti medzi hviezdami. Priblizne v tom
istom obdobi sa objavili prvé tabul’ky s hodnotami trigonometrickych funkcii sinus a ko-
sinus. Prave znalost’ trigonometrie umoznila al-Kashimu vyjadrit zovSeobecnenie
Pytagorovej vety v jednoduchom tvare — zostalo pouzivané bezo zmeny az do XV. sto-
ro¢ia.V XIX. storo¢i nadobudlo svoju sucasni podobu ako aj oznacenie Kosinusovd veta
(obr. 1). Co sa tyka dokazu, existuje tak ako v pripade Pytagorovej vety viacero sposobov
jej dokazovania, dostupnych napriklad v [6] a [8].

a’*=b*+c*-2bc-cos a
b*=c* +a* - 2ac -cosf
c¢*=a*+b*-2ab-cos y
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Obr. 1: Kosinusova veta (al-Kashi) pri klasickom oznaceni I'ubovoI'ného trojuholnika.

Veta al-Kashi je potvrdenim toho, Zze prave trigonometria, ako Specidlna Cast’ geo-
metrie, predstavuje jeden z troch zakladnych kamenov prinosu arabskych matematikov
pre jej celkovy rozvoj.

Pozndmka 1: O popularizaciu zovseobecnenia Pytagorovej vety v Eurdpe sa zasluzil fran-

cuzsky matematik Frangois Viéte (1540-1603) a je dost’ pravdepodobné, ze jej tvrdenie
objavil celkom nezavisle od perzského matematika.
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Dal§im pozoruhodnym matematickym vysledkom al-Kashiho je uréenie hodnoty &isla
7 z roku 1424 a to s presnostou na 16 desatinnych miest (!) — neprekonané v priebehu
d’alsich dvoch storoci. Jeho hodnota ja nasledovna:

7=3,14159265358979325.

Pre porovnanie uved’'me hodnotu dovtedy zndmeho ohranicenia ¢isla z z r. 450, ktoré
je ur¢ené nasledovnymi nerovnostami:

3,1415926 < < 3,1415927.

Al-Kashi publikoval ur¢enie hodnoty ¢isla 7 v praci Miftah al-Hissab [KIu¢ k aritme-
tike] a taktiez v Risalat al-muhitiyya [Pojednanie o kruznici]. Pouzil rovnakt metodu ako
svojho ¢asu Archimedes, zaloZenu na pouziti vpisaného a opisan¢ho pravidelného mno-
houholnika vzhl'adom k danej kruznici. Podstatny rozdiel bol v pocte stran pouzitych
pravidelnych mnohouholnikov, boli nasledovné:

3 -2° =96 = podet stran mnohouholnikov, ktoré pouzil Archimedes,
3 - 2% =805 306 368 = pocet stran pravidelnych mnohouholnikov, ktoré pouzil al-Kashi.

S rovnakou presnostou ako urc¢il hodnotu ¢isla x, urcil al-Kashi aj hodnotu ¢isla
sin 1°. Pouzil k tomu zaujimavy algoritmus, ktory podrobne §tudovali vo svojich dielach
Woepcke (pozri [5]) a Aaboe (pozri [1]). Hodnota ¢&isla 7 bola urend ako rieSenie
kubickej rovnice nasledovného tvaru:

x=(x*+N) /D, pricom N = 15.60 sin 3° a D = 45.60.

Je cenné, ze v pojednani Mogalet al-Kashi vyjadril mnozstvo otvorenych (nerie-
Senych) problémov (pozri [7]), ako napriklad:
1) Ur¢it tri ¢isla tvaru a3, b3, e tak, aby platila rovnost’ a+b= c3,
2) Ur&it pravouhly trojuholnik so stranami a, b, ¢ tak, aby platila rovnost’ a* + b* = ¢*.

Prvy z nich musel pockat’ so svojim rieSenim az na eurdépskych matematikov P. Fer-
mata a L. Eulera. Co sa tyka druhého problému, dnes vieme zasluhou matematika Wilesa
(r. 1955), ze dany problém nema riesenie.

Najvyznamnejsie vedecké prace, ktoré publikoval al-Kashi, st podla sicasnej autorky
El Ghari (pozri [3]) nasledovné:

— Rissalat fil Hissab [Pojednanie o aritmetike],

— Rissalat fil Handasa [Pojednanie o geometrii],

— Rissalat al-Djib wal Watar [Pojednanie o stranach v trojuholniku],

— Rissalat an Ihliliji al-Qamar wa Utared [Pojednanie o drahach Mesiaca a Mer-
kura],

— Miftah al-Hissab [KIG¢ k aritmetike],

—  Sullamu al-Samaa [Nebeské schody].
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Vedecké prace al-Kashiho sa vyznacuji pozoruhodnou presnostou vypoctov, ¢o bolo
zaroven jednym z charakteristickych znakov vtedajSiecho vedeckého centra v Samarkan-
de, s ktorym sa zoznamime bliz$ie v nasledujicej ¢asti venovanej astronémii.

2.2 Astronoémia

Vel'mi dolezitu tilohu zohral al-Kashi aj pri ur€ovani koncepcie observatdria v Samar-
kande, ktoré bolo otvorené v roku 1429. Redigoval astronomické ¢lanky a sam prispel
zaujimavym vysledkom, a sice presnym urcenim ekliptiky mesiaca. Prave v Samarkande
prezil al-Kashi podstatnt ¢ast’ svojho tvorcieho Zivota.

Observatorium zalozil nemenej vyznamny vedec tej doby, Ulugh Beg (1394-1449),
vlastnym menom Muhamed Taragy (od roku 1409 vladdca Samarkandu). Jeho meno
nieslo nielen observatorium ale aj Medersa, ktort zalozil v roku 1420. V tom istom roku
pozval do Samarkandu al-Kashiho a ponukol mu spolupracu v tomto vedeckom centre.
Ako sa ukazalo neskor, bola to mimoriadne St'astna vol'ba. V observatoriu zhromazdil
Ulugh Beg (pozri [9]) okolo seba 60—70 vynikajiicich matematikov a astronémov. Prace
pod jeho vedenim vyvrcholili vydanim tzv. Sultdnskych tabuliek v roku 1439. Tabulky
boli nasledne vylepSené v roku 1449 a potom ich presnost’ nebola prekonana dve nasle-
dujuce storocia! K vysokej trovni observatoria a jeho vSeobecnej popularite prispelo aj
to, ze v nom v rokoch 1072—-1074 pdsobil vSestranny arabsky uc¢enec Omar Khayyan. Do
dnesnych dni je Observatorium Ulugh Beg (obr. 3), nesice meno jej zakladatel'a, pychou
Samarkandu a obl'ibenym ciel'om navstevnikov Uzbekistanu z celého sveta. Poctu Ulugh
Beghovi vzdala i medzinarodna astronomicka tinia a to tym, Ze pomenovala v roku 1966
jeho menom jeden z kraterov na mesiaci. Preco vlastne venujeme popri al-Kashim taka
pozornost’ tomuto ucencovi? Okrem toho, ze boli obaja urcite dominantnymi osob-
nostami vedeckého centra v Samarkande, al-Kashi a Ulugh Beg, vytvorili pozoruhodnu
dvojicu vzajomného reSpektu, ticty a bezpochyby aj skutotocneho priatel'stva — vzacny
a obdivuhodny to priklad vedeckej spoluprace. Prezili vedl'a seba podstatnu ¢ast’ svojho
plodného zivota. A opat’ vedl'a seba ich vidime na obr. 2a a 2b.

Mymausany Taparail )‘h,‘-h
"l90s. 60+

VABEKHCTOH
UZBEKISTAN

5l|.'1'{.'dl-:'-"‘r;.£;-€-1-” ¢I

v
e e .

GHYATH-AL DN JAMSHID KASHANI
) A E

(E R AR R R R R R R R R R RN EE R EN]

Assafacsasdisdasasiasadasdadaaa

Adasasatssdsdassanas

Obr. 2a: al-Kashi. Obr. 2b: Ulugh Beg.
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Pozndmka 2: Cennym historickym prinosom st aj listy, ktoré pisal al-Kashi v perzstine
svojmu otcovi, ktory bol taktiez uzndvany matematik a astronom. Popisuju totiz detailne
vedecky zivot tej doby v Samarkande. Spomina v nich aj svojich spolupracovnikov, ale
obrazne povedané, milost’ v jeho ociach nasli len Ulugh Beg a Qadi Zada al-Roumi.
Prvému z nich sa pripisuje vyrok hodny zamyslenia:

RiSe sa rozpadnii, naboZenstva pominii ako hmla, len veda Zije a je vecnd.

Obr. 3: Observatorium Ulugh Beg v Samarkande (foto z roku 2006).

Pozndmka 3: Napriek vynikajucim vysledkom jeho vedeckej prace, bolo dielo al-Kashiho
dokladne studované v Eurdpe az v priebehu XIX. a XX. storo¢ia. Podobna situaciu, tyka-
juca sa oneskoreného zaujmu, nastala aj v pripade d’alSicho vyznamného arabského mate-
matika znameho pod menom al-Biruni (pozri [2]).

3 Zaver

Stadium Zivota a diela al-Kashiho nam opit’ poskytuje moznost’ zamysliet' sa nad
vedeckym prinosom arabskych ucencov, a to hlavne z obdobia, ktoré je zndme ako Zlaty
vek arabskej vedy. V tejto suvislosti sa stretavame aj s oznacenim arabsko-moslimska ve-
da. Toto oznaCenie ma svoje opodstatnenie v pripade, ze ho chapeme ako zvyraznenie
dvoch zakladnych prvkov (arabsky jazyk a islam) spajajtcich v danej dobe obrovské uze-
mie siahajice od Pyrenejského polostrova az po Indiu. Pre nas st vSak podstatné vedec-
ké vysledky z tohto obdobia, ktoré obohatili a rozsirili hranice 'udského skimania. A tak
je tomu aj v pripade matematika zo Samarkandy, zndmeho pod menom al-Kashi, ktoré-
mu sme prave venovali svoju pozornost’.
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J.S. VANECEK A L. CREMONA
(NOVE OBJEVENA KORESPONDENCE)

MARTINA BECVAROVA

Abstract: In this article we want to draw attention to the Legato Itala Cremona Cozzolino of
the Mazzini Institute of Genoa, which is a large but little known archive containing the
correspondence between Luigi Cremona (1830-1903) and many world famous mathe-
maticians. We will describe the content and importance of the archive for the studies of
historians as well as mathematicians. We will give Cremona’s short biography to show his
scientific achievement and his role in the development of the Italian scientific community in
the second half of the 19™ century. We will focus on the correspondence written by the
mathematicians and physicists from the Czech lands (A. R. Harlacher, M. Kantor, S. Kantor,
J. S. Vanécek, Em. Weyr). In more detail, we will analyze the letters of Josef Sylvestr
Vanécek (1848-1922), a mostly forgotten Czech geometer. On the background of his life,
studies, work, scientific as well as pedagogic activities,' we will discuss his information given
in his letters.

1 Uvod

Dochovani rozsahlejsi a ucelené odborné, institucionalni a osobni korespondence
svétovych matematikil, kterd by pomohla objasnit Sifeni a vliv novych matematickych
myslenek, teorii a vysledkti, umoznila hloubé&ji pochopit souvislosti vyvoje matematiky,
politického, védeckého, kulturniho a spolecenského Zivota, je pomérné vzacné. Zajimavy
soubor vice nez 6000 dokumentt, sestavajici prevazné z korespondence Luigi Cremony
s evropskymi védci a politiky, univerzitami a polytechnikami, odbornymi spolky a spo-
le¢nostmi, redaktory Casopisii, nakladateli a piekladateli apod.,” je uloZen v knihovng
Istituto Mazziniano di Genova (Mazziniho institut v J. anovg).”

Dopisy dokumentuji, jak v pribéhu dvaceti az tficeti let po sjednoceni Italie
pomérné¢ mala skupina italskych matematikl vytvorila, témétf z ni¢eho, matematickou
komunitu svétového vyznamu a urovné. Ukazuji, jak se v Italii rozsifovaly ideje ne-
eukleidovské geometrie (zejména Riemannovy myslenky), rozlicné metody algebraické
geometrie (napf. prace M. Chaslesa, J. Steinera, K. G. Ch. von Staudta a A. F. M{bia),
studie o algebraickych, diferencidlnich a diferen¢nich rovnicich, vysledky matematické

! Based on the extensive original archival research and studies, we will correct the old traditional information
about Vanécek’s life story.

? Cremonova bohatd poziistalost obsahuje mimo jiné dopisy, které napsali matematici F. Amodeo,
A. Armenante, C. Arzela, G. Ascoli, G. Battaglini, G. Bellavitis, E. Beltrami, E. Bertini, E. Betti, F. Brioschi,
E. Caporali, F. Casorati, E. Catalan, A. Cayley, V. Ceruti, E. Cesaro, U. Dini, M. D’Ocagne, Ch. L. Dodgson,
F.D’Ovidio, A. Genocchi, G. B. Guccia, Ch. Hermite, T. A. Hirst, G. Jung, F. Klein, L. Kronecker,
E. E. Kummer, S. Lie, J. Liiroth, G. Mittag-Leffler, V. M. A. Mannheim, M. Noether, E. Picard, H. Poincar¢,
T. Reye, R. Rubini, G. Salmon, L. Schléfli, W. Spottiswoode, R. Sturm, J. J. Sylvester, P. Tait, P. Tardy,
P. Trudi, H. G. Zeuthen. Vice viz [1] a http://www.luigi-cremona.it. Cremonovy dochované dopisy a mista jejich
ulozeni jsou popsany v [1].

3 Knihovna Istituto Mazziniano di Genova se specializuje na historii italského obrozeni (Risorgimento);
Cremonova korespondence je jeji nedilnou soucasti a dilezitym zdrojem informaci pro obecné historiky,
historiky védy i matematiky.
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fyziky apod., a naopak jak Evropa reagovala na matematické vysledky italské
geometrické Skoly (Cremontiv vliv na A. Cayleyho, R. F. A. Clebsche, T. A. Hirsta,
F. Kleina, S. Lie, M. Noethera aj.). Obsahuji informace o tom, jak ital$ti matematici
navazovali kontakty s evropskymi matematiky, jak budovali lokalni odborné spolky
a spolecnosti, knihovny a Skoly (napt. Accademia dei Lincei a Circolo Matematico di
Palermo, Politecnico di Milano, Politechnico di Roma a Universita di Roma) a zakladali
narodni Casopisy (napt. Annali di matematica pura ed applicata a Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo), jak vedli diskuse o didaktickych problémech, které souvisely se
sestavovanim novych studijnich programti pro rizné typy skol a s pokusy o modernizaci
vyuCovani matematice (novy obsah a rozsah uciva, nové ucebnice, zavadéni aplikaci
apod.). Naznacuji také jejich snahy o vytvareni nové védecké elity tvofené nejenom tra-
diénimi pravniky, 1ékafi a humanitné vzdélanymi odborniky, ale také inzenyry a tech-
niky.

Dopliime pro uplnost, ze Itala Cremona Cozzolino, Cremonova dcera, darovala
(pravdépodobné v roce 1939) otcovu pozistalost janovskému institutu.* Tzv. fond Legato
Itala Cremona Cozzolino je nyni peclivé katalogizovan, studovan a analyzovan prednimi
italskymi historiky a historiky matematiky.” V ramci naroéného nékolikaletého projektu
vznika rozsédhld webové stranka,® na niZ jsou vystavovany prace o Cremonové Zivotd
a dile, seznam jeho bibliografie doplnény o odkazy na jeho jiz digitalizované prace,
soupis jeho recenzi, zakladni informace o jednotlivych dopisech (jméno a ptijmeni pisa-
tele, datum a misto sepsani/odeslani dopisu, archivni katalogizacni ¢islo, katalogiza¢ni
¢islo digitalizované verze, rozsah dopisu, jména osob zminénych v dopise, digitalni kopie
prvni stranky dopisu v malém rozlifeni).” Webovéa stranka umoziuje diky bohatym
a propracovanym odkaziim nejruzné&jsi vyhledavani a poskytuje mnoho podnétti a inspi-
raci pro dal§i vyzkumnou praci.

* Archiv Mazziniho institutu nedisponuje zadnym oficialnim dokumentem vztahujicim se k tomuto daru.
* Vice viz [1].
® Viz http://www.luigi-cremona.it.
7 Kvalitni digitalni verze dopisti lze ziskat se svolenim Paoly Testi Saltini, ktera spravuje Cremonovu po-
zlstalost.
§ Poznamenejme pro uplnost, Ze rozsahla Cremonova poziistalost je uloZena také v Istituto Matematico ,,Guido
Castelnuovo*“ Universita di Roma. Popis pozistalosti 1ze najit v ¢lanku G. Israel, L. Nurzia: Correspondence
and manuscripts recovered at the Istituto Matematico “G. Castelnuovo” of the University of Rome, Historia
Mathematica 10(1983), 93-97.

Velka ¢ast Cremonovy ,,fimské korespondence jiz byla zpracovana a uvefejnéna. Viz A. Millan Gasca
(ed.): La corrispondenza di Luigi Cremona (1830-1903), vol. I, Quaderni della Rivista di Storia della Scienza, 1,
con una premessa di G. Israel, Roma, 1992; M. Menghini (ed.): La corrispondenza di Luigi Cremona (1830-
1903), vol. 11, Quaderni della Rivista di Storia della Scienza, 3, con una premessa di G. Isracl, Roma, 1994;
M. Menghini (ed.): Per [’Archivio della corrispondenza dei Matematici italiani. La corrispondenza di Luigi
Cremona (1830-1903), vol. 111, Quaderni P.RI.ST.EM., Universita Bocconi, con una premessa di G. Israel,
Palermo, 1996; L. Nurzia (ed.): Per I’Archivio della corrispondenza dei Matematici italiani. La corrispondenza
di Luigi Cremona (1830-1903), vol. 1V, Quaderni P.RI.ST.EM., Universita Bocconi, con una premessa di
G. Israel, Palermo, 1999.

Cést korespondence ziistala je§té nezpracovani; je v ni obsazeno mimo jiné 27 dopisti Emila Weyra
z let 1870 az 1891, 2 dopisy Eduarda Weyra z roku 1878 a 1879, 1 dopis FrantiSka Houdka z roku 1874. Prvni
dopisy psal Emil Weyr jako Cremontv ,,stipendista®, jsou formalni, velmi zdvofilé a neosobni. Pozd¢jsi dopisy
psal jako Cremoniv pfitel, kolega a obdivovatel. Obsahuji informace o Weyrovych matematickych studiich
a Clancich, aktivitach v Jednoté ceskych mathematikii a na ¢eské polytechnice, o Weyrové roding a jeho italskych
pratelich. Dopisy dokladaji celozivotni pratelstvi obou matematiki, ukazuji, ze Em. Weyr uzaviel béhem svych
studijnich pobyta v Italii (Skolni rok 1870/1871, kratky pobyt roku 1873) ptatelstvi s riznymi italskymi védci
a umélci. Mizeme v nich také najit matematické problémy, s nimiz se na L. Cremonu obracel, podékovani za
rady a podnéty, za pomoc s gramatickymi opravami ¢lankt apod. Poznamenejme, ze Weyriv italsky pobyt byl
nesmirn¢ dulezity a inspirativni pro jeho dalsi védeckou praci, nebot’ se pii ném seznamil s nejnovejsSimi
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2 Luigi Cremona — adresat

Luigi Cremona (nar. 7. prosince 1830 v Pavii, zem. 10. ledna 1903 v Rimg&) byl
vyznamnym, svétoveé znamym a uznavanym italskym matematikem, fyzikem a politikem.
Kdyz roku 1848 ukoncil stfedoskolska studia na gymnaziu v Pavii, vypukla v Italii
revoluce, ktera usilovala o osvobozeni a sjednoceni zem¢, liberalizaci politického, spole-
cenského a kulturniho zivota. L. Cremona, mlady a nadSeny vlastenec, se jako dobro-
volnik ucastnil boju proti rakouské okupaci Lombardie a Benatska. Po potlaceni proti-
rakouského povstani, porazce piemontskych vojsk a kapitulaci Benatek svlékl uniformu,
vratil se do Pavie a na univerzit¢ zacal studovat pozemni stavitelstvi a architekturu. Roku
1853 pod vedenim Francesca Brioschiho (1824—1897) obhajil doktorat ,,civilniho inze-
nyrstvi®. Pak témét dva roky nemohl obdrzet zadné misto, nebot’ rakouska policie ho
evidovala jako ,,nedivéryhodného revolucionaie®, ktery vici 1isi pozvedl zbran. Pracoval
proto jako soukromy ucitel a vychovatel v nékolika rodinach v Pavii. Ve volnych chvilich
se vénoval studiu matematiky a grafické statiky. Teprve roku 1855 dostal povoleni, aby
mohl po piechodnou dobu pracovat jako suplujici ucitel v Pavii. Béhem kratkého Casu se
osveédcil jako vynikajici pedagog a plodny autor odbornych praci a pomocnych uc¢ebnich
textll, proto mohl zacit pisobit na misté¢ fadného stfedoskolské profesora. Postupné
vysttidal stfedni Skoly v Pavii (1855 az 1857), Cremon¢ (1857 az 1859) a Milanu (Liceo
S. Alessandro, 1859 az 1860). Teprve kdyz RakuSané v roce 1859 definitivné opustili
Lombardii,” byl jmenovan profesorem vy$§i geometrie na univerzité v Bologni. Roku
1867 byl na podnét F. Brioschiho povolan na techniku v Milan€ (Regio Istituto Tecnico
Superiore di Milano), kde za¢al prednaset vyssi geometrii a grafickou statiku. Radnym
profesorem téchto predmétd se stal az roku 1872. Bolonské a milanské obdobi je
povazovano za nejplodngjsi ¢ast jeho Zivota.'

V roce 1873 bylo L. Cremonovi nabidnuto misto generalniho sekretaie nové italské
vlady, coz bylo chapano jako pocta jeho odvaze a vlastenectvi a souc¢asné i jako ocenéni
jeho odborné prace. Nabidku odmitl, nebot’ se nechtél vzdat svého matematického badani
a pedagogického puisobeni. Pfijal vSak post feditele a profesora grafické statiky na noveé
ziizené inzenyrské §kole v Rimé (Scuola degli ingegneri in Roma). Brzy se ukazalo, Ze
mu vétsinu Sasu zabiraji Fidici, organizaéni a spoletenské povinnosti.'' Politické tlaky ho
nakonec pfimély, aby definitivné ukon¢il matematickou a pedagogickou aktivitu a vstou-
pil do sluzeb italského statu. Roku 1879 byl zvolen senatorem Spojeného italského
kralovstvi, a tak zahajil mnohaletou politickou kariéru.'? V té dob& byl jiz uznavanym

vysledky projektivni i syntetické geometrie. Napsal nékolik odbornych praci, které mu umoznily zapsat se do
povédomi evropskych geometril. Vice viz I. Becvat, M. Becvatova, J. Skoda: Emil Weyr a jeho pobyt v Itdlii
v roce 1870/71, Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2006.

’ Dne 11. 7. 1859 byla podpisem miru ve Villafranca ukon&ena vélka za nezavislost Italie. Italské kralovstvi bylo
oficialné vyhlaseno dne 17. 3. 1861.

'V Bologni se vénoval zejména problematice rovinnych algebraickych kiivek, prostorovych kiivek tretiho fadu,
kubik a biracionalnich transformaci. Jeho prace vyvrcholila studii Mémoire de géométrie pure sur les surfaces
du troisieme ordre (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 68(1868), 1-133, téz Opere III, Hoepli,
Milano, 1-121), za niz obdrzel roku 1866 Steinerovu cenu (spoleéné s R. Sturmem). V Milan¢ se zabyval
predevsim grafostatikou a aplikovanou matematikou. Vice viz [1].

" Poznamenejme, Ze v letech 1855 az 1867 L. Cremona publikoval 75 odbornych praci, v letech 1867 a7 1873
uvefejnil 27 praci a v letech 1874 az 1903 uz jen 45 praci, z nichz pouze 15 bylo védeckych. Vice viz [1].

"2 Luigi Cremona byl od mladi v kontaktu s pfednimi italskymi revolucionafi, politiky a préavniky
(napt. Benedetto Cairoli (1825-1889), Enrico Cairoli (1840-1867), Luigi Cairoli (1838-1860), Camillo Cavour
(1810-1861), Napoleone Ferrari (1802—1882), Nicolao Ferrari (1827-1855), Giuseppe Garibaldi (1807-1882),
Guiseppe Mazzini (1805-1872), Antonio Di Rudini (1839-1908), Quintino Sella (1827-1884), Vittorio Ema-
nuele II. (1820-1878)).
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predstavitelem italské matematiky, ktery diky svému politickému vlivu prosadil hodinové
bohaté dotovanou vyuku projektivni a deskriptivni geometrie na vSech italskych tech-
nikach, vyrazné ovlivnil vyvoj védeckého a kulturniho zivota Italie. V roce 1898 byl
dokonce po dobu jednoho mésice ministrem $kolstvi'® a od téhoz roku i mistopiedsedou
senatu. Roku 1880 byl jmenovan feditelem nejvétsi italské knihovny — knihovny Vittorio
Emanuele v Rimg.

L. Cremona se veénoval projektivni geometrii (popis vlastnosti projektivné sdru-
zenych utvart, projektivni prostory), algebraické geometrii (kuzelosecky, rovinné a pro-
storové kiivky tfetiho a ¢tvrtého stupné, racionalni plochy, rozvinutelné plochy, zborcené
kubiky, singularity kiivek a ploch), geometrickym transformacim projektivni roviny
(kvadratické transformace, biracionalni transformace neboli Cremonovy ’tramsformace,14
obecné geometrické transformace libovolného stupné apod.), syntetické geometrii (nové
jednoduché a nazorné dlikazy starSich tvrzeni syntetické a elementarni geometrie), ,,gra-
fostatice™ (grafické metody feSeni problému statiky a rovnovaha sil), diferencidlnimu
a integralnimu poctu (eliptické funkce a integraly) a aplikacim algebraickych metod
v geometrii. Sepsal vice nez stovku ¢asopiseckych praci a témét desitku monografii, které
byly preloZeny do svétovych jazyki.'> Vyrazn& ovlivnil rozvoj italské matematiky, je
povazovan za zakladatele prestizni italské skoly algebraické geometrie. Mezi jeho pfimé
spolupracovniky, resp. pokracovatele patfili napt. Eugenio Bertini (1846-1933), Guido
Castelnuovo (1865—-1952), Federigo Enriques (1871-1946), Giuseppe Giovanni Battista
Guccia (1855-1914), Corrado Segre (1863—1924), Francesco Severi (1876-1961) a Giu-
seppe Veronese (1854—1917).

Dopliime pro uplnost, ze L. Cremona byl prvnim zahrani¢nim éestnym ¢lenem
Jednoty ceskych mathematikii (1871). Roku 1879 byl jmenovan ¢&lenem Krdlovské
spolecnosti v Londyné, roku 1883 ¢lenem Krdlovské spolecnosti v Edinburghu. Byl dlou-
holetym generalnim tajemnikem Krdlovské lombardské akademie ved v Mildné, ¢lenem
italské spolecnosti ,,Ctyficeti (Societa Italiana dei Quaranta) a lenem ucenych spolec-
nosti v Bologni, Neapoli, Géttingen, Lisabonu, Benatkach a Praze.'®

13V kvétnu roku 1898 byla jmenovana vldda ministerského predsedy A. Di Rudiniho, zihy viak vypukly
délnické nepokoje a doslo k srazkam s policii, jejichz vysledkem bylo mnoho mrtvych a zranénych. V ¢ervnu
byla vlada pfinucena odstoupit.

' Biraciondlni transformaci v roviné rozumime transformaci definovanou rovnicemi x' = ¢(x, y), ¥’ = w(x, ),
kde x, y, x" a y’ jsou homogenni soufadnice, ¢ a y jsou racionalni funkce proménnych x a y, které lze vyjadrit
jako racionalni funkce v proménnych x' a y'. Cremonovou transformaci rozumime kazdou biracionalni
transformaci projektivniho prostoru dimenze n nad danym télesem. Nejjednodussim piikladem Cremonovy
transformace je kruhova inverze v roviné.

'3 Naptiklad Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane (Tipi Gamberini ¢ Parmeggiani, Bologna,
1862), Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Bologna, 1863, 1865; pojednani o tzv. Cremonovych
transformacich), Preliminari di una teoria geometrica della superficie (Milano, Bologna, 1867), Elementi di
geometria projettiva (Torino, 1873), Elementi di calcolo grafico (Torino, 1874), Collectanea mathematica nunc
primum edita (spoluautor E. Beltrami, Milano, 1881), Elements of Projective Geometry (Clarendon Press,
Oxford, 1885), Graphical Statics. Two Treatises on the Graphical Calculus and Reciprocal Figures in
Graphical Statics (Clarendon Press, Oxford, 1890).

' O Cremonové Zivoté a dile viz napt. G. Castelnuovo: Luigi Cremona nel centenario della nascita, Rendiconti
della Reale Accademia Nazionale dei Lincei 12 (6) 1930, 613-618; G. Loria: Luigi Cremona et son oeuvre
mathématique, Bibliotheca Mathematica 5 (3) 1904, 125-195; L. Berzolari: Della vita e delle opere di Luigi
Cremona, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo di Scienze e¢ Lettere 39 (2) 1906, 95-155; U. Bottazzini,
L. Rossi: Cremona Luigi, Dizionario Biografico degli Italiani, Istituto dell’Enciclopedia Italiana, Roma, 30,
1960, 606-611; G. Veronese: Commemorazione del socio Luigi Cremona, Rendiconti della Reale Accademia dei
Lincei 12 (5) 1903, 664—678.
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3 Luigi Cremona a ¢eskd matematika

V &eské matematické komunité, ktera se zajimala o geometrickou problematiku,'’
nebylo Cremonovo jméno neznamé. L. Cremona v Sedesatych letech 19. stoleti v souvis-
losti se snahou definovat transformace algebraickych kiivek projektivni roviny tak, aby
se zmenSila mira jejich singularity, ucinil rozhodujici objev, nebot’ definoval a popsal
zéklady teorie biraciondlnich transformaci, které dnes nesou jeho jméno. Jeho autorita
i svétova proslulost pfispély k tomu, ze se biracionalni transformace proménily z pomoc-
ného studijniho nastroje v samostatny objekt matematického zkoumani a pozitivné ovliv-
nily rozvoj algebraické geometrie.

Cremonovy matematické prace vyrazné ovlivnily celozivotni odborné zaméteni
Emila Weyra (1848-1894) i dalsich nagich matematiki.'® Em. Weyr byl prvnim &eskym
matematikem, ktery rozeznal a pochopil vyznam Cremonovych geometrickych praci a je-
ho biracionalnich transformaci pro dal$i rozvoj projektivni geometrie. V letech 1872
a 1873 prelozil dvé Cremonovy knizky; vySly pod nazvem Cremonovy geometrické
transformace titvarii rovinn)fch19 a Uvod do geometrické theorie kiivek rovinnych.zo Své
preklady s L.Cremonou konzultoval jednak pifi svych pobytech v Italii, jednak
v korespondenci.”’ Cremoniiv vliv u nas doznival je§té na pocatku 20. stoleti v pracich
Bohumila Bydzovského (1880-1969).

4 Autofi dopisii z Cech

V Cremonové pozulstalosti dochované v knihovné Istituto Mazziniano di Genova
jsou ulozeny dopisy pouze péti autort spjatych s naSimi zemémi. V nize uvedené tabulce
je jejich zakladni charakteristika.”? V nasledujicich odstavcich pak podrobngji p¥iblizime
jen Vanéckovu korespondenci.

7V centru pozornosti Geskych geometri byla deskriptivni a projektivni geometrie. Jejich zajem se soustied’oval
predevsim na studium vlastnosti specialnich algebraickych kiivek a ploch, projektivnich piibuznosti a pozdéji na
zaklady kinematické geometrie. Tato tématika v 70. a 80. letech 19. stoleti jiz neodpovidala hlavnim trendim
rozvijenym v zahrani¢i. Téméf stranou zdjmu naSich matematiktl zastaly zaklady geometrie (M. Pasch,
D. Hilbert), neeukleidovské geometrie (J. Bolyai, N. I. Lobacevskij, B. Riemann), vicerozmérné geometrie
(H. Grassmann, B. Riemann) a klasifikace geometrii s vyuzitim teorie grup transformaci a teorie invarianti
(F. Klein). O tzv. ceské geometrické Skole viz J. Folta: Ceskd geometrickd $kola — Historickd analyza, Studie
Ceskoslovenské akademie v&d, Academia, Praha, 1982. Viz téz M. Be&vaiova: Ceskd matematickd komunita
vletech 1848-1918, edice D&jiny matematiky, svazek & 34, Ustav aplikované matematiky FD CVUT,
Matfyzpress, Praha, 2008; L. Novy akol.: Déjiny exaktnich véd v ceskych zemich, Nakladatelstvi
Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1961.
18 Podobnou problematikou se zabyvali S. Kantor, K. Kiipper, M. Lerch, F. Machovec, K. Pelz, J. S. Vanécek,
M. N. Vanécek, Ed. Weyr, K. Zahradnik aj.
1% Ziva. Sbornik védecky Musea kralovstvi Ceského. Odbor piirodovédecky a mathematicky & X. V Praze,
1872, 47 stran. V originale Luigi Cremona: Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane, Memorie
dell’ Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna, Tomo II, 1863, Tomo V, 1865.
2 Ceské, spisovatelem rozmnoZené a opravené vydani, jez uspoiadal Emil Weyr. V Praze, 1873. Majetkem
a nakladem Jednoty Ceskych mathematikti, 176 stran. V originale: Luigi Cremona: Introduzione ad una teoria
geometrica delle curve piane, Bologna, 1862.

O Weyrové zivoté¢ a dile, jeho studijnim pobytu v Italii a spolupraci s L. Cremonou viz J. Beévaf,
M. Beévatova, J. Skoda: Emil Weyr a jeho pobyt v Itdlii v roce 1870/71, Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2006.
22 Korespondence A. R. Harlachera (1842-1890) se tyka vymény publikaci, jeho odbornych hydrometeo-
rologickych méfeni v povodi Labe a ¢innosti v hydrologické sekci Hydrografické komise Krdlovstvi ceského,
ktera byla zalozena roku 1875 a uvefejiiovala pravidelné ro¢ni zpravy o hydrografickém vyzkumu.

Jediny dochovany dopis Emila Weyra obsahuje zakladni charakteristiku zaméteni ¢asopisu Monatshefte

der Mathematik und Physik, ktery ve Vidni roku 1891 zalozil Em. Weyr a Gustav von Escherich (1849-1935).
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Odesilatel Obdobi Jazyk Pocet Charakter
Andreas Rudolf Harlacher 1881-1883 | francouzsky | 4 | odbornd (nematematicka)
a organizacni

Moritz Kantor 1879 némecky 2 | osobni

Seligman Kantor 1878-1892 | némecky 25 | odborna (matematicka)
francouzsky a osobni
italsky

Josef Sylvestr Vanécek 1882-1885 | italsky 7 | odbornd (matematicka)
francouzsky a osobni

Emil Weyr 1892 némecky 1 organizacni

5 Josef Sylvestr Vanéek — autor dopisi™

Josef Sylvestr Van&&ek (nar. 7. 3. 1848 v Téabofe, zem. 13. 8. 1922 v Praze)*
studoval od roku 1861 do roku 1867 na realce v Taboie, od roku 1867 do roku 1870 na
redlce v Praze. V té dob¢ byla sice realka jen Sestitfidni, ale J. S. Vanécek studia pro
nedostatek finan¢nich prostfedkl opakované pterusoval, pomahal svému otci Maté&jovi
vykonavat zednické femeslo, a dokonce se sam vyucil zednikem. Po absolvovani realky
studoval na technice v Praze.”> Roku 1873 prijal nabidku chorvatské vlady a odesel do

Je doplnén prosbou, zda by Luigi Cremona (nebo jiny italsky matematik) pro vyse uvedeny ¢asopis nesepsal
néjaky ¢lanek a zda by nemohl zprosttedkovat jeho vyménu za ¢asopis Annali di matematica pura ed applicata.

Rozsahla, ¢ist¢ odborna korespondence Seligmana Kantora (1857-1902) a dva soukromé dopisy jeho
otce Moritze Kantora budou analyzovany v budoucnu.

2 Psani kiestniho jména kolisalo; objevuji se varianty Sylvestr, Sylvester, Silvestr a Silvester.

 Zivotnim osudiim a dilu Josefa Sylvestra Vanétka dosud nebyla vénovana vétsi pozornost. Existuje pouze
jeden rozsahlejsi nekrolog: J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922),
138-151. Dale byly uvetejnény dva nepfili§ rozsahlé ¢lanky pojednavajici o bratrech Vanéckovych (viz J. Folta:
Dva predstavitelé “Ceské geometrické Skoly” (K 40. vyroci imrti J. S. a M. N. Vanéckii), Zpravy Komise pro
dgjiny piirodnich, 1ékaiskych a technickych véd CSAV, &. 12, 1962, 13-21; J. Folta: Ctyficet let od smrti brati
Vanécku, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 8(1963), 28-30).

#J.S. Vanggek zahajil vysokoskolska studia ve $kolnim roce 1871/1872, kdyz se zapsal jako Fadny student
odboru stavitelstvi vodniho a silnicniho (viz A. A. Velflik: Déjiny technického uceni v Praze, 2. dil, Praha, 1910,
str. VII). V prvnim ro¢niku poslouchal nasledujici povinné prednasky: Mathematika 1. béh (6/1, 6/1; Gabriel
Blazek), Deskriptivni geometrie 1. béh (4/8 a 4/8; Frantisek Tilser), Fysika (7/0 a 7/0; Karel Vaclav Zenger)
a Mineralogie 1. beh (6/1 a 6/1; Jan Krej¢i). Ze vsech zkouSek ziskal hodnoceni ,.eminente®; tj. s vynikajicim
prospéchem absolvoval vSechny povinné ptednasky a cviCeni ptredepsané pro odbor stavitelstvi vodniho
a silnicniho. Navic si zapsal mimotfadnou piednasku Geologie a paleontologie (1/0 a 1/0; Antonin Fri¢, zkouska
byla opét hodnocena znamkou ,.eminente”). Ve druhém roéniku (Skolni rok 1872/1873) piestoupil na odbor
strojnictviy zapsal si pouze dvé povinné ptednasky (Deskriptivni geometricka perspektiva (2/4 a 2/4; F. TilSer)
a Technickd mechanika (5/0 a 5/0; Cenék Haussmann), které zakon¢il zkouskami s hodnocenim eminente®).
Neabsolvoval vsak dvé povinné piednasky (Mathematika 2. beh (6/1 a 6/1; G. Blazek) a Geodesie (4/6 a 4/6;
Frantisek Miiller). Viz Katalog posluchacu 1871/72, C. k. ceskd vysokd Skola technickd v Praze a Katalog
posluchacii 1872/73, C. k. ceskd vysokd Skola technickd v Praze, Archiv CVUT v Praze. Viz téz Prehled osob
a predndsek na Ceském polytechnickém tistavu Krdlovstvi ceského v Praze pro Skolni rok 1871-72, Praha, 1871;
Prehled osob a predndsek na Ceském polytechnickém iistavu Krdlovstvi ¢eského v Praze pro Skolni rok 187273,
Praha, 1872.

J. S. Vanécéek pochazel z velmi chudé rodiny (mél osm sourozenct) a nemél zadnou finan¢ni podporu,
proto nemohl vysokoskolska studia dokoncCit. Nesplnil vSechny piedméty pozadované k ukonceni 2. ro¢niku,
studium 3. a 4. ro¢niku ani nezahgjil. Béhem studii se zivil jako domaci ucitel nebo byl zaméstnan jako pomocny
technik v rtznych prazskych stavebnich kancelafich. O jeho zivoté J. Sobotka napsal: V. vySel z doby, kdy
chudému ceskému studentu bylo po vetsiné vésti téZky boj o hmotnou zdchranu. Boj ten pro V. jakoZto
Jjihoceského roddka byl zvldsté tuhy. Ano i v pozdéjsim véku bylo mu zdpasiti s mnohymi prekazkami, které mu
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Osijeku, kde do roku 1875 pusobil jako suplujici stiedoskolsky ugitel matematiky.?®
V roce 1875 ziskal misto stiedoskolského profesora na realce v Ji¢in€, na niz vyucoval
matematiku a deskriptivni geometrii az do svého penzionovani v roce 1906.”” Na odpo-
¢inek se odstéhoval do Prahy, kde od roku 1904 ptsobil na ceské technice jeho mladsi
bratr Mat&j Norbert.”® Brzy viak Prahu opustil a vratil se do svého rodného domku
v Tabore.

J. S. Vanééek se od konce sedmdesatych let 19. stoleti vénoval moderni geometrii
(Cremonovy transformace, reciproké Chaslesovy a Hirstovy transformace, vlastnosti kfi-

kladl Zivot na cestdch k dosaZeni cilui, jeZ si vytycil. Neni tudiz divu, Ze neziistaly tyto okolnosti bez vlivu na jeho
povahu, a Ze jistd nezaobalend primost nebyla s to ziskdvati mu prizné aneb dokonce obliby v rozhodujicich
kruzich iifednich. (J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922), 138
151, citat ze str. 139.)

% Poznamenejme, e v Osijeku bylo vyssi gymnazium, které vydavalo vyroéni zpravy (viz Izvéscée o kralj.
velikoj gimnaziji u Oséku koncem Skolske godine 1872/3, U Oséku, 1873; Izvéscée o kralj. velikoj gimnaziji
u Oséku koncem Skolske godine 1873/4, U Oscku, 1874; Izvésée o kralj. velikoj gimnaziji u Oséku koncem
Skolske godine 1874/5, U Os¢ku, 1875; Izvésce o kralj. velikoj gimnaziji u Oséku koncem skolske godine 1875/6,
U Oseku, 1876), v nichz neni Vanéckovo jméno uvedeno. Je pravdépodobné, ze J. S. Vanécek vyucoval na nizsi
realce, ktera vyroéni zpravy nepublikovala; informace o jeho pedagogickém pusobeni v Chorvatsku se nepo-
dafilo dohledat.

77 ). S. Vanétek obdrzel misto na méstské niZ§i realce, ktera byla roku 1884 ,zestatnéna” a po dlouhych
diskusich a jednanich byla teprve roku 1896 rozsifena na tplnou (tj. sedmitiidni) Skolu. J. S. Vanééek na ni
vyucoval od 18. srpna 1875 do 31. prosince 1906. V letech 1875/1876 az 1895/1896 ucil na nizsi redlce
(zemépis, matematika, méfictvi, deskriptivni geometrie a krasopis); tydné mival 18 hodin. Viz V. Hatle: Z pa-
méti jicinské redlky, Vyrocni zprdava c. kr. vyssi redlky v Jiciné za Skolni rok 1896-97, Ji¢in, 1897, 3—16. Od
skolniho roku 1896/1897 wucil v nizsich i vysSich tfidach realky; obvykle mival 18 hodin tydné (matematika,
méfictvi a rysovani, deskriptivni geometrie, krasopis). Pravidelné¢ byval tfidnim ucitelem, spravoval rozsahlou
sbirku modelt pro vyuku geometrie a organizoval skolni vylety a exkurze. Viz Vyrocni zprdva c. kr. vyssi redlky
v Jiciné za Skolni rok 1896-7, Ji¢in, 1897, ...; Vyrocni zprdava c. kr. vyssi redlky v Jiciné za Skolni rok 1905-6,
Jicin, 1906.

Na konci zaii roku 1906 J. S. Vanécek onemocnél, vzal si dovolenou na zotavenou a jiz v listopadu
téhoz roku pozadal o penzionovani; jeho zadosti bylo vyhovéno: Josef Vanécek, c. k. profesor 7 tiidy hodnostni,
koncem mésice prosince 1906 [ukon¢il ¢innost na skole], byv touz dobou ddn ke své Zddosti na trvaly odpocinek
vynesenim c. k. min. k. a v. ze dne 10. prosince 1906 ¢. 44.562 (C. k. z. Sk. r. 20/12 1906 cisl. 62.023.). Viz
Vyrocni zprava c. kr. vyssi realky v Jicin€ za skolni rok 1906-7, Jicin, 1907.

J. S. Vanééek po mnoho let také fidil pokracovaci pramyslovou Skolu, resp. pokracovaci Skolu
prumyslovou a obchodni, ktera byla umisténa v budové realky, a vyucoval krasopis v celoro¢nich kurzech pro
% Matgj Norbert Vanéek (nar. 30. ledna 1859 v Tabofe, zem. 15. zafi 1922 v Nemysli u Tabora) studoval po
dokonceni taborské realky na ¢eské technice v Praze, kde ho zaujala matematika a deskriptivni geometrie. Ve
skolnim roce 1883/1884 pusobil jako suplent vyssi ceské realky v Havlickové Brodé. Od roku 1884 az do roku
1889 byl asistentem G. Blazka, profesora matematiky na Ceské technice v Praze. V dobé¢, kdy G. Blazek zasedal
v fisském snému ve Vidni, vedl M. N. Vanééek vyuku matematiky sam. Roku 1886 slozil zkousku ucitelské
zpusobilosti, ktera ho opraviiovala k vyuce matematiky a deskriptivni geometrie na ¢eskych realkach. Od roku
1889 az do roku 1893 uéil na realce v Hradcei Kralové, od roku 1893 do roku 1903 na realce v Ceskych
Budgjovicich a od roku 1903 do roku 1904 na realce v Tabote. V roce 1904, kdyz byly na ¢eské technice ziizeny
paralelni pfednasky, byl povéfen suplovanim matematickych prednasek. V roce 1906 se na vyse uvedené skole
habilitoval pro obor vy$si matematiky a roku 1908 (po penzionovani G. Blazka) byl jmenovan fadnym
profesorem matematiky. Toto misto zastaval az do smrti. Viz J. Folta: Dva predstavitelé “Ceské geometrické
Skoly” (K 40. vyroci dimrti J.S.aM. N. Vanéckit), Zpravy Komise pro d&jiny pfirodnich, lékafskych
a technickych veéd CSAV, & 12, 1962, 13-21; J. Folta: Cryficet let od smrti bratii Vanécki, Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie 8(1963), 28-30; V. Hruska: Posmrtnd vzpominka na Mat. Norb. Vanécka,
Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 52(1923), 313-319; F. Balada, K. Koutsky, J. Radl: Kalenddr
Ceskych matematikii, Matematika ve Skole 3(1952/1953), predsadka.

Zminky o bratrech Vanéckovych jsou i v encyklopediich (viz Ottitv slovnik naucny, dil 26, str. 391-392,
J. C. Poggendorff: Biographisch-literarisches Handwdérterbuch zur Geschichte der exakten Wissenschaften,
Bd. III, str. 1385, Bd. IV, str. 550, Bd. V, str. 1294 a Bd. VI, str. 2735).
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vek a ploch vyssSich fadl, klasifikace kiivek vysSich fadt a stupnti, specialni kiivky
a jejich konstrukce, projektivni geometrie, kinematickd geometrie, historie matematiky
apod.).

Josef Sylvester Vanécek Luigi Cremona

v

Ve skolnim roce 1878/1879 absolvoval studijni stipendijni pobyt v Patizi, kde se
seznamil s Victorem Mayerem Amédéem Mannheimem (1831-1906), profesorem na
Ecole Polytechnique, Jeanem-Gastonem Darbouxem (1842—1917), profesorem na Ecole
Normale Supérieure, a Jeanem-Claudem Bouquetem (1819-1885), profesorem na Sor-
bonné. Zejména pod Mannheimovym vlivem se zabyval reciprokymi transformacemi
a zaklady kinematické geometrie.*’

Poznatky z Pafize shrnul v kniZce PoSinovdni geometrickych iitvarim,”® ktera
pritdhla pozornost nasich geometri ke kinematické geometrii’' a piivedla je k hlubimu

¥ Kinematicka geometrie se zrodila z tvah G. Monge, J. N. P. Hachetta a L. N. M. Carnota. Roku 1859 vytvotil
A. Terquem prvni ucelengjsi teorii o pohybech urcenych piedem stanovenymi geometrickymi podminkami a dal
ji nazev géométrie cinématique (kinematicka geometrie). Rozvoj strojirenské vyroby si zadal hlubsi znalosti
o geometrickych tvarech, pfevodovych soustavach, konstrukci mechanismi ozubenych kol apod., proto roku
1867 zavedl V. M. A. Mannheim do u¢ebniho planu Ecole Polytechnique povinné prednasky z ,geometrie
pohybu®. Na konci 60. let a zejména na pocatku 70. let 19. stoleti se objevily prvni ucebnice kinematické
geometrie, které se opiraly o Chaslesovy a Mannheimovy ¢lanky uvetejnéné v Comptes Rendus Hebdomadaires
des Séances de I’ Académie des Sciences (Paris) a ve zpravach Ecole Polytechnique.

30 Nakladem vlastnim, Jicin, 1880, 184 stran. J. S. Vandcek knihu vénoval Karlu kniZeti z Trauttmansdorff-
Weinsbergu, svému mecenasi. Prelozil a pfepracoval Mannheimovy piednasky z kinematické geometrie, které se
konaly na patizské polytechnice ve Skolnim roce 1878/1879. Jedna se o prvni monografii pojednavajici pouze
o kinematické geometrii, nebot’ ve francouzské verzi vysly Mannheimovy pfednasky roku 1880 pod nazvem
Cours de géométrie descriptive de 1’Ecole polytechnique, comprenant les éléments de la géométrie cinématique
(Gauthier-Villars, Paris, 1880, 480 stran + 256 obrazki), avsak kinematické geometrii v nich byla vénovana jen
jedna kapitola. Teprve roku 1888 byla vytisténa obsahla monografie L. E. H. Burmestera: Lehrbuch der
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studiu riznych druht kiivek, vysetfovani jejich vlastnosti a pokustim o zobeciiovani kon-
struktivnich postupii.®® Sviij pohled na kinematickou geometrii charakterizoval takto:

Spis tento vzeSel ze zdpisek, které autor, obcovav predndSkam
z deskriptivni  geometrie professora Mannheima na polytechnice
PariZské, si byl ucinil. Mnohé doplitky pochdzeji od autora.

Prof. Mannheim vydal pozdéji predndSky své premeénéné a doplnéné.
Autor spisu »>PoSinovdni« neuzndvd ani onen ve formé Mannheimem
uverejneny za dilo toho druhu, aby nahradilo deskriptivni geometrii,
nybrZ za jeji velmi cennou vétev, prospésnou zejména mechanikiim.>

Vroce 1881 J. S. Vanécek publikoval rozsahlou syntetickou studii o vlastnostech
v Ve s v . P . 34 r . Ve s . o ’
kiivek nazvanou K7ivé cdry rovinné i prostorove.3 Préace sice nepfindsela ani pivodni

Kinematik fiir Studirende der Maschinentechnik, Mathematik und Physik geometrisch Dargestellt. Band 1. Die
ebene Bewegung (2 dily, A. Felix, Leipzig, 1888, 941 stran + 57 tabulek obrazku), ktera se stala na vice nez dvé
desetileti zakladnim pramenem ke studiu kinematické geometrie.

Prvni ¢eskd monografie o zékladech kinematické geometrie sepsand J. S. Vaneckem se sklada ze dvou
&asti — PoSinovdni v roviné a Poinovdni v prostoru. Prvni Gast je rozd&lena na pét kapitol: Uvod, Posinovdni
nekonecné malé (principy), Posinuti ukoncené (O vlastnostech poSinovdni jakéhokoliv obrazce, Vlastnosti dvou
geometricky stejnych krivych ¢ar, Ukoncené poSinuti v roviné, které se skldda z otoceni a prenesent, Vlastnosti
dvou stejnych symmetrickych obrazcu, v roviné jakkoliv rozloZenych), Posinovdni podobnych obrazcit,
Sestrojovani stredit kiivosti kiivych car, vytvorenych pri pohybu rovinného obrazce v téZe roviné. Druha Cast je
rozdélena na ¢tyfi diléi Casti. Prvni je tvofena péti kapitolami (Uvod, Geometrické viasmosti nekonecné malého
posinuti obrazce formy nepromeénné, Aby bylo posinovdni obrazce formy nepromeénné urcito, jest zapotrebi peti
podminek, Redukce rozlicnych podminek, které prichdzeji pri definici poSinovani obrazce v tomto samotném
pripadeé: bod jest nucen zistati na dané ploSe, Novy zpiisob normdl). Druha cast se sklada z péti kapitol
(Posinovant primé cdry; upotiebeni pri plochdch primocarych, O posSinovani dvojsténu, O posinovani nékterych
gvldstnich trojsténii, O poSinovdni plochy a obrazce jakéhokoliv, ktery podléhd nékolika podminkdam, Plochy
Sroubové). Tteti Cast nazvand PoSinuti ukoncené obsahuje Ctyfi Kapitoly (PoSinuti primé cdry v prostoru,
Posinuti rovinného obrazce v prostoru, PoSinuti sférického obrazce na plose kulové; posinuti télesa, jehoZ jeden
bod jest stdlym, O poSinuti obrazce formy neproménné v prostoru). Ctvrta ¢ast nazvana Posinovdni podobnych
obrazciv ma dveé kapitoly (Zdkladni iivahy, PoSinovani obrazce v prostoru, kdyz ziistavd sam sobé podobnym).
3! Zajem o kinematickou geometrii se u nas objevil jiz v 60. letech 19. stoleti v némecky psanych pracich
K. Kiippera a poté na zacatku 70. let 19. stoleti v nékolika ¢lancich Ed. Weyra, ktery studoval vlastnosti tGpatnic,
evolut a dalsich specialnich kiivek. Oba ve svych pracich sice uzivali kinematickou terminologii, neuzivali vSak
kinematické metody. Prvni Cesky psané prace o kinematické geometrii se objevily na pocatku 70. let 19. stoleti
a prispély ke zrodu Ceské terminologie (viz F. Hora: Prispévek k déjepisu trochoid, Casopis pro péstovani
mathematiky a fysiky 1(1872), 54—60; F. J. Studnicka: Pozndmka k theorii trochoid, tamtéz, 252-253).
2 Knizka vice ¢ méng ovlivnila nékteré prace &eskych geometrd, napi. F. Machovce, B. Prochazky,
A. Suchardy a Ed. Weyra.
3J.S. Vangeek: Prehled pract geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pfi uchdzeni o stolici
professury deskriptivni geometrie na c. k. ¢eské vysoké skole technické v Praze, vlastnim nakladem, Jicin, 1895,
16 stran, citat ze str. 15.
** Nékladem vlastnim, Ji¢in, 1881, 117 stran. V prvni Gasti spisu J. S. Van&tek vylozil problematiku a konstrukci
tecen, normal a polar kiivek, vypocet polomeru kiivosti a rektifikaci kfivek. Druhou ¢ast vénoval algebraickym
a transcendentnim Caram. Popsal konstrukce, analyticka vyjadfeni a zakladni vlastnosti obycejnych a konfo-
kalnich kuzelosecek, kiivek tietiho fadu, kiivek tretiho stupné, kiivek ¢tvrtého fadu a kiivek vyssich fadu (napt.
semikubicka parabola, kubickd parabola, kubicka hyperbola, kisoida, Descartiiv list, Pascalova zavitnice,
kardioida, konchoida, lemniskata, cykloida, epicykloida, hypocykloida, sinusoida, kosinusoida, logaritmicka
lemniskata, fetézovka, spiraly). Ve tieti casti vylozil zakladni vlastnosti prostorovych algebraickych
i transcendentnich kiivek (napt. sférické kuzelosecky, sférické bikvadriky, geodetické linie, tecné cary,
asymptotické linie, linie stejného spadu, linie nejvétsiho spadu, konturové Cary, ¢ary svétlosti, loxodroma,
polodie, cyklocylindrika, kotalnice, Sroubovice, spiraly, evolventy, evoluty). Poznamenejme, ze v tivodu uvedl
francouzské, némecké, italské i ¢eské zdroje, z nichz pii sepisovani vychazel (napt. J. de la Gournerie, M. Chas-
les, V. M. A. Mannheim, T. Olivier, W. Fiedler, R. F. A. Clebsch, T. Reye, C. Rimpler, G. Salmon, W. Schell,
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vysledky, ani zdsadni nové myslenky, ale byla ve své dobé uzite¢nd, nebot’ prehledné
shrnovala vSechny zakladni typy znamych kfivek a vykladala jejich vlastnosti, vétSinou
vSak bez uvedeni dikaz(. Obsahovala téz popis zakladnich druhti pohybti a Vanéckav
pokus o jejich klasifikaci doplnény tadou nazornych piikladii a kapitolou o konstrukei
stiedu kiivosti kotalnic. Pravé tato tématika, dalezitd pro konstruktivni teorii kiivek, méla
ohlas a motivovala ke studiu kiivek a ploch, kterému se v posledni tfetiné 19. stoleti
Gisp&sné vénovalo nékolik nagich vysokoskolskych i sttedoskolskych ugiteld.*

V roce 1882 vydal J. S. Vanécek ptivabnou, populdrné napsanou knizecku nazva-
nou O déjindch geometrie,’® jejiz obsah charakterizoval témito slovy:

Ve spisku tomto pokusil se autor podati strucné déjiny vyvinu vedy
geometrické aZ na nasi dobu. Z dobre uvdaZenych, avsak od jinych nedosti
pochopenych a ocenénych pricin nebylo v ném psdno o geometrech ceskych
posud Zijicich, co? bylo autoru s mnoha stran ve zIé vyklddano.”’

Roku 1885 publikovali bratfi Vanéckové spole¢nou studii nazvanou Svazkové
vytvorovani krivek rovinnych, ktera je souborem péti ¢lankt vydanych v letech 1884 az
1885 ve Zpravach ze zasedani Kralovské &eské spolecnosti nauk,” a jeji kratké
pokragovani nazvané Nové vytvorovani svazku kuZelosecek.”

Od pocatku osmdesatych let az do poloviny devadesatych let publikoval J. S. Va-
n&&ek, sam nebo s bratrem, vice nez 20 odbornych asopiseckych praci,”® které ukazuiji,

R. Staudigl, L. Cremona, Em. Weyr a Ed. Weyr). Je pozoruhodné, jaky mél J. S. Vanécek piehled o nasi
i zahrani¢ni soudob¢ literatufe.

3 Kinematicka geometrie zaujala F. Machovce, A. Suchardu, Ed. Weyra, K. Zahradnika; v prvni tieting
20. stoleti i J. Sobotku a M. Peliska. Na Vanéckovy Krivé cdry rovinné i prostorové ptimo navazovala
Machovcova prace Zobrazovani tecen a stredi kiivosti krivek na zdkladé nové methody (Jednota Ceskych
mathematikd, Praha, 1883, 139 stran + 84 obrazki v textu + 8 tabulek obrazki).

*F. & V. Hoblik, Pardubice, 1882, 40 stran.

1. S. Vanggek: Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Piiloha pii uchdzeni o stolici
professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké skole technické v Praze, vlastnim nakladem, Ji¢in, 1895,
16 stran, citat ze str. 15.

). S. Vanstek, M. N. Vand&ek: Svazkové vytvorovani kiivek rovinnych, Krélovska Ceska spoletnost nauk,
Praha, 1885, 106 stran. Prace ziskala roku 1889 tzv. Setkovu cenu, jez byla udélena za nejlepsi Gesky psanou
matematickou studii vydanou v letech 1883 az 1888. Lze ji povazovat za vrchol jejich odborné prace. Bratii
geometrickych utvar zutvarti jednoduchych a dobie znamych. Pro ilustraci postupu bratri Vanéckovych
uved'me jejich dva typické zplisoby vytvareni novych kiivek. Za prvé uvazuji tii svazky [R], [F,] a [F3]
algebraickych kiivek n-té mocnosti (tj. n libovolnymi body roviny prochazi pravé jedina kiivka svazku) a dvé
pevné algebraické kiivky p; a p,. Libovolna kiivka R ze svazku [R] protina kiivku p; v ur¢itém poctu bodu,
témito body prochazi pravé jedinad kiivka F ze svazku [F,]. Tataz kiivka R ze svazku [R] protina kiivku p,
v uritém poctu bodu, jimiz prochazi jedina kiivka F, ze svazku [F,]. Kfivky F, a F, se protinaji v bodech, které
vytvaieji novou kiivku, probiha-li kivka R svazek [R]. Za druhé uvazuji jeden svazek [R] algebraickych kiivek
n-t¢ mocnosti a jednu algebraickou kiivku K. V prisecicich kiivek R svazku [R] a kiivky K sestrojuji tecny ke
kiivee R. Nova kiivka vznika jako obalka vyse uvedenych tecen, pokud vezmeme vSechny kiivky R ze svazku
[R]. Bratti Vanéckové pouzili tyto dva konstrukéni zpisoby ke studiu kiivek ¢tvrtého fadu se tfemi dvojnymi
body. Poznamenejme, ze roku 1887 byl J. S. Vanécek spolu s F. Machovcem vyznamenan tzv. Weyrovou cenou
ur¢enou jako odména za nejlepsi geometrickou Cesky psanou praci. Viz J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek,
Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922), 138-151, str. 150.

39J.'S. Vanéek, M. N. VanéSek: Nové vytvorovani svazku kuzelosecek, Kralovska Ceska spole¢nost nauk, Praha,
1885, 16 stran.

0 Pprace sepisoval francouzsky (25 praci), esky (21), chorvatsky (5) a némecky (2). Uveicjiioval je
v nasledujicich ¢asopisech a zpravach: Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky, Sitzungsberichte der konig-
lichen Bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften in Prag (resp. Zpravy ze zasedani Kralovské ceské
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ze i jako stfedoskolsky profesor v malém provinénim meésté peclivé sledoval zahrani¢ni
matematické asopisy a monografie, které se vénovaly moderni projektivni a kinematické
geometrii. Ze vSech jeho praci je patrné, ze se nechtél spokojit jen s mistem ,,obycejného
sttedoskolského profesora®, ale usiloval o misto na vysoké Skole v Praze, kde by mohl
prednaset, odborné pisobit na své zaky a védecky pracovat. Po cely Zivot vSak byl v jisté
izolaci od domaciho Ceského matematického prostfedi, v némz nenachazel prakticky
z&dnou podporu a inspiraci.

Roku 1884 se neuspésné¢ pokusil o habilitaci na Ceské Karlo-Ferdinandové
univerzité v Praze.*’ Roku 1895 se prihlasil do konkurzu na misto fadného profesora
deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Praze, které se uvolnilo penzionovanim Fran-
tiska TilSera (1825-1913). Ani v tomto konkurzu neuspél; misto ziskal Karel Pelz (1845—
1908), geometr uznavany v celém Rakousku-Uhersku.*? Po tdchto netisp&sich J. S. Va-

spole¢nosti nauk, resp. Véstnik Kralovské deské spolecnosti nauk v Praze), Rozpravy Ceské akademie pro védy,
slovesnost auméni, Sitzungsberichte der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften in  Wien,
Sitzungsberichte der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Klasse der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften zu Miinchen, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de 1’Académie des Sciences (Paris),
Bulletin de la Société Mathématique de France, Mémoires de la Société royale des sciences de Li¢ge, Rendiconti
della Reale Accademia dei Lincei (Roma), Annali di matematica pura ed applicata, Proceedings of the London
Mathematical Society, Mélanges mathématiques et astronomiques, tirés du Bulletin de 1’Académie imp. des
sciences de St. Pétersbourg, Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu.

41J.'S. Van&gek se na podzim roku 1884 obratil na profesorsky sbor eské filozofické fakulty prazské univerzity
s zadosti o zahajeni habilita¢niho fizeni, ackoli nemé¢l maturitni zkousku slozenou na klasickém gymnaziu, nedo-
kon¢il vysokoskolské studium techniky a nemél fadny vysokoskolsky diplom, nestudoval na univerzité a nemél
doktorat, tudiz nespliioval zékladni formalni pozadavky kladené na uchazace o soukromou docenturu. Jeho
zadosti se zabyval profesorsky sbor na svém zasedani dne 30. fijna 1884:

Zadost prof. Jos. Vanécka za pripusténi k docentuie s prominutim doktordtu. Dékan [L. Celakovsky]
upozornil na rozhodnuti ministerské ze dne 12. cervna 1884 ¢. 9579 a tdzal se, nemd-li [se] Zadatel, ponévad?
nebydli v misté a limine odmitnout. Prof. Fric namitd, Ze timto rozhodnutim ministerskym se omezuje svoboda
uchdzeti se o docenturu a Ze jest moznd, Ze docent bude dojizdeti do Prahy predndset. Naproti tomu tvrdi prof.
Kvicala, Ze rozhodnuti ministerské jest pro sbor zdvazné a Ze nelze proti néemu jednati. Konecné vetsinou prijat
ndvrh prof. Rezka, aby Zdadost Vanéckovi byla vrdacena. (Viz Protokol I. o sezeni sboru profesorii c. k. ceské
fakulty filosofické university Karlo-Ferdinandovy dne 30. rijna 1884, VIII. bod jednaci, fond Zapisy ze zasedani
profesorského sboru ¢eské FF UK, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.)

Profesorsky sbor tedy viibec nejednal o odborné kvalité uchazece, o jeho habilitacni praci, védecké,
publikaéni a pedagogické innosti. Zadost byla zamitnuta z &isté formalnich divodd; viechny materidly byly
J. S. Vanéckovi vraceny.

Dopliime pro uplnost, ze vy$e zminény ministersky vynos nafizoval, ze uchaze¢ o habilitaci musi bydlet

v mist¢ nebo na pfedmésti mista, v némz piislusna skola sidli, tj. v takové vzdalenosti, aby mohl vykonavat
pravidelné prednasky a cviceni. Toto opatfeni mélo zabranit ,,inflaci docentur®. J. S. Vanécek nebyl jediny, jehoz
habilitace byla ve Skolnim roce 1884/1885 na zakladé tohoto vynosu odmitnuta (napf. dne 19. 3. 1885 byla ze
stejného diivodu zamitnuta Zadost Dr. Praska a dne 9. 7. 1885 Zadost Dr. Sklenaie).
2. Sobotka o konkurzu napsal: V roce 1895 iicastnil se soutéZe o misto profesora deskriptivni geometrie na
Ceské vysoké Skoly technické v Praze, jez se uprdzdnilo odchodem prof. F. TilSera na odpocinek a jez udéleno
bylo K. Pelcovi, Fadnému profesoru vysoké Skoly technické ve Styrském Hradci. Vzpomindm nerad vypsdni
verejné soutéZe na misto to. Bylo dobre zndmo, Ze prof. Pelc touZil po Praze; hlavni pricina toho byla ta, Ze
podnebi ve Styrsku jeho zdravi nesvédcilo. Mohlo se ocekdvati, Ze sbor profesorsky ceské vysoké skoly technické
poudije této prilefitosti, aby jej povolal zpét do vlasti; nestalo se ale tak. To vSak Pelce neodradilo, aby se
o misto neuchdzel. Byl to hlavné vliv prof. Ed. Weyra, Ze priSel do ndvrhu na prvni misto a Ze jeho jmenovdni do
Prahy se uskutecnilo. V. sam v ndavrhu nebyl ... (J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie
véd a uméni 33(1922), 138151, citat ze str. 151.)

Prabéh konkurzu je podrobné popsan v protokolech nazvanych Schiize profesorského sboru 1895/6
(8.10.,19. 11. a 3. 12. 1895, 8. 3. a 23. 6. 1896, Archiv CVUT v Praze). Poznamenejme, 7e konkurzni komise
(profesoti Ed. Weyr a J. Solin) navrhla na prvni misto Karla Pelze, na druhé misto Bediicha Prochazku, na tieti
Antonina Suchardu spole¢né s Aloisem Strnadem. Proti navrhu se vzedmula vlna neobvyklého odporu mladych
docentli a profesorti, ktefi prosazovali jmenovani B. Prochazky, prazského stfedoskolského profesora, jenz
vyuku deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Praze jiz nékolik semestrii spésné suploval. Ostie kritizovali
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nécek védecké prace zanechal a vénoval se vyhradné vyrobé svych zamecnickych
vynalezt.. V Ji¢in€ si zalozil strojni zdmecnickou dilnu, kterd mu vSak pfinesla znacné
finanéni problémy.*

Poznamenejme na okraj, ze vztahy mezi bratry Vanéckovymi a ceskou mate-
matickou komunitou, zejména mezi nimi a Eduardem Weyrem (1852-1903), nebyly asi
prilis dobré a piatelské.* Jednota ceskjch mathematikii a Krdalovskd ceskd spolecnost
nauk vydavaly rizné monografie, ucebnice, rozsahlejsi odborné studie i preklady vy-
znamnych zahrani¢nich praci, ale bratfi Vanéckové museli své prace obvykle publikovat
vlastnim nakladem nebo v zahrani¢i. O nepfiznivé situaci jisté mnoho vypovidaji Vanéc-
kova kriticka slova:

Jak radi bychom psali o péstovani védy geometrické i u nds. AvSak
pohrichu narod nas nemél ceskych skol, z nichZ by byli vysli ucenci, kteri by
opéet vedu ddle rozsirovali a péstovali. 'V nejnovejsi dobé se sice pomeéry
v tomto sméru zlepsily, avsak o ceskych soustavnych spisech z oboru geo-

Voo

metrie 7 pricin nasnadé leZicich pomlceti dluzno.®
O vztahu J. S. Vanécka k ¢eské spolecnosti J. Sobotka napsal toto:

... Nesl-li téZce, Ze uzndni doma neprojevilo se v té mive, jak po tom touZil,

nebyla toho pricinou zaujatost osobni v kruzich védeckych, kterd se pro-
Jevila proti nému, spisSe u nadrizenych mu tradii stredoSkolskych, ackoliv na

navrh na Pelzovo jmenovani, protoze K. Pelz nikdy neucil na ¢eské $kole, ¢esky nepublikoval jedinou praci,
nedolozil znalost ¢eského jazyka a na ufedni dopisy zasadné odpovidal némecky. Hlavni divodem vsak mohlo
byt to, ze jeho Svagrem byl neblaze prosluly prazsky vrchni policejni komisat Vaclav Oli¢, ktery se angazoval
i v procesu s Omladinou. Ed. Weyrovi se nakonec podafilo prosadit K. Pelze jako prvniho a nejlepsiho kandidata
na uvolnéné profesorské misto. Navrh profesorského sboru byl zaslan c. k. ministerstvu kultu a vyucovani, které
dekretem ¢. 11641 ze dne 20. kvétna 1896 jmenovalo K. Pelze fadnym profesorem deskriptivni geometrie.

Vanéckovou kandidaturou se konkurzni komise viibec nezabyvala, nebot’ nespliovala zakladni formalni
pozadavky (napf. fadné ukoncené vysokoskolské studium). J. S. Vanééek ke konkurzni pfihlasce pfipojil tistény
seznam publikaci nazvany Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pri uchdzent
o stolici professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké Skole technické v Praze (vlastnim nakladem,
Ji¢in, 1895, 16 stran), ktery obsahoval stru¢nou charakteristiku 51 tisténych praci a tff rukopist. Poznamenejme,
ze prace Svazky orthogondlnych hyperboloidii a Plocha kardioido-hypreboloidovd byly otistény az po konkurzu
v roce 1895 v Rozpravich Ceské akademie pro védy, slovesnost a uméni (viz 4(1895), €. 28, 4 strany a 4(1895),
¢. 30, S stran). Prace Osvétleni orthogondlného hyperboloidu a plochy kardioido-hyperboloidové zistala jen
v rukopise; jeji obsah J. S. Vanécek popsal takto: Pri sestrojovdni intensivnich car dané plochy uZiva se
rozlicnych ploch pomocnych. Pohodlny zpiisob sestrojovani tecnych rovin a dotycnych bodii pri plochdch
orthogondlnych primkovych, pri nich? je moZno uZiti dotycnych orthogon. hyperboloidii, vede k upotrebeni
zpusobu, jakého se uziva pri osvétleni Sikmého kuZele.

Probrdno tu predevsim sestrojeni intensitnich bodii na dvou rovnobéznych primkdch tvoricich orth.
hyperboloidu. Lesklé body a kiivka vlastniho stinu sestroji se velmi snadno.
TotéZ da se provést na ploSe kardioido-hyperboloidové, pri cem? staci obrazy urcovacich castek této plochy.
(J. S. Vanécek: Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pri uchdzeni o stolici
professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké skole technické v Praze, vlastnim nakladem, Ji¢in, 1895,
16 stran, citat ze str. 15-16.)
B Viz I. S. Vanséek: Prehled pract geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pii uchdzent o stolici
professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké skole technické v Praze, vlastnim nakladem, Jicin, 1895,
16 stran. Viz téz J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922), 138-151.
* Viz J. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922), 138-151.
4 7. S. Vansgek: O dejindch geometrie, Pardubice, 1882, str. 40.
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Skole samé nebylo si mu stéZovati ani co se osobnich ani co se sluZebnich
C ey . . L. L 46
pomérii tyce na nic, co by mu piisobeni jeho bylo zneprijemnovalo.

6 Podrobnéjsi charakteristika Vanéckovych dopisu

V letech 1882 az 1885 J. S. Vanécek, v dobé svého plsobeni na redlce v Jicing,
napsal L. Cremonovi 7 kratkych dopistt (2 italsky a 5 francouzsky). Prvni dopisy jsou
formalni, velmi zdvofilé a neosobni.*” Pozd&jsi maji osobni charakter, obsahuji Van&é-
kovy zpravy o tom, ze byl jmenovan doyisujicim Clenem Krdlovské ceské spolecnosti
nauk a Société Philomatique de Paris,” gratulace k opakované Cremonové volbé
senatorem,” Zadost o Cremonovu fotografii s podpisem™ a blahopfani k Novému roku.”!

Vsechny Vanéckovy dopisy dokladaji jeho odbornou praci v geometrii, zajem
o Cremonovy nazory na jeho geometrické vysledky, touhu studovat Cremonovy origi-
nalni prace v ital§tiné a snahu publikovat své prace v italskych casopisech. Ukazuji téz
Vané&kovu znalost zahraniéni literatury.>

S prvnim dopisem datovanym 4. 7. 1882 J. S. Vanécek pravdépodobné zaslal L. Cre-
monovi své dvé stejnojmenné prace Sur I'inversion générale,”® v nichz reagoval na praci
britského matematika T. A. Hirsta.>* SnaZil se najit obecnou inverzi roviny a popsat jeji vlast-
nosti. V tivodu ¢lanku napsal:

. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni 33(1922), 138-151, citat ze
str. 150.

T Dopisy za&inaji oslovenim Molto illustre Signore nebo Illustre Monsieur, pozdgji se objevuje civilngjsi oslo-
veni Monsieur.

* Viz dopis ze dne 14. 7. 1883. Roku 1885 byl J. S. Vansek zvolen dopisujicim &lenem Kralovské belgické
spole¢nosti nauk v Liege (Société Royale des Sciences de Liege). Na pocatku 90. let 19. stoleti se J. S. Vanécek
stal dopisujicim &lenem Ceské akademie cisaie Frantiska Josefa pro védy, slovesnost a uméni, prespolnim
Clenem Société mathématique de la France a Circolo Matematico di Palermo.

¥ Viz dopis ze dne 13. 12. 1884.

%0 Viz dopis ze dne 12. 11. 1884, 3. 12. 1884 a 13. 12. 1884. Jako perlicku miiZeme piipojit, Ze v dopise ze dne
3.12. 1884 J. S. Vanécek podékoval L. Cremonovi za zaslani fotografie. V dopise ze dne 3. 12. 1884 mu
oznamil, ze Krdlovskd ceskd spolecnost nauk chysta fotografické album svych ¢lentl a pozadal ho jejim jménem
o zaslani fotografie s vlastnoru¢nim podpisem. Dne 13. 12. 1884 L. Cremonovi napsal, ze Karel Frantisek
Edvard Kofistka (1825-1906), sekretat spolecnosti, obdrzel jeho p&knou fotografii, ze se mu vSak natolik
zalibila, ze si ji rozhodl ponechat. Krdlovskd ceskd spolecnosti nauk tak ztstala bez Cremonova portrétu.
J. S. Vanécek proto poprosil o zaslani nové fotografie, tentokrat vSak na jeho osobni adresu. V dopise napsal:
Monsieur la Secrétaire général, Dr. Ch. de Koristka, ayant recu votre tres jolie photographie, qui avait été
destinée pour la Société Royale, il I’a conservée pour lui-méme, parce qu’il la trouve trés belle. ... Seulement je
pense que Vous auriez de la bonté de renouveler Votre hommage en l’adressant a moi; je m’empresserai de
I’envoyer au lieu destiné.

*!' Viz dopis ze dne 27. 10. 1885, ktery ma pravdépodobné chybné datovéni.

52V dopise ze dne 3. 12. 1884 J. S. Vansek gratuloval L. Cremonovi k publikovani ¢lanku Sopra una
trasformazione birazionale del sesto grado delle spazio a tre dimensioni, la cui inversa ¢ del quinto grado,
Proceedings of the London Mathematical Society 15(1884), 242-246.

3J.S. Vanégek: Sur Iinversion générale, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de 1’Académie des
Sciences Paris 94(1882), 1042—1044, resp. J. S. Vanécek: Sur l'inversion générale, Proceedings of the London
Mathematical Society 33(1882), 29-31. Poznamenejme, ze bratii Vanéckové zaslali praci do soutéze o cenu
francouzské akademie véd: MM. J.-S. et M.-N. Vanécek adressent a I’Académie, pour le concours du prix
Francouer, un Mémoire intitulé »Sur l’inversion générale«. (Renvoi a la Commission du prix Francouer.)
Viz Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de I’ Académie des Sciences Paris 98(1884), 1318.

4. S. Van&tek reagoval na &lanek T. A. Hirst: On the quadric inversion of plane curves, The Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics 17(1881), 301-311.

75



M. Hirst, dans son Mémoire On the quadric inversion of plane curves,
a généralisé la théorie de transformation par rayons vecteurs réciproques de
telle sorte, qu’il a pris une conique générale C et une point d pour éléments de
la transformation. Par se point d, on méme un rayon a chaque point a de la
figure proposée, et l’on prend sur ce rayon le point a'conjugué de a par
rapport a la conique. Ces points a' forment la nouvelle figure. Nous allons
donner, dans cette Note, l'idée d’une transformation plus générale.

Vlastni zobrazeni J. S. Vané¢ek definoval takto:

Considérons une conique C, que nous appelons fondamentale, et une
droite D dans le plan de la conique C. La droite D est la directrice de la
transformation. Supposons que la figure proposée soit une droite L. La polaire
A d’un point a de la droite L, par rapport a la conique C, coupe la directrice D
en un point a;, dont la polaire A, passe par le pole d de la droite D et par a. Le
point d’intersection a; de ces deux polaires est le transformé du point a. La
transformée de la droite L est une conique (az), qui passe par les points
d’intersection des droites D, L avec la conique fondamentale C et par les poles
de ces deux droites.”

V dal§ich &tyfech astech &lanku popsal specidlni piipady vyse uvedené inverze.* Jeho
zamé@r se vSak nezdafil; nalezl pouze ekvivalentni vyjadfeni jiz znamé Hirstovy inverze, jak
spravné napsal F. Meyer, autor recenze Vanéckovy prace uveiejnéné v referativnim casopisu
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik.”’” Cremoniv nézor na zaslané prace se
nedochoval.*®

55 ). S. Vanggek: Sur Iinversion générale, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de I’Académie des
Sciences Paris 94(1882), 1042-1044, citat ze str. 1042-1043.

36 J.'S. Van&&ek obsah ¢lanku charakterizoval takto: V tomto cldnku je poddna zdkladni myslénka o vieobecné
inversi vzhledem k zdkladni kuZelosecce a ridici kifivce n-tého rddu a dokdzdano, Ze kterdkoliv kiivka m-tého rdadu
pretvori se v krivku 2mn-tého rddu.

Ddle jsou urceny mnohondsobné body na odvozené krivce, jakoZ i pocet jejich inflekcnich bodii
mn (m+n-2). (J. S. Vanécek: Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pri uchdzeni
o stolici professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké Skole technické v Praze, vlastnim nakladem,
Ji¢in, 1895, 16 stran, citat ze str. 3.)
5T Herr Hirst hatte eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen Inversion (in der Ebene) angegeben, nach der
zwei Punkte x, y Bilder von einander sind, wenn sie in Bezug auf einen festen Kegelschnitt conjugirt sind, und
wenn noch ihre Verbindungslinie durch einen festen Punkt geht. Der Herr Verfasser will eine Idee von einer
Verallgemeinerung dieser Hirst’schen Transformation geben, es entgeht ihm aber, dass seine Transfor-
mation mit der Hirst’schen vollig identisch ist. Es folgen Anwendungen auf verschiedene besondere Fdlle. (Viz
http://www.emis.de/cgi-bin/jfmen/MATH/JFM/quick.html, recenze JFM 14.0723.01.)
¥ Struéné feGeno, J. S. Vandgek vychazel ze vztahu pevné kuzelosetky (resp. pevné plochy druhého stupné)
ajejich proménlivych polarnich trojuhelnikti (resp. polarnich trojhrani). V nékolika po sobé nasledujicich
Clancich (Casteéné se piekryvajicich) studoval vlastnosti kiivek vytvarenych vhodné zvolenymi body vyse
uvedenych proménnych utvard; podafilo se mu vytvofit a popsat nékolik specialnich ploch vyssich rada.
Vysledky a vyznam téchto praci vystizné zhodnotil J. Sobotka:

... Podstatu této transformace [metoda recipro¢nich privodici a kvadraticka transformace] uverejnuje
[J. S. Vanécek] na riznych mistech témér soucasne, takZe iivahy v radé pojedndni jednéch jsou cdstecné aneb
v podstaté prevzaty do pojedndni jinych, kdeZto v celé radé pojednant, jeZ jsou vétsinou praci spolecnou obou
bratri, jsou podrobné provedeny riiznymi sméry uivahy, jich? vysledek jest diive poddn v pojedndnich jinych.
Volbou rozmanitych titvari ridicich pri zminéném pohybu vznikaji titvary specidlni, které se stavaji predmétem
spolecného zpracovdni v radé pojedndni uverejnénych ve spisech spolecnosti ucenych domdcich i zahranicnich;
mdm za to, Ze by jisté omezeni v tomto sméru bylo byvalo véci na prospéch. Snaha chtiti vyvoditi vlastnosti
itvari geometrickych na zdkladé jednoho principu obsahuje nebezpeci jednostrannosti a vede nékdy k znamym
vlastnostem a ke konstrukcim, které na zdklade jinych zndmych method Ize obdrzeti cestou kratsi a v usporaddant
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Vanéckuv dopis ze dne 12. 11. 1884

v [72

prehlednéjsim a jednodussim. (1. Sobotka: Josef Silvestr Vanécek, Almanach Ceské akademie véd a uméni
33(1922), 138151, citat ze str. 148-149.)

Opakované publikovani témer totoznych praci ¢i jejich ¢asti nebo zkracenych verzi doklada i referativni
Casopis Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik. Poznamenejme, ze to nebyl nijak vyjimecny pfipad,
obvykle vSak nasi autofi publikovali totozné prace v ruznych jazykovych mutacich. J. S. Vanééek, sam nebo
spolu s bratrem, publikoval téméf totozné prace (nebo jejich Casti) opakované nebo jen s drobnymi upravami
v riznych Casopisech, které otiskovaly francouzsky psané ¢lanky.
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Ve druhém dopise ze dne 29. 7. 1882 J. S. Vanécek napsal, ze ziskal Cremonovu praci
Grundziige der allgemeinen Theorie der Oberfliichen in synthetischer Behandlung,” a po-
zadal ho o zaslani jejiho originalu, nebot’ nechtél studovat némecky pieklad. Poznamenejme,
ze J. S. Vanééek se vyrazné orientoval na Francii a Rusko, resp. Italii, tj. na zem¢, kde byla
odborna literatura publikovana francouzsky, resp. italsky. Pooteviel tak cestu nasi matematice
do jiného védeckého prostredi. K této orientaci jisté piispél jeho pobyt v Pafizi a pratelstvi
s pfednimi francouzskymi matematiky, coz nebylo v naSich zemich v 80. letech 19. stoleti
vibec typické, nebot’ nasi matematici se obvykle soustied’ovali na némecké prostfedi, resp.
némecky psanou literaturu.

Ke tretimu dopisu ze dne 14. 7. 1883 J. S. Vanécek pfilozil rukopis ¢lanku, ktery napsal
spolu s bratrem pro italskou akademii véd Rimé. Prosil L. Cremonu o posouzeni prace
a v piipadg, Ze ji shleda zajimavou a publikovatelnou o jeji piedloZeni k otisténi.”

> Berlin, 1870, 228 stran. Jedna se o preklad tif Cremonovych praci (Introduzione ad una teoria geometrica
delle curve piane, Memorie dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 12(1862), 305-436;
Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Rendiconti dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di
Bologna 1865/1866, 7677, a Memoire dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 6, 1867, 29-78;
Mémoire de géométrie pure sur le surfaces du troisieme ordre, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
68(1868), 1-133), ktery udélal Maxmilian Curtze (1837-1903), slavny némecky filolog, pfekladatel a historik
matematiky, velky znalec Kopernikova, Oresmova a Bradwardinova dila.

80 Nazev prace neni v dopise uveden, jeji téma a obsah nejsou blize specifikovany. Neni ziejmé, o jakou praci
bratfi Vanécka se jednalo a jaky byl jeji dalsi osud. J. S. Vanécek se o ni pravdépodobné zminoval jesté v dopise
ze dne 12. 11. 1884, kdyz se tazal, zda a s jakym vysledkem byla akademii véd pfedlozena. Cremonova odpovéd’
se nedochovala.

V této dobé se bratii Vanéckové intenzivné zabyvali problémem involuce, snazili se zobecnit Weyrovu
definici obecné involuce rovinnych Utvart na tvary prostorové.
nazyvame takovy vztah mezi prvky daného geometrického iitvaru rodu nula, prii néemz vhodnou volbou k prvkii je
stanoveno n—k prvkii (n > k) tohoto iitvaru tak, Ze kterykoliv z k-prvkii lze povaZovat za prvek urcujici vSechny
prvky tohoto n-clenného souboru. (Vice viz Em. Weyr: Theorie der mehrdeutigen geometrischen Ele-
mentargebilde und der algebraischen Curven und Flichen als deren Erzeugnisse. Mit 5 Figurentafeln, Druck
und Verlag B. G. Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran; Geometrie der rdumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger
Gebilde, insbesondere der Regelflichen dritter Ordnung, Druck und Verlag B. G. Teubner, Leipzig, 1870,
175 stran; Beitrige zur Curvenlehre, Alfred Holder, K. k. Hof- und Universititsbuchhdndler Wilhelm
Braumiiller, Wien, 1880, 64 stran. Viz téZ Em. Weyr: Ueber Involutionen héherer Grade, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 72(1870), 285-292; Zur Vervollstindigung der Involution héherer Ordnung. (Mit
zwei Holzschnitten), Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 61(1870),
2. Abth., April-Heft, 488, 600-606; Ueber hihere Involutionen, Sitzungsberichte der koniglichen bohmischen
Gesellschaft der Wissenschaften, 1870, 1. Abth., Februar, 14-18; Z novéjsi geometrie. O involuci, Druhd zprava
Jednoty ¢eskych mathematiki, Praha, 1870, 10-21; Zur Theorie der Involutionen héherer Grade, Zeitschrift fir
Mathematik und Physik 16(1871), 353-354; Grundziige einer Theorie der cubischen Involutionen, Abhand-
lungen der kéniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften, 1874, VI. Folge, 7. Band, 56 stran; Uber
die projectivische Beziehung zwischen den singuldren Elementen einer cubischen Involution, Sitzungsberichte
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 73(1876), 2. Abth., Mai-Heft, 654-656; Uber Invo-
lutionen n-ten Grades und k-ter Stufe, Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien
79(1879), 2. Abth., April-Heft, 680-698.) O Weyrovych vysledcich viz J. Be¢vat, M. Betvétova, J. Skoda: Emil
Weyr a jeho pobyt vItdlii vroce 1870/71, Nakladatelstvi CVUT, Praha, 2006; M. BeGvéatova: Ceskd
matematickd komunita v letech 1848-1918, edice D&jiny matematiky, svazek ¢. 34, Ustav aplikované mate-
matiky FD CVUT, Matfyzpress, Praha, 2008, a J. Folta: Ceskd geometrickd $kola — Historickd analyza, Studie
Ceskoslovenské akademie véd, Academia, Praha, 1982.

V casopise Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de 1’Académie des Sciences Paris bratii
Vanéckové uvetejnili sérii ¢lankl nazvanou Sur ’involution des dimensions supérieures (99(1884), 742-744,
856-857, 909-911). Jejich usili vSak koncilo uvedenim definice involuce a popisem nékolika specidlnich
ptikladd. Poznamenejme, ze tato prace nebyla recenzovana v referativnim cCasopisu Jahrbuch iiber die
Fortschritte der Mathematik. Je bezesporu zajimavé uvést Vanéckovo vlastni hodnoceni vyse uvedené série
praci: Sur l’involution des dimensions supérieures.
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Ve ctvrtém dopise ze dne 3. 12. 1884 J. S. Vanécek uvedl, ze tento mésic zaslal ¢lanek
italské akademii véd v Rim&, ktery sepsal opét se svym bratrem. Pravdépodobné se jednalo
o praci Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces.61
Zminil se o ni a o jejich upravach v dopise ze dne 13. 12. 1884, v némz mimo jiné prosil
o vytisténi 50 separatli pro své a bratrovy potieby. Prace byla otisténa roku 1885.

Dalsi Vanéckovu korespondenci a jeho rukopisnou pozistalost se nepodafilo ani u nds, ani
v zahrani¢i dohledat; pravdépodobné se nedochovala.

Involuce v tomto clanku nastinénd je vSeobecnéjsi oné, kterd az posud ve védeckych clancich projedndvana byla.
Involuce tato uverejnénd nazvana druhého rozméru oproti obycejné, jez je prvého rozmeru.

Jsou tu rozliSeny dva pripady

1. involuce druhého rozméru a (2n+1)-ho radu

2. involuce druhého rozméru a 2n-ho rddu.

Sur Uinvolution des dimensions supérieures.

Cldnek tento obsahuje ndsledujici definici:

Jednoduse nekonecné mnoZstvi mérickych mist n-tého rozméru nazvano budii mérickym mistem (n+1)-ho
roZmMeru.

Z toho je odvozeno:

Budiz y pocet bodii, jez urcuji jedinou krivku C rddu c; krivky C urcené y — y, body vytvoruji mérické misto
2y +1)-ho rozméru.

BudiZ ddle o pocet bodii urcujicich jedinou plochu S radu s; plochy S urcené body o — oy tvori mérické misto
(o0+2)-ho rozmeéru.

Na zdkladé téchto poucek jsou odvodeény involuce vyssich rozmerii.

Sur Uinvolution des dimensions supérieures.

Zde jsou poddna tato pojmenovdni pri involucich: Pocet bodii tvoricich skupinu je nazvdn stupném involuce.
Rad méFického mista vy$siho je vddem involuce. Rozmér nosice je rozmérem involuce. Rozdil radii obou
meérickych mist stanovicich involuci je schodkem involuce.

Po tuto uvedeném oznaceni je poukdzano k involuci vyssich rozmerit v roviné, pri cemZ dostdva se tato poucka.
Tato involuce je stupné c; ¢, -tého, rozméru (y'y—-1)-ho a radu y’\-ho. Schodek jeji je y'y—y', . Z toho se pak da
prejiti na zndmé involuce prvniho rozméru. (J. S. Vanécek: Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Va-
nécek ... Priloha pri uchdzent o stolici professury deskriptivni geometrie na c. k. ceské vysoké skole technické
v Praze, vlastnim nakladem, Ji¢in, 1895, 16 stran, citat ze str. 5-6.)

61 J.S. Van&tek, M. N. Vandeek: Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de
surfaces, Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei di Roma, 1885, 130—133. Podrobné&jsi charakteristiku této
prace lze najit v recenzi, kterou napsali C. Segre z Turina a A. Lampa z Berlina. (Viz http://www.emis.de/cgi-
bin/jfmen/MATH/JFM/quick.html, JFM 17.0667.01.)

V casopise ,,Rendiconti“ byl uvefejnén pouze struény vytah obsahujici zakladni vysledky prace bratii
Vanécka. J. S. Vanécek na to poukazuje ve svém soupisu publikaci t€émito slovy: Professor Cremona podal
akademii [fimské] vytah z prdace >>sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de
surfaces«, kterd pro svou objemnost nemohla byti ve zpravdach této akademie uverejnéna. (J. S. Vanélek:
Prehled pract geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pri uchdzeni o stolici professury deskriptivni
geometrie na c. k. Ceské vysoké Skole technické v Praze, vlastnim nakladem, Ji¢in, 1895, 16 stran, citat ze str. 6.)

Cela studie byla otiSténa v ¢asopise Annali di matematica pura ed applicata (viz Sur la génération des
surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces, Annali di matematica pura ed applicata, 2. série,
14(1886), 73—114). O rok pozd¢ji byla doplnéna rozsahlym pojednanim nazvanym Contact des faisceaux de
surfaces (Annali di matematica pura ed applicata, 2. série, 15(1887), 73-114), které opét sepsali bratfi
Vanéckové spolecné. Pojednali v ném o bodech dotyku ve vicemocnych svazcich s danymi pfimkami, resp.
rovinami, resp. mezi vlastnimi prvky svazku a popsali utvary (kfivky i plochy), které vytvateji dotykové body.

Vanéckova vlastni podrobna charakteristika obsahu a vyznamu prace je uvedena na stranach 12 az 14
jeho bibliografie Prehled praci geometrickych, které sepsal J. S. Vanécek ... Priloha pri uchdzeni o stolici
professury deskriptivni geometrie na c. k. ¢eské vysoké Skole technické v Praze (vlastnim nakladem, Ji¢in, 1895,
16 stran).
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7 Zavér
Na ptikladu L. Cremona — J. S. Vanécek jsme se pokusili struéné naznacit, jaké

moznosti a inspirace pfinasi historiklim védy studium rozsahlejsich kolekci odborné i ins-
titucionalni korespondence a dalSich osobnich materiali vyznamnych matematiki.
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TEORIA GALOIS W SPUSCIZNIE
KRETKOWSKIEGO

DANUTA CIESIELSKA

Streszczenie: In the legacy of Wihadystaw Kretkowski we found a notebook. There are
handwritten notes in Polish (made probably by Kretkowski) on Galois theory. The notes
were written in the sixties of the 19™ century. In the paper, we start with a biography of
Kretkowski. Next, a short introduction to the history of Galois theory and its classical
form, and the history of the reception of Galois theory up to 1870 is given. Four section
of the notes are briefly discussed and some definitions, theorems and examples from the
notes are presented. The copy of the first page of the fundamental section of the theory is
also given.

1 Wstep

1.1 Wiladystaw Kretkowski i jego spuscizna

Wiadystaw Kretkowski herbu Dolega urodzit si¢ 20 grudnia 1840r. w Wierzbinku na
Kujawach w Kroélestwie Polskim. Jego rodzicami byli Emilian oraz Izabela z domu
Chrzaszczewska. Nauke poczatkowo pobieral w domu, nastgpnie w szkole Jana
Nepomucena Leszczynskiego w Warszawie oraz Instytucie Szlacheckim, by ostatecznie
w roku 1857 zosta¢ uczniem gimnazjum realnego w Warszawie. W czasie swej nauki
miat okazje zetknaé si¢ z wynalazca i konstruktorem Stanistawem Lilpopem1 oraz
nauczycielem matematyki Janem Pankiewiczem’. Lata szes¢dziesiate XIX wieku (usunaé
przecinek) to dla Kretkowskiego glownie czas studiow i podrézy naukowych.’
Wiadystaw odwiedzit Wystawe Swiatowa w Londynie. W roku 1865 rozpoczat studia
w Paryzu w Ecole Imperiale des Ponts et Chauseés (Szkota Drog i Mostow).*
Prawdopodobnie juz rok wezesniej Kretkowski rozpoczat studia z zakresu matematyki na
Sorbonie. Wiadystaw Kretkowski 11 kwietnia 1868r. otrzymal stopien licencjata nauk
matematycznych paryskiej Sorbony, dyplom Szkoty Drog i Mostow za$ 6 listopada 1868r
(doda¢ kropke). Zostat cztonkiem Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu. Publikowat
prace i1 opracowania matematyczne, wigkszos¢ w Pamigtniku Towarzystwa Nauk
Scistych (dalej TNS). Bezposrednio po powrocie z Francji Kretkowski mieszkat
w Warszawie, byl inzynierem, uczestniczyl w budowie kolei warszawsko-wiedenskiej
oraz warszawsko-bydgoskiej. W roku 1878 Kretkowski uzyskal veniam legendi
w zakresie matematyki w Szkole Politechnicznej’ we Lwowie i rozpoczal prace jako
docent prywatny (doda¢ kropke). Wiosna roku 1879 rozpoczat starania o uzyskanie praw

' Stanistaw Lilpop (1817-1866), przemystowiec, wybitny konstruktor, wspotwilasciciel Fabryki Machin
(nastgpnie LRL) oraz dyrektor Fabryki Machin i Odlewéw, popularyzator techniki.

? Jan Pankiewicz (1816-1899), absolwent Uniwersytetu w Petersburgu, inspektor gimanazjum realnego, czlonek
oraz przewodniczacy Komisji Egzaminacyjnej dla kandydatow na nauczycieli, wspotredaktor Encyklopedii
Orgelbranda, thumacz Planimetrii Lagrange’a.

> W roku 1863 Kretkowski brat udzial w powstaniu styczniowym. W nastepnym roku zdobyt, we Wioctawku,
uprawnienia nauczyciela matematyki w gimnazjach.

* Biblioteka Naukowa PAU i PAN, Rkps. 9507, spisy wykladow z lat 1865/66 — 1867/68.

3 Z. Poplawski: Dzieje Politechniki Lwowskiej 1844—1945, Ossolinemum, Wroctaw, 1992.
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wyktadania na Uniwersytecie we Lwowie. Starania zakonczyly si¢ czg$ciowym
sukcesem, gdyz uzyskal na Uniwersytecie we Lwowie veniam legendi, jednak
ograniczone do teorii wyznacznikdw (zamieni¢ przecinek na S$rednik); zrezygnowat
wtedy ze stanowiska w Szkole Politechnicznej, rownoczesnie podjat starania o uzyskanie
doktoratu. W roku 1882 uzyskal doktorat z matematyki. Rozprawg O niektorych wzorach
rachunku rozniczkowego przedstawiona w rekopisie do oceny w celu uzyskania stopnia
naukowego na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu Jagiellonskiego opiniowali Fran-
ciszek Mertens i Franciszek Karlifiski.® Starania o stopien rozpoczal w tajemnicy przed
profesorami Wydzialu Filozoficznego Uniwersytetu we Lwowie, gdyz wcze$niejsze
starania we Lwowie zakonczyly sig, ze wzgledu na porazke na egzaminie z filozofii,
niepowodzeniem. Ostatecznie, pod presja profesorow Uniwersytetu Lwowskiego: Zmur-
ki i Fabiana, Wiadystaw Kretkowski zrezygnowal ze stanowiska docenta Uniwersytetu.
Entuzjazm Kretkowskiego, ktory wnioskowal o utworzenie seminarium matematycz-
nego we Lwowie, wspotredagowal lwowskie Czasopismo Techniczne 1 starat sig wpro-
wadzi¢ nowe wyniki matematyki do wyktadéw uniwersyteckich, nie zgast zupehie.
Kretkowski przenidst si¢ do Krakowa, fundowat nagrody w konkursach matematycz-
nych.” Po blisko dziesiecioletnim pobycie w szpitalach psychiatrycznych, gdzie zostat
skierowany na wniosek rodziny, sktocony ze spadkobiercami® w testamencie zapisal caty
majatek na potrzeby matematyki krakowskiej, seminarium matematycznemu przekazat
swa biblioteke, decyzje o takim rozporzadzeniu majatkiem przekazat prezesowi Akade-
mii Umiejetno$ci w Krakowie.” Prywatne archiwum Wladystawa Kretkowskiego znaj-
duje si¢ obecnie w Bibliotece Naukowej PAU i PAN w Krakowie. Zbior dokumentéw
liczy kilkanascie tomow zawierajacych zdjgcia, regkopisy prac matematycznych oraz pry-
watne dokumenty, takie jak korespondencja z rodzina, telegramy, rachunki, wizytowki.
Wsrod zgromadzonych materiatdw znalazly si¢ rowniez notatki z czaséw pa-ryskich.

2 Teoria Galois"

2.1 O historii teorii Galois i jej klasycznej formie

W waznym, dla rozwoju teorii, 1799 roku niemiecki matematyk Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) udowodnil zasadnicze twierdzenie algebry, a Paulo Rufiini (1765-1822)
udowodnit, ze rownanie algebraiczne stopnia wigkszego niz 4 nie musi by¢ rozwiazalne
przez pierwiastniki (zob. [10]). Do historii teorii naleza takze wyniki Nielsa Henrika
Abela (1802—-1829): pierwszy z roku 1824 — dowolne réwnanie stopnia piatego nie jest
rozwiazalne przez pierwiastniki (zob.[2]) oraz dwa lata pdzniejszy (uzyskany niezaleznie
od Ruffiniego) — dowolne rownanie stopnia wigkszego niz 4 nie jest rozwiazalne przez
pierwiastniki (zob. [1]). OdpowiedZ na pytaniec o warunki jednoznacznie okreslajace
mozliwos$¢ uzyskania rozwiazania rOwnania stopnia wyzszego niz 4 przez pierwiastniki
czekalo az do pojawiania si¢ wynikow Evariste Galois. Dwie prace zatytutowane:
Recherches algébriques oraz Recherches sur les équations algébriques de degré premier

v Franciszek Karlinski (1830-1906), polski astronom, meteorologlt 1 matematyk, dyrektor Obserwatorium
Astronomicznego Uniwersytetu Jagiellonskiego, profesor i doktor honoris causa UJ.

7 Najbardziej znany jest konkrus ogloszony przez Akademie Umiejetnosci w Krakowie. Jeden z postawionych
wowczas problemow, to III problem Hilberta. Do konkursy stanat Ludwik Birkenmajer, a jego odpowiedz
zostala pozytywnie oceniona.

¥ Kretkowski byt kawalerem i nie miat dzieci, dziedziczyli po nim bracia.

? Archiwum PAN i PAU, 219/07.

1% Wykorzystano informacje zawarte w pracach: L. Martini [6] , L. Rudloffa [8], W. Wigslawa [14] i [13] oraz
ksigzkach J. Rotmana [9] i H. Wussinga [15].

82



przedstawit do oceny Paryskiej Akademii Nauk 25 maja oraz 1 czerwca 1829 roku. Prace
przestano Augustinowi Luisowi Cauchy’emu (1789-1857) do oceny oraz ewentualnego
przedstawienia na cotygodniowym posiedzeniu Akademii. Prezentacja prac zostata
zaplanowana na 30 stycznia 1830. Niestety w tym posiedzeniu Cauchy nie uczestniczyt,
prac Galois nigdy juz nie przedstawil Akademii, a rgkopisy jemu powierzone
prawdopodobnie zagingty. Juz w lutym 1830 roku Galois przestal do Akademii nowy
rekopis, ktorego recenzentem mial zostal Joseph Fourier (1768-1830); recenzent
z powodu $mierci nie wywiazat si¢ zadania, a rgkopisOw rowniez nie odnaleziono. Po raz
trzeci Galois przestat rekopis do Akademii 17 stycznia 1831 roku, nowa rozszerzona
wersja zostata zatytutowana Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux
(opublikowana jako: [5]). Recenzentami pracy byli Sylvester Lacroix (1765-1843) oraz
Siméon Denis Poisson (1781-1840). Praca zostata przekazana autorowi do poprawy, bo
jak to wyrazil Poisson ,,byta kompletnie niezrozumiata”. Wiadomo, ze rgkopis zostal
przekazany autorowi, ktéry dokonat zmian oraz uzupelnien, a dodatkowo w noc przed
stynnym pojedynkiem, Galois napisat list do swego przyjaciela A. Chevaliera, w ktérym
krotko opisat swe rezultaty z teorii réwnan algebraicznych. Chevalier i inni przyjaciele
Galois przez lata czynil starania o zainteresowanie r¢kopisami.W roku 1843 Joseph
Liouville (1809-1882), zdecydowatl si¢ opublikowaé¢ rezultaty Galois w grudniowym
numerze Journal des mathematiques pures et appliquées. Niestety, przygotowany juz do
druku artykut zostal wycofany z tego, ukazat si¢ dopiero w roczniku 1846. Dotaczono do
niego inne niepublikowane prace Galois oraz list do Chevaliera. Szczegdélowo wydania
oraz wydawcow teorii Galois omawia Neumann (zob. [7]).

Klasyczna teoria Galois znacznie rozni si¢ od wspotczesnie wyktadanej teorii. Wiele
na ten temat pisali: Wigstaw (zob. [14], [13]) oraz Radolff (zob. [8]). W nowocze$nie
prowadzonym wykladzie Rotmana (zob. [9]), znajduje si¢ dodatek, Appendix D,
zatytutowany Old-fashioned Galois theory, w ktorym krotko zreferowano histori¢ oraz
klasyczna postaé teorii.

2.2 Wyklady z teorii Galois do 1870 roku

Pierwszy wyktad z teori Galois odbyt si¢ w Getyndze w zimowym semestrze roku
akademickiego 1856/1857 (zob. [6]). Uniwersytecki wyktad prowadzit Richard Dedekind
(1831-1910); wyktad zostal powtdrzony w zimowym semestrze nast¢gpnego roku akade-
mickiego. W roku 1862 odbyt si¢ kolejny wyktad z teorii Galois, na Uniwersytecie
w Christianie (obecnie Uniwersytet w Oslo) wyktadatl Ludvig Sylow (1832-1918); wsrdd
stuchaczy byt Sophus Lie (1842—-1899). Pierwszy francuski akademicki tekst zawierajacy
elementy teorii Galois to trzecie wydanie monografii Cours d’algebre supérieure (zob.
[11]) Josepha Alfreda Serreta (1819—1885). Dzieto Serreta budzito duze zainteresowanie.
Juz rok poézniej ukazalo si¢ w Stanach Zjednoczonych jego angielskie tlumaczenie;
w roku 1868 ukazalo si¢ niemieckie ttumaczenie dzieta. Kolejny wyktad z teorii Galois,
ktéry odbyt si¢ w roku akademickim 1886/1887 na Uniwersytecie w Bolonii, a byl pro-
wadzony przez Cesare Arzelg, oparty zostal na trzecim wydaniu dzieta Serreta z roku
1866— pisze o tym L. Martini (zob. [6]).

Zajmijmy si¢ polskim watkiem wyktadow z teorii Galois. W roku 1866 Wtadystaw
Kretkowski byl stuchaczem Sorbony. W zachowanych dokumentach brak informacji
o przebiegu matematycznych studiow Kretkowskiego, jednak w ksiggozbiorze przeka-
zanym przez Kretkowskiego Seminarium Matematycznemu UJ znajduje si¢ egzemplarz
trzeciego wydania monografii Serreta (numer katalogowy K-286) oraz wydan z lat 1849,
1854, 1877 i 1879. Swiadczy to o duzym zainteresowaniu Kretkowskiego algebra,
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rowniez po powrocie z Francji. Poza wieloma wydaniami monografii Serreta w bibliotece
Kretkowskiego znajduje si¢ takze dzieto Camilla Jordana (1838-1922) Traité des
substitutions et des équations algébriques z 1870 roku.

3 Pierwsze polskie notatki z teorii Galois

3.1 Informacje wstepne

W ogromnej spusciznie Wtadystawa Kretkowskiego znajduje interesujacy nas zeszyt.
Ma on standardowe wymiary (w przyblizeniu BS5); liczacy prawie 160 stron. Zapisanych
zostato 131 nieliczbowanych stron. W zeszycie nie ma informacji ani o autorze notatek —
jednak prawdopodobnie jest nim Wiadystaw Kretkowski, ani o czasie ich powstania.
Mozna dobrze oszacowaé czas powstania notatek. Inne materiaty sasiadujace, w skatalo-
gowanej spusciznie, z interesujacym nas zeszytem powstaty w okresie paryskich stu-
didow Kretkowskiego (doda¢ przecinek), czyli w latach 1865-1871, zatem notatki te
zapewne powstalty w tym samym czasie. Tres¢ notatek dotyczy podstaw teorii grup oraz
teorii Galois wraz z przyktadami jej zastosowan. Tre$¢ zostata podzielona na cztery
rozdziaty. Wypowiedziane definicje oraz twierdzenia maja ciagla numeracjg od 141 do
224; kolejne numery zapiano z lewej strony. Zaskakuje, ze numeracj¢ rozpoczyna liczba
141, fakt ten sugeruje, ze odnalezione notatki stanowia kontynuacj¢ innych notatek.
Zapewne byly to notatki z zakresu algebry. Trudno jednoznacznie wskaza¢ cel
sporzadzenia notatek. Najbardziej prawdopodobna wydaje si¢ teza, ze jest to polskie
thumaczenie notatek spisanych na podstawie wyktadu wystuchanego na Sorbonie, jednak
mozliwe jest, ze notatki to przygotowana do druku praca. W latach 60. i 70. XIX wieku
Towarzystwo Przyjaciét Nauk Scistych w Paryzu, z pomoca fundacji Dziatynskich,
prowadzito bardzo rozbudowana dziatalno$¢ wydawnicza. Rowniez Kretkowski, pod
pseudonimem Wtadystawa Trzaski, opublikowat dzigki fundacji Krotkie wiadomosci
o wyznacznikach, wydane jako dodatek do znakomitego dzieta Wiadystawa Folkierskiego
Zasady rachunku rézniczkowego i catkowego.'' Teza o przygotowaniu monografii z alge-
bry zawierajacej podstawy teorii grup oraz teorii Galois jest zatem prawdopodobna.
Staranne pismo, wyrdznianie stow definiowanych, wyrdznianie duzych liter, stanowia-
cych oznaczenia, przez dodanie szeryfow zdaja si¢ potwierdza¢ t¢ mozliwos¢.

3.2 Rozdzialy wstepne

Dwa wstepne rozdziaty: pierwszy rozdziat ,,O podstawieniach w ogo6lnosci. —
Porzadek podstawien” oraz drugi rozdziat ,,Podstawienia zespolone albo grupy. —
Twierdzenie Lagrange’a” zawieraja elementarne wiadomosci z teorii permutacji oraz
teorii grup skonczonych. Notatki rozpoczyna definicja podstawienia. Ze wzglgdu na jej
duze znaczenie przytoczymy ja w catosci:'? ,Z funkcji n ilosci mozna otrzymaé inna
przez zamiang tych ilosci; w ten sposob powstaje x, +2x, +3x; z funkcji x, +2x; +3x,
gdy podstawimy x, na miejsce x,, x, ha miejsce x, i x; na miejsce x,.— Dzialanie ktore
wykonujemy, gdy w ten sposob pewne gloski przez inne zastepujemy, nazywa si¢
podstawieniem; oznaczamy je przez dwa rzedy glosek, ktore tak rozumieé nalezy ze
kazda gtoska dolnego (nizszego) rzgdu wchodzaca do funkcji powinna by¢ zastapiona

""'W. Folkierski: Zasady rachunku rézniczkowego i catkowego, Naktadem Biblioteki w Korniku, Paryz, 1870.
2 Przyjeto wspotezesna polska ortografie.
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przez gloske nad nia znajdujaca si¢ w rzedzie géornym (drugim). Wyzej wykonane

.. .. Xy X X
podstawienie wyrazi si¢ przez )
XX, X

Nastepnie zostato okreslone: ,,0gdlne oznaczenia podstawienia

gdzie A, 1 Ajoznaczaja dwa przestawienia (permutacje) z n glosek. A, nazywa sig

mianownikiem, a A, licznikiem; gloske ktora ktadziemy przy podstawianiu w miejscu
innej nazywamy podstawnq.“" Zgodnie z klasyczna forma teorii Galois wprowadzono
podstawienia oraz przestawienia (zwane tez czasem permutacjami). Okreslone obiekty,
chociaz podane w innej kolejnosci, sa identyczne z obiektami wprowadzonymi przez
Galois w Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux (zob. takze: [9],
[13]) gdzie najpierw okreslone zostalo przestawienie a nastgpnie przestawienie, wigk-
sz0$¢ pozostatych nazw jest zgodna z przyjetymi przez Cauchy’go i uzywanymi przez
Galois. W notatkach znajduje si¢ twierdzenie o iloczynie podstawien: ,,Iloczyn podsta-
wien jest postawieniem®; definicja podstawienia okresowego (cyklicznego): ,,Podsta-
wienie nazywa si¢ okresowe, jezeli gloski z ktorych ono si¢ sktada dadza si¢ wten
sposob uszeregowac, ze kazda z nich jest podstawna nastepnej, a ostatnia jest podstawna
pierwszej oraz twierdzenie o rozktadzie dowolnej permutacji na cykle: ,,Kazde podsta-
wienie mozna uwaza¢ jako iloczyn podstawien okresowych®. Nastepnie zdefiniowano
rzad podstawienia: ,,Rzad podstawienia, oznacza si¢ przez najmniejsza wielokrotna tych
liczb, ktore wyznaczaja rzad okreséw podstawien™ oraz twierdzenie: ,,Kazde podsta-
wienie mozna roztozy¢ na czynniki pierwotne, to jest na takie czynniki, ktorych rzad
oznacza albo liczba pierwotna, albo potgga z liczby pierwotnej” po czym nastepuje
definicja podstawienia ujemnego oraz dodatniego — czyli permutacji parzystej oraz
nieparzystej. Rozdzial konczy fundamentalne twierdzenie o rozkladzie permutacji na
transpozycje: ,,Kazde dowolne podstawienie mozna roztozy¢ na iloczyn z dwdjek okre-
sowych (Transpositionen)*.

Drugi rozdzial zawiera wprowadzenie do teorii grup. Przytoczymy wybrane definicje
i sformulowania twierdzen. Rozdzial rozpoczyna definicja grupy: ,,System podstawien,
ktore taka maja wtasno$¢, ze przez mnozenie nie mozna otrzyma¢ z nich nowe
podstawienia, nazywamy podstawieniami zespolonymi albo grupa” oraz przyktad:
,Wszystkie potegi dowolnego podstawienia utworza grupg, to samo odnosi si¢ do
wszystkich n! podstawien ktore z n gtosek moga by¢ utworzone (grupa zupetna)”. Grupe
sktadajaca sig z postawien zapisuje w postaci

G=(15,5S,...)

zdefiniowano rzad grupy oraz podano twierdzenie Lagrange’a o rzedzie: ,Jezeli grupa
I' i -tego rzedu jest zwarta w grupie G m-tego rzgdu, natenczas musi u dzieli¢ m”,
twierdzenie: ,,Grupa ktorej rzad pjest liczba pierwotna zawiera tylko regularne
podstawienia rzedu p (oprocz podstawienia 1). Jezeli stopien tej grupy jest takze p,
natenczas grupa ta jest ztozona z p potgg okresowego podstawienia rzedu p . Kolejny
paragraf nosi znaczacy tytut ,,O podstawieniach dajacych si¢ przemieni¢ na grupg”,
znajdujemy tu definicje grupy prostej i ztozonej ,,Grupa nazywa si¢ pojedynczaq, jezeli nie

1 Wprowadzone pojecia i oznaczenia sugeruja, Ze autor notatek korzystal z trzeciego wydania mongrafii Serreta.
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zawiera w sobie zadnej grupy z ktéra by wszystkie jej podstawienia mozna bylo
przemieni¢; w przeciwnym razie nazywamy taka grupe ztozonq.“ Pewne zastosowania
zawiera nastgpny paragraf ,,O tworzeniu si¢ kilku wyrdzniajacych si¢ grup”. Paragraf
,Grupy na przemian zamienne (alterne)” to w istocie wprowadzenie grupy alternujacej
(wraz z informacja o jej rzedzie). Kolejny paragraf: twierdzenie Cauchy’ego: ,Jezeli p
jest liczba pierwotna, to mozna zawsze z k glosek utworzy¢ grupe, ktérej rzad jest
najwyzsza potega p, a ktora si¢ miesci w k!” W rozdziale znajduje si¢ wiele
szczegotowych twierdzen okres$lajacych zwiazki grupy i1 jej podgrup, brak jednak
twierdzen Sylowa, co moze potwierdzac fakt powstania notatek pod koniec lat 60. XIX
wieku. Rozdziat konczy wprowadzenie centrum grupy, indeksu grupy: ,,Pod skaznikiem
(index) grupy, rozumiemy liczbg, ktéra otrzymamy, jezeli rzad zupelnej grupy
podzielimy przez rzad grupy” oraz twierdzenia: ,,Skaznikiem grupy zupeinej jest 17, a na
»przemian zamiennej [alternujacej] jest 2 oraz ich zastosowan.

3.3 Rozdzialy zasadnicze

Rozdziat trzeci ,, Teoria Galois. Grupa rownania”, ktory zawiera podstawy klasycznej
teorii rownan symetrycznych rozpoczyna informacja: ,,ROwnanie nierozwiazalne
(irreductible), mozna zrobi¢ rozwiazalnym (reductibil) jezeli si¢ zgodzimy na dodatek
pewnej niewymiernej (irrationaler) ilo§ci w wspolczynnikach (coefficienten) rownania
ktdra rownanie roztozy (uczyni rozwiazalnym)”.
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Rysunek 1: Pierwsza strona rozdziatu "Teoria Galois"

' Biblioteka Naukowa PAU i PAN, Rkps. 9505.
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Jako przyklad podano nierozwiazalne (w dziedzinie catkowitej) réwnanie x° —4x+1=0,
ktére stanie si¢ rozwiazalne jezeli ,,mozna uzy¢” liczby niewymiernej i ,,wtedy roztozy

si¢ na rownania
x=2+3=0 i x-2+3=0

ilo$¢ ktéra w ten sposob si¢ uzywa nazywamy dodatkowq (adjungrit sic!) réwnania.”
Dalej czytamy: ,,Galois wykazal, ze kazdemu réwnaniu odpowiada pewna grupa
podstawien, ktora jest charakterystyczna dla réwnania, albo moze lepiej dla pewnej klasy
rownan, do ktorych ona nalezy. Jezeli sa wiadome pewne wilasnoSci pierwiastkow
jakiego$ rownania, to mozna je uzy¢ do wyszukania grupy réwnania. Odwrotnie zas,
jezeli znamy grupe z jej wlasno$ciami mozemy wyprowadzié przynalezna klas¢ rownan”.
W dalszym ciagu omdwiona zostata metoda uzyskania rezolwenty (zwanej rozwiqzkq)
roOwnania algebraicznego stopnia n oraz zwiazki migdzy pierwiastkami réwnania oraz
jego rezolwenty: ,.kazdy z tych pierwiastkow [rezolwenty] mozna wyrazi¢ jako wymierng
funkcje dowolnego z pozostatych pierwiastkow roéwnania [...], ze kazdy pierwiastek
rownania jako wymierna funkcja kazdego pierwiastka rownania [rezolwety] moze by¢
przedstawiony”. Grupa Galois réwnania pojawia si¢ na 80 stronie notatek, na kolejnych
stronach za$ jej gtowne wilasnosci, ktore pominiemy przechodzac do najwazniejszego
twierdzenia tego rozdzialu. Twierdzenie (numer 204) gdzie podane zostaly warunki
konieczne i1 dostateczne na to by réwnanie algebraiczne bylo rozwiazalne (przez
pierwiastniki).

Rozdzial czwarty: ,,Zastosowanie teorii Galois”, to klasyczne wyniki Abela oraz
Galois, a odpowiednie paragrafy zatytulowano: ,,Rownanie Abela”, ,,Réwnanie Galois”.
W drugim paragrafie omowiono rezultat Galois o rozwiazalno$ci rdwnania algebraicz-
nego stopnia ktéry jest liczba pierwsza, a ktérego pierwiastki dodatkowo zwiazane sa
wymierng zalezno$cia. Kolejne paragrafy czwartego rozdziatu zostaty napisane bardzo
niestarannie. Znajduja si¢ tu wybrane przyktady, o réznej roli w teorii rozwigzalnosci
rownan algebraicznych; sa to na przyktad ,,Rownania, u ktérych rzad grupy jest potega
liczby pierwotnej” oraz ,,Rownanie Hessa”. Pierwszy z nich dotyczy przypadku zupetnie
ogolnego, drugi za$ réwnania dziewiatego stopnia, ktorego pierwiastki a i b pozostaja
z trzecim pierwiastkiem ¢ w relacji:

c=g@(a;b) b=gp(a;c) a=eb;c),
gdzie ¢ jest symetryczna funkcja wymierng. Rozdzial konczy paragraf: ,,Grupa
zamknigta (monodromie gruppe) rownania”.

4 Podsumowanie

Odnalezione zapiski maja duze znaczenie dla oceny recepcji teorii Galois przez
polskich matematykéw. Konieczne jest poddanie ich starannym badaniom, w tym
grafologicznym w celu wyznaczenia autora notatek. Szczegdétowe porownanie zawartosci
z monografiami Serreta, Jordana oraz innymi dzietami pozwolitoby na dokladniejsze
ocenienie czasu sporzadzenie notatek.
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ZAKLADY GEOMETRIE V 20. STOROCI
JAN CIZMAR

Abstract: The scientific production in the domain of the foundations of geometry was
influenced decisively in the 20" century by the classical work Grundlagen der Geomet-
rie written by David Hilbert. However the development in the subject, especially in the
terminology of foundations, has contributed considerably to the improvement and com-
pletion of some gaps and lacks in the Hilbert’s work. Besides this some interesting
attempts were made to revive the original Euclid’s method of finite geometrical objects.

1 Uvod

Akokol'vek bola vedecka aj didakticka tvorba v oblasti zdkladov geometrie v 20. sto-
ro¢i dominantne ovplyvnena Hilbertovym klasickym dielom Grundlagen der Geometrie
(1. vydanie 1899, 7. vydanie 1930), samo dielo vykazovalo uré¢ité nedokonalosti, ktoré
boli v case jeho zrodu a publikovania uz v niektorych inych oblastiach matematiky
prekonané. Predovsetkym teéria mnozin, ktora je hlavnym metodologickym zakladom
diela, bola v Case pripravy publikacie Grundlagen rozvinutd vo vacsej miere, nez to pu-
blikacia odzrkadluje. Citanie diela dne$nymi oéami vzbudzuje dojem, Ze autor sa osty-
chal, alebo nemal odvahu prili§ rezolutne a revolu¢ne rozIucit’ sa s terminoldgiou pre-
doslého predmnoZinového obdobia a ze nechcel prili§ prikro narusit’ staro¢iami ustano-
venu tradiciu.

Niekol'ko generacii autorov cizelovalo povodnu, za tridsat’ rokov samym Hilbertom
len nepodstatne zmenenu a revidovanui formu vnaSanim novych pojmov — objektov
a relacii — ktoré sa na baze tedrie mnozin utvorili v oblasti geometrie a naliehavo sa doza-
dovali svojho uvedenia do syntetickej geometrie v zdujme zjednodusSenia a spresnenia
geometrického jazyka tak po stranke obsahovej, ako aj terminologicke;j.

Zéamerom tohto kratkeho prispevku je podat’ struénu informaciu o prinose niektorych
autorov k (aspon formalnej) modernizacii teérie zakladov geometrie.

2 Niekolko ukazok

Hilbertova systemizacia axiom zakladov syntetickej (euklidovskej) geometrie na skupiny
axiom incidencie, usporiadania, zhodnosti, rovnobeznosti a spojitosti zretel'ne diferencovala
relacie a vlastnosti zékladnych objektov — bodov, priamok a rovin — a vytvorila zaklad pre
definicie dalsich obvyklych objektov elementarnej geometrie (Gsecka, uhol, polpriamka,
polrovina, mnohouholnik, kruznica, kruh atd’.) a pre rozvoj tedrie, predmetom ktorej sa tieto
objekty stali. Vyvoj v oblasti tedrie zakladov geometrie v druhej polovici 20. storocia a najmé
v oblasti didaktickej transpozicie do Studijnych programov vysokoskolskych odborov so za-
stipenim vyucby matematiky sa prevazne uberal inou cestou nez uplatiovanim syntetickych
metdd elementarnej geometrie vrcholiacim ucelenou axiomaticko-deduktivnou tedriou eukli-
dovskej roviny a euklidovského priestoru. Tato tematika zostala v programe vychovy budu-
cich u¢itelov matematiky a ani v tomto odbore sa nestretavala v§ade so zi¢livym postojom.
(Staci si pripomentt’ intenzivnu kampan J. Dieudonného a jeho privrzencov proti geometrii
v jej klasickom ponimani vobec a proti syntetickej geometrii Specidlne.) VSeobecne akcepto-
vana koncepcia vysokoskolskej vyucby geometrie sa zacinala pripravou prerekvizit v podobe
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linearnej algebry vrcholiacou tedriou vektorovych priestorov, pokracovala zavedenim afin-
nych priestorov v duchu Weylovej koncepcie a zavedenim skalarneho a vektorového nasobe-
nia vektorov dospela k metrike, ktorou sa uzatvaral analyticky model n-rozmerné¢ho eukli-
dovského priestoru. Synteticka interpretacia vysledkov, ddlezitd najmé pre budicich ucitel'ov
matematiky, zostavala vel'mi Casto (vo vacSine pripadov) na ochote a 'ubovoli vyucujiicich
tohto predmetu.

Napriek tymto tendenciam idea vystavby priestoru axiomaticko-deduktivnou metédou
za pouzitia syntetickych prostriedkov nezanikla a pomerne pravidelne sa objavovali — a aj
v dnesnej dobe sa objavuju — nové publikacie, ktoré pokracuju v duchu zakladnej Hilber-
tovej myslienky, pravda, s reSpektovanim obsahového a terminologického pokroku v tej-
to oblasti, ¢asto vychadzajic z mierne odlisnej koncepcie mnozin zakladnych prvkov
a relacii. Okrem zjavne rozdielnych vychodiskovych pozicii, berucich za zaklad vystavby
geometrie priestor afinny, ¢i dokonca projektivny, znacny pocet prac sa vracia k poku-
som, reprezentovanym v 19. storo¢i vyrazne napr. Peanom a Pierim, ozivit’ a na strohy
exaktny zaklad polozit’ Euklidom intuitivne pouzivany a axiomaticky neoSetreny pojem
pohybu ako zakladu relacie zhodnosti.

Tejto a d’alSej suvisiacej tematiky sa tykaju nasledovné poznamky.

2.1 Incidencia a usporiadanie

Vicsina nasledujucich citovanych pramenov sa v zavadzani relacii incidencie a uspo-
riadania (relaciou ,,medzi“) nevel'mi odliSuje od Hilbertovych formulacii. Odlisné vycho-
diskové pozicie reprezentuju publikacie [1] a [2], ktoré sa zaCinaju syntetickou axioma-
tikou afinnych priestorov, a publikacie [3], [10], v ktorych s na rozdiel od Hilberta
priamky a roviny chapané ako podmnoZiny mnoZiny vsetkych bodov priestoru.

2.2 Zhodnost’ a pohyby

Axidémy zhodnosti v Hilbertovej monografii [4] maju existencny a relativne staticky
charakter. Napr. v Stvrtej axiome (o jednozna¢nom ,,prenose” uhla do danej polroviny
s jednym ramenom na polpriamke hrani¢nej priamky) niet nijakej zmienky o ,,mecha-
nizme* premiestnenia. O dynamizmus v tematike zhodnosti sa usiluji — prinajmenSom
terminolégiou operujicou pojmami spojenymi v prirodzenom jazyku s pohybom — tie
axiomatické zalozenia zhodnosti, ktoré za primarny nedefinovany pojem v problematike
zhodnosti vyberaju pohyb. Ked'Ze v kazdom sledovanom axiomatickom systéme mnozina
vSetkych pohybov vzhl'adom na definovant operaciu skladania bude tvorit’ grupu, pribli-
Zuju sa tieto systémy existenciou grupy pohybov k splneniu poziadavky, aby priestor
bodov s grupou transformacii (= pohybov) tvoril geometricky priestor v zmysle Kleino-
vej poziadavky na geometricky priestor.

Na baze pojmu pohyb je zhodnost' vybudovana v polozkach [3], [6], [7], [8], [10]
a implicitne je tato moznost' obsiahnuta aj v [9]. Publikdcia [7] obsahuje ako prva
v poradi aj Hilbertovu axiomatiku zhodnosti. Knihy [1] a [2] vzhladom na odli§nost’
vystavby mnozin zakladnych objektov (afinny priestor) pristupuju odlisne aj k budovaniu
pojmu zhodnost, a to v pripade [1] axiomatikou v principe podobnou Hilbertovej, v pri-
pade [2] je tato tematika alternativne vel'mi zoSiroka vylozena koncepciou pohybov.

Didakticky najpristupnejSie je tematika pohybu podana v prameni [6], ktory mozno

podla obsahu a formy charakterizovat ako vysokoskolsku ucebni pomocku vyssej
naro¢nosti. Datumom vydania (1948) azda mozno vysvetlit’ absenciu prilichavej$ich mo-
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dernejSich terminov ztedrie mnozin aich zobrazeni, ako aj odlisné nazvy objektov,
ktorych terminoldgia sa ustalila o 15 — 20 rokov neskor. Pohyby (v knizke [10] od zaciat-
ku nazyvané izometriami) su definované ako linedrne bijektivne zobrazenia mnoziny
vSetkych bodov priestoru na seba, zachovavajice incidenciu a usporiadanie. Tieto zobra-
zenia tvoria grupu. Dal$ou poziadavkou na pohyb v rovine je prevod zdstavy na zdstavu,
a to bud’ suhlasnej alebo opacnej orientacie. (Zastavou sa nazyva polrovina s vyznac¢enou
polpriamkou na svojej hrani¢nej priamke. Je pozoruhodné, ze s tymto pojmom pod inym
nazvom pracovali uz autori diel [6] a [8]: Kostin nazyva zastavu repérom, Vysin ju nazy-
va zdrezom.)

2.3 Spojitost’

V prvom vydani Grundlagen v skupine axiom spojitosti Hilbert uviedol len Archi-
medovu axiomu, ktora nezarucuje spojitost’ v zmysle ekvivalencie s mnozinou vsetkych
redlnych cisel. Na upozornenie tito axidému doplnil axidémou plnosti, ktori neskor po-
zmenil na axidomu linedrnej viplnosti; v tejto podobe figuruje v 7. vydani, poslednom za
Hilbertovho zivota.

Vécsina sledovanych prameiiov — samozrejme okrem [4] a okrem neho [10], ktory sa
otazkou spojitosti explicitne nezaobera — riesi zavedenie spojitosti uvedenim Dedekindo-
vej axiomy. Niektoré z pramenov ([5], [6], [8] uvadzaju ako dosledok Archimedov vyrok,
[7] ukazuje ekvivalenciu Dedekindovej axidémy s Archimedovym vyrokom a Cantorovym
vyrokom o nekonecnej postupnosti vlozenych useciek. Tento posledny vyrok je axiomou
spojitosti v [12].

Citované diela klasického razenia ([5] [6], [7], [8], [11]) venujui néleziti pozornost
vykladu absolutnej geometrie a primerane rozsiahlym systematicky ucelenym informa-
ciam o euklidovskej geometrii a Lobacevského-Bolyaiovej hyperbolickej geometrii. Die-
lo [3] sa stouto tematikou vyrovnava analyticky v ramci teoretickejSicho komplexu
geometrii roznych od geometrie euklidovske;j.

2.4 Revitalizacia Euklida

Knizka [12] je ukézkou exaktného budovania syntetickej rovinnej geometrie v duchu
Euklidovho chapania bodov, tseciek a ohrani¢enych rovinnych utvarov. Axiomatizaciu
autor zabezpecuje skupinami axiom Struktiiry, konstrukcie, merania, rovnobeznosti a spo-
Jjitosti. Tato poslednd axioma je jediny pripad, kde sa autor nevyhne pouzitiu aktualneho
nekonecna. Rozsah tohto prispevku neumoziuje podrobnejSiu informaciu o sofistikova-
nych spdsoboch prekondvania t'azkosti sposobenych absenciou beznych pojmov pouzi-
vanych v hilbertovskej koncepcii, zalozenych na aktualnom nekonecne.

3 Zaver

Zaklady geometrie su aj na zaciatku 21. storocia zivou a aktudlnou disciplinou, pred
ktorou stoji niekol’ko nalichavych teoretickych tloh s este nalichavejSou potrebou trans-
formovat’ ich uspe$né vyriesenie do didaktickej praxe sekundarnych a vysokych $kol.
Bolo by uzito¢né, keby rieSenie tychto problémov trochu povazovali za svoju tlohu
nielen pracovnici v odbore geometrie a ucitelia vSetkych stupniov $kol, ale aj vSetci
prislusnici matematickej obce.

91



Literatuara

(1]

(2]

(3]

(4]
(3]

(6]

(7]

(9]

[10]
[11]

[12]

Lenz H.: Grundlagen der Elementarmathematik. VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin, 1961.

Miiller H.: Einfiihrung in die euklidische Elementargeometrie. Libri Books on
Demand, Hamburg, 2000.

Rédei L.: Begriindung der euklidischen und nichteuklidischen Geometrien nach
F. Klein. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1965.

Hilbert D.: Grundlagen der Geometrie. B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, 1930.

Borsuk K., Szmielew W.: Podstawy geometrii. Pafistwowe wydawnictwo naukowe,
Warszawa, 1955.

Kostin V. L: Osnovanija geometrii. Gosudarstvennoje ucebno-pedagogiceskoje
izdatelstvo ministerstva prosvescenija RSFSR (Uépedgiz), Moskva, 1948.

Svitek V.: Logické zdklady geometrie. Slovenské pedagogické nakladatel'stvo, Brati-
slava, 1969.

Vysin J.: Elementdrni geometrie I (Planimetrie). Ptirodovédecké nakladatelstvi, Praha,
1952.

Bohm J., Borner W., Hertel E., Krotenheerdt O., Mogling W., Stammler L.: Geometrie
(1. Axiomatischer Aufbau der euklidischen Geometrie). Studienbiicherei, VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1974.

Doneddu A.: Géométrie euclidienne plane. Dunod, Paris, 1965.

Hartshorne R.: Geometry: Euclid and beyond. Springer, New York — Berlin — Heidel-
berg, 2000.

Alexandrov, A. D.: Osnovanija geometrii. Nauka, Glavnaja redakcija fiziko-mate-
maticeskoj literatury, Moskva, 1987.

Adresa

Prof. RNDr. Jén Cizmér, PhD.

Katedra matematiky a informatiky

Pedagogicka fakulta, Trnavska univerzita

Priemyselna ul. 4

P.O.Box 9

918 43 Trnava

Slovenska republika

e-mail: jan.cizmar@truni.sk, Jan.Cizmar @ fmph.uniba.sk

92



CZTERY DOKTORATY Z MATEMATYKI
UZYSKANE PRZEZ POLAKOW WE FRANCJI
PRZED 1939 R.

STANISELAW DOMORADZKI

Abstract: In this article, a reference is made to four math doctorates earned by Poles at
the University of Paris since the late nineteenth century to 1939: S. Zaremba (1899),
Z. Janiszewski (1911), T. Wazewski (1924) and M. Biernacki (1928). At the beginning of
the twentieth century, Zaremba and K. Zorawski introduced the first Polish center of
modern mathematics in Cracow. Janiszewski presented the concept of the Polish School
of Mathematics. Wazewski created the Cracow School of Differential Equations and
Biernacki is considered one of the founders of the Polish School of Complex Analysis.

1 Wstep

1.1  Kroétko o relacajch matematykow polskich z Francja

Relacje matematykow polskich z Francja nasility sig, kiedy Polska nie miata wlasnej
panstwowosci, byta bowiem rozdzielona pomiedzy trzech zaborcoéw: Austro-Wegry, Ros-
j¢ 1 Prusy. W 1832 r., po powstaniu listopadowym, w zaborze rosyjskim zamknigto
polskie o$rodki pracy naukowej (w tym Uniwersytet Warszawski, Uniwersytet Wilenski).
Nieliczne dziatajace towarzystwa naukowe, szczegdlnie w zaborze austriackim, jak To-
warzystwo Naukowe Krakowskie (od 1872 r. dziatata Akademia Umiej¢tnosci w Krako-
wie) staraly si¢ nadal organizowac¢ prac¢ naukowa w kraju. Natomiast bardzo wielu
Polakéw musiato opusci¢ ojezyzng. W Paryzu znalazly sig cate polskie rodziny, ktoérym
nalezato umozliwi¢ nauke w zakresie srednim i wyzszym. Z inicjatywy Adama Jerzego
Czartoryskiego powstata w Paryzu po 1848 roku Wyzsza Szkota Polska, gtownie dla
mtodych Polakéow (od 17 do 25 lat) przebywajacych na emigracji, ale tez tych, ktorzy
zamierzali kontynuowa¢ edukacje. Wyzsza Szkota Polska w Paryzu przygotowywata ab-
solwentow do studiowania w wybranych uczelniach Paryza, np. do Szkoty
Drég i Mostow. Towarzystwo Nauk Scistych w Paryzu istniato w latach 18701882, mia-
fo ono znaczenie dla emigracji polskiej we Francji. Ze wzgledu na otwarcie tamow
Pamietnika, swojego czasopisma, Towarzystwo miato duze znaczenie dla matematykow
polskich w catej Europie, a w konsekwencji dla rozwoju matematyki polskiej w ogél-
nosci. Oprocz wymienionego wyzej Towarzystwa w Paryzu i osrodkach naukowych na
ziemiach polskich, we Lwowie, Krakowie, Warszawie, funkcjonowaty rowniez w XIX
w. 1 na poczatku XX w. osrodki polskiego zycia matematycznego m.in. w Petersburgu,
Moskwie, Odessie czy Charkowie.

2 Doktoraty z matematyki

2.1 Faculté de Sciences de I’Université de Paris

W artykule odniesiemy si¢ do doktoratow matematycznych uzyskanych przez
Polakow na Facult¢ de Sciences de I’Universit¢ de Paris: S. Zaremby z 1899 r.,
Z. Janiszewskiego z 1911 r., T. Wazewskiego z 1924 r. i M. Biernackiego z 1927 r.
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2.2 Stanistaw Zaremba (1863-1942)

Doktorat Zaremby przedstawiony zostal m.in. w pracach (Domoradzki 2011, 2012;
Pelczar 2010). Zaremba w 1888 roku uzyskat stopien licencjata (de Licence ¢€s sciences
mathématiques) na Uniwersytecie w Paryzu. Pod koniec 1889 r. obronit rozprawe
doktorska Sur un probléme concernant l'état calorifique d'un corps homogene indéfini
i otrzymat dyplom ,,de Docteur €s sciences mathématiques”. Recenzje napisali Charles
Emile Picard (1856-1941) i Gaston Darboux (1842—1917), ich tresci przedstawione sa
w wymienionych wyzej pracach. Nazwa ,,dyplom doktora nauk matematycznych” jest
istotna, bo jak zauwazyt G. Darboux: ,,Wydziat, co naturalne, przyjmuje zawsze z trochg
wigksza wyrozumiato$cia prace, ktoére sa mu przedstawiane przez studentow obco-
krajowcow. Pan Zaremba nie skorzystat z tej mozliwosci. Jego teza bytaby przyjeta we
wszystkich przypadkach, nawet przedstawiona przez Francuza.” Czgsto dla cudzo-
ziemcoOw rezerwowany byt ,,Doctorat de I’Université”. Podkre§lmy, ze Zaremba wespot
z K. Zorawskim stworzyt w Krakowie pierwszy na ziemiach polskich nowoczesny osro-
dek matematyczny.

2.3  Zygmunt Janiszewski (1888-1920)

Z. Janiszewski urodzony w Warszawie, matur¢ zdat w I Szkole Realnej we Lwowie.
Studiowat za granica, semestr zimowy 1907/08 na Politechnice w Zurychu, potem
odbywal studia uniwersyteckie w Getyndze (semestr letni 1908), w Paryzu (rok akade-
micki 1908/09), w Monachium (1909/10, semestr zimowy),w Getyndze (semestr letni
1910), w Paryzu (rok akademicki 1910/11), w Strasburgu (semestr letni 1912), w Grazu
(semestr letni 1913). Doktoryzowat si¢ na podstawie pracy: Sur les continus irréductibles
entre deux points i otrzymat stopien ,,Doctorat de I’Université”. Z dokumentow wynika,
ze Janiszewski zdal potowg egzaminow licencjackich na pierwszym i drugim roku, co nie
przeszkadzalo mu si¢ doktoryzowaé¢ w 1911 roku, promocja odbyta si¢ 17 czerwca
wspomnianego roku.

W dniu 10 lipca 1913 roku Zygmunt Janiszewski dostal mianowanie na stanowisko
asystenta w ,zwyczajnej katedrze matematyki profesora Jozefa Puzyny na czas
od 1 pazdziernika 1913 do 30 wrzesnia 1915 roku* we Lwowie. Grono profesorow (rada
wydziatu) udzielito mu na posiedzeniu 11 lipca 1913 r. veniam legendi, czyli prawa
wyktadania matematyki na Uniwersytecie Lwowskim. Nastgpnie to samo gremium
zwrécito si¢ do Ministerstwa Wyznan i O$wiecenia w Wiedniu z wnioskiem o zatrud-
nienie. Janiszewski starat si¢ o nostryfikacje we Lwowie dyplomu doktorskiego z Paryza,
pierwszy raz w koncu. 1914 (pismo zagingto), drugie pismo dotyczace nostryfikacji
pochodzi z czerwca 1916 r., nastgpne z 1917 r. jest pismem konczacym pozytywnie
sprawe¢ nostryfikacji. Przed przybyciem do Lwowa w r. a. 1911/12 wyktadal w Towa-
rzystwie Kursow Naukowych — namiastce polskiego uniwersytetu w Warszawie (wtedy
funkcjonowat Carski Uniwersytet i Instytut Politechniczny im. Cara Mikotaja II) nastg-
pujace przedmioty: Analysis situs i Filozofi¢ matematyki, a we Lwowie: Teorig funkcji
analitycznych, (1914, semestr letni, 3 godziny w tygodniu), Rachunek funkcyjny
(2 godziny w tygodniu). Janiszewski brat czynny udziat w I wojnie $§wiatowej, co miato
wplyw jego dzialalno$¢ naukowa i dydaktyczna. Janiszewski w szeroko znanym artykule
O potrzebach matematyki w Polsce sugerowat ,,zdobycie samodzielnego stanowiska dla
matematyki polskiej”. Do dzi§ uderza oryginalno$¢ i finezja wizji Janiszewskiego, ktory
wybral teori¢ mnogosci i jej zastosowania jako jedna dziedzing matematyki, ktéry umiat
wytworzy¢ atmosferg pracy zespotowej, powota¢ do zycia specjalistyczne czasopismo —
Fundamenta Mahematicae, pierwszy tom ukazal si¢ w 1920 r., niestety juz po
przedwczesnej $mierci Janiszewskiego. Warto podkresli¢, ze wybrana tematyka zwigzana
z teoria mnogoSci stanowita obszar zainteresowan grupy lwowskiej, tj. W. Sier-
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pinskiego, Z. Janiszewskiego, S. Mazurkiewicza (ci zwiazali si¢ zawodowo z Warszawg),
potem S. Ruziewicza (pozostal we Lwowie, byl profesorem Uniwersyetu Jana
Kazimierza).

Janiszewski w pracy doktorskiej rozwazal pojecie kontinuum nierozktadalnego
migdzy dwoma punktami jako wersje pojecia krzywej taczacej te punkty. Okazuje si¢
jednak, ze krzywe nierozktadalne moga mie¢ dos¢ skomplikowana budowg, dla przy-
ktadu moga zawiera¢ czg$¢ powierzchni. Wazna wlasnoscia jest, ze kazde kontinuum
laczace dwa punkty zawiera kontinuum nierozktadalne migdzy tymi punktami. Recenzent
zwrocit uwage na jasno$¢ wykladu matematycznego Janiszewskiego, mimo ze jezyk
francuski nie zawsze byt poprawny. Taki skrupulatny styl jest charakterystyczny rowniez
dla innych prac Janiszewskiego.

MK

Goe oot 4 LU lierety S, e € P, TPl
&¥- AOemcay M'-&f Jeiticasy A waﬁu{(_ e,
1 L C.\mj .',/L el Zrm'rg—lﬂ-‘-"fén-. [ s, 5\)—“«4_ cm-&'m
?L»W ¥ L ;LW" Ytee &o«u—&.g-e e~ ; ol
z»-q./m:.,é ')%'ML?M&%&&“_;QMQQ
c M,{qm, Hwﬁﬁmﬁwm&fb«a
Cpuyenr , ele JFZLMMAM Lo, vt £

¥ . i e,
ce At o, Fo bt i b frie & b proiiing s
Rys. 1
Pierwsza strona recenzji przepisana z oryginatu z Centralnego Archiwum Francji przez
prof. Daniela Beauvois

»Praca p. Janiszewskiego jest dobrym przyczynkiem do studium pojecia krzywej.
Stare dzieta z geometrii pouczaja nas, ze krzywa jest trajektoria ruchomego punktu, ze
krzywa jest wspolna granica dwoch powierzchni, ze krzywa jest figura bez szerokosci
i grubosci, itd. Okreslen stowa krzywa nie brakuje, jednak, pomimo tych licznych
okreslen, a nawet ze wzgledu na ich liczbg, pojecie krzywej dalekie jest od jasnosci. Co
p. Janiszewski ostatecznie nazywa krzywa sa to figury spelniajace pierwsze i trzecie
z niejasnych okreslen, ktore proponowalem. Wiadomo zreszta, ze wowczas, zgodnie
z twierdzeniem p. Jordana, te z figur, o ktorych mowa, ktore sa ptaskie, spetniaja rowniez
drugie okre$lenie.

Wychodzac od zbioréw punktow, ktore p. Cantor nazywa kontinuami, p. Janiszewski
zapytuje sig, jakie sa najprostsze kontinua. Dochodzi w ten sposob do bardzo waznego
pojecia, pochodzacego od p. Zoretti, kontinuum nierozktadalnego migdzy punktami A
i B. Takie kontinuum, niezawierajace punktow wewngtrznych, jest tym, co nazywa si¢
niekiedy krzywa cantorowska. Ale ta nazwa jest tudzaca, bo p. Janiszewski pokazuje, ze
kontinuum nieprzywiedlne migdzy dwoma punktami moze zawieraé¢ cz¢s¢ powierzchni
lub nieskonczong liczbg sfer, lub dowolny zbior ciagly ptaski, jezeli to kontinuum ptaskie
nieprzywiedlne jest wzigte w przestrzeni tréjwymiarowej. Trzeba wigc dokona¢ wyboru
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wérod  kontinuow  nieprzywiedlnych: oto rodzaj rozwazan, ktore zajmuja
p. Janiszewskiego.”'

Jeszcze podamy fragment recenzji, ktory charakteryzuje jasny styl wyktadu
matematycznego Janiszewskiego:

,Dowodzi najpierw, ze migdzy dwoma dowolnymi punktami A i B kontinuum .<jest
zawsze kontinuum .44 nieprzywiedlne migdzy A i B i stanowiace czg$¢ < Z zatozenia, ze
<jest nieprzywiedlne migdzy dwoma punktami L i M nie wynika bynajmniej, ze .4 jest
jedyne przy kazdym wyborze A i B. Dorzucajac warunek, zeby .44 byto jedyne, zblizamy
si¢ oczywiscie do zwyktych krzywych; .Zjest tukiem krzywej ograniczonym przez A i B.
Niestety, zdarza si¢ czasami, ze kiedy A i B zmieniaja si¢ w sposob dogodny, .<Zsi¢ nie
zmienia. Innymi stowy zaktadaliSmy, ze przy zadanych koncach tuku A i B luk jest
dobrze okreslony, ale nie wynika stad, ze kiedy tuk jest zadany, to jego konce sa dobrze
okreslone.”

24  Mieczystaw Biernacki (1891-1959)

Biernacki w 1909 ukonczyt Szkolg¢ Filologiczna im. S. Staszica w Lublinie
irozpoczal studia chemiczne na UJ. W 1911 zostat relegowany z uczelni za udzial
w studenckiej akcji protestacyjnej przeciw powierzeniu katedry na Uniwersytecie Ja-
giellonskim ks. K. Zimmermannowi. Studia, tym razem matematyczne, kontynuowat
w Paryzu, przerwatl je po wybuchu I wojny §wiatowej, wstapit wtedy jako ochotnik do
wojska francuskiego. Walczyt dlugo, byt dwukrotnie ranny, do kraju powrocit z armia
Hallera, uczestniczyl w wojnie polsko-bolszewickiej. Wyjechal ponownie na studia do
Paryza i w 1923 ukonczyl na Uniwersytecie Paryskim studia matematyczne, uzyskat
stopien licencjata nauk matematycznych (jego znaczenie bylo wigksze niz magisterium
w Polsce, mniejsze niz doktoratu). W 1928 tamze uzyskat stopien doktora (dyplom
,Doctorat €s sciences mathématiques”), na podstawie pracy Sur les équations algébriques
contenant des paramétres arbitraires przed komisja, w ktorej zasiadali $wiatowej klasy
matematycy francuscy: Paul Antoine Montel (p6zniejszy przyjaciel Biernackiego),
Arnaud Denjoy, Jean Frangois Chazy. Okazjonalnie korzystal z pomocy finansowej
M. Sktodowskiej-Curie. Po powrocie do Polski przed wybuchem II wojny $wiatowe;j
pracowat na Uniwersytecie Stefana Batorego w Wilnie i Uniwersytecie Poznanskim. Po
wysiedleniu z Poznania przez Niemcoéw lata wojny spedzit w Lublinie, udzielajac
bezinteresownie lekcji matematyki, z ktorych korzystali m.in poézniejsi profesorowie
matematyki. W 1944 zorganizowal Katedr¢ Matematyki w nowo powstatym Uniwer-
sytecie Marii Curie-Sktodowskiej i zostal mianowany profesorem tej uczelni. Potowa
dorobku naukowego Biernackiego po$wigcona jest zagadnieniom z teorii funkcji anali-
tycznych, zajmowat si¢ rowniez badaniem wielomianéw zwyklych i trygono-metrycz-
nych, zwlaszcza rozmieszczeniem ich miejsc zerowych, teoria rownan rézniczkowych
iinnymi dzialami analizy matematycznej. Wprowadzil m.in.: w 1946 wazne pojgcie
funkcji $rednio p-krotnej, ktére bylo wykorzystywane w $§wiatowych monografiach, czy
tez w 1936 klas¢ (L) funkcji liniowo-osiagalnych. Jej znaczenie polega na tym, ze
okazata si¢ ona identyczna z wprowadzona w 1952 przez W. Kaplana klasa funkcji
prawie-wypuktych. Uogdlnit w klasycznej teorii wielomianéow twierdzenie Landaua.
Uwazany jest za tworcg Lubelskiego Osrodka Matematycznego i za jednego z tworcow
polskiej szkoly analizy zespolonej. W 1957 na Kongresie Matematykow w Helsinkach
referowal osiagnigcia polskich matematykéw w tej dziedzinie (Sur les travaux de la
théorie de fonctions en Pologne).

! Sktadam serdeczne podzigkowania Panu Prof. A. Schinzlowi z Instytutu Matematycznego PAN za nieoceniona
pomoc przy odczytaniu i thumaczeniu francuskich recenzji.
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Rys. 2
Fragment pierwszej strony recenzji pracy doktorskiej M. Biernackiego napisane;j
przez P. Montela (Archiwum Narodowe Francji)

»Praca p. Biernackiego nalezy do serii badan nad réwnaniami algebraicznymi,
podjetych w ostatnich latach. Korzysta z niedawnych postgpow w analizie, ktore
w rekach pp. Polyi, Schura, Szego, Walsha, Kakeya, itd. daty wazne wyniki.

Problemy, ktoére p. Biernacki sobie postawil, sa trudne i rozmaite, nie moga by¢
rozwiazane przez jednolite metody i autor musial wigc uzy¢ réoznych sposobow, czgsto
bardzo zre¢cznych, z ktorych kazdy z osobna jest interesujacy.

Pierwsza cz¢$¢ badan zwiazana jest z pracami p. Montela o rownaniach typu:
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Istnieje zawsze p pierwiastkow, ktorych modut nie przekracza ustalonej liczby,
zaleznej tylko od liczby wyrazéw wielomianu, tzn. od k. Pan Biernacki, ustaliwszy
stopnie ».7m;.....7m. dowodzi, przez bardzo subtelne badanie przemieszczania si¢
pierwiastkow wraz z wspolczynnikami wykazujace ze réwnanie ma p pierwiastkow,
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ktorych moduty nie przekraczaja | - . Otrzymuje na tej drodze rdzne

jns—pn;—p  ng—p
uogodlnienia, w szczegodlnosci w przypadku badanym przez p. van Vlecka, gdzie
wielomian nie zawiera luk. Przeprowadza poglebione badanie wtasnosci modutow oraz
argumentow trojmianow i czwormianéw wedlug zmian argumentow tych wielomiandéw
wzdtuz pewnych kontinuow.

[...] Druga czg$¢ pracy poswigcona jest badaniom wielolistnosci wielomianéw. [...]
Autor podaje rowniez twierdzenie dotyczace wielolistnosci wielomianu, iloczynu
czynnikéw, ktorych wielolistno$é jest znana. W trzeciej czgsci rozprawy autor zajmuje
si¢ lokalizacja zer pochodnej wielomianu lub ulamka wymiernego, kiedy sa wskazowki
co do potozenia zer i biegundéw funkcji pierwotnej. Znajdujemy si¢ w kregu idei
twierdzenia Gaussa-Lucasa i p. Walsha. [...] Rozprawa przedtozona Wydziatlowi
dowodzi u p. Biernackiego szczegsliwej wyobrazni potaczonej z duza przenikliwoscia,
jego dowody zostaly przedstawione z werwa i wytrwaloscia. Catos¢ opiera si¢ na bardzo
rozleglej znajomos$ci algebry i analizy. Wyniki sa godne uwagi przez ich precyzje

97



i prostotg. W sumie, pigkna praca, ktéra przynosi duzy zaszczyt autorowi i ktéra wydaje
si¢ calkowicie godna przyjecia jako teza doktorska™
Praca i obrona uzyskaty ocen¢ bardzo zaszczytna.

2.5  Tadeusz Wazewski (1896-1972)

T. Wazewski urodzil na Kresach, w przedwojennym wojewddztwie tarnopolskim,
potem uczgszczal do kilku gimnazjéw galicyjskich, matur¢ uzyskat w I Gimnazjum
w Tarnowie. W latach 1914-1920 studiowat na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu
Jagiellonskiego. Rozpoczat od studiowania fizyki, a nast¢pnie pod wplywem S. Zaremby
rozpoczat studia matematyczne.

Wazewski w Krakowie, co warte jest szczegdlnego podkreslenia, zainteresowal sig
teoria mnogosci i topologia. W latach 1921-1923 Wazewski studiowat na Uniwersytecie
w Paryzu, gdzie w 1924 r. uzyskat doktorat na podstawie rozprawy Sur le courbes de
Jordan ne renfermant aucune courbe simple fermée de Jordan, ktora dotyczyta
dendrytow (kontinuéw lokalnie spdjnych, niezawierajacych zamknigtych krzywych
pojedynczych). Habilitowat si¢ w roku 1927 na Uniwersytecie Jagiellonskim,
przedstawiajac rozprawg o kontinuach prostowalnych.

Nastgpne prace Wazewskiego dotyczyly niemal wylacznie analizy matematyczne;j,
w szczegoOlnos$ci rownan rozniczkowych. Topologia znajdowata w niektorych z nich
wazne i nieoczekiwane zastosowania.

Aresztowany 6 listopada 1939 r. podczas hitlerowskiej represyjnej Sonderaktion
Krakau byt wigziony wraz z innymi profesorami Uniwersytetu Jagiellonskiego
i Akademii Goérniczej w obozie koncentracyjnym w Sachsenhausen. Prowadzit tajne
uniwersyteckie seminarium matematyczne, wielu matematykéw uczestniczylo w nim
1 prezentowalo rezultaty badan naukowych.

Po II wojnie $wiatowej zostal czlonkiem korespondentem Polskiej Akademii
Umiejetnosci oraz Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, a po powstaniu Polskiej
Akademii Nauk zostal powotany w poczet jej cztonkoéw (cztonek zwyczajny 1958).spacja
W 1948 r. otrzymal nagrodg Polskiego Towarzystwa Matematycznego im. S. Zaremby za
stynny wynik znany dzisiaj jako Twierdzenie retraktowe Wazewskiego. Obecnie jedna
z glownych nagréd naukowych PTM nosi jego imig. Zeby zrozumieé¢ jak wazna rolg
przypisywat matematyce, zacytujemy fragmenty wywiadu, jakiego udzielil Dziennikowi
Literackiemu (I'1949) po otrzymaniu ,,Nagrody Ziemi Krakowskiej”: ,,Przyznanie jednej
z tegorocznych nagroéd Ziemi Krakowskiej matematykowi uwazam za zaakcentowanie
znaczenia wazno$ci matematyki w zyciu. Spoteczenstwo nie zdaje sobie czgsto sprawy ze
znaczenia matematyki. A tymczasem cala przyroda ma oblicze matematyczne. Bez
matematyki nie mozna by doktadnie ujac¢ ilosciowo praw przyrody. Szybki rozwoj
techniki datuje si¢ dopiero od chwili wynalazku rachunku rézniczkowego i catkowego.
(...) Potrzeby fizyki i techniki wysuwaja ustawicznie zagadnienia, do ktérych
rozwiazania potrzeba nowych $rodkéw matematycznych.”

Cztonkami doktorskiej komisji egzaminacyjnej byli: Emilé Borel, Arnaud Denjoy
i Paul. Montel.

Ponizej zamieszczamy:

— fragment listu S. Zaremby do T. Wazewskiego, w ktoérym zapytuje si¢ o obrong
i wspomina pochlebna recenzj¢ doktoratu w czasopiSmie Jahrbuch iiber die
Fortschritte der Mathematik;

— fragment dyplomu doktorskiego;

— zaswiadczenie o nostryfikacji dyplomu doktorskiego T. Wazewskiego na
Uniwersytecie Jagiellonskim.
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Szerzej o Wazewskim mozna przeczyta¢c w pracach jednego z jego wybitnych
uczniow Andrzeja Pelczara (1935-2010) (Pelczar, 2000, 2011).
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Rys. 5
Nostryfikacja dyplomu doktorskiego T. Wazewskiego na Uniwersytecie Jagiellonskim
(Archiwum UJ)
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CYKLOIDA V BUFFONOVE RESENI
ULOHY O JEHLE

ANNA KALOUSOVA

Abstract: In Essai d'arithmétique morale, Buffon formulated and solved the so-called
needle problem. He mentioned using some properties of a cycloide but he did not indicate
either the specific properties used or the source from which he knew them. In this
contribution we try to show what Buffon could have known about a cycloide and what he
could have used in his derivation.

1 Uvod

1.1 Buffonova uloha o jehle

Buffonovu ilohu o jehle najdeme snad ve vSech ucebnicich pravdépodobnosti.
Pfipomeiime ji v podob¢, v niz byva vétSinou uvadéna. Na sit’ od sebe stejné vzdalenych
rovnobezek je ndhodné hozena jehla. Jaké je pravdépodobnost, ze jehla protne néjakou
rovnobé&zku? Oznac¢me d vzdalenost rovnobezek, [ délku jehly (pfedpokladame, ze I < d),
dale ozna¢me y vzdalenost stfedu jehly od nejbliz$i rovnobézky a o thel, ktery svira jehla
s danym systémem rovnobézek. Ziejmée stac¢i uvazovat 0 <y <d/2 a 0 < a <z Jehla
protne rovnobézku prave tehdy, kdyz (1/2)-sina > y . Pravdépodobnost, Ze jehla protne

n¢jakou rovnobézku, je tedy

Jlﬂisinada i
oo _1[-cosa]; _ 2

P = .
. d nd d
2

To je ovSem soucasny pohled. V 18. stoleti, kdy tato loha vznikla, jesté integralni
pocet nebyl rozvinut do této podoby a matematici Castéji pouzivali ndzornéjsi postupy
z diivejsi doby, jako tfeba Cavalieriho princip apod. Navic Buffon byl spi§ matematik
amatér. Pfipomenme jeho formulaci tlohy a jeho zptisob feSeni.

1.2 Buffonovo ieSeni

Uloha o jehle byla poprvé prezentovana na zasedani francouzské Académie des
Sciences v dubnu 1733. Buffonovo pojednani Solutions de probléemes sur le jeu du
Franc-Carreau zde precetl Alexis Claude Clairaut (1713—-1765), ktery také pojednani
hodnotil spolu s Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698—1759). Buffon sam d&ist
nemohl, protoze v té dobé jesté nebyl akademikem. Zaznam tohoto zasedani od stalého
sekretate Académie des Sciences Bernarda Le Bouyer de Fontenelle (1657-1757)
najdeme v [3]. V ném je ale pozorost vénovana spise hie Franc-Carreau.

Uloha o jehle je predstavena jako hra, ve které je na podlahu tvofenou prkny o stejné
Sifce hazena tyCka a hraci sazeji na to, zda protne nékterou sparu nebo ne. Je naznacena
souvislost pravdépodobnosti protnuti spary s pomérem mezi délkou tycky a Sitkou prken
a také s uhlem, ktery tycka svira se sparami (¢i spiSe s kolmici na spary a navic v feci
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oblouktll), v zdznamu vSak neni Zadné odvozeni ani vysledek. Na konci je pouze uvedeno,
ze pokud je Sitka prken stejnd jako délka tycky, tycka neprotne sparu v zadném svém
postaveni (tj. at’ je jeji smér jakykoli) pouze v piipade, ze jeji stfed lezi ve stiedu
vzdalenosti mezi sparami. Pokud je Sitka prken vétsi nez délka tycky, je moznosti, kdy
ty¢ka neprotne zadnou sparu, vice. Existuje tedy urcitd Sitka prken, pfi které je hra
»~fovna“ (oba hra¢i maji stejnou Sanci na vyhru) ,,a to urcil P. le Clerc s velkou eleganci
z plochy cykloidy.«'

V [2] z roku 1777 je postup popsan podrobnéji. Situace je znazornéna na obrazku,
ktery je kopii obrazku z [2]. Buffon nejprve zvoli na dvou sousednich rovnob&zkach body
A, B a C, D tak, aby tvofily obdélnik. Ten piedstavuje jedno prkno. Jedna strana
obdélnika je rovna Sifce prkna (vzdalenosti rovnobézek), tu oznaci 2a, druhou je délka

A s B prkna oznacena f. Délka tycky je oznacena 2b,
= J v obdélniku ABDC jsou vedeny ve vzdalenosti
H b rovnobézky se stranami AB (ozn. ab) a CD
a E_JF b (ozn. ed). Buffon uvazuje jen (horni) polovinu
obdélnika ABDC, v dolni poloviné je situace
E'e (diky symetrii) stejna. Je zfejmé, ze pokud stied
ty¢ky padne do obdélnika abde (tedy jeho horni
poloviny), nemiize tycka protnout zadnou sparu
(leva cast obrazku). Mnozina téchto pfipadi ma
c D miru f-(a—b)-c, kde je symbolem ¢ oznadena
¢tvrtina kruznice o poloméru b, tedy ¢ =bz/2. Pokud stied ty¢ky padne do zbylé ¢asti,
mize tycka sparu protnout a také neprotnout. Napftiklad kdyz stied tyc¢ky padne do bodu
g, odpovidd oblouk @G tém piipadim, kdy tyCka protne pifimku AB, a oblouk GH
pripadim, kdy ty¢ka pfimku neprotne.

Potom Buffon oznaci symbolem y oblouk ¢G. Je ziejmé, ze délka oblouku @G (a tedy
hodnota y) je zavisla na vzdalenosti stiedu tycky € od pfimky AB, tuto vzdalenost
oznacuje x, 1 kdyz to explicitné neuvadi. Mnozina piipadud, kdy tycka protne ptimku AB,
ma miru f -Iydx, mnozina piipadd, kdy pfimku AB neprotne, ma miru f(bc —Iydx).
Integracni meze Buffon neuvadi, je ale zfejmé, ze dolni mez je 0 a horni je b. Mnozina
pripadt, kdy tycka sparu neprotne, je tedy sjednocenim dvou mnozin (té, kdy stfed jehly
padne do obdélnika abed, a té, kdy padne do obdélnika abAB). Toto sjednoceni ma miru

f-(a-b)-c+ f-(bc —J.ydx) = f-(ac —.[ydx). Hra je ,,rovna“ pravé tehdy, kdyz se miry
mnoziny pfiznivych jevu (ty¢ka sparu protne) a mnoziny nepiiznivych jevi (tyCka sparu
neprotne) rovnaji, tedy f ~J.ydx =f-(ac— J. ydx), neboli jydx =(ac- j ydx). Zbyva
spocitat Iydx. Tento vyraz je dle Buffona roven obsahu ¢asti cykloidy, jejiz generujici

kruh ma priimér roven délce tycky (tedy 2b). A tento obsah je roven b°, tedy &tverci
poloméru generujiciho kruhu.?

"1l y a donc une certaine largeur de la planche qui rendroit le pari ou le jeu égal, & c'est ce que M. le Clerc
a déterminé par une aire de Cycloide avec beaucoup d'élégance au jugement de 1'Académie.

? ... clest-a-dire, & l'aire d'une partie de cycloide, dont le cercle générateur a pour diamétre 25 longeur de la
baguette; or, on fait que cette aire de cycloide est égale au carré du rayon, ...
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T X vz - b .
Je zfeymé, ze y = b-arccosz. Potom snadno spocitame, ze .[0 ydx=b". Ale to jsme

znovu pouzili dnesni postup. Ten vSak Buffon neznal. Co je tedy ta jeho cdast cykloidy?
Jak se spocita jeji obsah? Na tyto a podobné otazky se pokusime odpovédét v dalsi ¢asti.

2 Cykloida

2.1 Trocha historie

Cykloida je rovinna ktivka, kterou opisuje pevné zvoleny bod na kruznici kotalejici se
(bez klouzani) po pfimce. A¢ se jedna o kiivku docela pfirozenou, nebyla ve starovéku
studovana. Snad proto, Ze ji povazovali jen za ¢ast elipsy. Podle Evangelisty Torricelliho
(1608—-1647) se jako prvni o cykloidu zajimal jeho ucitel Galileo Galilei (1564-1642), od
n¢hoz pochazi i ndzev cykloida. John Wallis (1616—-1703) vSak uvadi, ze konstrukci
cykloidy popsal uz Charles de Bovelles (1479-1566). Galileiho zaujal tzv. Aristoteliiv
paradox, ktery je popsany v Mechanice® (original s latinskym piekladem a komentaii je
uveden v [8], anglicky preklad v [11]). Uvazujme kruh, ktery se kutali po pfimce a mensi
kruh se stejnym stiedem, ktery je s pivodnim kruhem spojen. Otoci-li
se vetsi kruh, otoCi se i mensi. Kdyz se vétsi kruh oto¢i o 360°, urazi
drahu rovnou svému obvodu. Maly kruh pfi tom vlastné urazi tutéz
drahu, i kdyz jeho obvod je mensi. Jak je to mozné? Je to zplisobeno
tim, ze mensi kruh se nepohybuje ,,bez klouzani“. Galilei ukazal na
pravidelném Sestithelniku, ze kdyz se vétsi Sestiuhelnik preklapi pres
vrchol, u men$iho odpovidajici vrchol neziistivda na misté, ale
pohybuje se, klouze. Draha, kterou takto urazi, pak zplsobi to
,prodlouzeni. Podobné& pro mnohothelniky s vice vrcholy a v limitnim ptipad¢ pro kruh.
Galilei své feseni publikoval v [4].

O cykloidu se zajimal také Marin Mersenne (1588-1648) a v roce 1615 navrhl
vyznamnym matematikiim prozkoumat jeji vlastnosti, pfedev§im spocitat obsah plochy
vymezené jednim obloukem cykloidy a zkonstruovat te¢nu cykloidy v libovolném bodé¢.
V roce 1635 prvni problém vyfesil Gilles Personne de Roberval (1602—-1675), ktery
spocital, Ze obsah plochy vymezené jednim obloukem cykloidy je roven trojnasobku
obsahu generujiciho kruhu [10]. Konstrukci tecen popsal René Descartes (1596—1650),
uloha se mu zdala byt pfili§ jednoducha. V roce 1658 vyzval Blaise Pascal (1623-1662)
pod pseudonymem Amos Dettonville matematiky k vyieSeni dalSich otazek tykajicich se
cykloidy (obsah libovolné ¢asti plochy omezené cykloidou, nalezeni hmotného stiedu
této plochy, objem a povrch télesa vzniklého rotaci cykloidy kolem jeji osy, resp. kolem
pfimky, po niz se kutali generujici kruznice,...). Vypsal dokonce cenu pro toho, kdo tyto
problémy vyfeSi. Sam uz feSeni znal (publikoval je posléze v pojednani [9]). Do
zkoumani se zapojilo mnoho matematikd, vyznamny byl vysledek Sira Christophera
Wrena (1632-1723), znamého architekta (katedrala sv. Pavla v Londyné¢), ktery urcil, ze
délka jednoho oblouku cykloidy je rovna ¢tyfnasobku priméru generujici kruznice.

V 17. stoleti byly objeveny také dalsi zajimavé vlastnosti cykloidy, které mély
vyznamné praktické vyuziti. Na mofi bylo pro uréeni zemépisné délky nutné znat nejen
Cas v miste, kde se lod’ nalézala (dal se urcit podle Slunce), ale také referencni Cas; tieba

? Text je tradién& pFipisovan Aristotelovi (382-322 pf. n. 1.), o jeho autorstvi ale mnozi pochybuji. N&ktefi soudi,
ze autorem je Archytas (428-347 pt. n. 1.), jini povazuji za autora nékteré¢ho z Aristotelovych zaku.
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v misté, odkud lod’ vyplula a jehoz zemépisna délka byla zndma. Namotnici proto
potiebovali s sebou vozit hodiny, na nichz byl nastaveny ¢as domovského pfistavu.
Problém byl v tom, Ze zadné hodiny nebyly schopné udrzet na mofi pfesny Cas po tak
dlouhou dobu. Christiaan Huygens (1629-1695) se snazil vyfesit tento problém. VSiml si
isochronie cykloidy, tedy toho, ze kdyz z libovolného bodu na (obracené) cykloidé
kyvadlové hodiny, jejichz kyvadlo by se pohybovalo po cykloidé. Vyuzil k tomu dalsi
vlastnosti cykloidy, totiz Ze jeji evolutou je také cykloida, a ptidal horni zarazky ve tvaru
cykloidy, které regulovaly délku vlakna béhem pohybu. Kyvadlové hodiny se ale na mofi
prilis neosvécily a nakonec sim Huygens uznal, ze pro pouziti na moii budou lepsi
hodiny pruzinové.

Johann Bernoulli (1667-1748) v roce 1696 v Acta Eruditorum uvetejnil tzv. problém
brachistochrony. Brachistochrona je kiivka spojujici body A a B, po které se hmotny bod
dostane z bodu A do bodu B plisobenim gravitacniho pole v nejkrat§$im mozném case.
Problémem se zabyval uz Galilei, domnival se, Ze brachistochrona je casti kruznice
(publikovano v [4]). Johann Bernoulli ale ukazal, Ze brachistochronou je ¢ast oblouku
cykloidy. Problémem se zabyval také Jacob Bernoulli (1655-1705). Pfi feSeni pouzil
nové posupy a polozil zaklady nové matematické discipliny, varia¢niho poctu.

2.2 Vysledky, které mohl Buffon pouZit

Prvni otazka byla, obsahu které ¢asti cykloidy je roven j: ydx . Christiaan Huygens

v rukopise [5] z roku 1658 a nasledné v praci [6] ukdzal souvislost mezi délkou oblouku

@G (v Buffonové znaceni) a délkou jisté usecky. V rukopise [5] je postup nasledujici:

L B Mg¢jme oblouk ABC cykloidy a na ném

>X— vyberme bod E. Vedme timto bodem

N F rovnobézku s AC, prusecik s osou cykloidy

/@ﬁ ozna¢me F. Kotilenim se piesune bod B do

bodu E, oblouk BGD se pfesune na oblouk

A e 5 . EKH. Délka oblouku KH je proto rovna

délce tsecky KD. Protoze jsou délky obloukt

GB a EL rovny délce oblouku KH, musi byt také rovny délce tisecky KD a rovnéz délce

usecky NF. Stejnou délku ma i tisecka GE (protoze jsou stejné délky usecek GF a NE
a &ast NG je ob&ma spolecna). Délka oblouku GB je tedy rovna délce usecky GE.*

V Buffonové znacCeni to znamena, Zze

s délka oblouku @G (tzn. y) je rovna délce
G E usecky GP. Integral J.: ydx je potom roven

€ H ¢ obsahu oblasti ohrani¢ené obloukem ¢H,
¢asti cykloidy @K a useckou HK. To je ta

= édst cykloidy, o které se zminuje Buffon.

* ABC est Cycloides. BD diameter circuli generatoris. EF parall. AD. dico EG « esse arcui GB. Cum B est in E,
circulus BGD est in EKH. Et D in H. Ergo arcus KH oo rectae KD, quare et arcus EL sive GB o rectae KD sive
NF. Sed NF oo GE: nam GF oo NE; et addita utrinque NG fit EG oo NF. Ego arcus BG o GE.
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Druhou otazkou bylo, jak spocitat obsah této oblasti. Na to mlizeme najit odpoveéd
tfeba v pojednani [7] od Philippe de La Hire (1640—1718). Toto pojednani obsahuje jedno
v T lemma, pét tvrzeni a jeden disledek. Uvedeme jen Ccasti
vztahujici se k naSemu problému. Lemma popisuje konstrukci
teCny v jakémkoli bodé cykloidy. Uvazujme polovinu oblouku
cykloidy VB a vyberme na ném libovolné bod P. Ved'me timto
p bodem rovnobézku s AB, jeji prusecik s generujici kruznici
C ozna¢me C. Potom te¢na v bodé P je rovnobézna s tiseCkou
A g VC. Vprvnim tvrzeni je ukdzano, ze plocha vymezena
obloukem cykloidy VP a useckami VT a PT ma stejny obsah

jako kruhova tse¢ na generujicim kruhu vymezena se¢nou VC.

Ve tietim tvrzeni je uveden vysledek, ktery pouzil Buffon. Mé&me opét polovinu
cykloidy se zédkladnou AB a s osou VA a jeji generujici kruznici se sttedem C. Ved'me
bodem C rovnobézku s AB, pruseCik s generujici kruznici ozna¢me D a prisecik
s cykloidou E. Potom obsah oblasti vymezené obloukem VD, casti cykloidy VE
a use¢kou DE (Buffonova cdst cykloidy, oznaCme ji tieba O) je roven ¢tverci poloméru

Vv F (ozna¢ime R) generujici kruznice. Dikaz zacina konstrukci
teCny v bod¢ E a teény v bod¢ V (rovnobézka s AB), jejichz
prusec¢ikem je bod F. Obsah rovnobéznika DEFV je roven
(. E poloviné obsahu kruhu vymezeného generujici kruznici.
V rovnobézniku DEFYV je totiz délka strany DE rovna délce
oblouku VD (jak bylo ukazano vyse), tedy délce Ctvrtiny

A B generujici kruznice (7R/2) a vyska je rovna poloméru R
generujici kruznice. Obsah DEFYV je roven 7R*/2, poloviné obsahu kruhu vymezeného
generujici kruznici. Uvazovanou oblast O muzeme ziskat tak, ze z rovnobézniku DEFV
odstranime kruhovou use¢ vymezenou uUseCkou VD a oblast vymezenou obloukem
cykloidy VE a tseckami EF a VF. Protoze ob¢ tyto ¢asti maji stejny obsah, je obsah O
roven obsahu rovnobéznika DEFV zmensenému o dvojnasobek obsahu kruhové usece
vymezené useCkou VD. Zrovnosti obsahli rovnobéznika DEFV a poloviny kruhu
vymezeného generujici kruznici pak plyne, ze obsah uvazované ¢asti cykloidy je roven
obsahu trojthelnika ADV, tedy R*.

Podle [1] mohl Buffon znat i jiné texty. John Wallis v pfedmluveé ke svému pojednani
De Cycloide z roku 1659 pise, Ze totéz dokazal uz Huygens a Wren.” Nicméné La Hire
byl ¢lenem Académie des sciences, takze jeho prace byla pro Buffona nejdostupné;jsi.

3 Zavér
3.1 Helena matematiki

Nevime piesné, ¢i vysledky Buffon znal a které pouzil, jisté ale je, ze v 17. stoleti se
mnoho vyznamnych matematikii vénovalo problémim spojenym s cykloidou. Kromé
téch, které jsme jmenovali, to byli také tfeba Pierre de Fermat (1601-1665), Gottfried

> Non diffitetur interim Hugenium Batavum, & Wrenum nostrum prodidisse, Portionem Cycloidis quam abscindit
recta ad axim ordinatim applicata, ejusdem axis partem quartam vertici proximam absindens,aequalem esse
spatio rectilineo: (quod quidem verum est; aequat utique 3/8R*~3 : ut ex calculo §23 liquet; uti &trilineum CbB
fig. ivel 7, aequare R*quadratum radii...)
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Wilhelm von Leibniz (1646—1716) nebo Isaac Newton (1643—1727). Tato kfivka vznika
zcela pfirozenym zpisobem a ma velmi zajimavé vlastnosti, které maji také praktické
vyuziti. Pro jeji krasu a zajimavost byvala nazvana Helenou matematikii, podle manzelky
spartského krale Menelaa povazované za nejkrasnéjsi Zenu na svete.
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NAUCZANIE MATEMATYKI W SZKOLACH
SREDNICH TORUNIA W XIX W.

KAROLINA KARPINSKA

Abstract: This article is devoted to describing the mathematical education in secondary
schools operating in Torun in the nineteenth century. Particular attention has been
devoted to the Torun Gymnasium, which was the only school in Torun conducting the
Matura exams. Work also includes a brief history of the maturity exams and how they
were performed in Torun, Chelmno and Inowroclaw. It has been enriched with a sample
set of tasks in Mathematics being solved during the Matura examination in 1866.

W XIX wieku na terenie Torunia funkcjonowaty trzy szkoty ksztalcace na poziomie
$rednim. Najstarsza i1 najbardziej prestizowa z nich bylo protestanckie Gimnazjum
Torunskie dla chtopcow, ktorego poczatki siggaty XVI wieku. Pomimo, ze byla to szkota,
w ktorej najwickszy nacisk kladziono na nauke przedmiotéow humanistycznych,' to
w pierwszej potowie XVIII wieku stala si¢, obok Gimnazjum Gdanskiego, jedynym
osrodkiem na terenie Rzeczypospolitej, w ktorym dydaktyka przedmiotow
matematycznych doréwnywata przodujacym szkotom europejskim. Uczniowie poznawali
w niej poglady Kartezjusza, Newtona, Leibnitza, Wolffa oraz teori¢ kopernikanska. Wraz
z poczatkiem XIX wieku zaczgto przeprowadza¢é w Gimnazjum egzaminy maturalne,
ktore byty dla uczniow przepustka do studiow uniwersyteckich. Ze wzgledu na wysoki
poziom nauczania i mozliwo$¢ przeprowadzania matur instytucja ta cieszyla sig
niezwykle duza popularnoscia wsrod mieszkancow Torunia i okolic.

Dziewigtnastowieczny Torun liczyt okolo 10 tysigcy mieszkancédw i nie wszyscy
chetni mogli pobiera¢ nauke w Gimnazjum. Dlatego Magistrat torunski podjat decyzje
outworzeniu dla niego alternatywy. Zostala niq szkola $rednia dla chlopcow,
tzw. Knaben-Mittelschule, ktérej celem bylo przygotowywanie mtodziezy do pracy na
stanowiskach urzedniczych.

Poczatek XIX wieku w Prusach i przynalezacym don Toruniu, byl zdeterminowany
przez Owczesnie panujacy poglad na miejsce kobiety w spoteczenstwie. Nawet
najbardziej $wiatli mysliciele przetomu XVIII i XIX wieku uwazali, ze celem zycia
kobiety jest bycie wzorowa matka, zona i gospodynia domu. Takie spojrzenie na pleé
zenska miato rowniez odzwierciedlenie w stworzonym dla niej systemie wychowania.
W Toruniu, od momentu wprowadzenia obowiazku szkolnego, dziewczgta mogly si¢
uczy¢ jedynie w zakladach prywatnych, czyli tzw. pensjach, ksztatcacych na poziomie
elementarnym. Dopiero dziatania rewolucyjne kobiet z poczatku XIX wieku
spowodowaly, ze =zaczg¢to tworzy¢ dla nich szkoty na poziomie wyzszym niz
podstawowy. Na rok 1820 datuje si¢ utworzenie pierwszej torunskiej szkoty $redniej dla
dziewczat, tzw. Tochterschule fiir hhere Bildung.

' Gimnazjum Torunskie zostalo utworzone na wzor humanistycznego gimnazjum zalozonego w Strasburgu
przez niemieckiego humanistg i pedagoga Johanna Sturma ([6], s. 1001). Miato ono na celu ,,uksztaltowanie
wilasciwego modelu moralno-religijnego wychowanka i zapewnienie absolwentom pewnego quantum
wyksztalcenia erudycyjno-filologicznego i umiejgtnosci retorycznych” ([5], s. 85-86).
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W niniejszej pracy zostanie opisany sposob ksztalcenia matematycznego w kazdej
z wyzej wymienionych szkét, ze szczeg6lng uwaga skierowana na Gimnazjum Torunskie
1 przeprowadzane w nim egzaminy maturalne.

1 Gimnazjum Torunskie

Gimnazjum Torunskie powstato w 1568 roku i na przestrzeni dziejow funkcjonowato
pod roznymi nazwami. W pierwszej potowie XIX wieku bylo to Gimnazjum w Toruniu
(Gymnasium zu Thorn), nastgpnie Krolewskie ewangelickie Gimnazjum w Toruniu
(Konigliches evangelisches Gymnasium zu Thorn), az w koncu od 1861 roku —
Kroélewskie ewangelickie Gimnazjum i Szkota Realna pierwszego stopnia w Toruniu
(Konigliches evangelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn).

Pomimo humanistycznego charakteru szkoly, zatrudniano w niej wybitnych
dydaktykéw i znawcow matematyki, m. in. Adama Freytaga, Pawta Patera, Friedricha
Reinholda Bornmanna i Samuela Teodora Schonwalda ([4], s. 115-138). Kazdy z nich
ktadt duzy nacisk na praktyczne stosowanie wiedzy zdobytej na zajgciach, a tendencje te
byty widoczne jeszcze na poczatku XIX wieku.

1.1 Pierwsze lata XIX wieku

W pierwszych latach XIX wieku nauczyciele przedmiotow matematycznych
Gimnazjum Torunskiego skupiali si¢ w gldwnej mierze na tym, aby przekazywaé
uczniom wiedzg, ktéra pomoze im sprawnie funkcjonowaé w zyciu dorostym, dlatego
nauczali matematyki na treSciach czerpanych z Zycia codziennego. Jednoczes$nie nie
mogli wchodzi¢ w skomplikowane, czysto teoretyczne rozwazania, poniewaz nie byli do
tego przygotowani w sposob merytoryczny. W gronie pedagogicznym nie bylo wowczas
nauczycieli o wyksztalceniu matematycznym, a zajecia te byly zazwyczaj rozdzielane
pomigdzy humanistow, i tak w 1808 roku zajecia matematyczne w Gimnazjum
prowadzito czterech filologow: Jan Karol Germar, Jan Fryderyk Bormann, Andrzej
Miiller i Jan August Jerzy Schmidt ([10], s. 173—-176).

1.1.1 Godzinowy rozklad zaje¢¢ z matematyki

Profesorowie Germar i Bormann wyktadali w klasach najwyzszych, pierwszy z nich
geometrig, a drugi arytmetyke, obaj robili to w oparciu o podr¢cznik Anfangsgriinde der
nothwendigsten Theile der Mathematik [Podstawy najbardziej niezbednych cze$ci
matematyki] J. J. Ebertsa ([15]), natomiast Miiller i Schmidt uczyli rachunkéw w klasach
nizszych. Germar prowadzit tygodniowo jedna godzing geometrii w najwyzszej woéwczas
klasie Secundzie (nie bylo Primy), Bormann — jedna godzing arytmetyki w Secundzie
oraz dwie w taczonej klasie II-IV (Tertia — Quarta), Miiller prowadzil tamze dwie
godziny ,rachunkow z glowy” i dodatkowo: dwie godziny ,rachunkéw na tablicy”
ijedna godzing ,,rachunkéw ze stuchu” w kl. V-VI (Quinta — Sexta) oraz jedna godzing
nrachunkow z gtowy” w VII-VIII (Septima — Octava), natomiast Schmidt — trzy godziny
nwrachunkow” w VII-VIII (Septima — Octava). Z owego rozkladu zaje¢ wynika, ze
w Gimnazjum Torunskim przykladano duza wage do bieglosci w liczeniu, zaréwno
pisemnym, jak i pamigciowym, co w oOwczesnych szkotach byto niezwykle rzadko
spotykane ([10], s. 198).

Analiza treSci zawartych w podrgczniku Ebertsa pozwoli nam zapoznaé sig
z zagadnieniami, ktére realizowano na zajeciach i sposobami, na jakie to robiono.
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Podrgeznik ten zawiera trzy gtowne dzialy: arytmetyke, geometri¢ oraz trygonometri¢
ptaska.

1.1.2  Analiza tre$ci zawartych w podreczniku Ebertsa

Arytmetyka obejmuje analiz¢ systemoéw liczbowych — dziesigtnego, dwdjkowego
i czworkowego; cztery dziatania arytmetyczne, z ktorych kazde autor najpierw omawia
na liczbach naturalnych, nastgpnie na mianowanych, a poézniej na wielomianach
i dodatnich liczbach wymiernych; ulamki dziesigtne; kwadraty i1 sze$ciany liczb jedno-,
dwu- i trzycyfrowych, na podstawie obliczania ktérych wyprowadza ,,wzory skrdéconego
mnozenia” na wyrazenia, takie jak np. (@ ~5)° (a =k <c)°, (a—b); pierwiastki
kwadratowe i szeScienne oraz sposoby ich obliczania (wyliczanie z doktadnoscia do kilku
miejsc po przecinku warto$ci v 12 i 3 18); stosunki liczb i proporcje; regule trzech oraz
regulg pigciu; postgpy arytmetyczne, geometryczne i logarytmiczne; wlasnosci loga-
rytmoéw oraz ich wykorzystanie do mnozenia, dzielenia, potggowania i pierwiastkowania
liczb. Ostatnim zagadnieniem jest omoOwienie sposobu znajdowania logarytmu danej
liczby (lub liczby, ktorej logarytm jest dany), gdy nie mozna tego odczyta¢ z tablic
logarytmicznych. Waznym elementem, przewijajacym si¢ przez caly rozdzial dotyczacy
arytmetyki, jest zamiana jednostek miar, wag i monet, a utatwiaja to umieszczone przez
autora siedmiostronicowe tablice.

Zaleta arytmetycznej czgsci podrgeznika jest to, ze wszelkie nowe tresci podawane
przez autora za kazdym razem sa zobrazowane na przyktadach, a materiat jest tak
ulozony, aby stanowil logiczna cato$¢ i nie byto miejsca na niedomowienia. Widocznym
jest hotdowanie zasadzie ,,od szczegdétu do ogoétu”. Autor pokazuje rézne metody
podejscia do jednego zagadnienia np. podaje trzy rdézne sposoby dzielenia liczb: dzielenie
pisemne metoda pitagorejska, dzielenie przy uzyciu tzw. sztabek Napiera oraz przy
wykorzystaniu wtasnosci logarytméw. Niewatpliwie wada podrecznika jest brak zadan
do samodzielnego rozwiazania przez ucznidow. Dodatkowo, duzy problem stanowi tutaj
aspekt podstaw logarytmow. Autor uzywa sformutowania ,,logarytm”, jednakze w swoim
rozumowaniu wlasciwie zupelnie pomija jego podstawg. Tego, jaka jest podstawa
rozwazanego logarytmu, czytelnik musi domysli¢ si¢ z kontekstu.

W dziale po$§wigconym geometrii, oproécz podstawowych pojeé¢ geometrycznych,
omawia wielokaty i sumy miar ich katow, podaje cechy przystawania i podobienstwa
wielokatow oraz sposoby obliczania ich pdl, duzo uwagi po§wigca obliczeniu pola kota
oraz jego wycinka i odcinka, ponadto omawia katy Srodkowe i wpisane oraz wiasnosci
figur wpisanych w koto. Osobng czg$¢ stanowia zastosowania geometrii do mierzenia
gruntu — autor opisuje, w jaki sposéb, przy wykorzystaniu teorii trojkatoéw przystajacych
i podobnych oraz przyrzadéw mierniczych takich, jak tancuchy i sznury miernicze oraz
goniometry 1 stojaki, mozna znalez¢ odleglto$¢ migedzy dwoma obiektami na ziemi,
migdzy ktorymi umieszczona jest pewna przeszkoda np. staw czy rzeka, uniemo-
zliwiajaca bezposrednie zmierzenie odleglosci. W podobny sposéb omawia mierzenie
wysokosci obiektow. Pokazuje tez metody obliczania pola powierzchni obszaru na ziemi,
ktéry jest w ksztalcie wielokata i w jego wngtrzu znajduje si¢ staw. Z zagadnien
stereometrycznych oprocz podstaw takich, jak definicje: graniastostupa, réwno-
legto$cianu, szescianu, walca prostego i pochytego, ostrostupa, wieloscianéw foremnych
(tetraedra, octaedra, icosaedra, dodekaedra), stozka i kuli, podaje sposoby obliczania
objetosci réwnoleglodcianu, graniastostupa, cylindra oraz ostrostlupa, omawia podo-
bienstwo i przystawanie bryl, najwigcej miejsca po§wigca natomiast réznym sposobom
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obliczania objetosci kuli oraz pola jej powierzchni. Jako ostatnie zagadnienie podaje
sposoby obliczania objgtosci beczki oraz innych malych bryt o nieregularnych ksztattach
(przy uzyciu modelu graniastostupa lub walca i wody lub piasku).

W tej cze$ci podrecznika autor przeprowadza wiele konstrukeji, z ktérych kazda jest
opatrzona dowodem poprawnosci. Dba o to, aby przedstawia¢ rézne sposoby rozwiazania
jednego zadania. Kazde twierdzenie jest opatrzone rysunkiem, zapisem symbolicznym,
zgodnym z oznaczeniami na rysunku, dowodem i czgsto tez przyktadem zastosowania.
Przy opisywaniu sposobdéw wykorzystania geometrii w miernictwie, umieszcza uwagi
dotyczace postugiwania si¢ przyrzadami mierniczymi, np. ze w zaleznosci od stopnia
wilgotno$ci powietrza sznur mierniczy moze si¢ wydluza¢ lub skraca¢, tym samym,
moze nie da¢ precyzyjnego pomiaru. Poleca postugiwanie si¢ pomocami naukowymi,
np. przy wyprowadzaniu wzoru na objgto$¢ ostrostupa zaproponowal postuzenie sig
mode-lem graniastostupa wykonanym z drewna i rozcigcie go na czg§ci za pomoca
siekiery.

Trygonometri¢ ptaska Eberts rozpoczyna od zdefiniowania funkcji trygonometrycz-
nych w kole trygonometrycznym, a nastgpnie przedstawia sposoby rozwiazywania
trojkatéw, czyli znajdowania diugosci ich bokéw i miar katéow, w zaleznosci od tego,
ktore jego wielkosci sa dane. Dziat ten jest wzbogacony o jedenastostronicowe tablice
miar tukow i stowarzyszonych z nimi cigciw.

Niewielka liczba godzin, jaka dysponowali nauczyciele wyzszych klas gimnazjalnych
w 1808 roku, sugeruje, iz raczej nie omawiali na nich trygonometrii, jednakze w 1814
roku sytuacja mogta by¢ juz zgota odmienna, poniewaz dwie najstarsze klasy miaty
wowczas po jednej godzinie arytmetyki i dwie godziny geometrii tygodniowo, a klasa
trzecia — po dwie godziny arytmetyki i geometrii.

Konstrukcja podrecznika zmuszata nauczycieli do samodzielnego przygotowywania
zadan c¢wiczeniowych, a praktykowana przez nich (Germara, Bormanna, Miillera
i Schmidta) forma sprawdzania poziomu zrozumienia materiatu i umiejgtnosci uczniow
byly czgste prace pisemne.

1.2 Era doktora Ludwiga Martina Laubera (lata 1821-1855)

Poziom nauczania przedmiotdow matematycznych wyniost na znacznie wyzszy
poziom dopiero doktor Ludwig Martin Lauber. Rozpoczal on prace w Gimnazjum
Torunskim w 1821 roku. Byl to drugi XIX-wieczny nauczyciel matematyki
w Gimnazjum (po Martinie Ohmie, pracujacym w latach 1817-1821), ktéry miat
ukonczone studia w tym zakresie. Rozpoczatl je w 1812 roku na Uniwersytecie we
Wroctawiu i kontynuowat w Berlinie. Tytul doktora uzyskat w 1821 roku na
Uniwersytecie w Halle, na podstawie rozprawy doktorskiej dotyczacej liczb naturalnych
([11], s. 132).

Rozpoczynajac pracg w Gimnazjum przejal prowadzenie matematyki w trzech
najwyzszych klasach od Tertii do Primy oraz dwie godziny matematyki w Quarcie.

Przez 34 lata, do 1855 roku, byt jedynym profesorem matematyki w Gimnazjum
Torunskim i realizowany przez niego program nauczania przez te lata niewiele si¢ roznit.
Jedynie w Primie pozwalal sobie na dozg urozmaicenia. Mozna wzmiankowaé, ze
pracowat w tej szkole do 1858 roku.

110



Dla pelnego obrazu tre$ci nauczania we wszystkich Owczesnych klasach
gimnazjalnych, podany zostanie najpierw program nauczania klas najnizszych, na
przedmiocie o nazwie ,,rachunki”.

1.2.1 ,Rachunki” w klasach nizszych i ,,matematyka” w klasach wyzszych

Wszystkie klasy nizsze od Quarty mialy przedmiot o nazwie ,,rachunki”, ktéry byt
prowadzony przez nauczycieli klas elementarnych. Program realizowany na tych
zajeciach opieral sie¢ w gldwnej mierze na ¢wiczeniu umiejgtnosci w wykonywaniu
dzialan arytmetycznych na liczbach calkowitych i wymiernych. Quarta byla klasa
przej$ciowa, ktora oprocz ,,rachunkow” miata juz ,,matematyke”. Na trzech godzinach
»rachunkow” tygodniowo poznawata regule trzech i jej zastosowania np. do rachunkow
kupieckich.

Zajgcia ,,matematyki” w Quarcie byly prowadzone przez Laubera w wymiarze dwoch
godzin tygodniowo. Zawsze poswigcal je na wprowadzenie do geometrii, gdzie
zaznajamial uczniéw np. z katami i ich rodzajami.

W Tertii prowadzil cztery godziny tygodniowo. Dwie z nich zawsze poswigcal na
omoéwienie zagadnien geometrycznych. Zajmowat si¢ na nich planimetria (do twierdzen
dotyczacych podobienstwa), rozwiazywal z uczniami zadania konstrukcyjne oraz
wprowadzatl podstawy stereometrii. Pozostale dwie godziny poczatkowo poswigcal na
omoéwienie utamkéw zwyktych i dziesigtnych, proporcji i ich zastosowan, ciagow
arytmetycznych i geometrycznych oraz potgg, a takze pierwiastkow kwadratowych
i sze$ciennych. Od 1845 roku rozszerzyt to o zasady rozwigzywania rOwnan pierwszego
stopnia z jedna i dwiema niewiadomymi oraz réwnan kwadratowych.

W Secundzie (cztery godziny tygodniowo) powtarzal i rozszerzal wiadomosci
planimetryczne i stereometryczne zdobyte przez ucznidéw w Tertii, dodatkowo zajmowat
si¢ geometria analityczng (w tym trygonometria plaska), omawial logarytmy i ich
zastosowania oraz wprowadzal podstawy kombinatoryki. W 1835/1836 roku zakres
realizowanego materialu rozszerzyl o twierdzenie o dwumianie Newtona irozwia-
zywanie rownan diofantycznych, a w 1837/1838 dodat do tego jeszcze twierdzenie
wielomianowe. Dwukrotnie, w latach 1844/1845 oraz 1851/1852, w program nauczania
Secundy wprowadzat tez syntaktyke.

W Primie (do roku 1841/1842 — cztery godziny tygodniowo, pdzniej — trzy godziny)
program nauczania byt najbardziej zréznicowany. Jego stalym elementem Dbyto
rozszerzenie wiadomosci z Secundy. W zaleznos$ci od roku pracy wprowadzal tez nowe
zagadnienia i czegsto zajmowal si¢ nimi tylko przez rok, np. w latach 1829/1830 oraz
1840/1841 wprowadzal analityczng teori¢ stozkowych, w roku 1831/1832 zajmowat si¢
rachunkiem rézniczkowym i catkowym, w 1832/1833 — trygonometrig sferyczna i jej
zastosowaniami w astronomii, w 1835/1836 roku rozwiazywat rownania stopnia drugiego
i wyzszych, w 1839/1840 wprowadzit teorie funkcji tacznie z obliczaniem ich minimum
i maksimum, w 1841/1842 dodal do tego twierdzenie Taylora, a w 1851/1852 omawiat
ciagi arytmetyczne rzedu drugiego i rzedow wyzszych.

1.2.2 Podre¢czniki stosowane przez Laubera

W 1832 roku Kroélewskie Prowincjonalne Kolegium Szkolne polecito stosowanie na
matematyce Uber die Anfangsgriinde der hoheren Arithmetik [O podstawach arytmetyki
wyzszej] F. Mindinga ([27]), jednakze najprawdopodobniej nie byla ona
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wykorzystywana przez Laubera. W  spisach podrecznikow  umieszczonych
w sprawozdaniach szkolnych w latach pracy Laubera nigdy nie widniaty podreczniki
matematyczne. Jednakze jego éwczesny dorobek naukowo-dydaktyczny, a byt autorem
np. Elemente der Geometrie [Elementow geometrii] ([23]), Unterricht in der Reiner
Elementar-Mathematik [Wykladu czystej matematyki elementarnej] ([25]), Arithmetik
und Algebra [Arytmetyki i algebry] ([22]), pozwala przypuszczaé, ze w swojej pracy
z uczniami opieral si¢ na podrgcznikach swojego autorstwa lub tez na notatkach, ktére
shuzyty mu do napisania kolejnych.

Lauber poprzez swoja wybitna dziatalnos¢ nauczycielska i naukowa, ktéra oprocz
matematyki dotyczyta rowniez sposobu funkcjonowania szkét na poziomie gimnazjum
i przedstawiania rozwiazan, dzigki ktorym sprostalyby one wymogom stawianym im
przez dwczesne spoleczenstwo, zwrocit na siebie uwage Magistratu. Konsekwencja tego,
byto powierzenie mu w 1838 roku stanowiska dyrektora Gimnazjum Torunskiego. Byt to
jedyny przypadek w XIX-wiecznej dziatalnos$ci szkoty, gdy jej dyrektorem zostat
wczesniejszy nauczyciel Gimnazjum, pozostali byli wybierani z zewnatrz.

Ta decyzja Magistratu otworzyta przed Lauberem szans¢ dokonania zmian
w Gimnazjum Torufskim. Juz w 1824 roku napisat prace Uber den Einfluf des
naturwissenschaftlichen Unterrichts auf rein-menschliche Bildung [O bezpos$rednim
wplywie nauczania przedmiotow przyrodniczych na ,,rein-menschliche Bildung™?] ([24]),
w ktérej wuzasadnit nieoceniony wplyw nauk matematyczno-przyrodniczych na
ksztaltowanie mtodego cztowieka. Wedhug niego, optymalna forma ksztalcenia byloby
polaczenie nauczania humanistycznego z realnym ($cistym), przy réwnoczesnym
bazowaniu na nauczaniu humanistycznym w klasach najmtodszych i zaczat czyni¢ kroki
ku wprowadzeniu takiego typu nauczania w Gimnazjum Torunskim. Uwazal, ze jest to
szansa dla szkoly torunskiej, aby sta¢ si¢ instytucja kompleksowa, ksztatcaca zaréwno
przysztych prawnikéw, jak i inzynierow.

Po wielu latach badania zapotrzebowania spoteczenstwa oraz analizy réznych typow
ksztalcenia, zdecydowano, iz najlepszym wariantem dla Torunia begdzie Szkola Realna
z jezykami: lacinskim, niemieckim, francuskim i matematyka w wymiarze czterech
godzin tygodniowo oraz dwiema godzinami jgzyka angielskiego, przyrody, fizyki,
historii i geografii w kazdej z klas realnych. Reform¢ wprowadzono w zycie w 1855
roku.

1.3  Gimnazjum Klasyczne i Szkola Realna

Wraz z wprowadzeniem reformy otworzono dwie klasy Szkoly Realnej — realng
Tertie i realnga Secundg. Cykl ksztalcenia w szkole torunskiej wygladat wowczas
nastepujaco: klasy od najnizszej Septimy do Quarty byty klasami wspdlnymi, a nastgpnie
miat miejsce podzial na Gimnazjum Klasyczne i Szkote Realna. Po ukonczeniu Quarty
rodzic w porozumieniu ze swoim dzieckiem i jego planami na przyszto§é, miat
decydowaé o tym, czy posta¢ syna do klas gimnazjalnych (gdzie wigkszy nacisk
ktadziono na przedmioty humanistyczne, jednak matematyka wciaz byla wazna czgécia
planu zajg¢¢), czy do klas realnych, gdzie znacznie wigkszy nacisk ktadziono na
przedmioty matematyczno-przyrodnicze.

2 Rein-menschliche Bildung” jest to rodzaj ksztalcenia humanistycznego. Doktadnie opisano go w [9].
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Utworzenie Szkoty Realnej zmusito Laubera do zatrudnienia drugiego specjalisty od
nauczania przedmiotow matematycznych. Nauczycielem klas realnych zostat wowczas
Eduard Fassbender.

Poczatkowo, program realizowany w obu klasach realnych byt bardzo zblizony do
programu odpowiednich klas gimnazjalnych. Sytuacja zmienita si¢ dopiero w roku
szkolnym 1858/1859, kiedy to otwarto realna klas¢ Primg¢ i zwigkszono liczbe godzin
matematyki we wszystkich klasach Szkoty Realnej z czterech do sze$ciu godzin
tygodniowo. W 1860 roku otworzono tez realna Quart¢ (z matematyka w wymiarze
sze$ciu godzin tygodniowo).

1.3.1 Program nauczania

Analiza programdéw nauczania z lat 1858-1874, 1880/1881 oraz 1884/1885 pozwala
zauwazy¢, ze Fasbender, jak i inni nauczyciele, ktdrzy zostali zatrudnieni z biegiem
czasu, np. Otto Reichel, czy Maximilian Curtze, w klasach realnych opierali si¢ na
zagadnieniach, ktore przed reforma realizowal Lauber w klasach gimnazjalnych.
Jednakze z racji na wigksza dyspozycj¢ czasowa robili to duzo doktadniej niz ich
poprzednik. Wprowadzali tez nowe zagadnienia takie, jak np. analityczne podej$cie do
geometrii wykreslnej na podstawie pracy Fassbendera Abriff einer Einleitung in die
beschreibende Geometrie [Zarys wprowadzenia do geometrii wykreslnej] ([16]), czy
liczby zespolone wprowadzone w 1884/1885 przez Curtzego do programu nauczania
Secundy w Szkole Realnej. Natomiast klasom gimnazjalnym po reformie nieco
uszczuplono zakres realizowanego materiatu.

I tak, przyktadowo w 1869/1870 roku programy najstarszych klas Gimnazjum
Klasycznego i Szkoty Realnej byty nastgpujace:

o gimnazjalna Prima: stereometria, uzupehienie i rozszerzenie geometrii, ¢wiczenia
trygonometryczne, utamki tancuchowe i rownania diofantyczne pierwszego
stopnia.

o realna Prima: geometria wykreslna, stozkowe, permutacje, kombinacje, wariacje,
twierdzenie o dwumianie Newtona, rOwnania numeryczne trzeciego i czwartego
stopnia, liczby figuralne, ciagi arytmetyczne wyzszych rzedow.

1.3.2 Podreczniki

Material realizowany w klasach gimnazjalnych od Quarty wzwyz od 1858 roku
w gldwnej mierze oparty byl na tresciach zawartych w podrgczniku Die Elementar
Mathematik [Matematyka elementarna] L. Kambly’ego ([18]).

Uczniowie klas realnych korzystali natomiast z Anfangsgriinde der reinen
Mathematik fiir der Schul- und Selbst-Unterricht [Podstaw matematyki czystej dla
studiéw szkolnych i wilasnych] K. Koppe’go ([21]), Abrif einer Einleitung in die
beschreibende  Geometrie [Zarysu wprowadzenia do geometrii wykreslnej]
E. Fassbendera ([16]), a z biegiem lat tez z Algebraische Aufgabensammlung [Zbioru
zadan algebraicznych] E. Bardey’a oraz tablic logarytmicznych umieszczonych
w Logarithmisch-trigonometrisches  Handbuch [Poradniku logarytmiczno-trygono-
metrycznym] G. F. Vegi ([32]).

W roku 1884/1885 jedynym nauczycielem klas realnych byl Curtze i uznal, ze do
nauki stereometrii w realnej Primie lepszym bedzie Hauptsdfie der Elementar-

113



Mathematik zum Gebrauche an Gymnasien und Realschulen [Twierdzenia matematyki
elementarnej do wykorzystania w Gimnazjach i Szkotach Realnych] G. Mehlera ([26]).

2 Wyizsza szkola dla dziewczat

Na przetomie XVIII i XIX wieku panowal w Prusach poglad, ze celem zycia kobiety
jest dbanie o ciepto domowego ogniska, co w silny sposob oddzialywato na 6wczesne
podejscie do ksztalcenia dziewczat. Uwazano, ze nie ma sensu, aby pobieraly one nauki
na poziomie wyzszym niz podstawowy, poniewaz zdobyta tam wiedza i tak nie
przydalaby im si¢ w pdzniejszym zyciu. W Toruniu sytuacja byta o tyle zta, ze nie
istniaty szkoly elementarne dla dziewczat, a jedyna mozliwo$cia ich ksztalcenia byty
w tym czasie zaktady prywatne, czyli tzw. pensje.

Zmiang podejscia do wyksztatcenia kobiet wywotaty dopiero ich dzialania majace
miejsce w trakcie rewolucji francuskiej, a podzniej wojen napoleonskich. Zaczgto
dostrzega¢, iz ,,kobieta jest tak samo cztowiekiem jak me¢zczyzna, nie na to jest przecie
jedynie na $wiecie, zeby dzieci rodzila, ale zeby tez poznala stosunck swoj, jako
cztowieka do Boga, do $wiata i przyrody, do ko$ciota i ojczyzny, aby poznata dzieje
ludzkosci” ([8], s. 115). Znalazto to odzwierciedlenie w postawie Magistratu torunskiego,
ktory w 1820 roku nakazal nauczycielowi Gimnazjum doktorowi Johannowi Paulowi
Bormannowi zatozenie szkoly dla dziewczat ksztalcacej tak, aby ,,geografii, historii
powszechnej doskonate wyobrazenie miaty, jezykiem francuskim moéwity, listy Iub inne
wypracowania pisemne i rachunki potrzebne dobrze zrobi¢ mogty, do rysunkow, robot
kobiecych i do $piewania si¢ wprawialy, a stowem wtem si¢ éwiczyly, aby sig
w przysztosci w towarzystwie lub powotaniu jakiem znalez¢ potrafity” ([8], s. 104).
Szkota ta powstata jeszcze w tym samym roku i poczatkowo nazwano ja Tochterschule
fiir hohere Bildung, a z biegiem czasu zmienita nazwe na Hohere Tochterschule. W jej
sktad wchodzity trzy klasy, a nauka w kazdej z nich miala trwac trzy lata.

Od samego poczatku istnienia szkoly przyktadano w niej duza wage do wyksztatcenia
matematycznego. Dziewczgta uczyly si¢ tutaj dodawania, odejmowania, mnozenia
idzielenia, a wszystko po to, aby pdzniej mogly bez problemu prowadzi¢ ksiggi
rachunkowe gospodarstwa domowego.

W 1857 roku na stanowisku dyrektora szkoty zasiadt Adolf Prowe i niezwlocznie
przeksztalcit ja w placowke siedmioklasowa. W najwyzszej klasie, ktora nazwano:
Selekta, miat si¢ odbywacé kurs przygotowujacy do zawodu guwernantki domowej. Szesé
lat po6zniej Selekta byla juz klasa trzyletnia, ktéra konczyla si¢ egzaminem
nauczycielskim.

Dziatania Prowego doprowadzily do tego, iz w planach nauczania poszczego6lnych
klas zwigkszono liczbe¢ godzin rachunkéw, a po rozporzadzeniach Pruskiego
Ministerstwa Edukacji z lat 1886 i 1894, ktore miaty na celu ujednolicenie programu
nauczania we wszystkich zenskich szkotach $rednich, zwigkszono tez liczbg zajgé
z jezykow niemieckiego, francuskiego oraz angielskiego. Klasy nizsze mialy wowczas
trzy godziny rachunkow tygodniowo, a wyzsze — dwie godziny.

Reforma szkolnictwa z 1908 roku wyréwnata poziom ksztatcenia w szkotach meskich
i zenskich, a Hohere Tochterschule otrzymata nazwe Liceum, jej klasy nauczycielskie
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zostaly Liceum wyzszym. Na rok 1920 datuje si¢ powstaniec w Toruniu pierwszego
Miejskiego Gimnazjum Zenskiego.

3 Szkotla Srednia dla chlopcow

Szkota $rednia dla chtopcow, tzw. Knaben-Mittelschule, powstata w Toruniu w 1873
roku ([2], s. 382) i szybko zdobyta popularno$¢ wsréd mtodziezy, ktéra planowata
w przysztosci zasiada¢ na stanowiskach urzgdniczych. Jej szeroki zakres ksztatcenia
powodowal, ze liczba ch¢tnych do wstapienia w jej mury rosta z roku na rok.

W  Knaben-Mittelschule funkcjonowato szes¢ klas, z ktorych najstarsza byta
dwuletnia (nizsza i wyzsza) klasa I. Najwigkszy nacisk ktadziono tam na naukg jezykow
niemieckiego i francuskiego oraz przedmiotow matematycznych, a w nieco mniejszym
zakresie godzinowym nauczano religii (ewangelickiej i katolickiej), fizyki, chemii,
przyrody, geografii, historii, rysunkow, S$piewu, jezyka polskiego oraz kaligrafii
(niemieckiej 1 tacinskiej).

Zakres materialu realizowanego na przedmiotach matematycznych omoéwiony
zostanie na przykladzie programu nauczania z roku szkolnego 1881/1882 ([13]).
Uczniowie mieli wowczas dwa podstawowe przedmioty: rachunki oraz geometrig,
a wyzsza klasa I miata dodatkowo dwie godziny algebry tygodniowo.

Rachunki byly wyktadane w nastgpujacym tygodniowym wymiarze godzinowym (od
najnizszej klasy szostej do najwyzszej pierwszej): 5, 5, 4, 3, 3, 3, 1. Na zajgciach tych,
uczniowie klas od VI do IV zajmowali si¢ czterema dzialaniami arytmetycznymi:
dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem. Wpierw bylo to dodawanie
i odejmowanie (pisemne i pamigciowe) liczb naturalnych w zakresie od 1 do 100 oraz
mnozenie i dzielenie liczb w zakresie od 1 do 20 (klasa VI), nastgpnie rozszerzano to na
wigksze zbiory liczb catkowitych (klasa V) oraz przechodzono do obliczen na liczbach
mianowanych (klasa IV). Uczniowie klasy III poznawali utamki zwykle i dziesigtne,
natomiast drugiej — proporcje, prosta i zlozona reguta trzech oraz obliczali odsetki.
Program nauczania najstarszych klas obejmowal w gléwnej mierze pierwiastki
kwadratowe i szescienne oraz rachunki obywatelskie, czyli takie, ktorych znajomos$¢ byta
niezbedna w zyciu codziennym np. do obliczania rabatow. Wszyscy nauczyciele tego
przedmiotu, a byto ich siedmiu, opierali si¢ na podrgczniku Rechnenhefte [Zeszyty
rachunkowe] Pfliigera.

Zajgcia geometryczne rozpoczynano w klasie IV przedmiotem ,,Formenlehre und
Zeichnen” (Nauka o ksztattach i rysowanie) prowadzonym w wymiarze dwoch godzin
tygodniowo. Uczniowie zdobywali tutaj podstawy longimetrii® i planimetrii. W kolejnych
latach byta to juz ,,geometria” w nastgpujacym wymiarze godzinowym: 2, 2, 3, 3 i Scisle
opierano ja na podrgczniku Die Elementar Mathematik [Matematyka elementarna]
L. Kambly’ego ([18]). W klasie III powtarzano i uzupeliano wiadomosci zdobyte rok
wczesniej, natomiast w I przechodzono juz do omawiania cech przystawania trojkatow
oraz zapoznawano si¢ z rownolegtobokami. W nizszej klasie I omawiano wszystko co
dotyczy kota oraz obliczano i porownywano pola figur ptaskich, za§ w klasie wyzszej:
proporcje geometryczne, podobienstwa figur oraz poczatki stereometrii (w tym objgtosci

bryh).

* Longimetria, to dziat geometrii zajmujacy si¢ mierzeniem diugosci obiektow umieszczonych na linii prostej.
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Zajecia algebraiczne prowadzone w najstarszej klasie poswigcano dzialaniom
arytmetycznym na utamkach, potggom oraz rozwiazywaniu réwnan pierwszego stopnia
z jedna i wigcej niewiadomymi.

W celu kontrolowania wiedzy zdobytej przez uczniow w trakcie roku szkolnego,
w kwietniu odbywaty si¢ egzaminy publiczne, na ktdre zapraszano rodzicow i wszystkich
okolicznych mito$nikoéw nauki. Zazwyczaj kazda z klas byla egzaminowana z jednego
przedmiotu i rezerwowano na to 25-30 minut. Najczgstszym przedmiotem egzami-
nowania, obok jezyka niemieckiego, byly rachunki, i tak w 1882 roku egzaminowi
publicznemu z rachunkéw poddane zostaly dwie grupy zajeciowe, a pigé lat pdzniej —
trzy i jedna grupa z geometrii.

Wczesniej wspomniane, duze zainteresowanie szkota spowodowato, ze niezbednym
stalo si¢ sukcesywne zwickszanie liczby grup zajeciowych w ramach poszczegdlnych
klas. Przysporzyto tez problemoéw kolejnym dyrektorom, ktérzy z racji niewystarczajacej
liczby sal lekcyjnych w zajmowanym budynku, nie zawsze potrafili stworzy¢ uczniom
optymalne warunki do pracy. Zdarzato sig, ze grupy liczyly po 57-59 uczniow
(np. w 1887 roku ([14], s. 6)). Sytuacj¢ t¢ zmienilo dopiero przeniesienie Knaben-
Mittelschule w 1901 roku do nowego gmachu, dzigki czemu zaczgla ona dziataé
z wigkszym rozmachem.

4 Matura w Gimnazjach w Chelmnie, Inowroclawiu i Toruniu

Wprowadzenie egzamindow maturalnych w szkotach srednich bylo nastgpstwem
wieloletnich staran uniwersytetow, ktore upatrywaly w tym szans¢ wyréwnania poziomu
wyksztatcenia 0soOb zapisujacych si¢ na studia. Ostatecznie uregulowato to zarzadzenie
z 1788 roku ([7]) i okazato si¢ by¢ przedsigwzigciem na duza skalg. Niosto ono za soba
konieczno$¢ ujednolicenia programow nauczania we wszystkich szkotach $rednich na
terenie Prus.

Szeroki zakres reformy wymagal stopniowego wprowadzania zmian. Z czasem
pojawialy si¢ nowe zarzadzenia dotyczace zasad przeprowadzania egzamindw
maturalnych oraz wydawania $wiadectw dojrzatosci. Jedno z pierwszych wydano w 1817
roku i stanowito ono, iz na czele kazdej komisji egzaminacyjnej ma zasiada¢ komisarz
krolewski. Kolejne, to migdzy innymi:

o Jest dozwolone, aby pisemne prace maturalne z matematyki, fizyki i chemii
odbywaty sie w dwéch roznych dniach, ale w taki sposob, aby czas rezerwowany
na te wszystkie prace nie przekraczat 5 godzin. (13 stycznia 1866) ([19], 1866,
s. 33)

o Egzamin maturalny nie moze odby¢ sie wczesniej niz przed regulaminowym
czasem, powinien si¢ odby¢ na koniec semestru. (22 czerwca 1867) ([19], 1867,
s. 36)

o Przedmiotami maturalnymi dla wszystkich Gimnazjow sq: jezyk niemiecki, tacina,
grecki, francuski oraz matematyka i historia. Pozostate przedmioty nie sq
obowiqzkowe na egzaminie. Egzamin pisemny obejmuje zawsze wypracowanie
niemieckie, prace tacinskq oraz praktyczne zadania matematyczne. (Podane do
wiadomosci dyrektora Gimnazjum Torunskiego 30 czerwca 1874) ([19], 1874,
s. 27)
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W 1834 roku powstaly tez pruskie zasady egzaminowania (Das Preussische
Abiturienten-Priifungs Reglement) stanowiace podstawg do wydawania $wiadectw
dojrzatosci.

O egzaminach maturalnych z matematyki przeprowadzanych w Gimnazjum
Torunskim napisano w pracy [3]. Tutaj zostang one poréwnane z egzaminami matural-
nymi w dwoch okolicznych gimnazjach: Krélewskim katolickim Gimnazjum w cheb-
mnie” oraz Krolewskim Gimnazjum w Inowroctawiu.’

Pierwsze zachowane prace maturalne z Gimnazjum w Inowroctawiu pochodza z 1868
roku, dlatego analizie zostal poddany okres od 1868 do 1900 roku. Wnioski sa nastg-

pujace:
Cechy wspdlne:

1. W kazdej z tych szkot egzaminy maturalne odbywaty si¢ dwa razy do roku — po
semestrze letnim i po semestrze zimowym.

2. Egzaminy maturalne skladaly si¢ z dwoch czg$ci: pisemnej i ustnej. Jezeli uczen
wyjatkowo dobrze zdal egzamin pisemny, to komisarz krolewski, na wniosek
pozostatych czlonkow komisji egzaminacyjnej, mogt zwolni¢ ucznia z matury
ustnej.

3. Na pisemnym egzaminie maturalnym z matematyki uczniowie musieli rozwigzaé
cztery zadania. Zazwyczaj bylo to po jednym zadaniu arytmetycznym, plani-
metrycznym, trygonometrycznym i stereometrycznym. Zdarzato si¢ jednak, ze
zadanie arytmetyczne bylo wymieniane na zadanie z zastosowania matematyki
w fizyce.

Roznice:

1. Uczniowie kazdej ze szkot otrzymywali inne zadania maturalne, ktore czgsto
wymagaly rdéznego typu umiejgtnosci, np. w 1878 roku na maturze w Chetmnie
pojawito si¢ zadanie, ktére wymagato bieglosci w wykonywaniu rachunkéw na
liczbach zespolonych. Zadanie tego typu nie pojawilo si¢ na egzaminie
w Gimnazjum Inowroctawskim.

2. Zadanie planimetryczne w Gimnazjach Torunskim i Chelminskim zazwyczaj byto
zadaniem konstrukcyjnym, w Gimnazjum Inowroctawskim — analitycznym.

3. Uczniowie Gimnazjum Torunskiego i Chelminskiego zawsze mieli z gory narzu-
cony zestaw zadan maturalnych. Poczatkowo, podobnie byto w Inowroclawiu,
jednakze z biegiem lat maturzysci tej szkoty zaczeli mie¢ mozliwo§¢ wyboru.
W latach 1871-1882 kazdy z nich otrzymywatl cztery listy zadan: trzy zadania
arytmetyczne, trzy planimetryczne, trzy trygonometryczne oraz trzy stereo-
metryczne. Z kazdej z tych list musial wybra¢ jedno zadanie do rozwiazania. Od
roku 1883 zmieniono nieco zasady. Uczniowie otrzymywali trzy warianty
gotowych zestawow maturalnych, z ktérych wybierali najbardziej odpowiedni dla
siebie.

* Gimnazjum w Chelmnie zostato zatozone w 1837 roku. Funkcjonowato pod nazwa Kénigliche katholische
Gymnasium zu Culm.

* Gimnazjum w Inowroclawiu powstalo w 1863 roku jako Gymnasium zu Inowrazlaw. Od 1869 roku
funkcjonowato pod nazwa Konigliches Gymnasium zu Inowrazlaw.
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Powyzsza analiza pozwala zauwazy¢, ze sposoby przeprowadzania egzaminOw
maturalnych w Gimnazjum Torunskim i Gimnazjum Chelminskim byty bardzo podobne.
Natomiast roznice wynikajace z pordwnania ich z przeprowadzaniem matur w Gimna-
zjum Inowroctawskim, $§wiadcza o tym, ze jeszcze u schytku XIX wieku nie wszystkie
sprawy dotyczace matur byly uregulowane.

5 Przykladowe zestawy zadan maturalnych z matematyki

W celu przyblizenia tematyki zadan maturalnych, przytoczymy zestawy zadan, ktore
rozwiazywali uczniowie Gimnazjum Torunskiego przystgpujacy do egzaminow dojrza-
losci w 1866 roku ([19], 1866, s. 31-33). Niekiedy uzyto w nich wspoélczesnej termi-
nologii i oznaczen.

Gimnazjum Klasyczne (czerwiec 1866 roku)

Zadanie 1. Dane sa cztery kule o promieniu , ktdre sa styczne zewngtrznie. Na nich lezy
piata kula o promieniu —? Punkty stycznosci czterech pierwszych kul wyznaczaja

kwadrat. Kazdy wierzcholek tego kwadratu taczymy z punktami styczno$ci piatej kuli
z kazda z dwoch kul, ktére wyznaczaja dany wierzchotek. W ten sposob wyznaczona
zostala bryta, ktora jest ograniczona przez dwa kwadraty i osiem trojkatoéw réwno-
bocznych (jest ona réznica pomiedzy piramida $cigta i czterema czworo$cianami). Oblicz
objetos¢ tej bryty.

Zadanie 2. W trapezie AECD przekatne = i ' przecinaja si¢ pod katem = takim, ze
cosz = —-. Ponadto == = 1:32 oraz 4B =i |4D| = NE Znajdz =.

Zadanie 3. W trojkacie A5< dana jest dlugos$¢ boku A5 {{45]| = =}, dlugos¢ wysokosci
opuszczonej na ten bok {!CE!= £} oraz kat pomiedzy dwusieczna DE oraz bokiem EC

{(4DBC = o). Skonstruuyj trojkat.

Zadanie 4. Wiedzac, ze w ciagu arytmetycznym drugiego rzedu =, =3, a. = i3,
z- =42 oraz &, = 57, oblicz =

Gimnazjum Klasyczne (wrzesien 1866 roku)

Zadanie 1. W trojkacie A2C dany jest kat przecigcia dwusiecznych AZ i D2, dlugosé
dwusiecznej £ oraz jej odlegtos¢ od punktu £. Skonstruuj ten trojkat.

3 —

Zadanie 2. W ciagu arytmetycznym drugiego rz¢du =, = 22,4, - =12 a,_. =7 oraz
2, = 2. Oblicz =.

Zadanie 3. W czworoscian, ktorego krawedzie podstawy majq dlugos$é a oraz krawedzie
boczne maja dtugos$¢ &, wpisano kulg. Druga kule umieszczono tak, aby byla styczna do
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podstawy i1 przedtuzen §cian czworoscianu. Wiedzac, ze stosunek promieni tych kul
wynosi 1:4, znajdz zalezno$¢ pomiedzy = oraz =.

Zadanie 4. W trojkacie A5C kat przy wierzchotku 5 ma miarg¢ 337, ponadto srodkowa

Szkola Realna (egzamin nadzwyczajny w czerwcu 1866 roku)

Zadanie 1. Dwa towary zostaly zakupione za laczna kwote 125 talarow. Nastepnie,
pierwszy z nich zostat sprzedany za 21 talaréw, a drugi za 25 talarow. Wiedzac, ze po
sprzedazy, na pierwszym towarze zostato zarobionych tyle procent, co na drugim zostato
stracone, oblicz ceng zakupu kazdego z nich.

Zadanie 2. Wyznacz punkt przecigcia wszystkich wysokos$ci trdjkata o wierzchotkach

4 \ —_ 3 _ e T=%
A=(715), B=(2511)oraz C = {16,29)

Zadanie 3. Znajac dlugo$¢ jednego z bokdéw trdjkata, rdznice katéw przyleghtych do tego
boku oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat, rozwiaz go trygonometrycznie.

Zadanie 4. Czasza kuli, o objgtosci 451 #:°, ma pole powierzchni réwne 422 =~ Ile
m° ma odcinek kuli wyznaczony przez tg czasze?

W programach nauczania szkét srednich w XXI wieku nie widnieja ciagi
arytmetyczne drugiego rzedu, dlatego rozwiazemy zadanie 4 z czerwcowego zestawu
maturalnego dla ucznidéw Gimnazjum Klasycznego. Przypomnijmy:

Zadanie 4. Wiedzac, ze w ciagu arytmetycznym drugiego rzgdu z. =32, a. = 13
a- = 43 oraz a.. = 57, oblicz n.

Rozwiazanie.

Zanim przejdziemy do rozwiazania powyzszego zadania przytoczymy definicjg ciagu
arytmetycznego drugiego rzedu, mianowicie:

Definicja: Ciag (s, }.., nazywamy ciagiem arytmetycznym drugiego rzedu jezeli ciag
roznic jego kolejnych wyrazow (& ., —a. j,o_ jest ciagiem arytmetycznym.

Zauwazmy, ze w §wietle powyzszej definicji prawdziwy jest nastepujacy uktad réwnan:

= . — -
B B
=4, —a
=dag—a
= a; —a-
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gdzie » jest roznica ciagu (2 _. —a ) .. .

i

fh
H

Jezeli w powyzszym ukladzie rownan w miejsce a-, a. oraz a- wstawimy odpowiednio
3, 13 oraz 43, oraz tak zmodyfikowany uktad rozwiazemy, to otrzymujemy, ze:

’ -
Il

Zatem szukana warto$cia 7 jest 8.

Omowione programy nauczania przedmiotow matematycznych realizowane w XIX-
wiecznych szkotach $rednich Torunia, pozwalaja zauwazy¢, ze w kazdej z nich duza
wage przyktadano do ksztatcenia matematycznego. Miato to miejsce gtownie za sprawa
zarzadzen Ministerstwa Os$wiaty, ktore regulowalo programy nauczania we wszystkich
szkotach $rednich dziatajacych na terenie Prus.

Najlepiej ksztatcaca wowczas szkota byto Gimnazjum Torunskie. Wypuszczato ono
spod swoich skrzydet mtodziez, ktéra w przysztosci stanowita elite¢ intelektualng kraju,
rowniez w zakresie nauk matematycznych. U schytku XVIII wieku Gimnazjum
Torunskie ukonczyt pozniejszy wybitny matematyk Karol Hube ([1], s. 325). Od 1810
roku byl on profesorem Uniwersytetu w Krakowie, nazywanego woéwczas Szkota
Gtowna Koronng. Wyktadatl tam arytmetyke, algebrg, geometri¢ elementarng i trygo-
nometrig. W latach 1835-1837 byl rektorem tegoz Uniwersytetu, zwanego juz
Jagiellonskim.
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PANTOGRAF

KRISTYNA KRiZOVA

Abstract: The contribution deals with a mechanical instrument called Pantograph. Based
on homotheties, it helps to enlarge or reduce planar pictures. It was invented in the
17. century by Ch. Scheiner, a German astronomer. Many late sculptors used it for
creating statues. Now we can find its principle in many different mechanisms and
constructions.

1 Uvod

Pantograf je slovo odvozené zteckého pantds (pas = vSechen) a grdfos (grdafo =
kreslim). Oznacujeme jim pivodné jednoduché, avsak velmi dimysIné zafizeni slouzici
k mechanickému vytvateni zvétSenych ¢i zmensenych reprodukei rovinnych obrazi.

2 Historie

Prvni pantograf byl sestrojen vroce 1603 némeckym jezuitskym knézem
a astronomem Christopherem Scheinerem (1573-1650). K tomuto vynalezu ho pry
privedl jeden jeho pritel a vynikajici malif, ktery se jednou chlubil, ze dokaze
mechanicky pfekreslovat rovinné obrazky zmenSené ¢i zvétSené v daném méfitku.
Nechtél mu vSak prozradit tajemstvi svého zafizeni, pouze naznacil, ze pracuje s kruzidly
umisténymi v pevném stiedu.

Scheiner se po této prihod¢ pustil do experimentovani, jehoz vysledkem byl jesté
téhoz roku objev mechanismu, ktery nazval Parallelogrammum Lineare. Jeho zakladem
byl pohyblivy rovnobéznik (latinsky parallelogrammum) bez své vnitini ¢asti, tvofeny
tedy Ctyfmi ty¢emi v roli ptimek jeho stran (ptfimka = linea). Sviij objev jiz pod ndzvem
Pantographice (Cesky Pantograf) Scheiner publikoval o 28 let pozd€ji v traktatu
Pantographice sue ars delineandi [1]. V druhé ¢asti tohoto pojednani pak popisuje novy
typ perspektografu,' zaloZeny pravé na praci pantografu.

3 Popis

Scheineriv pantograf, stejné¢ jako nejjednodussi dosud pouzivané pantografy, se
skladal ze ¢tyt dievénych ty¢i vytvarejicich rovnobéznik (viz obr. 1). V bodech E, F, G
a H jsou umistény Cepy, v nichz se spojené tycCe otaceji. Body N, O, P jsou umistény tak,
aby lezely v jedné pfimce. V bod¢ P je pak tzv. psaci hrot 7, v bodé O tzv. ukazovaci
hrot Vavbodé X je celd konstrukce pfichycena k pevné podlozce. Toto uchyceni
umoznuje otaceni pantografu a tim jeho pohyb nad podlozkou. Pfi samotné praci se
polozi zvétSovany obrazek pod hrot V a prazdny list papiru pod hrot 7. Nasledné se
vyzkousi rozsah hrotu Vpo celé plose vzorového obrazku a jemu odpovidajici rozsah
bodu T po volném listu. Uchopenim pantografu v misté P psaciho hrotu a jeho pohybem
tak, aby hrot V sledoval obrysy originalu, vznika pod bodem 7 jeho zvétSeny obraz.

! Perspektograf je zafizeni uzivané malifi k vytvafeni obrazii odpovidajicich pravidltim linearni perspektivy.
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Zameénou psaciho a ukazovaciho hrotu Va T je mozno stejnym nastrojem vytvaret
také zmensSené obrazy. V tomto piipadé se pantograf uchopi opét v misté P (kde je nyni
umistén ukazovaci hrot) a zlehka se ptidrzuje druhou rukou v mist€ O (psaciho hrotu).
Dalsi obmeénou uziti tohoto zafizeni je pak posouvani bodii O a P (stale urcujicich pfimku
prochazejici otacivym bodem X), ¢imz dochazi ke zméné poméru zmenSeni, resp.
zvétseni.

Zjednodusenim tohoto pantografu je ptipad, kdy je sestrojen tak, aby v jedné piimce
lezely body N, H a P (viz obr. 2). V tomto pfipadé¢ se ukazovaci hrot umisti pfimo do
bodu H (bod O neni potieba). Zména poméru zmenseni se pak provadi posunutim cepti
v bodech E, F do ptipravenych otvort odpovidajicich pozadovanému poméru.

Od doby svého vzniku se mechanismus tohoto zafizeni nijak nezménil. Ménil se
pouze design, pouzité materialy nebo jeho uplatnéni.

Obr. 1: Scheinertv pantograf Obr. 2: Zjednoduseny pantograf

4 Princip

Princip celého Scheinerova pantografu spoc¢iva v uziti stejnolehlosti, geometrického
podobného zobrazeni, které se i v dnesni dobé u¢i mnohé déti jiz na zakladni Skole.
V Scheinerové dobé, tedy na pocatku 17. stoleti, vSak pojem geometrického zobrazeni
neexistoval, a proto byl objev tohoto zafizeni vysledkem pokusii a experimentovani
sriznymi konstrukcemi, jejichz spravné fungovani bylo az nasledné ovéfovano
praktickym pouzitim.

Promitneme-li Scheineriiv pantograf kolmo na rovinu podlozky, muzeme si jej
zjednodusené predstavit jako utvar dany body E, F, G, H, N=X, O=V a P=T (viz obr. 3).
Protoze usecky EG a FH jsou rovnobézné, sviraji se stranou XE shodné uhly. Z toho
plyne, ze trojuhelniky XVF a XTE jsou podobné (podle véty uu). To znamend, ze pro
délky jejich stran plati iméra

|XT| : |XV]| = |XE| : |XF| = k.

Pohybem pantografu zlstava podobnost téchto trojuhelnikd i s pomérem podobnosti
zachovana. Zarovenl body T a V lezi vzdy na pfimce prochdzejici pevanym bodem X.
Dohromady tak dostavame, ze body 7 a V jsou vic¢i sobé ve vztahu stejnolehlosti se
sttedem X a koeficientem k. Tedy i vysledny obraz vytvoreny bodem T a vzor opisovany
bodem V jsou navzajem podobné ve zminéné stejnolehlosti.
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obr. 3: Stejnolehlost v pantografu Obr. 4: Scheinertv perspektograf

5 Perspektograf

Na zékladé objevu pantografu vytvoril Scheiner i vlastni typ perspektografu (viz
obr. 4 znazornujici ilustraci z [1]). Na rozdil od vSech do té doby pouzivanych nastroji
a pomticek, jako byly rizné ramy a desticky pfipevnéné ke stolu (jejichz autory byli napf.
Albrecht Diirer, Leonardo da Vinci a dalsi), bylo jeho vyhodou to, Ze malif nepotieboval
pii praci zadného pomocnika a piimo vytvarel spojity vysledny obraz (bez dalSich
pomocnych obrazii ¢i bodovych reprezentaci).

Scheinertiv perspektograf se sklada z dievéného ramu KQNH (viz obr. 4), jehoz jednu
polovinu tvoii obdélnikova deska LONO, piedstavujici realnou rovinu, na niz vznika
vysledny obraz. Druhou polovinou je imaginarni rovina ur¢ena obdélnikem KLOH, v niz
malif pozoruje zobrazovany predmét. Cela tato pracovni plocha je pak upevnéna ve svislé
poloze mezi malife a objekt na stlil nebo specialni stojan. Nad pracovni plochou je dale
umistén pohyblivy pantograf. Pfipevnén je k rdmu v bod¢ C, kolem kterého se otaci.
V bodé M je umistén ukazovaci hrot, kterym malif sleduje obrysy zobrazovaného
predmétu, a pohybem pera umisténého v bodé B se zaznamenava jeho obraz na list papiru
na desce LONO. Aby nedochazelo k tomu, ze se malif bude divat na objekt pokazdé
z jiného bodu, upevni si pred sebe jest¢ kukatko a cely prostor sleduje pii praci jen
prostfednictvim tohoto kukatka.

Z rozboru funkce pantografu jiz vime, ze ukazovaci hrot a pero vytvari navzajem
stejnolehlé obrazy. Obraz, ktery pozoruje malif v imaginarni roving, je perspektivnim
obrazem daného objektu. Proto i jeho stejnolehly obraz musi byt spravnym perspektivnim
znazornénim pozorovaného objektu.

6 3D pantograf

Podobné jako Scheineriv pantograf slouzi ke kresbé zvétsenych a zmensenych obrazl
dvourozmérnych utvard, 3D pantograf slouzi k vytvafeni zvétsenych ¢i zmensenych kopii
trojrozmérnych objekti. Jako prvni sestrojil zminéné zatizeni koncem 18. stoleti skotsky
fyzik James Watt (1736-1819). Dale jej zdokonalil britsky sochat Benjamin Cheverton
(1796-1876) ve spolupraci s technikem Johnem Isaacem Hawkinsem (1772-1855), ktefi
spolecné zfejme jiz kolem roku 1828 navrhli tzv. zmensSovaci zarizeni k vytvareni
zmensenych replik zndmych sochatskych dél (patentovano bylo v roce 1844). Od té¢ doby
bylo pouzivano v manufakturach na vyrobu soch zkeramiky, slonoviny a dalSich
materialti. Dnes se stejny postup vyuziva naptiklad pfi navrhovani reliéfu minci.
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3D pantograf se skladd z Scheinerova pantografu volné pfipojen¢ho body N, E, F
(z obr. 2) k pevné ose, v nichz je vSak pantografu umoznén jak pohyb v roving, kterou
sam vytvari, tak rotace kolem této osy. V bodech H i P byly ptvodné umistény jen
ukazovaci hroty, pozdéji se do bodu, v némz vznikala vysledna socha, zacala umist'ovat
treba i elektricka zatizeni na odebirani hmoty.

Pantograf se pouziva také obracenym zpisobem ke zvétSovani soch, kdy si sochat
nejprve vytvoii zmenSeny model budouci sochy a ptiblizny skelet vysledné sochy ve
skute¢né velikosti. Nasledné umisti model i kostru do spravné vzdalenosti od vodorovné
osy pantografu tak, aby odpovidaly zvolenému poméru podobnosti. Poté sochai pohybem
prodlouzené piicky EH ukazuje jednotlivé body na zmenSeném modelu a jeho asistent
soucasné na skelet zaznamenava zapichovanim kratkych ty¢inek, kolik hmoty bude
potieba v kterém misté jesté ptidat. Na zavér, kdyz uz vysledna socha méla jasny tvar, se
stejnym postupem pomoci hrotu v bod¢ P mohly doplnit jemné detaily.

7 Zavér

Pojmenovani pantograf se ¢asem z pivodniho oznaéeni rysovaciho zatizeni rozsitilo
také na samotny mechanismus pohybu pouzitého rovnobézniku. Dnes jim byvaji
oznaCovana i celd zafizeni vyuzivajici jeho principu. Tento mechanismus tak muzeme
najit v nejruznéjSich polohovatelnych ramenech, sbéracich elektrického proudu ¢i

vysunovacich konstrukcich tvotenych opakujicimi se rovnobézniky, a to od hracek (napf-.
Hobermanova sféra) az po samopodpérné konstrukce ve stavitelstvi.
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TALES, PYTAGORAS, EUKLIDES A VZNIK
MATEMATIKY AKO DEDUKTIVNEJ
DISCIPLINY

LADISLAV KVASZ

Abstract: The aim of the paper is to offer an interpretation of the birth of mathematics as
a deductive discipline. In contrast to the classical interpretations of this change, we
interpret it as a change of the mathematical language. Comparing the styles of reasoning
used by Thales, Pythagoras and Euclid we try to characterize the main stages in the
development of the language of mathematics on its road towards the deductive proof.

1 Matematika v Talesovom pojati

Z tvrdeni, ktoré su pripisované Talesovi, prvé Styri uvadza Proklos v Komentdri k prvej
knihe Euklidovych zdkladov [4], zvy$né dve pochadzaju od Diogena Laertského — z jeho
Zivotopisov vyznamnych filozofov [2]:

T1: Priemer deli kruh na dve rovnaké casti.

T2: Oproti zhodnym strandm leZia v trojuholniku zhodné uhly.

T3: Vrcholové uhly si zhodné.

T4: Trojuholniky, ktoré sa zhodujii v dvoch strandch av uhle nimi zovretom, si
zhodné.

T5: Urcil vysku pyramidy zmeranim dizky jej tiefia vtedy, ked md predmet rovnakii
dlzku ako jeho tieii.

T6: KaZdy uhol nad priemerom je pravy.

Nasim cielom je pokusit’ sa odhalit’ kognitivnu (a lingvistickl) jednotu tychto Siestich
tvrdeni. OpiSeme ako inovacie, ktoré Tales prinasa oproti egyptskej a babylonskej
matematike, tak aj ur¢ité obmedzenia ¢i nedostatky Téalesovho pojatia.

1.1 Hlavné inovacie Talesovho pojatia matematiky

Talesovi pripisované tvrdenie, ze priemer deli kruh na rovnaké cCasti, je povazované za
jednu z prvych viet matematiky. Proklos zdoraznuje, ze Tales svoje tvrdenie dokazal, ¢im
sa stal zakladatel'om deduktivneho pristupu v matematike (oproti praktickej matematike
Egypta a Babylonu). Téalesova veta je zvlastny pripad vety o stredovom a obvodovom
uhle (uvedenej v tretej knihe Euklidovych Zdkladov), ked stredovy uhol je rovny 180°.

Ako predchodcu Talesovej geometrie mozno vziat' egyptska a babylonski geometriu,
ktoré boli dominantne zalozené na pocitani. Tales na miesto kvantitativnej kalkuldcie, na
ktorej bola zalozena egyptska a babylonska matematika, polozil kvantitativnu evidenciu.
Tato evidencia je aritmeticka, lebo spoéiva v rozpoznani rovnosti dvoch uhlov, dizok, ...
Avsak na rozdiel od kalkulacie, ktorej vztah k pocitanym veli¢inam bol v egyptskej
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a babylonskej matematike pomerne vol'ny (Casto nevieme rekonstruovat’, o pisar vlastne
pocital), talesovska evidencia ma vysokt mieru kontrolovatel'nosti a istoty.

Na vetach pripisovanych Talesovi mozno rozpoznat cCosi ako Tdlesov princip
zhodnosti. Ak sa totiz zamyslime nad charakterom tychto tvrdeni, vidime, ze vécSina
z nich spociva v nahliadnuti ur€itej zhodnosti, ktora je ¢asto dosledkom symetrie titvaru,
ktorého sa tvrdenie tyka. Ked s utvarom vykondme urcita transformaciu, jeho tvar sa
nezmeni. Ked’ si tuto nemennost' vSimneme, tvrdenie sa stava evidentnym.

1.2 Hlavné nedostatky Talesovho pojatia matematiky

Talesovej geometrii chyba v§eobecnost’ tvrdeni. Pred kazdou vetou Talesovej geometrie
sice stoji vSeobecny kvantifikator: kazdy priemer deli kruh na dve rovnaké Casti, kaZdy
uhol nad priemerom je pravy... Napriek tomu si vSak nemozno nevSimnut’, zZe prislusné
tvrdenia sa tykaju zakazdym iba uzkej skupiny $pecialnych utvarov. Sice kazdy uhol nad
priemerom je pravy, ale tato veta sa tyka iba jedného druhu tetiv kruhu — jeho priemerov.
Ked’ tito vetu porovname s Euklidovou vetou o obvodovom uhle, vidime, ze Euklidova
veta je vSeobecnejSia — tyka sa vSetkych tetiv kruhu, nielen priemerov. Vo vetach
pripisovanych Talesovi sa spravidla tvrdi rovnost’ (napriklad rovnost’ v§etkych uhlov nad
priemerom), kdezto u Euklida existuje rad inych vzt'ahov (napriklad pomer 2:1 medzi
stredovym a obvodovym uhlom). Vety Talesovej geometrie su Specidlneho druhu, viazu
sa na jeden druh geometrickych Utvarov a konstatujii rovnost jeho urcitych aspektov.

Vsetky vety dokazané Talesom sa tykaju vlastnosti jediného objektu alebo nanajvys
dvoch zhodnych objektov. Preto d’alSou spolo¢nou ¢rtou viet Talesovej geometrie je to,
ze sa tykaju izolovanych geometrickych utvarov. Talesovi chyba princip syntézy, princip,
ktory zjednocuje jednotlivé objekty v celok. V matematike ma syntéza dvojaky charakter
— na jednej strane je to konstrukcia, zjednocujica casti v celok, a na druhej dedukcia,
ktora zjednocuje predpoklad s dosledkom. Talesovej geometrii chyba konsStrukcéne-
deduktivna syntéza prvkov. Tales opisuje izolované, jednoduché utvary — kruh,
rovnoramenny trojuholnik, polkruh (tj. chyba konstrukéna syntéza), a vsetky jeho
ddkazy majui povahu bezprostredného nahliadnutia (t.j. chyba deduktivna syntéza).

Nie je tazké si uvedomit’, ze vety, ktoré tradicia pripisuje Talesovi, mozno dokazat’
manipulaciou (v skuto¢nosti ¢i v predstave) s danym tutvarom. Ked’ kruh prehneme cez
priemer, dve polovice sa budu kryt. Podobne ked trojuholnik s dvomi zhodnymi
stranami preklopime podla osi uhla, ktory tieto strany zvieraja, bude sa kryt’ s povodnym,
ateda st zhodné uhly oproti prislusnym stranam. Vidime, Ze dokaz u Talesa nema
povahu sledu argumentov, ale ide o bezprostredné nahliadnutie pravdivosti tvrdenia na
zaklade vhodnej manipuldcie s vitvarom (prelozenia, preklopenia podl'a osi ¢i otoCenia).

2 Matematika v Pytagorovom pojati

Tak ako v pripade Talesa, aj v pripade Pytagora sa pokusime rekonstruovat’ kognitivny
Styl jeho matematiky vychddzajiic z obrazu, ktory sa o Pytagorovi a Pytagorejcoch
zachoval v tradicii. Uvedomujeme si problémy spojené s nedostatkom svedectiev (pozri
[1], [7] a [8]), ale domnievame sa, ze ak sa podari v poznatkoch pripisovanych
Pytagorovi (podobne ako tomu bolo v pripade Talesa) odhalit’ urcity jednotny kognitivny
Styl, podpori to hypotézu o existencii jeho tvorcu.
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2.1 Hlavné inovacie Pytagorovho pojatia matematiky

Je zname, ze pytagorejci pripisovali ¢islam ontologicky status a povazovali ich za sucna,
dokonca za arché. Pytagorejska matematika povySuje na troven ontologického substratu
objekty predchddzajicej idealizdcie (t.j. Cisla, na ktorych bola zalozend matematika
v Egypte a Babylone), obohatené o urdity aspekt idealizdacie novej. Pytagoras berie Cisla
a obohacuje ich o polohu a tvar v teérii figuralnych ¢isel. Cisla umoziuji pytagorejcom
zjednotit’ najrozli¢nejsie javy (hudobnu harmoéniu, geometrick podobnost’, astronomicktl
periodickost’) do jednotného ramca, ¢im prepoziciavaju svetu ontologicku jednotu. ,,Svet
Jje jednota protikladov vyjadrend v podstate cisla.*

Proklos v suvislosti s Talesom uvadza pozoruhodny detail, ze Tales dokazal zhodnost’
trojuholnikov za predpokladu zhodnosti ich dvoch stran a uhla nimi zovretého, ale nazval
tieto trojuholniky ,,po starom podobnymi*. Téles akoby podobnost, ¢o je pre geometriu
fundamentalnym javom, stotoznil so zhodnostou. AZ jasné pochopenie rozdielu medzi
zhodnost'ou a podobnostou odhal'uje zvlastny nedostatok Talesovej geometrie, ze totiz
jej vety su vetami o zhodnosti. Vidno to na merani vy$ky pyramidy, kedy samozrejme
vobec nie je nutné Cakat,, az kym budt tiene telies rovnako dlhé ako ich vyska, ale staci
v 'ubovol'nom okamihu urcit, kol'kokrat je tieit dlhsi nez teleso, a v rovnakom pomere
bude aj vyska pyramidy k dizke jej tieha. Takto (pomocou &iselnych pomerov) by asi
postupovali pytagorejci. Tales vSak geometriu zalozil na zhodnosti, a tak musel pockat,
az budu dizka telesa a jeho tiefia rovnaké. Talesovska geometria dokaze dat’ do suvisu iba
uréity jav s tym istym javom pritomnym na danom alebo na zhodnom objekte. Je to
preto, ze zhodnost identifikuje ako telesné (alebo mentalne) prekrytie objektov.

Az pytagorejci prechodom k aritmetickej ontologii postulovali za kazdym javom jeho
aritmeticky substrat, a mohli tak za zaklad geometrie polozit’ podobnost’, ktora je dana
konstantnym pomerom zodpovedajucich si ¢isel. Radikalnost’ tohto posunu mézeme dnes
iba tazko docenit, pretoze pre nas je podobnost, chapana ako konstantnost’ pomerov,
geometrickym javom a ked’Ze disponujeme pojmom realneho ¢isla, iseckam automaticky
pripisujeme pomery. Ale bola to az pytagorejskd redukcia geometrie na cisla, ktorad
umoznila vypracovat’ pojem podobnosti. Dva utvary st podobné, ked’ ¢isla prislichajiice
ich koreSpondujiicim si diseckam st v rovnakych pomeroch. Musime si odmysliet’
euklidovsku techniku prirad'ovania pomerov priamo useckam bez sprostredkujiceho
¢lanku aritmetickej ontoldgie, aby sme pochopili vyznam tejto aritmetickej redukcie.

Ked zoberieme Pytagorovu vetu ako jeden z hlavnych poznatkov pytagorejskej
matematiky, okamzite si v§imneme rozdiel oproti vetam Talesovej geometrie. Pytagorova
veta, ze sucet Stvorcov nad odvesnami pravouhlého trojuholnika sa rovna $tvorcu nad
preponou, je veta o zloZenom objekte. Hovori o $tvorcoch nad odvesnami a preponou
pravouhlého trojuholnika. V jej euklidovskej verzii vystupuju aspon Styri objekty —
trojuholnik a tri Stvorce. Dokaz Pytagorovej vety, uvedeny van der Waerdenom v [7], je
blizky poévodnému Pytagorovmu ddékazu. Obsahuje jednu pomocnu Ciaru, ktora deli
trojuholnik na dva podobné. Dokaz je retazcom pozostavajucim z evidencii
a kalkulativnych krokov:

a b

Cy (&)
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Z podobnosti malého trojuholnika s celym dostdvame
a:c =c:a preto a =c.c
analogicky
b:cy=c:b preto b =c.c
a teda s¢itanim identit uvedenych vpravo mame
2,52 _ _ _
a +b = c.citc.o = c. (c1+c) = c

V tomto dokaze mame do Cinenia so Styrmi krokmi: 1. podobnost’ trojuholnikov
vyjadrime pomocou pomeru ¢isel zodpovedajlicim ich stranam; 2. tieto pomery upravime
podla pytagorejského principu, ze sucin vonkajsich clenov pomeru je rovny sucinu jeho
vnutornych ¢lenov; 3. takto vzniklé identity sCitame a 4. vysledok upravime. Takze oproti
talesovskej geometrii, ktorej vety sa tykali izolovanych objektov a dokazy mali povahu
bezprostredného nahliadnutia, pytagorejska matematika prindSa syntézu prvkov dtvaru
(tj. Stvorcov nad stranami trojuholnika) ako aj syntézu krokov dékazu. Este to nie je
konStrukcne-deduktivna syntéza, ako ju pozname z Euklidovych Zdkladov, ale skor
aritmeticka syntéza. Pytagorejskd matematika zasadzuje izolované utvary talesovskej
geometrie do vzajomnych suvislosti pomocou aritmetickych vztahov. Tieto aritmetické
vztahy Euklides nahradi konstrukéne-deduktivnymi vztahmi.

Okrem aritmetickej syntézy charakterizuje prechod od Talesa k Pytagorovi aj narast
vSeobecnosti. Vety talesovskej matematiky su v zasade vety tvrdiace zhodnost a teda sa
tykaju roznych vyskytov jediného geometrického javu (uhla urcitej velkosti alebo usecky
ur¢itej dizky). Preto aj ked’ st formulované ako vieobecné tvrdenia (napriklad, Ze
v kaZdom rovnoramennom trojuholniku lezia oproti zhodnym stranam zhodné uhly), fakt,
ktory tvrdia, je dost’ Specidlny (identitou dvoch uhlov) a tyka sa pomerne iizkej triedy
objektov (rovnoramennych trojuholnikov).

Pytagorejské pravidlo, ze ,,v kaZdom pomere je siicin vonkajsich clenov rovny sicinu
vaiitornych®, ktoré sme pouzili pri dokaze Pytagorovej vety, ma iny typ vSeobecnosti nez
Talesova veta o rovnoramennom trojuholniku. Toto pravidlo mozno v zdsade pouZzit na
lubovolné utvary, pravouhlé, rovnoramenné a l'ubovolné iné. Netvrdi ziadnu identitu
uhlov ¢&i dizok, ale napriklad o ttvare uvedenom vyssie tvrdi, Ze od pomerne zrejmého
vztahu a : ¢ = ¢ : a, ktory bezprostredne vyplyva z podobnosti, mézeme prejst’ ku
vztahua® = c. ¢y, ktory je uz menej zrejmy. Pytagorejské pravidlo umoziiuje teda prejst’
od vztahu a : ¢, = ¢ : a ku vztahu a®> = c. ¢;. Nejde o nejaky fakt, ale skor o pravidlo,
zvéazujuce dva rozne fakty.

Aby bolo mozné najrozli¢nejSie javy takto davat’ do vzdjomného suvisu, postuluju
pytagorejci spolocnu jednotku, ktord umoznuje prejst od jedného javu k druhému
a pomocou aritmetickych kalkulacii preniest’ vztahy z jedného javu na druhy. Spolo¢na
jednotka tak zabezpecuje prepojitelnost’ javov do spolo¢nej kalkulativno-argumentacnej
schémy. Argumentacia tu eSte nema charakter dedukcie, aki nadobudne u Euklida, ale
Casto (napriklad v uvedenom dokaze Pytagorovej vety) ide o manipulaciu s ¢islami.
Takto pytagorejska aritmeticka syntéza ma spolocné ¢rty s Talesovou manipulaciou, ale
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na rozdiel od nej, tu sa nemanipuluje s fyzickymi predmetmi, ale s ¢islami, teda
s idealnymi objektmi predchadzajucej idealizacie.

2.2 Hlavné nedostatky Pytagorovho pojatia matematiky

Podl'a Aristotelovho svedectva povazovali pytagorejci ¢isla za nieCo materialne. Sama
o sebe je tato ¢rta nepochopitelnd, dnes si iba tazko vieme predstavit’ Cisla ako telesné
substancie. Toto stotoznenie latky a Cisla znemoznuje oddelit’ kauzalne vzt'ahy existujice
v materidlnom svete od nevyhnutnych vztahov platnych vo svete matematiky a tym
vlastne aj viest’ 'ubovol'ny dokaz.

V pytagorejskej matematike existuje problém so spojenim dvoch aspektov tedrie, a to
kalkulativneho a deduktivneho. Tento problém pytagoreizmu mozno interpretovat’ ako
neoddelenost’ kalkulativnej a argumentativnej syntézy. Problém spociva vtom, ze
kalkulativna a aregumentativna stranka dokazu st nekontrolovatel'ne zmiesané, a Casto sa
argumentuje priamo pocitanim, manipuldciou s ¢islami. Vo vSeobecnosti mdzeme
hovorit' o vztahu kalkulativnej a argumentativnej syntézy v pytagoreizme. Zda sa, ze
matematika vyzaduje oddelenie tychto dvoch druhov syntézy — tak ako sa stym
stretdvame u Euklida.

Nesumeratelnost’ strany a uhlopriecky $tvorca bol asi najvyznamnejSim objavom
pytagorejcov. Je to poznatok, ktory vyjadruje urciti naprosto vSeobecnu vlastnost’ Cisel.
Nesumeratel'nost’ nie je ni¢ konkrétne, nie je to vlastnost’ ur¢itého konkrétneho tutvaru,
ako boli vety talesovskej geometrie, ale vlastnost’ systému vsetkych ¢isel — vlastnost’,
ktord hovori, Ze pomer strany a uhlopriecky Stvorca nie je mozné vyjadrit pomocou
Ziadnych éisel. Tuto mieru v§eobecnosti Tales nikdy nedosiahol.

Objav nestimeratelnosti rozvratil pytagorejskii koncepciu matematiky. Euklidove
Zdklady predstavuji do vel’kej miery prebudovanie pytagorejskej matematiky a korekciu
jej osudovej chyby (ked’ na miesto ontologickych zdkladov, na ktorych postavil svoju
stavbu Pytagoras, polozil Euklides axiomatické Zdiklady). Nesimeratelnost’” znamena
zrutenie pytagorejskej doktriny. Univerzalnost” tohto zratenia sved¢i o univerzalnosti
samotnej doktriny, ze svet je harmonia protikladov vyjadrend v podstate cisla. Téato
doktrina nehovori o nejakom kruhu rozdelenom priemerom na dve casti, alebo
o rovnoramennom trojuholniku, ale o svete v jeho celistvosti. Aj ked’ sa tato doktrina
zrutila, je dokladom radikalnej v§eobecnosti pytagorejskej matematiky.

Okrem neschopnosti zahrnut' nesumeratel'nosti do svojej teérie (Co by sme mohli
oznacit’ terminom expresivnej otvorenosti pytagorejskej matematiky) ma pytagoreizmus
aj d’alsi zasadny nedostatok, ktorym je logickd otvorenost’ matematiky. Pytagorejsky
dokaz spociva v odvodeni dan¢ho tvrdenia zo zékladnejSich tvrdeni, ktoré su povazované
za zrejmé. AvSak obraz otom, Co pri takomto odvodzovani vlastne mdzeme pouZit,
ostava neurcity. Rovnako, ako je neurcité to, Co treba povazovat za jednotku, teda ako
hlboko treba ist' vrozkladani daného objektu na jednoduché (az nakoniec objav
nestimeratelnosti ukazal, ze u niektorych javov spolo¢nd jednotka neexistuje), ostava
neur¢itym aj to, ¢o mame povazovat’ za princip, ¢ize ako hlboko treba ist’ v rozkladani
daného tvrdenia na jednoduchsie.

Zékladnou pytagorejskou inovaciou, ktora mala rozhodujuci vplyv na d’alsi rozvoj
matematiky, bolo vytvorenie ontologickej bazy matematiky. Tym, ze kazdy matematicky
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jav ziskal ontologické ukotvenie v ¢islach a ich pomeroch, matematika ziskala nesmierne
silny nastroj syntézy, ktory sme ilustrovali na dokaze Pytagorovej vety. Kedze dizky
stran trojuholnika s# ¢isla a jav podobnosti je uréeny ¢iselnymi pomermi, Ciselné pomery
mozno aritmeticky upravovat’ a takto ziskané ¢iselné vztahy je mozné séitat’, odvodili
sme platnost’ Pytagorovej vety. Toto odvodenie ma vsak jeden zavazny nedostatok. My
vlastne nevieme urcit’ ¢islo, ktoré prislucha strane daného trojuholnika, nevieme, ¢o je
jednotka a kolko takychto jednotiek je obsiahnutych v jednotlivych stranach. Objav
nestumeratel'nosti ukazal, ze ur€itym javom ziadne ¢isla priradit’ nevieme. Rovnoramenny
pravouhly trojuholnik sa vymyka jazyku cisel. To je fatalny nedostatok, lebo tym sa
rozpada cela kalkulativne-argumentac¢na syntéza.

Uvedené negativne aspekty nepovazujeme za chyby ¢&i neddslednosti Pytagorovho
myslenia, ale ide o epistemologick(l ¢rtu jazykového ramca pytagorejskej matematiky.
Problémom je, ze Pytagoras pouziva pre geometrické javy (ktoré skumal Tales) jazyk
aritmetiky ako ramec pre ich kalkula¢ne-argumenta¢nu syntézu. Na jednej strane musime
uznat Pytagorovu zasluhu na tom, ze si uvedomil, Ze nie je mozné vybudovat cisto
fenomenalnu matematiku (o ak( usiloval Tales). Vytvorenie ontologickej bazy bolo
zasadnym krokom vpred vrozvoji matematiky. To, ze ¢isla nemoézu splnit’ ulohu
ontologického zakladu matematiky, t.j. Ze nie je mozné vytvorit uplny a racionalne
kontrolovatel'ny preklad geometrickych javov do jazyka aritmetiky, nemozno Pytagorovi
vycitat. Vo svojej dobe nemal k dispozicii ni¢ lepSie. Ked uz bola prislusna ontologia
vytvorend, bolo omnoho jednoduchsie (Euklidovi) jej nedostatky odstranit’ a pretvorit’ ju
v ing, fungujlicu ontologiu.

3 Matematika v Euklidovom pojati

Na rozdiel od Talesa a Pytagora u Euklida mame k dispozicii rozsiahly korpus, takze je
mozné tento bod presnejSie vylozit, atak dodat’ aj ostatnym dvom zlozkam naSej
konstrukcie (talesovskej a pytagorejskej) nepriamo urciti podporu. U Euklida nebudeme
hovorit’ o nedostatkoch jeho pojatia matematiky, lebo Euklidovo pojatie je pre
matematiku konstitutivne. To neznamena, ze by na jeho diele nebolo ¢o opravovat. Toto
opravovanie vSak uz patri do dejin matematiky a nie do vykladu jej vzniku.

3.1 Prebudovanie matematiky na geometrické zaklady

Jednou z najdolezitejSich euklidovskych inovacii bolo oddelenie matematiky od jej
pytagorejského aritmetického substrdtu (nepiSeme Euklidovej ale euklidovskej, lebo
toto oddelenie sa udialo eSte v Platénovej Akadémii a uskuto¢nili ho pravdepodobne
matematici ako Eudoxos a Teaitetos) a jej prebudovanie na geometrickych zdakladoch. Je
vSak doélezité, ze geometricky tvar sa po pytagorejskej epizode nevratil spiat’ do roviny
perceptivnych kvalit, ako tvaru rozumel Tales, ale zachoval si siet’” vztahov podobnosti
a proporcii, do ktorych ho Pytagorejci pomocou svojej aritmetickej ontologie zaplietli.
Jednozna¢né kvantitativne vztahy medzi réznymi ¢astami geometrického utvaru uz sice
nie s nesené aritmetickou ontolégiou (ako tomu bolo u pytagorejcov), ale neredukuju sa
ani na subor trividlnych zhodnosti pristupnych bezprostrednej evidencii (ako tomu bolo u
Talesa). Napriklad tvrdenie, ze dva kruhy st k sebe ako Stvorce nad ich priemermi, je
tvrdenim o pomere obsahov dvoch kruhov a nie o zhodnosti Gtvarov. A Euklidov dokaz
pomocou exhaustacie a dvojitej redukcie ad absurdum je vSetko iné nez evidentny.
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3.2 Oddelenie skladobnej syntézy od deduktivnej

Pytagorova ontologickd homogenizacia matematického univerza pomocou Ccisel, kde
kazdy jav vylozil ako urcity subor (¢i spojenie) jednotiek, umoznilo spajat’ objekty do
vacsich celkov. Toto spajanie malo povahu prikladania jednej ¢i viacerych jednotiek tak,
aby sa zachoval urcujuci princip (vysledny tvar celku, pomery Casti — tak, ako si to ten-
ktory pripad vyzadoval). U pytagorejcov sa dokaz zakladal na aritmetickej syntéze, ktora
bola suéasne skladobnou syntézou spajania Casti do celku a deduktivnou syntézou
prenasania urcujuceho principu objektu na nasledujuce. Euklides oddelil deduktivnu
syntézu od skladobnej. Striktné oddelenie konstrukcie od dokazovania, ktoré je zretelne
vidno na Euklidovych Zdkladoch, mozno povazovat za korekciu pytagorejského
zmieSavanie ontologickej a deduktivnej stavby matematiky.

3.3 Nahradenie kalkulacie kon$trukciou

Euklides nahradil aritmetickt formu skladobnej syntézy, ktora bola charakteristicka pre
pytagorejskii matematiku, geometrickou konstrukciou. Novy objekt sa nerodil
pridavanim jednotiek, ale krokmi geometrického konStruovania, ako je spojenie dvoch
bodov rovnou ¢iarou alebo opisanie kruznice okolo daného bodu.

3.4 Skladobné uzavretie matematiky pomocou postulatov

Jednym z nedostatkov pytagorejskej matematiky je, Ze Cisla, pomocou ktorych vyklada
rozne javy (napriklad strany trojuholnika pri dokaze Pytagorovej vety), st s tymito javmi
asociované iba vel'mi volne. To ma za nasledok istd neurCitost’ celej pytagorejskej
matematiky. Aj ked’, ako sa zda, axiomy existovali uz pred Euklidom, domnievame sa, ze
Euklidovym vkladom do rozvoja matematiky bola formulacia postuldtov. Postulaty st
poziadavky fixujuce konstrukéné kroky. Teda postulaty zabezpecuju jednotlivé kroky
skladobnej syntézy a tak odstranuji skladobnu neurcitost’, ktora bola charakteristicka pre
celi pytagorejskii matematiku. Vdaka postulaitom sa objekt zostrojeny v ramci
geometrickej konstrukcie moZe stat’ predmetom dokazovania. Postulaty tak skladobne
uzatvaraju univerzum matematiky a prepdjaju skladobnu syntézu s deduktivnou.

3.5 Deduktivne uzavretie matematickej teéria

U Talesa dokaz spoc¢ival v priamom nahliadnuti pravdivosti dokazovaného tvrdenia. Ako
sme videli na dokaze Pytagorovej vety, pytagorejsky dokaz je uz spojenim viacerych
krokov. Mozno preto povedat, ze spocival v odvodeni pravdivosti daného tvrdenia
pomocou postupnosti krokov zalozenych na predpokladoch, ktoré boli povazované za
evidentné. Postupne sa rodi potreba, aby sme pravidla, ktorymi sa riadime pri prislusnych
krokoch, urobili explicitnymi a postavili tak urciti matematicku disciplinu na plne
explicitnych, tj. axiomatickych zakladoch. Podla tradicie tvorcom prvych takychto
zékladov bol Hypokrates. Ked” spravime explicitnymi pravidla, ktorymi sa pri dokaze
riadime, dokaz sa meni v deduktivne zddvodnenie. Euklidove axiémy predstavuju
zoznam deduktivnych principov, ktorymi sa matematika riadi. Ich zoznam u Euklida asi
nie je povodny a Euklides jednotlivé axidomy pravdepodobne prevzal zo starSich textov.
Avsak povodné sa zdd byt spojenie axidm s postulatmi, ¢o umoznilo Euklidovi
deduktivne uzavriet’ matematiku.
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4 Zaver

V rozmedzi niekol'kych stran samozrejme nie je mozné detailne vylozit' proces vzniku
matematiky ako deduktivnej discipliny. Dufame vSak, Ze sa ndm podarilo aspon
v hrubych rysoch nacrtniit’ pristup k tomuto problému, ktory je alternativou klasickych
vykladov vzniku matematiky u Heatha [3], Szaboa [5] a van der Waerdena [6].
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HISTORIA MATURITNYCH SKUSOK
Z MATEMATIKY NA SLOVENSKU

TOMAS LENGYELFALUSY

Abstract: The contribution deals with the changes in organizing school leaving examination
(not only) in mathematics in Slovakia. It briefly introduces individual periods in the deve-
lopment of school leaving exams in mathematics and it points to the major changes (positive
and negative) in their organizing in the recent 150 years.

1 Uvod

Maturitnd skuska v kazdej dobe znamenala ukonéenie nejakej etapy edukacie
a zaCiatok nieCoho nového. Skladba predmetov maturitnej skusky, ich poziadavky a reali-
zacia pisomnej a ustnej Casti (ak vObec existovali) tvoria predmet nasho skimania.
V tomto kratkom prispevku sa pokusime poukazat’ na osobitosti realizdcie maturitnych
skusok vo vSeobecnosti a v matematike obzvlast. Podl'a moznosti aspon teoreticky
,precestujeme” celé obdobie existencie maturitnej sktsky, ¢ize obdobie od roku 1849 az
po rok 1990. Nakolko po roku 1990 doslo k vyznamnym zmenam v organizovani (nie
len) maturitnych skuSok, k tejto oblasti sa budeme venovat v niektorom z dalSich
prispevkov v budtcnosti.

2 Pociatky maturitnej skasky a jej realizacia v 2. polovici 19. storocia

Po porazke revolucie 1848/49 vydal minister Skolstva Lev Thun pre vSetky gymnazia
a realky novy organizaény poriadok (Entwurf der Organisation der Gymnasien und Real-
schulen in Osterreich [1] ). Prvykrat v historii prave Entwurf zavadza pojem ,,maturitnej
skusky* a podrobne pojednava aj o sposobe jej organizovania, pripravy, skisania a hod-
notenia. Prvé maturitné skusky na tzemi dne$né¢ho Slovenska sa podl'a Entwurfu konali
uz v Skolskom roku 1851/52 v Bratislave a neskor postupne v ostatnych mestach. Napri-
klad v skolskom roku 1852/53 v Nitre a v KoSiciach, 1853/54 v Kezmarku a v Trnave,
1855/56 v Banskej Bystrici a PreSove, 1856/57 v Roznave atd’. Zo svojich 122 paragrafov
v jedenastich (§78-88) sa Entwurf venuje maturitnej skuske. Pozrime sa na najdo-
lezitejSie ustanovenia (citaty) tohto dokumentu tykajice sa maturitnej skusky a to hlavne
z matematiky:

1. Na pisomnej maturitnej skuSke v uzavretej miestnosti za presne urceny Cas treba
zvladnut’ :

a. slohovu pracu v materinskom jazyku — 5 hodin
b. preklad z latin¢iny — 2 hodiny

c. preklad z gréctiny — 3 hodiny

d. preklad do latin¢iny — 3 hodiny

e. previerku z matematiky — 4 hodiny

2. Ulohy na pisomnt skusky z matematiky treba zostavit tak, aby obsiahli hlavné Gasti
uciva a aby sa dala na zaklade ich rieSenia jednoznac¢ne urcit’ pripravenost’ Studenta.

3. Ustne maturitné skusky sa konajii v prvych $tyroch tyzdioch po zadati nového $kol-
ského roku za pritomnosti jedného ¢lena prislusného skolského uradu, ktory je zaroven
predsedom komisie.

4. Sucastou ustnej maturitnej skusky si: literatura materinského jazyka, latinsky jazyk a li-
teratura, grécky jazyk a literatiira, dejepis a zemepis, matematika, prirodopis a fyzika,
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jazyk a literatira d’alSieho zivého jazyka, ak si to dobrovolne zvolil maturant aj ako
predmet na pisomnu ¢ast’” maturitnej skusky. Kazdy Student absolvuje vsetky predmety
v jeden den, pricom sa mdze skusat’ maximalne 15 Studentov za den. Na skuSanie treba
vyc¢lenit’ 8 — 9 hodin Cistého ¢asu, samozrejme s prestavkami.

5. Pre hodnotenie pisomnych aGstnych skisok si vypracované urcité poziadavky,
s ktorymi s vopred oboznameni aj Studenti. Poziadavky sa nesmu sustredit’ iba na
ucivo posledného ro¢nika. V pripade matematiky su poziadavky nasledovné: z plani-
metrie a trigonometrie musi mat’ Student také skiisenosti, aby bezpecne vedel dokéazat
jednotlivé tvrdenia a samostatne rieSit’ Glohy. Z d’alSich oblasti geometrie musi mat’
rozsiahle vedomosti a vediet' samostatne dokazat’ hlavné tvrdenia. Dalej musi vediet
riesit’ linedrne rovnice s jednou a viac nezndmymi, kvadratickl rovnicu, pohotovo poci-
tat’ s logaritmami a v stvislostiach vidiet’ hlavné tvrdenia z inych oblasti algebry ([1]
§78-88).

Po podrobnom preskiimani tychto spomenutych jedenastich paragrafov o maturitnej
skuske zistujeme, Ze mnohé ,,moderné* navrhy terajSej novej koncepcie maturitnych
skusok maju korene uz v druhej polovici 19. storocia.

3 Zmeny v organizovani maturitnej skasky v 1. polovici 20. storocia

Po roku 1918 presiel vyvoj maturitnych skuSok z matematiky mens$imi tGpravami
(1922, 1939), ale ich podstata, poslanie a obsah ostali nezmenené. Od skolského roku
1942/43 bol v platnosti novy skuSobny poriadok z ktorého vyberame casti tykajuce sa
matematiky.

Skuska zrelosti pozostavala z dvoch Casti : pisomnej a ustne;j.

Pisomna skuska sa okrem inych predmetov vykonavala z deskriptivnej geometrie. Na
tato skusku bolo uréenych 5 hodin. Z deskriptivnej geometrie navrhol profesor Sest’ tiloh
z u€iva vyssich tried. Prislusny ustredny inSpektor vybral z navrhnutych uloh iba tri a tie
poslal v zapecatenej obalke riaditel’stvu. Riaditel’ dané obalky otvaral az pred zaciatkom
prace pred kandidatmi a profesorom. Kandidat mal ukézat’, ze vyriesi vhodne tazku tlo-
hu v priestore, nepredvedenu v §kole a narysuje presne a uhl'adne rieSenie podl'a predpi-
san¢ho spdsobu premietania. Ceruzkou mal vypracovat’ vSetky tri uréené tlohy a z nich
aspon jednu vyhotovit’ Gplne (to znamend, ze dant Glohu vytiahol tuSom a vyfarbil).

Ustnu skusku zrelosti skladali kandidati z piatich predmetov, zktorych boli tri
povinné a dva volitelné predmety obsiahnuté v ur¢enych skupinach. Na gymnazialnom
zéaklade si kandidat mohol vybrat’ z volitelnych predmetov aj matematiku, na redlnej vet-
ve mal moznost’ vyberu medzi matematikou a deskriptivnou geometriou.

Z predmetov, z ktorych mal kandidat nedostato¢nti pisomnu pracu, musel skladat’ este
aj ustnu sktsku. Pred zaciatkom tustnych skuSok mali ziaci VIII. triedy volno 8 vyu-
¢ovacich dni. Ustne skagky boli dopoludnia aj popoludni. Skuaska kandidata z jedného
predmetu nemala trvat’ viac ako 15 mintit. Podl'a prospechu ziaka tento ¢as bolo mozné aj
skratit’.

Examindator prichystal vopred listky s otdzkami pre vSetkych kandidatov, ktoré boli
zoskupené do troch skupin podl'a vyro¢ného prospechu. Boli to: vel'mi dobri, prospesni
a slabsi kandidati. Pocet listkov musel byt’ asponi o tretinu vicsi ako pocet kandidatov.
Najmensi pocet listkov, z ktorych si mal kandidat vybrat’ otazky zo skisaného predmetu,
bol desat’. Ustna sktigka mala raz kolokvia, ddvala moznost’ rozhovorit’ sa kandidatovi na-
Siroko o otazke a podat’ v stivislom vyklade podl'a moznosti samostatny obraz hlavnych
jeho zloziek.

Ciel'om tustnej sktsky z matematiky bolo ukazat zbehlost’ v matematickom mysleni
a taku znalost’ matematiky, aby kandidat samostatne riesil tlohy teoretické alebo prak-
tické, o patria k predpisanému stredoskolskému ucivu. Mal sa vyznat' v mechanizécii
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numerickych vypoctov pri v§eobecnom pocitani, pouzivani symboliky a tiez v pouzivani
tabuliek, ak ide o rieSenie problémov pomocou tabul’'ovych veli¢in.

Kandidat riesil dva priklady, alebo jeden priklad a druhti v§eobecnu otazku z dolezitej
Casti matematiky, praktického alebo teoretického vyznamu. Priklady sa volili tak, aby
zapadali do rozliénych odborov a aby sa mohli riesit’ rozlicnymi metodami. Na vSeobec-
nych otazkach mal ukazat’ kandidat svoj postoj k matematike a mieru, do akej hibky si
osvojil spdsoby matematického myslenia.

Pri Gstnej skuSke z deskriptivnej geometrie mal kandidat ukézat’ zbehlost’ pri zvy-
¢ajnych druhoch premietania a v nevel'mi zlozitych ulohéach z predpisaného uciva pre tuto
nauku, ako aj dostato¢ne vycibrenu priestorovi predstavivost’. Ustna skiiska mala mat’ na
zreteli chyby kandidata na pisomnej skuske (pozri tiez [3]).

4 Zmeny v organizovani maturitnej skisky v povojnovom obdobi

Po 2. svetovej vojne boli vydané mnohé Skolské legislativne predpisy, ktoré viac ¢i
menej upravovali aj realizaciu maturitnych skasok (1953, 1960, 1964, 1976, 1984, 1987,
1990). Z nich vyberame najcharakteristickejSiu smernicu Ministerstva Skolstva a kultiry
z20. 10. 1964 ¢. 42 130/1964-11/3.

Maturitné skusky z matematiky sa konali iba v tstnej forme. Matematika bola po-
vinnym maturitnym predmetom na strednych vSeobecnovzdelavacich Skolach a voli-
telnym predmetom na pedagogickych $kolach. Ziak mal pri maturitnej skiske ukazat, ze
ma prehlad v predpisanom ucive, ovlada ho po teoretickej stranke a vie ho uvedomene
aplikovat’ v praxi. Mal ukdzat, ze vie logicky mysliet, analyzou roz¢lenit' zlozitejsi
problém na jednoduchsie otazky, zmobilizovat’ svoje vedomosti a vybrat’ z nich tie, ktoré
su na matematické vyjadrenie daného problému potrebné. Pri tlohach danych na rieSenie
mal ukazat, ze ich vie spravne zaradit do prislusného uciva, ma spravny postreh pri
vybere vhodného pristupu a vie jednotlivé kroky teériou odvodit. Nato musel ziak dobre
ovladat’ vzajomnu logickl nadvéznost' jednotlivych casti uciva, matematické pojmy,
definicie, rozne vzorce, matematicki symboliku. Mal ukdzat zbehlost” v algebrickych
upravach vyrazov, zbehlost’ v numerickom pocitani, gramotnost’ prejavujiicu sa v zruc-
nom skicovani pomocnych nacrtov, rozvinut priestorovi predstavivost’.

Maturitné otazky mali obsiahnut' celé osnovami vymedzené ucivo strednej Skoly
i zavaznejSie partie uéiva zakladnej Skoly, ako napriklad percentd, algebrické zlomky,
konstrukéné ulohy a pod. Ddlezita bola priprava maturitnych otazok. Vyucujuci si pripra-
vil pre kazdu triedu 50 otdzok, do ktorych rozlozil osnovami predpisané ucivo strednej
Skoly. Pritom bral do tvahy prislusny variant osnov. Uvedenych 50 otdzok rozlozil do
dvojic otdzok. Prva z nich sa mala tykat’ uciva 3. ro¢nika alebo zavaznejSich partii uciva
2. ro¢nika, druha sa mohla tykat’ u¢iva 1. ro¢nika alebo zavazného uciva zo zakladnej
skoly.

Kedze absolvent strednej Skoly mal ukazat, ze ma prehlad v ucive prislu§ného
tematického celku, jedna z otdzok mala mat SirSiu formulaciu. Vyucujuci si ku kazdej
otazke z dvojice otdzok pripravil dve trojice konkrétnych prikladov s réznou naro¢nost’ou
podla jednotlivych klasifikaénych stupniov (1. pre ziaka vyborného a chvalitebného,
2. pre dobrého a 3. pre dostato¢ného).

Narocnost’ prikladov mala byt viac v problémovej stranke, v narokoch na logicky
postup, nez v siahodlhych mechanickych vypoctoch. Kombinacia prikladov mala byt
takd, aby v nich ziak mohol uplatnit’ znalosti z algebry aj geometrie. Zostavené otazky sa
prerokovali v predmetovej komisii a predlozili sa riaditel'ovi na schvalenie.

Pri celkovom hodnoteni odpovede Ziaka na maturitnej sktiske z matematiky skusajuci
prihliadal na naro¢nost daného prikladu, uUplnost’ vycerpania otazky, logicky postup
a zdovodnenie, na kvalitu vyjadrovacich prostriedkov ziaka, na samostatnost’ ziakovej
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prace a na reagovanie na dopliujuce otazky. Kazdi odpoved’ ziaka zhodnoti a navrho-
vanu znamku odoévodni. Nezavisle od neho ma tak urobit’ aj prisediaci.

Ako d’alsi medznik uvadzame rok 1987, kedy bola vydana Vyhldska ¢. 38/1987 Z. z.
Podl'a nej maturitna skuska je teoreticko-praktickd komplexna skuska, jej tcelom je
overit, ako si ziaci osvojili vedomosti a zrucnosti v rozsahu uciva urc¢eného ucebnymi
planmi a ucebnymi osnovami, ako s pripraveni na vykonavanie povolania alebo
odbornych ¢innosti na d’alSie Stadium.

Pisomna maturitna sktska bola povinnd na gymnazidch okrem inych predmetov
z matematiky, ustna skuska bola povinna tiez iba na gymnaziach so zameranim na mate-
matiku. Pisomné skusky sa konali v tretom tyzdni v aprili. Pisomné skasky zo vSeobec-
novzdeldvacich predmetov, teda aj s matematiky, trvali najviac 240 mintt.

Ak mal ziak gymnazia na pisomnej sktiske z matematiky horsi stupen prospechu ako
pri klasifikacii v polroku posledného ro¢nika $tudia, mohol mu predseda skiSobnej
komisie povolit’ na jeho Ziadost’ vykonat’ tstnu skusku.

Ak bola pisomna maturitna skuska z matematiky klasifikovand stupiiom 5 — ne-
dostato¢ny, podrobil sa ziak ustnej sktiSke povinne. V tychto pripadoch sa zapocitaval
prospech z pisomnej aj ustnej skusky do vysledného stupna znamky.

Na pisomnu cast’ skusky vypracovala predmetovd komisia v matematike subor
Siestich uloh. Prislusny krajsky narodny vybor mohol urcit’ jednotlivé tlohy na pisomné
skusky z matematiky (pozri tiez [2]).

5 Zaver

Je to skutocne len kratky prehlad vyvoja (vzniku) maturitnej skusky (nie len)
z matematiky. Po roku 1990 boli rézne pokusy (a bolo ich dost’) na zefektivnenie
maturitnej skusky aaj v sucasnej dobe sa pripravuje napriklad elektronickd maturita,
ktora je uspesne testovana na vybranych Skolach v poslednych dvoch skolskych rokoch.
Zrejme maturitnd skuska v blizkej buducnosti zazije d’alSie vel'ké zmeny a zacina sa pisat’
d’al$ia epocha dejin Skolstva a zaroven matematického vzdelavania na Slovensku.
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GEOMETRIE V DIiLE R. A. FISHERA

VITEZSLAV LINEK

Abstract: When R. A. Fisher laid the foundations of mathematical statistics, he mostly
used algebraic methods. However, there are many indications in his correspondence and
works that his thoughts were originally based on geometry. The goal of this paper is to
explain how geometry was used by Fisher and why this approach disappeared from
contemporary mathematical statistics.

1 Uvod

Ronald Aylmer Fisher (1890-1962), britsky matematik a biolog, byl hlavni postavou
stojici za vznikem moderni matematické statistiky. V sérii ¢lankd z let 1912 az 1925 po-
lozil zaklady analyzy variance, metody, kterd je dodnes hlavni naplni standardnich statis-
tickych kurzti. Z dochované korespondence citované v knize [1] je patrné, ze k problematice
pristupoval pomoci geometrické reprezentace nahodného vybéru v n-rozmérném prostoru.
Tento pristup vSak nebyl jeho kolegy akceptovan, proto ve vétsiné svych publikovanych
praci pouzil algebraické metody a geometrie se zde objevuje jen zfidka. Geometricky
pristup, ktery umoznuje intuitivni pochopeni mnoha dtlezitych vysledki, tak ustoupil do
pozadi a dodnes se jeho vyhod uziva v matematické statistice jen sporadicky.

2 Rozdéleni vybérové smérodatné odchylky

V ¢lanku [3] Fisher elegantné odvozuje sdruzené rozdéleni priméru x a vybérové
smérodatné odchylky s vybéru z rozdéleni N(z; 6°) o rozsahu n. Jeho postup je nasledu-
jici. Pfi danych hodnotach X a s lezi mnozina vSech moznych pozorovani v nadroviné
kolmé na vektor ()?,...,)?) a tvori povrch koule dimenze n — 1 se stfedem v bod¢ [Tc,...,)?]

a polomérem s+/n . Pririistek jejiho objemu odpovidajici ptiristkim dx a ds bude tudiz
mé&my vyrazu 5" dx ds. ProtoZe hustota pravdépodobnosti f je funkci X a s, bude pro
odpovidajici ptiriistek pravdépodobnosti, ktery je soucinem piirtistku objemu a hustoty,

platit dP =k f(X,s) s"2dxds. Z podminky J; dP =1 pak sta¢i dopocitat konstantu

€R, s>0
k amame hledané sdruzené rozdéleni. Z ngj potom integraci pifes x € R ziskame
rozdéleni smérodatné odchylky s.

3 Test vyznamnosti

Zéklad Fisherovych tvah ohledné testu vyznamnosti objasiiuje v zivotopise [1] jeho dcera
J. F. Boxova nasledujicim zptisobem. V nejjednodussim linearnim modelu Y; = u + ¢;, kde
e ~N(0,1), se omezme na nahodny vybér o rozsahu n = 3. Mame-li k dispozici realizaci
Y = (YI,YZ,YS) a chceme zvazovat nulovou hypotézu Hy: u = 0, je zfejmé, Ze ji zamitneme

tehdy, kdyz bude tthel mezi vektorem ¥ a vektorem 175()7, }7,}7) maly. Jaké kritérium

musime pro své rozhodnuti zvolit, abychom se v ptipad¢ platnosti hypotézy H, zmylili
nanejvys v 5 % pfipadd, tj. abychom nepfekrocili obvykle pozadovanou pravdépodobnost
chyby prvniho druhu? Nulova hypotéza vlastné znamena, ze sdruzena hustota vektoru Y je
ve vSech smérech stejna. Pravdépodobnost, Ze za platnosti hypotézy Hy nebude hel mezi Y
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a Y vétsi nez pozorovana hodnota, lze tedy vypocitat jako podil Sy: Sk, kde Sk je povrch
koule se stfedem v bodg [0;0;0] a polomé&rem |Y| a Sy je povrch vrchliku, ktery na této sféfe

vymezi vektor Y, nechame-li jej rotovat kolem vektoru Y. Je-li uvedeny podil mensi nez 0,05,
pak nulovou hypotézu zamitneme. Test, ktery jsme takto ziskali, je po zobecnéni na vice
rozmérQ ekvivalentni se zndmym jednovybérovym #-testem; v jesté obecnéjsim ptipadé, kdy
vektor Y promitdme do vicerozmérného podprostoru, se jednd o F-test analyzy variance.

4 SdruZené rozdéleni priimérné odchylky a vybérové smérodatné odchylky

Cilem Fisherova ¢lanku [2] je porovnat piesnost odhadu smérodatné odchylky pomoci
statistik odvozenych od primérné absolutni odchylky od priméru (c1) a od vybérové sméro-
datné odchylky (o,). V hlavni ¢asti se Fisher omezuje na ptipad, kdy n = 4. Vychazi z pied-
stavy, ze pii pevné hodnoté o, tvoii mnozina moznych pozorovani povrch koule se sttedem

pevné hodnot¢ o) lezi mozna pozorovani v mnoziné, jejiz prinik s povrchem uvedené koule
tvofi kruznice €i jejich ¢asti, a z jejich thlové velikosti jiz 1ze potfebné rozdéleni odvodit.

5 Shrnuti

Vyse uvedené priklady ilustruji nejen eleganci, s jakou Fisher pouzil svou vynikajici
geometrickou intuici, ale téz vyhody, které geometricky pfistup ve srovnani s tradi¢nim
piistupem algebraickym skyta — umoziuje totiz cely koncept ,,vidét” a z nékolika jedno-
duchych geometrickych pifedstav odvodit fadu dulezitych vysledkt. Zajimavou otazkou
tedy je, proc€ je tento zpusob uvazovani v matematické statistice tak malo vyuzivan. Herr
vyjadiil v ¢lanku [4] nézor, Ze hlavni pfi¢inou je jednoduSe tradice; ne kazdy navic
disponuje geometrickou predstavivosti. Podle naseho nazoru mtze hrat svou roli i to, Ze
vzhledem k aplikacni povaze statistiky jsou matematici, ktefi se ji vénuji, orientovani
spiSe na pouziti ziskanych vysledkd a hledani vysledki novych nez na vylepSovani
dosavadnich didaktickych postupt. Statistika je tak Casto povazovana za mimotadné
obtiznou oblast matematiky a to jeji oblibé jisté nesveédci; geometricky pristup by snad
mohl pfispét ke zlepSeni této situace.
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MERENI DELKY POLEDNIKU
A BOSKOVICOVA METODA PRO
APROXIMACI DAT PRIMKOU

JAROSLAV MAREK

Abstract: Ruder Josip Boscovitch is the first to formulate a criterion for fitting a straight
line to data based on minimization of a function of the residuals. He stated a new method,
now known as the method of least absolute deviations. His motivation for the problem of
reconciling inconsistent equation were comparison the lengths of one meridian arcs
(measurement in Peru, Lapland, the Cape of Good Hope, Paris and Rome).

1 Uvod

1.1 Soucasny stav

Pro aproximaci dat pfimkou se dnes standardné uzivda metoda nejmensich ctvercd,
kterd minimalizuje sumu ¢tvercti korekcei. Pro pouziti této metody hovoii mnoho diivo-
di. Metoda nejmensich ctverci méla své historické predchidce, se kterymi studenti
kurzu statistiky nebyvaji seznamovani a nemohou tak vnimat vyvoj v této oblasti mate-
matické statistiky. Alternativné dnes byva pouzivana Laplaceova metoda absolutnich
odchylek, ktera minimalizuje sumu absolutnich hodnot korekci. Dalsi algoritmy —
Lambertova metoda a Boskovi¢ova metoda byly takika zapomenuty, viz [1, 2, 4]." Tento
¢lanek poslouzi k pripomenuti Boskovi¢ovy metody.

1.2 Historicky vyvoj v oblasti aproximace dat

Koncem 18. stoleti se nahromadila astronomickd pozorovani planet, podobn¢ se
nahromadil i bohaty material ze stupniovitych méteni k urceni rozmérd Zemée cekajici na
zpracovani. Pro vypocCty byla k dispozici pouze ptibliznd Mayerova metoda praméra, viz
[1, 2, 4]. Tento stav byl mocnym impulzem k hledani nejvhodné&jsi metody pro vyrovnani
dat ? a vznik metody nejmengich &tverci.

Boskovi¢ova metoda spolu s Lambertovou metodou a Laplaceovou metodou jsou
prvnimi statistickymi pokusy o feseni tlohy linearni regrese, viz [1, 2, 4].

1.3 Cil Boskovi¢ovy metody

Boskovi¢ svoji metodu navrhl pro zpracovani vysledkt geodetickych méfeni — délky
poledniku v r. 1757. Zpracovaval zmétené délky jednoho stupné poledniku na povrchu
Zemé na ruznych zemépisnych Sitkach. Analyza méfeni spocivala v hledani linedrni

' Laplaceova metoda zr. 1787 je oznadovana za prvni statistickou revoluci, metoda nejmensich &tverci
z pocatku 19. stoleti za druhou statistickou revoluci.

Pojem vyrovnavaci pocet byl pouzivan pro geodetické vypocty, proto budeme pracovat se slovem
vyrovndni.
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zéavislosti zmétené délky jednoho stupné poledniku na zemépisné §ifce. Nalezena piimka
meéla poskytnout odpovéd’ na otazku, jaké poloosy ma elipsoid aproximujici tvar Zemé.
Zplostelost Zemé byva popisovana hodnotou (a—b)/a, kde a je polomér Zemé v roviné
uréené rovnikem a b je vzdalenost od stiedu k polim. Dnes se uvadi hodnoty

a=6378245m, b = 6356863 m.

2 Boskovi¢ova metoda

2.1 Méreni délky jednoho stupné

Ruder Josip Boskovi¢ (1711-1787) byl v roce 1750 povolan papezem Benediktem
X1V, aby spolu s anglickym jezuitou Christopherem Mairem zméfili polednik a zkon-
struovali novou mapu papezského statu.® Jejich zprava vysla v r. 1755, viz [1, 3].

Béhem svého zivota se Boskovi¢ ucastnil riznych expedic zorganizovanych za
ucelem méteni délky poledniku (napf. v Peru nebo na mysu Dobré nadéje). Tato méteni
ziskana na riznych zemépisnych $itkach pak byla porovnana s podobnymi méfenimi ve
Francii.

Cilem meéfeni bylo potvrdit nebo vyvratit pfedpoklad o tvaru Zemé jako rotacniho
elipsoidu. V té dob¢ jiz doslo ke shodé v nézoru, ze rovnik ma tvar kruznice. Zbyvalo
odpovédeét na otazku, je-li polomér rovniku stejny, vétsi nebo mensi nez vzdalenost od
sttedu Zem¢ k polim.

2.2 Data

Boskovi¢ mél k dispozici 15 méfeni délky jednoho stupné poledniku, ale 11 bylo
potizeno ve Francii. Boskovi¢ se obaval, Ze by méfeni ve Francii mohla byt ovlivnéna
stejnou chybou. Proto z Francie pro vypocet ponechal jediné méfeni a pouzil celkem jen
5 méfeni. Jeden toise odpovida ptiblizn€ hodnote 1,949 m.

i | zemé&pisna poloha | zemépisnd §itka L | x = sin” (L) | délka oblouku y
1 Quito 0°0' 0,0000 56751 toist
2 | mys Dobré nadéje 33°18' 0,2987 57037 toist
3 Rim 42° 59’ 0,4648 56979 toist
4 Patiz 49°23' 0,5762 57074 toist
5 Laponsko 66° 19’ 0,8386 57422 toist

V grafu Boskovi¢ znazornil na vodorovné ose hodnoty x a na svislé ose hodnoty y, viz
obrazek v casti 3. Cilem jeho metody bylo najit vhodnou ptfimku, kterd data aproximuje.
Boskovi¢ tedy hledat parametry linearni funkce, kterd by umoznila odhadnout délku
jednoho stupné zemépisné délky ze zemépisné $itky. Pokud by aproximujici pfimka byla
konstantni, znamenalo by to, Ze délka jednoho stupné poledniku je konstatni a Zem¢ je
kulata. Rostouci piimka by vypovidala o tom, Ze a > b, klesajici pfimka by znamenala,
zea<b.

? Bogkovi¢ byl od r. 1740 profesorem na Collegiu Romanu a Ch. Maire rektorem anglické jezuitské koleje
v Rimé.
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2.3 Boskovic¢ova metoda nejmensich absolutnich odchylek

Boskovi¢ jako prvni formuloval kritérium pro aproximaci dat, pozadavky na svou
metodu formuloval v r. 1757 (viz [1]) nasledovné:
M¢éjme urcity pocet pozorovani. K ziskani oprav, které¢ musi byt zhotoveny ke kazdému
z nich, je nutno splnit tyto podminky:
1) soucet kladnych oprav by mél byt roven souctu zapornych oprav (odhlédneme-li od
znaménka),
2) soucet absolutnich hodnot v§ech oprav by mél byt nejmensi mozny.

Jeho motivaci pro prvni podminku byla symetrie rozd€leni chyb. Druhé podminky je
zapotfebi, aby bylo mozno aproximovat pozorovani pfimkou nalezenou minimalizaci funkce
rezidui.

Z prvni podminky vyplyva, Zze y =a+bx, coZz znamend, Ze aproximacni ptimka prochazi

tézistém pozorovanych bodi. Uzitim toho vysledku lze eliminovat a z druhé podminky.
Obdrzime

S(b)=y, =¥ =b(x, = %),
i=1
coz by mélo byt minimalizovano vzhledem k b.

v

boval ji ve sméru hodinovych ruci¢ek. Pohybujici se pfimka postupné prochéazela
pozorovanimi v poradi 5, 1, 4, 2, 3. Boskovi¢ tako meéfeni usporadal a métfeni vztahl
ktézisti X, =x, —x, Y, =y, —y. Ziskal hodnoty x=0,43566a y=57053, piislusné
smérnice pfimek a hodnoty funkcionalu S(b) jsou uvedeny v tabulce.

k

k | Bod (i) Xy Y, b =Y, /X, Zj:1|XJ‘ Sby)
1 e(5) 0,40294 369,4 917 0,40294 416
2 a(l) -0,43566 | -301,6 692 0,83860 340
3 d(4) 0,14054 21,4 152 0,97914 627
4 b(2) -0,13696 -15,6 114 1,11610 658
5 c(3) 0,02914 -73,6 -2526 1,14524 3527

Boskovi¢ dosel k zavéru, ze v takto sefazenych meétenich Ize vybrat tu pfimku, ktera
prochazi t¢zistém a bodem b, , kde k dostaneme z nerovnosti
k-1

n k
SIX, <X, <X, .
j=1 j=1

Jj=

V nasem piipadé pro k =2 plati 0,40294 < 1,14524 /2 < 0,83860.

2.4 Vyhodnoceni vypoctu

Funkcional S(b) nabyva nejmensi hodnoty 340 pro bod « (1) — méfeni na rovniku
v Quitu. Zavislost délky jednoho stupné zemepisné délky [v toisich] na kvadratu sinu
zemépisné §iiky x = sin’ (L) je Boskovi¢ovou metodou odhadnuta vztahem
y =y +340 (x - x)=57053 + 340 (x — 0,43566) = 56751 + 692 x.
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3. Zavér
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Na studované tiloze 1ze demonstrovat smysl linearni regrese a poukazat na skute¢nost,
ze metoda nejmensich ¢tverct neni jedinou metodou pro aproximaci dat pfimkou.
Historicka tloha méteni délky poledniku mtize byt pouzita pro sezndmeni s Laplaceovou
metodou, Lambertovou metodou i s metodou nejmensich ctverct, viz [1, 2, 4].
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JAKOB STEINER A OBJEV INVERZE

STANISLAV NOVAK

Abstract: Jakob Steiner was an outstanding Swiss geometrician. Despite his lack of
formal education in mathematics, he taught at prestigious schools and he was also
a sought-after private mathematics teacher. He was one of the founders of inversive
geometry. He published his discoveries in a newly founded mathematical journal and
also in his own monographs. However the great deal of Steiner's work in this area
remained unpublished during his life. By many detours it was finally published almost
70 years after his death.

1. Cesta k matematice

Svycar Jakob Steiner prozil jeden z nejneuvéfitelngjsich Zivotnich ptibéhd, které Ize
v biografiich velkych matematik® nalézt. Narodil se 18. bfezna 1796 v Utzenstorfu, malé
vesnicce nedaleko Bernu, jako nejmladsi z osmi déti. Jeho rodice byli chudi zemédélci
a Jakob od mali¢ka pomahal s pracemi na farm¢. Vyristal na venkoveé daleko od védec-
kych a kulturnich center své doby a v détstvi neziskal zadné vzdélani (viz [2]). Cist a psat
se zacal ucit az ve Ctrnacti letech. Pozdéji se zajimal o matematiku a astronomii, zistal
ovSem samoukem.

Jeho nadSeni pro n€ a energicky piistup oslovily vyznamného Svycarského pedagoga
Johanna Heinricha Pestalozziho, ktery pfesvédcil Jakobova otce, aby Jakobovi umoznil
studium na jeho skole v Yverdon-les-Bains. Steiner zde nejprve studoval a po necelych
dvou letech pak i vyu¢oval matematiku.

V roce 1818 skolu v Yverdon opustil a presidlil do némeckého Heidelbergu, kde
navstévoval matematické prednasky na zdejSi univerzité. Na své zivobyti si pfi studiu
vydélaval poskytovanim soukromych hodin matematiky, které byly jeho jedinym zdro-
jem piijmu. Nedostatek Casu, ktery by Steiner mohl vénovat studiu, byl ziejmé pric¢inou
jeho neuspéchu pii skladani zkousek (viz [7]).

V roce 1821 presidlil z Heidelbergu do Berlina, kde se uchazel o misto ucitele
na zdej$im gymnaziu. Protoze Steiner nemél odpovidajici formalni vzdélani, musel projit
zkouskou odbornosti, pfi niz prokézal rozsahlé znalosti geometrie. V ostatnich oblastech
matematiky byly ovSem jeho znalosti slabsi nebo nedostatecné. Zejména diky pochval-
nym doporucenim, ktera ptredlozil, a hlubokym znalostem geometrie misto ziskal a mohl
vyucovat matematiku ve vSech ro¢nicich gymnazia kromé posledniho (viz [7]).

Béhem svého pisobeni na berlinském gymnaziu mél ¢asté neshody s feditelem $koly.
Odmital totiz vyucovat podle ucebnice, jejimz autorem feditel Skoly byl. Vyuzival svych
zkuSenosti z Yverdon a snazil se do vyuky zaclenit Pestalloziho inovativni metody. Své
kurzy vedl casto formou kolokvii (viz [7]), kdy matematické pravdy studentim predé¢la-
dal jako material ke kritickému zkoumani. Vedeni skoly ovSem tyto metody odmitalo
s tim, Ze jsou vhodné jedin€ pro vyuku elementarnich poznatkd.
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V Berlin€ si Steinera v§iml bohaty mecenas, inzenyr a matematicky nadSenec August
Leopold Crelle, ktery se jej rozhodl podporovat ve védecké praci. Crelle zalozil v roce
1826 dodnes vychazejici a prestizni Casopis Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, tehdy zndmy pod nazvem Crelle's Journal. Steiner zde publikoval pievaz-
nou vétsSinu svych objevil, hned do prvniho ¢isla prispél celkem péti ¢lanky a celkem
v Casopise vyslo na 62 jeho praci (viz [5]).

2. Objev inverze

V modernim pojeti je (kruhova) inverze zékladnim pojmem kruhové geometrie a je
definovana nasledovné:

Je-li dan stfed inverze O a koeficient inverze k°, uvazujeme zobrazeni Inv (O, kz)
v Mobiove roviné M ,=E,U {Pw} , které je urCeno nasledujici predpisem:

1. Obrazem bodu 0 je nevlastni bod P, .
2. Obrazem nevlastniho bodu P, je bod O.
3. Obrazem bodu X # O, P, je bod X' nalezici poloptimce OX a soucasné plati:

jox|-|ox|=k>.

Steiner byl pravidelnym pfispévatelem Crelleho casopisu a jiz v prvnich Cislech
publikoval mnozstvi pozoruhodnych objevi. Na zakladé rozboru téchto ¢lankd dospéli
pozdéji odbornici k piesvédceni, ze Steiner znal princip inverze a pii dikazech svych
tvrzeni jej vyuzival.

Tomu napovidaji i naznaky, které se ve Steinerovych spisech objevuji (viz [6]).
Konkrétné napiiklad vtextu Einige geometrische Betrachtungen' (1826) Steiner
predstavuje dvé podobné kruznice s vnéjsim stiedem stejnolehlosti A. Nasledné provadi
diskusi dvou odpovidajicich si bodd X, Y, které lezi na jednotlivych kruznicich.
Zminuje pfipad, kdy body X, Y tvofi spolu se sttedem A trojici kolinearnich bodi
a ukazuje, ze v takovém piipadé je soucin ‘AX ‘ : ‘AY‘ roven dané kladné konstanté.

Steinerovo souborné dilo ptipravil a publikoval v roce 1882 matematik Carl Theodor
Wilhelm Weierstrass. Béhem svého Zivota publikoval Steiner mnoho odbornych praci,
v zadné z nich vSak o inverzi explicitné nehovofil a dikazy, ve kterych odbornici vyuziti
inverze predpokladaji, spolu s vétami nepublikoval.

3. Steinerova poziistalost

Po Steinerové smrti v roce 1863 byly dokumenty z jeho pozistalosti, soukromé
i pracovni, ulozeny v podkrovi méstské knihovny v Bernu, kde je po tficeti letech objevil
v krabici v Zalostném stavu profesor bernské univerzity Johan Heinrich Graf (viz [2]).

! Text byl publikovan v prvnim &isle Gasopisu Crelle's Journal.
% Oznagime-li danou kladnou konstantu ¢, pak se v duchu vyse uvedené definice ziejmé v piipadé bodit X,Y

jedna o dvojici bodt odpovidajicich si v zobrazeni Inv (0, k? )
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Obsah krabice pfedal do Curychu profesoru Friedrichu Biitzbergerovi, aby ho
prostudoval, utfidil a pfipadné cenné materidly publikoval. Biitzberger uspotradal cast
pozustalosti do 10 svazkd, které ulozil v Univerzitni knihovné v Bernu. Nejvyznamné;jsi
prace si ovSem ponechal a planoval jejich postupnou publikaci spolu s doplnénim
vlastnimi poznatky a objevy. V letech 1913 a 1914 publikoval nékolik ¢lankt véetné
¢lanku o objevu inverze (viz [6]). Nazval jej Uber Bizentrische Polygone, Steinersche
Kreis- und Kugelreihen und die Erfindung der Inversion.

Ve tieti casti tohoto ¢lanku vyjadiuje své presvédceni, podle kterého nemiize byt
nejmensich pochyb, ze Steiner jako prvni zformuloval a nasledné ipouzil inver-
zi (viz [3]). Své tvrzeni podpofil vybranymi pasazemi ze Steinerova rukopisu Wieder-
geburt und Auferstehung. Podle Biitzbergera navazal Steiner na praci vyznamného
francouzského matematika Jeana Victora Ponceleta, kdyz rozpracoval jednu ze dvou jim
uvazovanych korespondenci mezi dvéma dvojicemi bodu lezicich na spole¢né secné
prochazejici sttedem stejnolehlosti dvou kruznic.

V 1ét€ roku 1928 studoval svazky v univerzitni knihovné v Bernu profesor Arnold
Emch z Univerzity v Illinois. V obsahu 10 svazkl nenasel nic védecky vyznamného,
obsahovaly zejména Steinerovy zapisky a poznamky ke kurztim z elementarni matema-
tiky, které navstévoval nebo sam vedl v Yverdon, a poznamky k praci souhromého
ucitele pfed odchodem do Berlina (viz [2]).

Rukopis vénovany geometrii kruznice a sféry, o kterém referovaly Biitzbergerovy
prace, ve svazcich nebyl. Emch ho objevil ve vlastnictvi pani Biitzbergerové v Curychu.
Cely nazev znél: Allgemeine Theorie iiber das Beriihren und Schneiden der Kreise und
Kugeln mit vielen neuen Sdtzen und Untersuchungen in einem Systematischen
Entwicklundsgange dargestellt. Steiner ho sepsal pravdépodobné v letech 1923 az 1926,
kdy pisobil v Berlin€ jako soukromy ucitel (viz [4]).

Spis byl Steinerem peclivé pripraven k publikaci, ovSem zustal nepublikovan. Nékteti
odbornici se domnivaji, Ze jej Steiner nepublikoval z toho divodu, Ze chystal velkou
encyklopedii geometrie a planoval do ni toto dilo zaclenit (viz [4]). Teprve v roce 1931
byl spis vydan v Curychu a v Lipsku pod pozménénym nazvem Allgemeine Theorie iiber
das Beriihren und Schneiden der Kreise und der Kugeln, worunter eine grosse Anzahl
neuer Untersuchungen und Scitze vorkommen, in einem systematischen Entwicklungs-
gange dargestellt.

Inverzi tedy Steiner predstavil v textu Wiedergeburt und Auferstehung (Znovuzrozeni
a vzkiiSeni), Casto se také odkazoval na spis Abspiegelung (soumérnost, zobrazeni), ktery
ovsem objeven nebyl (viz [7]). Tento spis nepochybné také obsahoval vysvétleni principu
inverze (viz [6]). Biitzberger mél v drzeni jeSté dalsi Steinerovy spisy, Emch v Curychu

vvvvvv

tické objevy a také pecliveé zpracovany Steineriv zivotopis.

4. Zavér

Nejvyznamnéj$i z objevenych Steinerovych praci, které jim nebyly publikovany,
se tykaji geometrie kruznice a sféry. Dokazuji, ze Steiner hral v pocatcich kruhové
geometrie vyznamnou roli a uc¢inil mnoho vyjimecnych objevii mnohem diive, nez byly
publikovany n€kym jinym. Jednim z nich je také objev inverze, ktery byva nejcastéji
pripisovan némeckému matematikovi Ludwigu Immanuelu Magnusovi (1831) (viz [1]),
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nékdy skotskému fyzikovi Williamu Thompsonovi (Lord Kelvin) (viz [7]), italskému
geometru Luigi Cremonovi, nebo dvéma belgickym matematikim Garminalu Pierru
Dandelinovi a Adolphu Queteletovi (viz [6]).
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POJETi ARITMETIKY A ALGEBRY
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606—1682) was a versatile thinker of his time. His
opus magnum Mathesis biceps comprises all contemporary lines of mathematics.
Caramuel’s concept of algebra grows out of his research on numeration systems. Thanks
to his experiences with Cabbala and considerations on universal language and speculative
grammar, he made a great attempt to the usage of modern mathematical symbols.

1 Matematika — nastroj zkoumani veskerenstva

Dilo Jana Caramuela z Lobkovic (1606—1682) zahrnuje Sirokou Skalu témat od
filosofie a theologie (doktorat theologie obhajil v 32 letech na tehdy nejprestiznéjsi
fakulté v nizozemské Lovani) pies jazykovédu, etiku a politologii az po praktické obory
jako pevnostni stavitelstvi nebo namoini navigaci. Caramuel se jiz v mladi rozhodl
pro feholni Zivot, v 19 letech se stal mnichem cistercidckého klastera ve Spanélském
Valladolidu a to mu poskytlo optimalni podminky pro budouci intelektualni drahu.

Byl typickym baroknim kosmopolitou, udrzoval kontakty s ptedstaviteli evropské
védy (dochovala se jeho korespondence s R. Descartesem) i ¢leny fimské kurie. Kromé
rodného Spanélska ptisobil v Portugalsku, kde vyucoval na fadovych $kolach, véhlas
brilantniho theologa ziskal pfi disputacich v jiz zminéné Lovani. Hrizy tiicetileté valky
poznal na vlastni kizi ve 40. letech, kdy byl opatem v némeckém Disibodenbergu
a koadjutorem arcibiskupa v Mohuci. Jeho piispévek k teorii Sifrovacich klict
(Steganographiae facilis dilucidatio, declaratio etc. [1] z roku 1635) byl patrné¢ divodem,
pro¢ jej cisaf Ferdinand II. pozval do Prahy. Zde Caramuel stravil celou dekadu (1646 az
1656). Z cisafova povéteni se Gspésné angazoval pifi mirovych jednanich na Vestfalském
kongresu, byl generalnim vikafem prazského arcibiskupa Harracha a nezanedbatelny byl
stimul, ktery vnesl do zivota prazské intelektualni komunity. I pro samotného Caramuela
$lo o vyznamné a plodné obdobi. V Praze vznikla jeho Theologia rationalis [2], rozsahlé
dilo vénované spekulativni gramatice, kde se konstituuji Caramuelovy snahy o vytvofeni
umélého jazyka. Posledni Ctvrtstoleti svého zivota Caramuel pobyval v Italii. Nejprve byl
roku 1657 povolan jako biskup na jih do Satrijsko-Campagneské diecéze, od roku 1673
spravoval diecézi se sidlem ve Vigevanu.

Kli¢em k pochopeni Caramuelovych snah, tim, co skuteéné sjednocuje celé jeho dilo
bez ohledu na tematické zafazeni, je role matematiky nebo spise formalnich metod, které
z matematiky a logiky vychazeji. Dobove¢ je tato tendence podminéna stavem spolecnosti,
krizi jejich instituci a ztratou daveéry v moznost universdlniho uchopeni a feSeni
problému. Pro vud¢i myslitele 17. stoleti je pfiznacné, ze nadéji vkladali do nalezeni
novych zakladi védeckého zkoumani, které budou vyhovovat ptisnym pozadavkim
racionality. Pro Caramuela byla pfirozenym vychodiskem matematika. Svoji roli jisté
mélo rodinné prostiedi. Caramueltiv otec pred piichodem do Spanélska pisobil na
prazském dvoie cisafe Rudolfa II. jako matematik a astronom a prvni publikaci malého
chlapce (ve 12 letech!) byly astronomické tabulky. Nelze vylou€it ani otcovo
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zprostiedkovani atmosféry rudolfinské Prahy s jejim mysticismem. Dal§$im zisadnim
vlivem bylo Caramuelovo seznameni s zidovskou kabalou béhem studia filosofie na
universit¢ v Alcale. Tato hebrejska nauka o stvofeni svéta slovem Bozim poskytuje
filosofické argumenty pro Kkorespondenci jazyka a stvofené skuteCnosti. Protoze
pismentim hebrejské abecedy jsou jedoznacné pfifazeny ¢iselné hodnoty, 1ze ocekavat, ze
formulace afteSeni problémt bude zvladnutelné uzitim matematickych a specialné
kombinatorickych metod. Caramuelovo piesvédceni o spravnosti této cesty prolind celym
jeho dilem a je zdrojem originalnich vysledkd zejména v jazykoveédé, kde pfinasi navrh
metafyzického dialektu a uvazuje o zasadach tvorby umélych jazykt — viz [2]. Pfimou
inspiraci kabalou Ize nalézt v Caramuelové teorii Sifrovani, tzv. steganografii, jiz je
vénovan spis [1].

2 Mathesis biceps

Zavrsenim Caramuelova Cisté matematického dila je encyklopedicky spis Mathesis
biceps. Napsal jej jako biskup v dobé svého plisobeni v Satrijsko-Campagneské diecézi
a vydal ve dvou svazcich Mathesis biceps vetus et nova [3] roku 1667 a Mathesis nova
[4] roku 1669 ve své vlastni tiskarné v Campanii. Dilo ma Gctyhodny rozsah vice nez
1700 stran. Jde o tisk foliového formatu, na zacatku prvniho svazku je podrobny obsah
a vécny rejstiik. Graficka uprava je velice kvalitni; zahrnuje 52 stran obrazovych piiloh
a u obou svazki titulni listy s celostrankovymi rytinami.

0 © 20000, 16
N 20002/ 17
a0l a2 a00a0|18
2 3 20022[19
d00| 4 a20a00(20
—_—— a2020a[21
aodl 5 20320|22
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aooo| 8 2aco0a|25
o0 9 13020(26
J0a0(10 aaoaalz27
203a(11 23a00(28-
7200(12 aaaoajz29
2a0a(13 a2aa0(30
aaao(14 aaaaal31
aaud(rs 200000' 3 2. &c.
20000(16

Obr. 1: Reprezentace binarni aritmetiky v Mathesis biceps

Mathesis biceps je programovym propojenim teorie a praktickych aplikaci
matematiky. Autor shromazdil a zasvécené referoval o vSech oblastech soudobého
poznani, kde se matematika uplatituje, rozebird i novinky, jako napt. tehdy aktudlni
problematiku pevnostniho stavitelstvi, kterému se saim vénoval v dobé¢ tficetileté valky.
Pti vykladu spekulativné ladénych kapitol vénovanych matematické teorii je nejlépe
patrna jeho intence pojimat matematiku jako universalni nastroj poznani.
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3 Od aritmetiky k algebi‘e

Povaha Caramuelova pfinosu k vyvoji matematiky je patrna na jeho pojeti aritmetiky
a algebry. Tak jako jeho pfistup k jazyku je matematicky a kombinatoricky, zde naopak
vyuziva svych zkuSenosti ze studia jazyka, konkrétné spekulativni gramatiky ve spisu [2].
Vyklad aritmetiky dé€li na tfi ¢asti. Proarithmetica je disciplinou propedeutickou, ktera
postuluje jeji filosofické zaklady. Autor definuje pojem Cisla (Numerus est, quod
numeratus) a upozorfiuje na posun oproti klasickému Eukleidovu pojeti. Cislo
v Caramuelové pojeti jiz neni slozeno z jednotek, je daleko obecnéjsi entitou, ma
“instrumentalni” povahu. Aritmetika pak umoziuje rizné konkrétni reprezentace Cisla.
Za piedchiidce této myslenky povazuje Reky a Kopty, ktefi jako aritmetické znacky
(notee) pouzivali pismena abecedy (literrae). Je tedy ve skutecnosti vice aritmetik. Tento
krok vedl Caramuela k zavedeni riznych ¢iselnych soustav. Podrobné rozebird binérni,

ternarni, kvaternarni, obecné n-arni aritmetiku pro n = 2,..., 10, 12, 60. Pro reprezentaci
uziva pismena o, a, b, ¢, ... , tedy n navzajem riznych znakl pro danou c¢iselnou
soustavu.

A B C P

Progr.| Proportionum| Charaiferes
Geom.|  Nomina. |Comm. Geyffi.|Nofiri

1
2 (Simplex S |
4 |Quadratus  |(Q 2l
8 |Cubus G aaal|/t/
16 |Biquadratus |Bq aaaa|’y
32 |Subfolidus  |Ss aazaalv
64 |Quadricubus [Qc - aaaagalv’
128 |Biffubfolidus {Bf:  aaaaaaalv’/
256 Triquadmtus Tq_ axaaaaaa|v///
512 {Cubicubus |Cc aaaaaaaaal’/x

Obr. 2: Posledni sloupec tabulky zachycuje Caramuelovo znaceni mocnin v algebie

Druhd c¢ast — Synarithmetica, tj. techné arithmetiké, numerandi ars, studuje
aritmetické operace s Cisly nezavisle na jejich konkrétni reprezentaci. Techniku vypoctu
popisuje obecné a predvadi fadu ukazek v desitkové, ale i v jinych ¢iselnych soustavach.
Kromé¢ c¢tyt zakladnich operaci uvadi metody Regula Aurea a Regula societatis véetné
jejich aplikaci v obchodnim podnikani, metody vypoétu druhé a tieti odmocniny
a algoritmy usnadiujici technicky narocné vypocty vyuzitim tabulky Scala Pythagorae.

Y e 3
5/=t=. 7

2 YA g (st
42 R, e

427/ =31/ —21

Obr. 3: Ukézka nasobeni dvojclentt
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Tieti Casti je Metarithmetica neboli algebra. Dluvodem pro jeji zvlastni statut
(Metarithmetica znamena v tectin€ “za” aritmetikou) se Caramuelovi staly zakonitosti
aritmetickych operaci invariantni vzhledem k volbé konkrétni c¢iselné soustavy.
Esencidlnim objektem algebry pak neni Arithmos, ale Enarithmos, Cislo “artificialni”,
které je vyjadienim poméru, tj. zavislosti na proménné. Akcidentalnim objektem algebry
je Hyperarithmos, konkrétni hodnota jednozna¢né urcend v zavislosti na proménné
néjakym abstraktnim pomérem. Caramuelovou inovaci v algebfe je uzivani symboll
(characteres) jiz velice blizkych modernimu znaceni (viz obr. 3). Vychazi pfitom
z principu kompozicionality a chape matematicky zapis jako univerzalni jazykovy
fenomén. Podstatnym krokem je koncept proménné, v textu zvané numerus hypotheticus
nebo téz numerus tantuslibet, jiz znaci, byt ne zcela disledné, pismenem A od slova As
uzivaného obecné pro penézni jednotku.

Protoze reprezentace artificidlnich ¢isel, v dnesni dikci vlastné algebraickych vyrazi,
“kopiruji” strukturu zapisu ¢isel v rdmci vSech myslitelnych aritmetik, podléhaji stejnym
zédkonlim a Ize na n€ zobecnit aritmetické operace a metody Synarithmetiky (viz obr. 4).
Caramuel dukladné popisuje i technickou stranku vypocti a vysledky téz interpretuje,
tzn. porovnava cesty, jakymi Ize dospét k hodnoté Hyperarithmos.

V textu se téz pripravuje zrod budouci terminologie. Caramuel zacina rozliSovat Cisla,
kterd jsou objektem aritmetiky (numerus naturalis, resp. Arithmos), a Cisla “uméla”
(numerus artificialis, resp. Enarithmos, Hyperarithmos), ktera v algebie mohou, ale
nemusi nabyvat hodnoty zlomku, odmocniny, atd. Pojmy vSak zatim nejsou technizovany
v dnesnim slova smyslu, autor akcentuje spiSe jejich ontologickou odlisnost, tj. rozdil
v modu existence.
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SOME REMARKS ABOUT CLASSIFICATION OF
MANIFOLDS

ZDZISLAW POGODA

Abstract: The paper presents a very brief history of problems of classification of
manifolds one of the most important concepts in mathematics of the twentieth century.
Special attention is pointed out on the classification of two dimensional, three
dimensional and four dimensional manifolds. The specificity of each of the dimensions is
highlights. Also the problem of existence of non-equivalent structures on manifolds from
the historical point of view is mentioned

Problemy klasyfikacyjne naleza do najwazniejszych i czgsto zarazem najtrudniejszych
w matematyce. Twierdzenia klasyfikujace rézne obiekty stanowia ukoronowanie wielu
teorii. Chyba pierwszym twierdzeniem klasyfikacyjnym w historii matematyki byto
twierdzenie o klasyfikacji wielo$cianow foremnych z Elementéw Euklidesa. Pozniej
Apolloniusz z Pergi w swoim dziele o stozkowych sklasyfikowal przekroje stozka.
Problemami klasyfikacji interesowat si¢ Pappus z Aleksandrii, Kepler, Kartezjusz,
Newton, Leibniz, Euler i wielu innych wybitnych matematykéw. Probom klasyfikacji
podawano rodziny krzywych, wieloscianow, odwzorowan i innych obiektow matema-
tycznych, ktore pojawiaty si¢ wraz z rozwojem krolowej nauk.

Jednym z najwazniejszych pojec¢, ktére zrobity w XX wieku ogromna karierg jest pojecie
rozmaito$ci. Z jednej strony rozmaito$¢ n-wymiarowa lokalnie przypomina n-wymiarowa
przestrzen euklidesowa, a z drugiej strony globalnie jest to przestrzen topologiczna o, czgsto,
bardzo skomplikowanej strukturze. Specyficzna konstrukcja rozmaito$ci pozwala na wyko-
rzystanie do ich badania nie tylko metod topologicznych, lecz rowniez analizy matematyczne;j
i innych dopuszczanych w przestrzeniach euklidesowych. Dlatego tez obickty te staly sig¢
niezwykle przydatne do modelowania, przede wszystkim, roznorodnych sytuacji w fizyce,
azczasem i w innych dziedzinach. Historycznie pojgcie rozmaito$ci wywodzi si¢ z pojgcia
krzywej oraz powierzchni i jest ich naturalnym uogélnieniem. Logiczne jest pytanie o klasy-
fikacj¢ rozmaito$ci w danym wymiarze z doktadnoscia do homeomorfizmu. Pytanie to, jak
wszystkie dotyczace klasyfikacji, nalezy do najwazniejszych i specjaliSci poswigcaja mu
szczegbOlna uwagg.

Cho¢ precyzyjna definicja rozmaitosci zostata sformutowana w potowie lat trzydziestych
XX wieku, to sama idea pojawita si¢ w potowie XIX wieku. Za tworcg uwaza si¢ Bernharda
Riemanna, ktéry w stynnym wykladzie habilitacyjnym z 1854 roku zaproponowal uogdl-
nienie pojgcia powierzchni nazwane pozniej wlasnie rozmaitoscia. Trzy lata wczesniej
Riemann rozwazal powierzchnie, nazwane p6zniej powierzchniami Riemanna, ktore prébo-
wal klasyfikowaé ze wzgledu na typ spdjnosci nie dowodzac jednak swoich spostrzezen (por.
[12], [15]). Pierwsza udana probe klasyfikacji powierzchni z dowodem zawdzigczamy
Mobiusowi. W niezwykle pomystowy sposob Mobius scharakteryzowat orientowalne
powierzchnie bez brzegu nazywane obecnie rowniez dwuwymiarowymi rozmaito$ciami
zamknigtymi (por. [12]). Orientowalno$¢ mozemy rozumie¢ w ten sposob, ze powierzchnia
nie zawiera w sobie wstegi Mobiusa albo inaczej, ze z powierzchni nie da si¢ wyciaé wstegi
Mobiusa. Powierzchniami nieorientowalnymi zajat si¢ uczen Kleina — Walter von Dyck.
W zasadzie Dyck opisal klasyfikacje wszystkich powierzchni zamknigtych. Jednak nie
sformutowat podsumowujacego twierdzenia, a i nie wszystkie szczegdty rozumowania byty
precyzyjne (por. [15]). Pelne twierdzenie klasyfikujace powierzchnie z doktadnoscia do
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homeomorfizmu przedstawili Max Dhen i Paul Heegaard w artykule Analysis situs
umieszczonym w Encyklopedii Nauk Matematycznych (Encyklopedie der Mathematischen
Wissenschaften) z 1907 roku ([2]). Tam tez autorzy opisali klasyfikacje rozmaito$ci
jednowymiarowych.

Sukces w przypadku powierzchni zachgcal matematykéw do podjecia prob klasyfikacii
rozmaitosci wyzej wymiarowych. Z poczatku wydawato sig, ze stosujac podobne metody jak
dla powierzchni uda si¢ sklasyfikowaé twory wyzej wymiarowy. Wspomniany Walter von
Dyck w komunikacie z 1884 roku nakreslit pewne idee (por. [15]). Probowat tez scharakte-
ryzowaé¢ rozmaitosci n-wymiarowe. Szybko jednak zauwazono, ze juz dla obiektow
trojwymiarowych i tym bardziej n-wymiarowych tak tatwo nie uda si¢ problemu rozwiazac.
Techniki algebraiczne, ktore umozliwity klasyfikacje powierzchni okazaty si¢ za stabe
w wyzszych w wyzszych wymiarach. Podstawowymi narz¢dziami shuzacymi do badania
rozmaitosci w tym czasie byly grupy homologii i grupa podstawowa. To z ich pomoca
klasyfikowano powierzchnie. Zasada, stosowana potem powszechnie w topologii alge-
braicznej, byta naturalna. Jesli obiekty topologiczne (rozmaitosci) byty homeomorficzne, to
odpowiadajace im twory algebraiczne byly izomorficzne. Zatem gdy odpowiednie grupy nie
byty izomorficzne, to rozmaitoSci nie mogly by¢é homeomorficzne. Wtasnie w przypadku
trojwymiarowym mialy miejsce sytuacje niewygodne: twory nichomeomorficzne miaty
izomorficzne grupy im odpowiadajace. Poincaré skonstruowal przyktad tzw. sfery homo-
logicznej, rozmaitosci trojwymiarowej niedajacej si¢ odrézni¢ za pomoca grup homologii od
klasycznej sfery trojwymiarowej. Przy okazji zadat pytanie, czy podobne zjawisko mogtoby
zaj$¢ dla grupy homotopii — jest to stynna hipoteza Poincarégo (por. [9], [10], [11]). Prace
Poincarégo poswigcone analysis situs, jak rownowaznie nazywano na poczatku XX wieku
topologie, daty powazny impuls do zajgcia si¢ rozmaito$ciami trojwymiarowymi. Dzigki
pracom Heegarda, Tietze’go, Dehna, Alexandera, Knesera, Reidemeistera, Seiferta, Threlfalla
i Whiteheada do$¢ dobrze poznano wiele rodzin rozmiato$ci trojwymiarowych. Na szczegolna
uwage zastuguja prace Heegaarda ([6]), Dehna ([1]) i Knesera ([7]), w ktérych opisano
techniki, ktore okazaty si¢ bardzo efektywne przy badaniu 3-rozmaitosci, jak w skrocie
nazywali je specjalisci.

Matematycy przypuscili takze atak na proby Kklasyfikacji rozmaitoSci wyzej
wymiarowych. Okazato si¢ jednak, ze ich wysitki musza by¢ skazane na niepowodzenie.
W 1958 roku A. A. Markow udowodnit, ze dla rozmaitosci cztero i wyzej wymiarowych
problemu klasyfikacji nie da si¢ rozwiaza¢ (por. [4]). Doktadniej, pokazatl mniej wigcej co$
takiego, ze dla dowolnego algorytmu rozrdzniajacego z doktadnoscia do homeomorfizmu np.
rozmaito$ci czterowymiarowe, zawsze mozna znalez¢ takie rozmaitosci, ktorych nie da sig
rozr6zni¢ za pomoca tego algorytmu. A zatem mozna co najwyzej probowac klasyfikowaé
pewne specjalne podrodziny rozmaitosci danego wymiaru oraz ... rozmaito$ci trojwymiarowe,
dla ktorych twierdzenie Markowa nie obowiazuje. Z tym wigksza determinacja podejmowano
proby klasyfikacji rozmaito$ci trojwymiarowych. Zaczgto tez doktadniej przygladaé sie
wybranym rodzinom rozmaito$ci wyzej wymiarowych. Szczegodlnie zwrocono uwage na tak
zwane rozmaito$ci jednospojne to znaczy takie, w ktorych kazda pgtla da si¢ w sposob ciagly
zdeformowa¢ do punktu lub, uzywajac bardziej technicznego jezyka, dla ktorych grupa
podstawowa jest trywialna.

W wyzszych wymiarach matematykow tez czekaty spore niespodzianki. Po pierwsze
okazato sig, ze obiekty czterowymiarowe zachowuja si¢ zupelnie inaczej niz ich wyzej
wymiarowe odpowiedniki. Z poczatku nic nie zapowiadato anomalii. Nie zwr6cono uwagi na
pojawiajace si¢ sygnaly, jak choc¢by praca V. Rohlina z 1952 roku (por. [13]). Gdy jednak
probowano przenie$¢ rezultaty i techniki z wyzszych wymiardw, to napotykano na
niespodziewane trudno$ci — metody nie dzialaty albo uzyskane wyniki byly inne niz
przypuszczano. Z poczatkiem lat sze$édziesiatych XX wieku dzigki pracom Smale’a
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1 Stallingsa rozstrzygnigto uogdlnienie hipotezy Poincarégo na wymiary wyzsze niz cztery
(por. [9]) . Troj i czterowymiarowa wersja hipotezy bronita si¢ skutecznie. Dopiero w 1982
roku M. H. Freedman uporat si¢ z przypadkiem czterowymiarowym klasyfikujac jedno-
cze$nie czterowymiarowe zwarte rozmaitosci jednospojne (por. [5]). Klasyczna hipoteza
Poincarégo musiata czeka¢ do roku 2002, gdy G. Perelman, stosujac wyrafinowane techniki
udowodnit twierdzenie geometryzacyjne sformulowane jeszcze w latach siedemdziesiatych
dwudziestego wieku przez W. Thurstona (por. [9]).

Przy okazji pracy Freedmana z duza sitq ujawnity si¢ kolejne anomalie.

Jak juz zaznaczyliSmy na wstepie, rozmaito$ci sa uogoélnieniem koncepcji powierzchni
i krzywych na wyzsze wymiary. Wyrdznia si¢ trzy glowne typy rozmaito$ci: rézniczkowe,
kawatkami liniowe i topologiczne. Rozmaitosci rézniczkowe, inaczej gladkie, sa uogol-
nieniem powierzchni gladkich — ,bez kantow”, a rozmaitosci kawatkami liniowe sa uog6l-
nieniem powierzchni wielo§ciennych — tu kanty sa dopuszczalne. Najmniej intuicyjne sa
rozmaito$ci topologiczne. Jesli wyobrazimy sobie sferg rogata z nieskonczong iloscia rogow,
a na kazdym z nich znéw rogi i do tego nawzajem zaplecione, to mamy jeden z ,,naturalnych”
przyktadéw dwuwymiarowej rozmaitosci topologicznej. Gdy ksztaltowato sie¢ pojecie
rozmaitosci, to ,,w domysle” byly to rozmaito$ci wyposazone w pewna strukturg —
rézniczkowa (gladka) lub kawatkami liniowa — nawet, gdy wprost o tym nie wspominano.
W XIX wieku i na poczatku XX nie wyobrazano sobie, Ze moga istnie¢ rozmaitosci ,,czysto
topologiczne”. Na kazdej rozmaitosci gtadkiej lub kawatkami liniowej mozna zada¢ wiele
réznych atlasow, jednak atlasy te moga opisywac t¢ sama strukturg. Wprowadza sig
mianowicie relacj¢ rownowazno$ci w rodzinie atlasow na danej rozmaitosci: dwa atlasy sa
w relacji, gdy ich suma znéw jest atlasem, czyli mapy badanych atlasow musza spetniaé
warunek zgodnosci. W ten sposob kazdy atlas wyznacza pewien atlas maksymalny nazywany
struktura — r6zniczkowa lub kawalkami liniowa (PL-struktura).

W 1957 roku J. Milnor udowodnit twierdzenie o istnieniu nierownowaznych gladkich
struktur na sferze siedmiowymiarowej (por. [8]). Pojecie struktury jest $cisle zwiazane
z definicja rozmaito$ci i specjaliSci byli przekonani, ze z kazda rozmaito$cia zwigzana jest
doktadnie jedna struktura wyznaczona przez zadany atlas. Potwierdzaty to wyniki dla
rozmaito$ci dwu i trojwymiarowych. Wynik Milnora byt kompletnym zaskoczeniem dla
matematykow, ale to byt dopiero poczatek zdarzen niezwyktych. Co prawda udalo sig
pokaza¢, ze n-wymiarowa przestrzen euklidesowa zachowuje si¢ zgodnie z oczekiwaniami
i dopuszcza jedna gladka strukturg, byt jednak pewien wyjatek n = 4, gdzie znéw znane
metody nie dziataty (por. [14]).

W 1983 roku S. Donaldson wykorzystujac rezultaty Freedmana i Rohlina udowodnit, ze
przestrzen czterowymiarowa dopuszcza nierownowazne struktury gtadkie (por. [3]). Wigcej,
niebawem pokazano, ze takich struktur moze by¢ nieprzeliczalnie wiele. Jesli w przypadku
wyzej wymiarowym regula jest istnienie skonczonej liczby struktur nieréwnowaznych, to na
rozmaito$ciach czterowymiarowych jest ich nieskonczenie wiele lub dokladnie jedna.
Ponadto stwierdzono istnienie niewygtadzanych rozmaitoSci czterowymiarowych, co w przy-
padku nizej wymiarowym jest niedopuszczalne (por. [3], [5], [14]).

Udana klasyfikacja powierzchni z jednej strony potwierdzita stuszno$¢ wykorzystania
metod algebraicznych w topologii, z drugiej jednak pokazata, ze zastosowane metody sa zbyt
stabe, by rozstrzyga¢ podobne problemy w wyzszych wymiarach. Okazato si¢ réwniez, ze
w niskich wymiarach nie ma jednej uniwersalnej metody pozwalajacej klasyfikowaé obiekty
ustalonego wymiaru. Kazdy z wymiardw trzy i cztery wymaga osobnych, specyficznych
technik, a uzyskane rezultaty przeszly wszelkie oczekiwania i zaskoczyly matematykow.
Nietypowe byly tez metody wykorzystane do rozwiazania probleméw. W przypadku trojwy-
miarowym przydatne okazaly si¢ potoki Ricciego i zaawansowane metody geometrii
rozniczkowej (por. [9], [15]). Czterowymiarowe zagadnienia zwrocily uwage matematykow
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na teori¢ pol gauge i rownania Yanga-Millsa (por. [3], [14]). Metody fizyki matematycznej
znalazly si¢ w centrum zainteresowania topologdw. Po raz kolejny mozna si¢ byto przekonac,
ze, mimo dramatycznego rozdrobnienia, matematyka stanowi jednos$¢, a nowe, wazne rezul-
taty powstaja na styku, czesto (pozornie) bardzo odlegtych dziedzin.
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TIBOR NEUBRUNN — ZIVOT A DIELO

BELOSLAV RIECAN

Abstract: Tibor Neubrunn was a professor of mathematical analysis and its applications.
From this point of view he initiated research in many new areas: quantum structures, real
functions and multi functions, nonstandard measure and integration theory. He was one
of the main persons in the Slovak school of mathematical analysis. Moreover, he
belonged to the set of the best university teachers and he was a man with outstanding
human properties.

1 Uvod

1.1 Sucasny stav

Dejiny modernej slovenskej matematiky zacinaju druhou polovicou dvadsiateho
storoCia. Azda preto su tak slabo spracované. Prispevok, ktory tu prezentujeme, chce
podnietitt k systematickému vyskumu diela zakladatel'skych osobnosti slovenskej
matematiky.

1.2 Vychodzie poznatky

Nemame spracované ani dve zakladné osobnosti slovenskej matematiky, akymi boli
Jur Hronec a Stefan Schwarz. Kniha [3] hovori totiz skér o organizaénych aktivitich
prof. Hronca, aj ked v tejto oblasti si ziskal prof. Hronec najvicsie zasluhy. Kniha [6]
obsahuje supis spolocenskych vystipeni prof. Schwarza, nedotyka sa vSak jeho diela
vedeckého. Kniha [2] je encyklopedického charakteru, ale aj tam nam chyba poslednych
10 rokov. NajblizSie naSmu zameru je publikacia [1] zalozend na diplomovej praci
vedenej prof. Cizmarom. Aj podnetom k pritomnému referatu bola bakalarska praca [5]
vedena autorom.

2 Nové vysledky

2.1  Charakterizacia vedeckej prace Tibora Neubrunna

Podrobnejsie budeme charakterizovat’ vysledky T. Neubrunna v tychto oblastiach:
a) kvantové Struktuary,
b) teodria realnych funkecii,
c) tedria miery a integralu.

2.2 Charakterizacia pedagogickej prace Tibora Neubrunna

Uvedieme vyjadrenia niekol’kych pamitnikov prof. Neubrunna spomedzi jeho
priatelov a byvalych Studentov. Okrem toho spomenieme niekol’ko Neubrunnovych
publikacii pedagogického a populariza¢ného charakteru.
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3 Zaver

3.1

Zhrnutie vysledkov

Ziskali sme zhrnutie hlavnych vedeckych vysledkov Tibora Neubrunna a jeho
vedeckej Skoly. Okrem toho svedectvo sucasnikov T. Neubrunna charakterizujice jeho
osobnost’.

3.2

DalSie perspektivy

Opis vedeckej Skoly zalozenej na Neubrunnovych vysledkoch.
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KUTTAKA

IRENA SYKOROVA

Abstract: Kuttaka is the name given to ancient Indian method of solving indeterminate
linear equation with two unknowns. The aim of this paper is to describe the method and
present how medieval Indian mathematicians used it to solve problems.

1 Uvod

Matematika a zejména algebra byla ve stfedovéké Indii velmi uznavanym védnim
oborem a indi¢ti ucenci dosahli nékolika zajimavych vysledkt, naptiklad pii feSeni
neur¢itych rovnic.' Tento &lanek je vénovan metodé kuttaka — sttedovékému indickému
algoritmu na hledani celo¢iselného feseni linedrni rovnice o dvou neznamych

ax+c=by, a,b,ce 7.

Prvnim indickym uéencem, ktery studoval neur¢ité rovnice, byl Arjabhata I (asi 476
az 550). Ve své pievazné astronomické praci Arjabhatija popsal metodu feSeni rovnice
ax + ¢ = by s ptirozenymi koeficienty, jejiz feSeni hledal rovné€z v oboru pfirozenych cCisel.
Jeho nasledovnik Bhaskara I (asi 600 az 680) ukazal, ze stejnd metoda mize byt pouzita
i pro feSeni rovnice ax —c = by a navic, ze feseni této rovnice lze odvodit z feSeni rovnice
ax—1=by . Tyto metody prejali i dal$i autofi, napiiklad Arjabhata II (asi 920 az 1000)
popsal, jak l1ze v nékterych piipadech feSeni zjednodusit, a upozornil na pifipady, kdy
metody selhavaji. VEtSina autort pii popisu rovnice jest¢ upozornila na to, ze koeficienty
a, b, ¢ musi byt nesoud€Iné, protoze jinak by bylo mozno rovnici zkratit.

Jednim typem tloh vedoucich na neurcitou linearni rovnici byl problém nalézt
prirozené &islo n, které po vydéleni piirozenymi &isly a,, a,dava zbytky r,, r,.> Druhym
typem byly ulohy, kde se hledalo takové pfirozené Cislo x, které vynasobené danym
celym cCislem a a zvétsené ¢i zmenSené o jiné celé Cislo c, je délitelné Cislem b beze
zbytku. V tloze prvniho typu byly koeficienty a,, a, oznaceny jako délitel¢ a Cisla r,, r,
se nazyvala zbytky. V tlohach druhého typu se konstanté a fikalo délenec, konstanté b
delitel a konstanté ¢ pridané ¢islo. Neznama x se nazyvala nasobitel a pro neznamou y se
pouzival termin podil. Mahavira (asi 800 az 870) neznamou x nazyval ¢islo (ve smyslu
neznamé &islo, viz [7]). Analyza neur&itych rovnic prvniho stupné se nazyvala kuttaka.’
Kofen tohoto slova kutt znamena rozdrtit, rozmélnit ¢i rozdrobit; ndzev metody kuttaka je
mozné prelozit jako metoda rozdrobeni. O tom, jak vyznamné misto ve staré indické
algebfe tato metoda méla, sveédci i fakt, ze termin kuttaka nebo kutaka-ganita byl nékdy
pouzivan pro celou algebru.*

' Neznamou stati Indové nazyvali tolik-kolik (yavat-tavar) a znaéili ya. Pokud bylo potieba poéitat s vice
neznamymi, termin yavaz-tavat oznacoval prvni z nich a pro ostatni se pouzivaly nazvy barev (viz [3]).

% Podobnou tulohou se zabyvali i stafi Cifiané. Podle Ginské véty o zbytcich Ize FeSeni vyjadiit explicitng
vzoreckem (viz [5]).

* Nekdy té7 kuttdkdara, kuttikdra nebo kratce jen kutta.

* Indicky matematik a astronom Brahmagupta (598-670) je autorem ver§ované astronomické prace Brahma-
sphuta-siddhanta, v niz 18. kapitola o algebfe se jmenuje Kuttaka (viz [2]).
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2 Bhaskarovo FeSeni rovnice s prirozenymi koeficienty

Arjabhata I fesil tilohu prvniho typu: nalézt &islo n, které po vydéleni danymi &isly «,
a, dava zbytky r, r, (viz [6]). Pivodni formulace vSak neni pfilis srozumitelna.’
Pozdéji se feSenim rovnice ax+c =by s piirozenymi koeficienty a, b, ¢ zabyvali i dalsi
indi¢ti matematikové, napt. Bhaskara I, Brahmagupta (asi 598 az 670), Mahavira, Sripati
(1019-1066), Bhaskara II (1114-1185), ktefi se veénovali i nékterym specidlnim
pripadim, zejména rovnicim ax —c =by nebo axt1=>by. Uvedeme pravidlo pro feSeni
rovnice ax+c =by s ptirozenymi koeficienty a, b, ¢, které popsal Bhaskara II ve slokach
55 az 57 druhé kapitoly algebraické prace BidZaganita (viz [2]):

Deél vzdajemné deélence [a] a délitele [b], které jsou jiZ nesoudélné, dokud neni zbytek
déleni jednicka. Zapis postupné pod sebou podily, pod nimi pridané cislo [c] a dolit nulu.

Vyndsob predposledni [Cislo] cislem primo nad nim a pricti posledni. Pak vynech
posledni a opakuj tento postup, dokud neziistane pouze dvojice cisel.

JestliZe horni z nich vydélime délencem, zbytek je podil. Jestlize dolni vydélime
delitelem, zbytek je nasobitel. Tento postup plati, jestliZe pocet podilii je sudy.

KdyZ je lichy, pak se nalezend cisla musi odecist od délence nebo délitele. Tyto rozdily
budou skutecnym podilem [y] a nasobitelem [x].

Prvni c¢ast pravidla fika, ze se ve star¢ Indii k vypocétu uzival postup odpovidajici
Eukleidovu algoritmu pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel a a b. Oznacime-li
podily ziskané Eukleidovym algoritmem g¢,, ¢,, ---, ¢q,, pak v dalSich krocich se
pocitalo s ¢isly ¢q,, q,, -, 4, ¢, 0, ktera se postupné nahrazovala novymi hodnotami
vypocitanymi rekurentné podle Bhaskarova pravidla proj=1,2, ... ,n—1:

;=5G22 2,=¢ 2,=0.

Cely postup predvedeme na ptikladu 100x+90 =63y, ktery piedlozil Bhaskara II.
Postupnym délenim ¢isel 100:63 se nejprve vypocitaly podily g, =1, ¢, =1, g, =1,
q;=2, q,=2, g5 =1, q, =3, které¢ se, kromé¢ posledniho, zapsaly do sloupce a pod né
se jeste pripojily hodnoty 90 a 0. Pak se tyto hodnoty postupné piepisovaly novymi, jak
je uvedeno v jednotlivych sloupcich nasledujici tabulky.

o ogq=1 1 1 1 1 1 2430
& g=1 1 1 1 1 1530 1530
z, gq,=1 1 1 1 900 900

4, q=2 2 2 630 630

4 q.=2 2 270 270

z, ¢s=1 90 90

2, c=90 90

7, 0

5 Arjabhatova pravidla jsou uvedena ve druhé kapitole prace Arjabhatija, sloky 32-33 (viz [1]).
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Ve staré Indii bylo zvykem ¢isla nepotfebna k dal§imu vypoc¢tu mazat, proto na konci
vypoctu zbyla pouze dvé. Protoze pocet pouzitych podili byl sudy (n=26), stacilo
vypocet dokoncit podle treti Casti pravidla. Nejmensi pfirozené feSeni se ziskalo jako
zbytky déleni

2430:100 = 24(zb.30) , 1530: 63 =24(zb.18) = y=30, x=18.

V dalsim pravidle Bhaskara vysvétlil, jak je mozné z jednoho feSeni rovnice
ax + ¢ = by odvodit dalsi feSeni této rovnice (viz [2]):

Ndsobitel [x] a podil [y], kdyzZ se prictou ke svym déliteliim vyndsobenym libovolnymi
cisly, stanou se jinymi [feSenimi].
Takto bylo mozné nalézt libovolné feseni ptivodni rovnice jako

y=30+100z, x=18+63t, teZ.

Autor sam uvedl dalsi dvé feSeni y =130, x =81 a y =230, x=144.

3 Podobnost s Fetézovymi zlomky

Indicka metoda kuttaka velmi ptipomind metodu vyuzivajici fetézové zlomky. Podil
koeficientt % muzeme vyjadiit fet€ézovym zlomkem %= [qo;ql,u-,qn]. Vynechame-li

PR - . P a,. R .
posledni ¢&islo ¢, , ziskdme (n—1)-ni sblizeny zlomek —“=-. Obecné feSeni rovnice

n—-1

ax+c = by s piirozenymi nesoud&lnymi koeficienty a, b, ¢, miizeme vyjadfit ve tvaru®
y=(-1)a,_c+a, x=(-1)'b_c+bt, teZ.

Cisla a, , a b, , se poitaji podle rekurentnich vztahti pro proj=2,3,..,n—1:
a;=4q;a;,+a;,, a,=q,q, +1, a, =4,

b,=qb, +b_,, b =q, b=1.

Tyto vzorce se podobaji rekurentnimu vztahu, ktery pouzival Bhaskara II. S vyuzitim
vlastnosti fetézovych zlomkt se da ukazat (viz [8]), Ze Bhaskarovo ,horni* ¢&islo je
Z,, =a, c a ,dolni“ ¢islo z,, =b, ,c. Protoze stafi Indové hledali nejmensi pfirozené
feseni, uvazovali zbytky déleni z, , :a = p(zb.y,) a z, , :b = p(zb.x,). Vzhledem k tomu,
ze v Bhaskarove ptikladeé bylo n sudé (n=6), tvar obecného feseni odpovidd vzorctim
vyjadfenym pomoci Citatele a jmenovatele (7 —1)-niho sblizené¢ho zlomku

y=a, ctat=y +alt+p), x=b, c+bt=x+b(t+p), teZ.

¢ Odvozeni je mozné nalézt napiiklad v [4].
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Pro n liché by se vSak timto postupem ziskalo feSeni x,,y, rovnice ax—c = by, proto
bylo tfeba jesté¢ podle posledni ¢asti pravidla nalezend cisla odecist od délence nebo
deélitele, tedy jako feSeni ptivodni rovnice ax+c =by se pak uvazovala ¢isla x, =b—x,,

Yo =a— ).

4 Zavér

Metoda kuttaka byla ve sttedovéké indické matematice velmi diillezitd nejen pro Casté
pouziti v astronomickych vypoétech. Jeji znalost byla predpokladem pfi feSeni dalsich
uloh, napfiklad tzv. Pellovy rovnice. Vyhoda indického vypoctu ¢isel a,_, a b, je v tom,
ze ob€ hodnoty byly ziskany najednou, zatimco jejich stanoveni pomoci fetézovych
zlomkl vyzaduje rekurence dvé. Staré indické texty vSak neobsahuji zadné dikazy ani

odvozeni popisovanych metod, spravnost byla ziejmée ovéfena pouze bohatymi pocetnimi
zkuSenostmi.
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HISTORIE CAUCHYOVY FUNKCIONALNI
ROVNICE

PETR SATNY

Abstract: The contribution deals with the best known functional equation, namely,
Cauchy’s functional equation. After a short comment on the topic of functional equations
we introduce Cauchy’s equation and describe its original procedure of solution. Finally,
we consider historical development of this equation from its modification by Briggs
in 1624 to the discovery of discontinuous solutions by Hamel in 1905.

1 Uvod

Teorie funkciondlnich rovnic je jednim z nejstar$ich odvétvi matematické analyzy,
které¢ je aktudlni i vsoucCasnosti ([1]). Jiz na stfedni Skole se zaci setkavaji
s jednoduchymi funkciondlnimi rovnicemi, aniz vibec tusi, jak velka oblast vyzkumu
a vysledkl se za nimi skryva. Jako piiklad mize poslouzit zjednoduSena definice sudé,
resp. liché funkce, coz jsou funkce spliujici funkcionalni rovnici f(x)= f(—x), resp.
f(x)=—=f(x). Jiné vyznamné tiidy funkci (jako jsou funkce linearni ¢i exponencidlni)
nemaji funkcionalni rovnici ve své definici, pfesto je Ize vhodnou rovnici, ktera
vyjadiuje, jak funkce dané tiidy ,,funguji”, pln¢ charakterizovat. Ovéfit piitom, ze funkce
s danym pfedpisem danou funkcionalni rovnici spliiuje, je vétSinou snadné dosazeni,
mnohem obtiznéj$i je najit vSechny funkce, které danou rovnici spliwuji, nebot’ neexistuje
obecny postup, jak se k takovym funkcim ,,dobrat”. Funkcionalni rovnice a metody jejich
feSeni se po staleti t&§1 velké pozornosti matematiki. Mezi nimi je na prvnim misté
bezesporu Cauchyova funkciondlni rovnice, na kterou lze urCitymi transformacemi
prevést i fadu dalSich vyznamnych rovnic.

Augustin Louis Cauchy (21. srpna 1789 —23. kvétna 1857) byl excelentni francouz-
sky matematik. Jako prikopnik matematické analyzy rozvijel dale dilo, které zapocali
Gottfried Wilhelm Leibniz a Sir Isaac Newton ([2]). Od roku 1815, kdy se stal
profesorem analyzy a mechaniky na Ecole Polytechnique' v Pafizi, pracoval podle svych
prednasek na svazcich dila Cours d’analyse de 1’Ecole Polytechnique (anglicky
komentovany pieklad Ize nalézt v [9]). Nasi pozornost si zaslouzi prvni svazek [4], ktery
se z Gasti vénuje oblasti funkcionalnich rovnic’, a pojednava i o funkcionalni rovnici,
které dnes fikdme Cauchyova. Ke v§em rovnicim, které Cauchy do svazku zahrnul, nalezl
jejich spojita feseni, tj. vSechny spojité funkce, které je spliuji.

2 Cauchyova funkcionalni rovnice

Znéni véty a nasledujici odvozeni tvaru vSech spojitych funkci f : R — R spliujicich
Cauchyovu funkcionalni rovnici f(x+y)= f(x)+ f(y) pro libovolnd x,ye R nyni

! Francouzska vysoka kola technického zaméieni zalozena v roce 1794 ([8]).
? Jednim z divodd, proé se Cauchy funkcionalnimi rovnicemi viibec zabyval, bylo ukazat, jakym uZitetnym
nastrojem mohou byt pro zavedeni limity nebo spojitosti funkce [5, str. 368].
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uvedeme v presném piekladu stejné¢ (az na malé odchylky zptsobené piekladem
a z divodu srozumitelnosti) jako ve vySe zminéném Cauchyové textu [4]. Upraveny
a matematicky korektni diikaz lze nalézt naptiklad v [3], str. 31-34.

Problém. Urcete funkci ¢(x) tak, aby mezi libovolnymi dvéma body byla spojitd
a aby pro v§echny redlné hodnoty x a y spliiovala

P(x+y) = P(x) + 4(y). (1

Pokud v rovnici postupné nahrazujeme yzay +z, zza z+u, &c. .., dostaneme’

dx+y+z+u+..)=¢(x)+0(y)+d(2) +d(u)+ &c...
Uvedena rovnice ziejmé plati pro libovolny pocet proménnych, ktery si ozna¢ime m .
Po nahrazeni kazdé proménné kladnou konstantou a, tj. x=y=z=u=... =a, obdrzime

g(ma) = mg(a).

Pro rozsifeni posledni rovnice pro pifipad, kdy m je nahrazeno zlomkem — nebo
n

. , s vr s qvr m . roxr
dokonce libovolnym c¢islem x4, polozime nejdfive r=—a, kde ma njsou cela ¢isla.
n
Dostaneme tak

n-r=m-a,

n-g(r) = m-g(a),
o(r) = ¢(’:aj - %»(a).

T m vr veir .. ;1. ..
Konverguji-li zlomky — k ¢&islu x4, pak s vyuzitim limity ziskdme rovnici
n

d(u-a)=p-¢(a). Polozime-li nyni a =1, ptejde ziskana rovnice do tvaru

() = p- g(1). 2
Naslednym limitnim pfechodem prou kbodu nula dostaneme ¢(0)=0. Navic, kdyz
vrovnici (1) polozimex=u a y=-u, ziskame @(-u)=¢(0)-d(u)=—u-(1).
Rovnice (2) tedy plati i po nahrazeni u cislem —u. Celkem jsme tak odvodili, ze
pro libovolné x plati ¢(x)=x-@(1). Z této rovnice plyne, ze kazda funkce vyhovujici
zadani je tvaru ¢(x)=a-x. Po dosazeni do (1) obdrzime identitu a(x+y)=ax+ay
bez ohledu na to, jaké a bylo zvoleno. Tedy kazda funkce ve tvaru ¢(x) =a-x spliuje
zadani pro libovolné a.

3 Vyvoj Cauchyovy funkcionalni rovnice

Modifikaci Cauchyovy funkcionalni rovnice g(xy)= g(x)+ g(y) pouzil Henry Briggs
v roce 1624 pii konstrukei logaritmu®, jehoZ vlastnost log(xy) = log(x) + log(y) korespon-

duje s uvedenou rovnici. Tato udalost se povazuje viibec za prvni, kdy byla urcita funkce
definovana pomoci néjaké funkcionalni rovnice ([5, str. 360]).

3 &c. znadi et cetera, Sesky a tak ddle.
* Arithmetica Logarithmica, folio, London, 1624.
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V roce 1797 se Sylvestre Frangois Lacroix ve své knize’ zabyval otazkou rozvoje
(1+x)”. Ukazal, ze koeficienty rozvoje zavisi rekurzivné na prvnim koeficientu, ktery si
oznalil f(«). Poté dokazal, Ze pro tento prvni koeficient v zavislosti na exponentu «
plati funkcionalni rovnice f(a+ f)= f(a)+ f(f). Pii jejim feSeni postupoval Lacroix
podobné jako Cauchy. Od mista, kde se ukaze, ze f(«)=a pro libovolné raciondlni «,

se dikazy obou matematikti 1isi (Lacroix nepouzil vlastnosti limity a spojitosti
[S, str. 3606]).

V prvnim svazku Course d'Analyse Cauchy nejen vyfesil zakladni rovnici
d(x+y)=¢(x)+d(y) za predpokladu spojitosti funkce f (jak jsme vylozili v oddile 2),
ale za stejného predpokladu odvodil i tvary feseni nasledujicich modiﬁkovanych6 rovnic:

O(x+y)=9(x)-0() (fesent o(x) = [o(0)]" )
P(x-y) = 9(x) +9(y) (FeSeni g(x) = a- L(x))°®
B(x-y) = 9(x)-@(y) (Feseni p(x) = x*).
Preciznost Cauchyova dila a jeho celkové shrnuti znamych funkcionalnich rovnic véetné
jejich tvaru feSeni byly pfic¢inou toho, ze rovnici f(x+y)= f(x)+ f(y) nazyvame jeho
jménem, ackoliv Cauchy nebyl prvni, kdo nasel vSechna spojita feseni. Podle [3, str. 96]

byla tato rovnice v&etn& modifikaci a tvaru feSeni znama jiz A. M. Legendrovi’ v roce
1791.

V roce 1875 aplikoval Jean Gaston Darboux Cauchyovu funkciondlni rovnici
na skladani vektora sil a ve stejném roce oslabil Cauchytv predpoklad o spojitosti funkce
na celé mnoziné realnych cisel na spojitost pouze v jednom bodé¢, aniz by se zménil tvar
feSeni. Darboux taktéz dokazal, ze predpoklad spojitosti 1ze nahradit bud’ monotonii nebo
pozadavkem, aby funkce nabyvala v nezapornych <cislech nezapornych hodnot
([5, str. 371]). V roce 1880 Darboux dokonce ukazal, ze staci, aby funkéni hodnoty mély
stejné znaménko (+ nebo —) na né&jakém intervalu (0,9). Rovnéz dokazal, Ze spojité je
kazdé takové feSeni Cauchyovy rovnice, které je omezenou funkci na nékterém intervalu
(kladné délky) ([6, str. 63]).

K ptekvapujicimu vysledku se dopracoval Georg Hamel v roce 1905, kdy se mu
podafilo dokazat existenci nespojitych feseni Cauchyovy rovnice ([3, str. 36]). Kon-
strukei téchto feSeni zalozil na tzv. Hamelové bdzi redlnych Cisel. Tato baze je nespo-
¢etnou podmnozinou realnych cisel s vlastnosti, ze kazdé xe R lze jednoznaénym
zpusobem vyjadrit ve tvaru konecné linearni kombinace x =nh, +...+r.h, kde h,,...,h,
jsou prvky této baze a r,,...,r, jsou racionalni &isla.'” Je snadné ukazat, Ze pii libovolné
volbé hodnot f(h,) na vSech prvcich h, Hamelovy baze dostaneme feseni f Cauchyovy
rovnice, kdyz pro kazdé redlné x podle vySe uvedené linearni kombinace polozime
f)=frh +...+rh)=f(rh)+...+ f(r,h)=nrf(h)+...+r f(h). Je pfitom jasné,
ze jiz volbou dvou hodnot f (k) mizeme docilit toho, Ze funkce nebude tvaru f(x) = ax.

S Lacroix S. F.: Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, Chez Courcier, Paris, 1797.
6V n&kterych textech se i tyto modifikace nazyvaji Cauchyovy funkcionalni rovnice.

7 Rovnici Cauchy vyuzil v dikazu binomické véty [5, str. 367].

¥ L(x) zna¢i logaritmus.

? Legendre A. M.: Eléments de geometrie, Note 11, Paris 1791.

1% Existence Hamelovy béze je netrivialni poznatek, k jehoz ditkazu potiebujeme axidm vybéru.
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4 Zavér

Jak jsme naznacili tvodem, jsou funkcionalni rovnice stale se rozvijejicim oborem
matematiky, o ¢emz svéd¢i nemalé mnozstvi otevienych problémid a nerozieSenych
rovnic. Cauchyova funkcionalni rovnice mezi nimi zaujima vyjime¢né postaveni nejen
tim, ze 1 s velmi slabymi pozadavky na funkci, kterd ma rovnici splilovat, obdrzime jeji
predpis ve tvaru f(x) = cx a ze mnoho jinych rovnic Ize na ni pfevést, ale také vyuzitim
v fadé€ jinych matematickych disciplin a jinych védnich obord (podrobnéji viz [5]).
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CHARAKTERISTIKY MATIC A GRAFU

MARTINA STEPANOVA

Abstract: In 1880s, Corrado Segre and Eduard Weyr introduced characteristics which
are defined for square matrices. One hundred years later, Hans Schneider and Daniel
Hershkowitz studied characteristics of graphs. Surprisingly, there are close relationships
between all the characteristics.

1 Uvod

Historie nékterych matematickych pojmu je, tak jako zivot lidsky, plna vzestupi a pa-
da. Prispévek se vénuje ,,osudim™ n€kolika posloupnosti pfirozenych ¢&isel. Ackoliv po-
Catky nékterych z nich de€li priblizné jedno stoleti a zavedeny jsou fe¢i riznych teorii,
existuji mezi nimi piekvapivé a elegantni souvislosti.

Jiz v osmdesatych letech 19. stoleti byla zavedena tzv. Segreova charakteristika, ktera
se objevovala — a stale objevuje — v odbornych publikacich linearni algebry. Pfiblizné ve
stejné dobé byla definovana tzv. Weyrova charakteristika. A¢ se jedna jistym zplisobem
o analogii charakteristiky Segreovy, upadla Weyrova charakteristika téméf v zapomnéni.
K jejimu vzkiiSeni doslo prfedev§im v osmdesatych a devadesatych letech 20. stoleti, kdy
byla, spolu s né€kolika dal$imi posloupnostmi, studovéana v tzké souvislosti s teorii grafi.
Kazdému z uvazovanych graft Ize ptifadit (ne nutné jedinou) matici a pro jistou t¥idu
matic lze vSechny nize uvedené grafové posloupnosti a Weyrovu charakteristiku uspofa-
dat pomoci tzv. relace majorizace. V tomto uspotradani hraje vysadni roli pravé Weyrova
charakteristika.

2 Charakteristiky teorie matic

2.1 Segreova charakteristika

V roce 1884 zavedl italsky matematik Corrado Segre' (1863—1924) v ¢lanku Sulla te-
oria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio lineare ad un numero dua-
lunque di dimensioni [9] posloupnost Cisel, ktera se vaze ke ¢tvercové matici a kterd dnes
nese jeho jméno.

Uvazujme komplexni matici A fadu n, jeji Jordantv kanonicky tvar J a nékteré jeji
vlastni ¢islo A. Nerostouci posloupnost &(A) = (&, &, ..., &) sestavena z Fada vech Jor-
danovych bunék vztahujicich se k vlastnimu ¢islu A se nazyva Segreova charakteristika
matice A prislusnd vlastnimu Cislu A.

! Corrado Segre studoval a piisobil v Turing. Jiz od mladi hojn& publikoval, po dlouha léta korespondoval
s Felixem Kleinem (1849-1925). Studoval pfedevsim geometrické invarianty pfi linearnich transformacich,
algebraické kiivky a plochy. Vyznamné ozivil v Italii zajem o geometrii, svym pifinosem pro taméjsi geo-
metrickou Skolu je fazen hned za takovou osobnost, jakou byl Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona
(1830-1903).
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Posloupnost £(A), ktera obsahuje vSechny Segreovy charakteristiky matice A pii-
slusné jejim navzajem riznym vlastnim &islim, se nazyva Segreova charakteristika mati-
2
ce A.

2.2  Weyrova charakteristika

V druhé poloviné osmdesatych let 19. stoleti pfistoupil Cesky matematik Eduard
Weyr3 (1852—1903) velmi originalné k problematice kanonickych tvarti matic. Pfi studiu
této otazky definoval nékteré nové pojmy, které se staly soucasti poznatkli dnes souhrnné
nazyvanych Weyrova teorie charakteristickych cisel (viz napt. kratka poznamka Répar-
tition des matrices en especes et formation de toutes les espéces [14] z roku 1885 nebo
knizka O theorii forem bilinearnych [15] z roku 1889), jejimz zakladnim pojmem je
tzv. nulita matice. Tento pojem vSak byl zaveden jiz roku 1882 britskym matematikem
Jamesem Josephem Sylvesterem (1814—1897) v ¢lanku On the properties of a split mat-
rix [12]. Nulita je definovana pouze pro Ctvercové matice a je rovna rozdilu tadu
a hodnosti matice (nulitu matice A budeme znacit nul A). Pomoci nulit jsou definovana

s oo

tzv. charakteristickd cisla matice. Zaved'me nyni zminéné pojmy.

Necht’ A je komplexni matice fadu n, necht’ A je jeji s-nasobné vlastni ¢&islo a necht’ E
znaci jednotkovou matici pfislusSného fadu. Potom existuje ptrirozené Cislo ¢ (tzv. index
matice A prislusny vlastnimu cislu A), pro které

nul(A—AE) < nul(A-—AE)*<...< nul(A—AE)' =nul(A-AE)""'= .
Oznacime-li

nul(A - AE) = n,,
nul (A - AE)> = n + n,

nul(A-AE)' =m+m+-+ 1,

s v

potom pfirozena Cisla 7y, 7, ... , 1, jsou charakteristickd cisla matice A prislusnd vlast-
nimu Cislu A.

Posloupnost 77(A) = (1, 12, ..., 1) se nazyva Weyrova charakteristika matice A pri-
slusnd viastnimu cislu A, soubor 17(A) vech Weyrovych charakteristik matice A piislus-
nych vSem jejim vlastnim ¢islim se nazyva Weyrova charakteristika matice A.

2V originalni praci [9] byla zavedena takto:

Ora il Weierstrass ha dimostrato ... che la condizione necessaria e sufficiente perche si possa effettuare
questa trasformazione & che i divisori elementari del determinante |ay — pby| coincidano con quelli del
determinante |py — pqyul. Dicendo ¢, ey, ..., eV gradi (in ordine decrescente di grandezza) dei divisori
elementari del determinante |ay — pby| corrispondenti ad una stessa radice p, e chiamando caratteristica
l'insieme di questi gradi cosi raggruppati:

h -1 hy—1 h -1
[(ela e’la (R3] el( ! ))> (eZa e’Za ceey 62( 2 ))s ceey (era e’ra eeey er( " ))]a

noi divideremo le omografie in classi a seconda dei loro corrispondenti raggruppamenti dei divisori
elementari, vale a dire intenderemo che due omografie siano della stessa classe quando hanno la stessa
caratteristica. ([9], str. 136—137)

3 Eduard Weyr studoval na prazské polytechnice a také v zahrani¢i (Géttingen, Pafiz, Berlin), ptisobil na eské
technice, na prazské a pozdéji na ¢eské univerzité. V letech 1884/85 a 1890/91 zastaval na technice funkei rekto-
ra. Zabyval se predev§im geometrii, dale algebrou (determinanty, matice, kvaterniony) a analyzou.
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2.3 Vztah Segreovy a Weyrovy charakteristiky

K odtajnéni prosté souvislosti mezi Segreovou a Weyrovou charakteristikou nejdiive
definujme nové pojmy.

Necht a=(, o, ..., &) je nerostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Uvazujme dia-
gram vytvoreny z ¢ sloupcu tecek, z nichz k-ty sloupec ma pravé o tecek. Prvni (spodni)
teCky vSech sloupcti jsou umistény na stejném, poslednim tadku, druhé tecky na predpo-
slednim tadku atd. Timto zplsobem sestrojené schéma se nazyva Ferrersuv diagram po-
sloupnosti a.* Posloupnost oz« nazveme dudlni k posloupnosti @, jestlize jeji ¢leny zna&i
pocty tecek v jednotlivych fadcich (¢teno odspodu) Ferrersova diagramu posloupnosti .

Nyni ndm nic nebrani formulovat nasledujici vétu, z niz je ziejmé, ze kazdou ze dvou
uvazovanych charakteristik lze elementarnim zptisobem odvodit z charakteristiky druhé.

Segreova a Weyrova charakteristika matice, které prislusi stejnému vlastnimu cislu,
Jsou dudlnimi posloupnostmi.

Je-li tedy jednou z charakteristik naptiklad posloupnost (5, 4, 3, 3, 3,2, 1, 1), je k ni
dualni posloupnosti posloupnost (8, 6, 5, 2, 1), jak lze vy¢ist z nasledujiciho Ferrersova
diagramu

Vztah duality mezi zminénymi charakteristikami se objevuje jiz v prvnich mono-
grafiich teorie matic publikovanych v tficatych letech 20. stoleti. Jmenujme naptiklad
knihu An Introduction to the Theory of Canonical Matrices [13], kterou roku 1932 publi-
kovala autorskad dvojice Herbert Western Turnbull (1885-1961) a Alexander Craig Ait-
ken (1895-1967), nebo tsporn€ napsany text The Theory of Matrices [7] z roku 1933,
jehoz autorem je americky matematik Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961).

Uvedeny diagram je pojmenovan po anglickém matematikovi Normanu Macleodu
Ferrersovi® (1829-1903), ktery viak vysledky spojené se zminénym diagramem nepubli-
koval. Zveftejnil je James Joseph Sylvester v clanku On Mr Cayley’s impromptu demon-
stration of the rule for determining at sight the degree of any symmetrical function of the
roots of an equation expressed in terms of the coefficients [11] z roku 1853 na zakladé
jejich vzajemné korespondence.

* Setkame se té7 s terminem Youngovo tablo, resp. Youngiiv diagram.

* Norman Macleod Ferrers pochazel z dobie situované rodiny. Postupné vystudoval matematiku v Cambridge,
pravo v Londyné a teologii v Cambridge. Pravu se nevénoval, knézem se stal v roce 1860, v jeho kariéte vSak
nakonec zvitézila matematika. Ferrers pak pisobil v Cambridge, v roce 1884/85 zde byl rektorem.
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3 Charakteristiky teorie grafii

0d konce sedmdesatych let® 20. stoleti zacal kolektiv soustiedény kolem dvou vyraz-
nych osobnosti linearni algebry, britsko-amerického matematika Hanse Schneidera’
(nar. 1927) a izraelského matematika Daniela Hershkowitze® (nar. 1953), studovat vztah
Weyrovy charakteristiky matice ptislusné vlastnimu c¢islu 0, kterou vSak ve vétSin€ praci
nazyvali vyskovd charakteristika (height characteristic) a znacili 17(A), a posloupnosti
zavedenych prostiedky teorie grafii. Studium této problematiky vyvrcholilo na konci
osmdesatych a v prvni poloviné devadesatych let 20. stoleti. Pfedstavme alespon ve struc-
nosti zaklady odborné napln¢ praci zabyvajicich se touto problematikou.

3.1 Urovitova charakteristika

Kazdou &tvercovou komplexni matici lze simultannimi permutacemi fadki a sloupci’
pievést na tzv. Frobeniiiv normdlni tvar. Jedna se o blokové dolni trojuhelnikovou mati-
ci, jejiz bloky na diagonale jsou ¢tvercové a tzv. ireducibilni. Matici nazveme ireducibil-
ni, jestlize ji nelze pomoci simultannich permutaci fadkd a sloupct pfevést na tvar

K L K O
A= s resp. na tvar A= s
o M L M

kde K a M jsou ¢tvercové matice (fadu alespon jedna) a O je nulova matice.

Pro Frobenitiv normalni tvar (resp. pro kazdou blokovou matici A) s p bloky na dia-
gonale lze definovat redukovany graf R(A) jako graf o p vrcholech, v némz existuje hrana
z i-tého vrcholu do j-t¢ho prave tehdy, kdyz je blok v i-tém fadku a j-tém sloupci Frobe-
niova normalniho tvaru nenulovou matici. Vrchol i redukovaného grafu se nazyva singu-
larni, je-li ptislusny i-ty blok na diagonale singularni matici.

Demonstrujme nové pojmy na konkrétnim piikladé. Uvazujme naptiklad matici

0 0 0 0|0|0

0 2 =31 0|0|0

1|-4 6| 0/0|0
A= ,

200 2| 2]|0/0

1) 0 0|-3(0|0

3] 0 0]-2]0]0

® Nékteré zakladni vlastnosti byly ve zcela jiné terminologii dokazany Hansem Schneiderem jiz na po&atku pa-
desatych let 20. stoleti (viz dale).

7 Hans Schneider patii mezi nejvyrazngjsi osobnosti sou¢asné linearni algebry. V obdobi 1987 az 1996 byl prv-
nim prezidentem nové zalozené The International Linear Algebra Society (ILAS; v prvnich dvou letech plsobila
pod nazvem The International Matrix Group). Pusobil napiiklad na univerzité v Belfastu, jeho profesionalni
draha je vSak spojena pfedevsim s University of Wisconsin, kde je nyni emeritnim profesorem. Kazdeé tfi roky je
udélovana Hans Schneider Prize za vynikajici Gspéchy v linearni algebie nebo celozivotni pfinos tomuto oboru.
Pro zajimavost uved'me, ze jeho kofeny sahaji na naSe tizemi, nebot’ se jeho otec narodil v Karviné.

¥ Rovnéz Daniel Hershkowitz je jednim z prednich predstavitelti dnesni komunity linearnich algebraiké. Vystu-
doval a piisobi na Technion — Israel Institute of Technology. Také on je byvalym prezidentem ILASu, funkci
zastaval v letech 2002 az 2008. Od roku 2009 je ministrem véd a technologie v izraelské vlade.

? Simultannimi permutacemi ¥adki a sloupci matice A rozumime transformaci P'AP( = P"AP), kde P je permu-
ta¢ni matice, coz je matice, kterda ma v kazdém fadku a v kazdém sloupci prave jednu jednicku a na zbyvajicich
pozicich nuly. Jednoduse feseno, zaménujeme-li i-ty a j-ty fadek, zaménujeme také i-ty a j-ty sloupec matice.
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ktera je ve Frobeniové normalnim tvaru. Jednotlivé bloky jsou odd€leny ¢arami. Prislus-
ny redukovany graf R(A) ma pét vrcholt. S vyjimkou vrcholu 3 piislusi vSechny vrcholy
singularnim maticim, a jsou tedy singularni (tyto vrcholy budeme znacit podbarvenim).
Redukovany graf R(A) matice A vypada takto:

Cestou budeme rozumét posloupnost iy, i, ..., ix, k> 1, riznych vrcholl grafu, ve kte-
ré jsou kazdé dva po sobé jdouci vrcholy spojeny orientovanou hranou, tj. hrany jdou z i
do iy, z i; do i3 atd. az z iy do i. Vrchol povazujeme rovnéz za cestu.

Uvazujme singularni vrchol i redukovaného grafu R(A), kde A je ve Frobeniové nor-
malnim tvaru, a vSechny cesty v R(A) v ném koncici. Z té€chto cest vyberme takovou ces-
tu, ktera obsahuje nejvétsi pocet singularnich vrcholi. Urovni singularniho vrcholu i re-
dukovaného grafu R(A) rozumime pocet singularnich vrcholl na této cesté. Necht' m je
nejvetsi z urovni vech singularnich vrcholt v grafu R(A). Potom iroviiovou charakteris-
tikou A(A) matice A rozumime posloupnost (41, Ay, ..., A,), kde A znaéi pocet singular-
nich vrcholt grafu R(A) majicich troven k.

V nasem priklad¢ je troven singularniho vrcholu 1 rovna tfem, nebot’ ze vSech cest,
které v ném konc¢i, maji nejvice singularnich vrcholii cesty 5, 3, 2, 1 a 4, 3,2, 1, a to tfi.
Obdobné¢ zjistime, ze Groven vrcholu 2 je dva, urovné vrcholli 4 i 5 jsou shodné jedna.
Uroviiova charakteristika matice A je tedy A(A) = (2, 1, 1).

Vypocitame-li Weyrovu charakteristiku matice A pfisluSnou vlastnimu ¢islu 0, tj. vys-
kovou charakteristiku matice A, zjistime, ze

nulA =2, nulA2=3, nu1A3=4, nu1A4=4,
a proto 17(A) = (2, 1, 1). Shoda obou charakteristik neni nahodna.

Hans Schneider jiz ve své disertacni praci Matrices with non-negative elements [10]
z roku 1952 dokézal (ve zcela jiné symbolice a terminologii), ze ve dvou specialnich pii-
padech se pro tfidu tzv. M-matic, coz jsou ¢tvercové matice majici na diagonale nezapor-
né prvky a na ostatnich mistech prvky nekladné, tyto dvé charakteristiky rovnaji. Jedna se
jednak o pfipad, kdy jsou charakteristiky jednoprvkové (tj. A(A) = n(A) = (¢)), a o situaci,
kdy charakteristiky obsahuji pouze jedni¢ky (tj. A(A)= n(A)=(1, 1, ..., 1)). V uvedené
praci Schneider soucasné vznesl otazky, v jakych jinych pfipadech se charakteristiky pro
M-matice rovnaji a jaky je obecné mezi nimi vztah.

Na prvni otazku bylo odpovézeno az témér po Ctyficeti letech ve spoleénych ¢lancich
Schneidera a Hershkowitze. Jedna se o praci Height bases, level bases and the equality of
the height and the level characteristics of an M-matrix [3] z roku 1989 a clanek Combi-
natorial bases, derived Jordan sets and the equality of the height and level characteristic
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of an M-matrix [4] z roku 1991. V prvnim textu bylo uvedeno dvanact podminek ekviva-
lentnich vztahu A(A) = 17(A), o pouhé dva roky pozdé&ji bylo téchto podminek znamo jiz
tficet pét.

Odpovéed na otazku ohledné vztahu obou charakteristik je obsazena v nasledujici véte,
v niz symbol « zna&i tzv. majorizaci'® posloupnosti A(A)= (A1, A, ..., A) posloupnosti
nA)y=(m, nm,..., 7, tj. pro prvky uvedenych posloupnosti plati:

ﬂﬁ‘ﬂz‘f‘...+ﬂ,k5771+772+...+77k prok=1,...,t-1,
ﬂl‘f‘ﬂz‘f‘...+ﬂt=771+772+...+77,.

Uved’'me slibenou vétu, jejiz dikaz nalezneme v ¢élanku On the singular graph and the
Weyr characteristic of an M-matrix [8], ktery roku 1979 publikovali Hans Schneider a je-
ho doktorand Daniel Richman (nar. 1944), nebo téz v jiz zminéné praci [3] z roku 1989.

Pro kaZdou M-matici je
AA) « n(A).

Hershkowitz v roce 1989 toto tvrzeni zptesnil v ¢lanku A majorization relation bet-

vvvvvv

tic nez jsou M-matice (piikladem téchto matic je i vySe uvedena konkrétni matice A).

Necht A je blokové trojiihelnikovd matice se ¢tvercovymi bloky na diagondle, z nichZ
ty singularni maji 0 jako jednoduché vlastni ¢islo. Potom

A% (A) « n(A),
kde symbol A°(A) znaci posloupnost, kterd vznikla z posloupnosti A(A) uspoidddanim je-
Jich prvkii do nerostoucti posloupnosti.

Dokézany vztah majorizace vyvolal v algebraické komunité fadu novych otazek na-
sledujiciho typu: Je-li dana vysSkova charakteristika, jak vypadaji vS§echny mozné trovio-
vé charakteristiky, které s ni jsou spjaty pres néjakou M-matici? A naopak, jaké jsou
vSechny mozné vyskové charakteristiky M-matic dané tiroviiové charakteristiky? Odpo-
veédi na tyto otazky byly formulovany ve Schneiderové a Hershkowitzové ¢lanku On the
existence of matrices with prescribed height and level characteristics [5] z roku 1991.

Protoze pro blokové trojuhelnikové matice, které na diagonale obsahuji blok majici
vicenasobné vlastni ¢islo 0, vztah majorizace neplati, zacaly se hledat nové posloupnosti,
které by turoviiovou charakteristiku v relaci nahradily. Na pocatku devadesatych let
20. stoleti se ukazalo, ze vhodnymi posloupnostmi budou charakteristiky grafti zavedené
pomoci tzv. pokryti grafu cestami, coz je takova mnozina cest grafu, ze kazdy vrchol gra-
fu nalezi pravé jedné z téchto cest. Jednou z nejvyznamnéjsich praci z této oblasti je
Schneidertv a Hershkowitzlv text Path coverings of graphs and height characteristics of
matrices [6] z roku 1993.

Zaved'me dvé posloupnosti vyuzivajici pokryti grafu cestami. Necht' symbol pi(G),
k=1,2, ..., zna¢i maximalni pocet vrcholl bez smycek, které mohou byt zahrnuty v & (¢i
mén¢) vrcholove disjunktnich cestach grafu G. Polozme po(G) = 0. Dale necht 7 je nej-
mensi pocet vrcholove disjunktnich cest grafu G, které jsou nutné k pokryti vSech vrchola

1% Relace majorizace posloupnosti byla obecn& zavedena v pracich mimo uvazovanou problematiku.
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grafu G, které nemaji smycky. Evidentné je p;_1(G) <pi(G) pro 1<k=<t, a p;_i1(G) =pr(G)
pro k>¢. Odtud plyne, Ze pro k=1, 2, ..., t Ize definovat pfirozena ¢isla

71(G) = pi(G) = pi1(G).
Symbolem 7(G) budeme znacit posloupnost

(7(G), m(G), ..., 7(G)).

Necht' G je acyklicky graf (smycky mit mize). Mnozina vrcholt grafu G, které nema-
ji smycky, se nazyva k-systém, jestlize zadna jeji (k+1)-prvkova podmnozina nelezi na
stejné cesté. Symbol di(G) necht’ dale zna¢i maximum z pocétu prvkd vSech k-systému,
k=1,2, ..., anecht dy(G)=0. Necht' # znaci nejvétsi pocet vrcholll bez smycek grafu G
lezicich na téze cesté. Ziejme di_1(G) <di(G) pro 1<k<t, a d;_1(G)=di(G) pro k>1t. Pro
k=1,2, ..., t oznaCme

0u(G) = di(G) —di-1(G).
Symbolem J(G) budeme rozumét posloupnost

(61(G), 62(G), ..., 6(G)).

S pomoci téchto posloupnosti formulujme ptekvapivou vétu, ktera plati pro tzv. témer
trojuithelnikové matice, tj. pro matice, které lze simultannimi permutacemi fadki a sloupct
prevést na matice trojithelnikové.

Kazda témer trojithelnikovda matice A spliiuje vztahy

A(A) « 1°(A) « O(G(A)) « m(G(A))* « 11 (A).

V roce 1999 Daniel Hershkowitz publikoval ptehledovy clanek The combinatorial
structure of generalized eigenspaces — from nonnegative matrices to general matri-
ces [1]. V ném shrnul dosud znamé vysledky dokazané v piedchozich desetiletich v né-
kolika desitkach praci, z nichz ty nejdtlezitéjsi jsme jiz predstavili, a v zavéru rovnéz
dokazal nova tvrzeni. K jejich formulaci vSak musel zavést nové typy grafii, resp. mirné
pozménit definici majorizace posloupnosti. Na pielomu tisicileti doslo svym zptsobem
k uzavieni studia téchto otazek, v ¢lancich publikovanych po roce 2000 je ziejmy odklon
od typické naplné piedchozich praci.

4 Zavér

Pro ¢eského Ctenate je jisté potésitelné, ze Weyrova charakteristika, analogie znamé;jsi
charakteristiky Segreovy, se takika sto tficet let po svém zavedeni stale objevuje v pied-
nich odbornych ¢asopisech. Ma uzky vztah k nékolika posloupnostem teorie grafii, které
lze naptiklad pro téméf trojuhelnikové matice umistit do fady péti navzajem se majorizu-
jicich posloupnosti. Na jejim konci stoji Weyrova charakteristika pfislusna vlastnimu
C¢islu nula, zatimco vSechny jeji predchiidci v této fadé jsou historicky jejimi nasledovni-
ky, a to pfiblizn¢ o sto let mladSimi.
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JESTE O DIGITALNI MATEMATICKE
KNIHOVNE

JIRI VESELY

Abstract: The article explains the present activities in the Czech Digital Mathematical
Library (DML-CZ) and its relation to the European Digital Mathematical Library
(EuDML). The work on its part Eminent Czech Mathematicians will be described in
details.

1 Uvod

1.1  Soucasny stav

DML-CZ neni tfeba podrobné piedstavovat; pokud napf. v internetovém vyhledavaci
zkusite zadat jen ,,dml“, objevi se DML-CZ na jednom z ptednich mist. Protoze tato
knihovna jiz vstoupila do povédomi §ir§i matematické vefejnosti, pfipomenu pouze jeji
URL: http://dml.cz/about — zde jsou vSechny zakladni informace a odsud se dostanete
i na ostatni véci, které si miizete vyzkouset (viz téz [1], [4]).

1.2 Vychozi poznatky

Od ukoncéeni projektu vroce 2009 v DML-CZ piibyvaji nova c¢isla naSich
matematickych Casopisii s plnymi texty, které jsou pristupné vzdy po urcité dobé pevné
dohodnuté s vydavateli (tzv. moving wall). Piibyl i oddil vénovany historii JCMF a dalsi
knizky, napt. Jarnikovy ucebnice diferenciadlniho a integralniho pocétu. Pro zajemce
o historii matematiky jsou zajimavé nejen ¢lanky z hiife dostupnych starSich ro¢nikt
Casopist, ale iknizky ze série Déjiny matematiky. Ty tam vSak najdete také s jistym
zpozdénim, zvefejiiujeme je po dohod¢ s editory. Od poslednich zpfistupnénych informa-
ci se udalo par dulezitych véci a na n¢ bych chtél v tomto pfispévku upozornit.

2 Nové v DML-CZ

2.1  Evropska digitdlni matematicka knihovna

Tésné po skonceni ¢eského projektu DML-CZ se rozbehl dalsi, mnohem obséahlejsi
digitalizacni projekt. Byl zaméfen na evropskou koordinaci narodnich iniciativ a na
vytvofeni spolecného portalu s mnozstvim dopliikovych sluzeb. V obdobi tfi let od tinora
2010 se ho zicastnilo 17 instituci. Byly mezi nimi jednak ,,lokaIni* digitdlni matematické
knihovny, ale téz védecké instituce, univerzity, knihovny, softwarovi specialisté, vyda-
vatelé matematické literatury, provozovatelé informacénich databazi a dalsi subjekty.
S vystupy projektu se miZete seznamit prostiednictvim internetu. Na strankach EuDML
(viz http://eudml.org/) je mozné mnoha zpusoby prohledavat velkou c&ast evropské
matematické literatury. Jsou zde totiz na jednom misté zpfistupnény najednou digitalni
knihovny jednotlivych ucastnikli véetné DML-CZ. Lze zde ale nalézt i nastroje, které
DML-CZ piimo neposkytuje, v§e ve velmi intuitivni a lehce srozumitelné podob¢ (inter-
face ma mnoho jazykovych mutaci). O projektu piinesou podrobnéjsi informaci Pokro-
ky MFA, kterou napsal kol. Jifi Rakosnik (viz [3]). Nékolik aspektt bych chtél alespon
struéné popsat.
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Da se tici, ze bylo odkud vychazet: zna¢na ¢ast relevantni zpfistupnéné literatury byla
jiz ptfi zahajeni EuDML digitalizovana a tento projekt se dalSim digitalizovanim
nezabyval. Rovnéz postup digitalizace byl v podstaté jiz ustaleny (v DML-CZ jsme vy-
chazeli ze zkuSenosti Digitalisierungszentrum v Géttingen a projektu NUMDAM v Gre-
noble), ale samotna vytvofena data mohla mit riznou strukturu a kvalitu. Bylo nutné vse
sladit a dohodnout se na uréitém minimalnim standardu. Cilem bylo (viz [3]):

— umoznit dlouhodobé uchovani digitalizovanych dokumentd,

— zpiistupnit je online v podobé trvalé digitalni sbirky, ktera se systematicky rozrusta,
—  zajistit k dokumentiim volny pfistup po uplynuti urité rozumné stanovené lhtty,

— zpfistupnit narocné sluzby pro vyhledavani a vzajemné propojeni dat.

To se do velké miry v ramci projektu EuDML podafilo. PIné texty nejsou centralné
shromazd’ovany, zlstavaji v lokdlnich knihovnach, pfistup k nim je zprostfedkovany;
sklizeji se pouze metadata jednotlivych publikaci, které partnefi do celkového souboru
prinaseji, a podle potieby se upravuji a dopliuji.

Je potésitelné, ze role DML-CZ je v tomto sméru nemala: co do poctu zvetejnénych
dokumentli jsme mezi Ucastniky projektu na tfetim misté a technicka uroven naSich
dokumentt také patii k tém nejlepSim v projektu. A co je jesté dulezité: i kdyz projekt
skonéil a neni dale financovan z prosttedkt EU, bézi ve skromnéjSich podminkach dal
ajeho budoucnost na nejméné tii dalsi roky je zajiSténa prostfednictvim zucastnénych
organizaci.

Jednim z diivodl dobré pozice Ceské reprezentace v EUDML je dobra ptipravenost
na tento projekt. Pod patronaci Evropské matematické spolecnosti prob&éhlo v minulosti
nekolik neuspésnych pokusi o ziskani podpory pro EuDML od Evropské komise. Kdyz
tento posledni pokus vysel, projekt DML-CZ pravé skoncil, a tak zkuSenosti v ném
nabyté bylo mozno bezprostiedné vyuzit. EUDML se patrné néjakou dobu nebude kvali-
tativné rozvijet takovym tempem jako v priibéhu projektu, ale kvantitativni rist bude
zajistén. A s tim souvisi i1 dal$i rist DML CZ, na ktery se ted soustiedime.

2.2 Novinky DML-CZ

DML-CZ obsahuje nékolik sekci podle typu dokumentti (Casopisy, sborniky, knihy).
Posledni, kterou jsme zfidili, je sekce nazvand Eminent Czech Mathematicians, ktera je
vénovana vyznaénym osobnostem ¢eské matematiky. Tak jako v celé DML-CZ, ,,Ceské*
je zde chapano v $ir$im smyslu, nikoli v souvislosti se vznikem Ceské republiky. Chceme
se vénovat iosobnostem, které v SirSim smyslu lze zahrnout do pojmu ,.Ceskd mate-
matika“ bez ohledu na to, kdy zde zily. Prvnim a zatim jedinym matematikem, ktery je
zatazen do této ¢asti, je prof. Otakar Borlvka, coz souvisi s tim, ze v roce 2009 uplynulo
110 let od jeho narozeni. Na dalSich postavach ¢eské matematiky pracujeme. Postupné se
dospélo k formatu vystavované informace: je to piredevsim informace o osobnosti (struc-
na, ale i v podrobné verzi), jeji literarni dilo zahrnujici védecké prace, knihy i ostatni
prace, napi. popularizaéniho charakteru, a prace jinych autori o dané osobnosti (typicky
¢lanky k vyznamnym jubileim, nekrology apod.) Snazime se pfitom shromazdit infor-
mace o vSech pracich vcetné riznych vydani knih (nepocitdme ale se zvefejnénim
uplnych textl vSech vydani), jejich jazykovych mutaci, ptetiskt ¢i jejich reprodukci.

Jiz z tohoto popisu je patrné, ze to neni jednoduché. Uved'me jako piiklad dalsi

osobnost, kterou chceme do této ¢asti DML-CZ zaradit: prof. Vojtéch Jarnik. Osvéd¢ilo
se nejprve sestavit co mozna nejuplnéjsi seznam relevantnich praci podle popsaného
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schématu. Za zaklad bylo mozné vzit seznam z publikace [2]. I kdyZ Casopisecky ¢i
knizn€¢ vydané soupisy byvaji vcelku uplné a témét bez chyb, je nutné provést peclivou
kontrolu. K tomu v tomto pfipad¢ je dobré uzit databaze MathSciNet (1940 a dale),
vzniklé z referativniho Casopisu Mathematical Reviews, a ZMATH, ktera obsahuje data
z Jahrbuch {iber die Fortschritte der Matematik a z Zentralblatt fiir Matematik (1868
a dale). V naSem piipadé jen Cast praci zachycuji obé databaze, nebot prvni Jarniktv
¢lanek O korenech funkci Besselovych vySel r. 1920. Piesto se vSak nakonec ukazalo, ze
v knihovnach lze najit dalsi texty, které v databazich nejsou uvedeny, a bylo nutné fesit
otazku, zda jsou ¢i nejsou publikacemi, které bychom méli do prehledd zaradit.

Mame-li seznam vsech praci, je tieba je roztridit. Je pomérn¢ jasné, co napsal Jarnik
a co napsali jini o Jarnikovi, 1 kdyz autorstvi u ¢lankti podepsanych Sifrou mize byt drob-
nym problémem. Slozitéjsi je to napiiklad s rozliSenim védeckych praci a ostatnich praci,

vvvvv

se pozd¢ji objevi jesté dalsi prace, které bude tfeba chronologicky zatadit.

2.3 Metadata

Kazdou praci je tfeba popsat. Je-li ¢lanek v jiném jazyce nez anglicky, pak je ov§em
tteba — v souladu se standardem DML-CZ — titul ¢lanku pfelozit. Je-li tedy napt. ¢lanek
napsan Cesky a jeho recenze v referativnim Casopisu je ve francouzsting, ptibude
prirozenym zpusobem dalsi pieklad titulu. Anglictina je pro DML-CZ zavazna, uz proto,
ze usnadnuje vyhledavani. V seznamech vSak uzivame vzdy originalni formu titulu ¢lan-
ku, takze vyhledavani ruskych nazvi je mozné napf. i v transkribované rustiné. Také
zdanlivé bezproblémové autorstvi se musi osetfit: je tieba, aby pfi vyhledavani v databazi
bylo mozno pouzit i jiné formy jména (nejen Vojtéch Jarnik, V. Jarnik, ale i Jarnik Voj-
téch, Jarnik, Vojt., atp.).

Neékdy je slozita i identifikace pramene, typicky ¢asopisu. Nazvy ve zkratkach, i kdyz
jsou Casto standardni, mohou vytvafet problém, nebot’ ani standardy nejsou neménné.
K tomu pfistupuje rozmanitost: napi. prof. Jarnik publikoval jeden ¢lanek v casopise
Revista de Ciencias, ktery vychazi v Limé. A také se muize stat, ze mame k dispozici
separat nebo elektronickou verzi ¢lanku, ale zdroj je velmi obtizné identifikovatelny. Taz
verze ¢lanku muaze byt dokonce vedena pod dvéma casopisy a nastava problém, zda jde
jen o jiny nazev, nebo zda existovaly skuteéné dva rtzné fyzické exemplafe téchto
periodik.

Pro usnadnéni vécného vyhledavani pouzivame koédy Mathematics Subject Classifi-
cation (MSC). Urceni takového kodu neni zdaleka ptimocaré. K dokumenttim je ptifazu-
jeme vSechny, jak ty, které uvadi autor, tak i ty, které jsou uvedeny v recenzich
v referativnich ¢asopisech. Casto se vak stava, ze i kdyz v kazdém z nich jsou uvedeny
napf. tfi kody, jejich prinik je prazdny. Ke star§im ¢lankim, které nejsou v databazich
uvedeny, pfitazujeme MSC kod podle aktualni klasifikace (ta se, mimochodem, modifi-
kuje kazdych deset let).

2.4  Co s pouhymi metadaty

Pokud jiz existuje elektronickd verze clanku a je dostupna (to mize byt otazka
financ¢ni, ale téz pravni), je tfeba ji najit a pak eventudlné jednat o moznosti pfevzeti.
Dalsi moznosti je skenovani, ale k tomu je tieba ziskat fyzicky exemplar Casopisu,
pripadné knihy, ten vyputjcit — pfipadné prosttednictvim Mezindrodni knihovni vymeénné
sluzby — a skenovani provést, sken upravit (skvrny v originale, srovnani textu apod.)
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a pokusit se ziskat textovou vrstvu pomoci vhodného programu pro Optical Character
Recognition (OCR). Tim se umozni textové vyhledavani, v obrazku zadna slova stan-
dardné nevyhledate. Ptitom tuto Cinnost je tfeba koordinovat, nebot’ se na ni typicky
podili vice lidi. Je zifejmé, ze piiprava materiald je slozita i v pfipadé, ze jde o autora,
o kterém existuje jedna ¢i vice monografii nebo viceméné iplné vydani sebranych spisti.
V tom nam pomahaji zkusSenosti i standardizované postupy ziskané a ovéfené v dosa-
vadni realizaci DML-CZ.

3 Zavér
3.1 Proc¢ vas s tim seznamujeme

Patrné kazdy jiz nekteré ¢lanky &i knihy na siti vyhledaval, je to snadné a velmi
pohodIné. Ale tato moznost nevznika automaticky, je za ni mnoho prace. Tam je tfeba
vidét motivaci této stru¢né a zdaleka ne uplné informace. Je to nabidka se na této zajima-
vé a tak trochu detektivné-dobrodruzné praci podilet. Jsme mala zemé, ale v této oblasti
se nam dafi Gspésné konkurovat i t€ém veétsim a bohat§Sim zemim. Chceme dila naSich
vyznamnych matematiki zpfistupnit nejen Ceské, ale i celosvétové matematické vefej-
nosti. I pfiprava podkladi pro zpracovani jedné takové osobnosti je pro nas velikym
pfinosem. A do této uzite¢né a smysluplné prace lze zapojit i studenty. Neni to sice prace,
ktera by zpracovatelim piinasela penize, ale v nasi spole¢nosti mize byt i smysluplnost
atraktivni, protoze v fad€ vSednich ,,povinnosti* se stava vzacnou.

3.2 Perspektivy?

Co zbyva v DML-CZ zpracovat? Patrné vSechny dtlezité casopisy jsou jiz pokryty
veetné jejich aktudlnich pfirGstkd, avSak mnoho zbyva v oblasti zavaznych knih
a vyznamnych osobnosti. Nékteré jsou zndmé spiSe jen u nas, ale nékteré jsou znamé
celosvétoveé. Mame jiz naskenovanu vétSinu matematickych praci Bernarda Bolzana,
vedle Vojtécha Jarnika bychom radi téZ zpracovali dilo Eduarda Cecha a JindFicha
Necase. Z historickych divodt bychom chtéli brzo zpracovat Karla Petra a Matydse
Lercha. Vedle toho je samoziejmé nutné neustale zlepSovat formu vystaveni jiz zata-
zenych dél véetné novych prostiedkil pro vyhledavani apod. Zkratka, je to jeden z pro-
jevt nekonecna praktické povahy. A budete-li chtit pomoci, kontaktujte nas.
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NIC NOVEHQ POD SLUNCEM
ANEB POUCENI ZE STARYCH KNIH

IVA VOJKUVKOVA

Abstract: The article focuses on two more than 130 years old mathematical books.
Briefly deals with personalities of their authors and gives an overview of the content of
books. The main aim of paper is to show that even historical texts can be nowadays
inspiring.

1 Uvod

Piispévek se zabyva dvéma knihami, které byly vydany pfed vice nez 130 lety. Byly urce-
ny ucitelské vetejnosti. Je uveden prehled obsahu a je citovano né€kolik pasazi. Nechybéji bio-
grafické daje o autorech vcetné zasazeni do historického kontextu. Cilem konferen¢niho
vystoupeni bude ukazat, ze i ,,staré”“ knihy mohou jest¢ dnes byt pirekvapive ,,soucasné*
a pfinaset inspiraci.

2 Geometrické tvaroslovi pro Skoly obecné. Navod pro uditele ku vyu-
covani geometrickému

2.1 Franz Mo¢nik

Franz (Franc, FrantiSek) Moc¢nik (1814—1892) se narodil v Cerknu na uzemi Slovinska.
Studoval na gymnaziu a lyceu v Lublani, poté studoval teologii v Gorici a byl vysvécen na
knéze. V Grazu se vénoval studiu matematiky, které zavrsil v roce 1840 ziskanim titulu dok-
tora filozofie. V roce 1846 byl jmenovan profesorem elementarni matematiky na technické
akademii ve Lvove, odkud v roce 1849 piesel na univerzitu do Olomouce, kde byl ustanoven
profesorem matematiky a dékanem filozofické fakulty. Po roce plisobeni v Olomouci vSak byl
jmenovan ¢lenem Skolské rady a inspektorem skol realnych a obecnych ve Slovinsku. V roce
1860 ziskal funkci inspektora narodnich $kol pro Styrsko a Korutansko a roku 1869 byl jme-
novan zemskym inspektorem 1. tfidy. Za sluzbu rakouské monarchii obdrzel fad zelezné ko-
runy a byl pfijat do stavu rytitského s pravem uzivat erb. Zemfel na mrtvici v Grazu. Franz
Mocnik byl publikacné velmi ¢inny. Byl autorem velkého mnozstvi ucebnic, které byly pielo-
zeny do mnoha jazyku a slouzily na celém tizemi monarchie véetné zemi ¢eskych. Jeho uceb-
nice vynikaly velkou srozumitelnosti a logickym uspotfadanim.

2.2 O Kknize

Mocnikova kniha [1] o rozsahu 99 stran je, jak jiz napovida nazev, metodickou pfiruckou
pro vyuku geometrie na obecné Skole. Jedna se o preklad z némciny. O rozsahu a zptisobu
vyuky matematiky na obecnych Skolach v dobé vydani této knihy je mozno ziskat predstavu
v praci [4] (str. 166-208).
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Kniha je ¢lenéna do dvou oddilt nasledovné: A
Oddil prvni: Nazorny rozbor téles a tvari prostornych GEOMETRICKE TVAROSLOVI
na nich se vyskytujicich .
L Krychle SKOLY OBECNE.
II.  Hranol
III.  Pravidelny ctyrsten SESATCE S ) A e
1V. Jehlanec a komole jehlancovd Sististn .;:.;mmmm
V. Vilec sErsaT
VI.  KuZel a komole kuZelovd D FRANTIBEK wrrik MOONIE.
VII. Koule
VIII.  Prehledné opakovdni probrané latky ucebné il
0ddil druhy: Vypocitavani ploch a téles
Pripomenuti vitbec
1. Vypocitavani ploch L e
1I.  Vypocitavani teles V PRAZE. 1878,

NAKLADEM F. TEMPSKEHO.

V uvodu autor pise: Geometrické tvaroslovi md ve Skole obecné ten ticel, aby Zdkim zjed-
vedomé jich zuZitkovani v rozlicnych okolnostech Zivota obecného. Nenit zde ticelem, aby Zdci
pripravovdni byli ku pozdéjsimu védeckému probirani geometrie, nybr? aby se jim podalo
tolik, by vedeli a uméli z geometrie, kolik prostym pomeérim Zivotnim stact, a to sice co celek
sobé samostatny a uplny. VSeliké vyucovdni ve Skole obecné md vzdéldvati ducha a spolu md
pusobiti k uZiti praktickému. (str. 1) a dale pokracuje: ... patrno jest také, jak dilleZité misto
zaujima geometrické tvaroslovi mezi ucebnymi predméty Skol obecnych v ohledu formalném
i vécném. Navddejic Zdaky ku rozumnému véci pozorovdni, budi jejich tvaroslovny vtip, ostit
soudnost, a pobddajic takto cinnost duchovni, slouzi primo vzdéldvani formalnému. Zdroven
v§ak md i cenu vécnou, jelikoZ metodicky seradénym kreslenim, mérenim a vypocitavanim ...
vytecnou poskytuje pripravu k Zivobyti praktickému. (str. 2)

Zaci maji kreslit od ruky, pouziti kruzitka a pravitka je vylou¢eno. Ugitel kresli na tabuli,
7aci nejprve na tabulku, potom na papir. Je uveden seznam doporucenych pomticek, které by
meély byt ve tiide (napt. dieveéné rozkladaci modely téles, dale metr, ¢tvereéni metr a krychlo-
vy decimetr rozdéleny na mensi jednotky). F. Moc¢nik preferuje piistup, kdy se za¢ina od nazi-
rani téles — zak ma téleso nebo jeho prototyp pied sebou a ma popsat, co vidi. U¢itel pak po-
zorovani shrne a vyvodi dal$i zalezitosti. Kromé pohledu na télesa se ¢rtaji i jejich sité. Navod
v duchu tohoto pfistupu podava prvni oddil knihy. Kupiikladu z pozorovani krychle se ,,zava-
déji“ nazorné pojmy piimka, vodorovny, svisly smér, rovnobézky, riznobézky, mimobézky.
Na zaklad¢ pozorovani hranoll jsou ,,objeveny* a klasifikovany thly, pozorovani jehlant
vede k ,,objevu* a klasifikaci trojuhelnikd, na jehlanech a komolych jehlanech je sledovéana
shodnost a podobnost trojuhelniki, z pozorovani valce je mozno dojit ke kruhu a kruznici, ale
i k elipse. Najdeme zde také jednoducha odvozovani (na str. 11 je napf. induktivné pro n =2
az 16 vyjadien pocet ptfimek ur¢enych n body). Ke kazdé kapitole jsou ptipojena cviceni.

Ve druhém oddilu F. Moc¢nik uvadi: Velevdaznd cdst vyucovdani geometrického ve Skole
obecné jest urcovant velikosti ploch a téles. Ono se zakldda na vétdch, uddvajicich, kterak
z jistych rozméri, jimizto se urcuje velikost plochy nebo télesa, velikost tuto poctem nalézti
moZno. Vety tyto nemaji se Zdakium sdélovati hotové anebo jako néco daného, nybr? Zdci maji
Je z vlastnosti naziranych ploch a téles pomoci povzbuzujictho navodu ucitelova sami odvoditi

180



a pak cetnymi priklady bedlive se v nich vycviciti. Jen to, co Zdci ndzornym vyvinem sami na-
leznou a cemu mnohostrannym cvicenim co nejjasnéji porozumi, stane se jejich Zivym, stalym
majetkem. Ukoly ke cvicenim ... vzaty maji byti ze Zivota, pak povedou také ku pozndni Zivota.
(str. 75)

Zatimco prvni oddil knihy je dobrou inspiraci i pro soucasnou vyuku, z druhého oddilu by
bylo tfeba jiz vybirat obezfetnéji. Zajimavy je uvadény dikaz Pythagorovy véty (str. 81). Po-
nékud nejasna je partie tykajici se pravidelnych mnohothelniki. Velmi nendzorna je z dnes-
niho pohledu partie vénovana kruhu. Perlickou je ptiblizny vzorec pro objem sudu.

3 O déjinach geometrie

3.1 Josef Sylvestr Vanécek

Bratii Josef Sylvestr Vanécek (1848—1922) a Matéj Norbert Vanécek (1859-1922) pocha-
zeli z osmi sourozenct chudé rodiny tdborského zednika. Studovali na vyssi redlce, vysoko-
Skolské studium nemohli z finan¢nich divodt dokoncit fadné. Josef po tfiletém studiu archi-
tektury odesel roku 1873 vyucovat matematiku do Osijeku v Chorvatsku, v roce 1875 se stal
ucitelem nizsi redlky v Ji¢iné. V letech 1878—1879 studoval ve Francii, kam vzal s sebou také
mladsiho bratra Matéje. Ten mél jiz na realce velky zajem o matematiku a setkani s nékterymi
francouzskymi matematiky ho velmi povzbudilo. Zatimco Matéj N. Vanécek dosahl profes-
nich Gspéchtli na poli pedagogickém i védeckém, Josef S. Vanécek, ackoliv mél srovnatelné
predpoklady, se mista na vysoké Skole nedockal. Po navratu z Francie ucil dale v Ji¢ing.
V roce 1884 podal zadost o habilitaci z matematiky na univerzitu v Praze, ale neuspél. Nebyl
ani pielozen na prazskou stfedni Skolu, i kdyz o to zadal. V roce 1895 se ucastnil konkursu na
misto profesora deskriptivni geometrie na Ceské vysoké §kole technické v Praze, ale pfijat byl
profesor Pelz. Po tomto netspéchu se uplné piestal vénovat védecké ¢innosti. Do roku 1906
pusobil v Ji¢ing. Po odchodu do vysluzby zil v Praze a v Tabote, kde také zemiel. Pomér brat-
1 k prazskym matematikiim soustfedénym kolem Jednoty nebyl po uvedenych peripetiich
patrné piili§ kladny. Velmi malo publikovali v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky,
vice praci uvetejnili v publikacich Kralovské ¢eské spolecnosti nauk. VétSinu praci vydali
v zahrani¢i, nékteré vlastnim nakladem. Vice o zivoté a dile bratii Vanécku viz [6].

3.2 O Kknize

Vztah J. S. Vanécka k ¢eské matematické komunité odrazeji i jeho slova z Givodu ke knize
resp. &lanku [5] (str. 3-4): Shleddme ... jak pranepatrné, a to aZ v poslednim case, Cechové
naproti jinym ndrodim si geometrie si v§imaji. Studium geometrie povazuje za velmi dile-
Zité, protoze ... geometrickd véda ma predevsim tu vlastnost, Ze vyZaduje na kaZdém, kdo se ji
uct, ditkladného premysleni. I kdo se ji vénovati nechce, mél by se ji vice obirati, by se tak pro
sviyj vlastni smeér pripravil. Rozlicné poucky vétSinou sice zapomene, avsak zvykne presné
mysleti a mluviti. Jeho pohled na historii matematiky je ovlivnén soudobymi poznatky. Velmi
vysoko hodnoti feckou geometrii, v souvislosti s osobou Platona pfidava postesknuti (str. 10):
Jediné autorite jeho mdme co dékovati, Ze na zdkladé jeho vyrokit o geometrii a mathe-
matickych véddch viibec ponechali humanisté ve vyucovdni Skolnim téz mistecko pro tyto ve-
dy. Provadi periodizaci vyvoje na obdobi ,,staré” geometrie, analytické geometrie a deskrip-
tivni geometrie. V zaveéru piSe o soucasnicich, zejména vyzdvihuje roli Francie. V souvislosti
s Ceskymi zemémi zminuje pouze Casopis Dr. Studnicky (1871). V zavéru apeluje: KéZ by
nasi mladi geometrové ... péstovali krdasnou védu geometrickou se zdalibou a uprimnou sna-
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hou, aby ndrod nas dodelal se kyZeného blahobytu! Na ucitelich stiednich Skol v prvé radé
Jjest, aby studentstvo ve smeéru tom vedli a v ném ldsku k této krdlovské védeé probouzeli. Po-
vinnosti mlddeZe pak zase jest, aby si hledéla vice studii skutecnych, neZ aby pocitala leta,
kterd mad ztraviti ve Skoldch, aby byla k tomu neb onomu uradu pripusténa, a jakmile toho
dosdhne, ihned vseho dalsiho vzdeélavani zanechdvd. (str. 40)

4 Zavér

Prispévek je vénovan dvéma zdanlivé zcela nesouvisejicim kniham, které spojuje snad
jen datum vydani. Jedna se o nejstar$i prezen¢né dostupné matematické publikace véno-
vané elementarni geometrii a historii geometrie z fondu Studijni a védecké knihovny
v Hradci Kralové, které si nikdo jiz dlouhou fadu let ke studiu nezaptijéil. Hlubsi zasazeni
obou knih a autori do historického kontextu ptfesahuje moznosti tohoto pfispévku.
Hlavnim cilem bylo ukazat, ze pifi Cetbé takovychto ,,zapomenutych® knih zejména
nezasvéceny ¢tenar ,,prekvapive zjisti, ze metodické navody z knihy F. Moc¢nika jsou ve
shod¢ s modernimi didaktickymi pfistupy a citované myslenky J. S. Vanécka by po pie-
vodu do soucasné CeStiny mohly zaznit na nejednom setkani ucitelti. Autorka ¢lanku se
domniva, Zze i toto struéné nahlédnuti do starych texti muze byt pro Ctenafe motivaci
k dalsimu studiu.

Literatura

[1] Mocnik F.: Geometrické tvaroslovi pro skoly obecné. Ndvod pro ucitele ku vyucovani
geometrickému. F. Tempsky, Praha, 1878.

[2] Navatikova P.: Historie matematiky na olomoucké univerzité [online]. Prezentace di-
plomové prace na UP Olomouc, 2001 [cit. 20. 4. 2013].

http://navarikp.sweb.cz/index.html.

[3] Folta J., Sisma P.: Vyznamni matematici v ceskych zemich [online]. Posledni revize
2. ledna 2003 [cit. 20. 4. 2013].

http://inserv.math.muni.cz/biografie/
[4] Mikul¢dk J.: Ndstin dejin vyucovdni v matematice (a také Skoly) v Ceskych zemich do
roku 1918. Matfyzpress, Praha, 2010. (Dostupné také z http://dml.cz/dmlcz/400987.)
[5] Vanécek J. S.: O déjindch geometrie. F. a V. Hoblik, Pardubice, 1882.

[6] Folta JI.: CtyFicet let od smrti bratii Vanéckii. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie
8(1963), 28-30. (Dostupné také z http://dml.cz/dmlcz/137247.)

Adresa

Mgr. Iva Vojktuvkova

Katedra informatiky a kvantitativnich metod
Fakulta informatiky a managementu
Univerzita Hradec Kralové

Rokitanského 62

500 03 Hradec Kralové 3

e-mail: iva.vojkuvkova @uhk.cz

182



POWSTANIE I ROZWOJ LOGIKI
MATEMATYCZNEJ W POLSCE NA POCZATKU
XX WIEKU

WIESLAW WOJCIK

Abstract: The paper is devoted to the first works of logic that became a base for the
Warsaw School of Logic. We present works of J. Sleszynski, J. Lukasiewicz, S. Les-
niewski, A. Tarski and others. Lukasiewicz, based on Sleszynski idea, called for auto-
nomy of logic and its strict connection with sciences. That conception of logic was
fulfiled only in the Warsaw School of Logic. It was not realised neither in Cracow nor in
Lvov. In those centres logic was treated only as an auxilliary science. I demonstate that
J. Lukasiewicz and the whole Warsaw School followed Sleszynski ideas concerning
a way of logic formalization and the history of logic researches. Trials of logical forma-
lization of the key philosophical issues had great significant, for example Lukasiewicz
formalisation of Stoic logic and Tarski formalization of the classical definition of truth.

1 Wprowadzenie

Probujac dorzeé¢ do zrodet warszawskiej szkoty logicznej okresu migdzywojennego,
natrafiamy na trzech polskich uczonych: Kazimierza Twardowskiego, Jana Sleszyn-
skiego i Zygmunta Janiszewskiego. Dzialalno$¢ naukowa kazdego znich wykraczata
poza logikg, jednak ich podejscie do logiki (uznanie dla logiki, wskazanie miejsca logiki
w nauce i w badaniach nauki) sprawito, ze mimo oporu wigkszosci $srodowiska nauko-
wego wobec logiki matematycznej, rozwingla si¢ ona w $rodowisku warszawskim
w okresie migdzywojennym tak gwaltownie, ze Warszawa stata si¢ w latach trzy-
dziestych gltéwnym centrum $wiatowej logiki. Uwazam, ze dopiero potaczenie trzech
koncepcji wspomnianych uczonych mogto da¢ taki efekt.

Zauwazmy, ze ani Krakéw, ani Lwow nie staly si¢ osrodkami rozwoju szkor
logicznych, lecz jedynie Warszawa. Poza zgromadzeniem w stolicy kilku wybitnych
uczonych (J. Lukasiewicz, S. Le$niewki, A. Tarski, Z. Janiszewski, S. Sierpinski,
K. Kuratowski, K. Ajdukiewicz, T. Kotarbinski i inni), mamy do czynienia z bardzo
ptodnym przenikaniem si¢ idei pomigdzy logika, matematyka i filozofiag. Mimo pewnych
animozji, istnialo wzjemne uznawanie warto$ci uprawianych dyscyplin i wymiana mysli
(czego brakto w os$rodkach Iwowskim i krakowskim). Przyjrzyjmy sig teraz, co kazdy
z tych uczonych wnidst do warszawskiej szkoty logiczne;.

2 Szkola lwowsko-warszawska i jej tworca

Kazimierz Twardowski (20 X 1866, Wieden — 11 II, Milanéwek), uczen F. Brentano
i A. Meinonga, zaszczepil w polskim $rodowsku zamilowanie do badan logicznych.
Ukazat warto$¢ badan podstaw nauki (w tym matematyki) w duchu B. Bolzano (ktory
w swojej czterotomowej Wissenschaftslehre zroku 1837 dal podwaliny wspotczesnej
logiki). Wyksztalcit cala plejade¢ ucznidw, ,,zarazonych® logika i filozofia analityczna,
w tym J. Lukasiewicza, S. Le$niewskiego, K. Ajdukiewicza, T. Kotarbinskiego, T. Cze-
zowskiego. Jako pierwszy w Polsce wprowadzit w swoich wyktadach, juz w roku
akademickim 1899/1900, elementy logiki matematycznej i konsekwentnie polemizowat
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z relatyzwizmem poznawczym i aksjologicznym. W ten sposéb powstawata filozoficzna
szkota lwowsko-warszawska (czg$¢ uczniow podjeta prace w Warszawie), w ktorej
logicy stanowili znaczaca grupe. K. Twardowski angazowal sie tez w obrong uniwer-
salnoséci zasad logiki (w tym zasady sprzecznosci), polemizujac ze swoim uczniem
J. Lukasiewiczem ([34], s. 315-375).

Mysle, ze bez tego zaplecza filozoficznego, miejsca i klimatu dyskusji nad
podstawami nauki, nie byloby rozwoju polskiej logiki. Okazato sig, ze naturalne byto,
w przypadku wielu uczonych przejscie od filozofii do logiki (Lukasiewicz, Ajdukiewicz,
Kotarbinski). Najczegsciej to przejécie nie wiazalo sie z zerwaniem kontaktow z filozofia,
lecz wzmacniato gl¢big i zakres rozpatrywanych zagadnien filozficznych.

3 Projekt Zygmunta Janiszewskiego

Drugim zrodlem warszawskiej szkoty logicznej byt projekt Janiszewskiego badania
i uscislenia podstaw matematyki przy pomocy nowej dziedziny matematyki — teorii
mnogosci. Ta nowa nauka miala sta¢ zarazem glownym obiektem badan polskich
matematykoéw. Zygmunt Janiszewki (12 VI 1888, Warszawa — 3 1 1920, Lwéw) byt
jednym z gtéwnych tworcow polskiej szkoty matematycznej. Jego postawa naukowa
1 spoleczna, erudycja, wszechstronno$¢ przyczynity si¢ w duzej mierze do sukcesu mate-
matyki polskiej. Studia matematyczne i filozoficzne w osrodkach naukowych zachodniej
Europy skierowaly jego zainteresowania na badania podstaw matematyki. W tym czasie
rodzily si¢ nowe dyscypliny matematyczne, ktére przez wielu uczonych nie byly
uznawane za teorie matematyczne. Natomaist Z. Janiszewski uznal je za w pelni
matematyczne i majace fundamentalne znaczenie dla matematyki (i catej nauki) — chodzi
o topologig, teori¢ mnogosci i logistyke (logike matematyczng). Poczynajac od 1907
studiuje w kolejnych waznych osrodkach matematycznych: w Zurychu, Monachium,
Getyndze i Paryzu (u Hilberta, Minkowskiego, Zermelo, Goursata, Hadamarda,
Lebesgue’a, Picarda, Poincaré’go). Jego praca doktorska Sur les continus irréductibles
entre deux points ([7]) po$wigcona jest analizie podstawowych poje¢ geometrycznych
metodami topologii i teorii mnogo$ci. Wprowadza nowe pojecia (,,fuk”, ,.continuum
zggszezenia”) 1 podaje ich charakterystyke topologiczng i teoriomnogosciowa. Te bada-
nia podstaw matematyki kontynuowat i ,,zarazil” nimi innych polskich matematykow
z osrodkow lwowskiego i warszawskiego. Natomiast logika matematyczna jest w jego
rozumieniu czegscia ,,wielkiej” teorii mnogosci i tak ja we wszystkich swoich pracach
traktuje. Sama teoria mnogosci ma w matematyce rangg szczegodlna: jest nauka naj-
bardziej podstawowa (na niej opieraja si¢ inne dzialy matematyki), zarazem centralng
(wraz z teoria grup petni rolg tacznika migdzy geometria z jednej strony i analiza, algebra
i arytmetyka z drugiej) i o najwyzszej waznosci.

Janiszewski od 1912 prowadzi wyktady na Uniwersytecie Lwowskim i uczestniczy
w seminarium Sierpinskiego, poswigconym gtéwnie teorii mnogosci i badaniu podstaw
matematyki. Tam w 1913 uzyskuje habilitacj¢ w oparciu o pracg O rozcinaniu pta-
szezyzny przez kontinua ([5]). Praca poswiecona jest topologii ptaszczyzny i dopro-
wadzita do podania parg lat pozniej przez Kuratowskiego topologicznej charakterrystyki
sfery dwuwymiarowe;.

Perturbacje wojenne sprawity, ze Janiszewski, Sierpinski (oraz Lukasiewicz, Mazur-
kiewicz, Les$niewski) znajduja swoje miejsce na utworzonym w 1915 Uniwersytecie
Warszawskim. Tam Janiszewski formutuje swoj manifest O potrzebach matematyki
w Polsce w ktorym postuluje stworzenie silnego osrodka tworczej pracy matematycznej,
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skoncentrowanego na jednej galgzi matematyki i powotanie czasopisma naukowego,
publikujacego prace gldwnie matematykéw polskich z tej wybranej galezi (ta gatezia ma
by¢ teoria mnogosci powiazana z logika matematyczna i topologia). Wydaje tez w 1914
Poradnik dla samoukow,w ktérym znajduja sig, miedzy innymi, takie prace jak: Wstep
0gdlny (znajduje si¢ w nim klasyfikacja matematyki), Logistyka, Zagadnienia filozoficzne
matematyki 1 Zakonczenie ([6]), wazne dla ustalenia miejsca logiki matematycznej wsrod
innych nauk matematycznych. Krétko potem podjgto decyzj¢ o powotaniu czasopisma
,Fundamenta Mathematicae” (pierwszy numer w 1920), a w skladzie rady naukowej
znalezli si¢ matematycy (Janiszewski, Sierpinski, Mazurkiewicz) i logicy (Lukasiewicz,
Lesniewski). Byto to nie tylko symboliczne uznanie logiki jako dyscypliny matema-
tycznej. Wedlug Janiszewskiego, nowe dzialy matematyki (w tym logika matematyczna)
sa wyzwaniem iszansa dla filozofii. Janiszewski zwraca uwage na probg budowania
matematyki (przez Whiteheada i Russela) na podstawach wylacznie logicznych oraz na
rozwo6j metody aksjomatycznej. Logika pokazata swoja szczegdlna skutecznos$¢. Dzigki
jej metodom mozemy: 1) przenosi¢ cate teorie z jednej dziedziny do drugiej (ma to
miejsce np. pomiedzy topologia, teoria mnogosci i teoria grup); dzieje si¢ tak dziegki
posiadaniu tych samych (lub odpowiadajacych sobie) aksjomatoéw; 2) glebiej wniknaé
wistote teorii wyszukujac (w aksjomatach) te wiasnos$ci, na ktdrych ta teoria si¢ opiera; 3)
w prowadza¢ nowe pojecia — szuka si¢ nowych pojeé czyniacych zados$¢ pewnym
warunkom; 4) abstrahowa¢ od wszystkich wlasnosci indywidualnych tworzacych dang
teorig 1 bada¢ tylko forme logicznq,'

4 Jan Sleszynski

Jan Sleszynski (11 VII 1854 Lysianka, powiat zmigrodzki, Kijowszczyzna — 9 III
1931 Krakow) byl przede wszystkim logikiem, ale tez matematykiem i filozofem.
Wyksztatcenie zdobyl w szkotach rosyjskich (Kiszyniéw, Odessa) oraz w Berlinie (pod
kierunkiem K. Weierstrassa, L. Kroneckera, E. E. Kummera). Od roku 1882 wyktada na
Uniwersytecie Odesskim (od 1898 jako profesor zwyczajny). Prowadzil wyklady
z analizy matematycznej, algebry, teorii grup, rachunku wariacyjnego 1 teorii funkcji
analitycznych. Przettumaczyt na jezyk rosyjski L'Algebre de la logique L. Couturata. We
wstepie Sleszynski ukazuje miejsce logiki matematycznej w matematyce. Prowadzit tez
w seminarium naukowe, gdzie analizowane byly podstawy geometrii (euklidesowej
inieeuklidesowej), przy pomocy narzedzi logicznych przez niego wypracowanych.
Owocem byto, migdzy innymi, sformulowanie przez jego ucznia B. F. Kagana nowego
systemu aksjomatow dla geometrii euklidesowej. W roku 1911 przeprowadza si¢ do Kra-
kowa i rozpoczyna wyktady na Uniwersytecie Jagiellonskim z logiki matematycznej,
analizy matematycznej, teorii wyznacznikéw, rachunku prawdopodobienstwa, teorii do-
wodu oraz arytmetyki liczb zespolonych. Specjalnie dla niego zostaje powotana katedra
logiki (pierwsza w Polsce).

Aktywnie wlaczyt si¢ w budowanie krakowskiej matematyki i logiki, uczestniczac
w spotkaniach matematykow i filozofow krakowskich, prowadzac zajgcia dodatkowe dla
studentow réznych kierunkow (podstawy matematyki, logika). 29 listopada 1917 na spot-
kaniu Towarzystwa Filozoficznego w Krakowie wyglosit referat O logice tradycyjnej
([30]), majacy istotny wptyw na Jana Lukasiewicza. Napisat tez wazne teksty w Po-
radniku dla samoukéw: O znaczeniu logiki dla matematyki oraz Rozwdj pojec¢ nieskon-
czonosciowych ([31], 1923). Jego uczniowie opracowali czgs¢ jego wykladow 1w ten

'z. Janiszewski, Zakonczenie, Poradnik dla samoukow, t. 1, Warszawa 1915, s. 538-543.
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sposob zostaly wydane dwie wazne ksiazki: dwutomowa Teoria dowodu ([29])
(opracowat S. K. Zaremba) oraz Teoria wyznacznikow (opracowat S. Rosental).

Teoria dowodu byta nowoczesnym ujgciem nauki dedukcyjnej i wyktadem historii
logiki, poczynajac od Arystotelesa, poprzez logike Sredniowieczng i Leibniza az do
koncepcji Boole’a, Jevonsa, Grassmana, Peany, Russela i Whiteheada. Metoda badan
historycznych Sleszynskiego zostata podjgta przez tukasiewicza, a program rekon-
strukcji logicznej dowoddéw matematycznych realizowatl S. Jaskowski. Wiele jego po-
myslow i metod logiki mozna odnalez¢ w warszawskiej szkole logicznej. W pewnym
stopniu oddziatat rowniez na §rodowisko krakowskie, dzigki niemu badaniami podstaw
matematyki i logika zainteresowali si¢ A. Hoborski, W. Wilkosz i O. Nikodym, jednak
wigkszy wplyw miala nich koncepcja S.Zaremby, ktéry nie przyznawat logice zbyt
istotnego miejsca w matematyce.

5 Powstanie warszawskiej szkoly logicznej

Warszawska szkota logiczna jest $cile sprzezona z powstaniem i rozwojem logiki
matematycznej. Odkrycia tej szkoly byly niezbgdne dla rozwoju wspotczesnej logiki
inadania jej tak wysokiego znaczenia. Szkola nawiazywala w swoich badaniach do
r6znych nurtéw i radycji naukowych. Jej istotnym rysem bylo budowanie logiki jako
samodzielnej dyscypliny naukowej, zgodnie z metoda matematyczna (tradycja odwotu-
jaca si¢ do Arystotelesa i regego). Kolejna cecha byta algebraizacja logiki (Leibniz, de
Morgan, Boole, Peirce’a, Schrodera i Couturata) oraz koncepcji logicyzacji matematyki
Russella i Whiteheada, gdzie logika (matematyczna) miala staé¢ si¢ gtowna dziedzina
matematyki, do ktérej inne miaty zosta¢ sprowadzone.

Jakie wydarzenia mozna uzna¢ za poczatek tej szkoty? Mozna wskazaé kilka
czynnikoéw i sytuacji znaczacych dla jej powstania. Gtéwnymi tworcami szkoly byli Jan
Fukasiewicz (21 XII 1878 Lwow — 13 II 1956 Dublin) oraz Stanistaw Le$niewski (30 IIT
1886, Sierpuchowo, Rosja — 13 V 1939, Warszawa). Fundamentalne znaczenie dla jej
rozwoju mial Alfred Tarski (14 1 1901, Warszawa — 27 X 1983, Berkeley, USA), ktory
bedac uczestnikiem seminariow obu logikéw, umial przyjmowacé i rozbudowywac
najwazniejsze idee obu bardzo rdzniacych si¢ pogladami uczonych (Les$niewski nie
uznawat cantorowskiej teorii mnogos$ci, odcinatl si¢ od filozofii i uwazal, ze budowana
przez niego logika jest calkowicie samowystarczalna w wyjasnianiu zagadnien filozo-
ficznych). Wspotpracowat réwniez z T. Kotarbinskim (uwazal go za swojego mistrza),
W. Sierpinskim, K. Kuratowskim, S. Banachem i wieloma innymi. Warszawska szkota
logiczna rozwijala si¢ przy wydatnym udziale logikow — filozofoéw takich jak, migdzy
innymi, K. Ajdukiewicz, T. Kotarbinski, T. Czezowski, L. Chwistek oraz matematykow
zainteresowanych logika (K. Kuratowski, S. Mazurkiewicz, S. Sierpinski i inni).

Momentem kluczowym dla powstania warszawskiej szkoty logicznej byto powotanie
Lukasiewicza i Le$niewskiego na profesorow Uniwersytetu Warszawskiego (pierwszy
w 1915, drugi w 1919), rozpoczecie wyktadow z logiki matematycznej i podstaw mate-
matyki oraz prowadzenie seminarium naukowego. W krétkim czasie dotaczaja do nich
uczniowie: pierwszym byt A. Tarski, a pozniej Adolf Lindenbaum (podat wynik, majacy
duze znaczenie w teorii modeli, stwierdzajacy, ze kazdy system aksjomatyczny
niesprzeczny mozna rozszerzy¢ do systemu niesprzecznego i zupelnego), Stanistaw
Jaskowski (twoérca systemu logiki opartego o reguty zatozeniowe), Mordechaj Wajsberg
(tworca pierwszej aksjomatyzacji logiki trojwartosciowej), Jerzy Stupecki (wykazat roz-
strzygalno$¢ sylogistyki Arystotelesa, pokazal mozliwo$¢ zbudowania pelnego systemu
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aksjomatycznego dla logik wielowartosciowych, zbudowat teori¢ dedukcyjna oparta na
konsekwencji odrzuceniowej, podat deterministyczng interpretacje logik wielowar-
tosciowych), Andrzej Mostowski (wspottworca teorii modeli oraz prekursor teorii
forcingu), Bolestaw Sobocinski, Czestaw Lejewski (rozwijali mereologi¢ Le$niewskiego)
i inni.

Dorobek calej szkoly jest ogromny. Najwigksze osiagnigcia maja oczywiscie
J. Lukasiewicz, S. Le$niewski i A. Tarski. Duza czg$¢ wynikéw to wyniki wypracowane
wspolnie, czgsto publikowane jako wspdlne prace. Mimo uplywu wielu lat ciagle
dorobek warszawskiej szkoty logicznej nie jest w pelni opracowany. Najwigcej wktadu
w opracowanie fenomenu tej szkoly maja: Jan Wolenski, Jacek Juliusz Jadacki i Roman
Murawski. Sa tez wspomnienia Lukasiewicza, jego autobiografia oraz analiza dokonan
szkoly 1 mistrzow przeprowadzona przez uczniow (Mostowskiego, Stupeckiego, Sobo-
cinskiego i innych).

Chciatbym wskazaé¢ jedynie kilka prac ,,otwierajacych” dziatalno§¢ warszawskiej
szkoty logicznej. W nich zawarte byly gtéwne idee, dalej konsekwentnie rozwijane przez
przedstawicieli szkoty. Trzeba jednak przyznaé, Ze nie byto niewolniczego trzymania si¢
przyjetych wezesniej zatozen. Lukasiewicz, na przyktad, ktory na poczatku kwestionowat
uniwersalng warto$¢ zasady sprzeczno$ci, po kilkunastu latach zmodyfikowal swgj
poglad, zauwazajac jej obowiazywanie rowniez w logikach wielowartosciowych. Istniaty
tez duze roznice miedzy gtownymi przedstawicielami szkoly, przede wszystkim miedzy
Lukasiewiczem i Les$niewskim. Jednym z wazniej ustalen metalogicznych szkoty byto
uznanie, iz logika nie moze by¢ jedynie ,,sztuka dla sztuki”, lecz ma by¢ nieustannie
konfrontowana z wynikami nauk przyrodniczych i przebudowywana tak, aby nadaza¢ za
ich rozwojem. Przyjgte w szkole zalozenie o autonomii logiki, nie tylko nie wyklucza, ale
wrecz domaga sig jej ciaglego kontaktu z rzeczywistos$cia.

A. Ksiazka J. Lukasiewicza O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa ([18], 1910)
otwierata dyskusj¢ nad budowa alternatywnych, wobec logiki klasycznej, zasad
logicznych.

B. Praca J. Lukasiewicza Die logischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
([23], s. 76—113) wpisywala si¢ w trwajaca od lat probg zbudowania §cistych podstaw dla
rachunku prawdopodobienstwa. Propozycja Lukasiewicza zbudowania tego rachunku na
logice nie zostala zrealizowana; uznanie znalazla idea H. Steinhausa oparcia rachunku
prawdopodobienstwa na teorii miary.

C. L. Chwistek, Zasada sprzecznosci w swietle nowszych badan Bertranda Russella
(1912). Rozpoczgcie badan nad modyfikacja teorii typéw Russella i proba pogodzenia
konstruktywizmu Poincarego z logicyzmem.

D. Praca S. Le$niewskiego Podstawy ogdlnej teorii mnogosci (1916) byta proba
budowy niestandardowej teorii mnogos$ci, ktora pozwalata na uniknigcie antynomii klas
niezwrotnych Russella. W ten sposob zbudowal mereologi¢ (teoria zbiorow kolek-
tywnych) opartej na nowym rachunku zdan (protetyce) i nazw (ontologii). Nawiazywal
do koncepcji logiki G. Fregego.

E. W pracy O pojeciu wielkosci ([17], 1916) Lukasiewicz polemizuje z definicja
wielkosci S. Zaremby z jego wstepu do Arytmetyki teoretycznej. Wykorzystuje logike
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matematyczna, aby poda¢ prosta definicj¢ wielkosci jako elementu zbioru uporzadko-
wanego. Tym samym pokazuje ,,site” logii matematycznej i tworzy obdz jej zwolenni-
kow (L. Chwistek, K. Kuratowski i inni).

F. Prace Lukasiewicza: O logice trojwartosciowej ([16], 1920), Interpretacja liczbo-
wa teorii zdan ([15], 1922/23) i Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen
des Aussagenkalkiils ([20], 1930) zawieraja konstrukcje trojwartosciowej logiki zdan
i rozpoczynaja badania nad logikami wielowartosciowymi. W pracach tych podat og6lna
konstrukcje logik n-warto$ciowych (najpierw trojwartosciowych). Wskazat, ze poza kla-
sycznymi wartosciami 0 (fatsz) i 1 (prawda) mozna dodac jeszcze trzecia wartos¢ logicz-
na (np. Y4, r6zna od prawdy i falszu), ktora odnosi si¢ do zdarzen, ktorych przyczyny
jeszcze nie istnieja (ani przyczyny zdarzen przeciwnych) lub ktére juz mingly; pokazat
tez mozliwo$¢ budowania logiki o przeliczalnej liczbie wartosci logicznych (&, -war-
tosciowych) 1 logik modalnych (z funktorami implikacji, negacji i mozliwosci oraz
znakami uznawania i odrzucania wyrazen).

G. W pracy Logika dwuwartosciowa (1921) Lukasiewicz pokazatl, ze system logiki
dwuwartosciowej mozna zbudowaé¢ w oparciu o jeden funktor implikacji, kwantyfikator
0golny oraz cztery symbole: systemowe (1-prawda i 0-falsz) i metasystemowe (U-uzna-
wania zdan prawdziwych i N-odrzucania zdan falszywych). Rozpoczal badania nad
wlasnosciami systemoéw aksjomatyczno-dedukcyjnych, dowodzac, ze badany system jest
niesprzeczny, niezalezny i niezupehy.

H. W pracy O wyrazie pierwotnym logistyki ([22], 1923) A. Tarski pokazat mozliwos$¢
zdefiniowania negacji przez kwantyfikator i rownowazno$¢, co pozwolito Le$niewskie-
mu dokonczy¢ konstrukcji swojej protetyki (nogélniony rachunek zdan).

1. W pracy J. Lukasiewicza i A. Tarskiego Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil
([32], 1930) udowodnione zostato twierdzenie, ze wszystkie logiki wieclowartoSciowe sa
niesprzeczne i niezupelne.

J. Praca Tarskiego Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych ([33], 1933)
stanowi probg wykorzystania logiki w filozofii, przy uscisleniu tzw. klasycznej definicji
prawdy. Tarski pokazatl, ze w przypadku jezykéw skonczonego rzedu, w ktorych rzedy
wszystkich zmiennych sa ograniczone, mozna sformutowaé poprawna definicje prawdy
(semantyczng). Natomiast w przypadku jezykow nieskonczonego rzgdu taka definicja nie
jest mozliwa. Metoda T. polega na skonstruowaniu metajgzyka, ktory zawiera wszystkie
odpowiednio przetlumaczone pojgcia jezyka oraz dodatkowo pojgcia semantyczne, czyli
m.in. pojgcia ,,0znaczania”, ,,prawdziwos$ci”, ,,definiowania”.
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PROBLEMY Z GEOMETRIE VE SBIiRCE
IOANNISE HOLFELDA EXERCITATIONES
GEOMETRICAE

JAN ZAHRADNIK

Abstract: In the Department of Historical Archives of The Research Library of South
Bohemia, which is located in the Monastery of Zlatda Koruna, is a small textbook,
containing collection of problems from the geometry of conics. The collection contains
47 solved problems, divided into four parts. I selected one problem from each part and
commented on their assignment and solution.

1 O autorovi a jeho knize

Utla knizka Ioannise Holfelda Exercitationes Geometricae' [1], vydana v Praze roku
1773, je pséana latinsky, tedy jazykem, kterym mluvili a psali vzdélanci tehdejsi doby.
Pro Ioannise Holfelda, autora knihy, byla latina jazykem, ve kterém se mu dostalo vzdé-
lani a ve kterém se dokazal vyjadfovat piesn€, exaktné a jemu i jeho koleglim po celé
Evropé naprosto srozumitelné. V latinské podobé¢ je na titulni strance knihy uvedeno
i jeho kiestni jméno.

Zadame-li jméno Johann Holfeld do vyhledavace Google, objevi se ve Wikisource
kratky zdznam z Biographisches Lexikon des Kaiserthums Oesterreich (BLKO) [4], ktery
obsahuje odkaz na zdroj poznatkdt v ném uvedenych — Allgemeine Encyclopdidie der
Wissenschaften und Kiinste® [2].

Podle této encyklopedie se Johann Holfeld narodil v roce 1747, pravdépodobné
v Rakousku (vermuthlich im Osterreichischen), vstoupil do jezuitského Fadu, avsak
duchovni stav opustil s jeho zrusenim. Jesté v roce 1793 byl mimofadnym uéitelem
praktické matematiky na univerzité v Lembergu v Hali¢i (Lemberg in Galizien), dneSnim
Lvové na Ukrajin€. Pozdéji se stal fddnym profesorem praktické a teoretické matematiky.
Zemfel 7. listopadu 1814 v Lembergu. V encyklopedii [2] je doslova uvedeno, ze napsal
mimo jiné (er schrieb unter andern): Neue Theorie von der Natur der Standlinien nebst
trigonometrischer Berechnung der Fehler im Winkelmessen, die von der unrechten Lage
des Geradbogens und des Visirstrahles herriihren (Lemb., 1793. 4.). Na zaveér ptispévku
v BLKO je uvedeno, Ze se kromé uvedené knihy Zadnou dal3i praci Johanna Holfelda
nepodafilo najit.

Dalsim zdrojem informaci o matematikovi s pfijmenim Holfeld je Archiv Univerzity
Karlovy, jehoz soucasti je také Kartotéka jezuitl ceské provincie (autorka Anna
Fechtnerova) [3], ve které jsou nasledujici informace:

Jan (Joannes) Holfeld ,,Bohemus* se narodil 16. dubna 1750 v Podébradech. 21. fijna
1765 vstoupil do Tovarysstva JeziSova v koleji v Hradci Kralové. V letech 1766 az 1767
pobyval dva roky v noviciatu v Brné a gymnazialni studia dokon¢il v roce 1768 v koleji
v Klatovech. Od roku 1769 do roku 1772 absolvoval tfileté studium na filozofické fakulté

" Kniha se nachazi ve fondu Oddgleni starych tiski JihoGeské védecké knihovny, umisténém v budové klastera
Zlata Koruna. Podle razitka na titulni strance patfila ptivodné do knihovny Krumlovské prelatury.

? Tato encyklopedie byla vydavana v letech 1818 a7 1889 nejprve Johannem Samuelem Erschem a Johannem
Gottfriedem Gruberem a dale dal$imi generacemi dopliovana.
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Karlo-Ferdinandovy univerzity v Koleji u svatého Klimenta na Starém meésté prazském,
kde se také v roce 1771 vénoval speciadlné¢ matematice (repetitio matheseos). V roce 1773
pusobil Johann Holfeld v Koleji u sv. Klimenta na Starém mésté prazském, kde vyucoval
v gramatikalnich tfidach gymnazia.

druhé poloviné osmnactého stoleti. Za prvé to je loannis Holfeld, autor knihy
Exercitationes Geometricae, za druhé Johann Holfeld, uvedeny v encyklopedii [2] a za
treti Jan (Joannes) Holfeld ,,Bohemus®, uvedeny v Kartotéce jezuitl ceské provincie [3].
Posledni dva zdroje navic uvadéji rozdilné datum narozeni. Pro tvrzeni, Ze se jedna
o jednu a tutéz osobu, nam tedy tyto zdroje neposkytuji dostatek podkladi.

Na titulni stran¢ knihy je jeji autor uveden jako loannis Holfeld Societatis lIesu,
Sublimioris Matheseos Auditoris (Johann Holfeld TovarysSstvo JeziSovo, posluchac vyssi
matematiky). Nazev knihy je Exercitationes Geometricae (Geometrickd cviCeni).
Vydavatelem byla Kolej u svatého Klimenta TovarySstva JeziSova (Charactere Collegii
Clementini Societatis Jesu), vytiSténa byla tiskafem (factore) Janem Adamem Hagenem
v Praze roku 1773.

Kniha ma krom¢ titulni stranky 64 stran textu a obsahuje ve Ctyfech ¢astech celkem
47 teSenych problému. V knize nenajdeme zadnou tvodni nebo zavére¢nou kapitolu.
Kazda ¢ast obsahuje na ivod stru¢nou charakteristiku problému, které se v ni vyskytuji.
Na konci knihy jsou pfipojeny dva listy obrazki. Je jich celkem 36, jsou ¢islovany
a vytiStény na obdélnikovych listech, slozenych na format knihy tak, aby je bylo mozno
po rozlozeni sledovat soucasné s ¢etbou. Autor se na né v zadani jednotlivych problémi
odvolava uvedenim symbolu Fig. a poradového Ccisla pfislusného obrazku. Nekteré
obrazky pouziva autor i pro vice problému. Pfi popisu feSeni problému se uz na obrazky
pfimo neodvolava.

Vzhledem k rozsahu piispévku jsem provedl vybér problémi. Z kazdé casti jsem
vybral jeden problém, ktery je podle mého nazoru v néem zajimavy a ktery se svym
zadanim a feSenim li$i od soucasného pfistupu k této ¢asti geometrie.

2 Ukazky problémi z jednotlivych ¢asti knihy

2.1 Geometricka cviceni ¢ast I. (Exercitationum Geometricarum Pars 1.)

Tato ¢ast, obsahujici 9 problémd, se podle autora zabyva riznymi zplsoby, kterymi je
mozné urc¢it Apolloniovy paraboly. Jako ukazku uloh z této ¢asti uvadim problém ¢. 4.

Problema 4.: Datis duobus perimetri Parabolae punctis A, F (Fig. 6), & positione
diametri CH, ejusque parametro, Parabolam describere.

Problém 4.: Jsou dany dva body A, F lezici na obvodu paraboly (Obr. 6). Déle je
ur¢ena poloha priméru CH a jeho parametr. Popiste parabolu.

ReSeni: Toannis Holfeld (dale I. H.) pouziva v zadani ulohy termin poloha praméru
a jeho parametr. Nikde v celé knize tyto pojmy nevysvétluje ani piesné nespecifikuje.

Povazuji proto za nutné to vysvétlit. Na obrazku 6. se objevuji body N a 7, které spolu
s danymi body paraboly A a F urcuji rovnobézné piimky. Jedna se o pfimky, jejichz
spole¢ny smér je polarné sdruzeny s prumérem CH. Tento smér najdeme tak, Zze v bod¢ A
sestrojime tecnu paraboly, ur€ime jeji prusecik s danym primérem a vzniklym bodem
vedeme druhou te¢nu k parabole s dotykovym bodem A’. Pfimka AA” (se¢na paraboly)
urcuje smér, polarné sdruzeny s danym pramérem. Podobné konstrukce provedeme i pro
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bod F. Piimka FF’(se¢na paraboly) je rovnobézna s piimkou AA’ (patii do stejného
sméru). Body N a T vzniknou jako priseciky téchto secen s danym pramérem. Pak plati
AN’ :NC = FT? :TC = p (1), kde p je parametr, piislusny k danému prméru. Pokud se
jedna o obecnou polohu primeéru, jako je tomu i v nasem pfipad€, nejsou prvni
soutadnice (abscissa NC) a druha soutadnice (semiordinata AN) na sebe kolmé, jejich
tihel se nazyva thel soufadnic (angulus coordinatarum). Usetku typu CN v piipadé
obecné polohy priméru budeme dale nazyvat abscisa, GiseCku typu NA semiordinata.
Pokud primér paraboly splyva s jeji osou, jsou abscisa x a semiordinata y libovolného
bodu paraboly kolmé a plati pro né vztah y*> = p-x, ktery je znamy ze zakladniho kurzu
analytické geometrie jako rovnice paraboly v kartézské soustavé soufadnic.’

C

N 5536’

\A
H \F

G

e

Obr. 6.

Pti feSeni problému I. H. nejprve ozna¢i CN =x, TH =z, AG=BH =m, AB=0b,
FH =a. Z podobnosti trojuhelniki NBA a THF odvozuje b:NB=a:z, z ¢ehoz urci
b . b7
NB=2%.V pravouhlém trojuhelniku NBA plati AN® = NB* +b* = —f +b°.
a a
Poznamenavam, ze 1. H. nezminuje, ze vyuziva podobnosti trojuhelnikli ani kolmosti
usecek AB a HF na praimér CH.
Z2b2 +a2b2
Podle vlastnosti (1) plati AN? = px, tedy px= —————— Podobn¢, podle vlastnosti
a
(1), plati FT?> =p-CT, kde p je znamy parametr daného priméru. Déle I. H. pouziva

bz Gk Ce
vztah CT =x+NB+m—-z=x+—+m—z (Pro upfesnéni uvadim, ze vztah je ziejmy

a
z obrazku 6.). Z Pythagorovy véty L. H. zarovei vyvozuje, ze FT> =7"+a’.
i . . .. b B
S vyuzitim téchto vztahit dostava I. H. rovnici 2> +a® = px+L2c+ pm— pz, do které
a
b2Z2

dosazuje za vyraz px=-——+ b*, ¢imz z ni vylouéi proménnou x.

a

) ) ) ) , ap az(b2+pm—a2)
Vysledna rovnice ma tvar z~ + z— —
a+b a —b

b, m i p jsou znamé hodnoty, miize z ni 1. H. stanovit hodnotu z, coZ mu umoznuje urcit

=0. Vzhledem k tomu, ze q,

? Je nutné uvést, e 1. H. pracuje s rovnici paraboly ve tvaru y> = p-x, kde p je parametr paraboly, coZ

znamena, ze vzdalenost ohniska paraboly od jeji fidici pfimky je rovna poloviné hodnoty parametru, vzdalenost
hlavniho vrcholu od ohniska i od fidici pfimky je pak rovna ¢tvrtiné hodnoty parametru.
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trojuhelnik HTF a pomoci hodnoty x také vrchol daného priméru C. Zna také thel
soufadnic (angulus coordinatarum) HTF. Vzdalenost fidici pfimky od vrcholu C je rovna
¢tvrting parametru piislusného praméru. Tim je podle I. H. tiloha vyfeSena. Pfipominam,
ze zname-li fidici pfimku paraboly a jeji dva body, ur¢ime snadno i jeji ohnisko.

2.2 Cast druha (Pars Altera)
V této Casti sbirky, kterda obsahuje 13 problémd, jsou podle I. H. vyfeseny problémy,
tykajici se zadanych kuzelosecek. Na ukazku uvadim problém ¢. 10.

Problema 10.: Data Parabolae subtensa RM (Fig. 14), ad diametrum OG semiordinatam
DN ducere; cujus pars EN, inter subtensam, & arcum Parabolae intercepta, sit omnium
ejusmondi partium maxima.

Problém 10.: Je dana seCna paraboly RM (Obr. 14.), k jejimu priméru OG ved'te
semiordinatu DN, jejiz ¢ast EN, vymezend mezi seCnou a obloukem paraboly, je ze vSech

takovych ¢asti nejvetsi.

A

O
Fgdd. 9
lg D

! M
Obr. 14.

Reseni: I. H. jako prvni krok konstruuje te¢nu paraboly, rovnob&znou se seénou RM,
¢imz ziskava bod N jako jeji bod dotyku, semiordinatu ND a jeji prusecik se secnou E.
Vzhledem k poloze oblouku RNM a te¢ny v bodé N podle 1. H. plati, ze délka usecky
mezi se¢nou a obloukem paraboly je pro jakoukoli dalsi ptimku, rovnobéznou s tse¢kou
EN, mensi nez jim nalezena isecka EN.

I. H. dale uvadi, ze muze také uvazovat usecku RE, odpovidajici maximalni GseCce
EN. To mu umoziuje vyfesit problém jinym zpiisobem.

I. H. oznaci prasecik GO a RM jako bod A a dile uvazuje semiordinaty Rg a MG
prislusné k danému prameéru. I. H. dale zavadi nasledujici délky usecéek: AO =a, OG =b,
OD = x; parametr piislusného priméru OG oznacuje 1. H. jako p. Pak podle 1. H. plati
(protoze body N a M lezi na parabole) DN =/p-x; GM =./b-p .

Dale I. H. uvadi vztah (AO+0G):GM =(AO+0D): DE . 1. H. oviem vyvozuje tento
vztah bez pfedchoziho upozornéni na podobnost trojuhelnikl AGM, ADE. Po dosazeni
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bp +x4/b,
pak dostava: (a+b):\/b-p =(a+x):DE, z &ehoZ plyne DE =M. Pro tsecku

a+b
b N
EN dostava: EN = DN—DE:Jpx—(ap+p).
a

V tomto misté feSeni chci uvést, ze hledame takovou hodnotu x, pro kterou je délka
use¢ky EN maximalni, tedy maximum funkce dané predchézejici formuli o proménné x.
Tuto avahu 1. H. nevyslovuje, pfistupuje rovnou k diferencovani formule (formulae

dx\/; _dxybp

21x a+b

nule (ani tento krok I. H. nezdivodnuje) a dostava rovnici:

differenciale) s nasledujicim vysledkem:

. Tento vyraz poklada rovny

(a+b)dxy/p —2dxJbpx

2(a+b)Vx

0,

(a+b)  AG?
) 4GO
Semiordinata DN je pak rovnobézna se semiordinatou GM.

I. H. dale uvadi, ze maze urcit délky useéek Og, OG, RM, gR (které vychazeji ze
zadani) a také délky tsecek OD, gG a gD. Pak plati gG:gD=RM :RE, z ¢ehoz 1. H.
vyjadii RE a tim ziskava bod E a useCku EN.

Na zavér feseni problému uvadi 1. H. bez dikazu tii dusledky (corollarium):

kterou vydéli dx a \/; a ziska feSeni x = (tim uréi 1. H. polohu bodu D).

Disledek 1: Pokud je a=0, pak secna prochadzi vrcholem priméru. Vyjde x=%b

a proto RE:%RM .

Diisledek 2: Je-li dale R hlavni vrchol a ¢ast osy mezi timto vrcholem a semi-
ordindtou MG vymezena je rovna parametru osy, pak D je ohnisko.

Disledek 3: Zatimco EN je maximalni ze vSech rovnobéznych usecek, je rovnéz
kolmice na se¢nu NC maximalni, coZ je zfejmé z prvniho feseni.

Pro poradek uvadim struéné vysvétleni téchto dusledkt: Dusledek 1 vyplyva okamzité
dosazenim a =0 do rovnice pro x, tvrzeni disledku 2 vyplyva z toho, Ze ohnisko paraboly
je vzdaleno c¢tvrtinu parametru od hlavniho vrcholu a disledek 3 vychazi z vlastnosti
pravothlého trojahelniku ECN.

2.3 Cast 1L (Pars I11.)

V této Casti, obsahujici 19 problémil, se autor sbirky zabyva vznikem kiivek, pfirozené
urcenych. Tuto charakteristiku upfesiuji tak, ze se jedna o uréovani geometrickych mist boda
(locus punctorum), podle soucasné terminologie mnozin v$ech bodt s danou vlastnosti. Z této
¢asti jsem vybral problém ¢. 40.

Problema 40.: Datis iisdem Parabolis, dataque subtensa AC (Fig. 34) a communi vertice

principali singulis Parabolis inscripta, super qua constructa sint triangula maxima AEC,
invenire locum verticum E, in Parabolarum perimetris existentium.

195



Problém 40.: Jsou dany paraboly; kazdé z nich je vepsdna secna dané délky AC
(Obr. 34), prochazejici spole¢nym hlavnim vrcholem parabol. Nad se€nou je sestrojen
maximalni trojihelnik AEC. Najdéte geometrické misto bodi E, lezicich na obvodu parabol.

57;5 34.

Obr. 34.

ReSeni: 1. H. vychazi pii feseni tohoto problému z feSeni Problému 10. z druhé &asti
knihy, zejména disledku 1. Podle n&j v pfipad¢é tohoto problému plati, Ze pokud secna

. . . 1
prochazi vrcholem priméru a Gsecka OE je maximalni, pak abscisa AD = ZAB. Dale plati

(podle dusledku 3), ze také vyska ME, tedy i plocha trojuhelnika AEC, vepsaného do usece
paraboly, je maximalni.

I.. H. ozna¢i AD=x, DE=y, pak AB=4x. Dile I. H. uvazuje, ze
BC?:DE’ = AB: AD (Pro objasnéni této skuteénosti piipominam, Ze body E a C lezi na
parabole, tedy BC* = p-AB, DE* = p-AD). Podle 1. H. tedy plati BC*:DE* =4:1, tedy
BC:DE=2:1,takze BC =2y.

I. H. dile oznatujeAC=2a a ziskiva AB=./4a’—4y’. Po dosazeni dostava
4x =+J4a’ —4y*> , coz mu po kratké pravé dava rovnici hledaného geometrického mista

bodt. Rovnice mé podle I. H. tvar y* =a’ —4x*, z ¢ehoz autor sbirky vyvozuje, ze hledanym

geometrickym mistem bodu je elipsa s velkou polosou rovnou a a s malou polosou rovnou
poloving a.

2.4 Cast &tvrta (Pars IV.)

Ctvrtou a posledni &ast své sbirky vénuje I. H. uréovani objemii a povrchi téles,
vzniklych rotaci nékterych ¢asti kuzeloseCek kolem secen nebo jinych piimek. Ze Sesti
problému v této ¢asti jsem vybral problém ¢. 42.

Problema 42.: Invenire soliditatem corporis, geniti rotatione segmenti Parabolici AECA
(Fig. 34) circa subtensam fixam AC, a vertice principali A ductam.

Problém 42.: Urcete objem t€lesa, vzniklého rotaci ¢asti paraboly AECA (Obr. 34.)
kolem pevné secny AC, vedené hlavnim vrcholem A.

ReSeni: 1. H. zavadi nasledujici use¢ky: AC=a; CB=b (semiordinata axis); AB=c.
Libovolna ¢ast seény AC budiz AM = x, k se¢né kolma usecka ME =y . Dale 1. H.sestroji

kolmici k ose paraboly, kterou znac¢i EOD a vyjadii tisecky AD, DE pomoci proménnych
(variabilium) x, y.
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Ucini to tak, ze ze ziejmé podobnosti trojuhelniki ABC a EMO dostane vztah
AB:BC =ME:MO (1. H. ale opét tuto podobnost pfimo nezminuje), ptipadné c:b=y: MO,

tedy MO = by , Cili AO = x—b—y . Ze stejné podobnosti ziskava c:a=y: EO, tedy EO = .
¢ ¢ ¢

Z podobnosti trojihelniki ABC, ADO plyne a:c=AO0:AD, po dosazeni za AO pak

a.c —(x—b—j AD, tedy AD = by' Ze stejné podobnosti dostava a:b=A0: DO, ¢ili
c a
2 aZ _b2

ODzb_x_b_y' Proto DE:DO+0E=Q+b_x=M.

a ac ac a a

Nyni I. H. vyjadiuje oblouk paraboly pomoci soufadnic x (abscisa) a y (semiordinata).
Poprvé vyuziva toho, ze body A, E, C lezi na parabole. Pfedpoklada, Ze parametr osy paraboly
je rovny p a dostava vztah DE’=p-AD, ze kterého po dosazeni ziskdvd vztah

pex—pby _ (ey+bx)
a a2

. Tato rovnice je pro feSeni problému kli¢ova.

Ja jsem ji nejprve upravil na tvar ¢y’ + y(2bex+apb)+b’x’ —apex=0 a fesil jako
kvadratickou rovnici s nezndmou y (y>0). Po upravé jsem dostal vyjadieni proménné y:

2272 2
b b bp b
=\/ap Lapb’x  apx _abp bx

S 3 ———. L. H. uvadi stejny vysledek, avSak podrobné feSeni
4c c c 2 ¢
rovnice v knize uvedeno neni.
V této rovnici, vyjadfujici zavislost proménné y na proménné x, I. H. oznacuje
2272
apb aph’ a o /
p4 = p + 98—y a ziskavé jeji prehledngjsi tvar y =~/m* +nx — m——
4c c c c
V tomto misté feseni provadi I. H. zakladni Givahu pro nasledujici vypocet objemu télesa

pomoci integralu. Zavadi element objemu (elementum solidi) télesa, vznikly rotaci
2

Py“dx
2

. e, P . ]
elementdrni ¢asti paraboly, ve tvaru a vysvéetluje vyznam P (2) jako konstantni
r

pomér délky kruznice a jejiho prﬁméru.4 V dal$im vypoctu tuto konstantu ale vynechava
a upozornuje na nutnost ji nasobit vysledek.
I. H. dale bez komentafe sestavuje vyraz pro integraci (integrale formulae) ve tvaru

2.2
2m’dx + nxdx + b xzdx +M—2md)cxjm2 +nx — 2bXdXVm2 +nx (to je vyraz y*dx),

¢ ¢

jehoz jednotlivé ¢leny jsou podle I. H. na prvni pohled (primo conspectu patet) algebraicky

integrovatelné (algebraice integrabiles). Pro upfesnéni uvadim, ze I. H. pocita urcity integral

X 2 2.3 2 4
. . 4

J. y’dx. Vysledkem této integrace je formule 2m’x+ LE l;)i + mbx + 3&

0 ¢ ¢ n

5 4 2 2 3
_8bm +[8bm _ Abm’x  4bx —ﬂ—4mej-\/m2+nx, I. H. opét uvedend bez

15¢n’ 15cn>  15cn Sc 3n
ptredchoziho podrobného vypoctu.

* My zname vzorec pro element objemu ve tvaru dV =z y*dx, ale I. H. pouziva diisledn& misto symbolu 7 pro
Ludolfovo ¢islo tuto konstantu.
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Po vynésobeni této formule konstantou (2) nahrazujici 7z dostava 1. H. objem télesa
vzniklého fezem rovinou kolmou k ose rotace v bod¢ s abscisou x. Pokud za x dosadi a, vyjde
objem celého télesa.

Na zavér jesté 1. H. uvadi zvlastni pfipad, kdy pfedpoklada, ze ¢ = p, tedy také b=p

(b*=pc)a a=+2p*; pak plati, ze m:%\ﬂpz a n=242p>. Pro objem télesa v tomto

specidlnim ptipad€¢ (in casu hoc speciali) vychazi (pfislusné vypocty 1. H. neuvadi)

' 2
P 569-567 pA2p’ =— —p *J2p ip_ 5 . Vysledek 1. H. interpretuje tak,

2 2r 60
7e obJem tohoto specidlniho télesa se rovna obJemu valce, ktery ma jako podstavu kruh
1

o pruméru p a vysku rovnou L 2p’
15 15
3 Zavér

Pfi feSeni problémt pouziva loannis Holfeld matematické nastroje a postupy své
doby. Nékteré matematické pojmy, které jsou v soucasné dobé naprosto bézné, se v Hol-
feldové sbirce nevyskytuji. Naptiklad chybi pouziti kartézské soustavy soufadnic, symbo-
lika 1 postupy z teorie funkci nebo zapisy pouzivajici mnozinovou symboliku.

Préavé proto jsou Holfeldovy problémy a jejich feSeni zajimavé a kdyz se nam podari
porozumét matematickému textu druhé poloviny 18. stoleti psanému v latin€, najdeme
v jeho tlohach pouceni a inspiraci.

Nekteré zavéry v procesu feSeni problémd, které¢ I. H. pfijimd bez podrobné&jsiho
zdivodnéni, nemusi byt na prvni pohled pochopitelné. Snazil jsem se je proto svymi ko-
mentaii vysvétlit. VSechna fesSeni, kterd jsou v tomto pfispévku uvedena, jsem ovéfil.
Pouzival jsem pfi tom metod soucasné matematiky.
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