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Vážené kolegyn , vážení kolegové, 

p edkládáme vám sborník obsahující texty dvou vyzvaných p ednášek, texty delších 
a kratších sd lení, které programový výbor obdržel do 1. kv tna 2013. Všechny p ísp v-
ky byly graficky a typograficky sjednoceny.1 Za azen byl též program konference a se-
znam všech ú astník , kte í se p ihlásili do 1. ervna 2013.  

Sborník vznikl s finan ní podporou Katedry didaktiky matematiky MFF UK v Pra-
ze a Ústavu aplikované matematiky FD VUT v Praze. 

V první ásti sborníku jsou otišt ny rozší ené texty hlavních p ednášek, o n ž byli požá-
dáni zkušení p ednášející, kte í se zabývají matematikou, její historií, vyu ováním a apli-
kacemi.  

Ve druhé ásti sborníku jsou publikovány p ísp vky jednotlivých ú astník , které 
nejsou monotematicky zam eny, nebo  konference se snaží poskytnout dostate ný prostor 
k aktivním vystoupením, diskusím a neformálním setkáním všem p ihlášeným, tj. matemati-
k m, historik m matematiky, u itel m vysokých i st edních škol, doktorand m oboru Obecné 
otázky matematiky a informatiky, student m i všem dalším zájemc m o matematiku a její 
historii.2  

Program letošní konference je pom rn  pestrý. V íme, že každý najde témata, která ho 
zaujmou a pot ší, že objeví nové kolegy, p átele a spolupracovníky, získá inspiraci, adu pod-
n t , motivaci i povzbuzení ke své další odborné práci a ke svému studiu. 

  
Podrobn jší informace o letošní konferenci i o všech p edchozích konferencích a letních 

školách lze najít na adrese 

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html. 

Martina Be vá ová a Jind ich Be vá

V Praze, v ervnu 2013

                                                          

1 Jednotlivé p ísp vky neprošly jazykovou korekturou. 
2 Za azen nebyl p ísp vek L. Bo ka a F. Ku iny v novaný Eduardu echovi a jeho p ínosu k vyu ování mate-
matice, nebo  auto i vzhledem k echovu výro í p ipravili samostatnou knížku, která vyjde v edici Ovlivnili 
vyu ování matematice. 
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Z HISTÓRIE KOMBINATORICKEJ 
GEOMETRIE 

VOJTECH BÁLINT

Abstract: The paper gives an historical overview of combinatorial geometry from its in-
ception to the present. Some problem areas are only briefly mentioned. Highlighted are 
open problems.  

1 Úvod 
Podstatná as  výsledkov kombinatorickej geometrie sa zrodila po roku 1940. Je to 

pomerne krátky as, ale podrobný preh ad všetkých sem patriacich výsledkov by aj tak 
zabral mnoho stoviek strán, s dôkazmi viac tisícok. Pokúsim sa preto podrobnejšie poda
históriu len najznámejších problémov a nieko kých mne blízkych problémov z oblasti 
intuitívnej geometrie. A aby som zvýšil záujem o túto oblas  matematiky, sústredím sa aj 
na formuláciu otvorených problémov, ktorých je tu viac ako dos .  

Kombinatorická geometria je tá as  matematiky, v ktorej sa skúmajú extremálne 
vlastnosti kombinatorického charakteru pre systémy objektov. Pokia  je známe, názov 
kombinatorická geometria prvý raz použil švaj iarsky matematik H. Hadwiger [Had55] 
v roku 1955. Pre problémy kombinatorickej geometrie je prízna ná ich názornos . 
Formulácia problému je ve mi jednoduchá a pochopenie otázky obvykle nevyžaduje 
žiadne špeciálne vedomosti. Lenže práve jednoduchos  formulácie zvádza (niekedy aj 
renomovaných) matematikov k tomu, že majú tendenciu zara ova  otvorené otázky 
kombinatorickej geometrie medzi zábavnú matematiku. Do ur itej miery oni aj zábavné 
sú – s niektorými sa dá zabáva  do nekone na. Riešenie však neraz vyžaduje istú dávku 
geniality a spôsob riešenia sa mení od problému k problému.  

Problematika kombinatorickej geometrie sa dá zadeli  do troch ve kých skupín: 
problémy typu packing-covering-tiling, geometrické problémy vedúce na teóriu grafov
a problémy incidencií a usporiadaní.  

V matematike býva zvykom problémy zovšeobecni . Ke  tie všeobecné sú príliš 
ažké, tak treba aspo iasto ne vyrieši  aspo  nejaké špeciálne prípady (pri om sa neraz  

prihliada aj na praktickú užito nos ). astou úlohou v kombinatorickej geometrii je nájs
maximálny (alebo minimálny) po et )(d objektov pri splnení ur itých podmienok, kde 
parameter d  je obvykle dimenzia. V mnohých úlohách je nájdenie presnej hodnoty )(d
enormne ažké, takže neraz sa nájdu len horné a dolné odhady, ktoré sa potom vylepšujú. 
Z praktického h adiska sú však dôležitejšie práve kone né kontajnery resp. kone né 
po ty útvarov a pri takejto optimalizácii asymptotické odhady nehrajú žiadnu úlohu, aj 
keby boli známe.  

Pripome me teraz definície niektorých pojmov, ktoré možno nie sú všeobecne známe 
a ktoré budeme používa .  

Nech )(X  je miera množiny dEX  , kde dE  je d-dimenzionálny euklidovský 
priestor.  Nech J  je množina indexov. Hovoríme, že systém množín JiEM d

i  , , je 
uložený v množine dEM   práve vtedy, ke  žiadna dvojica z toho systému nemá 



12

spolo ný vnútorný bod a 
Ji

i MM
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 . íslo 
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
  nazveme hustota uloženia systému

JiM i , , v množine M . Ak dEM  , tak hustota uloženia systému množín 

JiEM d
i  , , v dE  sa definuje ako limita 

))((

))((
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rB

rBM

d
Ji

d
i

r 







, kde )(rBd  je d-roz-

merná gu a s polomerom r  a stredom v po iatku. Analogické sú definície pre pokrytia. 
Základná monografia so všeobecnými výsledkami o tejto problematike je vynikajúca 
kniha Fejes Tóth László [Fe03], v zozname použitej literatúry však môže záujemca nájs
ve a alších odkazov.  

Asymptotické porovnávanie dvoch kladných funkcií gf ,  je zavedené nasledovne. 
Hovoríme, že )(nf  je ve ké ))(( ngO  a píšeme ))(()( ngOnf  , ak existuje kladná konštanta 
C  taká, že )()( ngCnf   pre všetky dostato ne ve ké n . Pre konštantnú funkciu 1)( ng
zápis )1()( Onf   znamená, že od ur itého n  po núc je Cnf )( , teda funkcia f  je 
ohrani ená. Hovoríme, že )(nf  je ))(( ng  a píšeme ))(()( ngnf  , ak existuje kladná 
konštanta c  taká, že )()( ngcnf   pre všetky dostato ne ve ké n . Píšeme ))(()( ngnf  , 
ak ))(()( ngOnf   aj ))(()( ngnf  , teda )()()( ngCnfngc   pre nejaké kladné 
konštanty Cc,  a pre všetky dostato ne ve ké n . Hovoríme, že )(nf  je malé ))(( ngo

a píšeme ))(()( ngonf  , ak 0lim )(
)( 

 ng
nf

n
.

2 Newtonovo íslo 
V ukladacích problémoch je cie om umiestni  telesá daného tvaru alebo ve kosti bez 

prekrývania o najekonomickejšie do daného kontajnera a neraz s nejakými reštrikciami. 
Príkladom jedného z najstarších známych problémov tohto typu je tzv. problém 13 gulí: 
„Aký je maximálny po et zhodných gulí (z pevného materiálu), ktoré sa dajú umiestni
na jednu takú istú gu u tak, že všetky sa tejto jednej dotýkajú?“ Pre ten maximálny po et 
gulí sa asto používa výstižný názov kissing number, ale zvykne sa používa  aj názov 
Newton number. Už Johannes Kepler (27. 12. 1571 – 15. 11. 1630) vo svojej práci 
[Ke611] indikoval 12 gulí, ale dokáza  to nevedel. Isaac Newton (4. 1. 1643 – 31. 3. 1727) 
v roku 1694 tvrdil, že je ich 12, jeho dôkaz však nebol kompletný. Vznikla tak divoká 
polemika medzi ním a Davidom Gregorym (3. 6. 1659 – 10. 10. 1708), ktorý obhajoval 
po et 13. Gregoryho sa dá ahko pochopi , ak si uvedomíme, že ke  stredy 12 gulí 
umiestníme do vrcholov pravidelného 12-stena, potom stredy dvoch „susedných“ gulí 
s polomerom 1 budú vzdialené asi 2.1029, takže po vhodných presunutiach asi tam bude 
miesto aj pre trinástu gu u. Nemálo miesta síce bude, ale to posledné tvrdenie neplatí, 
nebude dos  miesta pre 13. gu u. Navzdory mnohým pokusom správny dôkaz, že 
maximálny po et je 12, ukázali až Schütte a van der Waerden [ScvW53] v roku 1953, 
potom v roku 1956 ve mi elegantne na dve strany J. Leech [Le56]. O tom, že problém je 
stále živý, sved ia aj alšie dôkazy, ktoré vznikli nedávno, napr. [An04], [Bö03], [Bö04]. 

Predošlú úlohu teraz zovšeobecníme. 
Newtonovo íslo )( dBN  v d-rozmernom priestore je maximálny po et zhodných 

hypersfér, ktoré sa dotýkajú jednej (takej istej) hypersféry, pri om žiadne dve nemajú 
spolo ný žiadny vnútorný bod. Triviálne je 2)( 1 BN  a ahko sa dá dokáza  aj výsledok 

6)( 2 BN  (ilustrované na 6 pivných táckach okolo jednej). Pri tomto ozna ení je teda 
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12)( 3 BN . Leech [Le64] objavil extrémne symetrické mriežky a Musin [Mu03] objavil 
zaujímavú metódu pre dimenziu 24, na základe ktorej je 24)( 4 BN . Použitím 
Leechových a Musinových výsledkov sa podarilo dokáza  (pozri [OdS79] a [Lev79]), že 

240)( 8 BN  a 560196)( 24 BN . Žiadne iné presné hodnoty Newtonovho ísla nie sú 
známe, takže tu je prvá ve ká množina otvorených problémov.  

Usporiadanie n  bodov na sfére, zodpovedajúce usporiadaniu n  zhodných sfér okolo 
jednej centrálnej sféry, ktorá môže ma  iný polomer, sa nazýva sférický kód. V práci 
[EdRS98] sa nájdu dolné aj horné odhady ísla )( dBN  pre dimenzie od 32 po 128, ale 
rozdiely medzi horným a dolným odhadom sú asto enormne ve ké. Vä šina z tých 
odhadov je založená na lineárnej programovacej metóde (pozri [De72]) a na existencii 
ur itých kódov (pozri [OdS79]). Dobrý preh ad nájde záujemca v [ErZ01].  

Pojem podobný Newtonovmu íslu zaviedol Hadwiger v [Had57]: Pre ubovo né 
konvexné teleso C  nech )(CH  je maximálny po et takých neprekrývajúcich sa translácií 
telesa C , ktoré sa dotýkajú jedného pevne zvoleného telesa C . íslo )(CH  sa nazýva 
Hadwigerovo íslo. Grünbaum dokázal, že 8)( CH  pre rovnobežník a 6)( CH  pre 
všetky ostatné rovinné konvexné oblasti. Vo vyšších dimenziách je však situácia ove a 
zložitejšia a z bohatej literatúry spomeniem len preh ad, ktorý záujemca nájde v [Zo98]. 
Analogické otázky pre dve telesá DC,  položil Hortobágyi v [Hor75] a aj problematika 
ísla ),( DCH  bola už hodne skúmaná. Samozrejme, ak telesá DC,  sú zhodné, tak 

),( DCH )(),( CHCCH  . Ve a otvorených problémov nájde záujemca v citovanej 
literatúre a tiež v inšpiratívnom preh ade Brass-Moser-Pach [BMP05].  

3 Keplerova hypotéza 
Axel Thue [Th892]  na kongrese v roku 1892 správne tvrdil, že  žiadne uloženie 

Obr. 3.1  Najhustejšie uloženie zhodných kruhov v rovine 

zhodných kruhov v rovine nemôže ma  vä šiu hustotu ako 12/ , pri om najhustejšie 
je prirodzené uloženie, ktoré tvorí šes uholníkovú mriežku (Obr. 3.1, prevzatý 
z [BMP05]). Jeho dôkaz z roku 1892 však nebol úplný; opravený dôkaz uverejnil až 
v roku 1910 v [Th10]. Poznamenajme, že íslo 12/  je práve podiel obsahu kruhu 
a obsahu jemu opísaného regulárneho šes uholníka.  

Otázka maximálnej možnej hustoty uloženia zhodných gulí v 3E  je však podstatne 
zložitejšia, aj ke  intuícia hovorí, že najhustejšie uloženie by mohlo ma  tvar pyramídy 
pomaran ov. Usporiadajme gule tak, aby ich stredy v rovine tvorili štvorcovú mriežku. 
Takýto rovinný plát gulí potom vhodne posúvame. Hypotéza, že najhustejšie uloženie 
gulí je práve takéto, je obvykle pripisovaná Keplerovi [Ke611]. Ide samozrejme 
o mriežkové uloženie a je možné popísa  ho napr. tak, že stredy (jednotkových) gulí sú
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v bodoch tvaru  2;2;2 cba , kde cba ,,  sú celé ísla, ktorých sú et je párne íslo. Je 
ahké overi , že hustota takéhoto uloženia gulí v 3E  je 18/ 74,0 . Carl Friedrich 

Gauss (30. 4. 1777 – 23. 2. 1855) vo svojej práci [Ga831] dokázal, že spomedzi všetkých 
mrežových uložení práve toto má najvä šiu hustotu. Poznamenajme, že ak gule 
usporiadame tak, že ich stredy v jednej rovine tvoria najhustejšiu, teda šes uholníkovú
mriežku a takýto rovinný plát vhodne posúvame, dostaneme také isté uloženie, ako 
posúvaním plátu štvorcovej rovinnej mriežky. Je to výborne vidite né na Obr. 3.2
(prevzatý z [BMP05]).  

 Obr. 3.2  Dva rôzne poh ady na najhustejšie uloženie gulí v 3E

V dôsledku Gaussovho tvrdenia je jasné, že keby sa dali gule usporiada  hustejšie, tak 
usporiadanie by nemohlo by  pravidelné. Lenže preskúma  a vylú i  všetky nepravidelné
usporiadania je mimoriadne náro né, takže Keplerova hypotéza sa stala najdlhšie 
nevyriešeným problémom kombinatorickej geometrie.  

Fejes Tóth László (12. 3. 1915 – 17. 3. 2005) v [Fe03] ukázal, že ur enie maximálnej 
hustoty sa dá redukova  na kone ný, aj ke  ve mi ve ký po et výpo tov. V tej dobe 
(1. vydanie jeho slávnej knihy je z roku 1953) však neexistovali dostato ne výkonné 
po íta e, ktoré by tieto výpo ty urobili. Rogers v [Ro58] stanovil, že hustota uloženia 
gulí nie je vä šia ako  33

1arccos18  78,0 . Je to síce o osi slabšie ako predpokladaná
najlepšia hustota 74,0 , ale Rogersova metóda je geniálna, pretože spôsob jeho argumen-
tácie funguje v každej dimenzii. Na druhej strane sa nezdá, že by Rogersov dôkaz bolo 
možné použi  pre dosiahnutie hypoteticky najlepšej hustoty 18/ . 

Wu-Yi Hsiang v [Hs93] na základe myšlienok L. Fejes Tótha predviedol priamo iary 
geometrický dôkaz, ale Gábor Fejes Tóth (syn L. Fejes Tótha) vo svojej recenzii na 
Hsiangov lánok napísal: As far as details are concerned, my opinion is that many of the 
key statements have no acceptable proofs. Ke že išlo o ve mi slávny problém, vznikol 
boj o prvenstvo. Thomas C. Hales v [Ha94] uverejnil podrobnú kritiku Hsiangovho 
„dôkazu“ a na túto kritiku tvrdohlavo a rýchlo reagoval Hsiang v [Hs95]. Všeobecne je 
prijatý názor, že Hsiangove dôkazy nie sú úplné.  

Aj Hales sledoval hlavnú myšlienku L. Fejes Tótha a už v roku 1992 zistil [Ha92], že 
maximálna hustota by sa asi dala nájs  nájdením minima funkcie 150 premenných. 
V tla enej verzii sa toto objavilo až v prácach [Ha97], [Ha97b] a [Ha00]. V tej dobe 
s Halesom na dôkaze už úzko spolupracoval Samuel P. Ferguson, Halesov študent. 
V roku 1998 Hales ohlásil, že dôkaz je hotový. Lenže dôkaz bol na 250 stranách a jeho 
sú as ou bol aj 3-gigabytový po íta ový program, ke že bolo treba analyzova  vyše 
5000 konfigurácií sfér. Kvôli obrovskému rozsahu a neštandardnej forme sa v januári 
1999 konal týžde  dlhý workshop na Institute for Advanced Study. O korektnosti 
jednotlivých astí dôkazu rozhodoval panel 12 recenzentov, ktorí si zaslúžia, aby tu boli 
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vymenovaní: András Bezdek, Michael Bleicher, Károly Böröczky, Károly Böröczky, Jr., 
Aladár Heppes, Wlodek Kuperberg, Endre Makai, Attila Pór, Günter Rote, István Talata, 
Béla Uhrin, Zoltán Ujváry-Menyhárd. V roku 2003 vedúci panelu recenzentov Gábor 
Fejes Tóth oznámil, že skupina recenzentov si je na 99% istá správnos ou dôkazu, ale – 
prirodzene – nemôže potvrdi  správnos  všetkých po íta ových výpo tov. Vtedy sa do 
recenzného procesu zapojil aj Jeffrey C. Lagarias, ktorého úlohou bolo preusporiada
prácu tak, aby sa zjednodušil strom dôkazu a aby sa zjednodušili aj niektoré definície. 
Detailná verzia dôkazu vyšla v špeciálnom ísle asopisu Discrete & Computational 
Geometry Vol. 36, No. 1, July 2006 ako súhrn 6 prác [HaF06] a v roku 2011 aj knižne 
[FeH11].  

O najhustejšom zaplnení (celého) d-rozmerného priestoru zhodnými gu ami pre 4d
nájde záujemca výsledky v prácach, ktoré boli motivované okrem iného teóriou kódo-
vania (napr. [Var95], [CoS96]), v už spomínanej práci [Ro58] a v alších, napr. [Be02a], 
[CoE03].  

4 Ramseyho teória 
Zoznam János Neumann (28. 12. 1903 – 8. 2. 1957), Pál Erd s (26. 3. 1913 – 20. 9. 

1996), Tibor Grünwald (15. 7. 1912 – 2. 1. 1992; ke  za alo prenasledovanie židov, 
zmenil si meno na Gallai), Eszter Klein (20. 2. 1910 – 28. 8. 2005), György Szekeres (29. 
5. 1911 – 28. 8. 2005), Endre Makai (5. 11. 1915 – 8. 11. 1987), Pál Turán (10. 8. 1910 –
26. 9. 1976), … vzbudzuje ve kú úctu matematikov. Na jese  r. 1932 to ale boli (až na 
Jánosa Neumanna, ktorý bol od nich o nie o starší a je známejší pod menom John von 
Neumann) univerzitní študenti v Budapešti, ktorí sa za ali o víkendoch pravidelne 
schádza  na intelektuálne debaty. Samozrejme, debatovali najmä o matematike. Na jedno 
z tých stretnutí prišla Eszter Klein s milou úlohou: Dokážte, že ak z 5 bodov v rovine 
žiadne tri neležia na jednej priamke, tak vždy sa dajú z nich vybra  4, ktoré sú vrcholmi 
konvexného štvoruholníka. Dôkaz je samozrejme ve mi ahký. Ú astníci úlohu ihne
zovšeobecnili:  

Problém 4.1. Nájdite najmenšie íslo )(nf  také, že každá množina )(nf  bodov vo 
všeobecnej polohe v rovine obsahuje vrcholy konvexného n-uholníka.  

Poznamenajme, že body v rovine sú vo všeobecnej polohe práve vtedy, ke  žiadne tri 
z nich neležia na jednej a tej istej priamke. Makai a Turán ve mi rýchle zistili, že 

9)5( f . Onedlho sa Szekeres pochválil, že existenciu ísla )(nf  vie dokáza  pre každé 
n , pri om našiel aj horný odhad ísla )(nf . Erd s podstatne zlepšil Szekeresov horný 
odhad, a ke že našli spolu aj jednu dobrú konštrukciu, sformulovali hypotézu:  

Hypotéza 4.1. (Erd s-Szekeres [ErS35]) Každá množina 12 2 n  bodov vo všeobec-
nej polohe v rovine obsahuje konvexný n-uholník, teda 12)( 2  nnf  .  

Navzdory obrovskému po tu pokusov sa túto hypotézu doteraz nikomu nepodarilo 

dokáza . Známe sú len odhady 1
2
42

)(12 2 





n

n
nfn . Horný odhad je z práce 

[ErS35], dolný je z práce [ErS60], pri om ten dolný je asi najlepší možný. 

Veta 4.1. (Ramsey [Ra30]) Pre ubovo né celé kladné ísla ji,  a ik   existuje íslo 
),,( kjiRR  , ktoré sp a nasledovné podmienky: ak množina M  má aspo R  prvkov 

a všetky jej i-prvkové podmnožiny ubovo ne rozdelíme do j  tried, tak množina M  má 
takú k-prvkovú podmnožinu, ktorej všetky i-prvkové podmnožiny patria do tej istej triedy.  
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Autor vyššie uvedenej vety je Frank Plumpton Ramsey (22. 2. 1903 – 19. 1. 1930), 
ktorého na návrh slávneho ekonóma J. M. Keynesa už v roku 1924 zvolili za lena 
King’s College v Cambridge. Navzdory svojmu ve mi krátkemu životu vytvoril Ramsey 
dielo trvalej hodnoty vo filozofii, v ekonómii, v logike a v teoretických základoch 
matematiky. Vyššie uvedenú vetu publikoval vo svojej jedinej isto matematickej práci, 
pri om v pozadí tejto práce stála najpál ivejšia otázka matematiky za iatku 20. storo ia: 
i existuje všeobecný postup, pomocou ktorého je možné rozhodnú  o pravdivosti 

každého matematického tvrdenia. Poznamenajme, že pomocou Ramseyho vety sa dalo 
dokáza , že ur ité tvrdenia ve mi špeciálneho tvaru sú rozhodnute né, ale pomerne 
rýchle (po slávnej vete Kurta Gödela o neúplnosti z roku 1931) sa ukázalo, že univer-
zálne dobrý algoritmus neexistuje. Ramseyho veta – hrubo povedané – tvrdí, že ak je 
nepravidelná štruktúra dostato ne ve ká, tak obsahuje nejakú pravidelnú štruktúru vopred 
danej ve kosti. Ešte trochu hrubšie: v neporiadku s dostato ne mnoho prvkami sa dá 
nájs  ur itý poriadok.  

Pre potreby svojho dôkazu Szekeres znovuobjavil Ramseyho vetu v roku 1932 (t.j. nie 
našiel v literatúre, ale spolu s Erd som dokázal inú verziu tej vety) a jeho spolo ná práca 
s Erd som výrazne prispela k jej popularizácii. Pre úplnos  a lepšiu orientáciu itate a 
uvedieme aj pôvodnú formuláciu Erd sovej-Szekeresovej vety z [ErS35].  

Veta 4.2. Pre každé prirodzené íslo 4n  existuje najmenšie íslo )(nf  také, že 
z akýchko vek )(nf  bodov vo všeobecnej polohe v rovine sa dá vybra n  bodov tak, že 
tvoria vrcholy konvexného n-uholníka.  

Aj ke  je Ramseyho veta silnou zbra ou pri odvodzovaní existen ných výsledkov, je 
asto nepoužite ná pre dosiahnutie dobrých odhadov. Erd s a Szekeres vo svojej práci 

uviedli nepomerne lepšie explicitné odhady pre hodnoty funkcie ),,( kjiR , vä šinu 

ktorých sa dodnes nepodarilo výraznejšie zlepši . Ich horný odhad 1
2
42

)( 




n

n
nf

z roku 1935 z dôkazu ich vety nebol zlepšený 63 rokov. Potom sa v roku 1998 objavili 

hne  tri zlepšenia: 




2
42

)(
n

n
nf v [ChG98], n

n

n
nf 27

2
42

)( 



  v [KlP98], 

2
2
52

)( 




n

n
nf  v [TóV98], a v roku 2005 1

2
52

)( 




n

n
nf  v [TóV05], pri om 

tento posledný (toho asu najlepší známy odhad) je len o polovicu lepší ako pôvodný 
Erd s-Szekeresov a je stále takmer druhou mocninou dolného (pravdepodobne najlep-
šieho) odhadu.  

Uve me ešte asto používanú grafársku formuláciu Ramseyho vety. 

Veta 4.3. Pre ubovo né kladné celé ísla lk ,  existuje najmenšie íslo ),( lkr  také, že 
akoko vek dvomi farbami ( ervenou a modrou) vyfarbíme všetky hrany úplného grafu 
s ),( lkr  vrcholmi, existuje úplný podgraf na k  vrcholoch, ktorého všetky hrany sú modré 
alebo podgraf na l  vrcholoch, ktorého všetky hrany sú ervené.  

ísla ),( lkr  sa nazývajú Ramseyho ísla a ich ur enie sa zdá by  extrémne ažké. 
Ob ažnos  problému charakterizuje Erd sovo prirovnanie: Keby nám mimozemš ania 
dali ultimátum, že do jedného roku im musíme doda  presnú hodnotu )5,5(r , lebo inak 
nás zni ia, tak by sme mali zapoji  do spolo nej práce všetky po íta e na zemi a tú 
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hodnotu sa pokúsi  nájs . Keby však chceli hodnotu )6,6(r , tak by sme mali spoji
všetky sily a bráni  sa vojenskými prostriedkami.  

Ve mi zaujímavý je tzv. prázdny variant predošlého problému. Zvo me prirodzené 
íslo n ubovo ne. Pri práci s touto problematikou sa Erd s a Szekeres domnievali, že 

z dostato ne ve kého po tu )(nG  bodov vo všeobecnej polohe v rovine sa vždy dá 
vybra n  bodov tak, že tieto tvoria vrcholy prázdneho konvexného n-uholníka, teda 
n-uholníka, ktorý neobsahuje žiadny bod danej G(n)-bodovej množiny. (V tla i sa táto 
hypotéza objavila až v roku 1978 v práci [Er78].) Prirodzená úloha je nájs  najmenšiu 
možnú hodnotu funkcie )(nG . Szekeres pred mnohými rokmi aj na rtol jeden dôkaz, ale 
rýchle sa ukázalo, že nebol kompletný. Napriek tomu sa zdalo, že ide len o problémy 
technického charakteru, ke že tie prázdne mnohouholníky sú obvykle ve mi dlhé a úzke, 
takže sa s nimi zle narába. Hodnoty 3)3( G  a 5)4( G  sú triviálne. Harborth [Har78] 
ukázal, že 10)5( G ( )5(9 f , teda pre zaru enie existencie prázdneho konvexného 
5-uholníka treba viac bodov ako pre nejaký, teda ubovo ný konvexný 5-uholník). Na 
ve ké prekvapenie Horton [Ho83] pre každé n  zostrojil takú množinu n  bodov, ktorá 
neobsahuje vrcholy prázdneho konvexného 7-uholníka, a teda dokázal výsledok 

)7(G . Množiny Hortonovej konštrukcie sa ve mi zle znázor ujú, pretože ich  
relatívny priemer, t.j. podiel najvä šej a najmenšej vzdialenosti dvoch rôznych bodov, 
rastie exponenciálne s po tom bodov. Pavel Valtr [Va92] skonštruoval množiny bodov 
bez prázdnych šes uholníkov pre všetky n , pri om ten podiel je menší ako n  kde 
je konštanta.  

 Najlepší známy výsledok pre 6n  bol až donedávna Overmarsov odhad 30)6( G
([Ov03]), ktorý pomocou po íta a zostrojil množinu 29 bodov, ktorá neobsahuje vrcholy 
prázdneho konvexného 7-uholníka. V závere Overmarsovej práce sú uvedené dva 
závažné fakty, ktoré viedli k hypotéze, že 29)6( G , aj ke  vtedy ešte nebolo nájdené 
ani len horné ohrani enie pre íslo )6(G . Prvé horné ohrani enie (hodne slabé, vä šie ako 

1410269,5  ) našiel Nicolás [Ni07]. Toto výrazne zlepšil Gerken [Ge08] na 1717, ale 
dnešné najlepšie známe ohrani enia sú 463)6(30  G  – horné ohrani enie je v [Ko07]. 
Hypoteticky najlepšia (dolná) hranica je teda stále ve mi aleko. 

Z tohto okruhu otázok sa v posledných 40 rokoch vyvinula úplne nová, samostatná 
oblas  kombinatorickej geometrie s názvom Ramseyho teória (pozri napr. [GRS90]). Je 
treba ešte doda , že v literatúre sa asto používa aj Erd som zavedený názov Happy End 
Problem, pretože Eszter Klein a György Szekeres prežili spolu 68 rokov š astného 
manželstva. Posledné týždne života strávili na jednej izbe v sanatóriu a obaja zomreli 
v ten istý de , 28. augusta 2005 v Adelaide necelú hodinu po sebe.  

Poznamenajme ešte, že Ramseyho veta bola zovšeobecnená aj na systémy množín. 
Priekopníkmi v tomto smere boli Tibor Bisztriczky a Fejes Tóth Gábor [BiF89], 
[BiF89b]. Novšie výsledky a tiež alšie súvislosti spolu s otvorenými otázkami nájde 
záujemca napr. v [BáK01], [PaT00], [PóV02].  

5 Sylvestrova-Gallaiho veta  
V roku 1893 J. J. Sylvester [Sy893] formuloval nasledovný problém: Dokážte, že 

žiadna kone ná množina bodov sa nedá usporiada  tak, aby priamka prechádzajúca cez 
ubovo né dva z nich prechádzala aj tretím bodom bez toho, aby všetky boli kolineárne. 

Z riešení, ktoré do redakcie prišli, ani jedno nebolo správne.  



18

Nech P  nPPP ,,, 21  je kone ná množina n  bodov v rovine. Každé dva rôzne body
množiny P ur ujú práve jednu priamku, jedným bodom priamka ur ená nie je. Množinu 
všetkých priamok ur ených bodmi množiny P ozna íme L. Po et tých priamok množiny 
L, ktoré prechádzajú bodom P P sa nazýva stupe  bodu .P  Po et bodov stup a k
ozna íme kp . Priamka, ktorá obsahuje práve k  bodov z množiny P sa nazýva priamka 

rádu k . Priamka rádu 2 sa nazýva prostá. Po et priamok rádu k  ozna íme kl . V tejto 
terminológii sa dá Sylvestrova úloha formulova  nasledovne: Dokážte, že ak kone ná 
množina bodov nie je kolineárna, tak ur uje aspo  jednu prostú priamku.  

Zrejme sú splnené nasledovné rovnosti: 

(5.1) 



n

k
klk

2
,

1

2






n

k
kpk

 (5.2) 
k

kl
kn

22
 . 

Tie rovnosti vystihujú zásadnú kombinatorickú vlastnos  bodov a priamok nimi 

ur ených, a to incidenciu. V sú te 



n

k
klk

2

 je každá priamka rádu k  zahrnutá práve k

krát, teda tento sú et vyjadruje celkový po et incidencií spo ítaný cez všetky priamky. 

V sú te 





1

2

n

k
kpk  je každý bod stup a k  zahrnutý práve k  krát, teda tento sú et vyjadruje 

celkový po et incidencií spo ítaný cez všetky body. Tie sú ty sú však rovnaké, lebo 
celkový po et incidencií bodov a priamok nimi ur ených je pre danú množinu bodov P 
ur ený jednozna ne. Práve uvedený spôsob dôkazu kombinatorickej rovnosti sa nazýva 
metóda dvojakého s ítania (tzv. double counting), a hodne sa používa napr. aj v teórii 
grafov. Podobný je aj dôkaz rovnosti (5.2).  

História riešenia Sylvestrovho problému je trochu komplikovaná, o bolo spôsobené 
aj udalos ami 2. svetovej vojny. Erd s znovu objavil tento problém v roku 1933, teda 40 
rokov po jeho prvom publikovaní, a ako neskôr sám napísal [Er83], nevedel si s ním 
bezprostredne poradi . Povedal preto o probléme Gallaimu a ten krátko na to predviedol 
Erd sovi správny dôkaz, ale nepublikoval ho. Erd s chcel upriami  pozornos  širšej 
matematickej verejnosti na tento problém, preto ho v roku 1943 znovu postavil [Er43] 
v American Mathematical Monthly. Problém vyriešil nasledovný rok Steinberg [St44]. 
Na konci Steinbergovej práce je poznámka redaktora, ktorá obsahuje Gallaiho dôkaz. Nie 
je známe, i Sylvester poznal dôkaz svojho problému, ale je ve mi pravdepodobné, že 
áno, takže dnes je tá veta obvykle uvádzaná ako Sylvestrova-Gallaiho veta. Pravde-
podobne však prvý dôkaz S-G vety publikoval Melchior [Mel 41] v duálnej forme. Za 
Gallaiho dôkazom nasledovalo mnoho alších, asto ako dôsledok všeobecnejšieho 
tvrdenia, alebo ako jeho rozšírenie pre iné objekty. Uve me napríklad [Bor83], 
[BorM90], [BrE48], [Cox89], [EHK63], [Ed70], [HeK60], [Ku72], [La55], [Li88], 
[Mot51].  

Veta 5.1. (Sylvester-Gallai) Ak kone ný po et bodov v rovine nie je na jednej a tej 
istej priamke, tak ur uje aspo  jednu prostú priamku.  

Dôkaz. (Autorom dôkazu je L. M. Kelly; dôkaz bol ale publikovaný v Coxeterovej 
práci [Cox48] a bol zaradený aj do vynikajúcej knižky Aignera a Zieglera [AiZ04] Proofs 
fom THE BOOK. Práve pre jeho genialitu ho tu uvedieme.) Nech P je kone ná množina 
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bodov v reálnej euklidovskej rovine a nech L je množina priamok ur ených bodmi z   P. 
Uvažujme všetky také dvojice  LP, , že bod P P neleží na priamke L L. Pretože 
množiny P a L sú kone né, aj množina vzdialeností ur ených dvojicami  LP,  je 
kone ná. Existuje teda bod P P a priamka L L  tak, že dvojica   LP ,  ur uje 
najmenšiu z takých vzdialeností. Nech Q  je ten bod na priamke L , ktorý má najmenšiu 
vzdialenos  od bodu .P  Ak priamka L  obsahuje práve dva body z P, tak je veta 
dokázaná. Nech teda priamka L  obsahuje aspo  tri body 321 ,, PPP  z P.  

Ak body 321 ,, PPP  sú rôzne od Q , potom aspo  dva z nich ležia na tej istej strane od bodu Q . 
Bez ujmy na všeobecnosti nech bod 2P  leží medzi Q  a 1P  (Obr. 5.1). Potom vzdialenos
bodu 2P  od priamky 1PP  je menšia, ako vzdialenos  ur ená dvojicou   LP , . V prípade, že 
by jeden z bodov 321 ,, PPP  bol zhodný s bodom Q , napr. QP 3 , tak bez oh adu na polohu 
bodu 2P  vzdialenos  bodu Q  od priamky 1PP  by bola menšia, ako vzdialenos  ur ená 
dvojicou   LP , , o je spor.  

V komplexnej projektívnej rovine S-G veta neplatí, ako bolo ukázané napr. v [Cox48], 
a samozrejme nemôže plati  ani v kone ných projektívnych geometriách, kde všetky 
priamky obsahujú rovnaký po et bodov (napr. vo všeobecne známej Fanovej rovine sú 
všetky priamky rádu 3). Na druhej strane je jasné, že S-G veta platí v reálnom 
projektívnom priestore dimenzie vä šej ako 2, nako ko po et prostých priamok nezávisí 
od vhodného stredového premietania, takže problém sta í skúma  len v rovine.  

Prirodzená je nasledovná otázka, ktorú viackrát formuloval aj Erd s.  

Problém 5.1. Aký je minimálny po et 2l  prostých priamok ur ených n  bodmi, ktoré 
nie sú kolineárne?  

Hypotéza 5.1. ([Di51], [Mot51]) Pre 13,7n  je po et 2l  prostých priamok ur ených 
n  nekolineárnymi bodmi aspo n2

1 .  

Dirac [Di51] dokázal nerovnos 32 l  a Kelly a W. Moser [KeM58] vylepšili dolnú 
hranicu prelomovým spôsobom; dokázali totiž, že je lineárna vzh adom na n .  

Veta 5.2. (Kelly-Moser [KeM58]) Kone ná množina n  nekolineárnych bodov 
v reálnej projektívnej rovine ur uje aspo n7

3  prostých priamok.  

Veta 5.2 je najsilnejšia v tom zmysle, že existuje konfigurácia 7  bodov, ktorá ur uje 
práve 3  prosté priamky. Ak je Hypotéza 5.1 pravdivá, tak pre všetky ostatné n  by sa 

Obr. 5.1  Vzdialenos  bodu Q  aj 2P  od priamky 1PP   je menšia, 

ako vzdialenos  bodu P  od priamky L



20

dolná hranica nl 7
3

2  z Vety 5.2 mala da  zosilni . Pre mn 2  Motzkin našiel 
konfigurácie, ktoré ur ujú práve n2

1  prostých  priamok, takže dolná hranica v hypotéze sa 
ur ite nedá zvä ši . Pre n  nepárne však aj najlepšie známe konfigurácie ur ujú až n4

3

prostých priamok. 

Na Obr. 5.2, resp. 5.3 sú výnimo né konfigurácie 7n  resp. 13n  bodov, ktoré 
ur ujú menej ako n2

1  prostých priamok. Na Obr. 5.3 body 621 ,,, PPP  tvoria taký 
stredovo súmerný šes uholník so stredom 8P , aby priamky 65 PP  a 71PP  boli rovnobežné. 
Pridané sú 4 nevlastné body 4321 ,,, WWWW , ktoré z priamok 16 PP , 21PP , 31PP  a 71PP

spravia priamky trojbodové. Takýchto 13 bodov ur í presne 6 prostých priamok – 
nakreslené sú bodkovanou iarou.  

Sten Hansen vo svojej doktorskej dizertácii [Han81] tvrdil, že dokázal Hypotézu 5.1. 
Jeho dôkaz má však takmer 100 strán, je ve mi zložitý, a aj ke  ho kontrolovala taká 
osobnos , akou Fenchel bezpochyby je, tak chybu nenašiel [Er83]. Napriek tomu 
panovala ur itá nedôvera k tomu dôkazu, a ako sa neskôr ukázalo, nedôvera bola 
oprávnená. V jednej z k ú ových Hansenových lem totiž našli chybu Csima a Sawyer, 
pri om sa im v práci [CsS93] podarilo – s využitím ostatných Hansenových výsledkov – 
zlepši  ve mi silnú Kellyho-Moserovu dolnú hranicu nl 7

3
2  , ktorá odolávala už 33 

rokov. Teda najlepší dnes známy dolný odhad je obsiahnutý v nasledovnej vete. 

Veta 5.3. (Csima-Sawyer). Kone ná množina 8n  nekolineárnych bodov v rovine 
ur uje aspo n13

6  prostých priamok.  

Ešte pred dôkazom S-G vety vyslovil Erd s hypotézu, že n  nekolineárnych bodov 
ur uje aspo n  priamok. Samozrejme, S-G veta tú nerovnos  bezprostredne implikuje. 
Tento dolný odhad je najlepší možný a nezávisle na sebe ho dokázali napr. Steinberg 
[St44], Hanani [Hh55] a vo všeobecnejšej, isto kombinatorickej forme de Bruijn a Erd s 
[BrE48].  

Veta 5.4. (de Bruijn-Erd s) Nech P má 3n  prvkov. Nech B  mBBB ,,, 21  je 
taký systém podmnožín množiny  P, že nBk 2 , pri om každá dvojica prvkov 
množiny P patrí práve do jednej množiny systému B. Potom nm  . 

ažšia bola nasledovná Erd sova hypotéza o celkovom po te priamok: ak najviac 
kn   bodov z P je kolineárnych, potom existuje kladná konštanta c  taká, že pre celkový 

po et priamok ur ených bodmi z P platí | L | nkc  .  

Obr. 5.3Obr. 5.2
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Veta 5.5. (Kelly-Moser [KeM58]) Ak nanajvýš kn   bodov množiny P je kolineár-
nych a  13)23(3 2

2
1  kkn , tak | L | )1)(23(2

1  kknk .  

Hodnoty )(2 nl  boli v prácach [CrM68] a [Brk72] ur ené pre 22n  s výnimkou 
21,20,19,17,15n . Je však zrejmé, že 10)20(2 l . H adanie presných hodnôt po tu 

prostých priamok je zmysluplné aj pre riešenie iných typov inciden ných problémov 
a nástoj ivá otázka nájdenia minimálneho po tu )(2 nl  pre nepárne 15n  bola položená 
aj v [CFG94], str. 159. Ozna me ),,,( 32 rlll  konfiguráciu, ktorá pre rk ,,3,2  ur uje 
práve kl  priamok rádu k .  

Veta 5.6. Ak existuje taká konfigurácia 15  nekolineárnych bodov v rovine, že ur ujú 
menej ako 9 prostých priamok, potom táto konfigurácia musí by  jedna z nasledovných:  

)2,0,26,7( ,  )1,3,23,8( ,  )1,2,25,8( ,  )1,1,27,8( ,  )1,0,29,8( ,  )1,1,0,24,8( .  

Predošlá veta z [Bá 07] redukuje prípadnú existenciu alšej výnimo nej konfigurácie 
na kone ný (a naviac dos  malý) po et konkrétnych možností. Ich preskúmanie ale nie je 
jednoduché a zatia  sa to nikomu nepodarilo. Dôvod je ten, že taká konfigurácia bodov 
pravdepodobne nexistuje. V [Bá 07] sa nájdu analogické vety pre 17 aj 19 bodov.  

Problém 5.2. Nech P je množina n  nekolineárnych bodov v rovine. Nájdite 
maximálny po et postrádate ných bodov. 

Bod P P  sa nazýva postrádate ný, ak ním neprechádza žiadna prostá priamka. 
Tento pojem zaviedli Koutský a Polák v [KoP60] a dokázali, že ak všetky postrádate né 
body ležia na jednej priamke, tak ich po et je aspo 3

n . Grünbaum [Grü99] znovu 
objavil tento pojem a dokázal ten istý dolný odhad, ale v trochu silnejšej verzii – bez 
podmienky kolineárnosti postrádate ných bodov a vyslovil nasledovnú hypotézu.  

Hypotéza 5.2. Ak n  je dostato ne ve ké, potom v každej množine n  bodov v rovine 
všetky postrádate né body okrem najviac jedného ležia na jednej priamke.  

Viac o tejto problematike nájde záujemca v citovanej literatúre.  

*  *  * 
Jedným z možných zovšeobecnení Sylvestrovho problému je vzia n ervených a n

modrých bodov a skúma  priamky monochromatické resp. bichromatické. (Farbenie 
objektov sa asto používa v teórii grafov.) Výsledky o tejto problematike nájde záujemca 
napr. v [BorM90], [Ch70], [ErP95], [PaP00]. Iné zovšeobecnenie sa týka po tu nadrovín 
ur ených bodmi vo viacdimenzionálnom priestore. Výsledky z tejto oblasti sa nájdu napr. 
v  [Hh55], [Han65], [Han80], [Mot51], [Pu86] a v preh ade [BMP05].  

Turán [Tu77] definoval  priese níkové íslo )(cr G grafu G  ako najmenší po et 
priese níkov hrán grafu G  pri jeho ubovo nom nakreslení. Zrejme 0)(cr G  práve 
vtedy, ke  graf je rovinný. Prirodzená je teda nasledovná geometrická otázka.  

Aký je maximálny po et ),( mnf  incidencií medzi n  rôznymi bodmi a m  rôznymi 
priamkami v rovine?  

Predovšetkým je zrejmé, že ),( mnf  je aj vo viacrozmernom priestore maximálny 
po et incidencií medzi n  rôznymi bodmi a m  rôznymi priamkami, pretože projekcia vo 
vhodnom smere nezmení po et incidencií. V celo íselnej mriežke rozsahu nn 
vezmime m  takých priamok, ktoré obsahujú o najviac mrežových bodov. Táto Erd sova 
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konštrukcia ukazuje, že po et incidencií by asymptoticky mohol by )( 3
2

3
2

mnmn  . 

Szemerédi a Trotter v [SzT83] pre hornú hranicu dokázali )(),( 3
2

3
2

mnmnOmnf  . 

V sú asnosti najlepšie známe odhady sú mnmn  3
2

3
2

42,0  ),( mnf mnmn  3
2

3
2

5,2

a boli nájdené v [PaT97] a [Pa*04], takže je )(),( 3
2

3
2

mnmnmnf   a sta í nájs
„len“ presnú hodnotu konštanty. 

Najjednoduchší dôkaz je založený na tzv. priese níkovej leme [Sz97], ktorá udáva 
dolnú hranicu pre po et pretínajúcich sa hrán rovinného grafu s mnohými hranami. 
Záujemcom o hlbšie štúdium môžeme odporu i  klasickú monografiu [Grü72] a novší 
preh ad [PaS04]. Po tom incidencií medzi m  nadrovinami a n  bodmi vo viacrozmernom 
priestore sa zaoberá napr. [AgA92].  

6 Kone né kontajnery 
Najvä ší význam pre prax zrejme majú husté ukladania do kone ného kontajnera. 

Auerbach, Banach, Mazur a Ulam dokázali vetu, že pre každé prirodzené íslo d
a pre každé kladné íslo V  existuje íslo )(Vfd také, že každý systém d-rozmerných 
konvexných množín JiM i , , s priemerom najviac 1 a s celkovým objemom najviac V
sa dá uloži  do d-rozmernej kocky so stranou )(Vfd . Veta je známa pod názvom veta 

o zemiakovom vreci, lebo autori vtipne poznamenali, že v dôsledku tejto vety sa 1 kg
zemiakov ur ite dá uloži  do kone ného vreca. 

Problém 6.1. Aká je najmenšia možná hodnota )(Vfd ? 

Zodpoveda  túto otázku bude extrémne ažké. Pre paralelné ukladanie kvádrov prvý 
horný odhad ísla )(Vfd  našiel Kosi ski [Ko57] a tento odhad zlepšili Moon a L. Moser 
[MoM67]. Pre dimenziu 2d  lepšie odhady našli Meir a L. Moser [MeM68]. Okrem 
pôvodnej – enormne ažkej – otázky sú však dodnes nezodpovedané aj nasledovné dve, 
ktoré sa zdajú by  podstatne ahšie.  

Problém 6.2. Je možné všetky obd žniky 1
11
 iiiR , ,3,2,1i , uloži  do štvorca 

so stranou 1?  

Problém 6.3. Je možné všetky štvorce so stranou 12
1
i , ,3,2,1i , uloži  do 

obd žnika s obsahom 12
8
1  ? 

Oba problémy sú dobre uchopite né, lebo sa ukladajú konkrétne systémy obd žnikov resp. 
štvorcov. Lenže oba systémy sú nekone né, pri om sú ty príslušných radov sú postupne 1
a 12

8
1  , takže ak odpove  na niektorú z tých dvoch otázok je kladná, tak odhad 

formulovaný v otázke by bol najlepší možný, a teda by išlo o problém typu tiling. Odhady 
boli uverejnené v Jennings [Je94] a [Je95], lepšie odhady boli však ukázané v [Bá90], 
[Bá90b], [Bá98b]: pre uloženie systému obd žnikov 1

11
 ii  sta í štvorec s d žkou strany 002,1  

a pre uloženie štvorcov 12
1
i sta í obd žnik s obsahom 8503236,0 , pri om teoreticky 

najlepšia hodnota 12
8
1  55700233,0  je lepšia len o menej ako o tri tisíciny. O trochu 

neskôr však Paulhus v [Pau98] uviedol algoritmy, na základe ktorých po íta  uložil také 
ve ké množstvo objektov, že hypoteticky najlepším uloženiam sa priblížil rádovo na 
stotisíciny. Samozrejme, ke že v oboch prípadoch sa ukladajú nekone né systémy objektov, 
po íta  musí pre nedostatok pamäte raz s výpo tom skon i , takže stále sú obe otázky 
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otvorené. Vo vyšších dimenziách je nezodpovedaných otázok aleko viac, aj ke  ur ité 
odhady boli dokázané prinajmenšom pre kvádre.  

Systém telies s celkovým objemom 1 nazveme jednotkový systém. V už spomínanej 
práci [MoM67] bol formulovaný – okrem mnohých iných – aj nasledovný problém.  

Problém 6.4. Ur te najmenšie íslo A  také, že každý jednotkový systém štvorcov sa 
dá paralelne uloži  do nejakého obd žnika s obsahom A .  

Kleitman a Krieger [KlK70] dokázali, že každý taký kone ný systém sa dá uloži  do 
obd žnika s d žkami strán 1 a 3  a tento horný odhad zlepšili v [KlK75] na obd žnik 
s d žkami strán 

3
2  a 2 , teda 

6
4A 162993632,1 . Ukázali aj triviálny dolný odhad 

2
21 . Novotný v [No95] ukázal netriviálny dolný odhad 244,13

32  A  na systéme troch 
štvorcov s d žkou strany 

6
1  a jedného s d žkou strany 

2
1 . Pretože malé štvorce sa dajú 

uklada  ve mi ekonomicky, je pravdepodobné, že práve táto konfigurácia je extremálna. 
Netriviálny horný odhad Kleitmana a Kriegera pre kone né systémy zlepšil Novotný 
v [No96] na 53,1A  a v práci [No99] ukázal, že pre každý pä prvkový jednotkový 
systém štvorcov je 3

32A  a túto rovnos  ukázal aj pre 6, 7 a 8-prvkové systémy 
v [No02], o významne zosil uje vieru v platnos  hypotézy, že vyššie spomínaný 4-prv-
kový systém štvorcov je extremálny. Horný odhad 53,1A  len nedávno zlepšil pomocou 
vhodnej diskretizácie na po íta i Hougardy v [Hou10] na 4,1A ; aj toto je však ešte 
stále aleko od o akávanej presnej hodnoty 3

32A .  

*  *  * 
V roku 2006 Andreescu a Mushkarov [AnM06] postavili nasledovný problém.  

Problém 6.5. Maximalizujte sú et obsahov troch neprekrývajúcich sa trojuholníkov 
uložených v danom kruhu.  

Pažravý algoritmus generuje jeden vpísaný rovnostranný a potom dva rovnaké 
rovnoramenné trojuholníky, takže ich zjednotenie bude pä uholník vpísaný do daného 
kruhu. Táto konfigurácia však ur ite neposkytuje maximum, lebo vpísaný pravidelný 
pä uholník má vä ší obsah a dá sa rozdeli  na tri trojuholníky. Na základe toho 
Andreescu a Mushkarov vyslovili hypotézu, že maximálny obsah 3n  trojuholníkov 
uložených do daného kruhu sa dosiahne rozdelením pravidelného )2( n -uholníka 
vpísaného do kruhu na trojuholníky, teda jeho trianguláciou. Bezdek a Fodor [BeF10] 
a nezávisle aj [Bá10] v roku 2010 dokázali slabšiu verziu tej hypotézy za predpokladu, že 
všetky vrcholy všetkých trojuholníkov ležia na hrani nej kružnici. V oboch prácach je 
dôkaz urobený len pre tri trojuholníky, ale v oboch je poznamenané, že metóda dôkazu 
funguje aj pre viac ako tri trojuholníky. A. Bezdek a Fodor v [BeF10] poznamenali, že 
táto triviálne vyzerajúca otázka sa zdá by  beznádejne ažká.  

Všimnime si teraz alší takmer triviálne vyzerajúci problém uloženia troch kruhov do 
daného trojuholníka tak, aby sú et ich obsahov bol maximálny. Tento sa dá vystopova
až po Malfattiho prácu [Ma803] z roku 1803. Je ve mi prekvapujúce, že tento problém 
bol vyriešený až o 191 rokov neskôr, ke  Zalgaller a Los [ZaL94] dokázali, že optimálny 
je tzv. pažravý algoritmus, a teda že neplatí Malfattiho pôvodná hypotéza, že maximum 
sa dosiahne tromi navzájom sa dotýkajúcimi kruhmi, z ktorých každý sa dotýka dvoch 
strán trojuholníka (toto sa dnes nazýva Malfattiho konfigurácia). Samozrejme, otázka sa 
dá položi  aj pre uloženie 3n  kruhov. Presné výsledky pre ukladanie n  zhodných 
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kruhov do rovnostranného trojuholníka sú však známe len pre trojuholníkové ísla 
2

)1(  jjn  (pozri Oler [Ol61]) a potom už len Erd som predpovedaný výsledok pre 14n

v Payan [Pay97]. Okrem týchto sú známe už len odhady dosiahnuté pomocou po íta a, 
napr. v Graham a Lubachevsky [GrL95].  

*  *  * 
Uvažujme teraz problém najhustejšieho uloženia zhodných gulí v nejakej vä šej guli. 

V dimenzii 2 teda ide o najhustejšie uloženie kruhov s rovnakým polomerom r  do 
vä šieho kruhu s daným polomerom rR  . Sú dva prístupy: bu  pre dané 0 rR
h adáme maximálny po et k  menších kruhov, ktoré je možné uloži  do vä šieho kruhu 
(a samozrejme nás zaujíma aj extremálna konfigurácia, teda to, ako sa dajú uloži ), alebo 
– a toto je astejšie – pre dané prirodzené íslo 2k  h adáme maximálny polomer

0)(  krr  taký, aby menšie kruhy s polomerom r  bolo možné uloži  do vä šieho kruhu 
s polomerom R . Tie dva prístupy sú však ekvivalentné.  

Pretože poloha gule je jednozna ne ur ená polohou jej stredu, býva zvykom namiesto 
ukladania gulí uvažova  ekvivalentný problém prípustného rozmiestnenia stredov tých 
gulí, pri om prípustné rozmiestnenie je také, že vzdialenos ubovo ných dvoch 
uložených bodov nie je menšia ako vopred dané kladné íslo, obvykle 1, ale ur ite aspo
dvojnásobok polomeru ukladaných gulí.  

Pre prirodzené íslo k  ozna me )(kh  najvä šie íslo s vlastnos ou, že do kruhu 
s polomerom 1 sa dá uloži k  bodov tak, že najmenšia vzdialenos  medzi tými bodmi je 

)(kh . V terminológii ukladania kruhov to znamená nájs  najvä ší možný priemer )(kh
zhodných kruhov tak, aby k  takýchto kruhov bolo možné uloži  do kruhu s priemerom 

)(2 kh . Presné hodnoty )(kh  pre 10k  ukázal Pirl [Pir69]. Okrem týchto sú známe už 
len )11(h  – pozri Melissen [Me94] a štyri hodnoty )12(h , )13(h , )14(h  a )19(h , ktoré 
ukázal Fodor v [Fo00], [Fo03b], [Fo03] a [Fo99]. Málo presných výsledkov v tomto 
probléme, ako aj v mnohých iných problémoch tohto typu, je spôsobené tým, že 
neexistuje univerzálna metóda pre  dôkaz, že naozaj ide o extrém; spôsob dôkazu sa totiž 
asto mení od prípadu k prípadu. Najlepšie známe dolné odhady ísla )(kh  boli nájdené 

v Graham a alší v [Gr*98] pomocou po íta a pre 65n . 

Priemer Mdiam  uzavretého konvexného telesa M  je maximálna možná vzdialenos
medzi bodmi množiny M . Dvojicu bodov MYX ,  nazveme diametrálna , ke  realizuje 
priemer množiny M , teda ke XY Mdiam . Nech Mg  je maximálny po et bodov, 
ktoré sa dajú umiestni  do M  tak, aby ich vzájomná vzdialenos  bola aspo 1. Nech MG

je množina bodov, ktorá realizuje íslo Mg . Je prirodzené o akáva , že MG  bude 
obsahova  excentrické body množiny M , napr. niektoré body na jej hranici, 
a predovšetkým najexcentrickejšie body, ktoré realizujú priemer Mdiam  množiny M . 
Nemusí to však by  tak. Ak množina P  tvorí maximálne prípustné rozmiestnenie bodov 
v konvexnej množine M , teda množina P  obsahuje najvä ší možný po et bodov 
umiestnených v množine M  tak, že vzájomná vzdialenos  medzi ubovo nými dvoma 
bodmi z P  je aspo 1, potom množina P  nemusí obsahova  žiadny z diametrálnych 
bodov množiny M . Uvedieme príklad takej množiny M .  

Vezmime jednotkový štvorec ABCD  (Obr. 6.1) a na jeho proti ahlé strany AD  a BC
nalepíme dva zhodné rovnoramenné trojuholníky ADE , BCF  tak, aby 2/3EF .  
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Obr. 6.1 

Diametrálne body konvexného šes uholníka ABFCDEM   sú zrejme FE, . Body 
DCBA ,,,  ukazujú, že do M je možné umiestni  aspo 4 body vo vzájomnej vzdialenosti 

aspo 1. Zrejme však v M  neexistuje prípustná množina 4 bodov taká, ktorá by 
obsahovala o len jeden z diametrálnych bodov FE, . Iný príklad takej množiny nájde 
záujemca napr. v [Bá07], [BáB08]. Ur ite by bolo zaujímavé nájs  nutnú a posta ujúcu 
podmienku pre to, aby maximálne prípustné uloženie bodov do konvexnej množiny M
obsahovalo všetky diametrálne body, alebo aspo  jednu dvojicu diametrálnych bodov, ale 
toto sa zdá by  enormne ažké.  

*  *  * 
alej sa budeme venova  len ukladaniu kongruentných gulí do kocky. Pre dané 

prirodzené íslo k  treba nájs  maximálny polomer )(krr   tak, aby k  menších gulí 
s polomerom r  bolo možné uloži  do jednotkovej kocky. V dimenzii 2, teda v rovine, ide 
o ukladanie kruhov do štvorca. Tento problém bol už naozaj hodne skúmaný a známe sú 
výsledky pre 28k  (pozri napr. Nurmela a Östergård [NuÖ99], Schaer [Sc65], Schaer 
a Meir [ScM65], Peikert a alší [Pe*92], Markót [Ma04]). V práci LGS [LGS97] autori 
popísali tzv. biliardový algoritmus, ktorý umož uje na po íta i nájs  husté roz-
miest ovanie stredov kruhov. Mnohé z nich sú asi najlepšie možné, ale dôkaz optimality 
samozrejme chýba. Dobrý preh ad je napr. v Ament a Blind [AmB00].  

Pre vyššie dimenzie použijeme inú (ale samozrejme ekvivalentnú) formuláciu 
problému tak, ako bola uvedená v L. Moser [Mo66] a  neskôr zopakovaná v Guy [Gu75], 
W. Moser [Mo91], Moser a Pach [MoP94], Brass-Moser-Pach [BMP05].  

Problém 6.6. Ozna me )(df  maximálnych po et bodov, ktoré sa dajú umiestni do 
d-rozmernej jednotkovej kocky dC  tak, že všetky vzájomné vzdialenosti sú aspo 1. 
Nájdite presné hodnoty )(df  aspo  pre malé hodnoty d .  

Bez ujmy na všeobecnosti za d-rozmernú jednotkovú kocku dC  vezmeme d1;0 . 

Výsledky ddf 2)(   pre dimenzie d = 1, 2, 3 sú triviálne: ak kocku rozdelíme na polovi-
cu v každom súradnicovom smere, tak telesová uhloprie ka je kratšia ako 2/3 , takže 
do jednej malej kocky sa dá prípustne uloži  najviac jeden bod. Ke že malých kociek je 

d2 , Dirichletov princíp dá maximum, pri om d2  vrcholov ur ite tvorí prípustné uloženie. 
Jednozna nos  uloženia v dimenzii 3 bola ukázaná v práci [BáB01] a v Schaer [Sc66]. 
Okrem týchto je známa už len presná hodnota )4(f 17 , ktorá bola dokázaná – spolu aj 
s jednozna nos ou maximálnej konfigurácie – v [BáB03]. Tu už Dirichletov princíp 
nesta í, lebo každá zo 16 malých kociek má priemer 1 a teda do malej kocky sa zmestia 
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dva body. Žiadne alšie presné hodnoty )(df  však známe nie sú. (Poznamenajme, že 
v jednej práci sa objavilo, že rovnos )4(f 17  dokázal aj Meir, ale dôkaz nikde 
nepublikoval. Samozrejme, možné to je. Ale kvôli exaktnosti je vhodné odvola  sa na 
ve mi serióznu knihu [Bö04] Károly Böröczky jr.: Cambridge Tracts in Mathematics
#154 (2004): Finite Packing and Covering, kde autor konštatuje, že prvý dôkaz rovnosti 

)4(f 17  je v [BáB03].) 

Napriek vyššie uvedenému faktu, že najhustejšie prípustné rozmiestnenie bodov 
v množine M  nemusí obsahova  žiadny z diametrálnych bodov množiny M , sme 
presved ení, že platí nasledovná hypotéza.  

Hypotéza 6.1. Najhustejšie prípustné rozmiestnenie bodov do jednotkovej kocky dC
prinajmenšom po dimenziu 12d  obsahuje všetky vrcholy tej kocky, teda všetky 
dvojice diametrálnych bodov.  

Platnos  tej hypotézy by umožnila nájs  presnú hodnotu ísla )(df  prinajmenšom pre 
dimenzie 5 a 6. Platí totiž nasledovná veta:  

Veta 6.1. ([BáB03]) Ak prípustná množina )5(f  bodov obsahuje všetky vrcholy 
jednotkovej kocky 5C , tak 34)5( f . Ak prípustná množina )6(f  bodov obsahuje všetky 
vrcholy jednotkovej kocky 6C , tak 76)6( f . 

Je zrejmé, že akáko vek konštrukcia prípustného uloženia dáva dolný odhad. V prá-
cach [BáB03], [BáB07], [BáB08b] boli uvedené konštrukcie, ktoré ukazujú dolné odhady 

34)5( f , 76)6( f , 184)7( f , 481)8( f , 994)9( f , 2452)10( f , 5464)11( f , 
14705)12( f . V práci Horváth [Horv10] autor pomocou Hammingových kódov skon-

štruoval prípustné uloženie 
d

d dd

2
13)1(23 2/   bodov do d = 2k-rozmernej jednotkovej

kocky. V prípadoch 3,2k  tomuto zodpovedajúce uloženia dajú výsledok zhodný s naj-
lepšími známymi z  [BáB03], teda 17)4( f  a 481)8( f .  

Horné odhady sa získavajú podstatne ažšie. V práci [BáB08] sme ukázali horné 
odhady ísla )(df  pre 12,,6d . Všetky tieto odhady boli o nie o zlepšené v Talata 
[Ta10] a zna ne sofistikovanými metódami pokrytia kocky dC  menšími kvádrami boli 
v tej práci získané aj netriviálne horné odhady pre dimenzie 24,,13d .  

V dimenzii 6 sme v práci [BáB12b] použitím úplne odlišnej metódy ukázali horný 
odhad 120)6( f , ktorý je v sú asnosti najlepší známy.  

V dimenzii 5 je známych viac výsledkov. V [BáB07] bol ukázaný horný odhad 
44)5( f ; v tej istej dobe úplne iným (a výrazne komplikovanejším) spôsobom Joós 

v [Jó08] ukázal o 1 lepší odhad 43)5( f , a ten istý autor toto v [Jó10] zlepšil na 
42)5( f . V sú asnosti najlepší horný odhad je 40)5( f , ktorý sme dokázali v práci 

[BáB12], takže v dimenzii 5 platí 40)5(34  f . Odhad 40)5( f  je založený na 
Dirichletovom princípe a na nasledovnej leme: Do kvádra s d žkami hrán 2

1
2
1 ,,1,1,1  sa dá 

prípustne uloži  najviac 10 bodov, pri om tá lema je najlepšia možná. Dôkaz tej lemy 
však vyžaduje nájdenie a efektívne využitie množstva alších vlastností hustých uložení. 
Domnievame sa, že (prinajmenšom) v dimenziách 5, 6, 7, 8 budú presné hodnoty )(nf
zhodné s najlepšími známymi dolnými odhadmi ísla )(nf .  
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Hypotéza 6.2. 34)5( f , 76)6( f , 184)7( f , 481)8( f .  

Pokia  ide o ve mi ve ké dimenzie, horný odhad  d

d
dddf 12/ 1)(  ~   dod ed )1(12/    

pre d  dostato ne ve ké z  [BáB03] bol zlepšený v [BáB08] na základe písomnej 
komunikácie [Ma] a s využitím [FeK93] a [KaL78] na )(2/ 63091,0)( dodd eddf  . Na 
základe [Ma] bol ukázaný aj netriviálny dolný odhad  dddf dd  2419707,0)( 2/

v [BáB08]. 

7 Mix 
V tejto asti sa ve mi stru ne zmienim o niektorých problémoch, o ktorých si myslím, 

že by sa mali spomenú , ale ktorých podrobnejší preh ad by neprimerane pred žil tento 
lánok.  

Ak vezmeme n  bodov v rovine, 4n , nemôžu všetky dvojice tých bodov ur ova  tú 
istú vzdialenos . Je teda prirodzené sa spýta , najviac ko kokrát sa môže vyskytnú  tá 
istá vzdialenos  medzi n  bodmi v rovine ([Er46]). Bez ujmy na všeobecnosti môžeme 
vzia  jednotkovú vzdialenos  a maximálny po et výskytu tejto vzdialenosti medzi n
bodmi v rovine ozna íme )(nu . Presné hodnoty pre 14n  boli nájdené analýzou 
všetkých možných bodových konfigurácií. V sú asnosti najlepšie známe odhady sú  




n

nc

en loglog
log

 )(nu  3 4nO , sú však aleko od Erd som predpokladanej nerovnosti 

)(nu  1nO  pre všetky 0 .  

Pretože jednoducho vyzerajúci problém sa napriek mnohým pokusom dodnes 
nepodarilo vyrieši , vznikla široká paleta rôznych prístupov ( asto iniciovaných práve 
Erd som) a z toho prameniaca ohromná literatúra. Skúmalo sa mnoho špeciálnych 
prípadov a príbuzných otázok, napr. aký je minimálny po et vzdialeností ur ených n
bodmi v rovine (napr. [AEP91], [Bec83], [Chu84], [ChuST92], [Ele95], [ErF96], 
[ErF97]), rozdelenie vzdialeností a frekventované ve ké vzdialenosti ([He56], [Ve85], 
[Ve87], [Ve96]), vzdialenosti bodov, resp. ich sú tov na sfére ( [ChG85], [ChK73], 
[EHP89] ), vzdialenosti medzi vrcholmi konvexných n uholníkov ( [Al63], [Al72], 
[Fi95], [Fi97], [Se03]), k-rovnoramennos  ( [BáK01], [Fi98], [Koj01], [Koj02], [Wei12], 
[La*08]), ale aj body v konvexnej polohe, množiny ur ujúce len dve rôzne vzdialenosti, 
frekventované malé vzdialenosti, ve ké množstvo „grafárskych“ prístupov a podobne. 
(Pozri napr. [Br98], [Br98b], [Er75], [Er82], [Er84], [Er86]). Len málo z tých 
parciálnych problémov bolo úplne vyriešených, takže záujemca nájde v literatúre 
niektoré odpovede a ve mi ve a otvorených otázok. 

*  *  * 
Scott [Sco70] skúmal otázku, aký je minimálny po et )(ns  navzájom rôznych 

(neorientovaných) smerov ur ených n  nekolineárnymi bodmi v rovine, a domnieval sa, 
že nns )(  pre n  párne, pri om rovnos  sa dosiahne pre pravidelný n-uholník, resp. 

1)(  nns  pre n  nepárne, pri om rovnos  sa dosiahne pre pravidelný (n–1)-uholník 
a jeho stred. Tú domnienku dokázal o 12 rokov neskôr Ungar [Un82]. Prekvapujúci je 
však po et rôznych konfigurácií, ktoré realizujú extremálne hodnoty. V [JaH83] sa nájdu 
dve nekone né triedy takých konfigurácií a ešte takmer stovka nepravidelných.  
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Analogická otázka pre trojrozmerný euklidovský priestor bola vyriešená len nedávno 
[PPS04]: n  bodov v 3E , ktoré neležia všetky v jednej rovine, ur uje aspo 72 n , resp. 

52 n  smerov pre n  párne, resp. nepárne.  

*  *  * 
Problém 7.1. ([MoP86], [KlW91]) Ur te najvä šie íslo )(nk  také, aby sa z každej 

množiny n  bodov v rovine dala vybra k(n)-bodová podmnožina ,U  ktorej žiadny bod 
nie je stredom dvoch iných bodov z .U   

Najlepšie v sú asnosti známe odhady sú nnnkn dnc log/)(log1 /  , kde dc,  sú 
vhodné kladné konštanty. V [Bá*95], [Bá*97] sú ukázané niektoré presné hodnoty. 

*  *  * 
Rozdeli  jednou priamkou kone nú bodovú množinu v rovine na polovice je ahké. 

Ak však požadujeme, aby deliaca priamka obsahovala aspo  dva body tej množiny, tak 
sa to zrejme nemusí da . Alon [Al02] našiel také množiny pozostávajúce z 48 k  bodov, 
že po et bodov na dvoch stranách každej priamky ur enej tými bodmi sa líši aspo  o dva.  

Problém 7.2. ([Ku72]) Ur uje každá kone ná množina bodov v rovine takú priamku, 
že po et bodov v rôznych polrovinách s hranicou v tej priamke sa líši najviac o dva?  

Problém 7.3. ([Pi03]) Ur uje každá kone ná množina n  nekolineárnych bodov 
v rovine takú priamku, ktorá má v oboch polrovinách s hranicou v tej priamke aspo

32
1 n  bodov? 

*  *  * 
Akéko vek dva body v euklidovskej (alebo hyperbolickej) rovine ur ia práve jednu

priamku, akéko vek tri nekolineárne body v euklidovskej rovine ur ia práve jednu
kružnicu, akéko vek dva body v hyperbolickej rovine ur ia práve dva horocykly, ... Toto 
prirodzene podsúva myšlienku takého zovšeobecnenia, aby akýchko vek r bodov ur ilo 
práve q  rôznych objektov. Práve za tým ú elom bol v [Bá79] zavedený pojem 
abstraktnej (r, q)-štruktúry.  

Definícia 7.1. Nech m, n, q, r sú prirodzené ísla také, že 3n , rn  , 1 qnm . 
Nech množina M má aspo 1 qn  prvkov. Nech P   nPPP ,,, 21 M   je n-prvková
podmnožina základnej množiny M . Nech M2  je množina všetkých podmnožín množiny 
M . Nech m-prvkový systém množín T   mTTT ,,, 21

M2  spl uje nasledovné tri 
podmienky:  

)(  Každý prvok kT T pre mk ,,2,1  obsahuje aspo r navzájom rôznych prvkov 
,

1i
P ,,

2i
P 

ri
P P ; 

)(  Ak ,
1i

P ,,
2i

P
ri

P  je r  navzájom rôznych prvkov množiny P, tak existuje práve q

navzájom rôznych prvkov 
qjjj TTT ,,,

21
T tak, že pre qp ,,2,1  platí 

ps ji TP 

pre každé  rs ,,2,1 ;

)(  Pre každých 1r  navzájom rôznych prvkov ,
1i

P ,,
2i

P 
1ri

P P existuje nanajvýš 
jeden prvok kT T taký, že ki TP

s
  pre každé  1,,2,1  rs .

Potom usporiadanú trojicu ( M ,P,T ) nazveme (r, q)-štruktúrou. 



29

Prvok jT T nazveme trieda rádu k , ak obsahuje práve k  navzájom rôznych prvkov 
množiny P . Trieda rádu r  sa nazýva prostá. Ak PT, tak (r, q)-štruktúra ( M ,P,T ) sa 
nazýva triviálna, ak. Prvok iP P nazveme prvok stup a ,k  ak je obsiahnutý práve v k

navzájom rôznych triedach z T.  
Prvky množiny P budeme nazýva body. V prípade konkrétneho geometrického 

modelu (r, q)-štruktúry budeme pre prvky množiny T, t.j. pre triedy, používa  aj 
príslušný geometrický názov, napr. priamka, kružnica, horocykel, sféra, a podobne.  

Definícia 7.1 sa stane omnoho prívetivejšou, ak ju vyjadríme pomocou vyššie 
zavedených pojmov. Axióma (  ) minimálneho po tu prvkov v triede vyžaduje, aby 
každá trieda obsahovala aspo r  rôznych bodov z  P. Axióma ( ) dostato ného po tu 
prvkov vyžaduje, aby každá r-tica bodov z  P  patrila práve do q  tried z  T. Axióma ( ) 
hovorí o  jednozna nosti: akáko vek (r + 1)-tica môže patri  najviac do jednej triedy, t.j. 
ak nejaká trieda obsahuje 1r   rôznych bodov, potom tá trieda je ur ená jednozna ne.  

Takto interpretované vlastnosti už dávajú tuši  existenciu mnohých geometrických 
modelov (r, q)-štruktúr; niektoré z nich teraz  uvedieme. Všimnime si predtým, že  pre 
(r, 1)-štruktúru, teda pre 1q , môže by   M P, pretože nqn  1 . Naviac v prípade 

1q  platí implikácia ( ) ( ), teda podmienku ( ) možno v tomto prípade z definície 
vynecha .  

Príklad 7.1. Nech  2EM  , kde 2E  je reálna euklidovská rovina. Nech  P je 
množina n  bodov v 2E . Nech T je množina všetkých priamok v 2E  ur ených bodmi 
z P. Potom ( M ,P,T ) je (2, 1)-štruktúra.  

Príklad 7.2. Nech  2EM  . Nech P je množina n  bodov v  2E  takých, že žiadne tri 
neležia na jednej priamke. Nech T je množina všetkých kružníc ur ených bodmi z P. 
Potom ( M ,P,T ) je (3, 1)-štruktúra.  

Príklad 7.3. Nech 2HM  , t.j hyperbolická rovina a nech P je množina n  bodov 
v 2H . Nech T je množina všetkých horocyklov v 2H  ur ených bodmi z P. Potom 
( M ,P,T ) je (2, 2)-štruktúra.  

Príklad 7.4. Ak vezmeme n-bodovú množinu P v 2E takú, že diam P 2  a do T
zaradíme všetky jednotkové kružnice ur ené bodmi z  P (t.j. tie jednotkové kružnice, 
ktoré obsahujú aspo  dva body z  P), potom ( M ,P,T ) je (2, 2)-štruktúra.  

Príklad 7.5. Nech 3EM  . Nech P  nPPP ,,, 21  je n-bodová množina v 3E  taká, 
že žiadne štyri z nich nie sú komplanárne, teda neležia v jednej rovine. Každá trojica 
bodov kji PPP ,, P jednozna ne ur uje kružnicu so stredom kjiS ,,  a polomerom kjir ,, . 
Ozna me kjin ,,  priamku prechádzajúcu bodom kjiS ,,  kolmo na rovinu ur enú bodmi 

kji PPP ,, . Ozna me alej kjir ,,max  a vezmime íslo D ubovo ne. Potom každá 
trojica bodov kji PPP ,, P ur uje práve dve sféry s polomerom D , ktorých stredy sú na 
priamke kjin ,, . Ak za T vezmeme množinu vyššie definovaných sfér, potom ( M ,P,T ) je 
(3, 2)-štruktúra.  

Samozrejme je možné uvies  mnoho alších príkladov (r, q)-štruktúr, avšak už vyššie 
uvedené posta ujú k tomu, aby bola zrejmá šírka tohto pojmu, ktorý bol zavedený 
v [Bá79] (a postupne rozširovaný v [Bá*94], [Bá98], [Bá03], [Bá06] ) ako pokus 
o zjednotenie množstva (najmä) geometrických modelov na základe ich spolo ných kom-
binatorických vlastností. Tvrdenie platné pre abstraktnú (r, q)-štruktúru zostáva v plat-
nosti aj pre všetky jej konkrétne modely. Je treba si však uvedomi , že pre konkrétne 
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(napr. geometrické) modely sa neraz dajú odvodi  silnejšie tvrdenia, nako ko 
v konkrétnych modeloch okrem axiómov (  ), ( ), ( ) sú splnené – a pri dôkazoch 
podstatne využite né – aj iné vlastnosti. Ni  to však nemení na tom, že niektoré tvrdenia 
o kombinatorických (r, q)-štruktúrach sú najsilnejšie možné.

Ak pre (r, q)-štruktúru ( M ,P,T ) ozna íme kp  po et bodov stup a k  z množiny P 
a  kt  po et tried rádu k  z T, tak evidentne sú splnené inciden né rovnosti 

(5.1) 



n

rk
ktk  = 




m

qk
kpk , 

(5.2) 



n

rk
ktr

k
 = 

r

n
q . 

Základná otázka pre (r, q)-štruktúry je obvykle otázka Sylvestrovho typu, teda i vždy 
je ur ená nejaká prostá trieda, alebo Erd sovho typu, teda aký je minimálny po et tried 
m , alebo Elliottovho typu, teda do ko kých tried musí patri  každý bod.  

Za nime jednou odpove ou na otázku Erd sovho typu. 
Veta 7.1. ( [Bá79]) Po et m  tried (2, 2)-štruktúry ( M , P, T ) je aspo  tak ve ký, ako 

po et bodov, teda nm  . Tento odhad je v istom zmysle najlepší možný.  
Vo svetle vyššie uvedených geometrických modelov (2, 2)-štruktúr uve me dva dô-

sledky tejto vety. 
Veta 7. 2. Po et h  horocyklov ur ených n  bodmi je aspo n . 
Veta 7. 3. Po et jednotkových kružníc ur ených n-bodovou množinou  P, ktorej 

priemer je menší ako 2, je aspo n .  
Otázku pre maximálny po et horocyklov ur ených n  bodmi v hyperbolickej rovine 

postavil Jucovi  v [Ju70]. Veta 7.2 dáva lineárny dolný odhad. Kvadratický odhad 
2cnh   dokázal Beck [Bec83], ale s extrémne malou hodnotou konštanty c . Už v [Bá79] 

sa však objavila hypotéza, že 3
2

1





n
h . 

*  *  * 
Poznamenajme, že v roku 1999 A. Bezdek v práci [Be99] – okrem iných zaujímavých 

výsledkov – postavil aj tri problémy; tretí z nich bol Vetou 7.1, presnejšie jej dôsledkom 
vo Vete 7.3, zodpovedaný 20 rokov pred jeho sformulovaním.  

Každé tri nekolineárne body množiny P  nPPP ,,, 21 ur ujú práve jednu kružnicu,
dvomi bodmi kružnica nie je ur ená. Ako ukazuje Príklad 7.2, body a kružnice nimi 
ur ené tvoria (3, 1)-štruktúru. Kružnica, ktorá obsahuje práve k  bodov z množiny P, sa 
nazýva kružnica rádu k , pri om zmysel majú samozrejme len kružnice rádu 3k . 
Kružnica rádu 3 sa nazýva prostá. Pre kružnice ur ené n  bodmi v rovine boli položené 
a skúmané analogické otázky, ako pre priamky. Existenciu prostej kružnice ako prvý 
dokázal Motzkin [Mot51], ale podstatný pokrok priniesla až práca Elliotta [El67] o 16 
rokov neskôr.  

*  *  * 
Na 2. konferencii Convex and Discrete Geometry, Bydgoszcz 1998, predložil F. Fodor 

(v mene trojice autorov A. Bezdek, F. Fodor, I. Talata) nasledovný problém Sylvestrovho 
typu.  

Nech P je množina 2n  bodov v euklidovskej rovine 2E  taká, že diam P 2 . 
Usporiadaná štvorica bodov sa nazýva výnimo ná, ak tri z nich sú vrcholmi ostrouhlého 
trojuholníka vpísaného do jednotkovej kružnice a štvrtý bod je spolo ným bodom troch 
jednotkových kružníc, ktoré obsahujú práve dva vrcholy toho trojuholníka (Obr. 7.1). 
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Dokážte, že ak P nie je výnimo ná, potom aspo  jedna z jednotkových kružníc ur ených 
bodmi množiny P je prostá. (Pozri tiež Bezdek [Be99], Problem 1.)  

Obr. 7.1 Výnimo ná štvorica bodov

V spolo nej práci [BFT01] spomínaných troch autorov bol ten problém vyriešený pre 
prípad diam P 2 . Tento výsledok o málo neskôr zosilnil A. Bezdek [Be02] pre 
množinu  P   takú, že diam P 3 . Pretože výnimo ná štvorica bodov má priemer aspo

3  a ak tri body výnimo nej štvorice tvoria vrcholy rovnostranného trojuholníka, potom 
má priemer presne 3 , je táto Bezdekova veta najlepšia možná pre 2n , nako ko pre 

4n  výnimo ná štvorica bodov neumožní dolný odhad vä ší ako 3 . Ni  to však 
nemení na tom, že pre 5n  sa o akávala pozitívna odpove  pre množiny s vlastnos ou 
diam P 2 . Definitívnu odpove  na tento problém Sylvestrovho typu dal v roku 2002 
Rom Pinchasi [Pi02] v duálnom tvare.  

Veta 7.4. ([Pi02]) Nech U je kone ná množina pozostávajúca z aspo  dvoch 
jednotkových kružníc v rovine, z ktorých každé dve sa pretínajú. Potom existuje bod, 
ktorý leží práve na dvoch takých kružniciach, pokia   U  nie je výnimo ná.  

V súvislosti s jednotkovými kružnicami je však mimoriadne zaujímavá aj otázka 
Elliottovho typu: Aký je minimálny po et jednotkových kružníc ur ených bodmi 
kone nej množiny, ktoré prechádzajú jedným ( ubovo ným) bodom? Zrejme také body 
a jednotkové kružnice nimi ur ené tvoria (2, 2)-štruktúru (Príklad 7.4). Jednotková kruž-
nica, ktorá obsahuje práve k  bodov z množiny P  sa nazýva kružnica rádu k . Jednotková 
kružnica rádu 2 sa nazýva prostá.  

Tak vznikla (na druhý de  po Fodorovom oznámení problému) nasledovná veta, ktorá 
bola krátko potom publikovaná v [Bá99].  

Veta 7.5. Nech P je taká množina 2n  bodov v euklidovskej rovine 2E , že 

diam P 2 . Potom každým bodom P P prechádza aspo
2

781  n  jednotkových 

kružníc ur ených bodmi danej množiny P. Tento dolný odhad je najlepší možný 
a  v  extremálnej konfigurácii všetky jednotkové kružnice prechádzajúce bodom P  sú 

rádu 
2

781  n .  

Pre jednotkové kružnice je metrika podstatná. Preto je do istej miery prekvapujúce, že 
dôkaz predošlej bolo možné urobi  pomocou kruhovej inverzie, ktorá metriku 
nezachováva, lebo vzdialenosti sa pri inverzii menia.  
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Veta 7.6. ([Bá79]) Nech P je množina 2n  bodov v hyperbolickej rovine 2H . Potom 

každým bodom P P prechádza aspo
2

781  n  horocyklov. Tento odhad je najlepší 

možný a v extremálnej konfigurácii všetky horocykly prechádzajúce bodom P P sú 

rádu 
2

781  n  .

Každá nekolineárna trojica bodov v rovine ur í práve jednu kružnicu. Aký je 
maximálny po et rôznych kongruentných kružníc ur ených n  bodmi v rovine? Bez ujmy 
na všeobecnosti môžeme skúma  maximálny po et kružníc s polomerom 1.  

Problém 7.7. ( Erd s ) Aký je maximálny po et )(nu  jednotkových kružníc ur ených 
množinou n  bodov v rovine?  

Považujem za vhodné zdôrazni , že teraz kružnica ur ená bodmi množiny P musí 
obsahova aspo  tri body množiny P. Harborth [Har85] a Harborth a Mengersen 
[HarM86] ur ili presné hodnoty )(nu  pre 8n  nasledovne: 1)3( u , 4)5()4(  uu , 

8)6( u , 12)7( u  a 16)8( u .  

Nasledovná úvaha dáva triviálny horný odhad pre )(nu . Každá dvojica bodov leží 
najviac na dvoch jednotkových kružniciach. Ak s ítame jednotkové kružnice cez všetky 

dvojice bodov, dostaneme maximálny sú et 
2

2
n

. V tomto je každá kružnica zahrnutá 

aspo  trikrát, teda )1()( 3
1  nnnu . 

Na druhej strane Elekes [Ele84] ukázal jednoduchú konštrukciu n  bodov, ktoré ur ujú 
aspo 2/3n  jednotkových kružníc.  

*  *  * 
Jeden z ústredných problémov kombinatorickej geometrie je dekompozícia, t.j. 

rozdelenie telesa na menšie asti. Ve mi ahko sa dá dokáza , že kruh s priemerom D  je 
možné rozdeli  na tri asti s menšími priemermi, ale nedá sa rozdeli  na dve asti 
s menšími priemermi. ahko sa dokáže aj prvá as  3-dimenzionálneho analógu, teda že 
gu u s priemerom D  je možné rozdeli  na štyri asti s menšími priemermi.  

Karol Borsuk v [Bors32] pre každé 2d  dokázal, že d-rozmerná gu a s priemerom 
D  sa nedá rozdeli  na d astí s menšími priemermi.  

Veta 7.7. ([Bors33]) Každá oblas  v 2E  s priemerom D  sa dá rozdeli  na tri asti 
s menšími priemermi.  

V dôkaze Borsukovej vety 7.7 podstatnú úlohu hrá nasledovná (mimoriadne užito ná) 
geometrická veta. 

Veta 7.8. ([Pá21]) Každá rovinná oblas F  s priemerom D  sa dá vpísa  do 
pravidelného šes uholníka, ktorého šírka je D . 

Borsukovo íslo )(d  je najmenšie íslo také, že každá množina v dE  s priemerom 1
sa dá rozdeli  na )(d astí s priemerom menším ako 1 . V dôsledku [Bors32] je jasné, 
že 1)(  dd . Dlho však panovala domnienka, že platí aj opa ná nerovnos

1)(  dd . Túto domnienku podporovalo aj rozšírenie platnosti Borsukovej vety na 
dimenziu 3, teda že každá oblas  v 3E  s priemerom D  sa dá rozdeli  na štyri asti 
s menšími priemermi (prvý dôkaz, hodne komplikovaný, je v [Eg55], výrazne 
jednoduchšie dôkazy sú napr. v [Grü57], [He57]). Nieko ko málo matematikov (napr. 
Erd s, Rogers, Soifer) sa však stavalo skepticky k platnosti tej hypotézy vo vysokých 
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dimenziách. Kontrapríklad k hypotéze našli až Jeff Kahn a Gil Kalai [KaK93] v dimenzii 
1326. Potom sa však strhla sú až v h adaní najmenšej dimenzie, kde tá hypotéza neplatí: 
946 – Nilli [Ni94], 561 – Raigorodskij [Ra97], 560 – Weissbach [We00], 323 – Hinrichs 
[Hi02], 321 – Pikhurko [Pik02], 298 – Hinrichs [Hi03], pri om Pikhurkov rekord vydržal 
len 8 dní. Autori týchto zlepšení sa zhodujú v názore, že h adaná najmenšia dimenzia 
bude ove a menšia, možno niekde medzi 4 a 10.  

Hypotéza. (Soifer [So10]) Existuje ohrani ená množina v 4E , ktorá sa nedá rozdeli
na 5 astí s menšími priemermi. 

Je to povzbudivá hypotéza, lebo dimenzia 4 je ešte docela dobre vidite ná. Menej 
povzbudivé je, že od roku 2002 sa rekord stále drží na 298.  

8 Záver  
Už názov lánku nazna uje, že nejde o históriu celej kombinatorickej geometrie, ale 

len jej asti: teórie grafov som sa dotkol len okrajovo, aj ke  mimoriadne ve a 
geometricky formulovaných problémov sa dá (aspo iasto ne) rieši  práve metódami 
teórie grafov; pokrývacie problémy som ani nespomenul, aj ke  majú mnoho praktických 
aplikácií; on-line verzie ukladacích a pokrývacích problémov som tak isto nespomenul, 
pri om tieto majú tiež nemálo praktických aplikácií; nespomenul som ani viacnásobné 
ukladania resp. pokrývania; nespomenul som problémy Hellyho typu; širokú triedu 
problémov frekventovaných vzdialeností som spomenul len ako heslo, podobne 
incidencie, smery, uhly, póliace priamky resp. nadroviny, problémy dekompozície ... 
Ur ite som mohol na viacerých miestach spomenú  nemálo eských (Chvátal, Matoušek, 
Nešet il, Rödl, Valtr) a aj nieko ko slovenských (Božek, Skokan, Širá , Vr o) 
matematikov, ktorí sa týmito a príbuznými problémami zaoberali. Lenže to by tento 
lánok musel by  podstatne dlhší a ja už nemám odvahu alej skúša  Vašu trpezlivos . 
akujem teda všetkým, ktorí to do ítali až sem!  

Všetkým prajem ve a š astia a mnoho príjemných chví  pri riešení otvorených 
problémov z tejto krásnej oblasti matematiky. Možno bude sta i  skúsi  š astie pri jednej 
káve, lebo pod a Rényiho matematik je stroj, ktorý kávu premie a na teorémy.  
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JOSEF KOROUS A JEHO PRÍNOS PRE ROZVOJ 
TEÓRIE ORTOGONÁLNYCH POLYNÓMOV 

MARIANA MAR OKOVÁ

Abstract: Outstanding mathematician and university teacher prof. RNDr. Josef Korous, 
DrSc., (1906–1981) is well-known in mathematical community of all the world mainly 
by his scientific results in the theory of orthogonal polynomials. He contributed to Czech 
and Slovak mathematics a lot also as professor in higher education at universities and 
colleges, as supervisor of research work of his followers – mathematicians, as helpful 
supervisor in applied mathematics of young engineers and as a chairman or a member of 
scientific committees. Many years he worked as the member and a functionary of the 
Union of Czechoslovak (Czech and Slovak, resp.) mathematicians and physicists. In the 
article we remind his life and scientific and educational work, especially his contribution 
to development of the theory of orthogonal polynomials in the last century. 

1 Zo života Josefa Korousa1

Josef Korous sa narodil 7. februára 1906 v Prahe v rodine stavebného inžiniera, ktorá 
pochádzala z rodu, z ktorého pochádzal aj vynikajúci matematik – Matyáš Lerch. V ro-
dine bolo neskôr pä  detí: Josef, Ladislav, Antonie, Veronika a Karel. Josef bol najstarší 
z nich. Po absolvovaní základného vzdelania za al študova  v roku 1916 na gymnáziu 
v Písku, kde sa rodina pres ahovala, pretože jeho otec Josef Korous tam vykonával 
vojenskú službu. Po maturite na Jiráskovom gymnáziu v Prahe za al v roku 1924 
študova  matematiku a fyziku na Karlovej univerzite. Po as tohto štúdia sa najviac 
zaujímal o prednášky a semináre profesora Karla Petra, ktorý ho považoval za jedného zo 
svojich najlepších študentov. Štúdium na Karlovej univerzite ukon il v decembri 1928, 
ale už v júni 1928 získal titul RNDr. na základe práce O rozvoji funkcí jedné reálné 
prom nné v adu Hermiteových polynom  (pozri [1]), ktorá bola uverejnená v Rozpra-
vách II. t ídy eské akademie v d v Praze ešte v tom istom roku. Ke  absolvoval 
Karlovu univerzitu, dosiahol kvalifikáciu pre u ite stvo matematiky a fyziky vo vyšších 
triedach stredných škôl, avšak krátko predtým úspešne absolvoval aj štátnu skúšku 
z poistnej matematiky a matematickej štatistiky. V rokoch 1929–1930 študoval ako 
štipendista Ministerstva školstva matematiku u Hilberta a Landaua na Univerzite 
v Göttingen v Nemecku.1

Už po as štúdia na Karlovej univerzite pracoval v rokoch 1927 a 1928 ako pomocný 
asistent jej matematického ústavu a koncom roku 1928 ako pomocný asistent pre výu bu 
fyziky na Vysokej škole obchodnej. Po návrate z Göttingenu u il v rokoch 1930–1934 na 

eskom vysokom u ení technickom v Prahe. Po absolvovaní základnej vojenskej služby 
v rokoch 1934–1936 bol u ite om matematiky a fyziky na nieko kých eských stredných 

                                                          

1 O živote J. Korousa boli v lánku okrem iného použité informácie z lánkov [32], [33], [35] a [39] a z kroniky 
[36], ktorých autormi sú bývalí kolegovia J. Korousa. Ich dávnejšie spomienky a niektoré alšie písomné mate-
riály, ktoré autorke tohoto lánku pri svojom odchode do dôchodku zanechali, boli tiež zdrojmi informácií pri 
jeho tvorbe a tvorbe lánkov [29–31].    
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školách až do júna 1953 (v Rychnove nad Kn žnou, v Pardubiciach, v Prahe 8 a v Litvínove). 
Posledných 6 rokov tohto obdobia bol riadite om gymnázia v Litvínove. 

Oženil sa v roku 1930. Jeho manželka Milada bola jeho spolužia kou a vyštudovala tiež 
matematiku a fyziku na Karlovej univerzite. Aj ona u ila na rôznych gymnáziách a neskôr na 
jedenás ro ných stredných školách. 

1. septembra 1953 za al pracova  na novozaloženej Vysokej škole železni nej (VŠŽ) 
v Prahe, kde bol hne  menovaný docentom a vedúcim Katedry matematiky a deskriptívnej 
geometrie. Ešte predtým sa zú ast oval prípravných prác na jej založenie. V roku 1959 bol 
menovaný profesorom pre odbor matematika a o rok neskôr sa pres ahoval so školou preme-
novanou na Vysokú školu dopravnú (VŠD) do Žiliny. V roku 1962 získal vedecký titul DrSc. 
na základe práce O jisté t íd  ortogonálních polynom  (pozri [10]).  

Katedra matematiky a deskriptívnej geometrie na VŠD v Žiline, ktorú tam viedol od roku 
1960, musela by  budovaná od základov, pretože viacerí u itelia tejto katedry pôsobiaci ešte 
na VŠŽ v Prahe, odmietli nasledova  školu do jej nového pôsobiska na Slovensku. Bola to 
úloha ve mi náro ná, lebo spo iatku bolo nutné prija  na katedru vä ší po et u ite ov, ktorí 
nemali u ite skú prax na vysokých školách. O ich získanie sa profesor Korous ve mi zaslúžil. 
A nielen to, vytváral pre nich také podmienky, aby ich pedagogická a vedeckovýskumná 
innos  boli na úrovni doby. 

Významné bolo aj jeho pôsobenie v akademických funkciách VŠŽ v Prahe, resp. VŠD 
v Žiline. V školskom roku 1954–1955 bol prodekanom na vtedajšej Elektrotechnickej fakulte 
VŠŽ. V tejto funkcii sa zaslúžil o jej personálne a materiálne budovanie. Profesor Korous bol 
prvým profesorom VŠŽ, ktorý sa pres ahoval do Žiliny. V prvom školskom roku existencie 
celej školy v Žiline (1962–1963) bol prodekanom na Fakulte prevádzky a ekonomiky dopravy 
VŠD. Vtedy musel vynaloži  ve ké úsilie na prekonanie ažkostí spojených s premiestnením 
školy do Žiliny. V tom istom školskom roku sa Katedra matematiky a deskriptívnej geometrie 
VŠD rozdelila na dve asti. Profesor Korous sa stal vedúcim tej katedry, ktorá bola na Fakulte 
prevádzky a ekonomiky dopravy, iná as  u ite ov katedry odišla na Fakultu strojnícku 
a elektrotechnickú. Vedúcim tejto katedry bol až do júna 1966. V rokoch 1953–1966 podstat-
ne prispel k úspešnému rozvoju katedry i celej VŠŽ resp. VŠD, za o mu bola v roku 1964 
udelená pamätná medaila Za zásluhy pri budovaní VŠD v Žiline od Mestského národného 
výboru v Žiline. 

Od júla 1966 až do marca 1969 bol vedúcim Katedry matematickej analýzy na Fakulte 
prírodných vied Univerzity P. J. Šafárika v Košiciach, kde sa pres ahoval s celou svojou 
rodinou okrem dcéry (mal 2 deti – dcéru Jarmilu a syna Josefa). Po smrti svojej manželky 
v roku 1968 sa pres ahoval do svojho rodiska – Prahy, kde sa stal vedúcim Katedry 
matematiky Strojníckej fakulty VUT. Tam pracoval iba 3 semestre a v októbri 1970 bol 
naspä  na svojom pôvodnom mieste v Žiline, kde do konca júna 1975 opä  viedol Katedru 
matematiky a deskriptívnej geometrie na Fakulte prevádzky a ekonomiky dopravy a spojov 
a až do svojho odchodu do dôchodku v septembri 1977 pôsobil ako profesor matematiky. Ani 
ako dôchodca však nezanevrel na svoje u ite ské poslanie, ale od októbra 1977 až do svojej 
smrti pôsobil ako profesor na Pedagogickej fakulte v Nitre, kde obetavo dochádzal zo Žiliny. 

Popri tom neprestával v Žiline vies  Seminár z ortogonálnych polynómov, ktorý založil 
ešte na VŠŽ v Prahe a viedol ho aj v období rokov 1966–1969, ke  v Žiline nepracoval. 
Na alej viedol ašpirantov, z ktorých do úspešnej obhajoby kandidátskej dizerta nej práce 
v rokoch 1970–1981 doviedol celkom desa  svojich mladších kolegov a jedenásta (autorka 
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týchto riadkov) ju obhájila dva roky po jeho smrti. Zomrel v Žiline v auguste 1981, 
pochovaný je vo Visolajoch ne aleko Považskej Bystrice. Smr  ho zastihla ne akane, 
uprostred alších tvorivých plánov. Napísa  monografiu o ortogonálnych polynómoch bol 
jeden z nich. 

Doslova celý svoj život zasvätil škole a matematike. Po as viac než tridsa ro ného 
pôsobenia na vysokých školách prešli jeho rukami tisícky neskorších inžinierov a desiatky 
neskorších u ite ov matematiky, ktorí na neho spomínajú ako na prísneho a svedomitého 
u ite a, láskavého loveka. Bol vzorom pracovitosti, skromný a vždy ochotný pomôc
a poradi .  

2 Profesor Korous a ortogonálne polynómy 
ažiskom vedeckej práce profesora Korousa je teória ortogonálnych polynómov 

a matematické oblasti jej príbuzné. Jeho lánky sa týkajú klasických a zovšeobecnených 
Hermiteových, Laguerreových a Jacobiho polynómov. Zaoberal sa rôznymi vlastnos ami 
ortogonálnych polynómov, a to najmä polohou ich nulových bodov, odhadmi pre 
ve kosti ich najmenších a najvä ších nulových bodov, ich asymptotickými vlastnos ami 
pre n  (kde n  je stupe  polynómu), diferenciálnymi rovnicami, ktorých riešeniami 
sú systémy ortogonálnych polynómov, rozvojmi funkcií reálnej premennej do radov 
ortogonálnych polynómov a ich s ítate nos ou. 

Jeho práce o ortogonálnych polynómoch možno rozdeli  do dvoch skupín. Sú to práce 
zaoberajúce sa polynómami ortogonálnymi v neohrani enom intervale a práce o polynómoch 
ortogonálnych v ohrani enom intervale. Do prvej skupiny možno zaradi  práce [1], [2], [3], 
[4], [9], [10], [14] a [15], do druhej patria práce [5], [7], [8] a [12]. Okrem toho napísal 12 
vysokoškolských u ebných textov (pozri [17–23]), z ktorých niektoré majú charakter 
monografie, napr. skriptá [22], ktoré sú tiež o ortogonálnych polynómoch, a ktoré boli alfou 
a omegou pre všetkých ašpirantov profesora Korousa.

Už prvá dvojica jeho prác znamenala významný prínos do teórie ortogonálnych 
polynómov. V práci [1] odvodzuje najskôr odhady pre ve kos  najmenšieho a najvä šieho 
kladného nulového bodu Hermiteovho polynómu, ako aj pre ve kos  rozdielu dvoch za sebou 
nasledu-júcich jeho nulových bodov. Potom nasleduje odhad ve kosti funk ných hodnôt 
Hermiteových polynómov na danom intervale. Tieto výsledky používa alej na dôkaz 
ekvikonvergencie rozvoja funkcie  xf  do radu Hermiteových polynómov v bode x  a Fou-
rierovho rozvoja funkcie, ktorá je v okolí bodu x  totožná s  xf  za predpokladu, že 
konverguje integrál 

  dxexf
x

2

2






. 

V úvode tejto práce sám autor – vtedy asi 22-ro ný – porovnáva dovtedy známe výsledky 
o konvergencii radov Hermiteových polynómov so svojimi výsledkami týmito slovami: 

„Výsledek tento (t. j. výsledok Galbruna – poznámka autorky) jakož i všechny starší jsou
neuspokojivé, dokazujíce konvergenci ad Hermiteových polynom  pro pom rn  úzkou t ídu 
funkcí a ešíce otázku rozvoje pro interval nekone ný zp sobem málo š astným, takže nap . 
ani o funkci vytvo ující nebylo možno podle dosavadních kriterií rozhodnouti, zda ji lze 
rozvinouti v adu Hermiteových polynom ili nic. I rozhodl jsem se, maje za úkol v seminá i    
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p. prof. dra Petra pojednati o Hermiteových polynomech, ešiti zmín né otázky, a to na 
podklad  jiném, než se dosud dálo. Jak z následujících statí vysvitne, dosp l jsem k výsledk m 
mnohem obecn jším ve všech sm rech než byly dosud známy.“ (Pozri [1, s. 2]). 

V práci [2] odvodil analogické výsledky pre Laguerreove polynómy a okrem iného 
zovšeobecnil Szegöovo kritérium pre konvergenciu radu Laguerreových polynómov a dokázal 
analógiu Fejérovej vety pre s ítanie týchto radov pod a aritmetických stredov.  

Obe tieto pomerne obsiahle práce – [1] aj [2] – zrejme písal ešte v ase, ke  bol štu-
dentom Karlovej univerzity. Týkajú sa klasických ortogonálnych polynómov. Výsledky 
v nich obsiahnuté alej zovšeobecnil v prácach [3], [4], [9], [10], [14] a [15], kde už možno 
hovori  o zovšeobecnených ortogonálnych polynómoch. 

V práci [3] skúma vlastnosti polynómov ortogonálnych na intervale  ,0  s váhovou 

funkciou   xexax   , 
2
1  , 0a  a získané výsledky používa v práci [4], v ktorej 

ide o polynómy ortogonálne na tom istom intervale s váhovou funkciou   xexax    xG , 
kde funkcia  xG  je viazaná len týmito podmienkami:   0 kxG  pre 0x , k  je 

konštanta,   )( 2
1

xxG   pre x  a 

     


dxxGxx 12
1

0

1 .

V tejto práci okrem iného odvodil diferenciálnu rovnicu pre uvedené polynómy, vyšetril ich 
vlastnosti a odvodil podmienky, za ktorých možno danú funkciu rozvinú  do radu takýchto 
polynómov. V oboch týchto prácach – [3] aj [4] – ide o zovšeobecnenie klasických 
Laguerreových polynómov vzh adom na váhovú funkciu. 

V prácach [9] a [10] sa zaoberal zovšeobecneniami klasických Hermiteových polynómov. 
V práci [9] vyšetroval polynómy ortogonálne na intervale   ,  s váhovou funkciou 

   xxxa 


 22 exp , kde 0a ,  ,   sú reálne ísla. Touto prácou sa problematika 
takýchto polynómov po prvý raz objavuje v matematickej literatúre. Okrem iných pozoru-
hodných výsledkov sa v nej dokazuje veta o s ítate nosti radov týchto polynómov pod a 
Cesàra. Vo svojej doktorskej dizerta nej práci [10] sa zaoberá ešte náro nejšou 
problematikou. Skúma v nej polynómy ortonormálne na intervale   ,  s váhou   xPexp
, kde  xP  je polynóm tvaru  xQx r  2 , pri om  xQ  je polynóm stup a najviac 22 r , r
je íslo prirodzené. Vyšetril rad vlastností týchto polynómov a odvodil podmienky pre ich 
použitie na vyjadrenie istých funkcií pomocou nich.

Práce [14] a [15] sú tiež venované zovšeobecneným Hermiteovým polynómom. Vyšli až 
po smrti profesora Korousa, avšak práve z týchto dvoch prác môžeme zisti , že autor mal ešte 

alšie námety i plány na pokra ovanie svojho bádania v teórii ortogonálnych polynómov. 
V oboch týchto lánkoch sa odvodzujú diferenciálne rovnice pre príslušné zovšeobecnené 
Hermiteove polynómy. V [14] sú to polynómy ortogonálne na intervale   ,  s váhovou 

funkciou )exp( 6x  a v [15] polynómy ortogonálne na tom istom intervale s váhou 
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 ]exp[ 2 xux  , kde  xu  je reálna funkcia, ktorá má v intervale   ,  spojitú tretiu 

deriváciu a spl uje podmienku   )( 2xxu   pre x . 

V prácach druhej skupiny sa zaoberá prevažne rozvojom funkcií do radov polynómov 
ortonormálnych na intervale  1,1  a asymptotickými vzorcami pre tieto polynómy. Skúma 
aj alšie vlastnosti týchto polynómov, napr. vlastnosti sú tu mocnín ich nulových bodov 
a podobne. Ide prevažne o zovšeobecnenia klasických Jacobiho polynómov a ich špeciálnych 
prípadov, ako sú napr. Legendreove polynómy alebo ultrasférické polynómy. 

V práci [5] dokázal vetu, ktorá sa v literatúre asto cituje ako Korousova veta. Obsahuje 
významný výsledok o hornom ohrani ení hodnôt polynómov ortogonálnych v intervale 
 1,1  s váhovou funkciou      xkxwxw ~ , kde  xw~  je váhová funkcia iného systému 
polynómov ortogonálnych v tom istom intervale a   0 kxk , k je konštanta.  

V prácach [8] a [12] odvodil okrem iného asymptotické vzorce pre polynómy 
ortonormálne v ohrani enom intervale za podstatne všeobecnejších predpokladov než za 
akých sa až do toho asu vôbec študovali a odvodil podmienky ekvikonvergencie radov dvoch 
navzájom rôznych úplných systémov ortonormálnych polynómov. 

Drobná poznámka [16] a práce [6], [11], [13] a [24] sú venované odlišnej problematike. 
lánok [16] zrejme vznikol z jeho niekdajšieho záujmu o poistnú matematiku, s ktorou sa 

zoznámil ešte po as svojho vysokoškolského štúdia. V [24] sa venoval vedeckej práci svojho 
ob úbeného u ite a Karla Petra. 

V práci [6] skúmal rozvoje funkcií s kone nou variáciou v intervale  ,  do radov 
tvaru 

 





n
nnnn xbxa  sincos , 

kde koeficienty na , nb  sú dané vz ahmi 

 









dt
t
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tfk
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sin
cos

, 

nk  závisí na vo be n  a ann
n




suplim , pri om a  je daná reálna konštanta. ísla n  sú 

teda viazané – zhruba povedané – podmienkou, že výraz ann   má by  v istom zmysle 
„malý“. Sú tu štyri stupne tejto „malosti“, ktorým zodpovedajú štyri rôzne výsledky. Za 

alších obmedzujúcich predpokladov pre n  dokázal ekvikonvergenciu týchto rozvojov 
s príslušným Fourierovým radom pre funkcie lebesgueovsky integrovate né.  

V práci [11] sa zaoberal riešeniami   ,x  diferenciálnej rovnice 
   0 yxqy  , 

kde  xq  je funkcia spojitá v intervale ,0 , ktoré spl ujú okrajové podmienky  
   sin,0  ,    cos,0  , 
   sin,  ,    cos,  , 
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pri om  ,   sú reálne ísla. Odvodil v nej aj kritériá konvergencie pre rozvoj funkcie 
s kone nou variáciou v intervale ,0  do radu tvaru 

 

n
nn xa 2,  , 

kde 2
n  sú ísla blízke k vlastným hodnotám uvedenej diferenciálnej rovnice. 

Predmetom práce [13] je vyšetrovanie asymptotických hodnôt funkcie   ,x  pre 
 , ktorá je riešením diferenciálnej rovnice 

  0,  yxpy  , 
kde  ,xp  je istá reálna funkcia definovaná na intervale   ,0,0 . Vyjadrené sú tu aj 
vz ahy medzi nulovými bodmi riešení uvedenej diferenciálnej rovnice a nulovými bodmi 
Airyho funkcií a ich derivácií. 

3 Ohlas na vedeckú prácu profesora Korousa 
Niektoré najvýznamnejšie výsledky vedeckej práce profesora Korousa sú v literatúre 

pomenované po om, napr. spomínaná Korousova veta alebo už v tomto storo í citovaná 
Korousova metóda. Nechajme však o týchto výsledkoch hovori  významných matematikov 
tohto a minulého storo ia. 

Jedným z nich bol akademik Vojt ch Jarník, ktorý vo svojom Posudku o vedeckej 
innosti RNDr. Josefa Korousa v novembri 1953 napísal: 

„Práce Dr. Korouse se týkají problém  analysy, d ležitých jak pro vnit ní rozvoj 
matematiky, tak pro aplikace. Obsahují podstatn  nové methody a ukazují též velkou 
kombina ní schopnost autorovu p i p emáhání nemalých technických obtíží p i d kazech. 
Jsou to práce, které p inesly mnoho nového. Jako doklad sta í uvésti standardní knihu 
Gabora Szegö „Orthogonal polynomials“ (1939), kde je Korous asto citován. P i 
sepisování této knihy m l Szegö vlastn  jen práce [1], [2]. Práce [3], [4], [5] – jak sám 
píše – dostal po ukon ení rukopisu. P es to je dodate n  cituje (na str. 306) a uvádí, že 
Korousovy výsledky jsou obecn jší než výsledky uvedené v knize a také dokázány docela 
jinou methodou. Také nap . Natanson ve své znamenité knize „Konstruktivnaja teorija 
funkcij“, a  tato kniha se jen málo stýká s oborem Korousových prací, uvádí obšírn
jednu jeho v tu i s d kazem. Z p vodních prací Dr. Korouse je jasno, že jde o matematika 
nadaného tv r í schopností i velkou bystrostí v provád ní nesnadných úvah i výpo t . 
Pro jeho použití na škole technického sm ru je výhodou jeho zájem o matematickou 
analysu – obor, s nímž technické v dy nej ast ji p icházejí do styku. P es to, že po et 
jeho prací není velký, jejich vynikajíci kvality jej pln  kvalifikují pro jmenování 
profesorem matematiky na vysoké škole p edevším technického sm ru.“ (Pozri [26, s. 3]).

V spomínanej monografii Gábora Szegö sú Korousove výsledky uvedené na ôsmich 
miestach [38, s. 140, 141, 169, 175, 220, 259, 351, 454], Korousova veta je v nej uvedená aj 
s podrobným dôkazom a v referenciách knihy môžeme nájs  celkom 5 raných prác profesora 
Korousa z rokov 1928–1938. Sú to už spomínané práce [1–5]. Práve tieto práce mu priniesli 
medzinárodnú slávu – sú naj astejšie citované. Korousovu vetu aj s dôkazom môžeme nájs  aj 
v dodatkoch knihy Klasi eskije ortogona nyje mnogo leny od P. K. Sujetina (pozri [37, 
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s. 307–309]), ktoré sa týkajú rôznych transformácií váhovej funkcie pre ortogonálne 
polynómy. Z alších autorov, ktorí pripisujú ve ký význam Korousovým výsledkom 
spome me ma arského matematika G. Alexitsa, ktorý uvádza Korousovu vetu v [25, s. 52] 
a ruského matematika N. N. Lebedeva (pozri [27, s. 98]). 

Škoda, že sa profesor Korous nikdy nedozvedel o ohlase na svoj výskum v prácach 
Paula Nevaia z Ohio State University. Vo svojej štúdii Géza Freud, Orthogonal 
Polynomials and Christoffel Functions v roku 1985 Paul Nevai napísal: 

„Now let us return to equiconvergence of orthogonal Fourier series. In his seminar 
paper, A. Haar proved that orthogonal Legendre series and Chebyshev series of integrable 
functions are equiconvergent; i.e., the difference of the corresponding appropriate partial 
sums converges to 0. In fact, Haar’s method is directly applicable to all classical orthogonal 
polynomial series, such as Jacobi, Hermite, and Laguerre series. The real fun starts when one
leaves the road covered by remnants of classical orthogonal polynomials and starts to 
examine general orthogonal polynomial series. Here the glory belongs to Szegö, whose 
results were later recast and generalized by J. Korous, Geronimus and Freud.” (Pozri [34, 
s. 71]). 

Z toho je vidie , že vedecká práca profesora Korousa je v matematickej komunite 
hodnotená vysoko, pretože jeho meno sa spomína v rade ve kých matematikov rozvíjajúcich 
teóriu ortogonálnych polynómov. Na za iatku 90-ych rokov minulého storo ia prebehla 
medzi sú asnými organizátormi Seminára z ortogonálnych polynómov na Žilinskej univerzite 
a Paulom Nevaiom – pôvodom ma arským matematikom, krátka korešpondencia a výmena 
publikácií. Paul Nevai sa zaujímal hlavne o všetky Korousove publikácie. Vtedy sme sa 
dozvedeli, že 13-ro ný Nevai bol raz v lete na návšteve v Žiline. Bolo to v roku, ke  sa 
Vysoká škola železni ná s ahovala z Prahy do Žiliny. Zapôsobilo na mladého Nevaia 
„fluidum“ ortogonálnych polynómov, ktoré do Žiliny priniesol profesor Korous? Isteže, je to 
málo pravdepodobné, ve  medzi ma arskými matematikmi je vä ší po et „ortogonálnych 
polynomialistov“, na ktorých Nevai nadväzuje alebo s nimi spolupracuje (Szegö, Freud, 
Alexits, Máté, Totik, ...). Na druhej strane, práve ma arskí matematici ukázali svetovej 
matematike význam Korousových výsledkov pre teóriu ortogonálnych polynómov.  

Napokon, treba ešte spomenú Korousovu metódu, ktorá sa objavuje v dôkaze jednej 
vety o rovnomernej ohrani enosti istého systému funkcií spojených s istou triedou 
ortogonálnych polynómov, publikovanej v tomto storo í (roku 2001) v knihe Orthogonal 
Polynomials for Exponential Weights od autorov Eli Levin a Doron Shaul Lubinsky (pozri 
[28, s. 415]). Korousove metódy a výsledky z prvej polovice minulého storo ia teda žijú a sú 
prospešné aj v 21. storo í. 

4 Záver 
V roku 2006 sme si pripomenuli 100. výro ie narodenia profesora Korousa a v auguste 

toho istého roku aj 25 rokov od jeho smrti. as beží, onedlho bude o 10 rokov viac. Pri 
takýchto príležitostiach býva zvykom vyzdvihnú  prínos bývalého kolegu pre nás, ktorí 
pokra ujeme v ním za atom diele. Zhodujeme sa v tom, že po as viac než tridsa ro ného 
pôsobenia profesora Korousa na vysokých školách v echách a na Slovensku nebol síce po et 
jeho publikácií príliš ve ký, ale je treba vyzdvihnú  najmä ich význam. Skuto nos , že vo 
svojom pracovnom živote prešiel obrovskými zmenami (dlhoro né pôsobenie na stredných 
školách, prípravné práce pri zakladaní novej vysokej školy v Prahe, písanie u ebných textov 
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pre zabezpe enie štúdia na tejto novej vysokej škole literatúrou, premiestnenie vysokej školy, 
na ktorej pôsobil z Prahy do Žiliny, pri om vykonával akademické funkcie, vedecká výchova 
mladších kolegov, at .) zrejme ovplyvnila aj jeho publika nú innos . Profesor Korous nerád 
rozprával o sebe, nerád sa chválil svojimi vedeckými výsledkami, o možno tiež malo vplyv 
na to, že od vzniku VŠŽ v Prahe publikoval len v zborníkoch vysokých škôl, na ktorých práve 
pracoval. Napriek tomu pre eskú a slovenskú matematiku urobil ve a – ako profesor 
vysokých škôl, ako školite  ašpirantov – matematikov, ale aj ako pomocný školite  ašpirantov 
– inžinierov, ako predseda vedeckých komisií a výborov a ako dlhoro ný len a funkcionár 
J SMF a JSMF. Hoci výskum profesora Korousa bol hlavne teoretický, jeho výsledky sú 
zaujímavé pre teóriu aproximácie funkcií, matematickú fyziku, kvantovú mechaniku, 
elektrooptiku, teóriu signálov, štatistiku a podobne. To je odkaz profesora Korousa pre celú 
matematiku a jej aplikácie.
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AL-KASHI, NASLEDOVNÍK PYTAGORA 

ANNA BÁLINTOVÁ, ROD.TROJÁ KOVÁ

Abstract: The Persian mathematician and astronomer, named al-Kashi, is one of the best 
Arab scientist of the last period of Golden age of Arab science. His most well known the 
result is the generalisation of the Pythagorean Theorem, called in France the al-Kashi
Theorem and the Cosines Law in the rest of the world. 

1 Úvod 

1.1 Sú asný stav 
Perzský matematik a astronóm, plným menom Ghayath al-Din Massud al-Kashani 

(r. 1380?, Kashan, Irán – r. 1429?, Samarkand, Uzbekistan), nazývaný krátko al-Kashi, 
patrí medzi významné vedecké osobnosti obdobia, ktoré uzatvára tzv. Zlatý vek arabskej 
vedy. Toto obdobie je historikmi ur ené v asovom intervale približne od polovice 
VIII. storo ia až do polovice XV. storo ia. Je mu venovaná putovná výstava, ktorej 
vedeckým komisárom je profesor histórie Ahmed Djabbar, bývalý minister školstva a po-
radca prezidenta Alžírska. Bližšie sme sa so spomínanou výstavou zoznámili v príspevku 
Al-Biruni, súputník Avicenu (pozri [2]).

Najznámejším matematickým výsledkom spomínaného vedca je bezpochyby Zovše-
obecnenie Pytagorovej vety, používané bežne pod názvom Kosínusová veta. o sa týka 
ozna enia, ve mi zaujímavá situácia nastala v roku 1990, ke  vo francúzskych u eb-
niciach bolo dlhodobo zaužívané ozna enie Kosínusová veta celoplošne nahradené ozna-
ením Veta al-Kashi. Tento zásah do odbornej terminológie vyvolal okamžite búrlivú 

reakciu nielen odborníkov, ale aj širokej verejnosti – požadovali vysvetlenie tejto zmeny. 
Oficiálne zdôvodnenie tejto zmeny nie je k dispozícii, môžeme však zapoji  svoje logic-
ké myslenie a predstavivos , aby sme sa k nemu priblížili. V ostatných krajinách zostalo 
na alej zaužívané ozna enie Kosínusová veta. 

1.2 Východiskové poznatky 
Životná pú  al-Kashiho za ala na území vtedajšej Perzie v prostredí, ktoré bolo v da-

nej dobe priaznivo naklonené vedeckému bádaniu, samozrejme v etne matematiky 
a astronómie. Bohatí mecenáši krajiny, zanietení pre rozvoj vedy, zakladali vedecké inšti-
túcie nazývané Medersy. Ich sú as ou bývalo spravidla aj observatórium, slúžiace k po-
zorovaniu hviezdnej oblohy. A tak sa matematika a astronómia rozvíjali sú asne, vzá-
jomne sa dopl ujúc. 

Napriek tomu, že v za iatkoch svojej kariéry al-Kashi nevynikal zvláštnym nadaním 
pre matematiku tak ako tomu bolo napríklad v prípade arabského vedca al-Biruniho, pod 
trpezlivým vedením svojich u ite ov a vedúcich osobností Medersy sa nakoniec naplno 
prejavili jeho mimoriadne schopnosti a zaradil sa medzi najvýznamnejšie osobnosti Zla-
tého veku arabskej vedy. Naviac, máme pred sebou ukážkový príklad toho, aké dôležité je 
pôsobenie na študentov zo strany ich pedagógov. 
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2 Dielo 

2.1 Matematika 
Ako už bolo spomínané v úvode, najznámejším matematickým výsledkom al-Kashiho 

je zovšeobecnenie Pytagorovej vety. Je potrebné poznamena , že s jej zovšeobecnením sa 
stretneme už v Euklidových Základoch [4], knihy II, veta 12. a 13., a to samostatne pre 
trojuholník ostrouhlý a tupouhlý. Tomuto rozsiahlemu dielu venovali arabskí vedci mi-
moriadnu pozornos , v priebehu VII. až IX. storo ia ho preložili minimálne trikrát, 
uvedomujúc si jeho kolosálny význam nielen pre geometriu, ale i matematiku vôbec. 
Toto zovšeobecnenie je však formulované pomerne zd havým spôsobom nako ko bolo 
vyjadrené pomocou plošných obsahov štvorca a obd žnika. alšie zjednodušenie formu-
lácie si muselo po ka  až na trigonometriu používanú v stredoveku. Na za iatku X. sto-
ro ia arabský matematik a astronóm al-Batani aplikoval Euklidov výsledok do sférickej 
geometrie, o mu umožnilo po íta  uhlové vzdialenosti medzi hviezdami. Približne v tom 
istom období sa objavili prvé tabu ky s hodnotami trigonometrických funkcií sínus a ko-
sínus. Práve znalos  trigonometrie umožnila al-Kashimu vyjadri  zovšeobecnenie 
Pytagorovej vety v jednoduchom tvare – zostalo používané bezo zmeny až do XV. sto-
ro ia.V XIX. storo í nadobudlo svoju sú asnú podobu ako aj ozna enie Kosínusová veta
(obr. 1). o sa týka dôkazu, existuje tak ako v prípade Pytagorovej vety viacero spôsobov 
jej dokazovania, dostupných napríklad v [6] a [8]. 

a2 = b2 + c2 – 2bc · cos
b2 = c2 + a2 – 2ac ·cos ß
c2 = a2 + b2 – 2ab · cos

Obr. 1: Kosínusová veta (al-Kashi) pri klasickom ozna ení ubovo ného trojuholníka. 

Veta al-Kashi je potvrdením toho, že práve trigonometria, ako špeciálna as  geo-
metrie, predstavuje jeden z troch základných kame ov prínosu arabských matematikov 
pre jej celkový rozvoj. 

Poznámka 1: O popularizáciu zovšeobecnenia Pytagorovej vety v Európe sa zaslúžil fran-
cúzsky matematik François Viète (1540–1603) a je dos  pravdepodobné, že jej tvrdenie 
objavil celkom nezávisle od perzského matematika. 
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alším pozoruhodným matematickým výsledkom al-Kashiho je ur enie hodnoty ísla 
z roku 1424 a to s presnos ou na 16 desatinných miest (!) – neprekonané v priebehu 
alších dvoch storo í. Jeho hodnota ja nasledovná: 

= 3,14159265358979325. 

Pre porovnanie uve me hodnotu dovtedy známeho ohrani enia ísla z r. 450, ktoré 
je ur ené nasledovnými nerovnos ami: 

3,1415926 <  < 3,1415927. 

Al-Kashi publikoval ur enie hodnoty ísla v práci Miftah al-Hissab [Klú  k aritme-
tike] a taktiež v Risalat al-muhitiyya [Pojednanie o kružnici]. Použil rovnakú metódu ako 
svojho asu Archimedes, založenú na použití vpísaného a opísaného pravidelného mno-
houholníka vzh adom k danej kružnici. Podstatný rozdiel bol v po te strán použitých 
pravidelných mnohouholníkov, boli nasledovné: 

 3 · 25 = 96 = po et strán mnohouholníkov, ktoré použil Archimedes, 
3 · 228 = 805 306 368 = po et strán pravidelných mnohouholníkov, ktoré použil al-Kashi. 

S rovnakou presnos ou ako ur il hodnotu ísla , ur il al-Kashi aj hodnotu ísla 
sin 1o. Použil k tomu zaujímavý algoritmus, ktorý podrobne študovali vo svojich dielach 
Woepcke (pozri [5]) a Aaboe (pozri [1]). Hodnota ísla  bola ur ená ako riešenie 
kubickej rovnice nasledovného tvaru: 

x = (x3 + N) / D, pri om N = 15.60 sin 3o  a  D = 45.60. 

Je cenné, že v pojednaní Moqalet al-Kashi vyjadril množstvo otvorených (nerie-
šených) problémov (pozri [7]), ako napríklad: 

1) Ur i  tri ísla tvaru a3, b3, c3 tak, aby platila rovnos a3 + b3 = c3,
2) Ur i  pravouhlý trojuholník so stranami a, b, c tak, aby platila rovnos a4 + b4 = c4.

Prvý z nich musel po ka  so svojím riešením až na európskych matematikov P. Fer-
mata a L. Eulera. o sa týka druhého problému, dnes vieme zásluhou matematika Wilesa 
(r. 1955), že daný problém nemá riešenie. 

Najvýznamnejšie vedecké práce, ktoré publikoval al-Kashi, sú pod a sú asnej autorky 
El Ghari (pozri [3]) nasledovné: 

– Rissalat fil Hissab [Pojednanie o aritmetike],
– Rissalat fil Handasa [Pojednanie o geometrii],
– Rissalat al-Djib wal Watar [Pojednanie o stranách v trojuholníku],
– Rissalat an Ihliliji al-Qamar wa Utared [Pojednanie o dráhach Mesiaca a Mer-

kúra],
– Miftah al-Hissab [Klú  k aritmetike],
– Sullamu al-Samaa [Nebeské schody].
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Vedecké práce al-Kashiho sa vyzna ujú pozoruhodnou presnos ou výpo tov, o bolo 
zárove  jedným z charakteristických znakov vtedajšieho vedeckého centra v Samarkan-
de, s ktorým sa zoznámime bližšie v nasledujúcej asti venovanej astronómii. 

2.2 Astronómia 
Ve mi dôležitú úlohu zohral al-Kashi aj pri ur ovaní koncepcie observatória v Samar-

kande, ktoré bolo otvorené v roku 1429. Redigoval astronomické lánky a sám prispel 
zaujímavým výsledkom, a síce presným ur ením ekliptiky mesiaca. Práve v Samarkande 
prežil al-Kashi podstatnú as  svojho tvor ieho života. 

Observatórium založil nemenej významný vedec tej doby, Ulugh Beg (1394–1449), 
vlastným menom Muhamed Taragy (od roku 1409 vládca Samarkandu). Jeho meno 
nieslo nielen observatórium ale aj Medersa, ktorú založil v roku 1420. V tom istom roku 
pozval do Samarkandu al-Kashiho a ponúkol mu spoluprácu v tomto vedeckom centre. 
Ako sa ukázalo neskôr, bola to mimoriadne š astná vo ba. V observatóriu zhromaždil 
Ulugh Beg (pozri [9]) okolo seba 60–70 vynikajúcich matematikov a astronómov. Práce 
pod jeho vedením vyvrcholili vydaním tzv. Sultánskych tabuliek v roku 1439. Tabu ky 
boli následne vylepšené v roku 1449 a potom ich presnos  nebola prekonaná dve nasle-
dujúce storo ia! K vysokej úrovni observatória a jeho všeobecnej popularite prispelo aj 
to, že v om v rokoch 1072–1074 pôsobil všestranný arabský u enec Omar Khayyan. Do 
dnešných dní je Observatórium Ulugh Beg (obr. 3), nesúce meno jej zakladate a, pýchou 
Samarkandu a ob úbeným cie om návštevníkov Uzbekistanu z celého sveta. Poctu Ulugh 
Beghovi vzdala i medzinárodná astronomická únia a to tým, že pomenovala v roku 1966 
jeho menom jeden z kráterov na mesiaci. Pre o vlastne venujeme popri al-Kashim takú 
pozornos  tomuto u encovi? Okrem toho, ze boli obaja ur ite dominantnými osob-
nos ami vedeckého centra v Samarkande, al-Kashi a Ulugh Beg, vytvorili pozoruhodnú 
dvojicu vzájomného rešpektu, úcty a bezpochyby aj skutotocneho priate stva – vzácny 
a obdivuhodný to priklad vedeckej spolupráce. Prežili ved a seba podstatnú as  svojho 
plodného života. A opä  ved a seba ich vidíme na obr. 2a a 2b. 

Obr. 2a: al-Kashi.  Obr. 2b: Ulugh Beg. 
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Poznámka 2: Cenným historickým prínosom sú aj listy, ktoré písal al-Kashi v perzštine 
svojmu otcovi, ktorý bol taktiež uznávaný matematik a astronóm. Popisujú totiž detailne 
vedecký život tej doby v Samarkande. Spomína v nich aj svojich spolupracovníkov, ale 
obrazne povedané, milos  v jeho o iach našli len Ulugh Beg a Qadi Zada al-Roumi. 
Prvému z nich sa pripisuje výrok hodný zamyslenia: 

Ríše sa rozpadnú, náboženstvá pominú ako hmla, len veda žije a je ve ná.

Obr. 3: Observatórium Ulugh Beg v Samarkande (foto z roku 2006). 

Poznámka 3: Napriek vynikajúcim výsledkom jeho vedeckej práce, bolo dielo al-Kashiho 
dôkladne študované v Európe až v priebehu XIX. a XX. storo ia. Podobná situáciu, týka-
júca sa oneskoreného záujmu, nastala aj v prípade alšieho významného arabského mate-
matika známeho pod menom al-Biruni (pozri [2]). 

3 Záver 
Štúdium života a diela al-Kashiho nám opä  poskytuje možnos  zamyslie  sa nad 

vedeckým prínosom arabských u encov, a to hlavne z obdobia, ktoré je známe ako Zlatý 
vek arabskej vedy. V tejto súvislosti sa stretávame aj s ozna ením arabsko-moslimská ve-
da. Toto ozna enie má svoje opodstatnenie v prípade, že ho chápeme ako zvýraznenie 
dvoch základných prvkov (arabský jazyk a islam) spájajúcich v danej dobe obrovské úze-
mie siahajúce od Pyrenejského polostrova až po Indiu. Pre nás sú však podstatné vedec-
ké výsledky z tohto obdobia, ktoré obohatili a rozšírili hranice udského skúmania. A tak 
je tomu aj v prípade matematika zo Samarkandy, známeho pod menom al-Kashi, ktoré-
mu sme práve venovali svoju pozornos . 
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J. S. VAN EK A L. CREMONA  

(NOV  OBJEVENÁ KORESPONDENCE) 

MARTINA BE VÁ OVÁ

Abstract: In this article we want to draw attention to the Legato Itala Cremona Cozzolino of 
the Mazzini Institute of Genoa, which is a large but little known archive containing the 
correspondence between Luigi Cremona (1830–1903) and many world famous mathe-
maticians. We will describe the content and importance of the archive for the studies of 
historians as well as mathematicians. We will give Cremona’s short biography to show his 
scientific achievement and his role in the development of the Italian scientific community in 
the second half of the 19th century. We will focus on the correspondence written by the 
mathematicians and physicists from the Czech lands (A. R. Harlacher, M. Kantor, S. Kantor, 
J. S. Van ek, Em. Weyr). In more detail, we will analyze the letters of Josef Sylvestr 
Van ek (1848–1922), a mostly forgotten Czech geometer. On the background of his life, 
studies, work, scientific as well as pedagogic activities,1 we will discuss his information given 
in his letters. 

1 Úvod 
Dochování rozsáhlejší a ucelené odborné, institucionální a osobní korespondence 

sv tových matematik , která by pomohla objasnit ší ení a vliv nových matematických 
myšlenek, teorií a výsledk , umožnila hloub ji pochopit souvislosti vývoje matematiky, 
politického, v deckého, kulturního a spole enského života, je pom rn  vzácné. Zajímavý 
soubor více než 6000 dokument , sestávající p evážn  z korespondence Luigi Cremony 
s evropskými v dci a politiky, univerzitami a polytechnikami, odbornými spolky a spo-
le nostmi, redaktory asopis , nakladateli a p ekladateli apod.,2 je uložen v knihovn
Istituto Mazziniano di Genova (Mazziniho institut v Janov ).3  

Dopisy dokumentují, jak v pr b hu dvaceti až t iceti let po sjednocení Itálie 
pom rn  malá skupina italských matematik  vytvo ila, tém  z ni eho, matematickou 
komunitu sv tového významu a úrovn . Ukazují, jak se v Itálii rozši ovaly ideje ne-
eukleidovské geometrie (zejména Riemannovy myšlenky), rozli né metody algebraické 
geometrie (nap . práce M. Chaslesa, J. Steinera, K. G. Ch. von Staudta a A. F. Möbia), 
studie o algebraických, diferenciálních a diferen ních rovnicích, výsledky matematické 
                                                
1 Based on the extensive original archival research and studies, we will correct the old traditional information 
about Van ek’s life story. 
2 Cremonova bohatá poz stalost obsahuje mimo jiné dopisy, které napsali matematici F. Amodeo, 
A. Armenante, C. Arzelà, G. Ascoli, G. Battaglini, G. Bellavitis, E. Beltrami, E. Bertini, E. Betti, F. Brioschi, 
E. Caporali, F. Casorati, E. Catalan, A. Cayley, V. Ceruti, E. Cesàro, U. Dini, M. D’Ocagne, Ch. L. Dodgson, 
F. D’Ovidio, A. Genocchi, G. B. Guccia, Ch. Hermite, T. A. Hirst, G. Jung, F. Klein, L. Kronecker, 
E. E. Kummer, S. Lie, J. Lüroth, G. Mittag-Leffler, V. M. A. Mannheim, M. Noether, E. Picard, H. Poincaré, 
T. Reye, R. Rubini, G. Salmon, L. Schläfli, W. Spottiswoode, R. Sturm, J. J. Sylvester, P. Tait, P. Tardy, 
P. Trudi, H. G. Zeuthen. Více viz [1] a http://www.luigi-cremona.it. Cremonovy dochované dopisy a místa jejich 
uložení jsou popsány v [1]. 
3 Knihovna Istituto Mazziniano di Genova se specializuje na historii italského obrození (Risorgimento); 
Cremonova korespondence je její nedílnou sou ástí a d ležitým zdrojem informací pro obecné historiky, 
historiky v dy i matematiky. 
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fyziky apod., a naopak jak Evropa reagovala na matematické výsledky italské 
geometrické školy (Cremon v vliv na A. Cayleyho, R. F. A. Clebsche, T. A. Hirsta, 
F. Kleina, S. Lie, M. Noethera aj.). Obsahují informace o tom, jak italští matematici 
navazovali kontakty s evropskými matematiky, jak budovali lokální odborné spolky 
a spole nosti, knihovny a školy (nap . Accademia dei Lincei a Circolo Matematico di 
Palermo, Politecnico di Milano, Politechnico di Roma a Università di Roma) a zakládali 
národní asopisy (nap . Annali di matematica pura ed applicata a Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo), jak vedli diskuse o didaktických problémech, které souvisely se 
sestavováním nových studijních program  pro r zné typy škol a s pokusy o modernizaci 
vyu ování matematice (nový obsah a rozsah u iva, nové u ebnice, zavád ní aplikací 
apod.). Nazna ují také jejich snahy o vytvá ení nové v decké elity tvo ené nejenom tra-
di ními právníky, léka i a humanitn  vzd lanými odborníky, ale také inženýry a tech-
niky. 

Dopl me pro úplnost, že Itala Cremona Cozzolino, Cremonova dcera, darovala 
(pravd podobn  v roce 1939) otcovu poz stalost janovskému institutu.4 Tzv. fond Legato 
Itala Cremona Cozzolino je nyní pe liv  katalogizován, studován a analyzován p edními 
italskými historiky a historiky matematiky.5 V rámci náro ného n kolikaletého projektu 
vzniká rozsáhlá webová stránka,6 na níž jsou vystavovány práce o Cremonov  život
a díle, seznam jeho bibliografie dopln ný o odkazy na jeho již digitalizované práce, 
soupis jeho recenzí, základní informace o jednotlivých dopisech (jméno a p íjmení pisa-
tele, datum a místo sepsání/odeslání dopisu, archivní katalogiza ní íslo, katalogiza ní 
íslo digitalizované verze, rozsah dopisu, jména osob zmín ných v dopise, digitální kopie 

první stránky dopisu v malém rozlišení).7 Webová stránka umož uje díky bohatým 
a propracovaným odkaz m nejr zn jší vyhledávání a poskytuje mnoho podn t  a inspi-
rací pro další výzkumnou práci.8

                                                
4 Archiv Mazziniho institutu nedisponuje žádným oficiálním dokumentem vztahujícím se k tomuto daru. 
5 Více viz [1]. 
6 Viz http://www.luigi-cremona.it. 
7 Kvalitní digitální verze dopis  lze získat se svolením Paoly Testi Saltini, která spravuje Cremonovu po-
z stalost. 
8 Poznamenejme pro úplnost, že rozsáhlá Cremonova poz stalost je uložena také v Istituto Matematico „Guido 
Castelnuovo“ Università di Roma. Popis poz stalosti lze najít v lánku G. Israel, L. Nurzia: Correspondence 
and manuscripts recovered at the Istituto Matematico “G. Castelnuovo” of the University of Rome, Historia 
Mathematica 10(1983), 93–97.  

Velká ást Cremonovy „ ímské“ korespondence již byla zpracována a uve ejn na. Viz A. Millán Gasca 
(ed.): La corrispondenza di Luigi Cremona (1830–1903), vol. I, Quaderni della Rivista di Storia della Scienza, 1, 
con una premessa di G. Israel, Roma, 1992; M. Menghini (ed.): La corrispondenza di Luigi Cremona (1830–
1903), vol. II, Quaderni della Rivista di Storia della Scienza, 3, con una premessa di G. Israel, Roma, 1994; 
M. Menghini (ed.): Per l’Archivio della corrispondenza dei Matematici italiani. La corrispondenza di Luigi 
Cremona (1830–1903), vol. III, Quaderni P.RI.ST.EM., Università Bocconi, con una premessa di G. Israel, 
Palermo, 1996; L. Nurzia (ed.): Per l’Archivio della corrispondenza dei Matematici italiani. La corrispondenza 
di Luigi Cremona (1830–1903), vol. IV, Quaderni P.RI.ST.EM., Università Bocconi, con una premessa di 
G. Israel, Palermo, 1999.  

ást korespondence z stala ješt  nezpracovaná; je v ní obsaženo mimo jiné 27 dopis  Emila Weyra 
z let 1870 až 1891, 2 dopisy Eduarda Weyra z roku 1878 a 1879, 1 dopis Františka Houdka z roku 1874. První 
dopisy psal Emil Weyr jako Cremon v „stipendista“, jsou formální, velmi zdvo ilé a neosobní. Pozd jší dopisy 
psal jako Cremon v p ítel, kolega a obdivovatel. Obsahují informace o Weyrových matematických studiích 
a láncích, aktivitách v Jednot eských mathematik  a na eské polytechnice, o Weyrov  rodin  a jeho italských 
p átelích. Dopisy dokládají celoživotní p átelství obou matematik , ukazují, že Em. Weyr uzav el b hem svých 
studijních pobyt  v Itálii (školní rok 1870/1871, krátký pobyt roku 1873) p átelství s r znými italskými v dci 
a um lci. M žeme v nich také najít matematické problémy, s nimiž se na L. Cremonu obracel, pod kování za 
rady a podn ty, za pomoc s gramatickými opravami lánk  apod. Poznamenejme, že Weyr v italský pobyt byl 
nesmírn  d ležitý a inspirativní pro jeho další v deckou práci, nebo  se p i n m seznámil s nejnov jšími 
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2 Luigi Cremona – adresát 
Luigi Cremona (nar. 7. prosince 1830 v Pavii, zem. 10. ledna 1903 v ím ) byl 

významným, sv tov  známým a uznávaným italským matematikem, fyzikem a politikem. 
Když roku 1848 ukon il st edoškolská studia na gymnáziu v Pavii, vypukla v Itálii 
revoluce, která usilovala o osvobození a sjednocení zem , liberalizaci politického, spole-
enského a kulturního života. L. Cremona, mladý a nadšený vlastenec, se jako dobro-

volník ú astnil boj  proti rakouské okupaci Lombardie a Benátska. Po potla ení proti-
rakouského povstání, porážce piemontských vojsk a kapitulaci Benátek svlékl uniformu, 
vrátil se do Pavie a na univerzit  za al studovat pozemní stavitelství a architekturu. Roku 
1853 pod vedením Francesca Brioschiho (1824–1897) obhájil doktorát „civilního inže-
nýrství“. Pak tém  dva roky nemohl obdržet žádné místo, nebo  rakouská policie ho 
evidovala jako „ned v ryhodného revolucioná e“, který v i íši pozvedl zbra . Pracoval 
proto jako soukromý u itel a vychovatel v n kolika rodinách v Pavii. Ve volných chvílích 
se v noval studiu matematiky a grafické statiky. Teprve roku 1855 dostal povolení, aby 
mohl po p echodnou dobu pracovat jako suplující u itel v Pavii. B hem krátkého asu se 
osv d il jako vynikající pedagog a plodný autor odborných prací a pomocných u ebních 
text , proto mohl za ít p sobit na míst ádného st edoškolské profesora. Postupn
vyst ídal st ední školy v Pavii (1855 až 1857), Cremon  (1857 až 1859) a Milánu (Liceo 
S. Alessandro, 1859 až 1860). Teprve když Rakušané v roce 1859 definitivn  opustili 
Lombardii,9 byl jmenován profesorem vyšší geometrie na univerzit  v Bologni. Roku 
1867 byl na podn t F. Brioschiho povolán na techniku v Milán  (Regio Istituto Tecnico 
Superiore di Milano), kde za al p ednášet vyšší geometrii a grafickou statiku. ádným 
profesorem t chto p edm t  se stal až roku 1872. Bolo ské a milánské období je 
považováno za nejplodn jší ást jeho života.10

V roce 1873 bylo L. Cremonovi nabídnuto místo generálního sekretá e nové italské 
vlády, což bylo chápáno jako pocta jeho odvaze a vlastenectví a sou asn  i jako ocen ní 
jeho odborné práce. Nabídku odmítl, nebo  se necht l vzdát svého matematického bádání 
a pedagogického p sobení. P ijal však post editele a profesora grafické statiky na nov
z ízené inženýrské škole v ím  (Scuola degli ingegneri in Roma). Brzy se ukázalo, že 
mu v tšinu asu zabírají ídící, organiza ní a spole enské povinnosti.11 Politické tlaky ho 
nakonec p im ly, aby definitivn  ukon il matematickou a pedagogickou aktivitu a vstou-
pil do služeb italského státu. Roku 1879 byl zvolen senátorem Spojeného italského 
království, a tak zahájil mnohaletou politickou kariéru.12 V té dob  byl již uznávaným 

                                                                                                                                                        
výsledky projektivní i syntetické geometrie. Napsal n kolik odborných prací, které mu umožnily zapsat se do 
pov domí evropských geometr . Více viz J. Be vá , M. Be vá ová, J. Škoda: Emil Weyr a jeho pobyt v Itálii 
v roce 1870/71, Nakladatelství VUT, Praha, 2006. 
9 Dne 11. 7. 1859 byla podpisem míru ve Villafranca ukon ena válka za nezávislost Itálie. Italské království bylo 
oficiáln  vyhlášeno dne 17. 3. 1861.
10 V Bologni se v noval zejména problematice rovinných algebraických k ivek, prostorových k ivek t etího ádu, 
kubik a biracionálních transformací. Jeho práce vyvrcholila studií Mémoire de géométrie pure sur les surfaces 
du troisième ordre (Journal für die reine und angewandte Mathematik 68(1868), 1–133, též Opere III, Hoepli, 
Milano, 1–121), za niž obdržel roku 1866 Steinerovu cenu (spole n  s R. Sturmem). V Milán  se zabýval 
p edevším grafostatikou a aplikovanou matematikou. Více viz [1]. 
11 Poznamenejme, že v letech 1855 až 1867 L. Cremona publikoval 75 odborných prací, v letech 1867 až 1873 
uve ejnil 27 prací a v letech 1874 až 1903 už jen 45 prací, z nichž pouze 15 bylo v deckých. Více viz [1]. 
12 Luigi Cremona byl od mládí v kontaktu s p edními italskými revolucioná i, politiky a právníky 
(nap . Benedetto Cairoli (1825–1889), Enrico Cairoli (1840–1867), Luigi Cairoli (1838–1860), Camillo Cavour 
(1810–1861), Napoleone Ferrari (1802–1882), Nicolao Ferrari (1827–1855), Giuseppe Garibaldi (1807–1882), 
Guiseppe Mazzini (1805–1872), Antonio Di Rudini (1839–1908), Quintino Sella (1827–1884), Vittorio Ema-
nuele II. (1820–1878)). 
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p edstavitelem italské matematiky, který díky svému politickému vlivu prosadil hodinov
bohat  dotovanou výuku projektivní a deskriptivní geometrie na všech italských tech-
nikách, výrazn  ovlivnil vývoj v deckého a kulturního života Itálie. V roce 1898 byl 
dokonce po dobu jednoho m síce ministrem školství13 a od téhož roku i místop edsedou 
senátu. Roku 1880 byl jmenován editelem nejv tší italské knihovny – knihovny Vittorio 
Emanuele v ím . 

L. Cremona se v noval projektivní geometrii (popis vlastností projektivn  sdru-
žených útvar , projektivní prostory), algebraické geometrii (kuželose ky, rovinné a pro-
storové k ivky t etího a tvrtého stupn , racionální plochy, rozvinutelné plochy, zborcené 
kubiky, singularity k ivek a ploch), geometrickým transformacím projektivní roviny 
(kvadratické transformace, biracionální transformace neboli Cremonovy transformace,14

obecné geometrické transformace libovolného stupn  apod.), syntetické geometrii (nové 
jednoduché a názorné d kazy starších tvrzení syntetické a elementární geometrie), „gra-
fostatice“ (grafické metody ešení problém  statiky a rovnováha sil), diferenciálnímu 
a integrálnímu po tu (eliptické funkce a integrály) a aplikacím algebraických metod 
v geometrii. Sepsal více než stovku asopiseckých prací a tém  desítku monografií, které 
byly p eloženy do sv tových jazyk .15 Výrazn  ovlivnil rozvoj italské matematiky, je 
považován za zakladatele prestižní italské školy algebraické geometrie. Mezi jeho p ímé 
spolupracovníky, resp. pokra ovatele pat ili nap . Eugenio Bertini (1846–1933), Guido 
Castelnuovo (1865–1952), Federigo Enriques (1871–1946), Giuseppe Giovanni Battista 
Guccia (1855–1914), Corrado Segre (1863–1924), Francesco Severi (1876–1961) a Giu-
seppe Veronese (1854–1917). 

Dopl me pro úplnost, že L. Cremona byl prvním zahrani ním estným lenem 
Jednoty eských mathematik  (1871). Roku 1879 byl jmenován lenem Královské 
spole nosti v Londýn , roku 1883 lenem Královské spole nosti v Edinburghu. Byl dlou-
holetým generálním tajemníkem Královské lombardské akademie v d v Milán , lenem 
italské spole nosti „ ty iceti“ (Società Italiana dei Quaranta) a lenem u ených spole -
ností v Bologni, Neapoli, Göttingen, Lisabonu, Benátkách a Praze.16

                                                
13 V kv tnu roku 1898 byla jmenována vláda ministerského p edsedy A. Di Rudiniho, záhy však vypukly 
d lnické nepokoje a došlo k srážkám s policií, jejichž výsledkem bylo mnoho mrtvých a zran ných. V ervnu 
byla vláda p inucena odstoupit. 
14 Biracionální transformací v rovin  rozumíme transformaci definovanou rovnicemi x = (x, y), y  = (x, y), 
kde x, y, x  a y  jsou homogenní sou adnice,  a  jsou racionální funkce prom nných x a y, které lze vyjád it 
jako racionální funkce v prom nných x a y . Cremonovou transformací rozumíme každou biracionální 
transformaci projektivního prostoru dimenze n nad daným t lesem. Nejjednodušším p íkladem Cremonovy 
transformace je kruhová inverze v rovin . 
15 Nap íklad Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane (Tipi Gamberini e Parmeggiani, Bologna, 
1862), Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane (Bologna, 1863, 1865; pojednání o tzv. Cremonových 
transformacích), Preliminari di una teoria geometrica della superficie (Milano, Bologna, 1867), Elementi di 
geometria projettiva (Torino, 1873), Elementi di calcolo grafico (Torino, 1874), Collectanea mathematica nunc 
primum edita (spoluautor E. Beltrami, Milano, 1881), Elements of Projective Geometry (Clarendon Press, 
Oxford, 1885), Graphical Statics. Two Treatises on the Graphical Calculus and Reciprocal Figures in 
Graphical Statics (Clarendon Press, Oxford, 1890). 
16 O Cremonov  život  a díle viz nap . G. Castelnuovo: Luigi Cremona nel centenario della nascita, Rendiconti 
della Reale Accademia Nazionale dei Lincei 12 (6) 1930, 613–618; G. Loria: Luigi Cremona et son oeuvre 
mathématique, Bibliotheca Mathematica 5 (3) 1904, 125–195; L. Berzolari: Della vita e delle opere di Luigi 
Cremona, Rendiconti del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere 39 (2) 1906, 95–155; U. Bottazzini, 
L. Rossi: Cremona Luigi, Dizionario Biografico degli Italiani, Istituto dell’Enciclopedia Italiana, Roma, 30, 
1960, 606–611; G. Veronese: Commemorazione del socio Luigi Cremona, Rendiconti della Reale Accademia dei 
Lincei 12 (5) 1903, 664–678. 
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3 Luigi Cremona a eská matematika 
V eské matematické komunit , která se zajímala o geometrickou problematiku,17

nebylo Cremonovo jméno neznámé. L. Cremona v šedesátých letech 19. století v souvis-
losti se snahou definovat transformace algebraických k ivek projektivní roviny tak, aby 
se zmenšila míra jejich singularity, u inil rozhodující objev, nebo  definoval a popsal 
základy teorie biracionálních transformací, které dnes nesou jeho jméno. Jeho autorita 
i sv tová proslulost p isp ly k tomu, že se biracionální transformace prom nily z pomoc-
ného studijního nástroje v samostatný objekt matematického zkoumání a pozitivn  ovliv-
nily rozvoj algebraické geometrie.  

Cremonovy matematické práce výrazn  ovlivnily celoživotní odborné zam ení 
Emila Weyra (1848–1894) i dalších našich matematik .18 Em. Weyr byl prvním eským 
matematikem, který rozeznal a pochopil význam Cremonových geometrických prací a je-
ho biracionálních transformací pro další rozvoj projektivní geometrie. V letech 1872 
a 1873 p eložil dv  Cremonovy knížky; vyšly pod názvem Cremonovy geometrické 
transformace útvar  rovinných19 a Úvod do geometrické theorie k ivek rovinných.20 Své 
p eklady s L. Cremonou konzultoval jednak p i svých pobytech v Itálii, jednak 
v korespondenci.21 Cremon v vliv u nás dozníval ješt  na po átku 20. století v pracích 
Bohumila Bydžovského (1880–1969). 

4 Auto i dopis  z ech 
V Cremonov  poz stalosti dochované v knihovn Istituto Mazziniano di Genova

jsou uloženy dopisy pouze p ti autor  spjatých s našimi zem mi. V níže uvedené tabulce 
je jejich základní charakteristika.22 V následujících odstavcích pak podrobn ji p iblížíme 
jen Van kovu korespondenci. 

                                                
17 V centru pozornosti eských geometr  byla deskriptivní a projektivní geometrie. Jejich zájem se soust e oval 
p edevším na studium vlastností speciálních algebraických k ivek a ploch, projektivních p íbuzností a pozd ji na 
základy kinematické geometrie. Tato tématika v 70. a 80. letech 19. století již neodpovídala hlavním trend m 
rozvíjeným v zahrani í. Tém  stranou zájmu našich matematik  z staly základy geometrie (M. Pasch, 
D. Hilbert), neeukleidovské geometrie (J. Bolyai, N. I. Loba evskij, B. Riemann), vícerozm rné geometrie 
(H. Grassmann, B. Riemann) a klasifikace geometrií s využitím teorie grup transformací a teorie invariant
(F. Klein). O tzv. eské geometrické škole viz J. Folta: eská geometrická škola – Historická analýza, Studie 

eskoslovenské akademie v d, Academia, Praha, 1982. Viz též M. Be vá ová: eská matematická komunita 
v letech 1848–1918, edice D jiny matematiky, svazek . 34, Ústav aplikované matematiky FD VUT, 
Matfyzpress, Praha, 2008; L. Nový a kol.: D jiny exaktních v d v eských zemích, Nakladatelství 

eskoslovenské akademie v d, Praha, 1961. 
18 Podobnou problematikou se zabývali S. Kantor, K. Küpper, M. Lerch, F. Machovec, K. Pelz, J. S. Van ek, 
M. N. Van ek, Ed. Weyr, K. Zahradník aj. 
19 Živa. Sborník v decký Musea království eského. Odbor p írodov decký a mathematický . X. V Praze, 
1872, 47 stran. V originále Luigi Cremona: Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane, Memorie 
dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna, Tomo II, 1863, Tomo V, 1865. 
20 eské, spisovatelem rozmnožené a opravené vydání, jež uspo ádal Emil Weyr. V Praze, 1873. Majetkem 
a nákladem Jednoty eských mathematik , 176 stran. V originále: Luigi Cremona: Introduzione ad una teoria 
geometrica delle curve piane, Bologna, 1862. 
21 O Weyrov  život  a díle, jeho studijním pobytu v Itálii a spolupráci s L. Cremonou viz J. Be vá , 
M. Be vá ová, J. Škoda: Emil Weyr a jeho pobyt v Itálii v roce 1870/71, Nakladatelství VUT, Praha, 2006. 
22 Korespondence A. R. Harlachera (1842–1890) se týká vým ny publikací, jeho odborných hydrometeo-
rologických m ení v povodí Labe a innosti v hydrologické sekci Hydrografické komise Království eského, 
která byla založena roku 1875 a uve ej ovala pravidelné ro ní zprávy o hydrografickém výzkumu. 

Jediný dochovaný dopis Emila Weyra obsahuje základní charakteristiku zam ení asopisu Monatshefte 
der Mathematik und Physik, který ve Vídni roku 1891 založil Em. Weyr a Gustav von Escherich (1849–1935).



68

5 Josef Sylvestr Van ek – autor dopis 23

Josef Sylvestr Van ek (nar. 7. 3. 1848 v Tábo e, zem. 13. 8. 1922 v Praze)24

studoval od roku 1861 do roku 1867 na reálce v Tábo e, od roku 1867 do roku 1870 na 
reálce v Praze. V té dob  byla sice reálka jen šestit ídní, ale J. S. Van ek studia pro 
nedostatek finan ních prost edk  opakovan  p erušoval, pomáhal svému otci Mat jovi 
vykonávat zednické emeslo, a dokonce se sám vyu il zedníkem. Po absolvování reálky 
studoval na technice v Praze.25 Roku 1873 p ijal nabídku chorvatské vlády a odešel do 

Odesílatel Období Jazyk Po et Charakter 
Andreas Rudolf Harlacher 1881–1883 francouzský 4 odborná (nematematická) 

a organiza ní 
Moritz Kantor 1879 n mecký 2 osobní 
Seligman Kantor 1878–1892 n mecký 

francouzský 
italský 

25 odborná (matematická) 
a osobní 

Josef Sylvestr Van ek 1882–1885 italský 
francouzský 

7 odborná (matematická) 
a osobní 

Emil Weyr 1892 n mecký 1 organiza ní  

                                                                                                                                                        
Je dopln n prosbou, zda by Luigi Cremona (nebo jiný italský matematik) pro výše uvedený asopis nesepsal 
n jaký lánek a zda by nemohl zprost edkovat jeho vým nu za asopis Annali di matematica pura ed applicata. 

Rozsáhlá, ist  odborná korespondence Seligmana Kantora (1857–1902) a dva soukromé dopisy jeho 
otce Moritze Kantora budou analyzovány v budoucnu. 
23 Psaní k estního jména kolísalo; objevují se varianty Sylvestr, Sylvester, Silvestr a Silvester. 
24 Životním osud m a dílu Josefa Sylvestra Van ka dosud nebyla v nována v tší pozornost. Existuje pouze 
jeden rozsáhlejší nekrolog: J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 
138–151. Dále byly uve ejn ny dva nep íliš rozsáhlé lánky pojednávající o bratrech Van kových (viz J. Folta: 
Dva p edstavitelé “ eské geometrické školy” (K 40. výro í úmrtí J. S. a M. N. Van k ), Zprávy Komise pro 
d jiny p írodních, léka ských a technických v d SAV, . 12, 1962, 13–21; J. Folta: ty icet let od smrti brat í 
Van k , Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 8(1963), 28–30). 
25 J. S. Van ek zahájil vysokoškolská studia ve školním roce 1871/1872, když se zapsal jako ádný student 
odboru stavitelství vodního a silni ního (viz A. A. Velflík: D jiny technického u ení v Praze, 2. díl, Praha, 1910, 
str. VII). V prvním ro níku poslouchal následující povinné p ednášky: Mathematika 1. b h (6/1, 6/1; Gabriel 
Blažek), Deskriptivní geometrie 1. b h (4/8 a 4/8; František Tilšer), Fysika (7/0 a 7/0; Karel Václav Zenger) 
a Mineralogie 1. b h (6/1 a 6/1; Jan Krej í). Ze všech zkoušek získal hodnocení „eminente“; tj. s vynikajícím 
prosp chem absolvoval všechny povinné p ednášky a cvi ení p edepsané pro odbor stavitelství vodního 
a silni ního. Navíc si zapsal mimo ádnou p ednášku Geologie a paleontologie (1/0 a 1/0; Antonín Fri , zkouška 
byla op t hodnocena známkou „eminente“). Ve druhém ro níku (školní rok 1872/1873) p estoupil na odbor
strojnictví; zapsal si pouze dv  povinné p ednášky (Deskriptivní geometrická perspektiva (2/4 a 2/4; F. Tilšer) 
a Technická mechanika (5/0 a 5/0; en k Haussmann), které zakon il zkouškami s hodnocením „eminente“). 
Neabsolvoval však dv  povinné p ednášky (Mathematika 2. b h (6/1 a 6/1; G. Blažek) a Geodesie (4/6 a 4/6; 
František Müller). Viz Katalog poslucha  1871/72, C. k. eská vysoká škola technická v Praze a Katalog 
poslucha  1872/73, C. k. eská vysoká škola technická v Praze, Archiv VUT v Praze. Viz též P ehled osob 
a p ednášek na eském polytechnickém ústavu Království eského v Praze pro školní rok 1871–72, Praha, 1871; 
P ehled osob a p ednášek na eském polytechnickém ústavu Království eského v Praze pro školní rok 1872–73, 
Praha, 1872. 

J. S. Van ek pocházel z velmi chudé rodiny (m l osm sourozenc ) a nem l žádnou finan ní podporu, 
proto nemohl vysokoškolská studia dokon it. Nesplnil všechny p edm ty požadované k ukon ení 2. ro níku, 
studium 3. a 4. ro níku ani nezahájil. B hem studií se živil jako domácí u itel nebo byl zam stnán jako pomocný 
technik v r zných pražských stavebních kancelá ích. O jeho život  J. Sobotka napsal: V. vyšel z doby, kdy 
chudému eskému studentu bylo po v tšin  vésti t žký boj o hmotnou záchranu. Boj ten pro V. jakožto 
jiho eského rodáka byl zvlášt  tuhý. Ano i v pozd jším v ku bylo mu zápasiti s mnohými p ekážkami, které mu 
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Osijeku, kde do roku 1875 p sobil jako suplující st edoškolský u itel matematiky.26

V roce 1875 získal místo st edoškolského profesora na reálce v Ji ín , na níž vyu oval 
matematiku a deskriptivní geometrii až do svého penzionování v roce 1906.27 Na odpo-
inek se odst hoval do Prahy, kde od roku 1904 p sobil na eské technice jeho mladší 

bratr Mat j Norbert.28 Brzy však Prahu opustil a vrátil se do svého rodného domku 
v Tábo e. 

J. S. Van ek se od konce sedmdesátých let 19. století v noval moderní geometrii 
(Cremonovy transformace, reciproké Chaslesovy a Hirstovy transformace, vlastnosti k i-

                                                                                                                                                        
kladl život na cestách k dosažení cíl , jež si vytý il. Není tudíž divu, že nez staly tyto okolnosti bez vlivu na jeho 
povahu, a že jistá nezaobalená p ímost nebyla s to získávati mu p ízn  aneb dokonce obliby v rozhodujících 
kruzích ú edních. (J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 138–
151, citát ze str. 139.) 
26 Poznamenejme, že v Osijeku bylo vyšší gymnázium, které vydávalo výro ní zprávy (viz Izv š e o kralj. 
velikoj gimnaziji u Os ku koncem školske godine 1872/3, U Os ku, 1873; Izv š e o kralj. velikoj gimnaziji 
u Os ku koncem školske godine 1873/4, U Os ku, 1874; Izv š e o kralj. velikoj gimnaziji u Os ku koncem 
školske godine 1874/5, U Os ku, 1875; Izv š e o kralj. velikoj gimnaziji u Os ku koncem školske godine 1875/6, 
U Os ku, 1876), v nichž není Van kovo jméno uvedeno. Je pravd podobné, že J. S. Van ek vyu oval na nižší 
reálce, která výro ní zprávy nepublikovala; informace o jeho pedagogickém p sobení v Chorvatsku se nepo-
da ilo dohledat. 
27 J. S. Van ek obdržel místo na m stské nižší reálce, která byla roku 1884 „zestátn na” a po dlouhých 
diskusích a jednáních byla teprve roku 1896 rozší ena na úplnou (tj. sedmit ídní) školu. J. S. Van ek na ní 
vyu oval od 18. srpna 1875 do 31. prosince 1906. V letech 1875/1876 až 1895/1896 u il na nižší reálce 
(zem pis, matematika, m ictví, deskriptivní geometrie a krasopis); týdn  míval 18 hodin. Viz V. Hátle: Z pa-
m tí ji ínské reálky, Výro ní zpráva c. kr. vyšší reálky v Ji ín  za školní rok 1896–97, Ji ín, 1897, 3–16. Od 
školního roku 1896/1897 u il v nižších i vyšších t ídách reálky; obvykle míval 18 hodin týdn  (matematika, 
m ictví a rýsování, deskriptivní geometrie, krasopis). Pravideln  býval t ídním u itelem, spravoval rozsáhlou 
sbírku model  pro výuku geometrie a organizoval školní výlety a exkurze. Viz Výro ní zpráva c. kr. vyšší reálky 
v Ji ín  za školní rok 1896–7, Ji ín, 1897, …; Výro ní zpráva c. kr. vyšší reálky v Ji ín  za školní rok 1905–6, 
Ji ín, 1906.  

Na konci zá í roku 1906 J. S. Van ek onemocn l, vzal si dovolenou na zotavenou a již v listopadu 
téhož roku požádal o penzionování; jeho žádosti bylo vyhov no: Josef Van ek, c. k. profesor 7 t ídy hodnostní, 
koncem m síce prosince 1906 [ukon il innost na škole], byv touž dobou dán ke své žádosti na trvalý odpo inek 
vynesením c. k. min. k. a v. ze dne 10. prosince 1906 . 44.562 (C. k. z. šk. r. 20/12 1906 ísl. 62.023.). Viz 
Výro ní zpráva c. kr. vyšší reálky v Ji ín  za školní rok 1906–7, Ji ín, 1907. 

J. S. Van ek po mnoho let také ídil pokra ovací pr myslovou školu, resp. pokra ovací školu 
pr myslovou a obchodní, která byla umíst na v budov  reálky, a vyu oval krasopis v celoro ních kurzech pro 
u itele m š anských škol, které byly z izovány p i ji ínské reálce. 
28 Mat j Norbert Van ek (nar. 30. ledna 1859 v Tábo e, zem. 15. zá í 1922 v Nemyšli u Tábora) studoval po 
dokon ení táborské reálky na eské technice v Praze, kde ho zaujala matematika a deskriptivní geometrie. Ve 
školním roce 1883/1884 p sobil jako suplent vyšší eské reálky v Havlí kov  Brod . Od roku 1884 až do roku 
1889 byl asistentem G. Blažka, profesora matematiky na eské technice v Praze. V dob , kdy G. Blažek zasedal 
v íšském sn mu ve Vídni, vedl M. N. Van ek výuku matematiky sám. Roku 1886 složil zkoušku u itelské 
zp sobilosti, která ho oprav ovala k výuce matematiky a deskriptivní geometrie na eských reálkách. Od roku 
1889 až do roku 1893 u il na reálce v Hradci Králové, od roku 1893 do roku 1903 na reálce v eských 
Bud jovicích a od roku 1903 do roku 1904 na reálce v Tábo e. V roce 1904, když byly na eské technice z ízeny 
paralelní p ednášky, byl pov en suplováním matematických p ednášek. V roce 1906 se na výše uvedené škole 
habilitoval pro obor vyšší matematiky a roku 1908 (po penzionování G. Blažka) byl jmenován ádným 
profesorem matematiky. Toto místo zastával až do smrti. Viz J. Folta: Dva p edstavitelé “ eské geometrické 
školy” (K 40. výro í úmrtí J. S. a M. N. Van k ), Zprávy Komise pro d jiny p írodních, léka ských 
a technických v d SAV, . 12, 1962, 13–21; J. Folta: ty icet let od smrti brat í Van k , Pokroky 
matematiky, fyziky a astronomie 8(1963), 28–30; V. Hruška: Posmrtná vzpomínka na Mat. Norb. Van ka, 

asopis pro p stování mathematiky a fysiky 52(1923), 313–319; F. Balada, K. Koutský, J. Rádl: Kalendá
eských matematik , Matematika ve škole 3(1952/1953), p edsádka.  

Zmínky o bratrech Van kových jsou i v encyklopediích (viz Ott v slovník nau ný, díl 26, str. 391–392, 
J. C. Poggendorff: Biographisch-literarisches Handwörterbuch zur Geschichte der exakten Wissenschaften, 
Bd. III, str. 1385, Bd. IV, str. 550, Bd. V, str. 1294 a Bd. VI, str. 2735). 
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vek a ploch vyšších ád , klasifikace k ivek vyšších ád  a stup , speciální k ivky 
a jejich konstrukce, projektivní geometrie, kinematická geometrie, historie matematiky 
apod.). 

 Josef Sylvester Van ek  Luigi Cremona 

Ve školním roce 1878/1879 absolvoval studijní stipendijní pobyt v Pa íži, kde se 
seznámil s Victorem Mayerem Amédéem Mannheimem (1831–1906), profesorem na 
École Polytechnique, Jeanem-Gastonem Darbouxem (1842–1917), profesorem na École 
Normale Supérieure, a Jeanem-Claudem Bouquetem (1819–1885), profesorem na Sor-
bonn . Zejména pod Mannheimovým vlivem se zabýval reciprokými transformacemi 
a základy kinematické geometrie.29  

Poznatky z Pa íže shrnul v knížce Pošinování geometrických útvar v,30 která 
p itáhla pozornost našich geometr  ke kinematické geometrii31 a p ivedla je k hlubšímu 

29 Kinematická geometrie se zrodila z úvah G. Monge, J. N. P. Hachetta a L. N. M. Carnota. Roku 1859 vytvo il 
A. Terquem první ucelen jší teorii o pohybech ur ených p edem stanovenými geometrickými podmínkami a dal 
jí název géométrie cinématique (kinematická geometrie). Rozvoj strojírenské výroby si žádal hlubší znalosti 
o geometrických tvarech, p evodových soustavách, konstrukci mechanism  ozubených kol apod., proto roku
1867 zavedl V. M. A. Mannheim do u ebního plánu École Polytechnique povinné p ednášky z „geometrie 
pohybu“. Na konci 60. let a zejména na po átku 70. let 19. století se objevily první u ebnice kinematické 
geometrie, které se opíraly o Chaslesovy a Mannheimovy lánky uve ejn né v Comptes Rendus Hebdomadaires 
des Séances de l’Académie des Sciences (Paris) a ve zprávách École Polytechnique. 
30 Nákladem vlastním, Ji ín, 1880, 184 stran. J. S. Van ek knihu v noval Karlu knížeti z Trauttmansdorff-
Weinsbergu, svému mecenáši. P eložil a p epracoval Mannheimovy p ednášky z kinematické geometrie, které se 
konaly na pa ížské polytechnice ve školním roce 1878/1879. Jedná se o první monografii pojednávající pouze 
o kinematické geometrii, nebo  ve francouzské verzi vyšly Mannheimovy p ednášky roku 1880 pod názvem
Cours de géométrie descriptive de l’École polytechnique, comprenant les éléments de la géométrie cinématique 
(Gauthier-Villars, Paris, 1880, 480 stran + 256 obrázk ), avšak kinematické geometrii v nich byla v nována jen 
jedna kapitola. Teprve roku 1888 byla vytišt na obsáhlá monografie L. E. H. Burmestera: Lehrbuch der 
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studiu r zných druh  k ivek, vyšet ování jejich vlastností a pokus m o zobec ování kon-
struktivních postup .32 Sv j pohled na kinematickou geometrii charakterizoval takto: 

Spis tento vzešel ze zápisek, které autor, obcovav p ednáškám 
z deskriptivní geometrie professora Mannheima na polytechnice 
Pa ížské, si byl u inil. Mnohé dopl ky pocházejí od autora. 

Prof. Mannheim vydal pozd ji p ednášky své p em n né a dopln né. 
Autor spisu ››Pošinování‹‹ neuznává ani onen ve form  Mannheimem 
uve ejn ný za dílo toho druhu, aby nahradilo deskriptivní geometrii, 
nýbrž za její velmi cennou v tev, prosp šnou zejména mechanik m.33

V roce 1881 J. S. Van ek publikoval rozsáhlou syntetickou studii o vlastnostech 
k ivek nazvanou K ivé áry rovinné i prostorové.34 Práce sice nep inášela ani p vodní 

                                                                                                                                                        
Kinematik für Studirende der Maschinentechnik, Mathematik und Physik geometrisch Dargestellt. Band 1. Die 
ebene Bewegung (2 díly, A. Felix, Leipzig, 1888, 941 stran + 57 tabulek obrázk ), která se stala na více než dv
desetiletí základním pramenem ke studiu kinematické geometrie. 

První eská monografie o základech kinematické geometrie sepsaná J. S. Vane kem se skládá ze dvou 
ástí – Pošinování v rovin  a Pošinování v prostoru. První ást je rozd lena na p t kapitol: Úvod, Pošinování 

nekone n  malé (principy), Pošinutí ukon ené (O vlastnostech pošinování jakéhokoliv obrazce, Vlastnosti dvou 
geometricky stejných k ivých ar, Ukon ené pošinutí v rovin , které se skládá z oto ení a p enesení, Vlastnosti 
dvou stejných symmetrických obrazc , v rovin  jakkoliv rozložených), Pošinování podobných obrazc , 
Sestrojování st ed  k ivosti k ivých ar, vytvo ených p i pohybu rovinného obrazce v téže rovin . Druhá ást je 
rozd lena na ty i díl í ásti. První je tvo ena p ti kapitolami (Úvod, Geometrické vlastnosti nekone n  malého 
pošinutí obrazce formy neprom nné, Aby bylo pošinování obrazce formy neprom nné ur ito, jest zapot ebí p ti 
podmínek, Redukce rozli ných podmínek, které p icházejí p i definici pošinování obrazce v tomto samotném 
p ípad : bod jest nucen z stati na dané ploše, Nový zp sob normál). Druhá ást se skládá z p ti kapitol 
(Pošinování p ímé áry; upot ebení p i plochách p ímo arých, O pošinování dvojst nu, O pošinování n kterých 
zvláštních trojst n , O pošinování plochy a obrazce jakéhokoliv, který podléhá n kolika podmínkám, Plochy 
šroubové). T etí ást nazvaná Pošinutí ukon ené obsahuje ty i kapitoly (Pošinutí p ímé áry v prostoru, 
Pošinutí rovinného obrazce v prostoru, Pošinutí sférického obrazce na ploše kulové; pošinutí t lesa, jehož jeden 
bod jest stálým, O pošinutí obrazce formy neprom nné v prostoru). tvrtá ást nazvaná Pošinování podobných 
obrazc v má dv  kapitoly (Základní úvahy, Pošinování obrazce v prostoru, když z stává sám sob  podobným). 
31 Zájem o kinematickou geometrii se u nás objevil již v 60. letech 19. století v n mecky psaných pracích 
K. Küppera a poté na za átku 70. let 19. století v n kolika láncích Ed. Weyra, který studoval vlastnosti úpatnic, 
evolut a dalších speciálních k ivek. Oba ve svých pracích sice užívali kinematickou terminologii, neužívali však 
kinematické metody. První esky psané práce o kinematické geometrii se objevily na po átku 70. let 19. století 
a p isp ly ke zrodu eské terminologie (viz F. Hora: P ísp vek k d jepisu trochoid, asopis pro p stování 
mathematiky a fysiky 1(1872), 54–60; F. J. Studni ka: Poznámka k theorii trochoid, tamtéž, 252–253). 
32 Knížka více i mén  ovlivnila n které práce eských geometr , nap . F. Machovce, B. Procházky, 
A. Suchardy a Ed. Weyra.  
33 J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici 
professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 
16 stran, citát ze str. 15. 
34 Nákladem vlastním, Ji ín, 1881, 117 stran. V první ásti spisu J. S. Van ek vyložil problematiku a konstrukci 
te en, normál a polár k ivek, výpo et polom ru k ivosti a rektifikaci k ivek. Druhou ást v noval algebraickým 
a transcendentním arám. Popsal konstrukce, analytická vyjád ení a základní vlastnosti oby ejných a konfo-
kálních kuželose ek, k ivek t etího ádu, k ivek t etího stupn , k ivek tvrtého ádu a k ivek vyšších ád  (nap . 
semikubická parabola, kubická parabola, kubická hyperbola, kisoida, Descart v list, Pascalova závitnice, 
kardioida, konchoida, lemniskáta, cykloida, epicykloida, hypocykloida, sinusoida, kosinusoida, logaritmická 
lemniskáta, et zovka, spirály). Ve t etí ásti vyložil základní vlastnosti prostorových algebraických 
i transcendentních k ivek (nap . sférické kuželose ky, sférické bikvadriky, geodetické linie, te né áry, 
asymptotické linie, linie stejného spádu, linie nejv tšího spádu, konturové áry, áry sv tlosti, loxodroma, 
polodie, cyklocylindrika, kotálnice, šroubovice, spirály, evolventy, evoluty). Poznamenejme, že v úvodu uvedl 
francouzské, n mecké, italské i eské zdroje, z nichž p i sepisování vycházel (nap . J. de la Gournerie, M. Chas-
les, V. M. A. Mannheim, T. Olivier, W. Fiedler, R. F. A. Clebsch, T. Reye, C. Rümpler, G. Salmon, W. Schell, 



72

výsledky, ani zásadní nové myšlenky, ale byla ve své dob  užite ná, nebo  p ehledn
shrnovala všechny základní typy známých k ivek a vykládala jejich vlastnosti, v tšinou 
však bez uvedení d kaz . Obsahovala též popis základních druh  pohyb  a Van k v 
pokus o jejich klasifikaci dopln ný adou názorných p íklad  a kapitolou o konstrukci 
st ed  k ivosti kotálnic. Práv  tato tématika, d ležitá pro konstruktivní teorii k ivek, m la 
ohlas a motivovala ke studiu k ivek a ploch, kterému se v poslední t etin  19. století 
úsp šn  v novalo n kolik našich vysokoškolských i st edoškolských u itel .35  

V roce 1882 vydal J. S. Van ek p vabnou, populárn  napsanou kníže ku nazva-
nou O d jinách geometrie,36 jejíž obsah charakterizoval t mito slovy: 

Ve spisku tomto pokusil se autor podati stru né d jiny vývinu v dy 
geometrické až na naši dobu. Z dob e uvážených, avšak od jiných nedosti 
pochopených a ocen ných p í in nebylo v n m psáno o geometrech eských 
posud žijících, což bylo autoru s mnoha stran ve zlé vykládáno.37

Roku 1885 publikovali brat i Van kové spole nou studii nazvanou Svazkové 
vytvo ování k ivek rovinných, která je souborem p ti lánk  vydaných v letech 1884 až 
1885 ve Zprávách ze zasedání Královské eské spole nosti nauk,38 a její krátké 
pokra ování nazvané Nové vytvo ování svazku kuželose ek.39

Od po átku osmdesátých let až do poloviny devadesátých let publikoval J. S. Va-
n ek, sám nebo s bratrem, více než 20 odborných asopiseckých prací,40 které ukazují, 

R. Staudigl, L. Cremona, Em. Weyr a Ed. Weyr). Je pozoruhodné, jaký m l J. S. Van ek p ehled o naší 
i zahrani ní soudobé literatu e. 
35 Kinematická geometrie zaujala F. Machovce, A. Suchardu, Ed. Weyra, K. Zahradníka; v první t etin
20. století i J. Sobotku a M. Pelíška. Na Van kovy K ivé áry rovinné i prostorové p ímo navazovala
Machovcova práce Zobrazování te en a st ed  k ivosti k ivek na základ  nové methody (Jednota eských 
mathematik , Praha, 1883, 139 stran + 84 obrázk  v textu + 8 tabulek obrázk ). 
36 F. & V. Hoblík, Pardubice, 1882, 40 stran. 
37 J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici 
professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 
16 stran, citát ze str. 15. 
38 J. S. Van ek, M. N. Van ek: Svazkové vytvo ování k ivek rovinných, Královská eská spole nost nauk, 
Praha, 1885, 106 stran. Práce získala roku 1889 tzv. Šetkovu cenu, jež byla ud lena za nejlepší esky psanou 
matematickou studii vydanou v letech 1883 až 1888. Lze ji považovat za vrchol jejich odborné práce. Brat i 
Van kové v ní rozvinuli Steinerovy a Reyeovy syntetické úvahy a principy projektivního vytvá ení složit jších 
geometrických útvar  z útvar  jednoduchých a dob e známých. Pro ilustraci postupu bratr  Van kových 
uve me jejich dva typické zp soby vytvá ení nových k ivek. Za prvé uvažují t i svazky [R], [F1] a [F2] 
algebraických k ivek n-té mocnosti (tj. n libovolnými body roviny prochází práv  jediná k ivka svazku) a dv
pevné algebraické k ivky p1 a p2. Libovolná k ivka R ze svazku [R] protíná k ivku p1 v ur itém po tu bod , 
t mito body prochází práv  jediná k ivka F1 ze svazku [F1]. Tatáž k ivka R ze svazku [R] protíná k ivku p2
v ur itém po tu bod , jimiž prochází jediná k ivka F2 ze svazku [F2]. K ivky F1 a F2 se protínají v bodech, které 
vytvá ejí novou k ivku, probíhá-li k ivka R svazek [R]. Za druhé uvažují jeden svazek [R] algebraických k ivek 
n-té mocnosti a jednu algebraickou k ivku K. V pr se ících k ivek R svazku [R] a k ivky K sestrojují te ny ke 
k ivce R. Nová k ivka vzniká jako obálka výše uvedených te en, pokud vezmeme všechny k ivky R ze svazku 
[R]. Brat i Van kové použili tyto dva konstruk ní zp soby ke studiu k ivek tvrtého ádu se t emi dvojnými 
body. Poznamenejme, že roku 1887 byl J. S. Van ek spolu s F. Machovcem vyznamenán tzv. Weyrovou cenou
ur enou jako odm na za nejlepší geometrickou esky psanou práci. Viz J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, 
Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 138–151, str. 150. 
39 J. S. Van ek, M. N. Van ek: Nové vytvo ování svazku kuželose ek, Královská eská spole nost nauk, Praha, 
1885, 16 stran. 
40 Práce sepisoval francouzsky (25 prací), esky (21), chorvatsky (5) a n mecky (2). Uve ej oval je 
v následujících asopisech a zprávách: asopis pro p stování mathematiky a fysiky, Sitzungsberichte der könig-
lichen Böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften in Prag (resp. Zprávy ze zasedání Královské eské 



73

že i jako st edoškolský profesor v malém provin ním m st  pe liv  sledoval zahrani ní 
matematické asopisy a monografie, které se v novaly moderní projektivní a kinematické 
geometrii. Ze všech jeho prací je patrné, že se necht l spokojit jen s místem „oby ejného 
st edoškolského profesora“, ale usiloval o místo na vysoké škole v Praze, kde by mohl 
p ednášet, odborn  p sobit na své žáky a v decky pracovat. Po celý život však byl v jisté 
izolaci od domácího eského matematického prost edí, v n mž nenacházel prakticky 
žádnou podporu a inspiraci. 

Roku 1884 se neúsp šn  pokusil o habilitaci na eské Karlo-Ferdinandov
univerzit  v Praze.41 Roku 1895 se p ihlásil do konkurzu na místo ádného profesora 
deskriptivní geometrie na eské technice v Praze, které se uvolnilo penzionováním Fran-
tiška Tilšera (1825–1913). Ani v tomto konkurzu neusp l; místo získal Karel Pelz (1845–
1908), geometr uznávaný v celém Rakousku-Uhersku.42 Po t chto neúsp ších J. S. Va-
                                                                                                                                                        
spole nosti nauk, resp. V stník Královské eské spole nosti nauk v Praze), Rozpravy eské akademie pro v dy, 
slovesnost a um ní, Sitzungsberichte der Österreichischen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
Sitzungsberichte der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Klasse der Bayerischen Akademie der Wissen-
schaften zu München, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Académie des Sciences (Paris), 
Bulletin de la Société Mathématique de France, Mémoires de la Société royale des sciences de Liège, Rendiconti 
della Reale Accademia dei Lincei (Roma), Annali di matematica pura ed applicata, Proceedings of the London 
Mathematical Society, Mélanges mathématiques et astronomiques, tirés du Bulletin de l’Académie imp. des 
sciences de St. Pétersbourg, Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu.
41 J. S. Van ek se na podzim roku 1884 obrátil na profesorský sbor eské filozofické fakulty pražské univerzity 
s žádostí o zahájení habilita ního ízení, a koli nem l maturitní zkoušku složenou na klasickém gymnáziu, nedo-
kon il vysokoškolské studium techniky a nem l ádný vysokoškolský diplom, nestudoval na univerzit  a nem l 
doktorát, tudíž nespl oval základní formální požadavky kladené na uchaza e o soukromou docenturu. Jeho 
žádostí se zabýval profesorský sbor na svém zasedání dne 30. íjna 1884: 

Žádost prof. Jos. Van ka za p ipušt ní k docentu e s prominutím doktorátu. D kan [L. elakovský] 
upozornil na rozhodnutí ministerské ze dne 12. ervna 1884 . 9579 a tázal se, nemá-li [se] žadatel, pon vadž 
nebydlí v míst  a limine odmítnout. Prof. Fri  namítá, že tímto rozhodnutím ministerským se omezuje svoboda 
ucházeti se o docenturu a že jest možná, že docent bude dojížd ti do Prahy p ednášet. Naproti tomu tvrdí prof. 
Kví ala, že rozhodnutí ministerské jest pro sbor závazné a že nelze proti n mu jednati. Kone n  v tšinou p ijat 
návrh prof. Rezka, aby žádost Van kovi byla vrácena. (Viz Protokol I. o sezení sboru profesor  c. k. eské 
fakulty filosofické university Karlo-Ferdinandovy dne 30. íjna 1884, VIII. bod jednací, fond Zápisy ze zasedání 
profesorského sboru eské FF UK, Archiv Univerzity Karlovy v Praze.) 

Profesorský sbor tedy v bec nejednal o odborné kvalit  uchaze e, o jeho habilita ní práci, v decké, 
publika ní a pedagogické innosti. Žádost byla zamítnuta z ist  formálních d vod ; všechny materiály byly 
J. S. Van kovi vráceny. 

Dopl me pro úplnost, že výše zmín ný ministerský výnos na izoval, že uchaze  o habilitaci musí bydlet 
v míst  nebo na p edm stí místa, v n mž p íslušná škola sídlí, tj. v takové vzdálenosti, aby mohl vykonávat 
pravidelné p ednášky a cvi ení. Toto opat ení m lo zabránit „inflaci docentur“. J. S. Van ek nebyl jediný, jehož 
habilitace byla ve školním roce 1884/1885 na základ  tohoto výnosu odmítnuta (nap . dne 19. 3. 1885 byla ze 
stejného d vodu zamítnuta žádost Dr. Práška a dne 9. 7. 1885 žádost Dr. Sklená e).  
42 J. Sobotka o konkurzu napsal: V roce 1895 ú astnil se sout že o místo profesora deskriptivní geometrie na 
eské vysoké školy technické v Praze, jež se uprázdnilo odchodem prof. F. Tilšera na odpo inek a jež ud leno 

bylo K. Pelcovi, ádnému profesoru vysoké školy technické ve Štýrském Hradci. Vzpomínám nerad vypsání 
ve ejné sout že na místo to. Bylo dob e známo, že prof. Pelc toužil po Praze; hlavní p í ina toho byla ta, že 
podnebí ve Štýrsku jeho zdraví nesv d ilo. Mohlo se o ekávati, že sbor profesorský eské vysoké školy technické 
použije této p íležitosti, aby jej povolal zp t do vlasti; nestalo se ale tak. To však Pelce neodradilo, aby se 
o místo neucházel. Byl to hlavn  vliv prof. Ed. Weyra, že p išel do návrhu na první místo a že jeho jmenování do 
Prahy se uskute nilo. V. sám v návrhu nebyl ... (J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie 
v d a um ní 33(1922), 138–151, citát ze str. 151.) 

Pr b h konkurzu je podrobn  popsán v protokolech nazvaných Sch ze profesorského sboru 1895/6 
(8. 10., 19. 11. a 3. 12. 1895, 8. 3. a 23. 6. 1896, Archiv VUT v Praze). Poznamenejme, že konkurzní komise 
(profeso i Ed. Weyr a J. Šolín) navrhla na první místo Karla Pelze, na druhé místo Bed icha Procházku, na t etí 
Antonína Suchardu spole n  s Aloisem Strnadem. Proti návrhu se vzedmula vlna neobvyklého odporu mladých 
docent  a profesor , kte í prosazovali jmenování B. Procházky, pražského st edoškolského profesora, jenž 
výuku deskriptivní geometrie na eské technice v Praze již n kolik semestr  úsp šn  suploval. Ost e kritizovali 
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n ek v decké práce zanechal a v noval se výhradn  výrob  svých záme nických 
vynález . V Ji ín  si založil strojní záme nickou dílnu, která mu však p inesla zna né 
finan ní problémy.43  

Poznamenejme na okraj, že vztahy mezi bratry Van kovými a eskou mate-
matickou komunitou, zejména mezi nimi a Eduardem Weyrem (1852–1903), nebyly asi 
p íliš dobré a p átelské.44 Jednota eských mathematik  a Královská eská spole nost 
nauk vydávaly r zné monografie, u ebnice, rozsáhlejší odborné studie i p eklady vý-
znamných zahrani ních prací, ale brat i Van kové museli své práce obvykle publikovat 
vlastním nákladem nebo v zahrani í. O nep íznivé situaci jist  mnoho vypovídají Van -
kova kritická slova: 

Jak rádi bychom psali o p stování v dy geometrické i u nás. Avšak 
poh íchu národ náš nem l eských škol, z nichž by byli vyšli u enci, kte í by 
op t v du dále rozši ovali a p stovali. V nejnov jší dob  se sice pom ry 
v tomto sm ru zlepšily, avšak o eských soustavných spisech z oboru geo-
metrie z p í in nasnad  ležících poml eti dlužno.45

O vztahu J. S. Van ka k eské spole nosti J. Sobotka napsal toto: 

... Nesl-li t žce, že uznání doma neprojevilo se v té mí e, jak po tom toužil, 
nebyla toho p í inou zaujatost osobní v kruzích v deckých, která se pro-
jevila proti n mu, spíše u nad ízených mu ú ad  st edoškolských, a koliv na 

návrh na Pelzovo jmenování, protože K. Pelz nikdy neu il na eské škole, esky nepublikoval jedinou práci, 
nedoložil znalost eského jazyka a na ú ední dopisy zásadn  odpovídal n mecky. Hlavní d vodem však mohlo 
být to, že jeho švagrem byl neblaze proslulý pražský vrchní policejní komisa  Václav Oli , který se angažoval 
i v procesu s Omladinou. Ed. Weyrovi se nakonec poda ilo prosadit K. Pelze jako prvního a nejlepšího kandidáta 
na uvoln né profesorské místo. Návrh profesorského sboru byl zaslán c. k. ministerstvu kultu a vyu ovaní, které 
dekretem . 11641 ze dne 20. kv tna 1896 jmenovalo K. Pelze ádným profesorem deskriptivní geometrie.  

Van kovou kandidaturou se konkurzní komise v bec nezabývala, nebo  nespl ovala základní formální 
požadavky (nap . ádn  ukon ené vysokoškolské studium). J. S. Van ek ke konkurzní p ihlášce p ipojil tišt ný 
seznam publikací nazvaný P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení 
o stolici professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze (vlastním nákladem,
Ji ín, 1895, 16 stran), který obsahoval stru nou charakteristiku 51 tišt ných prací a t í rukopis . Poznamenejme, 
že práce Svazky orthogonálných hyperboloid  a Plocha kardioido-hypreboloidová byly otišt ny až po konkurzu 
v roce 1895 v Rozpravách eské akademie pro v dy, slovesnost a um ní (viz 4(1895), . 28, 4 strany a 4(1895), 
. 30, 5 stran). Práce Osv tlení orthogonálného hyperboloidu a plochy kardioido-hyperboloidové z stala jen 

v rukopise; její obsah J. S. Van ek popsal takto: P i sestrojování intensivních ar dané plochy užívá se 
rozli ných ploch pomocných. Pohodlný zp sob sestrojování te ných rovin a doty ných bod  p i plochách 
orthogonálných p ímkových, p i nichž je možno užiti doty ných orthogon. hyperboloid , vede k upot ebení 
zp sobu, jakého se užívá p i osv tlení šikmého kužele. 

Probráno tu p edevším sestrojení intensitních bod  na dvou rovnob žných p ímkách tvo ících orth. 
hyperboloidu. Lesklé body a k ivka vlastního stínu sestrojí se velmi snadno. 
Totéž dá se provést na ploše kardioido-hyperboloidové, p i emž sta í obrazy ur ovacích ástek této plochy. 
(J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici 
professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 
16 stran, citát ze str. 15–16.)  
43 Viz J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici 
professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 
16 stran. Viz též J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 138–151. 
44 Viz J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 138–151. 
45 J. S. Van ek: O d jinách geometrie, Pardubice, 1882, str. 40. 
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škole samé nebylo si mu st žovati ani co se osobních ani co se služebních 
pom r  tý e na nic, co by mu p sobení jeho bylo znep íjem ovalo.46

6 Podrobn jší charakteristika Van kových dopis
V letech 1882 až 1885 J. S. Van ek, v dob  svého p sobení na reálce v Ji ín , 

napsal L. Cremonovi 7 krátkých dopis  (2 italsky a 5 francouzsky). První dopisy jsou 
formální, velmi zdvo ilé a neosobní.47 Pozd jší mají osobní charakter, obsahují Van -
kovy zprávy o tom, že byl jmenován dopisujícím lenem Královské eské spole nosti 
nauk a Société Philomatique de Paris,48 gratulace k opakované Cremonov  volb
senátorem,49 žádost o Cremonovu fotografii s podpisem50 a blahop ání k Novému roku.51

Všechny Van kovy dopisy dokládají jeho odbornou práci v geometrii, zájem 
o Cremonovy názory na jeho geometrické výsledky, touhu studovat Cremonovy origi-
nální práce v italštin  a snahu publikovat své práce v italských asopisech. Ukazují též 
Van kovu znalost zahrani ní literatury.52  

S prvním dopisem datovaným 4. 7. 1882 J. S. Van ek pravd podobn  zaslal L. Cre-
monovi své dv  stejnojmenné práce Sur l’inversion générale,53 v nichž reagoval na práci 
britského matematika T. A. Hirsta.54 Snažil se najít obecnou inverzi roviny a popsat její vlast-
nosti. V úvodu lánku napsal: 

                                                
46 J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 33(1922), 138–151, citát ze 
str. 150. 
47 Dopisy za ínají oslovením Molto illustre Signore nebo Illustre Monsieur, pozd ji se objevuje civiln jší oslo-
vení Monsieur. 
48 Viz dopis ze dne 14. 7. 1883. Roku 1885 byl J. S. Van ek zvolen dopisujícím lenem Královské belgické 
spole nosti nauk v Liège (Société Royale des Sciences de Liège). Na po átku 90. let 19. století se J. S. Van ek 
stal dopisujícím lenem eské akademie císa e Františka Josefa pro v dy, slovesnost a um ní, p espolním 
lenem Société mathématique de la France a Circolo Matematico di Palermo. 

49 Viz dopis ze dne 13. 12. 1884. 
50 Viz dopis ze dne 12. 11. 1884, 3. 12. 1884 a 13. 12. 1884. Jako perli ku m žeme p ipojit, že v dopise ze dne 
3. 12. 1884 J. S. Van ek pod koval L. Cremonovi za zaslání fotografie. V dopise ze dne 3. 12. 1884 mu 
oznámil, že Královská eská spole nost nauk chystá fotografické album svých len  a požádal ho jejím jménem 
o zaslání fotografie s vlastnoru ním podpisem. Dne 13. 12. 1884 L. Cremonovi napsal, že Karel František 
Edvard Ko istka (1825–1906), sekretá  spole nosti, obdržel jeho p knou fotografii, že se mu však natolik 
zalíbila, že si ji rozhodl ponechat. Královská eská spole nosti nauk tak z stala bez Cremonova portrétu. 
J. S. Van ek proto poprosil o zaslání nové fotografie, tentokrát však na jeho osobní adresu. V dopise napsal: 
Monsieur la Secrétaire général, Dr. Ch. de Ko istka, ayant reçu votre très jolie photographie, qui avait été 
destinée pour la Société Royale, il l’a conservée pour lui-même, parce qu’il là trouve très belle. ... Seulement je 
pense que Vous auriez de la bonté de renouveler Votre hommage en l’adressant à moi; je m’empresserai de 
l’envoyer au lieu destiné. 
51 Viz dopis ze dne 27. 10. 1885, který má pravd podobn  chybné datování. 
52 V dopise ze dne 3. 12. 1884 J. S. Van ek gratuloval L. Cremonovi k publikování lánku Sopra una 
trasformazione birazionale del sesto grado delle spazio a tre dimensioni, la cui inversa è del quinto grado, 
Proceedings of the London Mathematical Society 15(1884), 242–246. 
53 J. S. Van ek: Sur l’inversion générale, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Académie des 
Sciences Paris 94(1882), 1042–1044, resp. J. S. Van ek: Sur l’inversion générale, Proceedings of the London 
Mathematical Society 33(1882), 29–31. Poznamenejme, že brat i Van kové zaslali práci do sout že o cenu 
francouzské akademie v d: MM. J.-S. et M.-N. Van ek adressent à l’Académie, pour le concours du prix 
Francouer, un Mémoire intitulé »Sur l’inversion générale«. (Renvoi à la Commission du prix Francouer.)
Viz Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Académie des Sciences Paris 98(1884), 1318. 
54 J. S. Van ek reagoval na lánek T. A. Hirst: On the quadric inversion of plane curves, The Quarterly Journal 
of Pure and Applied Mathematics 17(1881), 301–311. 
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M. Hirst, dans son Mémoire On the quadric inversion of plane curves, 
a généralisé la théorie de transformation par rayons vecteurs réciproques de 
telle sorte, qu’il a pris une conique générale C et une point d pour éléments de 
la transformation. Par se point d, on mème un rayon à chaque point a de la 
figure proposée, et l’on prend sur ce rayon le point a' conjugué de a par 
rapport à la conique. Ces points a' forment la nouvelle figure. Nous allons 
donner, dans cette Note, l’idée d’une transformation plus générale. 

Vlastní zobrazení J. S. Van ek definoval takto: 

Considérons une conique C, que nous appelons fondamentale, et une 
droite D dans le plan de la conique C. La droite D est la directrice de la 
transformation. Supposons que la figure proposée soit une droite L. La polaire 
A d’un point a de la droite L, par rapport à la conique C, coupe la directrice D 
en un point a1, dont la polaire A, passe par le pôle d de la droite D et par a. Le 
point d’intersection a2 de ces deux polaires est le transformé du point a. La 
transformée de la droite L est une conique (a2), qui passe par les points 
d’intersection des droites D, L avec la conique fondamentale C et par les pôles 
de ces deux droites.55

V dalších ty ech ástech lánku popsal speciální p ípady výše uvedené inverze.56 Jeho 
zám r se však nezda il; nalezl pouze ekvivalentní vyjád ení již známé Hirstovy inverze, jak 
správn  napsal F. Meyer, autor recenze Van kovy práce uve ejn né v referativním asopisu 
Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik.57 Cremon v názor na zaslané práce se 
nedochoval.58

55 J. S. Van ek: Sur l’inversion générale, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Académie des 
Sciences Paris 94(1882), 1042–1044, citát ze str. 1042–1043. 
56 J. S. Van ek obsah lánku charakterizoval takto: V tomto lánku je podána základní myšlénka o všeobecné 
inversi vzhledem k základní kuželose ce a ídící k ivce n-tého ádu a dokázáno, že kterákoliv k ivka m-tého ádu 
p etvo í se v k ivku 2mn-tého ádu. 

Dále jsou ur eny mnohonásobné body na odvozené k ivce, jakož i po et jejích inflek ních bod
mn (m+n–2). (J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení 
o stolici professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem,
Ji ín, 1895, 16 stran, citát ze str. 3.)  
57 Herr Hirst hatte eine Verallgemeinerung der gewöhnlichen Inversion (in der Ebene) angegeben, nach der 
zwei Punkte x, y Bilder von einander sind, wenn sie in Bezug auf einen festen Kegelschnitt conjugirt sind, und 
wenn noch ihre Verbindungslinie durch einen festen Punkt geht. Der Herr Verfasser will eine Idee von einer 
Verallgemeinerung dieser Hirst’schen Transformation geben, es entgeht ihm aber, dass seine Transfor-
mation mit der Hirst’schen völlig identisch ist. Es folgen Anwendungen auf verschiedene besondere Fälle. (Viz 
http://www.emis.de/cgi-bin/jfmen/MATH/JFM/quick.html, recenze JFM 14.0723.01.) 
58 Stru n e eno, J. S. Van ek vycházel ze vztahu pevné kuželose ky (resp. pevné plochy druhého stupn ) 
a jejích prom nlivých polárních trojúhelník  (resp. polárních trojhran ). V n kolika po sob  následujících 
láncích ( áste n  se p ekrývajících) studoval vlastnosti k ivek vytvá ených vhodn  zvolenými body výše 

uvedených prom nných útvar ; poda ilo se mu vytvo it a popsat n kolik speciálních ploch vyšších ád . 
Výsledky a význam t chto prací výstižn  zhodnotil J. Sobotka: 

... Podstatu této transformace [metoda recipro ních pr vodi  a kvadratická transformace] uve ej uje
[J. S. Van ek] na r zných místech tém  sou asn , takže úvahy v ad  pojednání jedn ch jsou áste n  aneb 
v podstat  p evzaty do pojednání jiných, kdežto v celé ad  pojednání, jež jsou v tšinou prací spole nou obou 
brat í, jsou podrobn  provedeny r znými sm ry úvahy, jichž výsledek jest d íve podán v pojednáních jiných. 
Volbou rozmanitých útvar ídících p i zmín ném pohybu vznikají útvary speciální, které se stávají p edm tem 
spole ného zpracování v ad  pojednání uve ejn ných ve spisech spole ností u ených domácích i zahrani ních; 
mám za to, že by jisté omezení v tomto sm ru bylo bývalo v ci na prosp ch. Snaha chtíti vyvoditi vlastnosti 
útvar  geometrických na základ  jednoho principu obsahuje nebezpe í jednostrannosti a vede n kdy k známým 
vlastnostem a ke konstrukcím, které na základ  jiných známých method lze obdržeti cestou kratší a v uspo ádání 
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Van k v dopis ze dne 12. 11. 1884 

p ehledn jším a jednodušším. (J. Sobotka: Josef Silvestr Van ek, Almanach eské akademie v d a um ní 
33(1922), 138–151, citát ze str. 148–149.) 

Opakované publikování tém  totožných prací i jejich ástí nebo zkrácených verzí dokládá i referativní 
asopis Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. Poznamenejme, že to nebyl nijak výjime ný p ípad, 

obvykle však naši auto i publikovali totožné práce v r zných jazykových mutacích. J. S. Van ek, sám nebo 
spolu s bratrem, publikoval tém  totožné práce (nebo jejich ásti) opakovan  nebo jen s drobnými úpravami 
v r zných asopisech, které otiskovaly francouzsky psané lánky. 
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Ve druhém dopise ze dne 29. 7. 1882 J. S. Van ek napsal, že získal Cremonovu práci 
Grundzüge der allgemeinen Theorie der Oberflächen in synthetischer Behandlung,59 a po-
žádal ho o zaslání jejího originálu, nebo  necht l studovat n mecký p eklad. Poznamenejme, 
že J. S. Van ek se výrazn  orientoval na Francii a Rusko, resp. Itálii, tj. na zem , kde byla 
odborná literatura publikována francouzsky, resp. italsky. Pootev el tak cestu naší matematice 
do jiného v deckého prost edí. K této orientaci jist  p isp l jeho pobyt v Pa íži a p átelství 
s p edními francouzskými matematiky, což nebylo v našich zemích v 80. letech 19. století 
v bec typické, nebo  naši matematici se obvykle soust e ovali na n mecké prost edí, resp. 
n mecky psanou literaturu. 

Ke t etímu dopisu ze dne 14. 7. 1883 J. S. Van ek p iložil rukopis lánku, který napsal 
spolu s bratrem pro italskou akademii v d ím . Prosil L. Cremonu o posouzení práce 
a v p ípad , že ji shledá zajímavou a publikovatelnou o její p edložení k otišt ní.60

59 Berlin, 1870, 228 stran. Jedná se o p eklad t í Cremonových prací (Introduzione ad una teoria geometrica 
delle curve piane, Memorie dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 12(1862), 305–436; 
Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Rendiconti dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di 
Bologna 1865/1866, 76–77, a Memoire dell’Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna 6, 1867, 29–78; 
Mémoire de géométrie pure sur le surfaces du troisième ordre, Journal für die reine und angewandte Mathematik 
68(1868), 1–133), který ud lal Maxmilian Curtze (1837–1903), slavný n mecký filolog, p ekladatel a historik 
matematiky, velký znalec Koperníkova, Oresmova a Bradwardinova díla. 
60 Název práce není v dopise uveden, její téma a obsah nejsou blíže specifikovány. Není z ejmé, o jakou práci 
brat í Van k  se jednalo a jaký byl její další osud. J. S. Van ek se o ní pravd podobn  zmi oval ješt  v dopise 
ze dne 12. 11. 1884, když se tázal, zda a s jakým výsledkem byla akademii v d p edložena. Cremonova odpov
se nedochovala. 

V této dob  se brat i Van kové intenzívn  zabývali problémem involuce, snažili se zobecnit Weyrovu 
definici obecné involuce rovinných útvar  na útvary prostorové.  

P ipome me Weyrovu definici involuce vyššího stupn  a vyšší t ídy: Involucí n-tého stupn  k-té t ídy 
nazýváme takový vztah mezi prvky daného geometrického útvaru rodu nula, p i n mž vhodnou volbou k prvk  je 
stanoveno n–k prvk (n > k) tohoto útvaru tak, že kterýkoliv z k-prvk  lze považovat za prvek ur ující všechny 
prvky tohoto n- lenného souboru. (Více viz Em. Weyr: Theorie der mehrdeutigen geometrischen Ele-
mentargebilde und der algebraischen Curven und Flächen als deren Erzeugnisse. Mit 5 Figurentafeln, Druck 
und Verlag B. G. Teubner, Leipzig, 1869, 156 stran; Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein-zwei-deutiger 
Gebilde, insbesondere der Regelflächen dritter Ordnung, Druck und Verlag B. G. Teubner, Leipzig, 1870, 
175 stran; Beiträge zur Curvenlehre, Alfred Hölder, K. k. Hof- und Universitätsbuchhändler Wilhelm 
Braumüller, Wien, 1880, 64 stran. Viz též Em. Weyr: Ueber Involutionen höherer Grade, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik 72(1870), 285–292; Zur Vervollständigung der Involution höherer Ordnung. (Mit 
zwei Holzschnitten), Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 61(1870), 
2. Abth., April-Heft, 488, 600–606; Ueber höhere Involutionen, Sitzungsberichte der königlichen böhmischen
Gesellschaft der Wissenschaften, 1870, 1. Abth., Februar, 14–18; Z nov jší geometrie. O involuci, Druhá zpráva 
Jednoty eských mathematik , Praha, 1870, 10–21; Zur Theorie der Involutionen höherer Grade, Zeitschrift für 
Mathematik und Physik 16(1871), 353–354; Grundzüge einer Theorie der cubischen Involutionen, Abhand-
lungen der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, 1874, VI. Folge, 7. Band, 56 stran; Über 
die projectivische Beziehung zwischen den singulären Elementen einer cubischen Involution, Sitzungsberichte 
der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 73(1876), 2. Abth., Mai-Heft, 654–656; Über Invo-
lutionen n-ten Grades und k-ter Stufe, Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 
79(1879), 2. Abth., April-Heft, 680–698.) O Weyrových výsledcích viz J. Be vá , M. Be vá ová, J. Škoda: Emil 
Weyr a jeho pobyt v Itálii v roce 1870/71, Nakladatelství VUT, Praha, 2006; M. Be vá ová: eská 
matematická komunita v letech 1848–1918, edice D jiny matematiky, svazek . 34, Ústav aplikované mate-
matiky FD VUT, Matfyzpress, Praha, 2008, a J. Folta: eská geometrická škola – Historická analýza, Studie 

eskoslovenské akademie v d, Academia, Praha, 1982. 
V asopise Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de l’Académie des Sciences Paris brat i 

Van kové uve ejnili sérii lánk  nazvanou Sur l’involution des dimensions supérieures (99(1884), 742–744, 
856–857, 909–911). Jejich úsilí však kon ilo uvedením definice involuce a popisem n kolika speciálních 
p íklad . Poznamenejme, že tato práce nebyla recenzována v referativním asopisu Jahrbuch über die 
Fortschritte der Mathematik. Je bezesporu zajímavé uvést Van kovo vlastní hodnocení výše uvedené série 
prací: Sur l’involution des dimensions supérieures.  
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Ve tvrtém dopise ze dne 3. 12. 1884 J. S. Van ek uvedl, že tento m síc zaslal lánek 
italské akademii v d v ím , který sepsal op t se svým bratrem. Pravd podobn  se jednalo 
o práci Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces.61

Zmínil se o ní a o jejích úpravách v dopise ze dne 13. 12. 1884, v n mž mimo jiné prosil 
o vytišt ní 50 separát  pro své a bratrovy pot eby. Práce byla otišt na roku 1885.

Další Van kovu korespondenci a jeho rukopisnou poz stalost se nepoda ilo ani u nás, ani 
v zahrani í dohledat; pravd podobn  se nedochovala. 

Involuce v tomto lánku nastín ná je všeobecn jší oné, která až posud ve v deckých láncích projednávána byla. 
Involuce tato uve ejn ná nazvána druhého rozm ru oproti oby ejné, jež je prvého rozm ru. 
Jsou tu rozlišeny dva p ípady 
1. involuce druhého rozm ru a (2n+1)-ho ádu
2. involuce druhého rozm ru a 2n-ho ádu.

Sur l’involution des dimensions supérieures.  
lánek tento obsahuje následující definici: 

Jednoduše nekone né množství m ických míst n-tého rozm ru nazváno budiž m ickým místem (n+1)-ho 
rozm ru. 
Z toho je odvozeno: 
Budiž  po et bod , jež ur ují jedinou k ivku C ádu c; k ivky C ur ené – 1 body vytvo ují m ické místo 
(2 1+1)-ho rozm ru. 
Budiž dále  po et bod  ur ujících jedinou plochu S ádu s; plochy S ur ené body – 1 tvo í m ické místo 
( +2)-ho rozm ru. 
Na základ  t chto pou ek jsou odvod ny involuce vyšších rozm r . 

Sur l’involution des dimensions supérieures.  
Zde jsou podána tato pojmenování p i involucích: Po et bod  tvo ících skupinu je nazván stupn m involuce. 

ád m ického místa vyššího je ádem involuce. Rozm r nosi e je rozm rem involuce. Rozdíl ád  obou 
m ických míst stanovících involuci je schodkem involuce. 
Po tuto uvedeném ozna ení je poukázáno k involuci vyšších rozm r  v rovin , p i emž dostává se tato pou ka. 
Tato involuce je stupn  c1 c2 -tého, rozm ru ( 2–1)-ho a ádu ’1-ho. Schodek její je 1 – 2 . Z toho se pak dá 
p ejíti na známé involuce prvního rozm ru. (J. S. Van ek: P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Va-
n ek ... P íloha p i ucházení o stolici professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické 
v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 16 stran, citát ze str. 5–6.)  
61 J. S. Van ek, M. N. Van ek: Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de 
surfaces, Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei di Roma, 1885, 130–133. Podrobn jší charakteristiku této 
práce lze najít v recenzi, kterou napsali C. Segre z Turína a A. Lampa z Berlína. (Viz http://www.emis.de/cgi-
bin/jfmen/MATH/JFM/quick.html, JFM 17.0667.01.)  

V asopise „Rendiconti“ byl uve ejn n pouze stru ný výtah obsahující základní výsledky práce brat í 
Van k . J. S. Van ek na to poukazuje ve svém soupisu publikací t mito slovy: Professor Cremona podal 
akademii [ ímské] výtah z práce ››sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de 
surfaces‹‹, která pro svou objemnost nemohla býti ve zprávách této akademie uve ejn na. (J. S. Van ek: 
P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici professury deskriptivní 
geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze, vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 16 stran, citát ze str.  6.)  

Celá studie byla otišt na v asopise Annali di matematica pura ed applicata (viz Sur la génération des 
surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces, Annali di matematica pura ed applicata, 2. série, 
14(1886), 73–114). O rok pozd ji byla dopln na rozsáhlým pojednáním nazvaným Contact des faisceaux de 
surfaces (Annali di matematica pura ed applicata, 2. série, 15(1887), 73–114), které op t sepsali brat i 
Van kové spole n . Pojednali v n m o bodech dotyku ve vícemocných svazcích s danými p ímkami, resp. 
rovinami, resp. mezi vlastními prvky svazku a popsali útvary (k ivky i plochy), které vytvá ejí dotykové body.  

Van kova vlastní podrobná charakteristika obsahu a významu práce je uvedena na stranách 12 až 14 
jeho bibliografie P ehled prací geometrických, které sepsal J. S. Van ek ... P íloha p i ucházení o stolici 
professury deskriptivní geometrie na c. k. eské vysoké škole technické v Praze (vlastním nákladem, Ji ín, 1895, 
16 stran).  



80

7 Záv r 
Na p íkladu L. Cremona – J. S. Van ek jsme se pokusili stru n  nazna it, jaké 

možnosti a inspirace p ináší historik m v dy studium rozsáhlejších kolekcí odborné i ins-
titucionální korespondence a dalších osobních materiál  významných matematik . 
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TEORIA GALOIS W SPU CI NIE 
KRETKOWSKIEGO 

DANUTA CIESIELSKA

Streszczenie: In the legacy of Władysław Kretkowski we found a notebook. There are 
handwritten notes in Polish (made probably by Kretkowski) on Galois theory. The notes 
were written in the sixties of the 19th century. In the paper, we start with a biography of 
Kretkowski. Next, a short introduction to the history of Galois theory and its classical 
form, and the history of the reception of Galois theory up to 1870 is given. Four section 
of the notes are briefly discussed and some definitions, theorems and examples from the 
notes are presented. The copy of the first page of the fundamental section of the theory is 
also given.  

1 Wst p 

1.1 Władysław Kretkowski i jego spu cizna 
Władysław Kretkowski herbu Doł ga urodził si  20 grudnia 1840r. w Wierzbinku na 

Kujawach w Królestwie Polskim. Jego rodzicami byli Emilian oraz Izabela z domu 
Chrz szczewska. Nauk  pocz tkowo pobierał w domu, nast pnie w szkole Jana 
Nepomucena Leszczy skiego w Warszawie oraz Instytucie Szlacheckim, by ostatecznie 
w roku 1857 zosta  uczniem gimnazjum realnego w Warszawie. W czasie swej nauki 
miał okazj  zetkn  si  z wynalazc  i konstruktorem Stanisławem Lilpopem1 oraz 
nauczycielem matematyki Janem Pankiewiczem2. Lata sze dziesi te XIX wieku (usun
przecinek) to dla Kretkowskiego głównie czas studiów i podró y naukowych.3
Władysław odwiedził Wystaw wiatow  w Londynie. W roku 1865 rozpocz ł studia 
w Pary u w École Imperiale des Ponts et Chauseés (Szkoła Dróg i Mostów).4
Prawdopodobnie ju  rok wcze niej Kretkowski rozpocz ł studia z zakresu matematyki na 
Sorbonie. Władysław Kretkowski 11 kwietnia 1868r. otrzymał stopie  licencjata nauk 
matematycznych paryskiej Sorbony, dyplom Szkoły Dróg i Mostów za  6 listopada 1868r 
(doda  kropk ). Został członkiem Towarzystwa Nauk cisłych w Pary u. Publikował 
prace i opracowania matematyczne, wi kszo  w Pami tniku Towarzystwa Nauk 

cisłych (dalej TN ). Bezpo rednio po powrocie z Francji Kretkowski mieszkał 
w Warszawie, był in ynierem, uczestniczył w budowie kolei warszawsko-wiede skiej 
oraz warszawsko-bydgoskiej. W roku 1878 Kretkowski uzyskał veniam legendi 
w zakresie matematyki w Szkole Politechnicznej5 we Lwowie i rozpocz ł prac  jako 
docent prywatny (doda  kropk ). Wiosn  roku 1879 rozpocz ł starania o uzyskanie praw 

                                                          
1 Stanisław Lilpop (1817–1866), przemysłowiec, wybitny konstruktor, współwła ciciel Fabryki Machin 
(nast pnie LRL) oraz dyrektor Fabryki Machin i Odlewów, popularyzator techniki. 
2 Jan Pankiewicz (1816–1899), absolwent Uniwersytetu w Petersburgu, inspektor gimanazjum realnego, członek 
oraz przewodnicz cy Komisji Egzaminacyjnej dla kandydatów na nauczycieli, współredaktor Encyklopedii
Orgelbranda, tłumacz Planimetrii Lagrange’a. 
3 W roku 1863 Kretkowski brał udział w powstaniu styczniowym. W nast pnym roku zdobył, we Włocławku, 
uprawnienia nauczyciela matematyki w gimnazjach.  
4 Biblioteka Naukowa PAU i PAN, Rkps. 9507, spisy wykładów z lat 1865/66 – 1867/68. 
5 Z. Popławski: Dzieje Politechniki Lwowskiej 1844–1945, Ossolinemum, Wrocław, 1992. 
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wykładania na Uniwersytecie we Lwowie. Starania zako czyły si  cz ciowym 
sukcesem, gdy  uzyskał na Uniwersytecie we Lwowie veniam legendi, jednak 
ograniczone do teorii wyznaczników (zamieni  przecinek na rednik); zrezygnował 
wtedy ze stanowiska w Szkole Politechnicznej, równocze nie podj ł starania o uzyskanie 
doktoratu. W roku 1882 uzyskał doktorat z matematyki. Rozpraw O niektórych wzorach 
rachunku ró niczkowego przedstawion  w r kopisie do oceny w celu uzyskania stopnia 
naukowego na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu Jagiello skiego opiniowali Fran-
ciszek Mertens i Franciszek Karli ski.6 Starania o stopie  rozpocz ł w tajemnicy przed 
profesorami Wydziału Filozoficznego Uniwersytetu we Lwowie, gdy  wcze niejsze 
starania we Lwowie zako czyły si , ze wzgl du na pora k  na egzaminie z filozofii, 
niepowodzeniem. Ostatecznie, pod presj  profesorów Uniwersytetu Lwowskiego: mur-
ki i Fabiana, Władysław Kretkowski zrezygnował ze stanowiska docenta Uniwersytetu. 
Entuzjazm Kretkowskiego, który wnioskował o utworzenie seminarium matematycz-
nego we Lwowie, współredagował lwowskie Czasopismo Techniczne i starał si  wpro-
wadzi  nowe wyniki matematyki do wykładów uniwersyteckich, nie zgasł zupełnie. 
Kretkowski przeniósł si  do Krakowa, fundował nagrody w konkursach matematycz-
nych.7 Po blisko dziesi cioletnim pobycie w szpitalach psychiatrycznych, gdzie został 
skierowany na wniosek rodziny, skłócony ze spadkobiercami8 w testamencie zapisał cały 
maj tek na potrzeby matematyki krakowskiej, seminarium matematycznemu przekazał 
sw  bibliotek , decyzj  o takim rozporz dzeniu maj tkiem przekazał prezesowi Akade-
mii Umiej tno ci w Krakowie.9 Prywatne archiwum Władysława Kretkowskiego znaj-
duje si  obecnie w Bibliotece Naukowej PAU i PAN w Krakowie. Zbiór dokumentów 
liczy kilkana cie tomów zawieraj cych zdj cia, r kopisy prac matematycznych oraz pry-
watne dokumenty, takie jak korespondencja z rodzin , telegramy, rachunki, wizytówki. 
W ród zgromadzonych materiałów znalazły si  równie  notatki z czasów pa-ryskich.  

2 Teoria Galois10  

2.1 O historii teorii Galois i jej klasycznej formie 
W wa nym, dla rozwoju teorii, 1799 roku niemiecki matematyk Carl Friedrich Gauss 

(1777–1855) udowodnił zasadnicze twierdzenie algebry, a Paulo Rufiini (1765–1822) 
udowodnił, e równanie algebraiczne stopnia wi kszego ni  4 nie musi by  rozwi zalne 
przez pierwiastniki (zob. [10]). Do historii teorii nale  tak e wyniki Nielsa Henrika 
Abela (1802–1829): pierwszy z roku 1824 – dowolne równanie stopnia pi tego nie jest 
rozwi zalne przez pierwiastniki (zob.[2]) oraz dwa lata pó niejszy (uzyskany niezale nie 
od Ruffiniego) – dowolne równanie stopnia wi kszego ni  4 nie jest rozwi zalne przez 
pierwiastniki (zob. [1]). Odpowied  na pytanie o warunki jednoznacznie okre laj ce 
mo liwo  uzyskania rozwi zania równania stopnia wy szego ni  4 przez pierwiastniki 
czekało a  do pojawiania si  wyników Évariste Galois. Dwie prace zatytułowane:
Recherches algébriques oraz Recherches sur les équations algébriques de degré premier
                                                          
6 Franciszek Karli ski (1830–1906), polski astronom, meteorologi i matematyk, dyrektor Obserwatorium 
Astronomicznego Uniwersytetu Jagiello skiego, profesor i doktor honoris causa UJ. 
7 Najbardziej znany jest konkrus ogłoszony przez Akademi  Umi j tno ci w Krakowie. Jeden z postawionych 
wówczas problemów, to III problem Hilberta. Do konkursy stan ł Ludwik Birkenmajer, a jego odpowied
została pozytywnie oceniona. 
8 Kretkowski był kawalerem i nie miał dzieci, dziedziczyli po nim bracia. 
9 Archiwum PAN i PAU, 219/07. 
10 Wykorzystano informacje zawarte w pracach: L. Martini [6] , I. Rudloffa [8], W. Wi sława [14] i [13] oraz 
ksi kach J. Rotmana [9] i H. Wussinga [15]. 
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przedstawił do oceny Paryskiej Akademii Nauk 25 maja oraz 1 czerwca 1829 roku. Prace 
przesłano Augustinowi Luisowi Cauchy’emu (1789–1857) do oceny oraz ewentualnego 
przedstawienia na cotygodniowym posiedzeniu Akademii. Prezentacja prac została 
zaplanowana na 30 stycznia 1830. Niestety w tym posiedzeniu Cauchy nie uczestniczył, 
prac Galois nigdy ju  nie przedstawił Akademii, a r kopisy jemu powierzone 
prawdopodobnie zagin ły. Ju  w lutym 1830 roku Galois przesłał do Akademii nowy 
r kopis, którego recenzentem miał został Joseph Fourier (1768–1830); recenzent 
z powodu mierci nie wywi zał si  zadania, a r kopisów równie  nie odnaleziono. Po raz 
trzeci Galois przesłał r kopis do Akademii 17 stycznia 1831 roku, nowa rozszerzona 
wersja została zatytułowana Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux
(opublikowana jako: [5]). Recenzentami pracy byli Sylvester Lacroix (1765–1843) oraz 
Siméon Denis Poisson (1781–1840). Praca została przekazana autorowi do poprawy, bo 
jak to wyraził Poisson „była kompletnie niezrozumiała”. Wiadomo, e r kopis został 
przekazany autorowi, który dokonał zmian oraz uzupełnie , a dodatkowo w noc przed 
słynnym pojedynkiem, Galois napisał list do swego przyjaciela A. Chevaliera, w którym 
krótko opisał swe rezultaty z teorii równa  algebraicznych. Chevalier i inni przyjaciele 
Galois przez lata czynił starania o zainteresowanie r kopisami.W roku 1843 Joseph 
Liouville (1809–1882), zdecydował si  opublikowa  rezultaty Galois w grudniowym 
numerze Journal des mathematiques pures et appliquées. Niestety, przygotowany ju  do 
druku artykuł został wycofany z tego, ukazał si  dopiero w roczniku 1846. Doł czono do 
niego inne niepublikowane prace Galois oraz list do Chevaliera. Szczegółowo wydania 
oraz wydawców teorii Galois omawia Neumann (zob. [7]). 

Klasyczna teoria Galois znacznie ró ni si  od współcze nie wykładanej teorii. Wiele 
na ten temat pisali: Wi sław (zob. [14], [13]) oraz Radolff (zob. [8]). W nowocze nie 
prowadzonym wykładzie Rotmana (zob. [9]), znajduje si  dodatek, Appendix D, 
zatytułowany Old-fashioned Galois theory, w którym krótko zreferowano histori  oraz 
klasyczn  posta  teorii.  

2.2 Wykłady z teorii Galois do 1870 roku 
Pierwszy wykład z teori Galois odbył si  w Getyndze w zimowym semestrze roku 

akademickiego 1856/1857 (zob. [6]). Uniwersytecki wykład prowadził Richard Dedekind 
(1831–1910); wykład został powtórzony w zimowym semestrze nast pnego roku akade-
mickiego. W roku 1862 odbył si  kolejny wykład z teorii Galois, na Uniwersytecie 
w Christianie (obecnie Uniwersytet w Oslo) wykładał Ludvig Sylow (1832–1918); w ród 
słuchaczy był Sophus Lie (1842–1899). Pierwszy francuski akademicki tekst zawieraj cy 
elementy teorii Galois to trzecie wydanie monografii Cours d’algèbre supérieure (zob. 
[11]) Josepha Alfreda Serreta (1819–1885). Dzieło Serreta budziło du e zainteresowanie. 
Ju  rok pó niej ukazało si  w Stanach Zjednoczonych jego angielskie tłumaczenie; 
w roku 1868 ukazało si  niemieckie tłumaczenie dzieła. Kolejny wykład z teorii Galois, 
który odbył si  w roku akademickim 1886/1887 na Uniwersytecie w Bolonii, a był pro-
wadzony przez Cesare Arzel , oparty został na trzecim wydaniu dzieła Serreta z roku 
1866– pisze o tym L. Martini (zob. [6]). 

Zajmijmy si  polskim w tkiem wykładów z teorii Galois. W roku 1866 Władysław 
Kretkowski był słuchaczem Sorbony. W zachowanych dokumentach brak informacji  
o przebiegu matematycznych studiów Kretkowskiego, jednak w ksi gozbiorze przeka-
zanym przez Kretkowskiego Seminarium Matematycznemu UJ znajduje si  egzemplarz 
trzeciego wydania monografii Serreta (numer katalogowy K-286) oraz wyda  z lat 1849, 
1854, 1877 i 1879. wiadczy to o du ym zainteresowaniu Kretkowskiego algebr , 
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równie  po powrocie z Francji. Poza wieloma wydaniami monografii Serreta w bibliotece 
Kretkowskiego znajduje si  tak e dzieło Camilla Jordana (1838–1922) Traité des 
substitutions et des équations algébriques z 1870 roku. 

3 Pierwsze polskie notatki z teorii Galois  

3.1 Informacje wst pne 
W ogromnej spu ci nie Władysława Kretkowskiego znajduje interesuj cy nas zeszyt. 

Ma on standardowe wymiary (w przybli eniu B5); licz cy prawie 160 stron. Zapisanych 
zostało 131 nieliczbowanych stron. W zeszycie nie ma informacji ani o autorze notatek – 
jednak prawdopodobnie jest nim Władysław Kretkowski, ani o czasie ich powstania. 
Mo na dobrze oszacowa  czas powstania notatek. Inne materiały s siaduj ce, w skatalo-
gowanej spu ci nie, z interesuj cym nas zeszytem powstały w okresie paryskich stu-
diów Kretkowskiego (doda  przecinek), czyli w latach 1865–1871, zatem notatki te 
zapewne powstały w tym samym czasie. Tre  notatek dotyczy podstaw teorii grup oraz 
teorii Galois wraz z przykładami jej zastosowa . Tre  została podzielona na cztery 
rozdziały. Wypowiedziane definicje oraz twierdzenia maj  ci gł  numeracj  od 141 do 
224; kolejne numery zapiano z lewej strony. Zaskakuje, e numeracj  rozpoczyna liczba 
141, fakt ten sugeruje, e odnalezione notatki stanowi  kontynuacj  innych notatek. 
Zapewne były to notatki z zakresu algebry. Trudno jednoznacznie wskaza  cel 
sporz dzenia notatek. Najbardziej prawdopodobna wydaje si  teza, e jest to polskie 
tłumaczenie notatek spisanych na podstawie wykładu wysłuchanego na Sorbonie, jednak 
mo liwe jest, e notatki to przygotowana do druku praca. W latach 60. i 70. XIX wieku 
Towarzystwo Przyjaciół Nauk cisłych w Pary u, z pomoc  fundacji Działy skich, 
prowadziło bardzo rozbudowan  działalno  wydawnicz . Równie  Kretkowski, pod 
pseudonimem Władysława Trzaski, opublikował dzi ki fundacji Krótkie wiadomo ci 
o wyznacznikach, wydane jako dodatek do znakomitego dzieła Władysława Folkierskiego 
Zasady rachunku ró niczkowego i całkowego.11 Teza o przygotowaniu monografii z alge-
bry zawieraj cej podstawy teorii grup oraz teorii Galois jest zatem prawdopodobna. 
Staranne pismo, wyró nianie słów definiowanych, wyró nianie du ych liter, stanowi -
cych oznaczenia, przez dodanie szeryfów zdaj  si  potwierdza  t  mo liwo .  

3.2 Rozdziały wst pne 
Dwa wst pne rozdziały: pierwszy rozdział „O podstawieniach w ogólno ci. – 

Porz dek podstawie ” oraz drugi rozdział „Podstawienia zespolone albo grupy. – 
Twierdzenie Lagrange’a” zawieraj  elementarne wiadomo ci z teorii permutacji oraz 
teorii grup sko czonych. Notatki rozpoczyna definicja podstawienia. Ze wzgl du na jej 
du e znaczenie przytoczymy j  w cało ci:12 „Z funkcji n  ilo ci mo na otrzyma  inn
przez zamian  tych ilo ci; w ten sposób powstaje 321 32 xxx   z funkcji 132 32 xxx 
gdy podstawimy 1x  na miejsce 2x , 2x  na miejsce 3x  i 3x  na miejsce 1x . – Działanie które 
wykonujemy, gdy w ten sposób pewne głoski przez inne zast pujemy, nazywa si
podstawieniem; oznaczamy je przez dwa rz dy głosek, które tak rozumie  nale y e 
ka da głoska dolnego (ni szego) rz du wchodz ca do funkcji powinna by  zast piona 

                                                          
11 W. Folkierski: Zasady rachunku ró niczkowego i całkowego, Nakładem Biblioteki w Kórniku, Pary , 1870. 
12 Przyj to współczesn  polsk  ortografi . 



85

przez głosk  nad ni  znajduj c  si  w rz dzie górnym (drugim). Wy ej wykonane 

podstawienie wyrazi si  przez 
321

213

xxx

xxx
.“ 

Nast pnie zostało okre lone: „Ogólne oznaczenia podstawienia 


0

1

A

A
S

gdzie 1A  i 0A oznaczaj  dwa przestawienia (permutacje) z n  głosek. 0A  nazywa si
mianownikiem, a 1A  licznikiem; głosk  któr  kładziemy przy podstawianiu w miejscu 
innej nazywamy podstawn .“13 Zgodnie z klasyczn  form  teorii Galois wprowadzono 
podstawienia oraz przestawienia (zwane te  czasem permutacjami). Okre lone obiekty, 
chocia  podane w innej kolejno ci, s  identyczne z obiektami wprowadzonymi przez 
Galois w Sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux (zob. tak e: [9], 
[13]) gdzie najpierw okre lone zostało przestawienie a nast pnie przestawienie, wi k-
szo  pozostałych nazw jest zgodna z przyj tymi przez Cauchy’go i u ywanymi przez 
Galois. W notatkach znajduje si  twierdzenie o iloczynie podstawie : „Iloczyn podsta-
wie  jest postawieniem“; definicja podstawienia okresowego (cyklicznego): „Podsta-
wienie nazywa si  okresowe, je eli głoski z których ono si  składa dadz  si  w ten 
sposób uszeregowa , e ka da z nich jest podstawn  nast pnej, a ostatnia jest podstawn
pierwszej“ oraz twierdzenie o rozkładzie dowolnej permutacji na cykle: „Ka de podsta-
wienie mo na uwa a  jako iloczyn podstawie  okresowych“. Nast pnie zdefiniowano 
rz d podstawienia: „Rz d podstawienia, oznacza si  przez najmniejsz  wielokrotn  tych 
liczb, które wyznaczaj  rz d okresów podstawie “ oraz twierdzenie: „Ka de podsta-
wienie mo na rozło y  na czynniki pierwotne, to jest na takie czynniki, których rz d 
oznacza albo liczba pierwotna, albo pot ga z liczby pierwotnej“ po czym nast puje 
definicja podstawienia ujemnego oraz dodatniego – czyli permutacji parzystej oraz 
nieparzystej. Rozdział ko czy fundamentalne twierdzenie o rozkładzie permutacji na 
transpozycje: „Ka de dowolne podstawienie mo na rozło y  na iloczyn z dwójek okre-
sowych (Transpositionen)“. 

Drugi rozdział zawiera wprowadzenie do teorii grup. Przytoczymy wybrane definicje 
i sformułowania twierdze . Rozdział rozpoczyna definicja grupy: „System podstawie , 
które tak  maj  własno , e przez mno enie nie mo na otrzyma  z nich nowe 
podstawienia, nazywamy podstawieniami zespolonymi albo grup ” oraz przykład: 
„Wszystkie pot gi dowolnego podstawienia utworz  grup , to samo odnosi si  do 
wszystkich !n  podstawie  które z n głosek mog  by  utworzone (grupa zupełna)”. Grup
składaj c  si  z postawie  zapisuje w postaci 

 21 ,,1 SSG 
zdefiniowano rz d grupy oraz podano twierdzenie Lagrange’a o rz dzie: „Je eli grupa 
  -tego rz du jest zwarta w grupie G m -tego rz du, natenczas musi   dzieli m ”, 
twierdzenie: „Grupa której rz d p jest liczb  pierwotn  zawiera tylko regularne 
podstawienia rz du p  (oprócz podstawienia 1). Je eli stopie  tej grupy jest tak e p , 
natenczas grupa ta jest zło on  z p  pot g okresowego podstawienia rz du p . Kolejny 
paragraf nosi znacz cy tytuł „O podstawieniach daj cych si  przemieni  na grup ”, 
znajdujemy tu definicj  grupy prostej i zło onej „Grupa nazywa si pojedyncz , je eli nie 
                                                          
13 Wprowadzone poj cia i oznaczenia sugeruj , e autor notatek korzystał z trzeciego wydania mongrafii Serreta. 
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zawiera w sobie adnej grupy z któr  by wszystkie jej podstawienia mo na było 
przemieni ; w przeciwnym razie nazywamy tak  grup zło on .“ Pewne zastosowania 
zawiera nast pny paragraf „O tworzeniu si  kilku wyró niaj cych si  grup”. Paragraf 
„Grupy na przemian zamienne (alterne)” to w istocie wprowadzenie grupy alternuj cej 
(wraz z informacj  o jej rz dzie). Kolejny paragraf: twierdzenie Cauchy’ego: „Je eli p
jest liczb  pierwotn , to mo na zawsze z k  głosek utworzy  grup , której rz d jest 
najwy sz  pot g p , a która si  mie ci w !k ” W rozdziale znajduje si  wiele 
szczegółowych twierdze  okre laj cych zwi zki grupy i jej podgrup, brak jednak 
twierdze  Sylowa, co mo e potwierdza  fakt powstania notatek pod koniec lat 60. XIX 
wieku. Rozdział ko czy wprowadzenie centrum grupy, indeksu grupy: „Pod ska nikiem
(index) grupy, rozumiemy liczb , któr  otrzymamy, je eli rz d zupełnej grupy 
podzielimy przez rz d grupy” oraz twierdzenia: „Ska nikiem grupy zupełnej jest 1”, a na 
„przemian zamiennej [alternuj cej] jest 2” oraz ich zastosowa .  

3.3 Rozdziały zasadnicze 
Rozdział trzeci „Teoria Galois. Grupa równania”, który zawiera podstawy klasycznej 

teorii równa  symetrycznych rozpoczyna informacja: „Równanie nierozwi zalne 
(irreductible), mo na zrobi  rozwi zalnym (reductibil) je eli si  zgodzimy na dodatek 
pewnej niewymiernej (irrationaler) ilo ci w współczynnikach (coefficienten) równania 
która równanie rozło y (uczyni rozwi zalnym)”.  

Rysunek 1: Pierwsza strona rozdziału "Teoria Galois"14

14 Biblioteka Naukowa PAU i PAN, Rkps. 9505. 
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Jako przykład podano nierozwi zalne (w dziedzinie całkowitej) równanie 0142  xx , 
które stanie si  rozwi zalne je eli „mo na u y ” liczby niewymiernej i „wtedy rozło y 
si  na równania 

032 x  i 032 x
ilo  któr  w ten sposób si  u ywa nazywamy dodatkow (adjungrit sic!) równania.” 
Dalej czytamy: „Galois wykazał, e ka demu równaniu odpowiada pewna grupa 
podstawie , która jest charakterystyczn  dla równania, albo mo e lepiej dla pewnej klasy 
równa , do których ona nale y. Je eli s  wiadome pewne własno ci pierwiastków 
jakiego  równania, to mo na je u y  do wyszukania grupy równania. Odwrotnie za , 
je eli znamy grup  z jej własno ciami mo emy wyprowadzi  przynale n  klas  równa ”. 
W dalszym ci gu omówiona została metoda uzyskania rezolwenty (zwanej rozwi zk ) 
równania algebraicznego stopnia n  oraz zwi zki mi dzy pierwiastkami równania oraz 
jego rezolwenty: „ka dy z tych pierwiastków [rezolwenty] mo na wyrazi  jako wymiern
funkcj  dowolnego z pozostałych pierwiastków równania [...], e ka dy pierwiastek 
równania jako wymierna funkcja ka dego pierwiastka równania [rezolwety] mo e by
przedstawiony”. Grupa Galois równania pojawia si  na 80 stronie notatek, na kolejnych 
stronach za  jej główne własno ci, które pominiemy przechodz c do najwa niejszego 
twierdzenia tego rozdziału. Twierdzenie (numer 204) gdzie podane zostały warunki 
konieczne i dostateczne na to by równanie algebraiczne było rozwi zalne (przez 
pierwiastniki). 

Rozdział czwarty: „Zastosowanie teorii Galois”, to klasyczne wyniki Abela oraz 
Galois, a odpowiednie paragrafy zatytułowano: „Równanie Abela”, „Równanie Galois”. 
W drugim paragrafie omówiono rezultat Galois o rozwi zalno ci równania algebraicz-
nego stopnia który jest liczb  pierwsz , a którego pierwiastki dodatkowo zwi zane s
wymiern  zale no ci . Kolejne paragrafy czwartego rozdziału zostały napisane bardzo 
niestarannie. Znajduj  si  tu wybrane przykłady, o ró nej roli w teorii rozwi zalno ci 
równa  algebraicznych; s  to na przykład „Równania, u których rz d grupy jest pot g
liczby pierwotnej” oraz „Równanie Hessa”. Pierwszy z nich dotyczy przypadku zupełnie 
ogólnego, drugi za  równania dziewi tego stopnia, którego pierwiastki a  i b  pozostaj
z trzecim pierwiastkiem c  w relacji:  

);( bac  );( cab  );( cba  , 
gdzie   jest symetryczn  funkcj  wymiern . Rozdział ko czy paragraf: „Grupa 
zamkni ta (monodromie gruppe) równania”.  

4 Podsumowanie 
Odnalezione zapiski maj  du e znaczenie dla oceny recepcji teorii Galois przez 

polskich matematyków. Konieczne jest poddanie ich starannym badaniom, w tym 
grafologicznym w celu wyznaczenia autora notatek. Szczegółowe porównanie zawarto ci 
z monografiami Serreta, Jordana oraz innymi dziełami pozwoliłoby na dokładniejsze 
ocenienie czasu sporz dzenie notatek.  
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ZÁKLADY GEOMETRIE V 20. STORO Í 

JÁN IŽMÁR

Abstract: The scientific production in the domain of the foundations of geometry was 
influenced decisively in the 20th century by the classical work Grundlagen der Geomet-
rie written by David Hilbert. However the development in the subject, especially in the 
terminology of foundations, has contributed considerably to the improvement and com- 
pletion of some gaps and lacks in the Hilbert’s work. Besides this some interesting 
attempts were made to revive the original Euclid’s method of finite geometrical objects. 

1 Úvod 
Akoko vek bola vedecká aj didaktická tvorba v oblasti základov geometrie v 20. sto-

ro í dominantne ovplyvnená Hilbertovým klasickým dielom Grundlagen der Geometrie 
(1. vydanie 1899, 7. vydanie 1930), samo dielo vykazovalo ur ité nedokonalosti, ktoré 
boli v ase jeho zrodu a publikovania už v niektorých iných oblastiach matematiky 
prekonané. Predovšetkým teória množín, ktorá je hlavným metodologickým základom 
diela, bola v ase prípravy publikácie Grundlagen rozvinutá vo vä šej miere, než to pu-
blikácia odzrkad uje. ítanie diela dnešnými o ami vzbudzuje dojem, že autor sa ostý-
chal, alebo nemal odvahu príliš rezolútne a revolu ne rozlú i  sa s terminológiou pre-
došlého predmnožinového obdobia a že nechcel príliš príkro naruši  stáro iami ustano-
venú tradíciu.  

Nieko ko generácií autorov cizelovalo pôvodnú, za tridsa  rokov samým Hilbertom 
len nepodstatne zmenenú a revidovanú formu vnášaním nových pojmov – objektov 
a relácií – ktoré sa na báze teórie množín utvorili v oblasti geometrie a naliehavo sa doža-
dovali svojho uvedenia do syntetickej geometrie v záujme zjednodušenia a spresnenia 
geometrického jazyka tak po stránke obsahovej, ako aj terminologickej.  

Zámerom tohto krátkeho príspevku je poda  stru nú informáciu o prínose niektorých 
autorov k (aspo  formálnej) modernizácii teórie základov geometrie.

2 Nieko ko ukážok 

Hilbertova systemizácia axióm základov syntetickej (euklidovskej) geometrie na skupiny 
axióm incidencie, usporiadania, zhodnosti, rovnobežnosti a spojitosti zrete ne diferencovala 
relácie a vlastnosti základných objektov – bodov, priamok a rovín – a vytvorila základ pre 
definície alších obvyklých objektov elementárnej geometrie (úse ka, uhol, polpriamka, 
polrovina, mnohouholník, kružnica, kruh at .) a pre rozvoj teórie, predmetom ktorej sa tieto 
objekty stali. Vývoj v oblasti teórie základov geometrie v druhej polovici 20. storo ia a najmä 
v oblasti didaktickej transpozície do študijných programov vysokoškolských odborov so za-
stúpením výu by matematiky sa prevažne uberal inou cestou než uplat ovaním syntetických 
metód elementárnej geometrie vrcholiacim ucelenou axiomaticko-deduktívnou teóriou eukli-
dovskej roviny a euklidovského priestoru. Táto tematika zostala v programe výchovy budú-
cich u ite ov matematiky a ani v tomto odbore sa nestretávala všade so ži livým postojom. 
(Sta í si pripomenú  intenzívnu kampa  J. Dieudonného a jeho prívržencov proti geometrii 
v jej klasickom ponímaní vôbec a proti syntetickej geometrii špeciálne.) Všeobecne akcepto-
vaná koncepcia vysokoškolskej výu by geometrie sa za ínala prípravou prerekvizít v podobe 
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lineárnej algebry vrcholiacou teóriou vektorových priestorov, pokra ovala zavedením afin-
ných priestorov v duchu Weylovej koncepcie a zavedením skalárneho a vektorového násobe-
nia vektorov dospela k metrike, ktorou sa uzatváral analytický model n-rozmerného eukli-
dovského priestoru. Syntetická interpretácia výsledkov, dôležitá najmä pre budúcich u ite ov 
matematiky, zostávala ve mi asto (vo vä šine prípadov) na ochote a ubovôli vyu ujúcich 
tohto predmetu.

Napriek týmto tendenciám idea výstavby priestoru axiomaticko-deduktívnou metódou 
za použitia syntetických prostriedkov nezanikla a pomerne pravidelne sa objavovali – a aj 
v dnešnej dobe sa objavujú – nové publikácie, ktoré pokra ujú v duchu základnej Hilber-
tovej myšlienky, pravda, s rešpektovaním obsahového a terminologického pokroku v tej-
to oblasti, asto vychádzajúc z mierne odlišnej koncepcie množín základných prvkov 
a relácií. Okrem zjavne rozdielnych východiskových pozícií, berúcich za základ výstavby 
geometrie priestor afinný, i dokonca projektívny, zna ný po et prác sa vracia k poku-
som, reprezentovaným v 19. storo í výrazne napr. Peanom a Pierim, oživi  a na strohý 
exaktný základ položi  Euklidom intuitívne používaný a axiomaticky neošetrený pojem 
pohybu ako základu relácie zhodnosti.  

Tejto a alšej súvisiacej tematiky sa týkajú nasledovné poznámky. 

2.1 Incidencia a usporiadanie 
Vä šina nasledujúcich citovaných prame ov sa v zavádzaní relácií incidencie a uspo-

riadania (reláciou „medzi“) neve mi odlišuje od Hilbertových formulácií. Odlišné výcho-
diskové pozície reprezentujú publikácie [1] a [2], ktoré sa za ínajú syntetickou axioma-
tikou afinných priestorov, a publikácie [3], [10], v ktorých sú na rozdiel od Hilberta 
priamky a roviny chápané ako podmnožiny množiny všetkých bodov priestoru. 

2.2 Zhodnos  a pohyby  
Axiómy zhodnosti v Hilbertovej monografii [4] majú existen ný a relatívne statický 

charakter. Napr. v štvrtej axióme (o jednozna nom „prenose“ uhla do danej polroviny 
s jedným ramenom na polpriamke hrani nej priamky) niet nijakej zmienky o „mecha-
nizme“ premiestnenia. O dynamizmus v tematike zhodnosti sa usilujú – prinajmenšom 
terminológiou operujúcou pojmami spojenými v prirodzenom jazyku s pohybom – tie 
axiomatické založenia zhodnosti, ktoré za primárny nedefinovaný pojem v problematike 
zhodnosti vyberajú pohyb. Ke že v každom sledovanom axiomatickom systéme množina 
všetkých pohybov vzh adom na definovanú operáciu skladania bude tvori  grupu, pribli-
žujú sa tieto systémy existenciou grupy pohybov k splneniu požiadavky, aby priestor 
bodov s grupou transformácií (= pohybov) tvoril geometrický priestor v zmysle Kleino-
vej požiadavky na geometrický priestor.  

Na báze pojmu pohyb je zhodnos  vybudovaná v položkách [3], [6], [7], [8], [10] 
a implicitne je táto možnos  obsiahnutá aj v [9]. Publikácia [7] obsahuje ako prvú 
v poradí aj Hilbertovu axiomatiku zhodnosti. Knihy [1] a [2] vzh adom na odlišnos
výstavby množín základných objektov (afinný priestor) pristupujú odlišne aj k budovaniu 
pojmu zhodnos , a to v prípade [1] axiomatikou v princípe podobnou Hilbertovej, v prí-
pade [2] je táto tematika alternatívne ve mi zoširoka vyložená koncepciou pohybov.  

Didakticky najprístupnejšie je tematika pohybu podaná v prameni [6], ktorý možno 
pod a obsahu a formy charakterizova  ako vysokoškolskú u ebnú pomôcku vyššej 
náro nosti. Dátumom vydania (1948) azda možno vysvetli  absenciu priliehavejších mo-



91

dernejších termínov z teórie množín a ich zobrazení, ako aj odlišné názvy objektov, 
ktorých terminológia sa ustálila o 15 – 20 rokov neskôr. Pohyby (v knižke [10] od za iat-
ku nazývané izometriami) sú definované ako lineárne bijektívne zobrazenia množiny 
všetkých bodov priestoru na seba, zachovávajúce incidenciu a usporiadanie. Tieto zobra-
zenia tvoria grupu. alšou požiadavkou na pohyb v rovine je prevod zástavy na zástavu, 
a to bu  súhlasnej alebo opa nej orientácie. (Zástavou sa nazýva polrovina s vyzna enou 
polpriamkou na svojej hrani nej priamke. Je pozoruhodné, že s týmto pojmom pod iným 
názvom pracovali už autori diel [6] a [8]: Kostin nazýva zástavu repérom, Vyšín ju nazý-
va zárezom.) 

2.3 Spojitos
V prvom vydaní Grundlagen v skupine axióm spojitosti Hilbert uviedol len Archi-

medovu axiómu, ktorá nezaru uje spojitos  v zmysle ekvivalencie s množinou všetkých 
reálnych ísel. Na upozornenie túto axiómu doplnil axiómou úplnosti, ktorú neskôr po-
zmenil na axiómu lineárnej úplnosti; v tejto podobe figuruje v 7. vydaní, poslednom za 
Hilbertovho života.

Vä šina sledovaných prame ov – samozrejme okrem [4] a okrem neho [10], ktorý sa 
otázkou spojitosti explicitne nezaoberá – rieši zavedenie spojitosti uvedením Dedekindo-
vej axiómy. Niektoré z prame ov ([5], [6], [8] uvádzajú ako dôsledok Archimedov výrok, 
[7] ukazuje ekvivalenciu Dedekindovej axiómy s Archimedovým výrokom a Cantorovým 
výrokom o nekone nej postupnosti vložených úse iek. Tento posledný výrok je axiómou 
spojitosti v [12].  

Citované diela klasického razenia ([5] [6], [7], [8], [11]) venujú náležitú pozornos
výkladu absolútnej geometrie a primerane rozsiahlym systematicky uceleným informá-
ciám o euklidovskej geometrii a Loba evského-Bolyaiovej hyperbolickej geometrii. Die-
lo [3] sa s touto tematikou vyrovnáva analyticky v rámci teoretickejšieho komplexu 
geometrií rôznych od geometrie euklidovskej.  

2.4 Revitalizácia Euklida 
Knižka [12] je ukážkou exaktného budovania syntetickej rovinnej geometrie v duchu 

Euklidovho chápania bodov, úse iek a ohrani ených rovinných útvarov. Axiomatizáciu 
autor zabezpe uje skupinami axióm štruktúry, konštrukcie, merania, rovnobežnosti a spo-
jitosti. Táto posledná axióma je jediný prípad, kde sa autor nevyhne použitiu aktuálneho 
nekone na. Rozsah tohto príspevku neumož uje podrobnejšiu informáciu o sofistikova-
ných spôsoboch prekonávania ažkostí spôsobených absenciou bežných pojmov použí-
vaných v hilbertovskej koncepcii, založených na aktuálnom nekone ne. 

3 Záver 
Základy geometrie sú aj na za iatku 21. storo ia živou a aktuálnou disciplínou, pred 

ktorou stojí nieko ko naliehavých teoretických úloh s ešte naliehavejšou potrebou trans-
formova  ich úspešné vyriešenie do didaktickej praxe sekundárnych a vysokých škôl. 
Bolo by užito né, keby riešenie týchto problémov trochu považovali za svoju úlohu 
nielen pracovníci v odbore geometrie a u itelia všetkých stup ov škôl, ale aj všetci 
príslušníci matematickej obce. 
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CZTERY DOKTORATY Z MATEMATYKI 
UZYSKANE PRZEZ POLAKÓW WE FRANCJI 

PRZED 1939 R.  

STANISŁAW DOMORADZKI

Abstract: In this article, a reference is made to four math doctorates earned by Poles at 
the University of Paris since the late nineteenth century to 1939: S. Zaremba (1899),  
Z. Janiszewski (1911), T. Wa ewski (1924) and M. Biernacki (1928). At the beginning of 
the twentieth century, Zaremba and K. orawski introduced the first Polish center of 
modern mathematics in Cracow. Janiszewski presented the concept of the Polish School 
of Mathematics. Wa ewski created the Cracow School of Differential Equations and 
Biernacki is considered one of the founders of the Polish School of Complex Analysis. 

1 Wst p 

1.1 Krótko o relacajch matematyków polskich z Francj   
Relacje matematyków polskich z Francj  nasiliły si , kiedy Polska nie miała własnej 

pa stwowo ci, była bowiem rozdzielona pomi dzy trzech zaborców: Austro-W gry, Ros-
j  i Prusy. W 1832 r., po powstaniu listopadowym, w zaborze rosyjskim zamkni to 
polskie o rodki pracy naukowej (w tym Uniwersytet Warszawski, Uniwersytet Wile ski). 
Nieliczne działaj ce towarzystwa naukowe, szczególnie w zaborze austriackim, jak To-
warzystwo Naukowe Krakowskie (od 1872 r. działała Akademia Umiej tno ci w Krako-
wie) starały si  nadal organizowa  prac  naukow  w kraju. Natomiast bardzo wielu 
Polaków musiało opu ci  ojczyzn . W Pary u znalazły si  całe polskie rodziny, którym 
nale ało umo liwi  nauk  w zakresie rednim i wy szym. Z inicjatywy Adama Jerzego 
Czartoryskiego powstała w Pary u po 1848 roku Wy sza Szkoła Polska, głównie dla 
młodych Polaków (od 17 do 25 lat) przebywaj cych na emigracji, ale te  tych, którzy 
zamierzali kontynuowa  edukacj . Wy sza Szkoła Polska w Pary u przygotowywała ab-
solwentów do studiowania w wybranych uczelniach Pary a, np. do Szkoły 
Dróg i Mostów. Towarzystwo Nauk cisłych w Pary u istniało w latach 1870–1882, mia-
ło ono znaczenie dla emigracji polskiej we Francji. Ze wzgl du na otwarcie łamów 
Pami tnika, swojego czasopisma, Towarzystwo miało du e znaczenie dla matematyków 
polskich w całej Europie, a w konsekwencji dla rozwoju matematyki polskiej w ogól-
no ci. Oprócz wymienionego wy ej Towarzystwa w Pary u i o rodkach naukowych na 
ziemiach polskich, we Lwowie, Krakowie, Warszawie, funkcjonowały równie  w XIX 
w. i na pocz tku XX w. o rodki polskiego ycia matematycznego m.in. w Petersburgu, 
Moskwie, Odessie czy Charkowie. 

2 Doktoraty z matematyki  

2.1 Faculté de Sciences de l’Université de Paris  
W artykule odniesiemy si  do doktoratów matematycznych uzyskanych przez 

Polaków na Faculté de Sciences de l’Université de Paris: S. Zaremby z 1899 r., 
Z. Janiszewskiego z 1911 r., T. Wa ewskiego z 1924 r. i M. Biernackiego z 1927 r. 
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2.2 Stanisław Zaremba (1863–1942) 
Doktorat Zaremby przedstawiony został m.in. w pracach (Domoradzki 2011, 2012; 

Pelczar 2010). Zaremba w 1888 roku uzyskał stopie  licencjata (de Licence ès sciences 
mathématiques) na Uniwersytecie w Pary u. Pod koniec 1889 r. obronił rozpraw
doktorsk Sur un problème concernant l'état calorifique d'un corps homogène indéfini
i otrzymał dyplom „de Docteur ès sciences mathématiques”. Recenzje napisali Charles 
Émile Picard (1856–1941) i Gaston Darboux (1842–1917), ich tre ci przedstawione s
w wymienionych wy ej pracach. Nazwa „dyplom doktora nauk matematycznych” jest 
istotna, bo jak zauwa ył G. Darboux: „Wydział, co naturalne, przyjmuje zawsze z troch
wi ksz  wyrozumiało ci  prace, które s  mu przedstawiane przez studentów obco-
krajowców. Pan Zaremba nie skorzystał z tej mo liwo ci. Jego teza byłaby przyj ta we 
wszystkich przypadkach, nawet przedstawiona przez Francuza.” Cz sto dla cudzo-
ziemców rezerwowany był „Doctorat de l’Université”. Podkre lmy, e Zaremba wespół 
z K. orawskim stworzył w Krakowie pierwszy na ziemiach polskich nowoczesny o ro-
dek matematyczny. 
2.3 Zygmunt Janiszewski (1888–1920) 

Z. Janiszewski urodzony w Warszawie, matur  zdał w I Szkole Realnej we Lwowie. 
Studiował za granic , semestr zimowy 1907/08 na Politechnice w Zurychu, potem 
odbywał studia uniwersyteckie w Getyndze (semestr letni 1908), w Pary u (rok akade-
micki 1908/09), w Monachium (1909/10, semestr zimowy),w Getyndze (semestr letni 
1910), w Pary u (rok akademicki 1910/11), w Strasburgu (semestr letni 1912), w Grazu 
(semestr letni 1913). Doktoryzował si  na podstawie pracy: Sur les continus irréductibles 
entre deux points i otrzymał stopie  „Doctorat de l’Université”. Z dokumentów wynika, 
e Janiszewski zdał połow  egzaminów licencjackich na pierwszym i drugim roku, co nie 

przeszkadzało mu si  doktoryzowa  w 1911 roku, promocja odbyła si  17 czerwca 
wspomnianego roku. 

W dniu 10 lipca 1913 roku Zygmunt Janiszewski dostał mianowanie na stanowisko 
asystenta w „zwyczajnej katedrze matematyki profesora Józefa Puzyny na czas 
od 1 pa dziernika 1913 do 30 wrze nia 1915 roku“ we Lwowie. Grono profesorów (rada 
wydziału) udzieliło mu na posiedzeniu 11 lipca 1913 r. veniam legendi, czyli prawa 
wykładania matematyki na Uniwersytecie Lwowskim. Nast pnie to samo gremium 
zwróciło si  do Ministerstwa Wyzna  i O wiecenia w Wiedniu z wnioskiem o zatrud-
nienie. Janiszewski starał si  o nostryfikacj  we Lwowie dyplomu doktorskiego z Pary a, 
pierwszy raz w ko cu. 1914 (pismo zagin ło), drugie pismo dotycz ce nostryfikacji 
pochodzi z czerwca 1916 r., nast pne z 1917 r. jest pismem ko cz cym pozytywnie 
spraw  nostryfikacji. Przed przybyciem do Lwowa w r. a. 1911/12 wykładał w Towa-
rzystwie Kursów Naukowych – namiastce polskiego uniwersytetu w Warszawie (wtedy 
funkcjonował Carski Uniwersytet i Instytut Politechniczny im. Cara Mikołaja II) nast -
puj ce przedmioty: Analysis situs i Filozofi  matematyki, a we Lwowie: Teori  funkcji 
analitycznych, (1914, semestr letni, 3 godziny w tygodniu), Rachunek funkcyjny 
(2 godziny w tygodniu). Janiszewski brał czynny udział w I wojnie wiatowej, co miało 
wpływ jego działalno  naukow  i dydaktyczn . Janiszewski w szeroko znanym artykule 
O potrzebach matematyki w Polsce sugerował „zdobycie samodzielnego stanowiska dla 
matematyki polskiej”. Do dzi  uderza oryginalno  i finezja wizji Janiszewskiego, który 
wybrał teori  mnogo ci i jej zastosowania jako jedn  dziedzin  matematyki, który umiał 
wytworzy  atmosfer  pracy zespołowej, powoła  do ycia specjalistyczne czasopismo – 
Fundamenta Mahematicae, pierwszy tom ukazał si  w 1920 r., niestety ju  po 
przedwczesnej mierci Janiszewskiego. Warto podkre li , e wybrana tematyka zwi zana 
z teori  mnogo ci stanowiła obszar zainteresowa  grupy lwowskiej, tj. W. Sier-
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pi skiego, Z. Janiszewskiego, S. Mazurkiewicza (ci zwi zali si  zawodowo z Warszaw ), 
potem S. Ruziewicza (pozostał we Lwowie, był profesorem Uniwersyetu Jana 
Kazimierza). 

Janiszewski w pracy doktorskiej rozwa ał poj cie kontinuum nierozkładalnego 
mi dzy dwoma punktami jako wersj  poj cia krzywej ł cz cej te punkty. Okazuje si
jednak, e krzywe nierozkładalne mog  mie  do  skomplikowan  budow , dla przy-
kładu mog  zawiera  cz  powierzchni. Wa n  własno ci  jest, e ka de kontinuum 
ł cz ce dwa punkty zawiera kontinuum nierozkładalne mi dzy tymi punktami. Recenzent 
zwrócił uwag  na jasno  wykładu matematycznego Janiszewskiego, mimo e j zyk 
francuski nie zawsze był poprawny. Taki skrupulatny styl jest charakterystyczny równie
dla innych prac Janiszewskiego. 

Rys. 1 
Pierwsza strona recenzji przepisana z oryginału z Centralnego Archiwum Francji przez 

prof. Daniela Beauvois 

„Praca p. Janiszewskiego jest dobrym przyczynkiem do studium poj cia krzywej. 
Stare dzieła z geometrii pouczaj  nas, e krzywa jest trajektori  ruchomego punktu, e 
krzywa jest wspóln  granic  dwóch powierzchni, e krzywa jest figur  bez szeroko ci 
i grubo ci, itd. Okre le  słowa krzywa nie brakuje, jednak, pomimo tych licznych 
okre le , a nawet ze wzgl du na ich liczb , poj cie krzywej dalekie jest od jasno ci. Co 
p. Janiszewski ostatecznie nazywa krzyw  s  to figury spełniaj ce pierwsze i trzecie
z niejasnych okre le , które proponowałem. Wiadomo zreszt , e wówczas, zgodnie 
z twierdzeniem p. Jordana, te z figur, o których mowa, które s  płaskie, spełniaj  równie
drugie okre lenie.  

Wychodz c od zbiorów punktów, które p. Cantor nazywa kontinuami, p. Janiszewski 
zapytuje si , jakie s  najprostsze kontinua. Dochodzi w ten sposób do bardzo wa nego 
poj cia, pochodz cego od p. Zoretti, kontinuum nierozkładalnego mi dzy punktami A 
i B. Takie kontinuum, niezawieraj ce punktów wewn trznych, jest tym, co nazywa si
niekiedy krzyw  cantorowsk . Ale ta nazwa jest łudz c , bo p. Janiszewski pokazuje, e 
kontinuum nieprzywiedlne mi dzy dwoma punktami mo e zawiera  cz  powierzchni 
lub niesko czon  liczb  sfer, lub dowolny zbiór ci gły płaski, je eli to kontinuum płaskie 
nieprzywiedlne jest wzi te w przestrzeni trójwymiarowej. Trzeba wi c dokona  wyboru 
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w ród kontinuów nieprzywiedlnych: oto rodzaj rozwa a , które zajmuj
p. Janiszewskiego.”1

Jeszcze podamy fragment recenzji, który charakteryzuje jasny styl wykładu 
matematycznego Janiszewskiego:  

„Dowodzi najpierw, e mi dzy dwoma dowolnymi punktami A i B kontinuum jest 
zawsze kontinuum 1 nieprzywiedlne mi dzy A i B i stanowi ce cz . Z zało enia, e 

 jest nieprzywiedlne mi dzy dwoma punktami L i M nie wynika bynajmniej, e 1 jest 
jedyne przy ka dym wyborze A i B. Dorzucaj c warunek, eby 1 było jedyne, zbli amy 
si  oczywi cie do zwykłych krzywych; jest łukiem krzywej ograniczonym przez A i B. 
Niestety, zdarza si  czasami, e kiedy A i B zmieniaj  si  w sposób dogodny,  si  nie 
zmienia. Innymi słowy zakładali my, e przy zadanych ko cach łuku A i B łuk jest 
dobrze okre lony, ale nie wynika st d, e kiedy łuk jest zadany, to jego ko ce s  dobrze 
okre lone.” 
2.4 Mieczysław Biernacki (1891–1959) 

Biernacki w 1909 uko czył Szkoł  Filologiczn  im. S. Staszica w Lublinie 
i rozpocz ł studia chemiczne na UJ. W 1911 został relegowany z uczelni za udział 
w studenckiej akcji protestacyjnej przeciw powierzeniu katedry na Uniwersytecie Ja-
giello skim ks. K. Zimmermannowi. Studia, tym razem matematyczne, kontynuował 
w Pary u, przerwał je po wybuchu I wojny wiatowej, wst pił wtedy jako ochotnik do 
wojska francuskiego. Walczył długo, był dwukrotnie ranny, do kraju powrócił z armi
Hallera, uczestniczył w wojnie polsko-bolszewickiej. Wyjechał ponownie na studia do 
Pary a i w 1923 uko czył na Uniwersytecie Paryskim studia matematyczne, uzyskał 
stopie  licencjata nauk matematycznych (jego znaczenie było wi ksze ni  magisterium 
w Polsce, mniejsze ni  doktoratu). W 1928 tam e uzyskał stopie  doktora (dyplom 
„Doctorat ès sciences mathématiques”), na podstawie pracy Sur les équations algébriques 
contenant des paramètres arbitraires przed komisj , w której zasiadali wiatowej klasy 
matematycy francuscy: Paul Antoine Montel (pó niejszy przyjaciel Biernackiego), 
Arnaud Denjoy, Jean François Chazy. Okazjonalnie korzystał z pomocy finansowej 
M. Skłodowskiej-Curie. Po powrocie do Polski przed wybuchem II wojny wiatowej 
pracował na Uniwersytecie Stefana Batorego w Wilnie i Uniwersytecie Pozna skim. Po 
wysiedleniu z Poznania przez Niemców lata wojny sp dził w Lublinie, udzielaj c 
bezinteresownie lekcji matematyki, z których korzystali m.in pó niejsi profesorowie 
matematyki. W 1944 zorganizował Katedr  Matematyki w nowo powstałym Uniwer-
sytecie Marii Curie-Skłodowskiej i został mianowany profesorem tej uczelni. Połowa 
dorobku naukowego Biernackiego po wi cona jest zagadnieniom z teorii funkcji anali-
tycznych, zajmował si  równie  badaniem wielomianów zwykłych i trygono-metrycz-
nych, zwłaszcza rozmieszczeniem ich miejsc zerowych, teori  równa  ró niczkowych 
i innymi działami analizy matematycznej. Wprowadził m.in.: w 1946 wa ne poj cie 
funkcji rednio p-krotnej, które było wykorzystywane w wiatowych monografiach, czy 
te  w 1936 klas  (L) funkcji liniowo-osi galnych. Jej znaczenie polega na tym, e 
okazała si  ona identyczna z wprowadzon  w 1952 przez W. Kaplana klas  funkcji 
prawie-wypukłych. Uogólnił w klasycznej teorii wielomianów twierdzenie Landaua. 
Uwa any jest za twórc  Lubelskiego O rodka Matematycznego i za jednego z twórców 
polskiej szkoły analizy zespolonej. W 1957 na Kongresie Matematyków w Helsinkach 
referował osi gni cia polskich matematyków w tej dziedzinie (Sur les travaux de la 
théorie de fonctions en Pologne). 

1 Składam serdeczne podzi kowania Panu Prof. A. Schinzlowi z Instytutu Matematycznego PAN za nieocenion
pomoc przy odczytaniu i tłumaczeniu francuskich recenzji. 
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Rys. 2 
Fragment pierwszej strony recenzji pracy doktorskiej M. Biernackiego napisanej 

przez P. Montela (Archiwum Narodowe Francji) 

„Praca p. Biernackiego nale y do serii bada  nad równaniami algebraicznymi, 
podj tych w ostatnich latach. Korzysta z niedawnych post pów w analizie, które 
w r kach pp. Polyi, Schura, Szegö, Walsha, Kakeya, itd. dały wa ne wyniki. 

Problemy, które p. Biernacki sobie postawił, s  trudne i rozmaite, nie mog  by
rozwi zane przez jednolite metody i autor musiał wi c u y  ró nych sposobów, cz sto 
bardzo zr cznych, z których ka dy z osobna jest interesuj cy.  

Pierwsza cz  bada  zwi zana jest z pracami p. Montela o równaniach typu: 

, . 

Istnieje zawsze p pierwiastków, których moduł nie przekracza ustalonej liczby, 
zale nej tylko od liczby wyrazów wielomianu, tzn. od k. Pan Biernacki, ustaliwszy 
stopnie  dowodzi, przez bardzo subtelne badanie przemieszczania si
pierwiastków wraz z współczynnikami wykazuj ce e równanie ma p pierwiastków, 

których moduły nie przekraczaj . Otrzymuje na tej drodze ró ne 

uogólnienia, w szczególno ci w przypadku badanym przez p. van Vlecka, gdzie 
wielomian nie zawiera luk. Przeprowadza pogł bione badanie własno ci modułów oraz 
argumentów trójmianów i czwórmianów według zmian argumentów tych wielomianów 
wzdłu  pewnych kontinuów.  

[…] Druga cz  pracy po wi cona jest badaniom wielolistno ci wielomianów. […] 
Autor podaje równie  twierdzenie dotycz ce wielolistno ci wielomianu, iloczynu 
czynników, których wielolistno  jest znana. W trzeciej cz ci rozprawy autor zajmuje 
si  lokalizacj  zer pochodnej wielomianu lub ułamka wymiernego, kiedy s  wskazówki 
co do poło enia zer i biegunów funkcji pierwotnej. Znajdujemy si  w kr gu idei 
twierdzenia Gaussa-Lucasa i p. Walsha. […] Rozprawa przedło ona Wydziałowi 
dowodzi u p. Biernackiego szcz liwej wyobra ni poł czonej z du a przenikliwo ci , 
jego dowody zostały przedstawione z werw  i wytrwało ci . Cało  opiera si  na bardzo 
rozległej znajomo ci algebry i analizy. Wyniki s  godne uwagi przez ich precyzj
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i prostot . W sumie, pi kna praca, która przynosi du y zaszczyt autorowi i która wydaje 
si  całkowicie godna przyj cia jako teza doktorska” 

Praca i obrona uzyskały ocen  bardzo zaszczytn . 

2.5 Tadeusz Wa ewski (1896–1972) 
T. Wa ewski urodził na Kresach, w przedwojennym województwie tarnopolskim, 

potem ucz szczał do kilku gimnazjów galicyjskich, matur  uzyskał w I Gimnazjum 
w Tarnowie. W latach 1914–1920 studiował na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu 
Jagiello skiego. Rozpocz ł od studiowania fizyki, a nast pnie pod wpływem S. Zaremby 
rozpocz ł studia matematyczne.  

Wa ewski w Krakowie, co warte jest szczególnego podkre lenia, zainteresował si
teori  mnogo ci i topologi . W latach 1921–1923 Wa ewski studiował na Uniwersytecie 
w Pary u, gdzie w 1924 r. uzyskał doktorat na podstawie rozprawy Sur le courbes de 
Jordan ne renfermant aucune courbe simple fermée de Jordan, która dotyczyła 
dendrytów (kontinuów lokalnie spójnych, niezawieraj cych zamkni tych krzywych 
pojedynczych). Habilitował si  w roku 1927 na Uniwersytecie Jagiello skim, 
przedstawiaj c rozpraw  o kontinuach prostowalnych. 

Nast pne prace Wa ewskiego dotyczyły niemal wył cznie analizy matematycznej, 
w szczególno ci równa  ró niczkowych. Topologia znajdowała w niektórych z nich
wa ne i nieoczekiwane zastosowania. 

Aresztowany 6 listopada 1939 r. podczas hitlerowskiej represyjnej Sonderaktion 
Krakau był wi ziony wraz z innymi profesorami Uniwersytetu Jagiello skiego 
i Akademii Górniczej w obozie koncentracyjnym w Sachsenhausen. Prowadził tajne 
uniwersyteckie seminarium matematyczne, wielu matematyków uczestniczyło w nim 
i prezentowało rezultaty bada  naukowych. 

Po II wojnie wiatowej został członkiem korespondentem Polskiej Akademii 
Umiej tno ci oraz Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, a po powstaniu Polskiej 
Akademii Nauk został powołany w poczet jej członków (członek zwyczajny 1958).spacja 
W 1948 r. otrzymał nagrod  Polskiego Towarzystwa Matematycznego im. S. Zaremby za 
słynny wynik znany dzisiaj jako Twierdzenie retraktowe Wa ewskiego. Obecnie jedna 
z głównych nagród naukowych PTM nosi jego imi . eby zrozumie  jak wa n  rol
przypisywał matematyce, zacytujemy fragmenty wywiadu, jakiego udzielił Dziennikowi 
Literackiemu (I’1949) po otrzymaniu „Nagrody Ziemi Krakowskiej”: „Przyznanie jednej 
z tegorocznych nagród Ziemi Krakowskiej matematykowi uwa am za zaakcentowanie 
znaczenia wa no ci matematyki w yciu. Społecze stwo nie zdaje sobie cz sto sprawy ze 
znaczenia matematyki. A tymczasem cała przyroda ma oblicze matematyczne. Bez 
matematyki nie mo na by dokładnie uj  ilo ciowo praw przyrody. Szybki rozwój 
techniki datuje si  dopiero od chwili wynalazku rachunku ró niczkowego i całkowego. 
(…) Potrzeby fizyki i techniki wysuwaj  ustawicznie zagadnienia, do których 
rozwi zania potrzeba nowych rodków matematycznych.” 

Członkami doktorskiej komisji egzaminacyjnej byli: Emilé Borel, Arnaud Denjoy 
i Paul. Montel. 

Poni ej zamieszczamy: 
– fragment listu S. Zaremby do T. Wa ewskiego, w którym zapytuje si  o obron

i wspomina pochlebn  recenzj  doktoratu w czasopi mie Jahrbuch über die 
Fortschritte der Mathematik; 

– fragment dyplomu doktorskiego;
– za wiadczenie o nostryfikacji dyplomu doktorskiego T. Wa ewskiego na

Uniwersytecie Jagiello skim.
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Szerzej o Wa ewskim mo na przeczyta  w pracach jednego z jego wybitnych 
uczniów Andrzeja Pelczara (1935–2010) (Pelczar, 2000, 2011). 

Rys. 3 
Fragment listu S. Zaremby do T. Wa ewskiego 

Rys. 4 
Fragment dyplomu doktorskiego T. Wa ewskiego 

Rys. 5 
Nostryfikacja dyplomu doktorskiego T. Wa ewskiego na Uniwersytecie Jagiello skim 

(Archiwum UJ) 
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CYKLOIDA V BUFFONOV EŠENÍ  
ÚLOHY O JEHLE 

ANNA KALOUSOVÁ

Abstract: In Essai d'arithmétique morale, Buffon formulated and solved the so-called 
needle problem. He mentioned using some properties of a cycloide but he did not indicate 
either the specific properties used or the source from which he knew them. In this 
contribution we try to show what Buffon could have known about a cycloide and what he 
could have used in his derivation. 

1 Úvod 

1.1 Buffonova úloha o jehle 
Buffonovu úlohu o jehle najdeme snad ve všech u ebnicích pravd podobnosti. 

P ipome me ji v podob , v níž bývá v tšinou uvád na. Na sí  od sebe stejn  vzdálených 
rovnob žek je náhodn  hozena jehla. Jaká je pravd podobnost, že jehla protne n jakou 
rovnob žku? Ozna me d vzdálenost rovnob žek, l délku jehly (p edpokládáme, že l < d), 
dále ozna me y vzdálenost st edu jehly od nejbližší rovnob žky a  úhel, který svírá jehla 
s daným systémem rovnob žek. Z ejm  sta í uvažovat 0 y  d/2 a 0 . Jehla 
protne rovnob žku práv  tehdy, když ( / 2) sinl y  . Pravd podobnost, že jehla protne 
n jakou rovnob žku, je tedy 

 0 0
sin d cos 22

2

l
l l

P
d d d


  

 

 
   . 

To je ovšem sou asný pohled. V 18. století, kdy tato úloha vznikla, ješt  integrální 
po et nebyl rozvinut do této podoby a matematici ast ji používali názorn jší postupy   
z d ív jší doby, jako t eba Cavalieriho princip apod. Navíc Buffon byl spíš matematik 
amatér. P ipome me jeho formulaci úlohy a jeho zp sob ešení. 

1.2 Buffonovo ešení 
Úloha o jehle byla poprvé prezentována na zasedání francouzské Académie des 

Sciences v dubnu 1733. Buffonovo pojednání Solutions de problèmes sur le jeu du 
Franc-Carreau zde p e etl Alexis Claude Clairaut (1713–1765), který také pojednání 
hodnotil spolu s Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698–1759). Buffon sám íst 
nemohl, protože v té dob  ješt  nebyl akademikem. Záznam tohoto zasedání od stálého
sekretá e Académie des Sciences Bernarda Le Bouyer de Fontenelle (1657–1757) 
najdeme v [3]. V n m je ale pozorost v nována spíše h e Franc-Carreau.  

Úloha o jehle je p edstavena jako hra, ve které je na podlahu tvo enou prkny o stejné 
ší ce házena ty ka a hrá i sázejí na to, zda protne n kterou spáru nebo ne. Je nazna ena 
souvislost pravd podobnosti protnutí spáry s pom rem mezi délkou ty ky a ší kou prken 
a také s úhlem, který ty ka svírá se spárami ( i spíše s kolmicí na spáry a navíc v e i 
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oblouk ), v záznamu však není žádné odvození ani výsledek. Na konci je pouze uvedeno, 
že pokud je ší ka prken stejná jako délka ty ky, ty ka neprotne spáru v žádném svém 
postavení (tj. a  je její sm r jakýkoli) pouze v p ípad , že její st ed leží ve st edu 
vzdálenosti mezi spárami. Pokud je ší ka prken v tší než délka ty ky, je možností, kdy 
ty ka neprotne žádnou spáru, více. Existuje tedy ur itá ší ka prken, p i které je hra 
„rovná“ (oba hrá i mají stejnou šanci na výhru) „a to ur il P. le Clerc s velkou elegancí  
z plochy cykloidy.“1

  
V [2] z roku 1777 je postup popsán podrobn ji. Situace je znázorn na na obrázku, 

který je kopií obrázku z [2]. Buffon nejprve zvolí na dvou sousedních rovnob žkách body 
A, B a C, D tak, aby tvo ily obdélník. Ten p edstavuje jedno prkno. Jedna strana 
obdélníka je rovna ší ce prkna (vzdálenosti rovnob žek), tu ozna í 2a, druhou je délka 

prkna ozna ená f. Délka ty ky je ozna ena 2b, 
v obdélníku ABDC jsou vedeny ve vzdálenosti 
b rovnob žky se stranami AB (ozn. ab) a CD
(ozn. cd). Buffon uvažuje jen (horní) polovinu 
obdélníka ABDC, v dolní polovin  je situace 
(díky symetrii) stejná. Je z ejmé, že pokud st ed 
ty ky padne do obdélníka abdc (tedy jeho horní 
poloviny), nem že ty ka protnout žádnou spáru 
(levá ást obrázku). Množina t chto p ípad  má 
míru ( )f a b c   , kde je symbolem c ozna ena 

tvrtina kružnice o polom ru b, tedy / 2c b . Pokud st ed ty ky padne do zbylé ásti, 
m že ty ka spáru protnout a také neprotnout. Nap íklad když st ed ty ky padne do bodu 
, odpovídá oblouk G t m p ípad m, kdy ty ka protne p ímku AB, a oblouk GH

p ípad m, kdy ty ka p ímku neprotne.  

Potom Buffon ozna í symbolem y oblouk G. Je z ejmé, že délka oblouku G (a tedy 
hodnota y) je závislá na vzdálenosti st edu ty ky  od p ímky AB, tuto vzdálenost 
ozna uje x, i když to explicitn  neuvádí. Množina p ípad , kdy ty ka protne p ímku AB, 
má míru ,f y dx  množina p ípad , kdy p ímku AB neprotne, má míru ( )f bc y dx . 

Integra ní meze Buffon neuvádí, je ale z ejmé, že dolní mez je 0 a horní je b. Množina 
p ípad , kdy ty ka spáru neprotne, je tedy sjednocením dvou množin (té, kdy st ed jehly 
padne do obdélníka abcd, a té, kdy padne do obdélníka abAB). Toto sjednocení má míru 

( ) ( ) ( )f a b c f bc y dx f ac y dx         . Hra je „rovná“ práv  tehdy, když se míry 

množiny p íznivých jev  (ty ka spáru protne) a množiny nep íznivých jev  (ty ka spáru 
neprotne) rovnají, tedy ( )f y dx f ac y dx    , neboli ( )y dx ac y dx  . Zbývá 

spo ítat y dx . Tento výraz je dle Buffona roven obsahu ásti cykloidy, jejíž generující 

kruh má pr m r roven délce ty ky (tedy 2b). A tento obsah je roven 2b , tedy tverci 
polom ru generujícího kruhu.2  

                                                          

1 Il y a donc une certaine largeur de la planche qui rendroit le pari ou le jeu égal, & c'est ce que M. le Clerc 
a déterminé par une aire de Cycloïde avec beaucoup d'élégance au jugement de l'Académie.  
2 … c'est-à-dire, à l'aire d'une partie de cycloïde, dont le cercle générateur a pour diamètre 2b longeur de la 
baguette; or, on fait que cette aire de cycloïde est égale au carré du rayon, … 



103

Je z ejmé, že arccos .x
y b

b
   Potom snadno spo ítáme, že 2

0

b
y dx b . Ale to jsme 

znovu použili dnešní postup. Ten však Buffon neznal. Co je tedy ta jeho ást cykloidy? 
Jak se spo ítá její obsah? Na tyto a podobné otázky se pokusíme odpov d t v další ásti. 

2 Cykloida  

2.1 Trocha historie 
Cykloida je rovinná k ivka, kterou opisuje pevn  zvolený bod na kružnici kotálející se 

(bez klouzání) po p ímce. A  se jedná o k ivku docela p irozenou, nebyla ve starov ku 
studována. Snad proto, že ji považovali jen za ást elipsy. Podle Evangelisty Torricelliho 
(1608–1647) se jako první o cykloidu zajímal jeho u itel Galileo Galilei (1564–1642), od 
n hož pochází i název cykloida. John Wallis (1616–1703) však uvádí, že konstrukci 
cykloidy popsal už Charles de Bovelles (1479–1566). Galileiho zaujal tzv. Aristotel v 
paradox, který je popsaný v Mechanice3 (originál s latinským p ekladem a komentá i je 
uveden v [8], anglický p eklad v [11]). Uvažujme kruh, který se kutálí po p ímce a menší 

kruh se stejným st edem, který je s p vodním kruhem spojen. Oto í-li 
se v tší kruh, oto í se i menší. Když se v tší kruh oto í o 360°, urazí 
dráhu rovnou svému obvodu. Malý kruh p i tom vlastn  urazí tutéž 
dráhu, i když jeho obvod je menší. Jak je to možné? Je to zp sobeno 
tím, že menší kruh se nepohybuje „bez klouzání“. Galilei ukázal na 
pravidelném šestiúhelníku, že když se v tší šestiúhelník p eklápí p es 
vrchol, u menšího odpovídající vrchol nez stává na míst , ale 
pohybuje se, klouže. Dráha, kterou takto urazí, pak zp sobí to 

„prodloužení“. Podobn  pro mnohoúhelníky s více vrcholy a v limitním p ípad  pro kruh. 
Galilei své ešení publikoval v [4].  

O cykloidu se zajímal také Marin Mersenne (1588–1648) a v roce 1615 navrhl 
významným matematik m prozkoumat její vlastnosti, p edevším spo ítat obsah plochy 
vymezené jedním obloukem cykloidy a zkonstruovat te nu cykloidy v libovolném bod . 
V roce 1635 první problém vy ešil Gilles Personne de Roberval (1602–1675), který 
spo ítal, že obsah plochy vymezené jedním obloukem cykloidy je roven trojnásobku 
obsahu generujícího kruhu [10]. Konstrukci te en popsal René Descartes (1596–1650), 
úloha se mu zdála být p íliš jednoduchá. V roce 1658 vyzval Blaise Pascal (1623–1662) 
pod pseudonymem Amos Dettonville matematiky k vy ešení dalších otázek týkajících se 
cykloidy (obsah libovolné ásti plochy omezené cykloidou, nalezení hmotného st edu 
této plochy, objem a povrch t lesa vzniklého rotací cykloidy kolem její osy, resp. kolem 
p ímky, po níž se kutálí generující kružnice,...). Vypsal dokonce cenu pro toho, kdo tyto 
problémy vy eší. Sám už ešení znal (publikoval je posléze v pojednání [9]). Do 
zkoumání se zapojilo mnoho matematik , významný byl výsledek Sira Christophera 
Wrena (1632–1723), známého architekta (katedrála sv. Pavla v Londýn ), který ur il, že 
délka jednoho oblouku cykloidy je rovna ty násobku pr m ru generující kružnice.  

V 17. století byly objeveny také další zajímavé vlastnosti cykloidy, které m ly 
významné praktické využití. Na mo i bylo pro ur ení zem pisné délky nutné znát nejen 
as v míst , kde se lo  nalézala (dal se ur it podle Slunce), ale také referen ní as; t eba  

                                                          
3 Text je tradi n  p ipisován Aristotelovi (382–322 p . n. l.), o jeho autorství ale mnozí pochybují. N kte í soudí, 
že autorem je Archytas (428–347 p . n. l.), jiní považují za autora n kterého z Aristotelových žák .  
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v míst , odkud lo  vyplula a jehož zem pisná délka byla známá. Námo níci proto 
pot ebovali s sebou vozit hodiny, na nichž byl nastavený as domovského p ístavu. 
Problém byl v tom, že žádné hodiny nebyly schopné udržet na mo i p esný as po tak 
dlouhou dobu. Christiaan Huygens (1629–1695) se snažil vy ešit tento problém. Všiml si 
isochronie cykloidy, tedy toho, že když z libovolného bodu na (obrácené) cykloid
spustíme kuli ku, dorazí do nejnižší polohy vždy za stejný as. Cht l zkonstruovat 
kyvadlové hodiny, jejichž kyvadlo by se pohybovalo po cykloid . Využil k tomu další 
vlastnosti cykloidy, totiž že její evolutou je také cykloida, a p idal horní zarážky ve tvaru 
cykloidy, které regulovaly délku vlákna b hem pohybu. Kyvadlové hodiny se ale na mo i 
p íliš neosv ily a nakonec sám Huygens uznal, že pro použití na mo i budou lepší 
hodiny pružinové. 

Johann Bernoulli (1667–1748) v roce 1696 v Acta Eruditorum uve ejnil tzv. problém 
brachistochrony. Brachistochrona je k ivka spojující body A a B, po které se hmotný bod 
dostane z bodu A do bodu B p sobením gravita ního pole v nejkratším možném ase. 
Problémem se zabýval už Galilei, domníval se, že brachistochrona je ástí kružnice 
(publikováno v [4]). Johann Bernoulli ale ukázal, že brachistochronou je ást oblouku 
cykloidy. Problémem se zabýval také Jacob Bernoulli (1655–1705). P i ešení použil 
nové posupy a položil základy nové matematické discipliny, varia ního po tu.  

2.2 Výsledky, které mohl Buffon použít 

První otázka byla, obsahu které ásti cykloidy je roven 
0

b
y dx . Christiaan Huygens  

v rukopise [5] z roku 1658 a následn  v práci [6] ukázal souvislost mezi délkou oblouku 
G (v Buffonov  zna ení) a délkou jisté úse ky. V rukopise [5] je postup následující: 

M jme oblouk ABC cykloidy a na n m 
vyberme bod E. Ve me tímto bodem 
rovnob žku s AC, pr se ík s osou cykloidy 
ozna me F. Kotálením se p esune bod B do 
bodu E, oblouk BGD se p esune na oblouk 
EKH. Délka oblouku KH je proto rovna 
délce úse ky KD. Protože jsou délky oblouk

GB a EL rovny délce oblouku KH, musí být také rovny délce úse ky KD a rovn ž délce 
úse ky NF. Stejnou délku má i úse ka GE (protože jsou stejné délky úse ek GF a NE
a ást NG je ob ma spole ná). Délka oblouku GB je tedy rovna délce úse ky GE.4  

V Buffonov  zna ení to znamená, že 
délka oblouku G (tzn. y) je rovna délce 

úse ky GP. Integrál 
0

b
y dx  je potom roven 

obsahu oblasti ohrani ené obloukem H, 
ástí cykloidy K a úse kou HK. To je ta 
ást cykloidy, o které se zmi uje Buffon. 

                                                          

4 ABC est Cycloides. BD diameter circuli generatoris. EF parall. AD. dico EG  esse arcui GB. Cum B est in E, 
circulus BGD est in EKH. Et D in H. Ergo arcus KH  rectae KD, quare et arcus EL sive GB  rectae KD sive 
NF. Sed NF  GE: nam GF  NE; et addita utrinque NG fit EG  NF. Ego arcus BG  GE.  
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Druhou otázkou bylo, jak spo ítat obsah této oblasti. Na to m žeme najít odpov
t eba v pojednání [7] od Philippe de La Hire (1640–1718). Toto pojednání obsahuje jedno 

lemma, p t tvrzení a jeden d sledek. Uvedeme jen ásti 
vztahující se k našemu problému. Lemma popisuje konstrukci 
te ny v jakémkoli bod  cykloidy. Uvažujme polovinu oblouku 
cykloidy VB a vyberme na n m libovoln  bod P. Ve me tímto 
bodem rovnob žku s AB, její pr se ík s generující kružnicí 
ozna me C. Potom te na v bod P je rovnob žná s úse kou 
VC. V prvním tvrzení je ukázáno, že plocha vymezená 
obloukem cykloidy VP a úse kami VT a PT má stejný obsah 

jako kruhová úse  na generujícím kruhu vymezená se nou VC.  

Ve t etím tvrzení je uveden výsledek, který použil Buffon. M jme op t polovinu 
cykloidy se základnou AB a s osou VA a její generující kružnici se st edem C. Ve me 
bodem C rovnob žku s AB, pr se ík s generující kružnicí ozna me D a pr se ík 
s cykloidou E. Potom obsah oblasti vymezené obloukem VD, ástí cykloidy VE 
a úse kou DE (Buffonova ást cykloidy, ozna me ji t eba ) je roven tverci polom ru 

(ozna íme R) generující kružnice. D kaz za íná konstrukcí 
te ny v bod E a te ny v bod V (rovnob žka s AB), jejichž 
pr se íkem je bod F. Obsah rovnob žníka DEFV je roven 
polovin  obsahu kruhu vymezeného generující kružnicí. 
V rovnob žníku DEFV je totiž délka strany DE rovna délce 
oblouku VD (jak bylo ukázáno výše), tedy délce tvrtiny 
generující kružnice ( / 2R ) a výška je rovna polom ru R

generující kružnice. Obsah DEFV je roven 2 / 2R , polovin  obsahu kruhu vymezeného 
generující kružnicí. Uvažovanou oblast O m žeme získat tak, že z rovnob žníku DEFV
odstraníme kruhovou úse  vymezenou úse kou VD a oblast vymezenou obloukem 
cykloidy VE a úse kami EF a VF. Protože ob  tyto ásti mají stejný obsah, je obsah 
roven obsahu rovnob žníka DEFV zmenšenému o dvojnásobek obsahu kruhové úse e 
vymezené úse kou VD. Z rovnosti obsah  rovnob žníka DEFV a poloviny kruhu 
vymezeného generující kružnicí pak plyne, že obsah uvažované ásti cykloidy je roven 
obsahu trojúhelníka ADV, tedy 2R . 

Podle [1] mohl Buffon znát i jiné texty. John Wallis v p edmluv  ke svému pojednání 
De Cycloïde z roku 1659 píše, že totéž dokázal už Huygens a Wren.5 Nicmén  La Hire 
byl lenem Académie des sciences, takže jeho práce byla pro Buffona nejdostupn jší. 

3 Záv r

3.1  Helena matematik
Nevíme p esn , í výsledky Buffon znal a které použil, jisté ale je, že v 17. století se 

mnoho významných matematik  v novalo problém m spojeným s cykloidou. Krom
t ch, které jsme jmenovali, to byli také t eba Pierre de Fermat (1601–1665), Gottfried 

                                                          
5 Non diffitetur interim Hugenium Batavum, & Wrenum nostrum prodidisse, Portionem Cycloidis quam abscindit 
recta ad axim ordinatim applicata, ejusdem axis partem quartam vertici proximam absindens,aequalem esse 
spatio rectilineo: (quod quidem verum est; aequat utique 23/8 3R : ut ex calculo §23 liquet; uti &trilineum CbB 
fig. i vel 7, aequare 2R quadratum radii…)  
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Wilhelm von Leibniz (1646–1716) nebo Isaac Newton (1643–1727). Tato k ivka vzniká 
zcela p irozeným zp sobem a má velmi zajímavé vlastnosti, které mají také praktické 
využití. Pro její krásu a zajímavost bývala nazvána Helenou matematik , podle manželky 
spartského krále Meneláa považované za nejkrásn jší ženu na sv t . 
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NAUCZANIE MATEMATYKI W SZKOŁACH 
REDNICH TORUNIA W XIX W. 

KAROLINA KARPI SKA

Abstract: This article is devoted to describing the mathematical education in secondary 
schools operating in Torun in the nineteenth century. Particular attention has been 
devoted to the Torun Gymnasium, which was the only school in Torun conducting the 
Matura exams. Work also includes a brief history of the maturity exams and how they 
were performed in Torun, Chelmno and Inowroclaw. It has been enriched with a sample 
set of tasks in Mathematics being solved during the Matura examination in 1866. 

W XIX wieku na terenie Torunia funkcjonowały trzy szkoły kształc ce na poziomie 
rednim. Najstarsz  i najbardziej presti ow  z nich było protestanckie Gimnazjum 

Toru skie dla chłopców, którego pocz tki si gały XVI wieku. Pomimo, e była to szkoła, 
w której najwi kszy nacisk kładziono na nauk  przedmiotów humanistycznych,1 to 
w pierwszej połowie XVIII wieku stała si , obok Gimnazjum Gda skiego, jedynym 
o rodkiem na terenie Rzeczypospolitej, w którym dydaktyka przedmiotów 
matematycznych dorównywała przoduj cym szkołom europejskim. Uczniowie poznawali 
w niej pogl dy Kartezjusza, Newtona, Leibnitza, Wolffa oraz teori kopernika sk . Wraz 
z pocz tkiem XIX wieku zacz to przeprowadza  w Gimnazjum egzaminy maturalne, 
które były dla uczniów przepustk  do studiów uniwersyteckich. Ze wzgl du na wysoki 
poziom nauczania i mo liwo  przeprowadzania matur instytucja ta cieszyła si
niezwykle du  popularno ci  w ród mieszka ców Torunia i okolic. 

Dziewi tnastowieczny Toru  liczył około 10 tysi cy mieszka ców i nie wszyscy 
ch tni mogli pobiera  nauk  w Gimnazjum. Dlatego Magistrat toru ski podj ł decyzj
o utworzeniu dla niego alternatywy. Została ni  szkoła rednia dla chłopców, 
tzw. Knaben-Mittelschule, której celem było przygotowywanie młodzie y do pracy na 
stanowiskach urz dniczych. 

Pocz tek XIX wieku w Prusach i przynale cym do  Toruniu, był zdeterminowany 
przez ówcze nie panuj cy pogl d na miejsce kobiety w społecze stwie. Nawet 
najbardziej wiatli my liciele przełomu XVIII i XIX wieku uwa ali, e celem ycia 
kobiety jest bycie wzorow  matk , on  i gospodyni  domu. Takie spojrzenie na płe
e sk  miało równie  odzwierciedlenie w stworzonym dla niej systemie wychowania. 

W Toruniu, od momentu wprowadzenia obowi zku szkolnego, dziewcz ta mogły si
uczy  jedynie w zakładach prywatnych, czyli tzw. pensjach, kształc cych na poziomie 
elementarnym. Dopiero działania rewolucyjne kobiet z pocz tku XIX wieku 
spowodowały, e zacz to tworzy  dla nich szkoły na poziomie wy szym ni
podstawowy. Na rok 1820 datuje si  utworzenie pierwszej toru skiej szkoły redniej dla 
dziewcz t, tzw. Töchterschule für höhere Bildung.  

1 Gimnazjum Toru skie zostało utworzone na wzór humanistycznego gimnazjum zało onego w Strasburgu 
przez niemieckiego humanist  i pedagoga Johanna Sturma ([6], s. 1001). Miało ono na celu „ukształtowanie 
wła ciwego modelu moralno-religijnego wychowanka i zapewnienie absolwentom pewnego quantum 
wykształcenia erudycyjno-filologicznego i umiej tno ci retorycznych” ([5], s. 85 86). 
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W niniejszej pracy zostanie opisany sposób kształcenia matematycznego w ka dej 
z wy ej wymienionych szkół, ze szczególn  uwag  skierowan  na Gimnazjum Toru skie 
i przeprowadzane w nim egzaminy maturalne. 

1 Gimnazjum Toru skie 
Gimnazjum Toru skie powstało w 1568 roku i na przestrzeni dziejów funkcjonowało 

pod ró nymi nazwami. W pierwszej połowie XIX wieku było to Gimnazjum w Toruniu 
(Gymnasium zu Thorn), nast pnie Królewskie ewangelickie Gimnazjum w Toruniu 
(Königliches evangelisches Gymnasium zu Thorn), a  w ko cu od 1861 roku – 
Królewskie ewangelickie Gimnazjum i Szkoła Realna pierwszego stopnia w Toruniu 
(Königliches evangelisches Gymnasium und Realschule erster Ordnung zu Thorn). 

Pomimo humanistycznego charakteru szkoły, zatrudniano w niej wybitnych 
dydaktyków i znawców matematyki, m. in. Adama Freytaga, Pawła Patera, Friedricha 
Reinholda Bornmanna i Samuela Teodora Schönwalda ([4], s. 115–138). Ka dy z nich 
kładł du y nacisk na praktyczne stosowanie wiedzy zdobytej na zaj ciach, a tendencje te 
były widoczne jeszcze na pocz tku XIX wieku. 

1.1 Pierwsze lata XIX wieku  
W pierwszych latach XIX wieku nauczyciele przedmiotów matematycznych 

Gimnazjum Toru skiego skupiali si  w głównej mierze na tym, aby przekazywa
uczniom wiedz , która pomo e im sprawnie funkcjonowa  w yciu dorosłym, dlatego 
nauczali matematyki na tre ciach czerpanych z ycia codziennego. Jednocze nie nie 
mogli wchodzi  w skomplikowane, czysto teoretyczne rozwa ania, poniewa  nie byli do 
tego przygotowani w sposób merytoryczny. W gronie pedagogicznym nie było wówczas 
nauczycieli o wykształceniu matematycznym, a zaj cia te były zazwyczaj rozdzielane 
pomi dzy humanistów, i tak w 1808 roku zaj cia matematyczne w Gimnazjum 
prowadziło czterech filologów: Jan Karol Germar, Jan Fryderyk Bormann, Andrzej 
Müller i Jan August Jerzy Schmidt ([10], s. 173–176).  

1.1.1 Godzinowy rozkład zaj  z matematyki 
Profesorowie Germar i Bormann wykładali w klasach najwy szych, pierwszy z nich 

geometri , a drugi arytmetyk , obaj robili to w oparciu o podr cznik Anfangsgründe der 
nothwendigsten Theile der Mathematik [Podstawy najbardziej niezb dnych cz ci 
matematyki] J. J. Ebertsa ([15]), natomiast Müller i Schmidt uczyli rachunków w klasach 
ni szych. Germar prowadził tygodniowo jedn  godzin  geometrii w najwy szej wówczas 
klasie Secundzie (nie było Primy), Bormann – jedn  godzin  arytmetyki w Secundzie 
oraz dwie w ł czonej klasie III–IV (Tertia – Quarta), Müller prowadził tam e dwie 
godziny „rachunków z głowy” i dodatkowo: dwie godziny „rachunków na tablicy” 
i jedn  godzin  „rachunków ze słuchu” w kl. V–VI (Quinta – Sexta) oraz jedn  godzin
„rachunków z głowy” w VII–VIII (Septima – Octava), natomiast Schmidt – trzy godziny 
„rachunków” w VII–VIII (Septima – Octava). Z owego rozkładu zaj  wynika, e 
w Gimnazjum Toru skim przykładano du  wag  do biegło ci w liczeniu, zarówno 
pisemnym, jak i pami ciowym, co w ówczesnych szkołach było niezwykle rzadko 
spotykane ([10], s. 198). 

Analiza tre ci zawartych w podr czniku Ebertsa pozwoli nam zapozna  si
z zagadnieniami, które realizowano na zaj ciach i sposobami, na jakie to robiono. 
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Podr cznik ten zawiera trzy główne działy: arytmetyk , geometri  oraz trygonometri
płask . 

1.1.2 Analiza tre ci zawartych w podr czniku Ebertsa 
Arytmetyka obejmuje analiz  systemów liczbowych – dziesi tnego, dwójkowego 

i czwórkowego; cztery działania arytmetyczne, z których ka de autor najpierw omawia 
na liczbach naturalnych, nast pnie na mianowanych, a pó niej na wielomianach 
i dodatnich liczbach wymiernych; ułamki dziesi tne; kwadraty i sze ciany liczb jedno-, 
dwu- i trzycyfrowych, na podstawie obliczania których wyprowadza „wzory skróconego 
mno enia” na wyra enia, takie jak np. , , ; pierwiastki 
kwadratowe i sze cienne oraz sposoby ich obliczania (wyliczanie z dokładno ci  do kilku 
miejsc po przecinku warto ci  i ); stosunki liczb i proporcje; reguł  trzech oraz 
reguł  pi ciu; post py arytmetyczne, geometryczne i logarytmiczne; własno ci loga-
rytmów oraz ich wykorzystanie do mno enia, dzielenia, pot gowania i pierwiastkowania 
liczb. Ostatnim zagadnieniem jest omówienie sposobu znajdowania logarytmu danej 
liczby (lub liczby, której logarytm jest dany), gdy nie mo na tego odczyta  z tablic 
logarytmicznych. Wa nym elementem, przewijaj cym si  przez cały rozdział dotycz cy 
arytmetyki, jest zamiana jednostek miar, wag i monet, a ułatwiaj  to umieszczone przez 
autora siedmiostronicowe tablice.  

Zalet  arytmetycznej cz ci podr cznika jest to, e wszelkie nowe tre ci podawane 
przez autora za ka dym razem s  zobrazowane na przykładach, a materiał jest tak 
uło ony, aby stanowił logiczn  cało  i nie było miejsca na niedomówienia. Widocznym 
jest hołdowanie zasadzie „od szczegółu do ogółu”. Autor pokazuje ró ne metody 
podej cia do jednego zagadnienia np. podaje trzy ró ne sposoby dzielenia liczb: dzielenie 
pisemne metod  pitagorejsk , dzielenie przy u yciu tzw. sztabek Napiera oraz przy 
wykorzystaniu własno ci logarytmów. Niew tpliwie wad  podr cznika jest brak zada
do samodzielnego rozwi zania przez uczniów. Dodatkowo, du y problem stanowi tutaj 
aspekt podstaw logarytmów. Autor u ywa sformułowania „logarytm”, jednak e w swoim 
rozumowaniu wła ciwie zupełnie pomija jego podstaw . Tego, jaka jest podstawa 
rozwa anego logarytmu, czytelnik musi domy li  si  z kontekstu. 

W dziale po wi conym geometrii, oprócz podstawowych poj  geometrycznych, 
omawia wielok ty i sumy miar ich k tów, podaje cechy przystawania i podobie stwa 
wielok tów oraz sposoby obliczania ich pól, du o uwagi po wi ca obliczeniu pola koła 
oraz jego wycinka i odcinka, ponadto omawia k ty rodkowe i wpisane oraz własno ci 
figur wpisanych w koło. Osobn  cz  stanowi  zastosowania geometrii do mierzenia 
gruntu – autor opisuje, w jaki sposób, przy wykorzystaniu teorii trójk tów przystaj cych 
i podobnych oraz przyrz dów mierniczych takich, jak ła cuchy i sznury miernicze oraz 
goniometry i stojaki, mo na znale  odległo  mi dzy dwoma obiektami na ziemi, 
mi dzy którymi umieszczona jest pewna przeszkoda np. staw czy rzeka, uniemo-
liwiaj ca bezpo rednie zmierzenie odległo ci. W podobny sposób omawia mierzenie 

wysoko ci obiektów. Pokazuje te  metody obliczania pola powierzchni obszaru na ziemi,
który jest w kształcie wielok ta i w jego wn trzu znajduje si  staw. Z zagadnie
stereometrycznych oprócz podstaw takich, jak definicje: graniastosłupa, równo-
legło cianu, sze cianu, walca prostego i pochyłego, ostrosłupa, wielo cianów foremnych 
(tetraedra, octaedra, icosaedra, dodekaedra), sto ka i kuli, podaje sposoby obliczania 
obj to ci równoległo cianu, graniastosłupa, cylindra oraz ostrosłupa, omawia podo-
bie stwo i przystawanie brył, najwi cej miejsca po wi ca natomiast ró nym sposobom 
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obliczania obj to ci kuli oraz pola jej powierzchni. Jako ostatnie zagadnienie podaje 
sposoby obliczania obj to ci beczki oraz innych małych brył o nieregularnych kształtach 
(przy u yciu modelu graniastosłupa lub walca i wody lub piasku).  

W tej cz ci podr cznika autor przeprowadza wiele konstrukcji, z których ka da jest 
opatrzona dowodem poprawno ci. Dba o to, aby przedstawia  ró ne sposoby rozwi zania 
jednego zadania. Ka de twierdzenie jest opatrzone rysunkiem, zapisem symbolicznym, 
zgodnym z oznaczeniami na rysunku, dowodem i cz sto te  przykładem zastosowania. 
Przy opisywaniu sposobów wykorzystania geometrii w miernictwie, umieszcza uwagi 
dotycz ce posługiwania si  przyrz dami mierniczymi, np. e w zale no ci od stopnia 
wilgotno ci powietrza sznur mierniczy mo e si  wydłu a  lub skraca , tym samym, 
mo e nie da  precyzyjnego pomiaru. Poleca posługiwanie si  pomocami naukowymi, 
np. przy wyprowadzaniu wzoru na obj to  ostrosłupa zaproponował posłu enie si
mode-lem graniastosłupa wykonanym z drewna i rozci cie go na cz ci za pomoc
siekiery.  

   
Trygonometri  płask  Eberts rozpoczyna od zdefiniowania funkcji trygonometrycz-

nych w kole trygonometrycznym, a nast pnie przedstawia sposoby rozwi zywania 
trójk tów, czyli znajdowania długo ci ich boków i miar k tów, w zale no ci od tego, 
które jego wielko ci s  dane. Dział ten jest wzbogacony o jedenastostronicowe tablice 
miar łuków i stowarzyszonych z nimi ci ciw. 

Niewielka liczba godzin, jak  dysponowali nauczyciele wy szych klas gimnazjalnych   
w 1808 roku, sugeruje, i  raczej nie omawiali na nich trygonometrii, jednak e w 1814 
roku sytuacja mogła by  ju  zgoła odmienna, poniewa  dwie najstarsze klasy miały 
wówczas po jednej godzinie arytmetyki i dwie godziny geometrii tygodniowo, a klasa 
trzecia – po dwie godziny arytmetyki i geometrii.  

Konstrukcja podr cznika zmuszała nauczycieli do samodzielnego przygotowywania 
zada wiczeniowych, a praktykowan  przez nich (Germara, Bormanna, Müllera 
i Schmidta) form  sprawdzania poziomu zrozumienia materiału i umiej tno ci uczniów 
były cz ste prace pisemne.   

1.2  Era doktora Ludwiga Martina Laubera (lata 1821–1855)
Poziom nauczania przedmiotów matematycznych wyniósł na znacznie wy szy 

poziom dopiero doktor Ludwig Martin Lauber. Rozpocz ł on prac  w Gimnazjum 
Toru skim w 1821 roku. Był to drugi XIX-wieczny nauczyciel matematyki 
w Gimnazjum (po Martinie Ohmie, pracuj cym w latach 1817–1821), który miał 
uko czone studia w tym zakresie. Rozpocz ł je w 1812 roku na Uniwersytecie we 
Wrocławiu i kontynuował w Berlinie. Tytuł doktora uzyskał w 1821 roku na 
Uniwersytecie w Halle, na podstawie rozprawy doktorskiej dotycz cej liczb naturalnych 
([11], s. 132). 

Rozpoczynaj c prac  w Gimnazjum przej ł prowadzenie matematyki w trzech 
najwy szych klasach od Tertii do Primy oraz dwie godziny matematyki w Quarcie. 

Przez 34 lata, do 1855 roku, był jedynym profesorem matematyki w Gimnazjum 
Toru skim i realizowany przez niego program nauczania przez te lata niewiele si  ró nił. 
Jedynie w Primie pozwalał sobie na doz  urozmaicenia. Mo na wzmiankowa , e 
pracował w tej szkole do 1858 roku. 
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Dla pełnego obrazu tre ci nauczania we wszystkich ówczesnych klasach 
gimnazjalnych, podany zostanie najpierw program nauczania klas najni szych, na 
przedmiocie o nazwie „rachunki”. 

1.2.1 „Rachunki” w klasach ni szych i „matematyka” w klasach wy szych  
Wszystkie klasy ni sze od Quarty miały przedmiot o nazwie „rachunki”, który był 

prowadzony przez nauczycieli klas elementarnych. Program realizowany na tych 
zaj ciach opierał si  w głównej mierze na wiczeniu umiej tno ci w wykonywaniu 
działa  arytmetycznych na liczbach całkowitych i wymiernych. Quarta była klas
przej ciow , która oprócz „rachunków” miała ju  „matematyk ”. Na trzech godzinach 
„rachunków” tygodniowo poznawała reguł  trzech i jej zastosowania np. do rachunków 
kupieckich.  

Zaj cia „matematyki” w Quarcie były prowadzone przez Laubera w wymiarze dwóch 
godzin tygodniowo. Zawsze po wi cał je na wprowadzenie do geometrii, gdzie 
zaznajamiał uczniów np. z k tami i ich rodzajami.  

 W Tertii prowadził cztery godziny tygodniowo. Dwie z nich zawsze po wi cał na 
omówienie zagadnie  geometrycznych. Zajmował si  na nich planimetri  (do twierdze
dotycz cych podobie stwa), rozwi zywał z uczniami zadania konstrukcyjne oraz 
wprowadzał podstawy stereometrii. Pozostałe dwie godziny pocz tkowo po wi cał na 
omówienie ułamków zwykłych i dziesi tnych, proporcji i ich zastosowa , ci gów 
arytmetycznych i geometrycznych oraz pot g, a tak e pierwiastków kwadratowych 
i sze ciennych. Od 1845 roku rozszerzył to o zasady rozwi zywania równa  pierwszego 
stopnia z jedn  i dwiema niewiadomymi oraz równa  kwadratowych. 

W Secundzie (cztery godziny tygodniowo) powtarzał i rozszerzał wiadomo ci 
planimetryczne i stereometryczne zdobyte przez uczniów w Tertii, dodatkowo zajmował 
si  geometri  analityczn  (w tym trygonometri  płask ), omawiał logarytmy i ich 
zastosowania oraz wprowadzał podstawy kombinatoryki. W 1835/1836 roku zakres 
realizowanego materiału rozszerzył o twierdzenie o dwumianie Newtona i rozwi -
zywanie równa  diofantycznych, a w 1837/1838 dodał do tego jeszcze twierdzenie 
wielomianowe. Dwukrotnie, w latach 1844/1845 oraz 1851/1852, w program nauczania 
Secundy wprowadzał te  syntaktyk . 

W Primie (do roku 1841/1842 – cztery godziny tygodniowo, pó niej – trzy godziny) 
program nauczania był najbardziej zró nicowany. Jego stałym elementem było 
rozszerzenie wiadomo ci z Secundy. W zale no ci od roku pracy wprowadzał te  nowe 
zagadnienia i cz sto zajmował si  nimi tylko przez rok, np. w latach 1829/1830 oraz 
1840/1841 wprowadzał analityczn  teori  sto kowych, w roku 1831/1832 zajmował si
rachunkiem ró niczkowym i całkowym, w 1832/1833 – trygonometri  sferyczn  i jej 
zastosowaniami w astronomii, w 1835/1836 roku rozwi zywał równania stopnia drugiego 
i wy szych, w 1839/1840 wprowadził teori  funkcji ł cznie z obliczaniem ich minimum 
i maksimum, w 1841/1842 dodał do tego twierdzenie Taylora, a w 1851/1852 omawiał 
ci gi arytmetyczne rz du drugiego i rz dów wy szych. 

1.2.2 Podr czniki stosowane przez Laubera  
W 1832 roku Królewskie Prowincjonalne Kolegium Szkolne poleciło stosowanie na 

matematyce Über die Anfangsgründe der höheren Arithmetik [O podstawach arytmetyki 
wy szej] F. Mindinga ([27]), jednak e najprawdopodobniej nie była ona 



112

wykorzystywana przez Laubera. W spisach podr czników umieszczonych 
w sprawozdaniach szkolnych w latach pracy Laubera nigdy nie widniały podr czniki 
matematyczne. Jednak e jego ówczesny dorobek naukowo-dydaktyczny, a był autorem 
np. Elemente der Geometrie [Elementów geometrii] ([23]), Unterricht in der Reiner 
Elementar-Mathematik [Wykładu czystej matematyki elementarnej] ([25]), Arithmetik 
und Algebra [Arytmetyki i algebry] ([22]), pozwala przypuszcza , e w swojej pracy 
z uczniami opierał si  na podr cznikach swojego autorstwa lub te  na notatkach, które 
słu yły mu do napisania kolejnych. 

Lauber poprzez swoj  wybitn  działalno  nauczycielsk  i naukow , która oprócz 
matematyki dotyczyła równie  sposobu funkcjonowania szkół na poziomie gimnazjum 
i przedstawiania rozwi za , dzi ki którym sprostałyby one wymogom stawianym im 
przez ówczesne społecze stwo, zwrócił na siebie uwag  Magistratu. Konsekwencj  tego, 
było powierzenie mu w 1838 roku stanowiska dyrektora Gimnazjum Toru skiego. Był to 
jedyny przypadek w XIX-wiecznej działalno ci szkoły, gdy jej dyrektorem został 
wcze niejszy nauczyciel Gimnazjum, pozostali byli wybierani z zewn trz. 

 Ta decyzja Magistratu otworzyła przed Lauberem szans  dokonania zmian 
w Gimnazjum Toru skim. Ju  w 1824 roku napisał prac Über den Einflu  des 
naturwissenschaftlichen Unterrichts auf rein-menschliche Bildung [O bezpo rednim 
wpływie nauczania przedmiotów przyrodniczych na „rein-menschliche Bildung”2] ([24]), 
w której uzasadnił nieoceniony wpływ nauk matematyczno-przyrodniczych na 
kształtowanie młodego człowieka. Według niego, optymaln  form  kształcenia byłoby 
poł czenie nauczania humanistycznego z realnym ( cisłym), przy równoczesnym 
bazowaniu na nauczaniu humanistycznym w klasach najmłodszych i zacz ł czyni  kroki 
ku wprowadzeniu takiego typu nauczania w Gimnazjum Toru skim. Uwa ał, e jest to 
szansa dla szkoły toru skiej, aby sta  si  instytucj  kompleksow , kształc c  zarówno 
przyszłych prawników, jak i in ynierów.  

Po wielu latach badania zapotrzebowania społecze stwa oraz analizy ró nych typów 
kształcenia, zdecydowano, i  najlepszym wariantem dla Torunia b dzie Szkoła Realna 
z j zykami: łaci skim, niemieckim, francuskim i matematyk  w wymiarze czterech 
godzin tygodniowo oraz dwiema godzinami j zyka angielskiego, przyrody, fizyki, 
historii i geografii w ka dej z klas realnych. Reform  wprowadzono w ycie w 1855 
roku.  

1.3 Gimnazjum Klasyczne i Szkoła Realna 
Wraz z wprowadzeniem reformy otworzono dwie klasy Szkoły Realnej – realn

Terti  i realn  Secund . Cykl kształcenia w szkole toru skiej wygl dał wówczas 
nast puj co: klasy od najni szej Septimy do Quarty były klasami wspólnymi, a nast pnie 
miał miejsce podział na Gimnazjum Klasyczne i Szkoł  Realn . Po uko czeniu Quarty 
rodzic w porozumieniu ze swoim dzieckiem i jego planami na przyszło , miał 
decydowa  o tym, czy posła  syna do klas gimnazjalnych (gdzie wi kszy nacisk 
kładziono na przedmioty humanistyczne, jednak matematyka wci  była wa n  cz ci
planu zaj ), czy do klas realnych, gdzie znacznie wi kszy nacisk kładziono na 
przedmioty matematyczno-przyrodnicze.  

2 „Rein-menschliche Bildung”  jest to rodzaj kształcenia humanistycznego. Dokładnie opisano go w [9]. 
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Utworzenie Szkoły Realnej zmusiło Laubera do zatrudnienia drugiego specjalisty od 
nauczania przedmiotów matematycznych. Nauczycielem klas realnych został wówczas 
Eduard Fassbender. 

Pocz tkowo, program realizowany w obu klasach realnych był bardzo zbli ony do 
programu odpowiednich klas gimnazjalnych. Sytuacja zmieniła si  dopiero w roku 
szkolnym 1858/1859, kiedy to otwarto realn  klas  Prim  i zwi kszono liczb  godzin 
matematyki we wszystkich klasach Szkoły Realnej z czterech do sze ciu godzin 
tygodniowo. W 1860 roku otworzono te  realn  Quart  (z matematyk  w wymiarze 
sze ciu godzin tygodniowo). 

1.3.1 Program nauczania 
Analiza programów nauczania z lat 1858-1874, 1880/1881 oraz 1884/1885 pozwala 

zauwa y , e Fasbender, jak i inni nauczyciele, którzy zostali zatrudnieni z biegiem 
czasu, np. Otto Reichel, czy Maximilian Curtze, w klasach realnych opierali si  na 
zagadnieniach, które przed reform  realizował Lauber w klasach gimnazjalnych. 
Jednak e z racji na wi ksz  dyspozycj  czasow  robili to du o dokładniej ni  ich 
poprzednik. Wprowadzali te  nowe zagadnienia takie, jak np. analityczne podej cie do 
geometrii wykre lnej na podstawie pracy Fassbendera Abri  einer Einleitung in die 
beschreibende Geometrie [Zarys wprowadzenia do geometrii wykre lnej] ([16]), czy 
liczby zespolone wprowadzone w 1884/1885 przez Curtzego do programu nauczania 
Secundy w Szkole Realnej. Natomiast klasom gimnazjalnym po reformie nieco 
uszczuplono zakres realizowanego materiału. 

I tak, przykładowo w 1869/1870 roku programy najstarszych klas Gimnazjum 
Klasycznego i Szkoły Realnej były nast puj ce: 

o gimnazjalna Prima: stereometria, uzupełnienie i rozszerzenie geometrii, wiczenia 
trygonometryczne, ułamki ła cuchowe i równania diofantyczne pierwszego 
stopnia. 

o realna Prima: geometria wykre lna, sto kowe, permutacje, kombinacje, wariacje, 
twierdzenie o dwumianie Newtona, równania numeryczne trzeciego i czwartego 
stopnia, liczby figuralne, ci gi arytmetyczne wy szych rz dów.

1.3.2 Podr czniki 
Materiał realizowany w klasach gimnazjalnych od Quarty wzwy  od 1858 roku 

w głównej mierze oparty był na tre ciach zawartych w podr czniku Die Elementar 
Mathematik [Matematyka elementarna] L. Kambly’ego ([18]).  

Uczniowie klas realnych korzystali natomiast z Anfangsgründe der reinen 
Mathematik für der Schul- und Selbst-Unterricht [Podstaw matematyki czystej dla 
studiów szkolnych i własnych] K. Koppe’go ([21]), Abri  einer Einleitung in die 
beschreibende Geometrie [Zarysu wprowadzenia do geometrii wykre lnej] 
E. Fassbendera ([16]), a z biegiem lat te  z Algebraische Aufgabensammlung [Zbioru 
zada  algebraicznych] E. Bardey’a oraz tablic logarytmicznych umieszczonych 
w Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch [Poradniku logarytmiczno-trygono-
metrycznym] G. F. Vegi ([32]).  

W roku 1884/1885 jedynym nauczycielem klas realnych był Curtze i uznał, e do 
nauki stereometrii w realnej Primie lepszym b dzie Hauptsä e der Elementar-
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Mathematik zum Gebrauche an Gymnasien und Realschulen [Twierdzenia matematyki 
elementarnej do wykorzystania w Gimnazjach i Szkołach Realnych] G. Mehlera ([26]).  

2 Wy sza szkoła dla dziewcz t 
Na przełomie XVIII i XIX wieku panował w Prusach pogl d, e celem ycia kobiety 

jest dbanie o ciepło domowego ogniska, co w silny sposób oddziaływało na ówczesne 
podej cie do kształcenia dziewcz t. Uwa ano, e nie ma sensu, aby pobierały one nauki 
na poziomie wy szym ni  podstawowy, poniewa  zdobyta tam wiedza i tak nie 
przydałaby im si  w pó niejszym yciu. W Toruniu sytuacja była o tyle zła, e nie 
istniały szkoły elementarne dla dziewcz t, a jedyn  mo liwo ci  ich kształcenia były 
w tym czasie zakłady prywatne, czyli tzw. pensje. 

Zmian  podej cia do wykształcenia kobiet wywołały dopiero ich działania maj ce 
miejsce w trakcie rewolucji francuskiej, a pó niej wojen napoleo skich. Zacz to 
dostrzega , i  „kobieta jest tak samo człowiekiem jak m czyzna, nie na to jest przecie 
jedynie na wiecie, eby dzieci rodziła, ale eby te  poznała stosunek swój, jako 
człowieka do Boga, do wiata i przyrody, do ko cioła i ojczyzny, aby poznała dzieje 
ludzko ci” ([8], s. 115). Znalazło to odzwierciedlenie w postawie Magistratu toru skiego, 
który w 1820 roku nakazał nauczycielowi Gimnazjum doktorowi Johannowi Paulowi 
Bormannowi zało enie szkoły dla dziewcz t kształc cej tak, aby „geografii, historii 
powszechnej doskonałe wyobra enie miały, j zykiem francuskim mówiły, listy lub inne 
wypracowania pisemne i rachunki potrzebne dobrze zrobi  mogły, do rysunków, robót 
kobiecych i do piewania si  wprawiały, a słowem wtem si wiczyły, aby si
w przyszło ci w towarzystwie lub powołaniu jakiem znale  potrafiły” ([8], s. 104). 
Szkoła ta powstała jeszcze w tym samym roku i pocz tkowo nazwano j  Töchterschule 
für höhere Bildung, a z biegiem czasu zmieniła nazw  na Höhere Töchterschule. W jej 
skład wchodziły trzy klasy, a nauka w ka dej z nich miała trwa  trzy lata.  

Od samego pocz tku istnienia szkoły przykładano w niej du  wag  do wykształcenia 
matematycznego. Dziewcz ta uczyły si  tutaj dodawania, odejmowania, mno enia 
i dzielenia, a wszystko po to, aby pó niej mogły bez problemu prowadzi  ksi gi 
rachunkowe gospodarstwa domowego.  

W 1857 roku na stanowisku dyrektora szkoły zasiadł Adolf Prowe i niezwłocznie 
przekształcił j  w placówk  siedmioklasow . W najwy szej klasie, któr  nazwano: 
Selekta, miał si  odbywa  kurs przygotowuj cy do zawodu guwernantki domowej. Sze
lat pó niej Selekta była ju  klas  trzyletni , która ko czyła si  egzaminem 
nauczycielskim.  

Działania Prowego doprowadziły do tego, i  w planach nauczania poszczególnych 
klas zwi kszono liczb  godzin rachunków, a po rozporz dzeniach Pruskiego 
Ministerstwa Edukacji z lat 1886 i 1894, które miały na celu ujednolicenie programu 
nauczania we wszystkich e skich szkołach rednich, zwi kszono te  liczb  zaj
z j zyków niemieckiego, francuskiego oraz angielskiego. Klasy ni sze miały wówczas 
trzy godziny rachunków tygodniowo, a wy sze – dwie godziny.  

Reforma szkolnictwa z 1908 roku wyrównała poziom kształcenia w szkołach m skich    
i e skich, a Höhere Töchterschule otrzymała nazw  Liceum, jej klasy nauczycielskie 
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zostały Liceum wy szym. Na rok 1920 datuje si  powstanie w Toruniu pierwszego 
Miejskiego Gimnazjum e skiego. 

3 Szkoła rednia dla chłopców 
Szkoła rednia dla chłopców, tzw. Knaben-Mittelschule, powstała w Toruniu w 1873 

roku ([2], s. 382) i szybko zdobyła popularno  w ród młodzie y, która planowała 
w przyszło ci zasiada  na stanowiskach urz dniczych. Jej szeroki zakres kształcenia 
powodował, e liczba ch tnych do wst pienia w jej mury rosła z roku na rok.  

W Knaben-Mittelschule funkcjonowało sze  klas, z których najstarsz  była 
dwuletnia (ni sza i wy sza) klasa I. Najwi kszy nacisk kładziono tam na nauk  j zyków 
niemieckiego i francuskiego oraz przedmiotów matematycznych, a w nieco mniejszym 
zakresie godzinowym nauczano religii (ewangelickiej i katolickiej), fizyki, chemii, 
przyrody, geografii, historii, rysunków, piewu, j zyka polskiego oraz kaligrafii 
(niemieckiej i łaci skiej).  

Zakres materiału realizowanego na przedmiotach matematycznych omówiony 
zostanie na przykładzie programu nauczania z roku szkolnego 1881/1882 ([13]). 
Uczniowie mieli wówczas dwa podstawowe przedmioty: rachunki oraz geometri , 
a wy sza klasa I miała dodatkowo dwie godziny algebry tygodniowo.  

Rachunki były wykładane w nast puj cym tygodniowym wymiarze godzinowym (od 
najni szej klasy szóstej do najwy szej pierwszej): 5, 5, 4, 3, 3, 3, 1. Na zaj ciach tych, 
uczniowie klas od VI do IV zajmowali si  czterema działaniami arytmetycznymi: 
dodawaniem, odejmowaniem, mno eniem i dzieleniem. Wpierw było to dodawanie 
i odejmowanie (pisemne i pami ciowe) liczb naturalnych w zakresie od 1 do 100 oraz 
mno enie i dzielenie liczb w zakresie od 1 do 20 (klasa VI), nast pnie rozszerzano to na 
wi ksze zbiory liczb całkowitych (klasa V) oraz przechodzono do oblicze  na liczbach 
mianowanych (klasa IV). Uczniowie klasy III poznawali ułamki zwykłe i dziesi tne, 
natomiast drugiej – proporcje, prost  i zło on  reguł  trzech oraz obliczali odsetki. 
Program nauczania najstarszych klas obejmował w głównej mierze pierwiastki 
kwadratowe i sze cienne oraz rachunki obywatelskie, czyli takie, których znajomo  była 
niezb dna w yciu codziennym np. do obliczania rabatów. Wszyscy nauczyciele tego 
przedmiotu, a było ich siedmiu, opierali si  na podr czniku Rechnenhefte [Zeszyty 
rachunkowe] Pflügera. 

Zaj cia geometryczne rozpoczynano w klasie IV przedmiotem „Formenlehre und 
Zeichnen” (Nauka o kształtach i rysowanie) prowadzonym w wymiarze dwóch godzin 
tygodniowo. Uczniowie zdobywali tutaj podstawy longimetrii3 i planimetrii. W kolejnych 
latach była to ju  „geometria” w nast puj cym wymiarze godzinowym: 2, 2, 3, 3 i ci le 
opierano j  na podr czniku Die Elementar Mathematik [Matematyka elementarna] 
L. Kambly’ego ([18]). W klasie III powtarzano i uzupełniano wiadomo ci zdobyte rok 
wcze niej, natomiast w II przechodzono ju  do omawiania cech przystawania trójk tów 
oraz zapoznawano si  z równoległobokami. W ni szej klasie I omawiano wszystko co 
dotyczy koła oraz obliczano i porównywano pola figur płaskich, za  w klasie wy szej: 
proporcje geometryczne, podobie stwa figur oraz pocz tki stereometrii (w tym obj to ci 
brył).  

3 Longimetria, to dział geometrii zajmuj cy si  mierzeniem długo ci obiektów umieszczonych na linii prostej. 
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Zaj cia algebraiczne prowadzone w najstarszej klasie po wi cano działaniom 
arytmetycznym na ułamkach, pot gom oraz rozwi zywaniu równa  pierwszego stopnia 
z jedn  i wi cej niewiadomymi. 

W celu kontrolowania wiedzy zdobytej przez uczniów w trakcie roku szkolnego, 
w kwietniu odbywały si  egzaminy publiczne, na które zapraszano rodziców i wszystkich 
okolicznych miło ników nauki. Zazwyczaj ka da z klas była egzaminowana z jednego 
przedmiotu i rezerwowano na to 25–30 minut. Najcz stszym przedmiotem egzami-
nowania, obok j zyka niemieckiego, były rachunki, i tak w 1882 roku egzaminowi 
publicznemu z rachunków poddane zostały dwie grupy zaj ciowe, a pi  lat pó niej – 
trzy i jedna grupa z geometrii.  

Wcze niej wspomniane, du e zainteresowanie szkoł  spowodowało, e niezb dnym 
stało si  sukcesywne zwi kszanie liczby grup zaj ciowych w ramach poszczególnych 
klas. Przysporzyło te  problemów kolejnym dyrektorom, którzy z racji niewystarczaj cej 
liczby sal lekcyjnych w zajmowanym budynku, nie zawsze potrafili stworzy  uczniom 
optymalne warunki do pracy. Zdarzało si , e grupy liczyły po 57–59 uczniów 
(np. w 1887 roku ([14], s. 6)). Sytuacj  t  zmieniło dopiero przeniesienie Knaben-
Mittelschule w 1901 roku do nowego gmachu, dzi ki czemu zacz ła ona działa
z wi kszym rozmachem.  

4 Matura w Gimnazjach w Chełmnie, Inowrocławiu i Toruniu 
Wprowadzenie egzaminów maturalnych w szkołach rednich było nast pstwem 

wieloletnich stara  uniwersytetów, które upatrywały w tym szans  wyrównania poziomu 
wykształcenia osób zapisuj cych si  na studia. Ostatecznie uregulowało to zarz dzenie 
z 1788 roku ([7]) i okazało si  by  przedsi wzi ciem na du  skal . Niosło ono za sob
konieczno  ujednolicenia programów nauczania we wszystkich szkołach rednich na 
terenie Prus. 

Szeroki zakres reformy wymagał stopniowego wprowadzania zmian. Z czasem 
pojawiały si  nowe zarz dzenia dotycz ce zasad przeprowadzania egzaminów 
maturalnych oraz wydawania wiadectw dojrzało ci. Jedno z pierwszych wydano w 1817 
roku i stanowiło ono, i  na czele ka dej komisji egzaminacyjnej ma zasiada  komisarz 
królewski. Kolejne, to mi dzy innymi: 

o Jest dozwolone, aby pisemne prace maturalne z matematyki, fizyki i chemii 
odbywały si  w dwóch ró nych dniach, ale w taki sposób, aby czas rezerwowany 
na te wszystkie prace nie przekraczał 5 godzin. (13 stycznia 1866) ([19], 1866, 
s. 33) 

o Egzamin maturalny nie mo e odby  si  wcze niej ni  przed regulaminowym 
czasem, powinien si  odby  na koniec semestru. (22 czerwca 1867) ([19], 1867, 
s. 36) 

o Przedmiotami maturalnymi dla wszystkich Gimnazjów s : j zyk niemiecki, łacina, 
grecki, francuski oraz matematyka i historia. Pozostałe przedmioty nie s
obowi zkowe na egzaminie. Egzamin pisemny obejmuje zawsze wypracowanie 
niemieckie, prac  łaci sk  oraz praktyczne zadania matematyczne. (Podane do 
wiadomo ci dyrektora Gimnazjum Toru skiego 30 czerwca 1874) ([19], 1874, 
s. 27) 
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W 1834 roku powstały te  pruskie zasady egzaminowania (Das Preussische 
Abiturienten-Prüfungs Reglement) stanowi ce podstaw  do wydawania wiadectw 
dojrzało ci. 

O egzaminach maturalnych z  matematyki przeprowadzanych w Gimnazjum 
Toru skim napisano w pracy [3]. Tutaj zostan  one porównane z egzaminami matural-
nymi w dwóch okolicznych gimnazjach: Królewskim katolickim Gimnazjum w cheb-
mnie4 oraz Królewskim Gimnazjum w Inowrocławiu.5

Pierwsze zachowane prace maturalne z Gimnazjum w Inowrocławiu pochodz  z 1868 
roku, dlatego analizie został poddany okres od 1868 do 1900 roku. Wnioski s  nast -
puj ce: 

Cechy wspólne: 

1. W ka dej z tych szkół egzaminy maturalne odbywały si  dwa razy do roku – po 
semestrze letnim i po semestrze zimowym. 

2. Egzaminy maturalne składały si  z dwóch cz ci: pisemnej i ustnej. Je eli ucze
wyj tkowo dobrze zdał egzamin pisemny, to komisarz królewski, na wniosek 
pozostałych członków komisji egzaminacyjnej, mógł zwolni  ucznia z matury 
ustnej. 

3. Na pisemnym egzaminie maturalnym z matematyki uczniowie musieli rozwi za
cztery zadania. Zazwyczaj było to po jednym zadaniu arytmetycznym, plani-
metrycznym, trygonometrycznym i stereometrycznym. Zdarzało si  jednak, e 
zadanie arytmetyczne było wymieniane na zadanie z zastosowania matematyki 
w fizyce. 

Ró nice: 

1. Uczniowie ka dej ze szkół otrzymywali inne zadania maturalne, które cz sto 
wymagały ró nego typu umiej tno ci, np. w 1878 roku na maturze w Chełmnie 
pojawiło si  zadanie, które wymagało biegło ci w wykonywaniu rachunków na 
liczbach zespolonych. Zadanie tego typu nie pojawiło si  na egzaminie 
w Gimnazjum Inowrocławskim. 

2. Zadanie planimetryczne w Gimnazjach Toru skim i Chełmi skim zazwyczaj było 
zadaniem konstrukcyjnym, w Gimnazjum Inowrocławskim – analitycznym. 

3. Uczniowie Gimnazjum Toru skiego i Chełmi skiego zawsze mieli z góry narzu-
cony zestaw zada  maturalnych. Pocz tkowo, podobnie było w Inowrocławiu, 
jednak e z biegiem lat maturzy ci tej szkoły zacz li mie  mo liwo  wyboru. 
W latach 1871–1882 ka dy z nich otrzymywał cztery listy zada : trzy zadania 
arytmetyczne, trzy planimetryczne, trzy trygonometryczne oraz trzy stereo-
metryczne. Z ka dej z tych list musiał wybra  jedno zadanie do rozwi zania. Od 
roku 1883 zmieniono nieco zasady. Uczniowie otrzymywali trzy warianty 
gotowych zestawów maturalnych, z których wybierali najbardziej odpowiedni dla 
siebie.  

4 Gimnazjum w Chełmnie zostało zało one w 1837 roku. Funkcjonowało pod nazw  Königliche katholische 
Gymnasium zu Culm. 
5 Gimnazjum w Inowrocławiu powstało w 1863 roku jako Gymnasium zu Inowrazlaw. Od 1869 roku 
funkcjonowało pod nazw  Königliches Gymnasium zu Inowrazlaw. 
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Powy sza analiza pozwala zauwa y , e sposoby przeprowadzania egzaminów 
maturalnych w Gimnazjum Toru skim i Gimnazjum Chełmi skim były bardzo podobne. 
Natomiast ró nice wynikaj ce z porównania ich z przeprowadzaniem matur w Gimna-
zjum Inowrocławskim, wiadcz  o tym, e jeszcze u schyłku XIX wieku nie wszystkie 
sprawy dotycz ce matur były uregulowane.  

5 Przykładowe zestawy zada  maturalnych z matematyki  
W celu przybli enia tematyki zada  maturalnych, przytoczymy zestawy zada , które 

rozwi zywali uczniowie Gimnazjum Toru skiego przyst puj cy do egzaminów dojrza-
ło ci w 1866 roku ([19], 1866, s. 31–33). Niekiedy u yto w nich współczesnej termi-
nologii i oznacze .  

Gimnazjum Klasyczne (czerwiec 1866 roku) 

Zadanie 1. Dane s  cztery kule o promieniu , które s  styczne zewn trznie. Na nich le y 
pi ta kula o promieniu . Punkty styczno ci czterech pierwszych kul wyznaczaj

kwadrat. Ka dy wierzchołek tego kwadratu ł czymy z punktami styczno ci pi tej kuli 
z ka d  z dwóch kul, które wyznaczaj  dany wierzchołek. W ten sposób wyznaczona 
została bryła, która jest ograniczona przez dwa kwadraty i osiem trójk tów równo-
bocznych (jest ona ró nic  pomi dzy piramid ci t  i czterema czworo cianami). Oblicz 
obj to  tej bryły.  

Zadanie 2. W trapezie  przek tne  i  przecinaj  si  pod k tem  takim, e 

. Ponadto  oraz  i . Znajd .  

Zadanie 3. W trójk cie  dana jest długo  boku , długo  wysoko ci 
opuszczonej na ten bok  oraz k t pomi dzy dwusieczn  oraz bokiem 

. Skonstruuj trójk t. 

Zadanie 4. Wiedz c, e w ci gu arytmetycznym drugiego rz du , , 
 oraz , oblicz . 

Gimnazjum Klasyczne (wrzesie  1866 roku) 

Zadanie 1. W trójk cie  dany jest k t przeci cia dwusiecznych  i , długo
dwusiecznej  oraz jej odległo  od punktu . Skonstruuj ten trójk t. 

Zadanie 2. W ci gu arytmetycznym drugiego rz du  oraz 
. Oblicz . 

Zadanie 3. W czworo cian, którego kraw dzie podstawy maj  długo  oraz kraw dzie 
boczne maj  długo , wpisano kul . Drug  kul  umieszczono tak, aby była styczna do 
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podstawy i przedłu e cian czworo cianu. Wiedz c, e stosunek promieni tych kul 
wynosi , znajd  zale no  pomi dzy  oraz . 

Zadanie 4. W trójk cie  k t przy wierzchołku  ma miar , ponadto rodkowa 
 przecina bok  pod k tem . Oblicz k t . 

Szkoła Realna (egzamin nadzwyczajny w czerwcu 1866 roku) 

Zadanie 1. Dwa towary zostały zakupione za ł czn  kwot  talarów. Nast pnie, 
pierwszy z nich został sprzedany za  talarów, a drugi za  talarów. Wiedz c, e po 
sprzeda y, na pierwszym towarze zostało zarobionych tyle procent, co na drugim zostało 
stracone, oblicz cen  zakupu ka dego z nich. 

Zadanie 2. Wyznacz punkt przeci cia wszystkich wysoko ci trójk ta o wierzchołkach 
,  oraz 

Zadanie 3. Znaj c długo  jednego z boków trójk ta, ró nic  k tów przyległych do tego 
boku oraz promie  okr gu wpisanego w ten trójk t, rozwi  go trygonometrycznie. 

Zadanie 4. Czasza kuli, o obj to ci , ma pole powierzchni równe . Ile 
 ma odcinek kuli wyznaczony przez t  czasz ? 

W programach nauczania szkół rednich w XXI wieku nie widniej  ci gi 
arytmetyczne drugiego rz du, dlatego rozwi emy zadanie 4 z czerwcowego zestawu 
maturalnego dla uczniów Gimnazjum Klasycznego. Przypomnijmy: 

Zadanie 4. Wiedz c, e w ci gu arytmetycznym drugiego rz du , , 
 oraz , oblicz . 

Rozwi zanie. 

Zanim przejdziemy do rozwi zania powy szego zadania przytoczymy definicj  ci gu 
arytmetycznego drugiego rz du, mianowicie: 

Definicja: Ci g  nazywamy ci giem arytmetycznym drugiego rz du je eli ci g 
ró nic jego kolejnych wyrazów  jest ci giem arytmetycznym. 

Zauwa my, e w wietle powy szej definicji prawdziwy jest nast puj cy układ równa : 
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gdzie  jest ró nic  ci gu 

Je eli w powy szym układzie równa  w miejsce ,  oraz  wstawimy odpowiednio 
,  oraz , oraz tak zmodyfikowany układ rozwi emy, to otrzymujemy, e: 

Zatem szukan  warto ci  jest 8. 

Omówione programy nauczania przedmiotów matematycznych realizowane w XIX-
wiecznych szkołach rednich Torunia, pozwalaj  zauwa y , e w ka dej z nich du
wag  przykładano do kształcenia matematycznego. Miało to miejsce głównie za spraw
zarz dze  Ministerstwa O wiaty, które regulowało programy nauczania we wszystkich 
szkołach rednich działaj cych na terenie Prus. 

Najlepiej kształc c  wówczas szkoł  było Gimnazjum Toru skie. Wypuszczało ono 
spod swoich skrzydeł młodzie , która w przyszło ci stanowiła elit  intelektualn  kraju, 
równie  w zakresie nauk matematycznych. U schyłku XVIII wieku Gimnazjum 
Toru skie uko czył pó niejszy wybitny matematyk Karol Hube ([1], s. 325). Od 1810 
roku był on profesorem Uniwersytetu w Krakowie, nazywanego wówczas Szkoł
Główn  Koronn . Wykładał tam arytmetyk , algebr , geometri  elementarn  i trygo-
nometri . W latach 1835-1837 był rektorem tego  Uniwersytetu, zwanego ju
Jagiello skim. 
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PANTOGRAF 

KRISTÝNA K ÍŽOVÁ

Abstract: The contribution deals with a mechanical instrument called Pantograph. Based 
on homotheties, it helps to enlarge or reduce planar pictures. It was invented in the 
17. century by Ch. Scheiner, a German astronomer. Many late sculptors used it for
creating statues. Now we can find its principle in many different mechanisms and 
constructions. 

1 Úvod 
Pantograf je slovo odvozené z eckého pantós (pas = všechen) a gráfos (gráfo = 

kreslím). Ozna ujeme jím p vodn  jednoduché, avšak velmi d myslné za ízení sloužící 
k mechanickému vytvá ení zv tšených i zmenšených reprodukcí rovinných obraz . 

2 Historie 
První pantograf byl sestrojen v roce 1603 n meckým jezuitským kn zem 

a astronomem Christopherem Scheinerem (1573–1650). K tomuto vynálezu ho prý 
p ivedl jeden jeho p ítel a vynikající malí , který se jednou chlubil, že dokáže 
mechanicky p ekreslovat rovinné obrázky zmenšené i zv tšené v daném m ítku. 
Necht l mu však prozradit tajemství svého za ízení, pouze nazna il, že pracuje s kružidly 
umíst nými v pevném st edu.  

Scheiner se po této p íhod  pustil do experimentování, jehož výsledkem byl ješt
téhož roku objev mechanismu, který nazval Parallelogrammum Lineare. Jeho základem 
byl pohyblivý rovnob žník (latinsky parallelogrammum) bez své vnit ní ásti, tvo ený 
tedy ty mi ty emi v roli p ímek jeho stran (p ímka = linea). Sv j objev již pod názvem 
Pantographice ( esky Pantograf) Scheiner publikoval o 28 let pozd ji v traktátu 
Pantographice sue ars delineandi [1]. V druhé ásti tohoto pojednání pak popisuje nový 
typ perspektografu,1 založený práv  na práci pantografu. 

3 Popis 
Scheiner v pantograf, stejn  jako nejjednodušší dosud používané pantografy, se 

skládal ze ty  d ev ných ty í vytvá ejících rovnob žník (viz obr. 1). V bodech E, F, G
a H jsou umíst ny epy, v nichž se spojené ty e otá ejí. Body N, O, P jsou umíst ny tak, 
aby ležely v jedné p ímce. V bod P je pak tzv. psací hrot T, v bod O tzv. ukazovací 
hrot V a v bod X je celá konstrukce p ichycena k pevné podložce. Toto uchycení 
umož uje otá ení pantografu a tím jeho pohyb nad podložkou. P i samotné práci se 
položí zv tšovaný obrázek pod hrot V a prázdný list papíru pod hrot T. Následn  se 
vyzkouší rozsah hrotu V po celé ploše vzorového obrázku a jemu odpovídající rozsah 
bodu T po volném listu. Uchopením pantografu v míst P psacího hrotu a jeho pohybem 
tak, aby hrot V sledoval obrysy originálu, vzniká pod bodem T jeho zv tšený obraz. 

1 Perspektograf  je za ízení užívané malí i k vytvá ení obraz  odpovídajících pravidl m lineární perspektivy. 
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Zám nou psacího a ukazovacího hrotu V a T je možno stejným nástrojem vytvá et 
také zmenšené obrazy. V tomto p ípad  se pantograf uchopí op t v míst P (kde je nyní 
umíst n ukazovací hrot) a zlehka se p idržuje druhou rukou v míst O (psacího hrotu). 
Další obm nou užití tohoto za ízení je pak posouvání bod O a P (stále ur ujících p ímku 
procházející otá ivým bodem X), ímž dochází ke zm n  pom ru zmenšení, resp. 
zv tšení.  

Zjednodušením tohoto pantografu je p ípad, kdy je sestrojen tak, aby v jedné p ímce 
ležely body N, H a P (viz obr. 2). V tomto p ípad  se ukazovací hrot umístí p ímo do 
bodu H (bod O není pot eba). Zm na pom ru zmenšení se pak provádí posunutím ep
v bodech E, F do p ipravených otvor  odpovídajících požadovanému pom ru. 

Od doby svého vzniku se mechanismus tohoto za ízení nijak nezm nil. M nil se 
pouze design, použité materiály nebo jeho uplatn ní. 

 Obr. 1: Scheiner v pantograf  Obr. 2: Zjednodušený pantograf 

4 Princip 
Princip celého Scheinerova pantografu spo ívá v užití stejnolehlosti, geometrického 

podobného zobrazení, které se i v dnešní dob  u í mnohé d ti již na základní škole. 
V Scheinerov  dob , tedy na po átku 17. století, však pojem geometrického zobrazení
neexistoval, a proto byl objev tohoto za ízení výsledkem pokus  a experimentování 
s r znými konstrukcemi, jejichž správné fungování bylo až následn  ov ováno 
praktickým použitím. 

Promítneme-li Scheiner v pantograf kolmo na rovinu podložky, m žeme si jej 
zjednodušen  p edstavit jako útvar daný body E, F, G, H, N=X, O=V a P=T (viz obr. 3). 
Protože úse ky EG a FH jsou rovnob žné, svírají se stranou XE shodné úhly. Z toho 
plyne, že trojúhelníky XVF a XTE jsou podobné (podle v ty uu). To znamená, že pro 
délky jejich stran platí úm ra 

|XT| : |XV| = |XE| : |XF| = k. 

Pohybem pantografu z stává podobnost t chto trojúhelník  i s pom rem podobnosti 
zachována. Zárove  body T a V leží vždy na p ímce procházející pevným bodem X. 
Dohromady tak dostáváme, že body T a V jsou v i sob  ve vztahu stejnolehlosti se 
st edem X a koeficientem k. Tedy i výsledný obraz vytvo ený bodem T a vzor opisovaný 
bodem V jsou navzájem podobné ve zmín né stejnolehlosti. 
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 Obr. 3: Stejnolehlost v pantografu  Obr. 4: Scheiner v perspektograf 

5 Perspektograf 
Na základ  objevu pantografu vytvo il Scheiner i vlastní typ perspektografu (viz 

obr. 4 znázor ující ilustraci z [1]). Na rozdíl od všech do té doby používaných nástroj
a pom cek, jako byly r zné rámy a desti ky p ipevn né ke stolu (jejichž autory byli nap . 
Albrecht Dürer, Leonardo da Vinci a další), bylo jeho výhodou to, že malí  nepot eboval 
p i práci žádného pomocníka a p ímo vytvá el spojitý výsledný obraz (bez dalších 
pomocných obraz i bodových reprezentací). 

Scheiner v perspektograf se skládá z d ev ného rámu KQNH (viz obr. 4), jehož jednu 
polovinu tvo í obdélníková deska LQNO, p edstavující reálnou rovinu, na níž vzniká 
výsledný obraz. Druhou polovinou je imaginární rovina ur ená obdélníkem KLOH, v níž 
malí  pozoruje zobrazovaný p edm t. Celá tato pracovní plocha je pak upevn na ve svislé 
poloze mezi malí e a objekt na st l nebo speciální stojan. Nad pracovní plochou je dále 
umíst n pohyblivý pantograf. P ipevn n je k rámu v bod C, kolem kterého se otá í. 
V bod M je umíst n ukazovací hrot, kterým malí  sleduje obrysy zobrazovaného 
p edm tu, a pohybem pera umíst ného v bod B se zaznamenává jeho obraz na list papíru 
na desce LQNO. Aby nedocházelo k tomu, že se malí  bude dívat na objekt pokaždé 
z jiného bodu, upevní si p ed sebe ješt  kukátko a celý prostor sleduje p i práci jen 
prost ednictvím tohoto kukátka. 

Z rozboru funkce pantografu již víme, že ukazovací hrot a pero vytvá í navzájem 
stejnolehlé obrazy. Obraz, který pozoruje malí  v imaginární rovin , je perspektivním 
obrazem daného objektu. Proto i jeho stejnolehlý obraz musí být správným perspektivním 
znázorn ním pozorovaného objektu. 

6 3D pantograf 
Podobn  jako Scheiner v pantograf slouží ke kresb  zv tšených a zmenšených obraz

dvourozm rných útvar , 3D pantograf slouží k vytvá ení zv tšených i zmenšených kopií 
trojrozm rných objekt . Jako první sestrojil zmín né za ízení koncem 18. století skotský 
fyzik James Watt (1736–1819). Dále jej zdokonalil britský socha  Benjamin Cheverton 
(1796–1876) ve spolupráci s technikem Johnem Isaacem Hawkinsem (1772–1855), kte í 
spole n  z ejm  již kolem roku 1828 navrhli tzv. zmenšovací za ízení k vytvá ení 
zmenšených replik známých socha ských d l (patentováno bylo v roce 1844). Od té doby 
bylo používáno v manufakturách na výrobu soch z keramiky, slonoviny a dalších 
materiál . Dnes se stejný postup využívá nap íklad p i navrhování reliéfu mincí. 
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3D pantograf se skládá z Scheinerova pantografu voln  p ipojeného body N, E, F
(z obr. 2) k pevné ose, v nichž je však pantografu umožn n jak pohyb v rovin , kterou 
sám vytvá í, tak rotace kolem této osy. V bodech H i P byly p vodn  umíst ny jen 
ukazovací hroty, pozd ji se do bodu, v n mž vznikala výsledná socha, za ala umis ovat 
t eba i elektrická za ízení na odebírání hmoty.  

Pantograf se používá také obráceným zp sobem ke zv tšování soch, kdy si socha
nejprve vytvo í zmenšený model budoucí sochy a p ibližný skelet výsledné sochy ve 
skute né velikosti. Následn  umístí model i kostru do správné vzdálenosti od vodorovné 
osy pantografu tak, aby odpovídaly zvolenému pom ru podobnosti. Poté socha  pohybem 
prodloužené p í ky EH ukazuje jednotlivé body na zmenšeném modelu a jeho asistent 
sou asn  na skelet zaznamenává zapichováním krátkých ty inek, kolik hmoty bude 
pot eba v kterém míst  ješt  p idat. Na záv r, když už výsledná socha m la jasný tvar, se 
stejným postupem pomocí hrotu v bod P mohly doplnit jemné detaily. 

7 Záv r 
Pojmenování pantograf se asem z p vodního ozna ení rýsovacího za ízení rozší ilo 

také na samotný mechanismus pohybu použitého rovnob žníku. Dnes jím bývají 
ozna ována i celá za ízení využívající jeho principu. Tento mechanismus tak m žeme 
najít v nejr zn jších polohovatelných ramenech, sb ra ích elektrického proudu i 
vysunovacích konstrukcích tvo ených opakujícími se rovnob žníky, a to od hra ek (nap . 
Hobermanova sféra) až po samopodp rné konstrukce ve stavitelství. 
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Abstract: The aim of the paper is to offer an interpretation of the birth of mathematics as 
a deductive discipline. In contrast to the classical interpretations of this change, we 
interpret it as a change of the mathematical language. Comparing the styles of reasoning 
used by Thales, Pythagoras and Euclid we try to characterize the main stages in the 
development of the language of mathematics on its road towards the deductive proof.  

1 Matematika v Tálesovom pojatí 
Z tvrdení, ktoré sú pripisované Tálesovi, prvé štyri uvádza Proklos v Komentári k prvej 
knihe Euklidových základov [4], zvyšné dve pochádzajú od Diogena Laertského – z jeho 
Životopisov významných filozofov [2]: 

T1:  Priemer delí kruh na dve rovnaké asti.
T2:  Oproti zhodným stranám ležia v trojuholníku zhodné uhly. 
T3:  Vrcholové uhly sú zhodné. 
T4: Trojuholníky, ktoré sa zhodujú v dvoch stranách a v uhle nimi zovretom, sú 

zhodné.  
T5: Ur il výšku pyramídy zmeraním d žky jej tie a vtedy, ke  má predmet rovnakú 

d žku ako jeho tie . 
T6:  Každý uhol nad priemerom je pravý. 

Naším cie om je pokúsi  sa odhali  kognitívnu (a lingvistickú) jednotu týchto šiestich
tvrdení. Opíšeme ako inovácie, ktoré Táles prináša oproti egyptskej a babylonskej 
matematike, tak aj ur ité obmedzenia i nedostatky Tálesovho pojatia.  

1.1 Hlavné inovácie Tálesovho pojatia matematiky 
Tálesovi pripisované tvrdenie, že priemer delí kruh na rovnaké asti, je považované za 
jednu z prvých viet matematiky. Proklos zdôraz uje, že Táles svoje tvrdenie dokázal, ím 
sa stal zakladate om deduktívneho prístupu v matematike (oproti praktickej matematike 
Egypta a Babylonu). Tálesova veta je zvláštny prípad vety o stredovom a obvodovom 
uhle (uvedenej v tretej knihe Euklidových Základov), ke  stredový uhol je rovný 180º. 

Ako predchodcu Tálesovej geometrie možno vzia  egyptskú a babylonskú geometriu, 
ktoré boli dominantne založené na po ítaní. Táles na miesto kvantitatívnej kalkulácie, na 
ktorej bola založená egyptská a babylonská matematika, položil kvantitatívnu evidenciu. 
Táto evidencia je aritmetická, lebo spo íva v rozpoznaní rovnosti dvoch uhlov, d žok, ... 
Avšak na rozdiel od kalkulácie, ktorej vz ah k po ítaným veli inám bol v egyptskej 
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Na vetách pripisovaných Tálesovi možno rozpozna osi ako Tálesov princíp 
zhodnosti. Ak sa totiž zamyslíme nad charakterom týchto tvrdení, vidíme, že vä šina 
z nich spo íva v nahliadnutí ur itej zhodnosti, ktorá je asto dôsledkom symetrie útvaru, 
ktorého sa tvrdenie týka. Ke  s útvarom vykonáme ur itú transformáciu, jeho tvar sa 
nezmení. Ke  si túto nemennos  všimneme, tvrdenie sa stáva evidentným. 

1.2 Hlavné nedostatky Tálesovho pojatia matematiky 
Tálesovej geometrii chýba všeobecnos  tvrdení. Pred každou vetou Tálesovej geometrie 
síce stojí všeobecný kvantifikátor: každý priemer delí kruh na dve rovnaké asti, každý
uhol nad priemerom je pravý... Napriek tomu si však nemožno nevšimnú , že príslušné 
tvrdenia sa týkajú zakaždým iba úzkej skupiny špeciálnych útvarov. Síce každý uhol nad 
priemerom je pravý, ale táto veta sa týka iba jedného druhu tetív kruhu – jeho priemerov. 
Ke  túto vetu porovnáme s Euklidovou vetou o obvodovom uhle, vidíme, že Euklidova 
veta je všeobecnejšia – týka sa všetkých tetív kruhu, nielen priemerov. Vo vetách 
pripisovaných Tálesovi sa spravidla tvrdí rovnos  (napríklad rovnos  všetkých uhlov nad 
priemerom), kdežto u Euklida existuje rad iných vz ahov (napríklad pomer 2:1 medzi 
stredovým a obvodovým uhlom). Vety Tálesovej geometrie sú špeciálneho druhu, viažu 
sa na jeden druh geometrických útvarov a konštatujú rovnos  jeho ur itých aspektov. 

Všetky vety dokázané Tálesom sa týkajú vlastností jediného objektu alebo nanajvýš 
dvoch zhodných objektov. Preto alšou spolo nou rtou viet Tálesovej geometrie je to, 
že sa týkajú izolovaných geometrických útvarov. Tálesovi chýba princíp syntézy, princíp, 
ktorý zjednocuje jednotlivé objekty v celok. V matematike má syntéza dvojaký charakter 
– na jednej strane je to konštrukcia, zjednocujúca asti v celok, a na druhej dedukcia, 
ktorá zjednocuje predpoklad s dôsledkom. Tálesovej geometrii chýba konštruk ne-
deduktívna syntéza prvkov. Táles opisuje izolované, jednoduché útvary – kruh, 
rovnoramenný trojuholník, polkruh (t.j. chýba konštruk ná syntéza), a všetky jeho 
dôkazy majú povahu bezprostredného nahliadnutia (t.j. chýba deduktívna syntéza). 

Nie je ažké si uvedomi , že vety, ktoré tradícia pripisuje Tálesovi, možno dokáza
manipuláciou (v skuto nosti i v predstave) s daným útvarom. Ke  kruh prehneme cez 
priemer, dve polovice sa budú kry . Podobne ke  trojuholník s dvomi zhodnými 
stranami preklopíme pod a osi uhla, ktorý tieto strany zvierajú, bude sa kry  s pôvodným, 
a teda sú zhodné uhly oproti príslušným stranám. Vidíme, že dôkaz u Tálesa nemá 
povahu sledu argumentov, ale ide o bezprostredné nahliadnutie pravdivosti tvrdenia na 
základe vhodnej manipulácie s útvarom (preloženia, preklopenia pod a osi i oto enia). 

2 Matematika v Pytagorovom pojatí  
Tak ako v prípade Tálesa, aj v prípade Pytagora sa pokúsime rekonštruova  kognitívny 
štýl jeho matematiky vychádzajúc z obrazu, ktorý sa o Pytagorovi a Pytagorejcoch 
zachoval v tradícii. Uvedomujeme si problémy spojené s nedostatkom svedectiev (pozri 
[1], [7] a [8]), ale domnievame sa, že ak sa podarí v poznatkoch pripisovaných 
Pytagorovi (podobne ako tomu bolo v prípade Tálesa) odhali  ur itý jednotný kognitívny 
štýl, podporí to hypotézu o existencii jeho tvorcu.

a babylonskej matematike pomerne vo ný ( asto nevieme rekonštruova , o pisár vlastne 
po ítal), tálesovská evidencia má vysokú mieru kontrolovate nosti a istoty. 
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2.1 Hlavné inovácie Pytagorovho pojatia matematiky 
Je známe, že pytagorejci pripisovali íslam ontologický status a považovali ich za súcna, 
dokonca za arché. Pytagorejská matematika povyšuje na úrove  ontologického substrátu 
objekty predchádzajúcej idealizácie (t.j. ísla, na ktorých bola založená matematika 
v Egypte a Babylóne), obohatené o ur itý aspekt idealizácie novej. Pytagoras berie ísla 
a obohacuje ich o polohu a tvar v teórii figurálnych ísel. ísla umož ujú pytagorejcom 
zjednoti  najrozli nejšie javy (hudobnú harmóniu, geometrickú podobnos , astronomickú 
periodickos ) do jednotného rámca, ím prepoži iavajú svetu ontologickú jednotu. „Svet 
je jednota protikladov vyjadrená v podstate ísla.“ 

Proklos v súvislosti s Tálesom uvádza pozoruhodný detail, že Táles dokázal zhodnos
trojuholníkov za predpokladu zhodnosti ich dvoch strán a uhla nimi zovretého, ale nazval 
tieto trojuholníky „po starom podobnými“. Táles akoby podobnos , o je pre geometriu 
fundamentálnym javom, stotožnil so zhodnos ou. Až jasné pochopenie rozdielu medzi 
zhodnos ou a podobnos ou odha uje zvláštny nedostatok Tálesovej geometrie, že totiž 
jej vety sú vetami o zhodnosti. Vidno to na meraní výšky pyramídy, kedy samozrejme 
vôbec nie je nutné aka , až kým budú tiene telies rovnako dlhé ako ich výška, ale sta í 
v ubovo nom okamihu ur i , ko kokrát je tie  dlhší než teleso, a v rovnakom pomere 
bude aj výška pyramídy k d žke jej tie a. Takto (pomocou íselných pomerov) by asi 
postupovali pytagorejci. Táles však geometriu založil na zhodnosti, a tak musel po ka , 
až budú d žka telesa a jeho tie a rovnaké. Tálesovská geometria dokáže da  do súvisu iba 
ur itý jav s tým istým javom prítomným na danom alebo na zhodnom objekte. Je to 
preto, že zhodnos  identifikuje ako telesné (alebo mentálne) prekrytie objektov.  

Až pytagorejci prechodom k aritmetickej ontológii postulovali za každým javom jeho 
aritmetický substrát, a mohli tak za základ geometrie položi podobnos , ktorá je daná 
konštantným pomerom zodpovedajúcich si ísel. Radikálnos  tohto posunu môžeme dnes 
iba ažko doceni , pretože pre nás je podobnos , chápaná ako konštantnos  pomerov, 
geometrickým javom a ke že disponujeme pojmom reálneho ísla, úse kám automaticky 
pripisujeme pomery. Ale bola to až pytagorejská redukcia geometrie na ísla, ktorá 
umožnila vypracova  pojem podobnosti. Dva útvary sú podobné, ke ísla prislúchajúce 
ich korešpondujúcim si úse kám sú v rovnakých pomeroch. Musíme si odmyslie
euklidovskú techniku prira ovania pomerov priamo úse kám bez sprostredkujúceho 
lánku aritmetickej ontológie, aby sme pochopili význam tejto aritmetickej redukcie. 

  
Ke  zoberieme Pytagorovu vetu ako jeden z hlavných poznatkov pytagorejskej 

matematiky, okamžite si všimneme rozdiel oproti vetám Tálesovej geometrie. Pytagorova 
veta, že sú et štvorcov nad odvesnami pravouhlého trojuholníka sa rovná štvorcu nad 
preponou, je veta o zloženom objekte. Hovorí o štvorcoch nad odvesnami a preponou 
pravouhlého trojuholníka. V jej euklidovskej verzii vystupujú aspo  štyri objekty – 
trojuholník a tri štvorce. Dôkaz Pytagorovej vety, uvedený van der Waerdenom v [7], je 
blízky pôvodnému Pytagorovmu dôkazu. Obsahuje jednu pomocnú iaru, ktorá delí 
trojuholník na dva podobné. Dôkaz je re azcom pozostávajúcim z evidencií 
a kalkulatívnych krokov: 
  

     a           b
  

  

          c1   c2 
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Z podobnosti malého trojuholníka s celým dostávame 

   a : c1  =  c : a  preto   a2  =  c . c1 

analogicky 

   b : c2  =  c : b  preto   b2  =  c . c2 

a teda s ítaním identít uvedených vpravo máme 

   a2 + b2   =   c . c1 + c . c2   =   c .  (c1 + c2)   =   c2 

V tomto dôkaze máme do inenia so štyrmi krokmi: 1. podobnos  trojuholníkov 
vyjadríme pomocou pomeru ísel zodpovedajúcim ich stranám; 2. tieto pomery upravíme 
pod a pytagorejského princípu, že sú in vonkajších lenov pomeru je rovný sú inu jeho 
vnútorných lenov; 3. takto vzniklé identity s ítame a 4. výsledok upravíme. Takže oproti 
tálesovskej geometrii, ktorej vety sa týkali izolovaných objektov a dôkazy mali povahu 
bezprostredného nahliadnutia, pytagorejská matematika prináša syntézu prvkov útvaru
(t.j. štvorcov nad stranami trojuholníka) ako aj syntézu krokov dôkazu. Ešte to nie je 
konštruk ne-deduktívna syntéza, ako ju poznáme z Euklidových Základov, ale skôr 
aritmetická syntéza. Pytagorejská matematika zasadzuje izolované útvary tálesovskej 
geometrie do vzájomných súvislostí pomocou aritmetických vz ahov. Tieto aritmetické 
vz ahy Euklides nahradí konštruk ne-deduktívnymi vz ahmi. 

Okrem aritmetickej syntézy charakterizuje prechod od Tálesa k Pytagorovi aj nárast 
všeobecnosti. Vety tálesovskej matematiky sú v zásade vety tvrdiace zhodnos  a teda sa 
týkajú rôznych výskytov jediného geometrického javu (uhla ur itej ve kosti alebo úse ky 
ur itej d žky). Preto aj ke  sú formulované ako všeobecné tvrdenia (napríklad, že 
v každom rovnoramennom trojuholníku ležia oproti zhodným stranám zhodné uhly), fakt, 
ktorý tvrdia, je dos špeciálny (identitou dvoch uhlov) a týka sa pomerne úzkej triedy
objektov (rovnoramenných trojuholníkov). 

Pytagorejské pravidlo, že „v každom pomere je sú in vonkajších lenov rovný sú inu 
vnútorných“, ktoré sme použili pri dôkaze Pytagorovej vety, má iný typ všeobecnosti než 
Tálesova veta o rovnoramennom trojuholníku. Toto pravidlo možno v zásade použi  na 
ubovo né útvary, pravouhlé, rovnoramenné a ubovo né iné. Netvrdí žiadnu identitu 

uhlov i d žok, ale napríklad o útvare uvedenom vyššie tvrdí, že od pomerne zrejmého 
vz ahu a : c1 = c : a, ktorý bezprostredne vyplýva z podobnosti, môžeme prejs  ku 
vz ahu a2  =  c . c1, ktorý je už menej zrejmý. Pytagorejské pravidlo umož uje teda prejs
od vz ahu a : c1 = c : a ku vz ahu a2  =  c . c1. Nejde o nejaký fakt, ale skôr o pravidlo, 
zväzujúce dva rôzne fakty. 

Aby bolo možné najrozli nejšie javy takto dáva  do vzájomného súvisu, postulujú 
pytagorejci spolo nú jednotku, ktorá umož uje prejs  od jedného javu k druhému 
a pomocou aritmetických kalkulácií prenies  vz ahy z jedného javu na druhý. Spolo ná 
jednotka tak zabezpe uje prepojite nos  javov do spolo nej kalkulatívno-argumenta nej 
schémy. Argumentácia tu ešte nemá charakter dedukcie, akú nadobudne u Euklida, ale 
asto (napríklad v uvedenom dôkaze Pytagorovej vety) ide o manipuláciu s íslami. 

Takto pytagorejská aritmetická syntéza má spolo né rty s Tálesovou manipuláciou, ale 
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na rozdiel od nej, tu sa nemanipuluje s fyzickými predmetmi, ale s íslami, teda 
s ideálnymi objektmi predchádzajúcej idealizácie. 

2.2 Hlavné nedostatky Pytagorovho pojatia matematiky 
Pod a Aristotelovho svedectva považovali pytagorejci ísla za nie o materiálne. Sama 
o sebe je táto rta nepochopite ná, dnes si iba ažko vieme predstavi ísla ako telesné 
substancie. Toto stotožnenie látky a ísla znemož uje oddeli  kauzálne vz ahy existujúce 
v materiálnom svete od nevyhnutných vz ahov platných vo svete matematiky a tým 
vlastne aj vies ubovo ný dôkaz.  

V pytagorejskej matematike existuje problém so spojením dvoch aspektov teórie, a to 
kalkulatívneho a deduktívneho. Tento problém pytagoreizmu možno interpretova  ako 
neoddelenos  kalkulatívnej a argumentatívnej syntézy. Problém spo íva v tom, že 
kalkulatívna a aregumentatívna stránka dôkazu sú nekontrolovate ne zmiešané, a asto sa 
argumentuje priamo po ítaním, manipuláciou s íslami. Vo všeobecnosti môžeme 
hovori  o vz ahu kalkulatívnej a argumentatívnej syntézy v pytagoreizme. Zdá sa, že 
matematika vyžaduje oddelenie týchto dvoch druhov syntézy – tak ako sa s tým 
stretávame u Euklida. 

Nesúmerate nos  strany a uhloprie ky štvorca bol asi najvýznamnejším objavom 
pytagorejcov. Je to poznatok, ktorý vyjadruje ur itú naprosto všeobecnú vlastnos ísel. 
Nesúmerate nos  nie je ni  konkrétne, nie je to vlastnos  ur itého konkrétneho útvaru, 
ako boli vety tálesovskej geometrie, ale vlastnos  systému všetkých ísel – vlastnos , 
ktorá hovorí, že pomer strany a uhloprie ky štvorca nie je možné vyjadri  pomocou 
žiadnych ísel. Túto mieru všeobecnosti Táles nikdy nedosiahol.  

Objav nesúmerate nosti rozvrátil pytagorejskú koncepciu matematiky. Euklidove 
Základy predstavujú do ve kej miery prebudovanie pytagorejskej matematiky a korekciu 
jej osudovej chyby (ke  na miesto ontologických základov, na ktorých postavil svoju 
stavbu Pytagoras, položil Euklides axiomatické Základy). Nesúmerate nos  znamená 
zrútenie pytagorejskej doktríny. Univerzálnos  tohto zrútenia sved í o univerzálnosti 
samotnej doktríny, že svet je harmónia protikladov vyjadrená v podstate ísla. Táto 
doktrína nehovorí o nejakom kruhu rozdelenom priemerom na dve asti, alebo 
o rovnoramennom trojuholníku, ale o svete v jeho celistvosti. Aj ke  sa táto doktrína 
zrútila, je dokladom radikálnej všeobecnosti pytagorejskej matematiky. 

Okrem neschopnosti zahrnú  nesúmerate nosti do svojej teórie ( o by sme mohli 
ozna i  termínom expresívnej otvorenosti pytagorejskej matematiky) má pytagoreizmus 
aj alší zásadný nedostatok, ktorým je logická otvorenos  matematiky. Pytagorejský 
dôkaz spo íva v odvodení daného tvrdenia zo základnejších tvrdení, ktoré sú považované 
za zrejmé. Avšak obraz o tom, o pri takomto odvodzovaní vlastne môžeme použi , 
ostáva neur itý. Rovnako, ako je neur ité to, o treba považova  za jednotku, teda ako 
hlboko treba ís  v rozkladaní daného objektu na jednoduché (až nakoniec objav 
nesúmerate nosti ukázal, že u niektorých javov spolo ná jednotka neexistuje), ostáva 
neur itým aj to, o máme považova  za princíp, iže ako hlboko treba ís  v rozkladaní 
daného tvrdenia na jednoduchšie. 

Základnou pytagorejskou inováciou, ktorá mala rozhodujúci vplyv na alší rozvoj 
matematiky, bolo vytvorenie ontologickej bázy matematiky. Tým, že každý matematický 
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jav získal ontologické ukotvenie v íslach a ich pomeroch, matematika získala nesmierne 
silný nástroj syntézy, ktorý sme ilustrovali na dôkaze Pytagorovej vety. Ke že d žky 
strán trojuholníka sú ísla a jav podobnosti je ur ený íselnými pomermi, íselné pomery 
možno aritmeticky upravova  a takto získané íselné vz ahy je možné s íta , odvodili 
sme platnos  Pytagorovej vety. Toto odvodenie má však jeden závažný nedostatok. My 
vlastne nevieme ur i íslo, ktoré prislúcha strane daného trojuholníka, nevieme, o je 
jednotka a ko ko takýchto jednotiek je obsiahnutých v jednotlivých stranách. Objav 
nesúmerate nosti ukázal, že ur itým javom žiadne ísla priradi  nevieme. Rovnoramenný 
pravouhlý trojuholník sa vymyká jazyku ísel. To je fatálny nedostatok, lebo tým sa 
rozpadá celá kalkulatívne-argumenta ná syntéza.  

Uvedené negatívne aspekty nepovažujeme za chyby i nedôslednosti Pytagorovho 
myslenia, ale ide o epistemologickú rtu jazykového rámca pytagorejskej matematiky. 
Problémom je, že Pytagoras používa pre geometrické javy (ktoré skúmal Táles) jazyk
aritmetiky ako rámec pre ich kalkula ne-argumenta nú syntézu. Na jednej strane musíme 
uzna  Pytagorovu zásluhu na tom, že si uvedomil, že nie je možné vybudova isto 
fenomenálnu matematiku (o akú usiloval Táles). Vytvorenie ontologickej bázy bolo 
zásadným krokom vpred v rozvoji matematiky. To, že ísla nemôžu splni  úlohu 
ontologického základu matematiky, t.j. že nie je možné vytvori  úplný a racionálne 
kontrolovate ný preklad geometrických javov do jazyka aritmetiky, nemožno Pytagorovi 
vy íta . Vo svojej dobe nemal k dispozícii ni  lepšie. Ke  už bola príslušná ontológia 
vytvorená, bolo omnoho jednoduchšie (Euklidovi) jej nedostatky odstráni  a pretvori  ju 
v inú, fungujúcu ontológiu.  

3 Matematika v Euklidovom pojatí  
Na rozdiel od Tálesa a Pytagora u Euklida máme k dispozícii rozsiahly korpus, takže je 
možné tento bod presnejšie vyloži , a tak doda  aj ostatným dvom zložkám našej 
konštrukcie (tálesovskej a pytagorejskej) nepriamo ur itú podporu. U Euklida nebudeme 
hovori  o nedostatkoch jeho pojatia matematiky, lebo Euklidovo pojatie je pre 
matematiku konštitutívne. To neznamená, že by na jeho diele nebolo o opravova . Toto 
opravovanie však už patrí do dejín matematiky a nie do výkladu jej vzniku. 

3.1 Prebudovanie matematiky na geometrické základy 
Jednou z najdôležitejších euklidovských inovácií bolo oddelenie matematiky od jej 
pytagorejského aritmetického substrátu (nepíšeme Euklidovej ale euklidovskej, lebo 
toto oddelenie sa udialo ešte v Platónovej Akadémii a uskuto nili ho pravdepodobne 
matematici ako Eudoxos a Teaitetos) a jej prebudovanie na geometrických základoch. Je 
však dôležité, že geometrický tvar sa po pytagorejskej epizóde nevrátil spä  do roviny 
perceptívnych kvalít, ako tvaru rozumel Táles, ale zachoval si sie  vz ahov podobnosti 
a proporcií, do ktorých ho Pytagorejci pomocou svojej aritmetickej ontológie zaplietli. 
Jednozna né kvantitatívne vz ahy medzi rôznymi as ami geometrického útvaru už síce 
nie sú nesené aritmetickou ontológiou (ako tomu bolo u pytagorejcov), ale neredukujú sa 
ani na súbor triviálnych zhodností prístupných bezprostrednej evidencii (ako tomu bolo u 
Tálesa). Napríklad tvrdenie, že dva kruhy sú k sebe ako štvorce nad ich priemermi, je 
tvrdením o pomere obsahov dvoch kruhov a nie o zhodnosti útvarov. A Euklidov dôkaz 
pomocou exhaustácie a dvojitej redukcie ad absurdum je všetko iné než evidentný. 
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3.2 Oddelenie skladobnej syntézy od deduktívnej 
Pytagorova ontologická homogenizácia matematického univerza pomocou ísel, kde 
každý jav vyložil ako ur itý súbor ( i spojenie) jednotiek, umožnilo spája  objekty do 
vä ších celkov. Toto spájanie malo povahu prikladania jednej i viacerých jednotiek tak, 
aby sa zachoval ur ujúci princíp (výsledný tvar celku, pomery astí – tak, ako si to ten-
ktorý prípad vyžadoval). U pytagorejcov sa dôkaz zakladal na aritmetickej syntéze, ktorá 
bola sú asne skladobnou syntézou spájania astí do celku a deduktívnou syntézou
prenášania ur ujúceho princípu objektu na nasledujúce. Euklides oddelil deduktívnu 
syntézu od skladobnej. Striktné oddelenie konštrukcie od dokazovania, ktoré je zrete ne 
vidno na Euklidových Základoch, možno považova  za korekciu pytagorejského 
zmiešavanie ontologickej a deduktívnej stavby matematiky. 

3.3 Nahradenie kalkulácie konštrukciou 
Euklides nahradil aritmetickú formu skladobnej syntézy, ktorá bola charakteristická pre 
pytagorejskú matematiku, geometrickou konštrukciou. Nový objekt sa nerodil 
pridávaním jednotiek, ale krokmi geometrického konštruovania, ako je spojenie dvoch 
bodov rovnou iarou alebo opísanie kružnice okolo daného bodu. 

3.4 Skladobné uzavretie matematiky pomocou postulátov 
Jedným z nedostatkov pytagorejskej matematiky je, že ísla, pomocou ktorých vykladá 
rôzne javy (napríklad strany trojuholníka pri dôkaze Pytagorovej vety), sú s týmito javmi 
asociované iba ve mi vo ne. To má za následok istú neur itos  celej pytagorejskej 
matematiky. Aj ke , ako sa zdá, axiómy existovali už pred Euklidom, domnievame sa, že 
Euklidovým vkladom do rozvoja matematiky bola formulácia postulátov. Postuláty sú 
požiadavky fixujúce konštruk né kroky. Teda postuláty zabezpe ujú jednotlivé kroky 
skladobnej syntézy a tak odstra ujú skladobnú neur itos , ktorá bola charakteristická pre 
celú pytagorejskú matematiku. V aka postulátom sa objekt zostrojený v rámci 
geometrickej konštrukcie môže sta  predmetom dokazovania. Postuláty tak skladobne 
uzatvárajú univerzum matematiky a prepájajú skladobnú syntézu s deduktívnou. 

3.5 Deduktívne uzavretie matematickej teória 
U Tálesa dôkaz spo íval v priamom nahliadnutí pravdivosti dokazovaného tvrdenia. Ako 
sme videli na dôkaze Pytagorovej vety, pytagorejský dôkaz je už spojením viacerých 
krokov. Možno preto poveda , že spo íval v odvodení pravdivosti daného tvrdenia 
pomocou postupnosti krokov založených na predpokladoch, ktoré boli považované za 
evidentné. Postupne sa rodí potreba, aby sme pravidlá, ktorými sa riadime pri príslušných 
krokoch, urobili explicitnými a postavili tak ur itú matematickú disciplínu na plne 
explicitných, t.j. axiomatických základoch. Pod a tradície tvorcom prvých takýchto 
základov bol Hypokrates. Ke  spravíme explicitnými pravidlá, ktorými sa pri dôkaze 
riadime, dôkaz sa mení v deduktívne zdôvodnenie. Euklidove axiómy predstavujú 
zoznam deduktívnych princípov, ktorými sa matematika riadi. Ich zoznam u Euklida asi 
nie je pôvodný a Euklides jednotlivé axiómy pravdepodobne prevzal zo starších textov. 
Avšak pôvodné sa zdá by  spojenie axióm s postulátmi, o umožnilo Euklidovi 
deduktívne uzavrie  matematiku. 
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4 Záver 
V rozmedzí nieko kých strán samozrejme nie je možné detailne vyloži  proces vzniku 
matematiky ako deduktívnej disciplíny. Dúfame však, že sa nám podarilo aspo
v hrubých rysoch na rtnú  prístup k tomuto problému, ktorý je alternatívou klasických 
výkladov vzniku matematiky u Heatha [3], Szabóa [5] a van der Waerdena [6].  
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HISTÓRIA MATURITNÝCH SKÚŠOK 
 Z MATEMATIKY NA SLOVENSKU 

TOMÁŠ LENGYELFALUSY

Abstract: The contribution deals with the changes in organizing school leaving examination 
(not only) in mathematics in Slovakia. It briefly introduces individual periods in the deve-
lopment of school leaving exams in mathematics and it points to the major changes (positive 
and negative) in their organizing in the recent 150 years.  

1 Úvod 
Maturitná skúška v každej dobe znamenala ukon enie nejakej etapy edukácie 

a za iatok nie oho nového. Skladba predmetov maturitnej skúšky, ich požiadavky a reali-
zácia písomnej a ústnej asti (ak vôbec existovali) tvoria predmet nášho skúmania. 
V tomto krátkom príspevku sa pokúsime poukáza  na osobitosti realizácie maturitných 
skúšok vo všeobecnosti a v matematike obzvláš . Pod a možnosti aspo  teoreticky 
„precestujeme” celé obdobie existencie maturitnej skúšky, iže obdobie od roku 1849 až 
po rok 1990. Nako ko po roku 1990 došlo k významným zmenám v organizovaní (nie 
len) maturitných skúšok, k tejto oblasti sa budeme venova  v niektorom z alších 
príspevkov v budúcnosti.  

2 Po iatky maturitnej skúšky a jej realizácia v 2. polovici 19. storo ia 
 Po porážke revolúcie 1848/49 vydal minister školstva Lev Thun pre všetky gymnázia 

a reálky nový organiza ný poriadok (Entwurf der Organisation der Gymnasien und Real-
schulen in Osterreich [1] ). Prvýkrát v histórii práve Entwurf zavádza pojem „maturitnej 
skúšky“ a podrobne pojednáva aj o spôsobe jej organizovania, prípravy, skúšania a hod-
notenia. Prvé maturitné skúšky na území dnešného Slovenska sa pod a Entwurfu konali 
už v školskom roku 1851/52 v Bratislave a neskôr postupne v ostatných mestách. Naprí-
klad v školskom roku 1852/53 v Nitre a v Košiciach, 1853/54 v Kežmarku a v Trnave, 
1855/56 v Banskej Bystrici a Prešove, 1856/57 v Rož ave at . Zo svojich 122 paragrafov 
v jedenástich (§78–88) sa Entwurf venuje maturitnej skúške. Pozrime sa na najdô-
ležitejšie ustanovenia (citáty) tohto dokumentu týkajúce sa maturitnej skúšky a to hlavne 
z matematiky: 

1. Na písomnej maturitnej skúške v uzavretej miestnosti za presne ur ený as treba 
zvládnu  :  

a. slohovú prácu v materinskom jazyku – 5 hodín 
b. preklad z latin iny – 2 hodiny 
c. preklad z gré tiny – 3 hodiny     
d. preklad do latin iny – 3 hodiny 
e. previerku z matematiky – 4 hodiny 

2. Úlohy na písomnú skúšky z matematiky treba zostavi  tak, aby obsiahli hlavné asti 
u iva a aby sa dala na základe ich riešenia jednozna ne ur i  pripravenos  študenta. 

3. Ústne maturitné skúšky sa konajú v prvých štyroch týžd och po za atí nového škol-
ského roku za prítomnosti jedného lena príslušného školského úradu, ktorý je zárove
predsedom komisie. 

4. Sú as ou ústnej maturitnej skúšky sú: literatúra materinského jazyka, latinský jazyk a li-
teratúra, grécky jazyk a literatúra, dejepis a zemepis, matematika, prírodopis a fyzika, 
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jazyk a literatúra alšieho živého jazyka, ak si to dobrovo ne zvolil maturant aj ako 
predmet na písomnú as  maturitnej skúšky. Každý študent absolvuje všetky predmety 
v jeden de , pri om sa môže skúša  maximálne 15 študentov za de . Na skúšanie treba 
vy leni  8 – 9 hodín istého asu, samozrejme s prestávkami. 

5. Pre hodnotenie písomných a ústnych skúšok sú vypracované ur ité požiadavky, 
s ktorými sú vopred oboznámení aj študenti. Požiadavky sa nesmú sústredi  iba na 
u ivo posledného ro níka. V prípade matematiky sú požiadavky nasledovné: z plani-
metrie a trigonometrie musí ma  študent také skúsenosti, aby bezpe ne vedel dokáza
jednotlivé tvrdenia a samostatne rieši  úlohy. Z alších oblastí geometrie musí ma
rozsiahle vedomosti a vedie  samostatne dokáza  hlavné tvrdenia. alej musí vedie
rieši  lineárne rovnice s jednou a viac neznámymi, kvadratickú rovnicu, pohotovo po í-
ta  s logaritmami a v súvislostiach vidie  hlavné tvrdenia z iných oblastí algebry (1
§78–88). 

Po podrobnom preskúmaní týchto spomenutých jedenástich paragrafov o maturitnej 
skúške zis ujeme, že mnohé „moderné“ návrhy terajšej novej koncepcie maturitných 
skúšok majú korene už v druhej polovici 19. storo ia. 

3 Zmeny v organizovaní maturitnej skúšky v 1. polovici 20. storo ia 
Po roku 1918 prešiel vývoj maturitných skúšok z matematiky menšími úpravami 

(1922, 1939), ale ich podstata, poslanie a obsah ostali nezmenené. Od školského roku 
1942/43 bol v platnosti nový skúšobný poriadok z ktorého vyberáme asti týkajúce sa 
matematiky.  

Skúška zrelosti pozostávala z dvoch astí : písomnej a ústnej. 
Písomná skúška sa okrem iných predmetov vykonávala z deskriptívnej geometrie. Na 

túto skúšku bolo ur ených 5 hodín. Z deskriptívnej geometrie navrhol profesor šes  úloh 
z u iva vyšších tried. Príslušný ústredný inšpektor vybral z navrhnutých úloh iba tri a tie 
poslal v zape atenej obálke riadite stvu. Riadite  dané obálky otváral až pred za iatkom 
práce pred kandidátmi a profesorom. Kandidát mal ukáza , že vyrieši vhodne ažkú úlo-
hu v priestore, nepredvedenú v škole a narysuje presne a úh adne riešenie pod a predpí-
saného spôsobu premietania. Ceruzkou mal vypracova  všetky tri ur ené úlohy a z nich 
aspo  jednu vyhotovi  úplne (to znamená, že danú úlohu vytiahol tušom a vyfarbil). 

Ústnu skúšku zrelosti skladali kandidáti z piatich predmetov, z ktorých boli tri 
povinné a dva volite né predmety obsiahnuté v ur ených skupinách. Na gymnaziálnom 
základe si kandidát mohol vybra  z volite ných predmetov aj matematiku, na reálnej vet-
ve mal možnos  výberu medzi matematikou a deskriptívnou geometriou. 

Z predmetov, z ktorých mal kandidát nedostato nú písomnú prácu, musel sklada  ešte 
aj ústnu skúšku. Pred za iatkom ústnych skúšok mali žiaci VIII. triedy vo no 8 vyu-
ovacích dní. Ústne skúšky boli dopoludnia aj popoludní. Skúška kandidáta z jedného 

predmetu nemala trva  viac ako 15 minút. Pod a prospechu žiaka tento as bolo možné aj 
skráti . 

Examinátor prichystal vopred lístky s otázkami pre všetkých kandidátov, ktoré boli 
zoskupené do troch skupín pod a výro ného prospechu. Boli to: ve mi dobrí, prospešní 
a slabší kandidáti. Po et lístkov musel by  aspo  o tretinu vä ší ako po et kandidátov. 
Najmenší po et lístkov, z ktorých si mal kandidát vybra  otázky zo skúšaného predmetu, 
bol desa . Ústna skúška mala ráz kolokvia, dávala možnos  rozhovori  sa kandidátovi na-
široko o otázke a poda  v súvislom výklade pod a možnosti samostatný obraz hlavných 
jeho zložiek.  

Cie om ústnej skúšky z matematiky bolo ukáza  zbehlos  v matematickom myslení 
a takú znalos  matematiky, aby kandidát samostatne riešil úlohy teoretické alebo prak-
tické, o patria k predpísanému stredoškolskému u ivu. Mal sa vyzna  v mechanizácii 
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numerických výpo tov pri všeobecnom po ítaní, používaní symboliky a tiež v používaní 
tabuliek, ak ide o riešenie problémov pomocou tabu ových veli ín. 

Kandidát riešil dva príklady, alebo jeden príklad a druhú všeobecnú otázku z dôležitej 
asti matematiky, praktického alebo teoretického významu. Príklady sa volili tak, aby 

zapadali do rozli ných odborov a aby sa mohli rieši  rozli nými metódami. Na všeobec-
ných otázkach mal ukáza  kandidát svoj postoj k matematike a mieru, do akej h bky si 
osvojil spôsoby matematického myslenia. 

Pri ústnej skúške z deskriptívnej geometrie mal kandidát ukáza  zbehlos  pri zvy-
ajných druhoch premietania a v neve mi zložitých úlohách z predpísaného u iva pre túto 

náuku, ako aj dostato ne vycibrenú priestorovú predstavivos . Ústna skúška mala ma  na 
zreteli chyby kandidáta na písomnej skúške (pozri tiež 3). 

4 Zmeny v organizovaní maturitnej skúšky v povojnovom období 
Po 2. svetovej vojne boli vydané mnohé školské legislatívne predpisy, ktoré viac i 

menej upravovali aj realizáciu maturitných skúšok (1953, 1960, 1964, 1976, 1984, 1987, 
1990). Z nich vyberáme najcharakteristickejšiu smernicu Ministerstva školstva a kultúry          
z 20. 10. 1964 . 42 130/1964-II/3.  

Maturitné skúšky z matematiky sa konali iba v ústnej forme. Matematika bola po-
vinným maturitným predmetom na stredných všeobecnovzdelávacích školách a voli-
te ným predmetom na pedagogických školách. Žiak mal pri maturitnej skúške ukáza , že 
má preh ad v predpísanom u ive, ovláda ho po teoretickej stránke a vie ho uvedomene 
aplikova  v praxi. Mal ukáza , že vie logicky myslie , analýzou roz leni  zložitejší 
problém na jednoduchšie otázky, zmobilizova  svoje vedomosti a vybra  z nich tie, ktoré 
sú na matematické vyjadrenie daného problému potrebné. Pri úlohách daných na riešenie 
mal ukáza , že ich vie správne zaradi  do príslušného u iva, má správny postreh pri 
výbere vhodného prístupu a vie jednotlivé kroky teóriou odvodi . Nato musel žiak dobre 
ovláda  vzájomnú logickú nadväznos  jednotlivých astí u iva, matematické pojmy, 
definície, rôzne vzorce, matematickú symboliku. Mal ukáza  zbehlos  v algebrických 
úpravách výrazov, zbehlos  v numerickom po ítaní, gramotnos  prejavujúcu sa v zru -
nom skicovaní pomocných ná rtov, rozvinutú priestorovú predstavivos . 

Maturitné otázky mali obsiahnu  celé osnovami vymedzené u ivo strednej školy 
i závažnejšie partie u iva základnej školy, ako napríklad percentá, algebrické zlomky, 
konštruk né úlohy a pod. Dôležitá bola príprava maturitných otázok. Vyu ujúci si pripra-
vil pre každú triedu 50 otázok, do ktorých rozložil osnovami predpísané u ivo strednej 
školy. Pritom bral do úvahy príslušný variant osnov. Uvedených 50 otázok rozložil do 
dvojíc otázok. Prvá z nich sa mala týka  u iva 3. ro níka alebo závažnejších partií u iva 
2. ro níka, druhá sa mohla týka  u iva 1. ro níka alebo závažného u iva zo základnej 
školy.  

Ke že absolvent strednej školy mal ukáza , že má preh ad v u ive príslušného 
tematického celku, jedna z otázok mala ma  širšiu formuláciu. Vyu ujúci si ku každej 
otázke z dvojice otázok pripravil dve trojice konkrétnych príkladov s rôznou náro nos ou 
pod a jednotlivých klasifika ných stup ov (1. pre žiaka výborného a chválitebného, 
2. pre dobrého a 3. pre dostato ného).  

Náro nos  príkladov mala by  viac v problémovej stránke, v nárokoch na logický 
postup, než v siahodlhých mechanických výpo toch. Kombinácia príkladov mala by
taká, aby v nich žiak mohol uplatni  znalosti z algebry aj geometrie. Zostavené otázky sa 
prerokovali v predmetovej komisii a predložili sa riadite ovi na schválenie.  

Pri celkovom hodnotení odpovede žiaka na maturitnej skúške z matematiky skúšajúci 
prihliadal na náro nos  daného príkladu, úplnos  vy erpania otázky, logický postup 
a zdôvodnenie, na kvalitu vyjadrovacích prostriedkov žiaka, na samostatnos  žiakovej 
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práce a na reagovanie na dopl ujúce otázky. Každú odpove  žiaka zhodnotí a navrho-
vanú známku odôvodni. Nezávisle od neho má tak urobi  aj prísediaci. 

Ako alší medzník uvádzame rok 1987, kedy bola vydaná Vyhláška . 38/1987 Z. z.
Pod a nej maturitná skúška je teoreticko-praktická komplexná skúška, jej ú elom je 
overi , ako si žiaci osvojili vedomosti a zru nosti v rozsahu u iva ur eného u ebnými 
plánmi a u ebnými osnovami, ako sú pripravení na vykonávanie povolania alebo 
odborných inností na alšie štúdium. 

Písomná maturitná skúška bola povinná na gymnáziách okrem iných predmetov 
z matematiky, ústna skúška bola povinná tiež iba na gymnáziách so zameraním na mate-
matiku. Písomné skúšky sa konali v tre om týždni v apríli. Písomné skúšky zo všeobec-
novzdelávacích predmetov, teda aj s matematiky, trvali najviac 240 minút.  

Ak mal žiak gymnázia na písomnej skúške z matematiky horší stupe  prospechu ako 
pri klasifikácii v polroku posledného ro níka štúdia, mohol mu predseda skúšobnej 
komisie povoli  na jeho žiados  vykona  ústnu skúšku.  

Ak bola písomná maturitná skúška z matematiky klasifikovaná stup om 5 – ne-
dostato ný, podrobil sa žiak ústnej skúške povinne. V týchto prípadoch sa zapo ítaval 
prospech z písomnej aj ústnej skúšky do výsledného stup a známky. 

Na písomnú as  skúšky vypracovala predmetová komisia v matematike súbor 
šiestich úloh. Príslušný krajský národný výbor mohol ur i  jednotlivé úlohy na písomné 
skúšky z matematiky (pozri tiež 2). 

5 Záver 
Je to skuto ne len krátky preh ad vývoja (vzniku) maturitnej skúšky (nie len) 

z matematiky. Po roku 1990 boli rôzne pokusy (a bolo ich dos ) na zefektívnenie 
maturitnej skúšky a aj v sú asnej dobe sa pripravuje napríklad elektronická maturita, 
ktorá je úspešne testovaná na vybraných školách v posledných dvoch školských rokoch. 
Zrejme maturitná skúška v blízkej budúcnosti zažije alšie ve ké zmeny a za ína sa písa

alšia epocha dejín školstva a zárove  matematického vzdelávania na Slovensku.  
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GEOMETRIE V DÍLE R. A. FISHERA 

VÍT ZSLAV LÍNEK

Abstract: When R. A. Fisher laid the foundations of mathematical statistics, he mostly 
used algebraic methods. However, there are many indications in his correspondence and 
works that his thoughts were originally based on geometry. The goal of this paper is to 
explain how geometry was used by Fisher and why this approach disappeared from 
contemporary mathematical statistics. 

1 Úvod 
Ronald Aylmer Fisher (1890–1962), britský matematik a biolog, byl hlavní postavou 

stojící za vznikem moderní matematické statistiky. V sérii lánk  z let 1912 až 1925 po-
ložil základy analýzy variance, metody, která je dodnes hlavní náplní standardních statis-
tických kurz . Z dochované korespondence citované v knize 1 je patrné, že k problematice 
p istupoval pomocí geometrické reprezentace náhodného výb ru v n-rozm rném prostoru. 
Tento p ístup však nebyl jeho kolegy akceptován, proto ve v tšin  svých publikovaných 
prací použil algebraické metody a geometrie se zde objevuje jen z ídka. Geometrický 
p ístup, který umož uje intuitivní pochopení mnoha d ležitých výsledk , tak ustoupil do 
pozadí a dodnes se jeho výhod užívá v matematické statistice jen sporadicky. 

2 Rozd lení výb rové sm rodatné odchylky 
V lánku 3 Fisher elegantn  odvozuje sdružené rozd lení pr m ru x  a výb rové 

sm rodatné odchylky s výb ru z rozd lení N(; 2) o rozsahu n. Jeho postup je následu-
jící. P i daných hodnotách x  a s leží množina všech možných pozorování v nadrovin
kolmé na vektor  xx,...,  a tvo í povrch koule dimenze n – 1 se st edem v bod  xx,...,
a polom rem ns . P ír stek jejího objemu odpovídající p ír stk m xd  a ds bude tudíž 
úm rný výrazu sn–2 xd ds. Protože hustota pravd podobnosti f  je funkcí x  a s, bude pro 
odpovídající p ír stek pravd podobnosti, který je sou inem p ír stku objemu a hustoty, 
platit        

2d , d d .nP k f x s s x s   Z podmínky 
, 0

d 1
x s

P
 


R

 pak sta í dopo ítat konstantu 

k a máme hledané sdružené rozd lení. Z n j potom integrací p es x  R  získáme 
rozd lení sm rodatné odchylky s. 

3 Test významnosti 
Základ Fisherových úvah ohledn  testu významnosti objas uje v životopise [1] jeho dcera 

J. F. Boxová následujícím zp sobem. V nejjednodušším lineárním modelu Yi = μ  + ei, kde 
e  N(0,1), se omezme na náhodný výb r o rozsahu n = 3. Máme-li k dispozici realizaci 

 321 ,, YYYY  a chceme zvažovat nulovou hypotézu H0: μ  = 0, je z ejmé, že ji zamítneme 
tehdy, když bude úhel mezi vektorem Y  a vektorem  YYY ,,Y  malý. Jaké kritérium 
musíme pro své rozhodnutí zvolit, abychom se v p ípad  platnosti hypotézy H0 zmýlili 
nanejvýš v 5 % p ípad , tj. abychom nep ekro ili obvykle požadovanou pravd podobnost 
chyby prvního druhu? Nulová hypotéza vlastn  znamená, že sdružená hustota vektoru Y  je 
ve všech sm rech stejná. Pravd podobnost, že za platnosti hypotézy H0 nebude úhel mezi Y
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a Y  v tší než pozorovaná hodnota, lze tedy vypo ítat jako podíl SV : SK, kde SK je povrch 
koule se st edem v bod 0;0;0 a polom rem Y  a SV je povrch vrchlíku, který na této sfé e 

vymezí vektor Y, necháme-li jej rotovat kolem vektoru .Y  Je-li uvedený podíl menší než 0,05, 
pak nulovou hypotézu zamítneme. Test, který jsme takto získali, je po zobecn ní na více 
rozm r  ekvivalentní se známým jednovýb rovým t-testem; v ješt  obecn jším p ípad , kdy 
vektor Y promítáme do vícerozm rného podprostoru, se jedná o F-test analýzy variance. 

4 Sdružené rozd lení pr m rné odchylky a výb rové sm rodatné odchylky 
Cílem Fisherova lánku 2 je porovnat p esnost odhadu sm rodatné odchylky pomocí 

statistik odvozených od pr m rné absolutní odchylky od pr m ru (1) a od výb rové sm ro-
datné odchylky (2). V hlavní ásti se Fisher omezuje na p ípad, kdy n = 4. Vychází z p ed-
stavy, že p i pevné hodnot 2 tvo í množina možných pozorování povrch koule se st edem 
v bod  x ,x ,x ,x , která leží v nadrovin  kolmé na vektor (1,1,1,1), a je tedy trojrozm rná. P i 
pevné hodnot 1 leží možná pozorování v množin , jejíž pr nik s povrchem uvedené koule 
tvo í kružnice i jejich ásti, a z jejich úhlové velikosti již lze pot ebné rozd lení odvodit. 

5 Shrnutí 
Výše uvedené p íklady ilustrují nejen eleganci, s jakou Fisher použil svou vynikající 

geometrickou intuici, ale též výhody, které geometrický p ístup ve srovnání s tradi ním 
p ístupem algebraickým skýtá – umož uje totiž celý koncept „vid t” a z n kolika jedno-
duchých geometrických p edstav odvodit adu d ležitých výsledk . Zajímavou otázkou 
tedy je, pro  je tento zp sob uvažování v matematické statistice tak málo využíván. Herr 
vyjád il v lánku 4 názor, že hlavní p í inou je jednoduše tradice; ne každý navíc 
disponuje geometrickou p edstavivostí. Podle našeho názoru m že hrát svou roli i to, že 
vzhledem k aplika ní povaze statistiky jsou matematici, kte í se jí v nují, orientováni 
spíše na použití získaných výsledk  a hledání výsledk  nových než na vylepšování 
dosavadních didaktických postup . Statistika je tak asto považována za mimo ádn
obtížnou oblast matematiky a to její oblib  jist  nesv d í; geometrický p ístup by snad 
mohl p isp t ke zlepšení této situace. 
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M ENÍ DÉLKY POLEDNÍKU 
A BOŠKOVI OVA METODA PRO 

APROXIMACI DAT P ÍMKOU

JAROSLAV MAREK 

Abstract: Ru er Josip Boscovitch is the first to formulate a criterion for fitting a straight 
line to data based on minimization of a function of the residuals. He stated a new method, 
now known as the method of least absolute deviations. His motivation for the problem of 
reconciling inconsistent equation were comparison the lengths of one  meridian arcs 
(measurement in Peru, Lapland, the Cape of Good Hope, Paris and Rome).  

1 Úvod 

1.1 Sou asný stav 
Pro  aproximaci dat p ímkou se dnes standardn  užívá metoda nejmenších tverc , 

která minimalizuje sumu tverc  korekcí. Pro použití této metody hovo í  mnoho d vo-
d . Metoda nejmenších tverc  m la své historické p edch dce, se kterými studenti 
kurz  statistiky nebývají seznamováni a nemohou tak vnímat vývoj v této oblasti mate-
matické statistiky. Alternativn  dnes bývá používána Laplaceova metoda absolutních 
odchylek, která minimalizuje sumu absolutních hodnot korekcí. Další algoritmy – 
Lambertova metoda a Boškovi ova metoda byly tak ka zapomenuty, viz [1, 2, 4].1 Tento 
lánek poslouží k p ipomenutí Boškovi ovy metody. 

1.2 Historický vývoj v oblasti aproximace dat 
Koncem 18. století se nahromadila astronomická pozorování planet, podobn  se 

nahromadil i bohatý materiál ze stup ovitých m ení k ur ení rozm r  Zem ekající na 
zpracování. Pro výpo ty byla k dispozici pouze p ibližná Mayerova metoda pr m r , viz 
[1, 2, 4]. Tento stav byl mocným impulzem k hledání nejvhodn jší metody pro vyrovnání 
dat 2 a vznik metody nejmenších tverc . 

Boškovi ova metoda spolu s Lambertovou metodou a Laplaceovou metodou jsou 
prvními statistickými pokusy o ešení úlohy lineární regrese, viz [1, 2, 4].  

1.3 Cíl Boškovi ovy metody 
Boškovi  svoji metodu navrhl pro zpracování výsledk  geodetických m ení – délky 

poledníku v r. 1757. Zpracovával zm ené délky jednoho stupn  poledníku na povrchu 
Zem  na r zných zem pisných ší kách. Analýza m ení spo ívala v hledání lineární 

1 Laplaceova metoda z r. 1787 je ozna ována za první statistickou revoluci, metoda nejmenších tverc
z po átku 19. století za druhou statistickou revoluci. 
2 Pojem vyrovnávací po et byl používán pro geodetické výpo ty, proto budeme pracovat se slovem
vyrovnání.
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závislosti zm ené délky jednoho stupn  poledníku na zem pisné ší ce. Nalezená p ímka 
m la poskytnout odpov  na otázku, jaké poloosy má elipsoid aproximující tvar Zem . 
Zplošt lost Zem  bývá popisována hodnotou (a–b)/a, kde a je polom r Zem  v rovin
ur ené rovníkem a b je vzdálenost od st edu k pól m. Dnes se uvádí hodnoty  

a = 6378245 m, b = 6356863 m. 

2 Boškovi ova metoda 

2.1 M ení délky jednoho stupn
Ru er Josip Boškovi  (1711–1787) byl v roce 1750 povolán papežem Benediktem 

XIV, aby spolu s anglickým jezuitou Christopherem Mairem zm ili poledník a zkon-
struovali novou mapu papežského státu.3  Jejich zpráva vyšla v r. 1755, viz [1, 3].  

B hem svého života se Boškovi  ú astnil r zných expedic zorganizovaných za 
ú elem m ení délky poledníku (nap . v Peru nebo na mysu Dobré nad je). Tato m ení 
získaná na r zných zem pisných ší kách pak byla porovnána s podobnými m eními ve 
Francii.  

Cílem m ení bylo potvrdit nebo vyvrátit p edpoklad o tvaru Zem  jako rota ního 
elipsoidu. V té dob  již došlo ke shod  v názoru, že rovník má tvar kružnice. Zbývalo 
odpov d t na otázku, je-li polom r rovníku stejný, v tší nebo menší než vzdálenost od 
st edu Zem  k pól m. 

2.2 Data 
 Boškovi  m l k dispozici 15 m ení délky jednoho stupn  poledníku, ale 11 bylo 

po ízeno ve Francii. Boškovi  se obával, že by m ení ve Francii mohla být ovlivn na 
stejnou chybou. Proto z Francie pro výpo et ponechal jediné m ení a použil celkem jen 
5 m ení. Jeden toise odpovídá p ibližn  hodnot  1,949 m. 

i zem pisná poloha zem pisná ší ka L x = sin 2 (L) délka oblouku y
1 Quito 0º 0  0,0000 56751 tois
2 mys Dobré nad je 33º 18  0,2987 57037 tois
3 ím 42º 59  0,4648 56979 tois
4 Pa íž 49º 23  0,5762 57074 tois
5 Laponsko 66º 19  0,8386 57422 tois

V grafu Boškovi  znázornil na vodorovné ose hodnoty x a na svislé ose hodnoty y, viz 
obrázek v ásti 3. Cílem jeho metody bylo najít vhodnou p ímku, která data aproximuje. 
Boškovi  tedy hledat parametry lineární funkce, která by umožnila odhadnout délku 
jednoho stupn  zem pisné délky ze zem pisné ší ky. Pokud by aproximující p ímka byla 
konstantní, znamenalo by to, že délka jednoho stupn  poledníku je konstatní a Zem  je 
kulatá. Rostoucí  p ímka by vypovídala o tom, že a > b, klesající p ímka by znamenala, 
že a < b. 

3 Boškovi  byl od r. 1740 profesorem na Collegiu Romanu a Ch. Maire rektorem anglické jezuitské koleje 
v ím . 
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2.3 Boškovi ova metoda nejmenších absolutních odchylek 
Boškovi  jako první formuloval kritérium pro aproximaci dat, požadavky na svou 

metodu formuloval v r. 1757 (viz [1]) následovn :  
M jme ur itý po et pozorování. K získání oprav, které musí být zhotoveny ke každému 
z nich, je nutno splnit tyto podmínky:  

1) sou et kladných oprav by m l být roven sou tu záporných oprav (odhlédneme-li od 
znaménka), 

2) sou et absolutních hodnot všech oprav by m l být nejmenší možný. 

Jeho motivací pro první podmínku byla symetrie rozd lení chyb. Druhé podmínky je 
zapot ebí, aby bylo možno aproximovat pozorování p ímkou nalezenou  minimalizací funkce 
reziduí.  

Z první podmínky vyplývá, že xbay  , což znamená, že aproxima ní p ímka prochází 
t žišt m pozorovaných bod .  Užitím toho výsledku lze eliminovat a z druhé podmínky. 
Obdržíme  

|)(|)(
1

xxbyybS i

n

i
i 



, 

což by m lo být minimalizováno vzhledem k b.  

Aby Boskovi  zjistil, jak S(b) závisí na b, proložil svislou p ímku t žišt m a pohy-
boval jí ve sm ru hodinových ru i ek. Pohybující se p ímka postupn  procházela 
pozorováními v po adí 5, 1, 4, 2, 3. Boškovi  tako m ení uspo ádal a m ení vztáhl 
k t žišti xxX kk  , yyY kk  . Získal hodnoty 43566,0x a 57053y , p íslušné 
sm rnice p ímek a hodnoty funkcionálu )(bS  jsou uvedeny v tabulce. 

  

k Bod ( i ) X k kY kkk XYb / ||
1

k

j jX S(b k )

1 e (5) 0,40294 369,4 917 0,40294 416 
2 a (1) -0,43566 -301,6 692 0,83860 340 
3 d (4) 0,14054 21,4 152 0,97914 627 
4 b (2) -0,13696 -15,6 114 1,11610 658 
5 c (3) 0,02914 -73,6 -2526 1,14524 3527 

Boškovi  došel k záv ru, že v takto se azených m eních lze vybrat tu p ímku, která 
prochází t žišt m a bodem kb , kde k dostaneme z nerovnosti  

.||||||
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1
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V našem p ípad  pro k = 2 platí 0,40294 <  1,14524 / 2 < 0,83860. 

2.4 Vyhodnocení výpo tu 

Funkcionál S(b) nabývá nejmenší hodnoty 340 pro bod  a (1) – m ení na rovníku 
v Quitu. Závislost délky jednoho stupn zem pisné délky [v toisích] na kvadrátu sinu 
zem pisné ší ky x sin 2 (L) je Boškovi ovou metodou odhadnuta vztahem 

y   y  + 340 (x - x ) = 57053 340 (x 0,43566) = 56751 + 692 x. 
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3. Záv r

Na studované úloze lze demonstrovat smysl lineární regrese a poukázat na skute nost, 
že metoda nejmenších tverc  není jedinou metodou pro aproximaci dat p ímkou. 
Historická úloha m ení délky poledníku m že být použita pro seznámení s Laplaceovou 
metodou, Lambertovou metodou i s metodou nejmenších tverc , viz [1, 2, 4]. 
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JAKOB STEINER A OBJEV INVERZE 

STANISLAV NOVÁK

Abstract: Jakob Steiner was an outstanding Swiss geometrician. Despite his lack of 
formal education in mathematics, he taught at prestigious schools and he was also 
a sought-after private mathematics teacher. He was one of the founders of inversive 
geometry. He published his discoveries in a newly founded mathematical journal and 
also in his own monographs. However the great deal of Steiner's work in this area 
remained unpublished during his life. By many detours it was finally published almost 
70 years after his death.  

1. Cesta k matematice 
Švýcar Jakob Steiner prožil jeden z nejneuv iteln jších životních p íb h , které lze 

v biografiích velkých matematik  nalézt. Narodil se 18. b ezna 1796 v Utzenstorfu, malé 
vesni ce nedaleko Bernu, jako nejmladší z osmi d tí. Jeho rodi e byli chudí zem d lci 
a Jakob od mali ka pomáhal s pracemi na farm . Vyr stal na venkov  daleko od v dec-
kých a kulturních center své doby a v d tství nezískal žádné vzd lání (viz [2]). íst a psát 
se za al u it až ve trnácti letech. Pozd ji se zajímal o matematiku a astronomii, z stal 
ovšem samoukem.  

Jeho nadšení pro n  a energický p ístup oslovily významného švýcarského pedagoga 
Johanna Heinricha Pestalozziho, který p esv d il Jakobova otce, aby Jakobovi umožnil 
studium na jeho škole v Yverdon-les-Bains. Steiner zde nejprve studoval a po necelých 
dvou letech pak i vyu oval matematiku. 

V roce 1818 školu v Yverdon opustil a p esídlil do n meckého Heidelbergu, kde 
navšt voval matematické p ednášky na zdejší univerzit . Na své živobytí si p i studiu 
vyd lával poskytováním soukromých hodin matematiky, které byly jeho jediným zdro-
jem p íjmu. Nedostatek asu, který by Steiner mohl v novat studiu, byl z ejm  p í inou 
jeho neúsp chu p i skládání zkoušek (viz [7]).  

V roce 1821 p esídlil z Heidelbergu do Berlína, kde se ucházel o místo u itele 
na zdejším gymnáziu. Protože Steiner nem l odpovídající formální vzd lání, musel projít 
zkouškou odbornosti, p i níž prokázal rozsáhlé znalosti geometrie. V ostatních oblastech 
matematiky byly ovšem jeho znalosti slabší nebo nedostate né. Zejména díky pochval-
ným doporu ením, která p edložil, a hlubokým znalostem geometrie místo získal a mohl 
vyu ovat matematiku ve všech ro nících gymnázia krom  posledního (viz [7]). 

B hem svého p sobení na berlínském gymnáziu m l asté neshody s editelem školy. 
Odmítal totiž vyu ovat podle u ebnice, jejímž autorem editel školy byl. Využíval svých 
zkušeností z Yverdon a snažil se do výuky za lenit Pestalloziho inovativní metody. Své 
kurzy vedl asto formou kolokvií (viz [7]), kdy matematické pravdy student m p ed lá-
dal jako materiál ke kritickému zkoumání. Vedení školy ovšem tyto metody odmítalo 
s tím, že jsou vhodné jedin  pro výuku elementárních poznatk . 
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V Berlín  si Steinera všiml bohatý mecenáš, inženýr a matematický nadšenec August 
Leopold Crelle, který se jej rozhodl podporovat ve v decké práci. Crelle založil v roce 
1826 dodnes vycházející a prestižní asopis Journal für die reine und angewandte  
Mathematik, tehdy známý pod názvem Crelle's Journal. Steiner zde publikoval p eváž-
nou v tšinu svých objev , hned do prvního ísla p isp l celkem p ti lánky a celkem 
v asopise vyšlo na 62 jeho prací (viz [5]). 

2. Objev inverze 
V moderním pojetí je (kruhová) inverze základním pojmem kruhové geometrie a je 

definována následovn : 

Je-li dán st ed inverze O  a koeficient inverze 2k , uvažujeme zobrazení  2, kOInv

 v Möbiov  rovin     PEM 22 , které je ur eno následující p edpisem:  

1. Obrazem bodu O je nevlastní bod P . 
2. Obrazem nevlastního bodu P   je bod O . 
3. Obrazem bodu  POX ,  je bod 'X  náležící polop ímce OX a sou asn  platí: 

  
2' kOXOX  . 

Steiner byl pravidelným p isp vatelem Crelleho asopisu a již v prvních íslech 
publikoval množství pozoruhodných objev . Na základ  rozboru t chto lánk  dosp li 
pozd ji odborníci k p esv d ení, že Steiner znal princip inverze a p i d kazech svých 
tvrzení jej využíval. 

Tomu napovídají i náznaky, které se ve Steinerových spisech objevují (viz [6]). 
Konkrétn  nap íklad v textu Einige geometrische Betrachtungen1 (1826) Steiner 
p edstavuje dv  podobné kružnice s vn jším st edem stejnolehlosti A . Následn  provádí 
diskusi dvou odpovídajících si bod X , Y , které leží na jednotlivých kružnicích. 
Zmi uje p ípad, kdy body X , Y  tvo í spolu se st edem A  trojici kolineárních bod
a ukazuje, že v takovém p ípad  je sou in AYAX   roven dané kladné konstant .2  

Steinerovo souborné dílo p ipravil a publikoval v roce 1882 matematik Carl Theodor 
Wilhelm Weierstrass. B hem svého života publikoval Steiner mnoho odborných prací, 
v žádné z nich však o inverzi explicitn  nehovo il a d kazy, ve kterých odborníci využití 
inverze p edpokládají, spolu s v tami nepublikoval.  

3. Steinerova poz stalost    
Po Steinerov  smrti v roce 1863 byly dokumenty z jeho poz stalosti, soukromé 

i pracovní, uloženy v podkroví m stské knihovny v Bernu, kde je po t iceti letech objevil 
v krabici v žalostném stavu profesor bernské univerzity Johan Heinrich Graf (viz [2]).  

Text byl publikován v prvním ísle asopisu Crelle's Journal.
2 Ozna íme-li danou kladnou konstantu c , pak se v duchu výše uvedené definice z ejm  v p ípad  bod YX ,   
jedná o dvojici bod  odpovídajících si v zobrazení  2, kOInv
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Obsah krabice p edal do Curychu profesoru Friedrichu Bützbergerovi, aby ho 
prostudoval, ut ídil a p ípadné cenné materiály publikoval. Bützberger uspo ádal ást 
poz stalosti do 10 svazk , které uložil v Univerzitní knihovn  v Bernu. Nejvýznamn jší 
práce si ovšem ponechal a plánoval jejich postupnou publikaci spolu s dopln ním 
vlastními poznatky a objevy. V letech 1913 a 1914 publikoval n kolik lánk  v etn
lánku o objevu inverze (viz [6]). Nazval jej Über Bizentrische Polygone, Steinersche 

Kreis- und Kugelreihen und die Erfindung der Inversion.  

Ve t etí ásti tohoto lánku vyjad uje své p esv d ení, podle kterého nem že být 
nejmenších pochyb, že Steiner jako první zformuloval a následn  i použil inver-
zi (viz [3]). Své tvrzení podpo il vybranými pasážemi ze Steinerova rukopisu Wieder-
geburt und Auferstehung. Podle Bützbergera navázal Steiner na práci významného 
francouzského matematika Jeana Victora Ponceleta, když rozpracoval jednu ze dvou jím 
uvažovaných korespondencí mezi dv ma dvojicemi bod  ležících na spole né se n
procházející st edem stejnolehlosti dvou kružnic.   

V lét  roku 1928 studoval svazky v univerzitní knihovn  v Bernu profesor Arnold 
Emch z Univerzity v Illinois. V obsahu 10 svazk  nenašel nic v decky významného, 
obsahovaly zejména Steinerovy zápisky a poznámky ke kurz m z elementární matema-
tiky, které navšt voval nebo sám vedl v Yverdon, a poznámky k práci souhromého 
u itele p ed odchodem do Berlína (viz [2]). 

Rukopis v novaný geometrii kružnice a sféry, o kterém referovaly Bützbergerovy 
práce, ve svazcích nebyl. Emch ho objevil ve vlastnictví paní Bützbergerové v Curychu. 
Celý název zn l: Allgemeine Theorie über das Berühren und Schneiden der Kreise und 
Kugeln mit vielen neuen Sätzen und Untersuchungen in einem Systematischen 
Entwicklundsgange dargestellt. Steiner ho sepsal pravd podobn  v letech 1923 až 1926, 
kdy p sobil v Berlín  jako soukromý u itel (viz [4]). 

Spis byl Steinerem pe liv  p ipraven k publikaci, ovšem z stal nepublikován. N kte í 
odborníci se domnívají, že jej Steiner nepublikoval z toho d vodu, že chystal velkou 
encyklopedii geometrie a plánoval do ní toto dílo za lenit (viz [4]). Teprve v roce 1931 
byl spis vydán v Curychu a v Lipsku pod pozm n ným názvem Allgemeine Theorie über 
das Berühren und Schneiden der Kreise und der Kugeln, worunter eine grosse Anzahl 
neuer Untersuchungen und Sätze vorkommen, in einem systematischen Entwicklungs-
gange dargestellt.   

Inverzi tedy Steiner p edstavil v textu Wiedergeburt und Auferstehung (Znovuzrození 
a vzk íšení), asto se také odkazoval na spis Abspiegelung (soum rnost, zobrazení), který 
ovšem objeven nebyl (viz [7]). Tento spis nepochybn  také obsahoval vysv tlení principu 
inverze (viz [6]). Bützberger m l v držení ješt  další Steinerovy spisy, Emch v Curychu 
objevil k publikaci p ipravenou monografii shrnující Steinerovy nejd ležit jší matema-
tické objevy a také pe liv  zpracovaný Steiner v životopis. 

4. Záv r 
Nejvýznamn jší z objevených Steinerových prací, které jím nebyly publikovány, 

se týkají geometrie kružnice a sféry. Dokazují, že Steiner hrál v po átcích kruhové 
geometrie významnou roli a u inil mnoho výjime ných objev  mnohem d íve, než byly 
publikovány n kým jiným. Jedním z nich je také objev inverze, který bývá nej ast ji 
p ipisován n meckému matematikovi Ludwigu Immanuelu Magnusovi (1831) (viz [1]), 
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n kdy skotskému fyzikovi Williamu Thompsonovi (Lord Kelvin) (viz [7]), italskému 
geometru Luigi Cremonovi, nebo dv ma belgickým matematik m Garminalu Pierru 
Dandelinovi a Adolphu Queteletovi (viz [6]). 
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POJETÍ ARITMETIKY A ALGEBRY 
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC 

MIROSLAVA OTAVOVÁ

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606–1682) was a versatile thinker of his time. His 
opus magnum Mathesis biceps comprises all contemporary lines of mathematics. 
Caramuel s concept of algebra grows out of his research on numeration systems. Thanks 
to his experiences with Cabbala and considerations on universal language and speculative 
grammar, he made a great attempt to the usage of modern mathematical symbols. 

1 Matematika – nástroj zkoumání veškerenstva 
Dílo Jana Caramuela z Lobkovic (1606–1682) zahrnuje širokou škálu témat od 

filosofie a theologie (doktorát theologie obhájil v 32 letech na tehdy nejprestižn jší 
fakult  v nizozemské Lovani) p es jazykov du, etiku a politologii až po praktické obory 
jako pevnostní stavitelství nebo námo ní navigaci. Caramuel se již v mládí rozhodl 
pro eholní život, v 19 letech se stal mnichem cisterciáckého kláštera ve špan lském 
Valladolidu a to mu poskytlo optimální podmínky pro budoucí intelektuální dráhu.  

Byl typickým barokním kosmopolitou, udržoval kontakty s p edstaviteli evropské 
v dy (dochovala se jeho korespondence s R. Descartesem) i leny ímské kurie. Krom
rodného Špan lska p sobil v Portugalsku, kde vyu oval na ádových školách, v hlas 
brilantního theologa získal p i disputacích v již zmín né Lovani. Hr zy t icetileté války 
poznal na vlastní k ži ve 40. letech, kdy byl opatem v n meckém Disibodenbergu 
a koadjutorem arcibiskupa v Mohu i. Jeho p ísp vek k teorii šifrovacích klí
(Steganographiae facilis dilucidatio, declaratio etc. [1] z roku 1635) byl patrn  d vodem, 
pro  jej císa  Ferdinand II. pozval do Prahy. Zde Caramuel strávil celou dekádu (1646 až 
1656). Z císa ova pov ení se úsp šn  angažoval p i mírových jednáních na Vestfálském 
kongresu, byl generálním viká em pražského arcibiskupa Harracha a nezanedbatelný byl 
stimul, který vnesl do života pražské intelektuální komunity. I pro samotného Caramuela 
šlo o významné a plodné období. V Praze vznikla jeho Theologia rationalis [2], rozsáhlé 
dílo v nované spekulativní gramatice, kde se konstituují Caramuelovy snahy o vytvo ení 
um lého jazyka. Poslední tvrtstoletí svého života Caramuel pobýval v Itálii. Nejprve byl 
roku 1657 povolán jako biskup na jih do Satrijsko-Campagneské diecéze, od roku 1673 
spravoval diecézi se sídlem ve Vigevanu. 

Klí em k pochopení Caramuelových snah, tím, co skute n  sjednocuje celé jeho dílo 
bez ohledu na tematické za azení, je role matematiky nebo spíše formálních metod, které 
z matematiky a logiky vycházejí. Dobov  je tato tendence podmín na stavem spole nosti, 
krizí jejích institucí a ztrátou d v ry v možnost universálního uchopení a ešení 
problém . Pro v d í myslitele 17. století je p ízna né, že nad ji vkládali do nalezení 
nových základ  v deckého zkoumání, které budou vyhovovat p ísným požadavk m 
racionality. Pro Caramuela byla p irozeným východiskem matematika. Svoji roli jist
m lo rodinné prost edí. Caramuel v otec p ed p íchodem do Špan lska p sobil na 
pražském dvo e císa e Rudolfa II. jako matematik a astronom a první publikací malého 
chlapce (ve 12 letech!) byly astronomické tabulky. Nelze vylou it ani otcovo 
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zprost edkování atmosféry rudolfinské Prahy s jejím mysticismem. Dalším zásadním 
vlivem bylo Caramuelovo seznámení s židovskou kabalou b hem studia filosofie na 
universit  v Alcale. Tato hebrejská nauka o stvo ení sv ta slovem Božím poskytuje 
filosofické argumenty pro korespondenci jazyka a stvo ené skute nosti. Protože 
písmen m hebrejské abecedy jsou jedozna n  p i azeny íselné hodnoty, lze o ekávat, že 
formulace a ešení problém  bude zvládnutelné užitím matematických a speciáln
kombinatorických metod. Caramuelovo p esv d ení o správnosti této cesty prolíná celým 
jeho dílem a je zdrojem originálních výsledk  zejména v jazykov d , kde p ináší návrh 
metafyzického dialektu a uvažuje o zásadách tvorby um lých jazyk  – viz [2]. P ímou 
inspiraci kabalou lze nalézt v Caramuelov  teorii šifrování, tzv. steganografii, jíž je 
v nován spis [1]. 

2 Mathesis biceps 
Završením Caramuelova ist  matematického díla je encyklopedický spis Mathesis 

biceps. Napsal jej jako biskup v dob  svého p sobení v Satrijsko-Campagneské diecézi 
a vydal ve dvou svazcích Mathesis biceps vetus et nova [3] roku 1667 a Mathesis nova 
[4] roku 1669 ve své vlastní tiskárn  v Campanii. Dílo má úctyhodný rozsah více než 
1700 stran. Jde o tisk foliového formátu, na za átku prvního svazku je podrobný obsah 
a v cný rejst ík. Grafická úprava je velice kvalitní; zahrnuje 52 stran obrazových p íloh 
a u obou svazk  titulní listy s celostránkovými rytinami.  

Obr. 1: Reprezentace binární aritmetiky v  Mathesis biceps 

Mathesis biceps je programovým propojením teorie a praktických aplikací 
matematiky. Autor shromáždil a zasv cen  referoval o všech oblastech soudobého 
poznání, kde se matematika uplat uje, rozebírá i novinky, jako nap . tehdy aktuální 
problematiku pevnostního stavitelství, kterému se sám v noval v dob  t icetileté války. 
P i výkladu spekulativn  lad ných kapitol v novaných matematické teorii je nejlépe 
patrná jeho intence pojímat matematiku jako universální nástroj poznání. 
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3 Od aritmetiky k algeb e 
Povaha Caramuelova p ínosu k vývoji matematiky je patrná na jeho pojetí aritmetiky 

a algebry. Tak jako jeho p ístup k jazyku je matematický a kombinatorický, zde naopak 
využívá svých zkušeností ze studia jazyka, konkrétn  spekulativní gramatiky ve spisu [2]. 
Výklad aritmetiky d lí na t i ásti. Proarithmetica je disciplínou propedeutickou, která 
postuluje její filosofické základy. Autor definuje pojem ísla (Numerus est, quod 
numeratus) a upozor uje na posun oproti klasickému Eukleidovu pojetí. íslo 
v Caramuelov  pojetí již není složeno z jednotek, je daleko obecn jší entitou, má 
“instrumentální” povahu. Aritmetika pak umož uje r zné konkrétní reprezentace ísla. 
Za p edch dce této myšlenky považuje eky a Kopty, kte í jako aritmetické zna ky 
(notæ) používali písmena abecedy (literrae). Je tedy ve skute nosti více aritmetik. Tento 
krok vedl Caramuela k zavedení r zných íselných soustav. Podrobn  rozebírá binární, 
ternární, kvaternární, obecn n-ární aritmetiku pro n = 2,…, 10, 12, 60. Pro reprezentaci 
užívá písmena o, a, b, c, … , tedy n navzájem r zných znak  pro danou íselnou 
soustavu.  

Obr. 2: Poslední sloupec tabulky zachycuje Caramuelovo zna ení mocnin v algeb e 

Druhá ást Synarithmetica, tj. techné arithmetiké, numerandi ars, studuje 
aritmetické operace s ísly nezávisle na jejich konkrétní reprezentaci. Techniku výpo tu 
popisuje obecn  a p edvádí adu ukázek v desítkové, ale i v jiných íselných soustavách. 
Krom ty  základních operací uvádí metody Regula Aurea a Regula societatis v etn
jejich aplikací v obchodním podnikání, metody výpo tu druhé a t etí odmocniny 
a algoritmy usnad ující technicky náro né výpo ty využitím tabulky Scala Pythagorae. 

Obr. 3: Ukázka násobení dvoj len
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T etí ástí je Metarithmetica neboli algebra. D vodem pro její zvláštní statut 
(Metarithmetica znamená v e tin  “za” aritmetikou) se Caramuelovi staly zákonitosti 
aritmetických operací invariantní vzhledem k volb  konkrétní íselné soustavy. 
Esenciálním objektem algebry pak není Arithmos, ale Enarithmos, íslo “artificiální”, 
které je vyjád ením pom ru, tj. závislosti na prom nné. Akcidentálním objektem algebry 
je Hyperarithmos, konkrétní hodnota jednozna n  ur ená v závislosti na prom nné 
n jakým abstraktním pom rem. Caramuelovou inovací v algeb e je užívání symbol
(characteres) již velice blízkých modernímu zna ení (viz obr. 3). Vychází p itom 
z principu kompozicionality a chápe matematický zápis jako univerzální jazykový 
fenomén. Podstatným krokem je koncept prom nné, v textu zvané numerus hypotheticus
nebo též numerus tantuslibet, již zna í, by  ne zcela d sledn , písmenem A od slova As
užívaného obecn  pro pen žní jednotku.  

Protože reprezentace artificiálních ísel, v dnešní dikci vlastn  algebraických výraz , 
“kopírují” strukturu zápisu ísel v rámci všech myslitelných aritmetik, podléhají stejným 
zákon m a lze na n  zobecnit aritmetické operace a metody Synarithmetiky (viz obr. 4).
Caramuel d kladn  popisuje i technickou stránku výpo t  a výsledky též interpretuje, 
tzn. porovnává cesty, jakými lze dosp t k hodnot Hyperarithmos.  

V textu se též p ipravuje zrod budoucí terminologie. Caramuel za íná rozlišovat ísla, 
která jsou objektem aritmetiky (numerus naturalis, resp. Arithmos), a ísla “um lá” 
(numerus artificialis, resp. Enarithmos, Hyperarithmos), která v algeb e mohou, ale 
nemusí nabývat hodnoty zlomku, odmocniny, atd. Pojmy však zatím nejsou technizovány 
v dnešním slova smyslu, autor akcentuje spíše jejich ontologickou odlišnost, tj. rozdíl 
v modu existence. 
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SOME REMARKS ABOUT CLASSIFICATION OF 
MANIFOLDS 

ZDZISŁAW POGODA

Abstract: The paper presents a very brief history of problems of classification of 
manifolds one of the most important concepts in mathematics of the twentieth century. 
Special attention is pointed out on the classification of two dimensional, three 
dimensional and four dimensional manifolds. The specificity of each of the dimensions is 
highlights. Also the problem of existence of non-equivalent structures on manifolds from 
the historical point of view is mentioned  

Problemy klasyfikacyjne nale  do najwa niejszych i cz sto zarazem najtrudniejszych 
w matematyce. Twierdzenia klasyfikuj ce ró ne obiekty stanowi  ukoronowanie wielu 
teorii. Chyba pierwszym twierdzeniem klasyfikacyjnym w historii matematyki było 
twierdzenie o klasyfikacji wielo cianów foremnych z Elementów Euklidesa. Pó niej 
Apolloniusz z Pergi w swoim dziele o sto kowych sklasyfikował przekroje sto ka. 
Problemami klasyfikacji interesował si  Pappus z Aleksandrii, Kepler, Kartezjusz, 
Newton, Leibniz, Euler i wielu innych wybitnych matematyków. Próbom klasyfikacji 
podawano rodziny krzywych, wielo cianów, odwzorowa  i innych obiektów matema-
tycznych, które pojawiały si  wraz z rozwojem królowej nauk.  

Jednym z najwa niejszych poj , które zrobiły w XX wieku ogromn  karier  jest poj cie 
rozmaito ci. Z jednej strony rozmaito n-wymiarowa lokalnie przypomina n-wymiarow
przestrze  euklidesow , a z drugiej strony globalnie jest to przestrze  topologiczna o, cz sto, 
bardzo skomplikowanej strukturze. Specyficzna konstrukcja rozmaito ci pozwala na wyko-
rzystanie do ich badania nie tylko metod topologicznych, lecz równie  analizy matematycznej 
i innych dopuszczanych w przestrzeniach euklidesowych. Dlatego te  obiekty te stały si
niezwykle przydatne do modelowania, przede wszystkim, ró norodnych sytuacji w fizyce, 
a z czasem i w innych dziedzinach. Historycznie poj cie rozmaito ci wywodzi si  z poj cia 
krzywej oraz powierzchni i jest ich naturalnym uogólnieniem. Logiczne jest pytanie o klasy-
fikacj  rozmaito ci w danym wymiarze z dokładno ci  do homeomorfizmu. Pytanie to, jak 
wszystkie dotycz ce klasyfikacji, nale y do najwa niejszych i specjali ci po wi caj  mu 
szczególn  uwag .  

Cho  precyzyjna definicja rozmaito ci została sformułowana w połowie lat trzydziestych 
XX wieku, to sama idea pojawiła si  w połowie XIX wieku. Za twórc  uwa a si  Bernharda 
Riemanna, który w słynnym wykładzie habilitacyjnym z 1854 roku zaproponował uogól-
nienie poj cia powierzchni nazwane pó niej wła nie rozmaito ci . Trzy lata wcze niej 
Riemann rozwa ał powierzchnie, nazwane pó niej powierzchniami Riemanna, które próbo-
wał klasyfikowa  ze wzgl du na typ spójno ci nie dowodz c jednak swoich spostrze e  (por. 
[12], [15]). Pierwsz  udan  prób  klasyfikacji powierzchni z dowodem zawdzi czamy 
Möbiusowi. W niezwykle pomysłowy sposób Möbius scharakteryzował orientowalne 
powierzchnie bez brzegu nazywane obecnie równie  dwuwymiarowymi rozmaito ciami 
zamkni tymi (por. [12]). Orientowalno  mo emy rozumie  w ten sposób, e powierzchnia 
nie zawiera w sobie wstegi Möbiusa albo inaczej, e z powierzchni nie da si  wyci  wst gi 
Möbiusa. Powierzchniami nieorientowalnymi zaj ł si  ucze  Kleina – Walter von Dyck. 
W zasadzie Dyck opisał klasyfikacj  wszystkich powierzchni zamkni tych. Jednak nie 
sformułował podsumowuj cego twierdzenia, a i nie wszystkie szczegóły rozumowania były 
precyzyjne (por. [15]). Pełne twierdzenie klasyfikuj ce powierzchnie z dokładno ci  do 
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homeomorfizmu przedstawili Max Dhen i Paul Heegaard w artykule Analysis situs
umieszczonym w Encyklopedii Nauk Matematycznych (Encyklopedie der Mathematischen 
Wissenschaften) z 1907 roku ([2]). Tam te  autorzy opisali klasyfikacje rozmaito ci 
jednowymiarowych.  

Sukces w przypadku powierzchni zach cał matematyków do podj cia prób klasyfikacji 
rozmaito ci wy ej wymiarowych. Z pocz tku wydawało si , e stosuj c podobne metody jak 
dla powierzchni uda si  sklasyfikowa  twory wy ej wymiarowy. Wspomniany Walter von 
Dyck w komunikacie z 1884 roku nakre lił pewne idee (por. [15]). Próbował te  scharakte-
ryzowa  rozmaito ci n-wymiarowe. Szybko jednak zauwa ono, e ju  dla obiektów 
trójwymiarowych i tym bardziej n-wymiarowych tak łatwo nie uda si  problemu rozwi za . 
Techniki algebraiczne, które umo liwiły klasyfikacj  powierzchni okazały si  za słabe 
w wy szych w wy szych wymiarach. Podstawowymi narz dziami słu cymi do badania 
rozmaito ci w tym czasie były grupy homologii i grupa podstawowa. To z ich pomoc
klasyfikowano powierzchnie. Zasada, stosowana potem powszechnie w topologii alge-
braicznej, była naturalna. Je li obiekty topologiczne (rozmaito ci) były homeomorficzne, to 
odpowiadaj ce im twory algebraiczne były izomorficzne. Zatem gdy odpowiednie grupy nie 
były izomorficzne, to rozmaito ci nie mogły by  homeomorficzne. Wła nie w przypadku 
trójwymiarowym miały miejsce sytuacje niewygodne: twory niehomeomorficzne miały 
izomorficzne grupy im odpowiadaj ce. Poincaré skonstruował przykład tzw. sfery homo-
logicznej, rozmaito ci trójwymiarowej niedaj cej si  odró ni  za pomoc  grup homologii od 
klasycznej sfery trójwymiarowej. Przy okazji zadał pytanie, czy podobne zjawisko mogłoby 
zaj  dla grupy homotopii – jest to słynna hipoteza Poincarégo (por. [9], [10], [11]). Prace 
Poincarégo po wi cone analysis situs, jak równowa nie nazywano na pocz tku XX wieku 
topologi , dały powa ny impuls do zaj cia si  rozmaito ciami trójwymiarowymi. Dzi ki 
pracom Heegarda, Tietze’go, Dehna, Alexandera, Knesera, Reidemeistera, Seiferta, Threlfalla 
i Whiteheada do  dobrze poznano wiele rodzin rozmiato ci trójwymiarowych. Na szczególn
uwag  zasługuj  prace Heegaarda ([6]), Dehna ([1]) i Knesera ([7]), w których opisano 
techniki, które okazały si  bardzo efektywne przy badaniu 3-rozmaito ci, jak w skrócie 
nazywali je specjali ci.  

Matematycy przypu cili tak e atak na próby klasyfikacji rozmaito ci wy ej 
wymiarowych. Okazało si  jednak, e ich wysiłki musz  by  skazane na niepowodzenie. 
W 1958 roku A. A. Markow udowodnił, e dla rozmaito ci cztero i wy ej wymiarowych 
problemu klasyfikacji nie da si  rozwi za  (por. [4]). Dokładniej, pokazał mniej wi cej co
takiego, e dla dowolnego algorytmu rozró niaj cego z dokładno ci  do homeomorfizmu np. 
rozmaito ci czterowymiarowe, zawsze mo na znale  takie rozmaito ci, których nie da si
rozró ni  za pomoc  tego algorytmu. A zatem mo na co najwy ej próbowa  klasyfikowa
pewne specjalne podrodziny rozmaito ci danego wymiaru oraz ... rozmaito ci trójwymiarowe, 
dla których twierdzenie Markowa nie obowi zuje. Z tym wi ksz  determinacj  podejmowano 
próby klasyfikacji rozmaito ci trójwymiarowych. Zacz to te  dokładniej przygl da  si
wybranym rodzinom rozmaito ci wy ej wymiarowych. Szczególnie zwrócono uwag  na tak 
zwane rozmaito ci jednospójne to znaczy takie, w których ka da p tla da si  w sposób ci gły 
zdeformowa  do punktu lub, u ywaj c bardziej technicznego j zyka, dla których grupa 
podstawowa jest trywialna.  

W wy szych wymiarach matematyków te  czekały spore niespodzianki. Po pierwsze 
okazało si , e obiekty czterowymiarowe zachowuj  si  zupełnie inaczej ni  ich wy ej 
wymiarowe odpowiedniki. Z pocz tku nic nie zapowiadało anomalii. Nie zwrócono uwagi na 
pojawiaj ce si  sygnały, jak cho by praca V. Rohlina z 1952 roku (por. [13]). Gdy jednak 
próbowano przenie  rezultaty i techniki z wy szych wymiarów, to napotykano na 
niespodziewane trudno ci – metody nie działały albo uzyskane wyniki były inne ni
przypuszczano. Z pocz tkiem lat sze dziesi tych XX wieku dzi ki pracom Smale’a 
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i Stallingsa rozstrzygni to uogólnienie hipotezy Poincarégo na wymiary wy sze ni  cztery 
(por. [9]) . Trój i czterowymiarowa wersja hipotezy broniła si  skutecznie. Dopiero w 1982 
roku M. H. Freedman uporał si  z przypadkiem czterowymiarowym klasyfikuj c jedno-
cze nie czterowymiarowe zwarte rozmaito ci jednospójne (por. [5]). Klasyczna hipoteza 
Poincarégo musiała czeka  do roku 2002, gdy G. Perelman, stosuj c wyrafinowane techniki 
udowodnił twierdzenie geometryzacyjne sformułowane jeszcze w latach siedemdziesi tych 
dwudziestego wieku przez W. Thurstona (por. [9]).  

Przy okazji pracy Freedmana z du  sił  ujawniły si  kolejne anomalie.  
Jak ju  zaznaczyli my na wst pie, rozmaito ci s  uogólnieniem koncepcji powierzchni 

i krzywych na wy sze wymiary. Wyró nia si  trzy główne typy rozmaito ci: ró niczkowe, 
kawałkami liniowe i topologiczne. Rozmaito ci ró niczkowe, inaczej gładkie, s  uogól-
nieniem powierzchni gładkich – „bez kantów”, a rozmaito ci kawałkami liniowe s  uogól-
nieniem powierzchni wielo ciennych – tu kanty s  dopuszczalne. Najmniej intuicyjne s
rozmaito ci topologiczne. Je li wyobrazimy sobie sfer  rogat  z niesko czon  ilo ci  rogów, 
a na ka dym z nich znów rogi i do tego nawzajem zaplecione, to mamy jeden z „naturalnych” 
przykładów dwuwymiarowej rozmaito ci topologicznej. Gdy kształtowało si  poj cie 
rozmaito ci, to „w domy le” były to rozmaito ci wyposa one w pewn  struktur  – 
ró niczkow  (gładk ) lub kawałkami liniow  – nawet, gdy wprost o tym nie wspominano. 
W XIX wieku i na pocz tku XX nie wyobra ano sobie, e mog  istnie  rozmaito ci „czysto 
topologiczne”. Na ka dej rozmaito ci gładkiej lub kawałkami liniowej mo na zada  wiele 
ró nych atlasów, jednak atlasy te mog  opisywa  t  sam  struktur . Wprowadza si
mianowicie relacj  równowa no ci w rodzinie atlasów na danej rozmaito ci: dwa atlasy s
w relacji, gdy ich suma znów jest atlasem, czyli mapy badanych atlasów musz  spełnia
warunek zgodno ci. W ten sposób ka dy atlas wyznacza pewien atlas maksymalny nazywany 
struktur  – ró niczkow  lub kawałkami liniow  (PL-struktur ). 

W 1957 roku J. Milnor udowodnił twierdzenie o istnieniu nierównowa nych gładkich 
struktur na sferze siedmiowymiarowej (por. [8]). Poj cie struktury jest ci le zwi zane 
z definicj  rozmaito ci i specjali ci byli przekonani, e z ka d  rozmaito ci  zwi zana jest 
dokładnie jedna struktura wyznaczona przez zadany atlas. Potwierdzały to wyniki dla 
rozmaito ci dwu i trójwymiarowych. Wynik Milnora był kompletnym zaskoczeniem dla 
matematyków, ale to był dopiero pocz tek zdarze  niezwykłych. Co prawda udało si
pokaza , e n-wymiarowa przestrze  euklidesowa zachowuje si  zgodnie z oczekiwaniami 
i dopuszcza jedn  gładk  struktur , był jednak pewien wyj tek n = 4, gdzie znów znane 
metody nie działały (por. [14]).  

W 1983 roku S. Donaldson wykorzystuj c rezultaty Freedmana i Rohlina udowodnił, e 
przestrze  czterowymiarowa dopuszcza nierównowa ne struktury gładkie (por. [3]). Wi cej, 
niebawem pokazano, e takich struktur mo e by  nieprzeliczalnie wiele. Je li w przypadku 
wy ej wymiarowym reguł  jest istnienie sko czonej liczby struktur nierównowa nych, to na 
rozmaito ciach czterowymiarowych jest ich niesko czenie wiele lub dokładnie jedna. 
Ponadto stwierdzono istnienie niewygładzanych rozmaito ci czterowymiarowych, co w przy-
padku ni ej wymiarowym jest niedopuszczalne (por. [3], [5], [14]).  

Udana klasyfikacja powierzchni z jednej strony potwierdziła słuszno  wykorzystania 
metod algebraicznych w topologii, z drugiej jednak pokazała, e zastosowane metody s  zbyt 
słabe, by rozstrzyga  podobne problemy w wy szych wymiarach. Okazało si  równie , e 
w niskich wymiarach nie ma jednej uniwersalnej metody pozwalaj cej klasyfikowa  obiekty 
ustalonego wymiaru. Ka dy z wymiarów trzy i cztery wymaga osobnych, specyficznych 
technik, a uzyskane rezultaty przeszły wszelkie oczekiwania i zaskoczyły matematyków. 
Nietypowe były te  metody wykorzystane do rozwi zania problemów. W przypadku trójwy-
miarowym przydatne okazały si  potoki Ricciego i zaawansowane metody geometrii 
ró niczkowej (por. [9], [15]). Czterowymiarowe zagadnienia zwróciły uwag  matematyków 
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na teori  pól gauge i równania Yanga-Millsa (por. [3], [14]). Metody fizyki matematycznej 
znalazły si  w centrum zainteresowania topologów. Po raz kolejny mo na si  było przekona , 
e, mimo dramatycznego rozdrobnienia, matematyka stanowi jedno , a nowe, wa ne rezul-

taty powstaj  na styku, cz sto (pozornie) bardzo odległych dziedzin. 
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TIBOR NEUBRUNN – ŽIVOT A DIELO 

BELOSLAV RIE AN

Abstract: Tibor Neubrunn was a professor of mathematical  analysis and its applications. 
From this point of view he initiated research in many new areas: quantum structures, real 
functions and multi functions, nonstandard measure and integration theory. He was one 
of the main persons in the Slovak school of mathematical analysis. Moreover, he 
belonged to the set of the best university teachers and he was a man with outstanding 
human properties. 

1  Úvod 

1.1 Sú asný stav  
Dejiny modernej slovenskej matematiky za ínajú druhou polovicou dvadsiateho 

storo ia. Azda preto sú tak slabo spracované. Príspevok, ktorý tu prezentujeme, chce 
podnieti  k systematickému výskumu diela zakladate ských osobností slovenskej 
matematiky. 

1.2 Východzie poznatky 
Nemáme spracované ani dve základné osobnosti slovenskej matematiky, akými boli 

Jur Hronec a Štefan Schwarz. Kniha [3] hovorí totiž skôr o organiza ných aktivitách 
prof. Hronca, aj ke  v tejto oblasti si získal prof. Hronec najvä šie zásluhy. Kniha [6] 
obsahuje súpis spolo enských vystúpení prof. Schwarza, nedotýka sa však jeho diela 
vedeckého. Kniha [2] je encyklopedického charakteru, ale aj tam nám chýba  posledných 
10 rokov. Najbližšie nášmu zámeru je publikácia [1] založená na diplomovej práci 
vedenej prof. ižmárom. Aj podnetom k prítomnému referátu bola bakalárska práca [5] 
vedená autorom.  

2 Nové výsledky 

2.1 Charakterizácia vedeckej práce Tibora Neubrunna 
Podrobnejšie budeme charakterizova  výsledky T. Neubrunna v týchto oblastiach: 

a) kvantové štruktúry, 
b) teória reálnych funkcií, 
c) teória miery a integrálu. 

2.2 Charakterizácia pedagogickej práce Tibora Neubrunna
Uvedieme vyjadrenia nieko kých pamätníkov prof. Neubrunna spomedzi jeho 

priate ov a bývalých študentov. Okrem toho spomenieme nieko ko Neubrunnových 
publikácií pedagogického a populariza ného charakteru. 
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3 Záver 

3.1 Zhrnutie výsledkov 
Získali sme zhrnutie hlavných vedeckých výsledkov Tibora Neubrunna a jeho 

vedeckej školy. Okrem toho svedectvo sú asníkov T. Neubrunna charakterizujúce jeho 
osobnos . 

3.2  Dalšie perspektivy 
Opis vedeckej školy založenej na Neubrunnových výsledkoch.  
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KUTTAKA 

IRENA SÝKOROVÁ

Abstract: Kuttaka is the name given to ancient Indian method of solving indeterminate 
linear equation with two unknowns. The aim of this paper is to describe the method and 
present how medieval Indian mathematicians used it to solve problems. 

1 Úvod 
Matematika a zejména algebra byla ve st edov ké Indii velmi uznávaným v dním 

oborem a indi tí u enci dosáhli n kolika zajímavých výsledk , nap íklad p i ešení 
neur itých rovnic.1 Tento lánek je v nován metod kuttaka – st edov kému indickému 
algoritmu na hledání celo íselného ešení lineární rovnice o dvou neznámých 

bycax  ,        Zcba ,, . 
Prvním indickým u encem, který studoval neur ité rovnice, byl Árjabhata I (asi 476 

až 550). Ve své p evážn  astronomické práci Árjabhatíja popsal metodu ešení rovnice 
bycax  s p irozenými koeficienty, jejíž ešení hledal rovn ž v oboru p irozených ísel. 

Jeho následovník Bháskara I (asi 600 až 680) ukázal, že stejná metoda m že být použita 
i pro ešení rovnice bycax   a navíc, že ešení této rovnice lze odvodit z ešení rovnice 

byax 1 . Tyto metody p ejali i další auto i, nap íklad Árjabhata II (asi 920 až 1000) 
popsal, jak lze v n kterých p ípadech ešení zjednodušit, a upozornil na p ípady, kdy 
metody selhávají. V tšina autor  p i popisu rovnice ješt  upozornila na to, že koeficienty 
a, b, c musí být nesoud lné, protože jinak by bylo možno rovnici zkrátit. 

Jedním typem úloh vedoucích na neur itou lineární rovnici byl problém nalézt 
p irozené íslo n, které po vyd lení p irozenými ísly 1a , 2a dává zbytky 1r , 2r .2 Druhým 
typem byly úlohy, kde se hledalo takové p irozené íslo x, které vynásobené daným 
celým íslem a a zv tšené i zmenšené o jiné celé íslo c, je d litelné íslem b beze 
zbytku. V úloze prvního typu byly koeficienty 1a , 2a  ozna eny jako d litelé a ísla 1r , 2r
se nazývala zbytky. V úlohách druhého typu se konstant a íkalo d lenec, konstant b
d litel a konstant c p idané íslo. Neznámá x se nazývala násobitel a pro neznámou y se 
používal termín podíl. Mahávíra (asi 800 až 870) neznámou x nazýval íslo (ve smyslu 
neznámé íslo, viz [7]). Analýza neur itých rovnic prvního stupn  se nazývala kuttaka.3

Ko en tohoto slova kutt znamená rozdrtit, rozm lnit i rozdrobit; název metody kuttaka je 
možné p eložit jako metoda rozdrobení. O tom, jak významné místo ve staré indické 
algeb e tato metoda m la, sv d í i fakt, že termín kuttaka nebo kutaka-ganita byl n kdy 
používán pro celou algebru.4

                                                          

1 Neznámou sta í Indové nazývali tolik-kolik (yavat-tavat) a zna ili ya. Pokud bylo pot eba po ítat s více 
neznámými, termín yavat-tavat ozna oval první z nich a pro ostatní se používaly názvy barev (viz [3]). 
2 Podobnou úlohou se zabývali i sta í í ané. Podle ínské v ty o zbytcích lze ešení vyjád it explicitn
vzore kem (viz [5]). 
3 N kdy též kuttákáara, kuttikára nebo krátce jen kutta. 
4 Indický matematik a astronom Brahmagupta (598–670) je autorem veršované astronomické práce Brahma-
sphuta-siddhanta, v níž 18. kapitola o algeb e se jmenuje Kuttaka (viz [2]). 
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2 Bháskarovo ešení rovnice s p irozenými koeficienty 
Árjabhata I ešil úlohu prvního typu: nalézt íslo n, které po vyd lení danými ísly 1a , 

2a  dává zbytky 1r , 2r  (viz [6]). P vodní formulace však není p íliš srozumitelná.5

Pozd ji se ešením rovnice bycax   s p irozenými koeficienty a, b, c zabývali i další 
indi tí matematikové, nap . Bháskara I, Brahmagupta (asi 598 až 670), Mahávíra, Šrípati 
(1019–1066), Bháskara II (1114–1185), kte í se v novali i n kterým speciálním 
p ípad m, zejména rovnicím bycax   nebo byax 1 . Uvedeme pravidlo pro ešení 
rovnice bycax   s p irozenými koeficienty a, b, c, které popsal Bháskara II ve slokách 
55 až 57 druhé kapitoly algebraické práce Bídžaganita (viz [2]): 

D l vzájemn  d lence [a] a d litele [b], které jsou již nesoud lné, dokud není zbytek 
d lení jedni ka. Zapiš postupn  pod sebou podíly, pod nimi p idané íslo [c] a dol  nulu. 

Vynásob p edposlední [ íslo] íslem p ímo nad ním a p i ti poslední. Pak vynech 
poslední a opakuj tento postup, dokud nez stane pouze dvojice ísel. 

Jestliže horní z nich vyd líme d lencem, zbytek je podíl. Jestliže dolní vyd líme 
d litelem, zbytek je násobitel. Tento postup platí, jestliže po et podíl  je sudý. 

Když je lichý, pak se nalezená ísla musí ode íst od d lence nebo d litele. Tyto rozdíly 
budou skute ným podílem [y] a násobitelem [x]. 

První ást pravidla íká, že se ve staré Indii k výpo tu užíval postup odpovídající 
Eukleidovu algoritmu pro hledání nejv tšího spole ného d litele ísel a a b. Ozna íme-li 
podíly získané Eukleidovým algoritmem 0q , 1q , , nq , pak v dalších krocích se 
po ítalo s ísly 0q , 1q , , 1nq , c, 0, která se postupn  nahrazovala novými hodnotami 
vypo ítanými rekurentn  podle Bháskarova pravidla pro j = 1, 2, ... , n – 1: 

211   jjjnj zzqz ,      ,1 cz  02 z . 

Celý postup p edvedeme na p íkladu yx 6390100  , který p edložil Bháskara II. 
Postupným d lením ísel 63:100  se nejprve vypo ítaly podíly ,10 q ,11 q ,12 q

,23 q ,24 q ,15 q ,36 q  které se, krom  posledního, zapsaly do sloupce a pod n
se ješt  p ipojily hodnoty 90 a 0. Pak se tyto hodnoty postupn  p episovaly novými, jak 
je uvedeno v jednotlivých sloupcích následující tabulky.  

5z 10 q 1 1 1 1 1 2430

4z 11 q 1 1 1 1 1530 1530

3z 12 q 1 1 1 900 900  

2z 23 q 2 2 630 630   

1z 24 q 2 270 270    

0z 15 q 90 90     

1z 90c 90      

2z 0       

                                                          

5 Árjabhatova pravidla jsou uvedena ve druhé kapitole práce Árjabhatíja, sloky  32–33 (viz [1]). 
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Ve staré Indii bylo zvykem ísla nepot ebná k dalšímu výpo tu mazat, proto na konci 
výpo tu zbyla pouze dv . Protože po et použitých podíl  byl sudý ( 6n ), sta ilo 
výpo et dokon it podle t etí ásti pravidla. Nejmenší p irozené ešení se získalo jako 
zbytky d lení 

)30.(24100:2430 zb  , )18.(2463:1530 zb   18,30  xy . 

V dalším pravidle Bháskara vysv tlil, jak je možné z jednoho ešení rovnice 
bycax   odvodit další ešení této rovnice (viz [2]): 

Násobitel [x] a podíl [y], když se p i tou ke svým d litel m vynásobeným libovolnými 
ísly, stanou se jinými [ ešeními]. 

Takto bylo možné nalézt libovolné ešení p vodní rovnice jako 

Zttxty  ,6318,10030 . 

Autor sám uvedl další dv ešení 81,130  xy  a 144,230  xy . 

3 Podobnost s et zovými zlomky 
Indická metoda kuttaka velmi p ipomíná metodu využívající et zové zlomky. Podíl 

koeficient
b

a  m žeme vyjád it et zovým zlomkem  nqqq
b

a ,,; 10 . Vynecháme-li 

poslední íslo nq , získáme ( 1n )-ní sblížený zlomek 
1

1





n

n

b

a
. Obecné ešení rovnice 

bycax   s p irozenými nesoud lnými koeficienty a, b, c, m žeme vyjád it ve tvaru6

  ,1 1 atcay n
n          Ztbtcbx n

n   ,1 1 . 

ísla 1na  a 1nb  se po ítají podle rekurentních vztah  pro pro j = 2, 3, ... , n – 1: 

0010121 ,1, qaqqaaaqa jjjj   , 
.1,, 01121   bqbbbqb jjjj

Tyto vzorce se podobají rekurentnímu vztahu, který používal Bháskara II. S využitím 
vlastností et zových zlomk  se dá ukázat (viz [8]), že Bháskarovo „horní“ íslo je 

caz nn 11    a „dolní“ íslo cbz nn 12   . Protože sta í Indové hledali nejmenší p irozené 
ešení, uvažovali zbytky d lení  11 .: yzbpazn   a  12 .: xzbpbzn  . Vzhledem k tomu, 

že v Bháskarov  p íklad  bylo n sudé ( 6n ), tvar obecného ešení odpovídá vzorc m 
vyjád eným pomocí itatele a jmenovatele ( 1n )-ního sblíženého zlomku 

 ,11 ptayatcay n        Ztptbxbtcbx n   ,11 . 

                                                          

6 Odvození je možné nalézt nap íklad v [4]. 
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Pro n liché by se však tímto postupem získalo ešení 11 , yx  rovnice bycax  , proto 
bylo t eba ješt  podle poslední ásti pravidla nalezená ísla ode íst od d lence nebo 
d litele, tedy jako ešení p vodní rovnice bycax   se pak uvažovala ísla 12 xbx  , 

12 yay  . 

4 Záv r 
Metoda kuttaka byla ve st edov ké indické matematice velmi d ležitá nejen pro asté 

použití v astronomických výpo tech. Její znalost byla p edpokladem p i ešení dalších 
úloh, nap íklad tzv. Pellovy rovnice. Výhoda indického výpo tu ísel 1na  a 1nb  je v tom, 
že ob  hodnoty byly získány najednou, zatímco jejich stanovení pomocí et zových 
zlomk  vyžaduje rekurence dv . Staré indické texty však neobsahují žádné d kazy ani 
odvození popisovaných metod, správnost byla z ejm  ov ena pouze bohatými po etními 
zkušenostmi. 
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HISTORIE CAUCHYOVY FUNKCIONÁLNÍ 
ROVNICE 

PETR ŠATNÝ

Abstract: The contribution deals with the best known functional equation, namely, 
Cauchy’s functional equation. After a short comment on the topic of functional equations 
we introduce Cauchy’s equation and describe its original procedure of solution. Finally, 
we consider historical development of this equation from its modification by Briggs 
in 1624 to the discovery of discontinuous solutions by Hamel in 1905. 

1 Úvod 
Teorie funkcionálních rovnic je jedním z nejstarších odv tví matematické analýzy, 

které je aktuální i v sou asnosti ([1]). Již na st ední škole se žáci setkávají 
s jednoduchými funkcionálními rovnicemi, aniž v bec tuší, jak velká oblast výzkumu 
a výsledk  se za nimi skrývá. Jako p íklad m že posloužit zjednodušená definice sudé, 
resp. liché funkce, což jsou funkce spl ující funkcionální rovnici ),()( xfxf   resp. 

).()( xfxf   Jiné významné t ídy funkcí (jako jsou funkce lineární i exponenciální) 
nemají funkcionální rovnici ve své definici, p esto je lze vhodnou rovnicí, která 
vyjad uje, jak funkce dané t ídy „fungují”, pln  charakterizovat. Ov it p itom, že funkce 
s daným p edpisem danou funkcionální rovnici spl uje, je v tšinou snadné dosazení; 
mnohem obtížn jší je najít všechny funkce, které danou rovnici spl ují, nebo  neexistuje 
obecný postup, jak se k takovým funkcím „dobrat”. Funkcionální rovnice a metody jejich 
ešení se po staletí t ší velké pozornosti matematik . Mezi nimi je na prvním míst

bezesporu Cauchyova funkcionální rovnice, na kterou lze ur itými transformacemi 
p evést i adu dalších významných rovnic. 

Augustin Louis Cauchy (21. srpna 1789 – 23. kv tna 1857) byl excelentní francouz-
ský matematik. Jako pr kopník matematické analýzy rozvíjel dále dílo, které zapo ali 
Gottfried Wilhelm Leibniz a Sir Isaac Newton ([2]). Od roku 1815, kdy se stal 
profesorem analýzy a mechaniky na École Polytechnique1 v Pa íži, pracoval podle svých 
p ednášek na svazcích díla Cours d’analyse de l’École Polytechnique (anglicky 
komentovaný p eklad lze nalézt v [9]). Naši pozornost si zaslouží první svazek [4], který 
se z ásti v nuje oblasti funkcionálních rovnic2, a pojednává i o funkcionální rovnici, 
které dnes íkáme Cauchyova. Ke všem rovnicím, které Cauchy do svazku zahrnul, nalezl 
jejich spojitá ešení, tj. všechny spojité funkce, které je spl ují.  

2 Cauchyova funkcionální rovnice 
Zn ní v ty a následující odvození tvaru všech spojitých funkcí :f  spl ujících 

Cauchyovu funkcionální rovnici )()()( yfxfyxf   pro libovolná yx,  nyní 

                                                          

1 Francouzská vysoká škola technického zam ení založená v roce 1794 ([8]). 
2 Jedním z d vod , pro  se Cauchy funkcionálními rovnicemi v bec zabýval, bylo ukázat, jakým užite ným 
nástrojem mohou být pro zavedení limity nebo spojitosti funkce [5, str. 368]. 
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uvedeme v p esném p ekladu stejn  (až na malé odchylky zp sobené p ekladem 
a z d vodu srozumitelnosti) jako ve výše zmín ném Cauchyov  textu [4]. Upravený 
a matematicky korektní d kaz lze nalézt nap íklad v [3], str. 31–34. 

Problém. Ur ete funkci )(x  tak, aby mezi libovolnými dv ma body byla spojitá 
a aby pro všechny reálné hodnoty x  a y spl ovala 

).()()( yxyx          (1) 

Pokud v rovnici postupn  nahrazujeme y za zy  , z za uz  , &c. . . , dostaneme3

c&)()()()()(  uzyxuzyx 
Uvedená rovnice z ejm  platí pro libovolný po et prom nných, který si ozna íme m . 
Po nahrazení každé prom nné kladnou konstantou ,a  tj. ,auzyx   obdržíme  

)()( amma   . 

Pro rozší ení poslední rovnice pro p ípad, kdy m  je nahrazeno zlomkem 
n

m  nebo 

dokonce libovolným íslem , položíme nejd íve a
n

m
r  , kde m a n jsou celá ísla. 

Dostaneme tak 
,amrn 

),()( amrn  

)()( a
n

m
a

n

m
r   . 

Konvergují-li zlomky 
n

m  k íslu  , pak s využitím limity získáme rovnici 

).()( aa    Položíme-li nyní 1a , p ejde získaná rovnice do tvaru 
).1()(           (2) 

Následným limitním p echodem pro   k bodu nula dostaneme .0)0(   Navíc, když 
v rovnici (1) položíme x  a y , získáme   ).1()(0)(  
Rovnice (2) tedy platí i po nahrazení  íslem  . Celkem jsme tak odvodili, že 
pro libovolné x  platí ).1()(   xx  Z této rovnice plyne, že každá funkce vyhovující 
zadání je tvaru xax )( . Po dosazení do (1) obdržíme identitu ayaxyxa  )(
bez ohledu na to, jaké a  bylo zvoleno. Tedy každá funkce ve tvaru xax )(  spl uje 
zadání pro libovolné .a

3 Vývoj Cauchyovy funkcionální rovnice 
Modifikaci Cauchyovy funkcionální rovnice )()()( ygxgxyg   použil Henry Briggs 

v roce 1624 p i konstrukci logaritmu4, jehož vlastnost )log()log()log( yxxy   korespon-
duje s uvedenou rovnicí. Tato událost se považuje v bec za první, kdy byla ur itá funkce 
definována pomocí n jaké funkcionální rovnice ([5, str. 360]). 

                                                          

3 &c. zna í et cetera, esky a tak dále. 
4 Arithmetica Logarithmica, folio, London, 1624. 
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V roce 1797 se Sylvestre François Lacroix ve své knize5 zabýval otázkou rozvoje 
)1( x . Ukázal, že koeficienty rozvoje závisí rekurzivn  na prvním koeficientu, který si 

ozna il ).(f  Poté dokázal, že pro tento první koeficient v závislosti na exponentu 
platí funkcionální rovnice ).()()(  fff   P i jejím ešení postupoval Lacroix 
podobn  jako Cauchy. Od místa, kde se ukáže, že  )(f  pro libovolné racionální ,
se d kazy obou matematik  liší (Lacroix nepoužil vlastnosti limity a spojitosti 
[5, str. 366]). 

V prvním svazku Course d'Analyse Cauchy nejen vy ešil základní rovnici 
)()()( yxyx    za p edpokladu spojitosti funkce f (jak jsme vyložili v oddíle 2), 

ale za stejného p edpokladu odvodil i tvary ešení následujících modifikovaných6 rovnic: 
)()()( yxyx   7   ,)1()(ešení xx  
)()()( yxyx    )()(ešení xLax  8

)()()( yxyx    axx )(ešení . 
Preciznost Cauchyova díla a jeho celkové shrnutí známých funkcionálních rovnic v etn
jejich tvaru ešení byly p í inou toho, že rovnici )()()( yfxfyxf   nazýváme jeho 
jménem, a koliv Cauchy nebyl první, kdo našel všechna spojitá ešení. Podle [3, str. 96] 
byla tato rovnice v etn  modifikací a tvaru ešení známa již A. M. Legendrovi9 v roce 
1791. 

V roce 1875 aplikoval Jean Gaston Darboux Cauchyovu funkcionální rovnici 
na skládání vektor  sil a ve stejném roce oslabil Cauchy v p edpoklad o spojitosti funkce 
na celé množin  reálných ísel na spojitost pouze v jednom bod , aniž by se zm nil tvar 
ešení. Darboux taktéž dokázal, že p edpoklad spojitosti lze nahradit bu  monotónií nebo 

požadavkem, aby funkce nabývala v nezáporných íslech nezáporných hodnot 
([5, str. 371]). V roce 1880 Darboux dokonce ukázal, že sta í, aby funk ní hodnoty m ly 
stejné znaménko (+ nebo –) na n jakém intervalu ).,0(   Rovn ž dokázal, že spojité je 
každé takové ešení Cauchyovy rovnice, které je omezenou funkcí na n kterém intervalu 
(kladné délky) ([6, str. 63]). 

K p ekvapujícímu výsledku se dopracoval Georg Hamel v roce 1905, kdy se mu 
poda ilo dokázat existenci nespojitých ešení Cauchyovy rovnice ([3, str. 36]). Kon-
strukci t chto ešení založil na tzv. Hamelov  bázi reálných ísel. Tato báze je nespo-
etnou podmnožinou reálných ísel s vlastností, že každé x  lze jednozna ným 

zp sobem vyjád it ve tvaru kone né lineární kombinace kk hrhrx  11 , kde khh ,,1

jsou prvky této báze a krr ,,1  jsou racionální ísla.10 Je snadné ukázat, že p i libovolné 
volb  hodnot )( ihf  na všech prvcích ih  Hamelovy báze dostaneme ešení f Cauchyovy 
rovnice, když pro každé reálné x podle výše uvedené lineární kombinace položíme 

).()()()()()( 111111 kkkkkk hfrhfrhrfhrfhrhrfxf   Je p itom jasné, 
že již volbou dvou hodnot )( ihf  m žeme docílit toho, že funkce nebude tvaru .)( axxf 
                                                          
5 Lacroix S. F.: Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, Chez Courcier, Paris, 1797.
6 V n kterých textech se i tyto modifikace nazývají Cauchyovy funkcionální rovnice. 
7 Rovnici Cauchy využil v d kazu binomické v ty [5, str. 367]. 
8 L(x) zna í logaritmus. 
9 Legendre A. M.: Éléments de geometrie, Note II, Paris 1791. 
10 Existence Hamelovy báze je netriviální poznatek, k jehož d kazu pot ebujeme axióm výb ru. 
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4 Záv r 
Jak jsme nazna ili úvodem, jsou funkcionální rovnice stále se rozvíjejícím oborem 

matematiky, o emž sv d í nemalé množství otev ených problém  a neroz ešených 
rovnic. Cauchyova funkcionální rovnice mezi nimi zaujímá vyjíme né postavení nejen 
tím, že i s velmi slabými požadavky na funkci, která má rovnici spl ovat, obdržíme její 
p edpis ve tvaru cxxf )(  a že mnoho jiných rovnic lze na ni p evést, ale také využitím 
v ad  jiných matematických disciplín a jiných v dních obor  (podrobn ji viz [5]). 
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CHARAKTERISTIKY MATIC A GRAF

MARTINA ŠT PÁNOVÁ

Abstract: In 1880s, Corrado Segre and Eduard Weyr introduced characteristics which 
are defined for square matrices. One hundred years later, Hans Schneider and Daniel 
Hershkowitz studied characteristics of graphs. Surprisingly, there are close relationships 
between all the characteristics. 

1 Úvod 
Historie n kterých matematických pojm  je, tak jako život lidský, plná vzestup  a pá-

d . P ísp vek se v nuje „osud m“ n kolika posloupností p irozených ísel. A koliv po-
átky n kterých z nich d lí p ibližn  jedno století a zavedeny jsou e í r zných teorií, 

existují mezi nimi p ekvapivé a elegantní souvislosti.  

Již v osmdesátých letech 19. století byla zavedena tzv. Segreova charakteristika, která 
se objevovala – a stále objevuje – v odborných publikacích lineární algebry. P ibližn  ve 
stejné dob  byla definována tzv. Weyrova charakteristika. A  se jedná jistým zp sobem 
o analogii charakteristiky Segreovy, upadla Weyrova charakteristika tém  v zapomn ní. 
K jejímu vzk íšení došlo p edevším v osmdesátých a devadesátých letech 20. století, kdy 
byla, spolu s n kolika dalšími posloupnostmi, studována v úzké souvislosti s teorií graf . 
Každému z uvažovaných graf  lze p i adit (ne nutn  jedinou) matici a pro jistou t ídu 
matic lze všechny níže uvedené grafové posloupnosti a Weyrovu charakteristiku uspo á-
dat pomocí tzv. relace majorizace. V tomto uspo ádání hraje výsadní roli práv  Weyrova 
charakteristika. 

2 Charakteristiky teorie matic 

2.1 Segreova charakteristika  
V roce 1884 zavedl italský matematik Corrado Segre1 (1863–1924) v lánku Sulla te-

oria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio lineare ad un numero dua-
lunque di dimensioni [9] posloupnost ísel, která se váže ke tvercové matici a která dnes 
nese jeho jméno.  

Uvažujme komplexní matici A ádu n, její Jordan v kanonický tvar J a n které její 
vlastní íslo  Nerostoucí posloupnost () = (1, 2, ..., q) sestavená z ád  všech Jor-
danových bun k vztahujících se k vlastnímu íslu  se nazývá Segreova charakteristika 
matice A p íslušná vlastnímu íslu .  

                                                          

1 Corrado Segre studoval a p sobil v Turín . Již od mládí hojn  publikoval, po dlouhá léta korespondoval 
s Felixem Kleinem (1849–1925). Studoval p edevším geometrické invarianty p i lineárních transformacích, 
algebraické k ivky a plochy. Významn  oživil v Itálii zájem o geometrii, svým p ínosem pro tam jší geo-
metrickou školu je azen hned za takovou osobnost, jakou byl Antonio Luigi Gaudenzio Giuseppe Cremona 
(1830–1903).
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Posloupnost (A), která obsahuje všechny Segreovy charakteristiky matice A p í-
slušné jejím navzájem r zným vlastním ísl m, se nazývá Segreova charakteristika mati-
ce A.2

2.2 Weyrova charakteristika  
V druhé polovin  osmdesátých let 19. století p istoupil eský matematik Eduard 

Weyr3 (1852–1903) velmi origináln  k problematice kanonických tvar  matic. P i studiu 
této otázky definoval n které nové pojmy, které se staly sou ástí poznatk  dnes souhrnn
nazývaných Weyrova teorie charakteristických ísel (viz nap . krátká poznámka Répar-
tition des matrices en espèces et formation de toutes les espèces [14] z roku 1885 nebo 
knížka O theorii forem bilinearných [15] z roku 1889), jejímž základním pojmem je 
tzv. nulita matice. Tento pojem však byl zaveden již roku 1882 britským matematikem 
Jamesem Josephem Sylvesterem (1814–1897) v lánku On the properties of a split mat-
rix [12]. Nulita je definována pouze pro tvercové matice a je rovna rozdílu ádu 
a hodnosti matice (nulitu matice A budeme zna it nul A). Pomocí nulit jsou definována 
tzv. charakteristická ísla matice. Zave me nyní zmín né pojmy. 

Nech A je komplexní matice ádu n, nech  je její s-násobné vlastní íslo a nech E
zna í jednotkovou matici p íslušného ádu. Potom existuje p irozené íslo t (tzv. index 
matice A p íslušný vlastnímu íslu ), pro které  

nul (A – E)  <  nul (A – E) 2 < … <  nul (A – E) t  = nul (A – E) t + 1 = … 

Ozna íme-li

nul (A – E)  = 1, 
nul (A – E)2 = 1 + 2, 
………………………
nul (A – E) t = 1 + 2 + … + t, 

potom p irozená ísla 1, 2, … , t jsou charakteristická ísla matice A p íslušná vlast-
nímu íslu .  

Posloupnost () = (1, 2, ..., t) se nazývá Weyrova charakteristika matice A p í-
slušná vlastnímu íslu , soubor (A) všech Weyrových charakteristik matice A p ísluš-
ných všem jejím vlastním ísl m se nazývá Weyrova charakteristika matice A. 

                                                          
2 V originální práci [9] byla zavedena takto: 

Ora il Weierstrass ha dimostrato ... che la condizione necessaria e sufficiente perchè si possa effettuare 
questa trasformazione è che i divisori elementari del determinante |aik – bik| coincidano con quelli del 
determinante |pik – qik|. Dicendo et , e't , ..., et

(ht – 1) i gradi (in ordine decrescente di grandezza) dei divisori 
elementari del determinante |aik – bik| corrispondenti ad una stessa radice , e chiamando caratteristica 
l'insieme di questi gradi cosi raggruppati: 

[(e1, e'1, ..., e1
(h1 – 1)), (e2, e'2, ..., e2

(h2 – 1)), ..., (er, e'r, ..., er
(h

r
– 1))], 

noi divideremo le omografie in classi a seconda dei loro corrispondenti raggruppamenti dei divisori 
elementari, vale a dire intenderemo che due omografie siano della stessa classe quando hanno la stessa 
caratteristica. ([9], str. 136–137)  
3 Eduard Weyr studoval na pražské polytechnice a také v zahrani í (Göttingen, Pa íž, Berlín), p sobil na eské 
technice, na pražské a pozd ji na eské univerzit . V letech 1884/85 a 1890/91 zastával na technice funkci rekto-
ra. Zabýval se p edevším geometrií, dále algebrou (determinanty, matice, kvaterniony) a analýzou. 
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2.3 Vztah Segreovy a Weyrovy charakteristiky 
K odtajn ní prosté souvislosti mezi Segreovou a Weyrovou charakteristikou nejd íve 

definujme nové pojmy. 

Nech  = (1, 2, ..., t) je nerostoucí posloupnost p irozených ísel. Uvažujme dia-
gram vytvo ený z t sloupc  te ek, z nichž k-tý sloupec má práv k te ek. První (spodní) 
te ky všech sloupc  jsou umíst ny na stejném, posledním ádku, druhé te ky na p edpo-
sledním ádku atd. Tímto zp sobem sestrojené schéma se nazývá Ferrers v diagram po-
sloupnosti .4 Posloupnost  nazveme duální k posloupnosti , jestliže její leny zna í 
po ty te ek v jednotlivých ádcích ( teno odspodu) Ferrersova diagramu posloupnosti . 

Nyní nám nic nebrání formulovat následující v tu, z níž je z ejmé, že každou ze dvou 
uvažovaných charakteristik lze elementárním zp sobem odvodit z charakteristiky druhé.   

Segreova a Weyrova charakteristika matice, které p ísluší stejnému vlastnímu íslu, 
jsou duálními posloupnostmi. 

Je-li tedy jednou z charakteristik nap íklad posloupnost (5, 4, 3, 3, 3, 2, 1, 1), je k ní 
duální posloupností posloupnost (8, 6, 5, 2, 1), jak lze vy íst z následujícího Ferrersova 
diagramu 

Vztah duality mezi zmín nými charakteristikami se objevuje již v prvních mono-
grafiích teorie matic publikovaných v t icátých letech 20. století. Jmenujme nap íklad 
knihu An Introduction to the Theory of Canonical Matrices [13], kterou roku 1932 publi-
kovala autorská dvojice Herbert Western Turnbull (1885–1961) a Alexander Craig Ait-
ken (1895–1967), nebo úsporn  napsaný text The Theory of Matrices [7] z roku 1933, 
jehož autorem je americký matematik Cyrus Colton MacDuffee (1895–1961). 

Uvedený diagram je pojmenován po anglickém matematikovi Normanu Macleodu 
Ferrersovi5 (1829–1903), který však výsledky spojené se zmín ným diagramem nepubli-
koval. Zve ejnil je James Joseph Sylvester v lánku On Mr Cayley’s impromptu demon-
stration of the rule for determining at sight the degree of any symmetrical function of the 
roots of an equation expressed in terms of the coefficients [11] z roku 1853 na základ
jejich vzájemné korespondence. 

                                                          

4 Setkáme se též s termínem Youngovo tablo, resp. Young v diagram. 
5 Norman Macleod Ferrers pocházel z dob e situované rodiny. Postupn  vystudoval matematiku v Cambridge, 
právo v Londýn  a teologii v Cambridge. Právu se nev noval, kn zem se stal v roce 1860, v jeho karié e však 
nakonec zvít zila matematika. Ferrers pak p sobil v Cambridge, v roce 1884/85 zde byl rektorem.
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3 Charakteristiky teorie graf
Od konce sedmdesátých let6 20. století za al kolektiv soust ed ný kolem dvou výraz-

ných osobností lineární algebry, britsko-amerického matematika Hanse Schneidera7

(nar. 1927) a izraelského matematika Daniela Hershkowitze8 (nar. 1953), studovat vztah 
Weyrovy charakteristiky matice p íslušné vlastnímu íslu 0, kterou však ve v tšin  prací 
nazývali výšková charakteristika (height characteristic) a zna ili (A), a posloupností 
zavedených prost edky teorie graf . Studium této problematiky vyvrcholilo na konci 
osmdesátých a v první polovin  devadesátých let 20. století. P edstavme alespo  ve stru -
nosti základy odborné nápln  prací zabývajících se touto problematikou. 

3.1 Úrov ová charakteristika 
Každou tvercovou komplexní matici lze simultánními permutacemi ádk  a sloupc 9

p evést na tzv. Frobeni v normální tvar. Jedná se o blokov  dolní trojúhelníkovou mati-
ci, jejíž bloky na diagonále jsou tvercové a tzv. ireducibilní. Matici nazveme ireducibil-
ní, jestliže ji nelze pomocí simultánních permutací ádk  a sloupc  p evést na tvar 


MO

LK
A ,         resp. na tvar           

ML

OK
A  ,         

kde K a M  jsou tvercové matice ( ádu alespo  jedna) a O je nulová matice. 

Pro Frobeni v normální tvar (resp. pro každou blokovou matici A) s p bloky na dia-
gonále lze definovat redukovaný graf R(A) jako graf o p vrcholech, v n mž existuje hrana 
z i-tého vrcholu do j-tého práv  tehdy, když je blok v i-tém ádku a j-tém sloupci Frobe-
niova normálního tvaru nenulovou maticí. Vrchol i redukovaného grafu se nazývá singu-
lární, je-li p íslušný i-tý blok na diagonále singulární maticí.  

Demonstrujme nové pojmy na konkrétním p íklad . Uvažujme nap íklad matici  









002003
003001
002202
000641
000320
000000

A , 

                                                          
6 N které základní vlastnosti byly ve zcela jiné terminologii dokázány Hansem Schneiderem již na po átku pa-
desátých let 20. století (viz dále). 
7 Hans Schneider pat í mezi nejvýrazn jší osobnosti sou asné lineární algebry. V období 1987 až 1996 byl prv-
ním prezidentem nov  založené The International Linear Algebra Society (ILAS; v prvních dvou letech p sobila 
pod názvem The International Matrix Group). P sobil nap íklad na univerzit  v Belfastu, jeho profesionální 
dráha je však spojena p edevším s University of Wisconsin, kde je nyní emeritním profesorem. Každé t i roky je 
ud lována Hans Schneider Prize za vynikající úsp chy v lineární algeb e nebo celoživotní p ínos tomuto oboru. 
Pro zajímavost uve me, že jeho ko eny sahají na naše území, nebo  se jeho otec narodil v Karviné. 
8 Rovn ž Daniel Hershkowitz je jedním z p edních p edstavitel  dnešní komunity lineárních algebraik . Vystu-
doval a p sobí na Technion – Israel Institute of Technology. Také on je bývalým prezidentem ILASu, funkci 
zastával v letech 2002 až 2008. Od roku 2009 je ministrem v d a technologie v izraelské vlád . 
9 Simultánními permutacemi ádk  a sloupc  matice A rozumíme transformaci P–1AP ( = PTAP), kde P je permu-
ta ní matice, což je matice, která má v každém ádku a v každém sloupci práv  jednu jedni ku a na zbývajících 
pozicích nuly. Jednoduše ešeno, zam ujeme-li i-tý a j-tý ádek, zam ujeme také i-tý a j-tý sloupec matice. 
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která je ve Frobeniov  normálním tvaru. Jednotlivé bloky jsou odd leny arami. P ísluš-
ný redukovaný graf R(A) má p t vrchol . S výjimkou vrcholu 3 p ísluší všechny vrcholy 
singulárním maticím, a jsou tedy singulární (tyto vrcholy budeme zna it podbarvením). 
Redukovaný graf R(A) matice A vypadá takto: 

Cestou budeme rozum t posloupnost i1, i2, …, ik, k  1, r zných vrchol  grafu, ve kte-
ré jsou každé dva po sob  jdoucí vrcholy spojeny orientovanou hranou, tj. hrany jdou z i1
do i2, z i2 do i3 atd. až z ik – 1 do ik. Vrchol považujeme rovn ž za cestu. 

Uvažujme singulární vrchol i redukovaného grafu R(A), kde A je ve Frobeniov  nor-
málním tvaru, a všechny cesty v R(A) v n m kon ící. Z t chto cest vyberme takovou ces-
tu, která obsahuje nejv tší po et singulárních vrchol . Úrovní singulárního vrcholu i re-
dukovaného grafu R(A) rozumíme po et singulárních vrchol  na této cest . Nech m je 
nejv tší z úrovní všech singulárních vrchol  v grafu R(A). Potom úrov ovou charakteris-
tikou (A) matice A rozumíme posloupnost (1, 2, …, m), kde k zna í po et singulár-
ních vrchol  grafu R(A) majících úrove k. 

V našem p íklad  je úrove  singulárního vrcholu 1 rovna t em, nebo  ze všech cest, 
které v n m kon í, mají nejvíce singulárních vrchol  cesty 5, 3, 2, 1 a 4, 3, 2, 1, a to t i. 
Obdobn  zjistíme, že úrove  vrcholu 2 je dva, úrovn  vrchol  4 i 5 jsou shodn  jedna. 
Úrov ová charakteristika matice A je tedy (A) = (2, 1, 1).  

Vypo ítáme-li Weyrovu charakteristiku matice A p íslušnou vlastnímu íslu 0, tj. výš-
kovou charakteristiku matice A, zjistíme, že  

nul A  = 2,      nul  A2 = 3,      nul A3 = 4,      nul A4 = 4, 
a proto (A) = (2, 1, 1). Shoda obou charakteristik není náhodná.  

Hans Schneider již ve své diserta ní práci Matrices with non-negative elements [10] 
z roku 1952 dokázal (ve zcela jiné symbolice a terminologii), že ve dvou speciálních p í-
padech se pro t ídu tzv. M-matic, což jsou tvercové matice mající na diagonále nezápor-
né prvky a na ostatních místech prvky nekladné, tyto dv  charakteristiky rovnají. Jedná se 
jednak o p ípad, kdy jsou charakteristiky jednoprvkové (tj. (A) = (A) = (t)), a o situaci, 
kdy charakteristiky obsahují pouze jedni ky (tj. (A) = (A) = (1, 1, ..., 1)). V uvedené 
práci Schneider sou asn  vznesl otázky, v jakých jiných p ípadech se charakteristiky pro 
M-matice rovnají a jaký je obecn  mezi nimi vztah. 

Na první otázku bylo odpov zeno až tém  po ty iceti letech ve spole ných láncích 
Schneidera a Hershkowitze. Jedná se o práci Height bases, level bases and the equality of 
the height and the level characteristics of an M-matrix [3] z roku 1989 a lánek Combi-
natorial bases, derived Jordan sets and the equality of the height and level characteristic 
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10 Relace majorizace posloupností byla obecn  zavedena v pracích mimo uvažovanou problematiku.  

of an M-matrix [4] z roku 1991. V prvním textu bylo uvedeno dvanáct podmínek ekviva-
lentních vztahu (A) = (A), o pouhé dva roky pozd ji bylo t chto podmínek známo již 
t icet p t. 

Odpov  na otázku ohledn  vztahu obou charakteristik je obsažena v následující v t , 
v níž symbol « zna í tzv. majorizaci10 posloupnosti (A) = (1, 2, …, t ) posloupností 
(A) = (1, 2, …, t), tj. pro prvky uvedených posloupností platí:  

                    1+2+ …+k 1+2+ …+k        pro k = 1, …, t – 1,  
                    1 +2 +… +t =1 +2 + … +t.

Uve me slíbenou v tu, jejíž d kaz nalezneme v lánku On the singular graph and the 
Weyr characteristic of an M-matrix [8], který roku 1979 publikovali Hans Schneider a je-
ho doktorand Daniel Richman (nar. 1944), nebo též v již zmín né práci [3] z roku 1989. 

Pro každou M-matici je
(A) « (A). 

Hershkowitz v roce 1989 toto tvrzení zp esnil v lánku A majorization relation bet-
ween the height and the level characteristics [2], u inil tak navíc pro obecn jší t ídu ma-
tic než jsou M-matice (p íkladem t chto matic je i výše uvedená konkrétní matice A). 

Nech  A je blokov  trojúhelníková matice se tvercovými bloky na diagonále, z nichž 
ty singulární mají 0 jako jednoduché vlastní íslo. Potom 

 (A) « (A), 
kde symbol  (A) zna í posloupnost, která vznikla z posloupnosti (A) uspo ádáním je-
jích prvk  do nerostoucí posloupnosti.  

Dokázaný vztah majorizace vyvolal v algebraické komunit adu nových otázek ná-
sledujícího typu: Je-li dána výšková charakteristika, jak vypadají všechny možné úrov o-
vé charakteristiky, které s ní jsou spjaty p es n jakou M-matici? A naopak, jaké jsou 
všechny možné výškové charakteristiky M-matic dané úrov ové charakteristiky? Odpo-
v di na tyto otázky byly formulovány ve Schneiderov  a Hershkowitzov lánku On the 
existence of matrices with prescribed height and level characteristics [5] z roku 1991. 

Protože pro blokov  trojúhelníkové matice, které na diagonále obsahují blok mající 
vícenásobné vlastní íslo 0, vztah majorizace neplatí, za aly se hledat nové posloupnosti, 
které by úrov ovou charakteristiku v relaci nahradily. Na po átku devadesátých let 
20. století se ukázalo, že vhodnými posloupnostmi budou charakteristiky graf  zavedené 
pomocí tzv. pokrytí grafu cestami, což je taková množina cest grafu, že každý vrchol gra-
fu náleží práv  jedné z t chto cest. Jednou z nejvýznamn jších prací z této oblasti je 
Schneider v a Hershkowitz v text Path coverings of graphs and height characteristics of 
matrices [6] z roku 1993.  

Zave me dv  posloupnosti využívající pokrytí grafu cestami. Nech  symbol pk(G), 
k = 1, 2, …, zna í maximální po et vrchol  bez smy ek, které mohou být zahrnuty v k ( i 
mén ) vrcholov  disjunktních cestách grafu G. Položme p0(G) = 0. Dále nech t je nej-
menší po et vrcholov  disjunktních cest grafu G, které jsou nutné k pokrytí všech vrchol
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grafu G, které nemají smy ky. Evidentn  je pk–1(G) < pk(G) pro 1< k t, a pk–1(G) = pk(G) 
pro k > t. Odtud plyne, že pro k = 1, 2, …, t lze definovat p irozená ísla  

k(G) = pk(G) – pk–1(G). 

Symbolem   (G) budeme zna it posloupnost  
(1(G), 2(G), …, t(G)). 

Nech G je acyklický graf (smy ky mít m že). Množina vrchol  grafu G, které nema-
jí smy ky, se nazývá k-systém, jestliže žádná její (k +1)-prvková podmnožina neleží na 
stejné cest . Symbol dk(G) nech  dále zna í maximum z po tu prvk  všech k-systém , 
k = 1, 2, …, a nech d0(G) = 0. Nech t zna í nejv tší po et vrchol  bez smy ek grafu G
ležících na téže cest . Z ejm dk–1(G) < dk(G) pro 1< k t, a dk–1(G) = dk(G) pro k > t. Pro 
k = 1, 2, …, t ozna me  

k (G) = dk(G) – dk–1(G). 

Symbolem   (G) budeme rozum t posloupnost  
( 1(G),  2(G), …,   t(G)). 

S pomocí t chto posloupností formulujme p ekvapivou v tu, která platí pro tzv. tém
trojúhelníkové matice, tj. pro matice, které lze simultánními permutacemi ádk  a sloupc
p evést na matice trojúhelníkové. 

Každá tém  trojúhelníková matice A spl uje vztahy 

(A) «  (A) «   (G(A)) «   (G(A)) « (A). 

 V roce 1999 Daniel Hershkowitz publikoval p ehledový lánek The combinatorial 
structure of generalized eigenspaces – from nonnegative matrices to general matri-
ces [1]. V n m shrnul dosud známé výsledky dokázané v p edchozích desetiletích v n -
kolika desítkách prací, z nichž ty nejd ležit jší jsme již p edstavili, a v záv ru rovn ž 
dokázal nová tvrzení. K jejich formulaci však musel zavést nové typy graf , resp. mírn
pozm nit definici majorizace posloupností. Na p elomu tisíciletí došlo svým zp sobem 
k uzav ení studia t chto otázek, v láncích publikovaných po roce 2000 je z ejmý odklon 
od typické nápln  p edchozích prací.  

4 Záv r 
Pro eského tená e je jist  pot šitelné, že Weyrova charakteristika, analogie znám jší 

charakteristiky Segreovy, se tak ka sto t icet let po svém zavedení stále objevuje v p ed-
ních odborných asopisech. Má úzký vztah k n kolika posloupnostem teorie graf , které 
lze nap íklad pro tém  trojúhelníkové matice umístit do ady p ti navzájem se majorizu-
jících posloupností. Na jejím konci stojí Weyrova charakteristika p íslušná vlastnímu 
íslu nula, zatímco všechny její p edch dci v této ad  jsou historicky jejími následovní-

ky, a to p ibližn  o sto let mladšími. 
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JEŠT  O DIGITÁLNÍ MATEMATICKÉ  
KNIHOVN

JI Í VESELÝ

Abstract: The article explains the present activities in the Czech Digital Mathematical 
Library (DML-CZ) and its relation to the European Digital Mathematical Library 
(EuDML). The work on its part Eminent Czech Mathematicians will be described in 
details.  

1 Úvod 

1.1 Sou asný stav  
DML-CZ není t eba podrobn  p edstavovat; pokud nap . v internetovém vyhledáva i 

zkusíte zadat jen „dml“, objeví se DML-CZ na jednom z p edních míst. Protože tato 
knihovna již vstoupila do pov domí širší matematické ve ejnosti, p ipomenu pouze její 
URL: http://dml.cz/about – zde jsou všechny základní informace a odsud se dostanete 
i na ostatní v ci, které si m žete vyzkoušet (viz též [1], [4]). 

1.2 Výchozí poznatky 
Od ukon ení projektu v roce 2009 v DML-CZ p ibývají nová ísla našich 

matematických asopis  s plnými texty, které jsou p ístupné vždy po ur ité dob  pevn
dohodnuté s vydavateli (tzv. moving wall). P ibyl i oddíl v novaný historii J MF a další 
knížky, nap . Jarníkovy u ebnice diferenciálního a integrálního po tu. Pro zájemce 
o historii matematiky jsou zajímavé nejen lánky z h e dostupných starších ro ník
asopis , ale i knížky ze série D jiny matematiky. Ty tam však najdete také s jistým 

zpožd ním, zve ej ujeme je po dohod  s editory. Od posledních zp ístupn ných informa-
cí se událo pár d ležitých v cí a na n  bych cht l v tomto p ísp vku upozornit.  

2 Nov  v DML-CZ 

2.1 Evropská digitální matematická knihovna 
T sn  po skon ení eského projektu DML-CZ se rozb hl další, mnohem obsáhlejší 

digitaliza ní projekt. Byl zam en na evropskou koordinaci národních iniciativ a na 
vytvo ení spole ného portálu s množstvím dopl kových služeb. V období t í let od února 
2010 se ho zú astnilo 17 institucí. Byly mezi nimi jednak „lokální“ digitální matematické 
knihovny, ale též v decké instituce, univerzity, knihovny, softwaroví specialisté, vyda-
vatelé matematické literatury, provozovatelé informa ních databází a další subjekty. 
 S výstupy projektu se m žete seznámit prost ednictvím internetu. Na stránkách EuDML 
(viz http://eudml.org/) je možné mnoha zp soby prohledávat velkou ást evropské
matematické literatury. Jsou zde totiž na jednom míst  zp ístupn ny najednou digitální 
knihovny jednotlivých ú astník  v etn  DML-CZ. Lze zde ale nalézt i nástroje, které 
DML-CZ p ímo neposkytuje, vše ve velmi intuitivní a lehce srozumitelné podob  (inter-
face má mnoho jazykových mutací). O projektu p inesou podrobn jší informaci Pokro-
ky MFA, kterou napsal kol. Ji í Rákosník (viz [3]). N kolik aspekt  bych cht l alespo
stru n  popsat. 
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Dá se íci, že bylo odkud vycházet: zna ná ást relevantní zp ístupn né literatury byla 
již p i zahájení EuDML digitalizována a tento projekt se dalším digitalizováním 
nezabýval. Rovn ž postup digitalizace byl v podstat  již ustálený (v DML-CZ jsme vy-
cházeli ze zkušeností Digitalisierungszentrum v Göttingen a projektu NUMDAM v Gre-
noble), ale samotná vytvo ená data mohla mít r znou strukturu a kvalitu. Bylo nutné vše 
sladit a dohodnout se na ur itém minimálním standardu. Cílem bylo (viz [3]): 

– umožnit dlouhodobé uchování digitalizovaných dokument ,  
– zp ístupnit je online v podob  trvalé digitální sbírky, která se systematicky rozr stá, 
– zajistit k dokument m volný p ístup po uplynutí ur ité rozumn  stanovené lh ty,  
– zp ístupnit náro né služby pro vyhledávání a vzájemné propojení dat.

To se do velké míry v rámci projektu EuDML poda ilo. Plné texty nejsou centráln
shromaž ovány, z stávají v lokálních knihovnách, p ístup k nim je zprost edkovaný; 
sklízejí se pouze metadata jednotlivých publikací, které partne i do celkového souboru 
p inášejí, a podle pot eby se upravují a dopl ují. 

  Je pot šitelné, že role DML-CZ je v tomto sm ru nemalá: co do po tu zve ejn ných 
dokument  jsme mezi ú astníky projektu na t etím míst  a technická úrove  našich 
dokument  také pat í k t m nejlepším v projektu. A co je ješt  d ležité: i když projekt 
skon il a není dále financován z prost edk  EU, b ží ve skromn jších podmínkách dál 
a jeho budoucnost na nejmén  t i další roky je zajišt na prost ednictvím zú astn ných 
organizací.  

  Jedním z d vod  dobré pozice eské reprezentace v EuDML je dobrá p ipravenost 
na tento projekt. Pod patronací Evropské matematické spole nosti prob hlo v minulosti 
n kolik neúsp šných pokus  o získání podpory pro EuDML od Evropské komise. Když 
tento poslední pokus vyšel, projekt DML-CZ práv  skon il, a tak zkušenosti v n m 
nabyté bylo možno bezprost edn  využít. EuDML se patrn  n jakou dobu nebude kvali-
tativn  rozvíjet takovým tempem jako v pr b hu projektu, ale kvantitativní r st bude 
zajišt n. A s tím souvisí i další r st DML CZ, na který se te  soust edíme. 

2.2 Novinky DML-CZ 
DML-CZ obsahuje n kolik sekcí podle typu dokument  ( asopisy, sborníky, knihy). 

Poslední, kterou jsme z ídili, je sekce nazvaná Eminent Czech Mathematicians, která je 
v nována význa ným osobnostem eské matematiky. Tak jako v celé DML-CZ, „ eské“ 
je zde chápáno v širším smyslu, nikoli v souvislosti se vznikem eské republiky. Chceme 
se v novat i osobnostem, které v širším smyslu lze zahrnout do pojmu „ eská mate-
matika“ bez ohledu na to, kdy zde žily. Prvním a zatím jediným matematikem, který je 
za azen do této ásti, je prof. Otakar Bor vka, což souvisí s tím, že v roce 2009 uplynulo 
110 let od jeho narození. Na dalších postavách eské matematiky pracujeme. Postupn  se 
dosp lo k formátu vystavované informace: je to p edevším informace o osobnosti (stru -
ná, ale i v podrobné verzi), její literární dílo zahrnující v decké práce, knihy i ostatní 
práce, nap . populariza ního charakteru, a práce jiných autor  o dané osobnosti (typicky 
lánky k významným jubileím, nekrology apod.) Snažíme se p itom shromáždit infor-

mace o všech pracích v etn  r zných vydání knih (nepo ítáme ale se zve ejn ním 
úplných text  všech vydání), jejich jazykových mutací, p etisk i jejich reprodukcí. 

  Již z tohoto popisu je patrné, že to není jednoduché. Uve me jako p íklad další 
osobnost, kterou chceme do této ásti DML-CZ za adit: prof. Vojt ch Jarník. Osv d ilo 
se nejprve sestavit co možná nejúpln jší seznam relevantních prací podle popsaného 
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schématu. Za základ bylo možné vzít seznam z publikace [2]. I když asopisecky i 
knižn  vydané soupisy bývají vcelku úplné a tém  bez chyb, je nutné provést pe livou 
kontrolu. K tomu v tomto p ípad  je dobré užít databáze MathSciNet (1940 a dále), 
vzniklé z referativního asopisu Mathematical Reviews, a ZMATH, která obsahuje data 
z Jahrbuch über die Fortschritte der Matematik a z Zentralblatt für Matematik (1868 
a dále). V našem p ípad  jen ást prací zachycují ob  databáze, nebo  první Jarník v 
lánek O ko enech funkcí Besselových vyšel r. 1920. P esto se však nakonec ukázalo, že 

v knihovnách lze najít další texty, které v databázích nejsou uvedeny, a bylo nutné ešit 
otázku, zda jsou i nejsou publikacemi, které bychom m li do p ehled  za adit. 

  Máme-li seznam všech prací, je t eba je rozt ídit. Je pom rn  jasné, co napsal Jarník 
a co napsali jiní o Jarníkovi, i když autorství u lánk  podepsaných šifrou m že být drob-
ným problémem. Složit jší je to nap íklad s rozlišením v deckých prací a ostatních prací, 
hranice m že být obtížn ji rozeznatelná. Ale i p es velkou pé i je t eba po ítat s tím, že 
se pozd ji objeví ješt  další práce, které bude t eba chronologicky za adit.

2.3 Metadata 
Každou práci je t eba popsat. Je-li lánek v jiném jazyce než anglicky, pak je ovšem 

t eba – v souladu se standardem DML-CZ – titul lánku p eložit. Je-li tedy nap . lánek 
napsán esky a jeho recenze v referativním asopisu je ve francouzštin , p ibude 
p irozeným zp sobem další p eklad titulu. Angli tina je pro DML-CZ závazná, už proto, 
že usnad uje vyhledávání. V seznamech však užíváme vždy originální formu titulu lán-
ku, takže vyhledávání ruských názv  je možné nap . i v transkribované ruštin . Také 
zdánliv  bezproblémové autorství se musí ošet it: je t eba, aby p i vyhledávání v databázi 
bylo možno použít i jiné formy jména (nejen Vojt ch Jarník, V. Jarník, ale i Jarník Voj-
t ch, Jarník, Vojt., atp.). 

N kdy je složitá i identifikace pramene, typicky asopisu. Názvy ve zkratkách, i když 
jsou asto standardní, mohou vytvá et problém, nebo  ani standardy nejsou nem nné. 
K tomu p istupuje rozmanitost: nap . prof. Jarník publikoval jeden lánek v asopise 
Revista de Ciencias, který vychází v Lim . A také se m že stát, že máme k dispozici 
separát nebo elektronickou verzi lánku, ale zdroj je velmi obtížn  identifikovatelný. Táž 
verze lánku m že být dokonce vedena pod dv ma asopisy a nastává problém, zda jde 
jen o jiný název, nebo zda existovaly skute n  dva r zné fyzické exemplá e t chto 
periodik.  

Pro usnadn ní v cného vyhledávání používáme kódy Mathematics Subject Classifi-
cation (MSC). Ur ení takového kódu není zdaleka p ímo aré. K dokument m je p i azu-
jeme všechny, jak ty, které uvádí autor, tak i ty, které jsou uvedeny v recenzích  
v referativních asopisech. asto se však stává, že i když v každém z nich jsou uvedeny 
nap . t i kódy, jejich pr nik je prázdný. Ke starším lánk m, které nejsou v databázích 
uvedeny, p i azujeme MSC kód podle aktuální klasifikace (ta se, mimochodem, modifi-
kuje každých deset let). 

2.4 Co s pouhými metadaty 
Pokud již existuje elektronická verze lánku a je dostupná (to m že být otázka 

finan ní, ale též právní), je t eba ji najít a pak eventuáln  jednat o možnosti p evzetí. 
Další možností je skenování, ale k tomu je t eba získat fyzický exemplá asopisu, 
p ípadn  knihy, ten vyp j it – p ípadn  prost ednictvím Mezinárodní knihovní vým nné 
služby – a skenování provést, sken upravit (skvrny v originále, srovnání textu apod.) 
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a pokusit se získat textovou vrstvu pomocí vhodného programu pro Optical Character 
Recognition (OCR). Tím se umožní textové vyhledávání, v obrázku žádná slova stan-
dardn  nevyhledáte. P itom tuto innost je t eba koordinovat, nebo  se na ní typicky 
podílí více lidí. Je z ejmé, že p íprava materiál  je složitá i v p ípad , že jde o autora, 
o kterém existuje jedna i více monografií nebo vícemén  úplné vydání sebraných spis . 
V tom nám pomáhají zkušenosti i standardizované postupy získané a ov ené v dosa-
vadní realizaci DML-CZ.  

3 Záv r 

3.1 Pro  vás s tím seznamujeme 
Patrn  každý již n které lánky i knihy na síti vyhledával, je to snadné a velmi 

pohodlné. Ale tato možnost nevzniká automaticky, je za ní mnoho práce. Tam je t eba 
vid t motivaci této stru né a zdaleka ne úplné informace. Je to nabídka se na této zajíma-
vé a tak trochu detektivn -dobrodružné práci podílet. Jsme malá zem , ale v této oblasti 
se nám da í úsp šn  konkurovat i t m v tším a bohatším zemím. Chceme díla našich 
významných matematik  zp ístupnit nejen eské, ale i celosv tové matematické ve ej-
nosti. I p íprava podklad  pro zpracování jedné takové osobnosti je pro nás velikým 
p ínosem. A do této užite né a smysluplné práce lze zapojit i studenty. Není to sice práce, 
která by zpracovatel m p inášela peníze, ale v naší spole nosti m že být i smysluplnost 
atraktivní, protože v ad  všedních „povinností“ se stává vzácnou.  

3.2 Perspektivy? 
Co zbývá v DML-CZ zpracovat? Patrn  všechny d ležité asopisy jsou již pokryty 

v etn  jejich aktuálních p ír stk , avšak mnoho zbývá v oblasti závažných knih 
a významných osobností. N které jsou známé spíše jen u nás, ale n které jsou známé 
celosv tov . Máme již naskenovánu v tšinu matematických prací Bernarda Bolzana, 
vedle Vojt cha Jarníka bychom rádi též zpracovali dílo Eduarda echa a Jind icha 
Ne ase. Z historických d vod  bychom cht li brzo zpracovat Karla Petra a Matyáše 
Lercha. Vedle toho je samoz ejm  nutné neustále zlepšovat formu vystavení již za a-
zených d l v etn  nových prost edk  pro vyhledávání apod. Zkrátka, je to jeden z pro-
jev  nekone na praktické povahy. A budete-li chtít pomoci, kontaktujte nás. 
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NIC NOVÉHO POD SLUNCEM 
ANEB POU ENÍ ZE STARÝCH KNIH 

IVA VOJK VKOVÁ

Abstract: The article focuses on two more than 130 years old mathematical books. 
Briefly deals with personalities of their authors and gives an overview of the content of 
books. The main aim of paper is to show that even historical texts can be nowadays 
inspiring. 

1 Úvod 
P ísp vek se zabývá dv ma knihami, které byly vydány p ed více než 130 lety. Byly ur e-

ny u itelské ve ejnosti. Je uveden p ehled obsahu a je citováno n kolik pasáží. Nechyb jí bio-
grafické údaje o autorech v etn  zasazení do historického kontextu. Cílem konferen ního 
vystoupení bude ukázat, že i „staré“ knihy mohou ješt  dnes být p ekvapiv  „sou asné“ 
a p inášet inspiraci. 

2 Geometrické tvarosloví pro školy obecné. Návod pro u itele ku vyu-
ování geometrickému 

2.1 Franz Mo nik 
Franz (Franc, František) Mo nik (1814–1892) se narodil v Cerknu na území Slovinska. 

Studoval na gymnáziu a lyceu v Lublani, poté studoval teologii v Gorici a byl vysv cen na 
kn ze. V Grazu se v noval studiu matematiky, které završil v roce 1840 získáním titulu dok-
tora filozofie. V roce 1846 byl jmenován profesorem elementární matematiky na technické 
akademii ve Lvov , odkud v roce 1849 p ešel na univerzitu do Olomouce, kde byl ustanoven 
profesorem matematiky a d kanem filozofické fakulty. Po roce p sobení v Olomouci však byl 
jmenován lenem školské rady a inspektorem škol reálných a obecných ve Slovinsku. V roce 
1860 získal funkci inspektora národních škol pro Štýrsko a Korutansko a roku 1869 byl jme-
nován zemským inspektorem 1. t ídy. Za službu rakouské monarchii obdržel ád železné ko-
runy a byl p ijat do stavu rytí ského s právem užívat erb. Zem el na mrtvici v Grazu. Franz 
Mo nik byl publika n  velmi inný. Byl autorem velkého množství u ebnic, které byly p elo-
ženy do mnoha jazyk  a sloužily na celém území monarchie v etn  zemí eských. Jeho u eb-
nice vynikaly velkou srozumitelností a logickým uspo ádáním.  

2.2 O knize 

Mo nikova kniha 1 o rozsahu 99 stran je, jak již napovídá název, metodickou p íru kou 
pro výuku geometrie na obecné škole. Jedná se o p eklad z n m iny. O rozsahu a zp sobu 
výuky matematiky na obecných školách v dob  vydání této knihy je možno získat p edstavu 
v práci 4 (str. 166–208). 
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Kniha je len na do dvou oddíl  následovn : 
Oddíl první: Názorný rozbor t les a tvar  prostorných 
na nich se vyskytujících 

I. Krychle 
II. Hranol 

III. Pravidelný ty st n 
IV. Jehlanec a komole jehlancová 
V. Válec 

VI. Kužel a komole kuželová 
VII. Koule 

VIII. P ehledné opakování probrané látky u ebné 
Oddíl druhý: Vypo itávání ploch a t les 
P ipomenutí v bec 

I. Vypo itávání ploch 
II. Vypo itávání t les 

V úvodu autor píše: Geometrické tvarosloví má ve škole obecné ten ú el, aby žák m zjed-
nána byla jasná známost nejd ležit jších tvar  prostorných i jich vlastností, pak bezpe né 
v domé jich zužitkování v rozli ných okolnostech života obecného. Není  zde ú elem, aby žáci 
p ipravováni byli ku pozd jšímu v deckému probírání geometrie, nýbrž aby se jim podalo 
tolik, by v d li a um li z geometrie, kolik prostým pom r m životním sta í, a to sice co celek 
sob  samostatný a úplný. Všeliké vyu ování ve škole obecné má vzd lávati ducha a spolu má 
p sobiti k užití praktickému. (str. 1) a dále pokra uje: … patrno jest také, jak d ležité místo 
zaujímá geometrické tvarosloví mezi u ebnými p edm ty škol obecných v ohledu formalném 
i v cném. Navád jíc žáky ku rozumnému v cí pozorování, budí jejich tvaroslovný vtip, ost í 
soudnost, a pobádajíc takto innost duchovní, slouží p ímo vzd lávání formalnému. Zárove
však má i cenu v cnou, jelikož metodicky se ad ným kreslením, m ením a vypo itáváním … 
výte nou poskytuje p ípravu k živobytí praktickému. (str. 2) 

Žáci mají kreslit od ruky, použití kružítka a pravítka je vylou eno. U itel kreslí na tabuli, 
žáci nejprve na tabulku, potom na papír. Je uveden seznam doporu ených pom cek, které by 
m ly být ve t íd  (nap . d ev né rozkládací modely t les, dále metr, tvere ní metr a krychlo-
vý decimetr rozd lený na menší jednotky). F. Mo nik preferuje p ístup, kdy se za íná od nazí-
rání t les – žák má t leso nebo jeho prototyp p ed sebou a má popsat, co vidí. U itel pak po-
zorování shrne a vyvodí další záležitosti. Krom  pohledu na t lesa se rtají i jejich sít . Návod 
v duchu tohoto p ístupu podává první oddíl knihy. Kup íkladu z pozorování krychle se „zavá-
d jí“ názorn  pojmy p ímka, vodorovný, svislý sm r, rovnob žky, r znob žky, mimob žky. 
Na základ  pozorování hranol  jsou „objeveny“ a klasifikovány úhly, pozorování jehlan
vede k „objevu“ a klasifikaci trojúhelník , na jehlanech a komolých jehlanech je sledována 
shodnost a podobnost trojúhelník , z pozorování válce je možno dojít ke kruhu a kružnici, ale 
i k elipse. Najdeme zde také jednoduchá odvozování (na str. 11 je nap . induktivn  pro n = 2 
až 16 vyjád en po et p ímek ur ených n body). Ke každé kapitole jsou p ipojena cvi ení. 

Ve druhém oddílu F. Mo nik uvádí: Velevážná ást vyu ování geometrického ve škole 
obecné jest ur ování velikosti ploch a t les. Ono se zakládá na v tách, udávajících, kterak 
z jistých rozm r , jimižto se ur uje velikost plochy nebo t lesa, velikost tuto po tem nalézti 
možno. V ty tyto nemají se žák m sd lovati hotové anebo jako n co daného, nýbrž žáci mají 
je z vlastností nazíraných ploch a t les pomocí povzbuzujícího návodu u itelova sami odvoditi 
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a pak etnými p íklady bedliv  se v nich vycvi iti. Jen to, co žáci názorným vývinem sami na-
leznou a emu mnohostranným cvi ením co nejjasn ji porozumí, stane se jejich živým, stálým 
majetkem. Úkoly ke cvi ením … vzaty mají býti ze života, pak povedou také ku poznání života. 
(str. 75) 

Zatímco první oddíl knihy je dobrou inspirací i pro sou asnou výuku, z druhého oddílu by 
bylo t eba již vybírat obez etn ji. Zajímavý je uvád ný d kaz Pythagorovy v ty (str. 81). Po-
n kud nejasná je partie týkající se pravidelných mnohoúhelník . Velmi nenázorná je z dneš-
ního pohledu partie v novaná kruhu. Perli kou je p ibližný vzorec pro objem sudu.  

3 O d jinách geometrie 

3.1 Josef Sylvestr Van ek 
Brat i Josef Sylvestr Van ek (1848–1922) a Mat j Norbert Van ek (1859–1922) pochá-

zeli z osmi sourozenc  chudé rodiny táborského zedníka. Studovali na vyšší reálce, vysoko-
školské studium nemohli z finan ních d vod  dokon it ádn . Josef po t íletém studiu archi-
tektury odešel roku 1873 vyu ovat matematiku do Osijeku v Chorvatsku, v roce 1875 se stal 
u itelem nižší reálky v Ji ín . V letech 1878–1879 studoval ve Francii, kam vzal s sebou také 
mladšího bratra Mat je. Ten m l již na reálce velký zájem o matematiku a setkání s n kterými 
francouzskými matematiky ho velmi povzbudilo. Zatímco Mat j N. Van ek dosáhl profes-
ních úsp ch  na poli pedagogickém i v deckém, Josef S. Van ek, a koliv m l srovnatelné 
p edpoklady, se místa na vysoké škole nedo kal. Po návratu z Francie u il dále v Ji ín . 
V roce 1884 podal žádost o habilitaci z matematiky na univerzitu v Praze, ale neusp l. Nebyl 
ani p eložen na pražskou st ední školu, i když o to žádal. V roce 1895 se ú astnil konkursu na 
místo profesora deskriptivní geometrie na eské vysoké škole technické v Praze, ale p ijat byl 
profesor Pelz. Po tomto neúsp chu se úpln  p estal v novat v decké innosti. Do roku 1906 
p sobil v Ji ín . Po odchodu do výslužby žil v Praze a v Tábo e, kde také zem el. Pom r brat-
í k pražským matematik m soust ed ným kolem Jednoty nebyl po uvedených peripetiích 

patrn  p íliš kladný. Velmi málo publikovali v asopise pro p stování matematiky a fysiky, 
více prací uve ejnili v publikacích Královské eské spole nosti nauk. V tšinu prací vydali 
v zahrani í, n které vlastním nákladem. Více o život  a díle brat í Van k  viz 6.  

3.2 O knize 
Vztah J. S. Van ka k eské matematické komunit  odrážejí i jeho slova z úvodu ke knize 

resp. lánku 5 (str. 3–4): Shledáme … jak pranepatrn , a to až v posledním ase, echové 
naproti jiným národ m si geometrie si všímají. Studium geometrie považuje za velmi d le-
žité, protože … geometrická v da má p edevším tu vlastnost, že vyžaduje na každém, kdo se jí 
u í, d kladného p emýšlení. I kdo se jí v novati nechce, m l by se jí více obírati, by se tak pro 
sv j vlastní sm r p ipravil. Rozli né pou ky v tšinou sice zapomene, avšak zvykne p esn
mysleti a mluviti. Jeho pohled na historii matematiky je ovlivn n soudobými poznatky. Velmi 
vysoko hodnotí eckou geometrii, v souvislosti s osobou Platona p idává postesknutí (str. 10): 
Jedin  autorit  jeho máme co d kovati, že na základ  jeho výrok  o geometrii a mathe-
matických v dách v bec ponechali humanisté ve vyu ování školním též míste ko pro tyto v -
dy. Provádí periodizaci vývoje na období „staré“ geometrie, analytické geometrie a deskrip-
tivní geometrie. V záv ru píše o sou asnících, zejména vyzdvihuje roli Francie. V souvislosti 
s eskými zem mi zmi uje pouze asopis Dr. Studni ky (1871). V záv ru apeluje: Kéž by 
naši mladí geometrové … p stovali krásnou v du geometrickou se zálibou a up ímnou sna-
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hou, aby národ náš dod lal se kýženého blahobytu! Na u itelích st edních škol v prvé ad
jest, aby studentstvo ve sm ru tom vedli a v n m lásku k této královské v d  probouzeli. Po-
vinností mládeže pak zase jest, aby si hled la více studií skute ných, než aby po ítala leta, 
která má ztráviti ve školách, aby byla k tomu neb onomu ú adu p ipušt na, a jakmile toho 
dosáhne, ihned všeho dalšího vzd lávání zanechává. (str. 40) 

4 Záv r 
P ísp vek je v nován dv ma zdánliv  zcela nesouvisejícím knihám, které spojuje snad 

jen datum vydání. Jedná se o nejstarší prezen n  dostupné matematické publikace v no-
vané elementární geometrii a historii geometrie z fondu Studijní a v decké knihovny 
v Hradci Králové, které si nikdo již dlouhou adu let ke studiu nezap j il. Hlubší zasazení 
obou knih a autor  do historického kontextu p esahuje možnosti tohoto p ísp vku. 
Hlavním cílem bylo ukázat, že p i etb  takovýchto „zapomenutých“ knih zejména 
nezasv cený tená  „p ekvapiv “ zjistí, že metodické návody z knihy F. Mo nika jsou ve 
shod  s moderními didaktickými p ístupy a citované myšlenky J. S. Van ka by po p e-
vodu do sou asné eštiny mohly zaznít na nejednom setkání u itel . Autorka lánku se 
domnívá, že i toto stru né nahlédnutí do starých text  m že být pro tená e motivací 
k dalšímu studiu. 
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POWSTANIE I ROZWÓJ LOGIKI 
MATEMATYCZNEJ W POLSCE NA POCZ TKU 

XX WIEKU 

WIESŁAW WÓJCIK

Abstract: The paper is devoted to the first works of logic that became a base for the 
Warsaw School of Logic. We present works of J. Sleszy ski, J. Łukasiewicz, S. Le -
niewski, A. Tarski and others. Łukasiewicz, based on Sleszy ski idea, called for auto-
nomy of logic and its strict connection with sciences. That conception of logic was 
fulfiled only in the Warsaw School of Logic. It was not realised neither in Cracow nor in 
Lvov. In those centres logic was treated only as an auxilliary science. I demonstate that 
J. Łukasiewicz and the whole Warsaw School followed Sleszy ski ideas concerning 
a way of logic formalization and the history of logic researches. Trials of logical forma-
lization of the key philosophical issues had great significant, for example Łukasiewicz 
formalisation of Stoic logic and Tarski formalization of the classical definition of truth.  

1 Wprowadzenie 
Próbuj c dorze  do ródeł warszawskiej szkoły logicznej okresu mi dzywojennego, 

natrafiamy na trzech polskich uczonych: Kazimierza Twardowskiego, Jana Sleszy -
skiego i Zygmunta Janiszewskiego. Działalno  naukowa ka dego z nich wykraczała 
poza logik , jednak ich podej cie do logiki (uznanie dla logiki, wskazanie miejsca logiki 
w nauce i w badaniach nauki) sprawiło, e mimo oporu wi kszo ci rodowiska nauko-
wego wobec logiki matematycznej, rozwin ła si  ona w rodowisku warszawskim 
w okresie mi dzywojennym tak gwałtownie, e Warszawa stała si  w latach trzy-
dziestych głównym centrum wiatowej logiki. Uwa am, e dopiero połaczenie trzech 
koncepcji wspomnianych uczonych mogło da  taki efekt.  

Zauwa my, e ani Kraków, ani Lwów nie stały si  o rodkami rozwoju szkół 
logicznych, lecz jedynie Warszawa. Poza zgromadzeniem w stolicy kilku wybitnych 
uczonych (J. Łukasiewicz, S. Le niewki, A. Tarski, Z. Janiszewski, S. Sierpi ski, 
K. Kuratowski, K. Ajdukiewicz, T. Kotarbi ski i inni), mamy do czynienia z bardzo 
płodnym przenikaniem si  idei pomi dzy logik , matematyk  i filozofi . Mimo pewnych 
animozji, istniało wzjemne uznawanie warto ci uprawianych dyscyplin i wymiana my li 
(czego brakło w o rodkach lwowskim i krakowskim). Przyjrzyjmy si  teraz, co ka dy 
z tych uczonych wniósł do warszawskiej szkoły logicznej. 

2 Szkoła lwowsko-warszawska i jej twórca 
Kazimierz Twardowski (20 X 1866, Wiede  – 11 II, Milanówek), ucze  F. Brentano 

i A. Meinonga, zaszczepił w polskim rodowsku zamiłowanie do bada  logicznych. 
Ukazał warto  bada  podstaw nauki (w tym matematyki) w duchu B. Bolzano (który 
w swojej czterotomowej Wissenschaftslehre z roku 1837 dał podwaliny współczesnej 
logiki). Wykształcił cał  plejad  uczniów, „zara onych“ logik  i filozofi  analityczn , 
w tym J. Łukasiewicza, S. Le niewskiego, K. Ajdukiewicza, T. Kotarbi skiego, T. Cze-
owskiego. Jako pierwszy w Polsce wprowadził w swoich wykładach, ju  w roku 

akademickim 1899/1900, elementy logiki matematycznej i konsekwentnie polemizował 
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z relatyzwizmem poznawczym i aksjologicznym. W ten sposób powstawała filozoficzna 
szkoła lwowsko-warszawska (cz  uczniów podj ła prac  w Warszawie), w której 
logicy stanowili znacz c  grup . K. Twardowski anga ował sie te  w obron  uniwer-
salno ci zasad logiki (w tym zasady sprzeczno ci), polemizuj c ze swoim uczniem 
J. Łukasiewiczem ([34], s. 315–375). 

My l , e bez tego zaplecza filozoficznego, miejsca i klimatu dyskusji nad 
podstawami nauki, nie byłoby rozwoju polskiej logiki. Okazało si , e naturalne było, 
w przypadku wielu uczonych przej cie od filozofii do logiki (Łukasiewicz, Ajdukiewicz, 
Kotarbi ski). Najcz ciej to przej cie nie wi zało sie z zerwaniem kontaktów z filozofi , 
lecz wzmacniało gł bi  i zakres rozpatrywanych zagadnie  filozficznych.  

3 Projekt Zygmunta Janiszewskiego 
Drugim ródłem warszawskiej szkoły logicznej był projekt Janiszewskiego badania 

i u ci lenia podstaw matematyki przy pomocy nowej dziedziny matematyki – teorii 
mnogo ci. Ta nowa nauka miała sta  zarazem głównym obiektem bada  polskich 
matematyków. Zygmunt Janiszewki (12 VI 1888, Warszawa – 3 I 1920, Lwów) był 
jednym z głównych twórców polskiej szkoły matematycznej. Jego postawa naukowa 
i społeczna, erudycja, wszechstronno  przyczyniły si  w du ej mierze do sukcesu mate-
matyki polskiej. Studia matematyczne i filozoficzne w o rodkach naukowych zachodniej 
Europy skierowały jego zainteresowania na badania podstaw matematyki. W tym czasie 
rodziły si  nowe dyscypliny matematyczne, które przez wielu uczonych nie były 
uznawane za teorie matematyczne. Natomaist Z. Janiszewski uznał je za w pełni 
matematyczne i maj ce fundamentalne znaczenie dla matematyki (i całej nauki) – chodzi 
o topologi , teori  mnogo ci i logistyk  (logik  matematyczn ). Poczynaj c od 1907 
studiuje w kolejnych wa nych o rodkach matematycznych: w Zurychu, Monachium, 
Getyndze i Pary u (u Hilberta, Minkowskiego, Zermelo, Goursata, Hadamarda, 
Lebesgue’a, Picarda, Poincaré’go). Jego praca doktorska Sur les continus irréductibles 
entre deux points ([7]) po wi cona jest analizie podstawowych poj  geometrycznych 
metodami topologii i teorii mnogo ci. Wprowadza nowe poj cia („łuk”, „continuum 
zg szczenia”) i podaje ich charakterystyk  topologiczn  i teoriomnogo ciow . Te bada-
nia podstaw matematyki kontynuował i „zaraził” nimi innych polskich matematyków 
z o rodków lwowskiego i warszawskiego. Natomiast logika matematyczna jest w jego 
rozumieniu cz ci  „wielkiej” teorii mnogo ci i tak j  we wszystkich swoich pracach 
traktuje. Sama teoria mnogo ci ma w matematyce rang  szczególn : jest nauk  naj-
bardziej podstawow  (na niej opieraj  si  inne działy matematyki), zarazem centraln
(wraz z teori  grup pełni rol  ł cznika mi dzy geometri  z jednej strony i analiz , algebr
i arytmetyk  z drugiej) i o najwy szej wa no ci. 

Janiszewski od 1912 prowadzi wykłady na Uniwersytecie Lwowskim i uczestniczy 
w seminarium Sierpi skiego, po wi conym głównie teorii mnogo ci i badaniu podstaw 
matematyki. Tam w 1913 uzyskuje habilitacj  w oparciu o prac O rozcinaniu pła-
szczyzny przez kontinua ([5]). Praca po wiecona jest topologii płaszczyzny i dopro-
wadziła do podania par  lat pó niej przez Kuratowskiego topologicznej charakterrystyki 
sfery dwuwymiarowej. 

Perturbacje wojenne sprawiły, e Janiszewski, Sierpi ski (oraz Łukasiewicz, Mazur-
kiewicz, Le niewski) znajduj  swoje miejsce na utworzonym w 1915 Uniwersytecie 
Warszawskim. Tam Janiszewski formułuje swój manifest O potrzebach matematyki 
w Polsce w którym postuluje stworzenie silnego o rodka twórczej pracy matematycznej, 
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skoncentrowanego na jednej gał zi matematyki i powołanie czasopisma naukowego, 
publikuj cego prace głównie matematyków polskich z tej wybranej gał zi (t  gał zi  ma 
by  teoria mnogo ci powi zana z logik  matematyczn  i topologi ). Wydaje te  w 1914 
Poradnik dla samouków,w którym znajduj  si , miedzy innymi, takie prace jak: Wst p 
ogólny (znajduje si  w nim klasyfikacja matematyki), Logistyka, Zagadnienia filozoficzne 
matematyki i Zako czenie ([6]), wa ne dla ustalenia miejsca logiki matematycznej w ród 
innych nauk matematycznych. Krótko potem podj to decyzj  o powołaniu czasopisma 
„Fundamenta Mathematicae” (pierwszy numer w 1920), a w składzie rady naukowej 
znale li si  matematycy (Janiszewski, Sierpi ski, Mazurkiewicz) i logicy (Łukasiewicz, 
Le niewski). Było to nie tylko symboliczne uznanie logiki jako dyscypliny matema-
tycznej. Według Janiszewskiego, nowe działy matematyki (w tym logika matematyczna) 
s  wyzwaniem i szans  dla filozofii. Janiszewski zwraca uwag  na prób  budowania 
matematyki (przez Whiteheada i Russela) na podstawach wył cznie logicznych oraz na 
rozwój metody aksjomatycznej. Logika pokazała swoj  szczególna skuteczno . Dzi ki 
jej metodom mo emy: 1) przenosi  całe teorie z jednej dziedziny do drugiej (ma to 
miejsce np. pomi dzy topologi , teori  mnogo ci i teori  grup); dzieje si  tak dzi ki 
posiadaniu tych samych (lub odpowiadaj cych sobie) aksjomatów; 2) gł biej wnikn
wistot  teorii wyszukuj c (w aksjomatach) te własno ci, na których ta teoria si  opiera; 3) 
w prowadza  nowe poj cia – szuka si  nowych poj  czyni cych zado  pewnym 
warunkom; 4) abstrahowa  od wszystkich własno ci indywidualnych tworz cych dan
teori  i bada  tylko form  logiczn .1

4 Jan Sleszy ski  
Jan Sleszy ski (11 VII 1854 Łysianka, powiat migrodzki, Kijowszczyzna – 9 III 

1931 Kraków) był przede wszystkim logikiem, ale te  matematykiem i filozofem. 
Wykształcenie zdobył w szkołach rosyjskich (Kiszyniów, Odessa) oraz w Berlinie (pod 
kierunkiem K. Weierstrassa, L. Kroneckera, E. E. Kummera). Od roku 1882 wykłada na 
Uniwersytecie Odesskim (od 1898 jako profesor zwyczajny). Prowadził wykłady 
z analizy matematycznej, algebry, teorii grup, rachunku wariacyjnego i teorii funkcji 
analitycznych. Przetłumaczył na j zyk rosyjski L'Algèbre de la logique L. Couturata.  We 
wst pie Sleszy ski ukazuje miejsce logiki matematycznej w matematyce. Prowadził te
w seminarium naukowe, gdzie analizowane były podstawy geometrii (euklidesowej 
i nieeuklidesowej), przy pomocy narz dzi logicznych przez niego wypracowanych. 
Owocem było, mi dzy innymi, sformułowanie przez jego ucznia B. F. Kagana nowego 
systemu aksjomatów dla geometrii euklidesowej. W roku 1911 przeprowadza si  do Kra-
kowa i rozpoczyna wykłady na Uniwersytecie Jagiello skim z logiki matematycznej, 
analizy matematycznej, teorii wyznaczników, rachunku prawdopodobie stwa, teorii do-
wodu oraz arytmetyki liczb zespolonych. Specjalnie dla niego zostaje powołana katedra 
logiki (pierwsza w Polsce).  

Aktywnie wł czył si  w budowanie krakowskiej matematyki i logiki, uczestnicz c 
w spotkaniach matematyków i filozofów krakowskich, prowadz c zaj cia dodatkowe dla 
studentów ró nych kierunków (podstawy matematyki, logika). 29 listopada 1917 na spot-
kaniu Towarzystwa Filozoficznego w Krakowie wygłosił referat O logice tradycyjnej 
([30]), maj cy istotny wpływ na Jana Łukasiewicza. Napisał tez wa ne teksty w Po-
radniku dla samouków: O znaczeniu logiki dla matematyki oraz Rozwój poj  niesko -
czono ciowych ([31], 1923). Jego uczniowie opracowali cz  jego wykładów i w ten 

                                                          
1 Z. Janiszewski, Zako czenie, Poradnik dla samouków, t. 1, Warszawa 1915, s. 538–543. 
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sposób zostały wydane dwie wa ne ksi ki: dwutomowa Teoria dowodu ([29])
(opracował S. K. Zaremba) oraz Teoria wyznaczników (opracował S. Rosental).  

Teoria dowodu była nowoczesnym uj ciem nauki dedukcyjnej i wykładem historii 
logiki, poczynaj c od Arystotelesa, poprzez logik redniowieczn  i Leibniza a  do 
koncepcji Boole’a, Jevonsa, Grassmana, Peany, Russela i Whiteheada. Metoda bada
historycznych Sleszy skiego została podj ta przez Łukasiewicza, a program rekon-
strukcji logicznej dowodów matematycznych realizował S. Ja kowski. Wiele jego po-
mysłów i metod logiki mo na odnale  w warszawskiej szkole logicznej. W pewnym 
stopniu oddziałał równie  na rodowisko krakowskie, dzi ki niemu badaniami podstaw 
matematyki i logik  zainteresowali si  A. Hoborski, W. Wilkosz i O. Nikodym, jednak 
wi kszy wpływ miała nich koncepcja S. Zaremby, który nie przyznawał logice zbyt 
istotnego miejsca w matematyce.   

5 Powstanie warszawskiej szkoły logicznej  
Warszawska szkoła logiczna jest ci le sprz ona z powstaniem i rozwojem logiki 

matematycznej. Odkrycia tej szkoły były niezb dne dla rozwoju współczesnej logiki 
i nadania jej tak wysokiego znaczenia. Szkoła nawi zywała w swoich badaniach do 
ró nych nurtów i  radycji naukowych. Jej istotnym rysem było budowanie logiki jako 
samodzielnej dyscypliny naukowej, zgodnie z metod  matematyczn  (tradycja odwołu-
j ca si  do Arystotelesa i  regego). Kolejn  cech  była algebraizacja logiki (Leibniz, de 
Morgan, Boole, Peirce’a, Schrödera i Couturata) oraz koncepcji logicyzacji matematyki 
Russella i Whiteheada, gdzie logika (matematyczna) miała sta  si  główn  dziedzin
matematyki, do której inne miały zosta  sprowadzone.  

Jakie wydarzenia mo na uzna  za pocz tek tej szkoły? Mo na wskaza  kilka 
czynników i sytuacji znacz cych dla jej powstania. Głównymi twórcami szkoły byli Jan 
Łukasiewicz (21 XII 1878 Lwów – 13 II 1956 Dublin) oraz Stanisław Le niewski (30 III 
1886, Sierpuchowo, Rosja – 13 V 1939, Warszawa). Fundamentalne znaczenie dla jej 
rozwoju miał Alfred Tarski (14 I 1901, Warszawa – 27 X 1983, Berkeley, USA), który 
b d c uczestnikiem seminariów obu logików, umiał przyjmowa  i rozbudowywa
najwa niejsze idee obu bardzo ró ni cych si  pogl dami uczonych (Le niewski nie 
uznawał cantorowskiej teorii mnogo ci, odcinał si  od filozofii i uwa ał, e budowana 
przez niego logika jest całkowicie samowystarczalna w wyja nianiu zagadnie  filozo-
ficznych). Współpracował równie  z T. Kotarbi skim (uwa ał go za swojego mistrza), 
W. Sierpi skim, K. Kuratowskim, S. Banachem i wieloma innymi. Warszawska szkoła 
logiczna rozwijała si  przy wydatnym udziale logików – filozofów takich jak, mi dzy 
innymi, K. Ajdukiewicz, T. Kotarbi ski, T. Cze owski, L. Chwistek oraz matematyków 
zainteresowanych logik  (K. Kuratowski, S. Mazurkiewicz, S. Sierpi ski i inni). 

   
Momentem kluczowym dla powstania warszawskiej szkoły logicznej było powołanie 

Łukasiewicza i Le niewskiego na profesorów Uniwersytetu Warszawskiego (pierwszy 
w 1915, drugi w 1919), rozpocz cie wykładów z logiki matematycznej i podstaw mate-
matyki oraz prowadzenie seminarium naukowego. W krótkim czasie doł czaj  do nich 
uczniowie: pierwszym był A. Tarski, a pó niej Adolf Lindenbaum (podał wynik, maj cy 
du e znaczenie w teorii modeli, stwierdzaj cy, e ka dy system aksjomatyczny 
niesprzeczny mo na rozszerzy  do systemu niesprzecznego i zupełnego), Stanisław 
Ja kowski (twórca systemu logiki opartego o reguły zało eniowe), Mordechaj Wajsberg 
(twórca pierwszej aksjomatyzacji logiki trójwarto ciowej), Jerzy Słupecki (wykazał roz-
strzygalno  sylogistyki Arystotelesa, pokazał mo liwo  zbudowania pełnego systemu 
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aksjomatycznego dla logik wielowarto ciowych, zbudował teori  dedukcyjn  opart  na 
konsekwencji odrzuceniowej, podał deterministyczn  interpretacj  logik wielowar-
to ciowych), Andrzej Mostowski (współtwórca teorii modeli oraz prekursor teorii 
forcingu), Bolesław Soboci ski, Czesław Lejewski (rozwijali mereologi  Le niewskiego) 
i inni. 

 Dorobek całej szkoły jest ogromny. Najwi ksze osi gni cia maj  oczywi cie 
J. Łukasiewicz, S. Le niewski i A. Tarski. Du a cz  wyników to wyniki wypracowane 
wspólnie, cz sto publikowane jako wspólne prace. Mimo upływu wielu lat ci gle 
dorobek warszawskiej szkoły logicznej nie jest w pełni opracowany. Najwi cej wkładu 
w opracowanie fenomenu tej szkoły maj : Jan Wole ski, Jacek Juliusz Jadacki i Roman 
Murawski. S  te  wspomnienia Łukasiewicza, jego autobiografia oraz analiza dokona
szkoły i mistrzów przeprowadzona przez uczniów (Mostowskiego, Słupeckiego, Sobo-
ci skiego i innych).  

Chciałbym wskaza  jedynie kilka prac „otwieraj cych” działalno  warszawskiej 
szkoły logicznej. W nich zawarte były główne idee, dalej konsekwentnie rozwijane przez 
przedstawicieli szkoły. Trzeba jednak przyzna , e nie było niewolniczego trzymania si
przyj tych wcze niej zało e . Łukasiewicz, na przykład, który na pocz tku kwestionował 
uniwersaln  warto  zasady sprzeczno ci, po kilkunastu latach zmodyfikował swój 
pogl d, zauwa aj c jej obowi zywanie równie  w logikach wielowarto ciowych. Istniały 
te  du e ró nice mi dzy głównymi przedstawicielami szkoły, przede wszystkim mi dzy 
Łukasiewiczem i Le niewskim. Jednym z wa niej ustale  metalogicznych szkoły było 
uznanie, i  logika nie mo e by  jedynie „sztuk  dla sztuki”, lecz ma by  nieustannie 
konfrontowana z wynikami nauk przyrodniczych i przebudowywana tak, aby nad a  za 
ich rozwojem. Przyj te w szkole zało enie o autonomii logiki, nie tylko nie wyklucza, ale 
wr cz domaga si  jej ci głego kontaktu z rzeczywisto ci . 

A. Ksi zka J. Łukasiewicza O zasadzie sprzeczno ci u Arystotelesa ([18], 1910) 
otwierała dyskusj  nad budow  alternatywnych, wobec logiki klasycznej, zasad 
logicznych. 

B. Praca J. Łukasiewicza Die logischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
([23], s. 76–113) wpisywała si  w trwaj c  od lat prób  zbudowania cisłych podstaw dla 
rachunku prawdopodobie stwa. Propozycja Łukasiewicza zbudowania tego rachunku na 
logice nie została zrealizowana; uznanie znalazła idea H. Steinhausa oparcia rachunku 
prawdopodobie stwa na teorii miary. 

C. L. Chwistek, Zasada sprzeczno ci w wietle nowszych bada  Bertranda Russella 
(1912). Rozpocz cie bada  nad modyfikacj  teorii typów Russella i próba pogodzenia 
konstruktywizmu Poincarego z logicyzmem.  

D. Praca S. Le niewskiego Podstawy ogólnej teorii mnogo ci (1916) była prób
budowy niestandardowej teorii mnogo ci, która pozwalała na unikni cie antynomii klas 
niezwrotnych Russella. W ten sposób zbudował mereologi  (teoria zbiorów kolek-
tywnych) opartej na nowym rachunku zda  (protetyce) i nazw (ontologii). Nawi zywał 
do koncepcji logiki G. Fregego.   

E. W pracy O poj ciu wielko ci ([17], 1916) Łukasiewicz polemizuje z definicj
wielko ci S. Zaremby z jego wst pu do Arytmetyki teoretycznej. Wykorzystuje logik



188

matematyczn , aby poda  prost  definicj  wielko ci jako elementu zbioru uporz dko-
wanego. Tym samym pokazuje „sił ” logii matematycznej i tworzy obóz jej zwolenni-
ków (L. Chwistek, K. Kuratowski i inni). 

F. Prace Łukasiewicza: O logice trójwarto ciowej ([16], 1920), Interpretacja liczbo-
wa teorii zda ([15], 1922/23) i Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen 
des Aussagenkalküls ([20], 1930) zawieraj  konstrukcj  trójwarto ciowej logiki zda
i rozpoczynaj  badania nad logikami wielowarto ciowymi. W pracach tych podał ogóln
konstrukcj  logik n-warto ciowych (najpierw trójwarto ciowych). Wskazał, e poza kla-
sycznymi warto ciami 0 (fałsz) i 1 (prawda) mo na doda  jeszcze trzeci  warto  logicz-
n  (np. ½, ró n  od prawdy i fałszu), która odnosi si  do zdarze , których przyczyny 
jeszcze nie istniej  (ani przyczyny zdarze  przeciwnych) lub które ju  min ły; pokazał 
te  mo liwo  budowania logiki o przeliczalnej liczbie warto ci logicznych ( 0 -war-
to ciowych) i logik modalnych (z funktorami implikacji, negacji i mo liwo ci oraz 
znakami uznawania i odrzucania wyra e ).  

G. W pracy Logika dwuwarto ciowa (1921) Łukasiewicz pokazał, e system logiki 
dwuwarto ciowej mo na zbudowa  w oparciu o jeden funktor implikacji, kwantyfikator 
ogólny oraz cztery symbole: systemowe (1-prawda i 0-fałsz) i metasystemowe (U-uzna-
wania zda  prawdziwych i N-odrzucania zda  fałszywych). Rozpocz ł badania nad 
własno ciami systemów aksjomatyczno-dedukcyjnych, dowodz c, e badany system jest 
niesprzeczny, niezale ny i niezupełny. 

H. W pracy O wyrazie pierwotnym logistyki ([22], 1923) A. Tarski pokazał mo liwo
zdefiniowania negacji przez kwantyfikator i równowa no , co pozwoliło Le niewskie-
mu doko czy  konstrukcji swojej protetyki (uogólniony rachunek zda ). 

I. W pracy J. Łukasiewicza i A. Tarskiego Untersuchungen über den Aussagenkalkül
([32], 1930) udowodnione zostało twierdzenie, e wszystkie logiki wielowarto ciowe s
niesprzeczne i niezupełne.  

J. Praca Tarskiego Poj cie prawdy w j zykach nauk dedukcyjnych ([33], 1933) 
stanowi prób  wykorzystania logiki w filozofii, przy u ci leniu tzw. klasycznej definicji 
prawdy. Tarski pokazał, e w przypadku j zyków sko czonego rz du, w których rz dy 
wszystkich zmiennych s  ograniczone, mo na sformułowa  poprawn  definicj  prawdy 
(semantyczn ). Natomiast w przypadku j zyków niesko czonego rz du taka definicja nie 
jest mo liwa. Metoda T. polega na skonstruowaniu metaj zyka, który zawiera wszystkie 
odpowiednio przetłumaczone poj cia j zyka oraz dodatkowo poj cia semantyczne, czyli 
m.in. poj cia „oznaczania”, „prawdziwo ci”, „definiowania”.  
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PROBLÉMY Z GEOMETRIE VE SBÍRCE 
IOANNISE HOLFELDA EXERCITATIONES 

GEOMETRICAE 

JAN ZAHRADNÍK

Abstract: In the Department of Historical Archives of The Research Library of South 
Bohemia, which is located in the Monastery of Zlatá Koruna, is a small textbook, 
containing collection of problems from the geometry of conics. The collection contains 
47 solved problems, divided into four parts. I selected one  problem from each part and 
commented on their assignment and solution. 

1 O autorovi a jeho knize 
Útlá knížka Ioannise Holfelda Exercitationes Geometricae1 [1], vydaná v Praze roku 

1773,  je psána latinsky, tedy jazykem, kterým mluvili a psali vzd lanci tehdejší doby. 
Pro Ioannise Holfelda, autora knihy, byla latina jazykem, ve kterém se mu dostalo vzd -
lání a ve kterém se dokázal vyjad ovat p esn , exaktn  a jemu i jeho koleg m po celé 
Evrop  naprosto srozumiteln . V latinské podob  je na titulní stránce knihy uvedeno 
i jeho k estní jméno. 

Zadáme-li jméno Johann Holfeld do vyhledáva e Google, objeví se ve Wikisource 
krátký záznam z Biographisches Lexikon des Kaiserthums Öesterreich (BLKÖ) [4], který 
obsahuje odkaz na zdroj poznatk  v n m uvedených – Allgemeine Encyclopädie der 
Wissenschaften und Künste2 [2].  

Podle této encyklopedie se Johann Holfeld narodil v roce 1747, pravd podobn
v Rakousku (vermuthlich im Österreichischen), vstoupil do jezuitského ádu, avšak 
duchovní stav opustil s jeho zrušením. Ješt  v roce 1793 byl mimo ádným u itelem 
praktické matematiky na univerzit  v Lembergu v Hali i (Lemberg in Galizien), dnešním 
Lvov  na Ukrajin . Pozd ji se stal ádným profesorem praktické a teoretické matematiky. 
Zem el 7. listopadu 1814 v Lembergu. V encyklopedii [2] je doslova uvedeno, že napsal 
mimo jiné (er schrieb unter andern): Neue Theorie von der Natur der Standlinien nebst 
trigonometrischer Berechnung der Fehler im Winkelmessen, die von der unrechten Lage 
des Geradbogens und des Visirstrahles herrühren (Lemb., 1793. 4.). Na záv r p ísp vku 
v BLKÖ je uvedeno, že se krom  uvedené knihy žádnou další práci Johanna Holfelda 
nepoda ilo najít. 

Dalším zdrojem informací o matematikovi s p íjmením Holfeld je Archiv Univerzity 
Karlovy, jehož sou ástí je také Kartotéka jezuit eské provincie (autorka Anna 
Fechtnerová) [3], ve které jsou následující informace: 

Jan (Joannes) Holfeld „Bohemus“ se narodil 16. dubna 1750 v Pod bradech. 21. íjna 
1765 vstoupil do Tovaryšstva Ježíšova v koleji v Hradci Králové. V letech 1766 až 1767 
pobýval dva roky v noviciátu v Brn  a gymnaziální studia dokon il v roce 1768 v koleji 
v Klatovech. Od roku 1769 do roku 1772 absolvoval t íleté studium na filozofické fakult
                                                          

1 Kniha se nachází ve fondu Odd lení starých tisk  Jiho eské v decké knihovny, umíst ném v budov  kláštera 
Zlatá Koruna. Podle razítka na titulní stránce pat ila p vodn  do knihovny Krumlovské prelatury. 
2 Tato encyklopedie byla vydávaná v letech 1818 až 1889 nejprve Johannem Samuelem Erschem a Johannem 
Gottfriedem Gruberem a dále dalšími generacemi dopl ovaná. 
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Karlo-Ferdinandovy univerzity v Koleji u svatého Klimenta na Starém m st  pražském, 
kde se také v roce 1771 v noval speciáln  matematice (repetitio matheseos). V roce 1773 
p sobil Johann Holfeld v Koleji u sv. Klimenta na Starém m st  pražském, kde vyu oval 
v gramatikálních t ídách gymnázia.  

Setkáváme se tedy se t emi stopami po matematikovi s p íjmením Holfeld, žijícím ve 
druhé polovin  osmnáctého století. Za prvé to je Ioannis Holfeld, autor knihy 
Exercitationes Geometricae, za druhé Johann Holfeld, uvedený v encyklopedii [2] a za 
t etí Jan (Joannes) Holfeld „Bohemus“, uvedený v Kartotéce jezuit eské provincie [3]. 
Poslední dva zdroje navíc uvád jí rozdílné datum narození. Pro tvrzení, že se jedná 
o jednu a tutéž osobu, nám tedy tyto zdroje neposkytují dostatek podklad . 

Na titulní stran  knihy je její autor uveden jako Ioannis Holfeld Societatis Iesu, 
Sublimioris Matheseos Auditoris (Johann Holfeld Tovaryšstvo Ježíšovo, poslucha  vyšší 
matematiky). Název knihy je Exercitationes Geometricae (Geometrická cvi ení). 
Vydavatelem byla Kolej u svatého Klimenta Tovaryšstva Ježíšova (Charactere Collegii 
Clementini Societatis Jesu), vytišt na byla tiska em (factore) Janem Adamem Hagenem 
v Praze roku 1773.  

Kniha má krom  titulní stránky 64 stran textu a obsahuje ve ty ech ástech celkem 
47 ešených problém . V knize nenajdeme žádnou úvodní nebo záv re nou kapitolu. 
Každá ást obsahuje na úvod stru nou charakteristiku problém , které se v ní vyskytují. 
Na konci knihy jsou p ipojeny dva listy obrázk . Je jich celkem 36, jsou íslovány 
a vytišt ny na obdélníkových listech, složených na formát knihy tak, aby je bylo možno 
po rozložení sledovat sou asn  s etbou. Autor se na n  v zadání jednotlivých problém
odvolává uvedením symbolu Fig. a po adového ísla p íslušného obrázku. N které 
obrázky používá autor i pro více problém . P i popisu ešení problém  se už na obrázky 
p ímo neodvolává. 

Vzhledem k rozsahu p ísp vku jsem provedl výb r problém . Z každé ásti jsem 
vybral jeden problém, který je podle mého názoru v n em zajímavý a který se svým 
zadáním a ešením liší od sou asného p ístupu k této ásti geometrie.

2 Ukázky problém  z jednotlivých ástí knihy 

2.1 Geometrická cvi ení ást I.  (Exercitationum Geometricarum Pars I.) 
Tato ást, obsahující 9 problém , se podle autora zabývá r znými zp soby, kterými je 

možné ur it Apolloniovy paraboly. Jako ukázku úloh z této ásti uvádím problém . 4. 

Problema 4.: Datis duobus perimetri Parabolae punctis A, F (Fig. 6), & positione 
diametri CH, ejusque parametro, Parabolam describere.

Problém 4.: Jsou dány dva body A, F ležící na obvodu paraboly (Obr. 6). Dále je 
ur ena poloha pr m ru CH a jeho parametr. Popište parabolu. 

ešení: Ioannis Holfeld (dále I. H.) používá v zadání úlohy termín poloha pr m ru 
a jeho parametr. Nikde v celé knize tyto pojmy nevysv tluje ani p esn  nespecifikuje.  

Považuji proto za nutné to vysv tlit. Na obrázku 6. se objevují body N a T, které spolu 
s danými body paraboly A a F ur ují rovnob žné p ímky. Jedná se o p ímky, jejichž 
spole ný sm r je polárn  sdružený s pr m rem CH. Tento sm r najdeme tak, že v bod A 
sestrojíme te nu paraboly, ur íme její pr se ík s daným pr m rem a vzniklým bodem 
vedeme druhou te nu k parabole s dotykovým bodem A . P ímka AA  (se na paraboly) 
ur uje sm r, polárn  sdružený s daným pr m rem. Podobné konstrukce provedeme i pro 
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bod F.  P ímka FF  (se na paraboly) je rovnob žná s p ímkou AA  (pat í do stejného 
sm ru). Body N  a T  vzniknou jako pr se íky t chto se en s daným pr m rem. Pak platí 

2 2: :AN NC FT TC p  (1), kde p je parametr, p íslušný k danému pr m ru. Pokud se 
jedná o obecnou polohu pr m ru, jako je tomu i v našem p ípad , nejsou první 
sou adnice (abscissa NC) a druhá sou adnice (semiordinata AN) na sebe kolmé, jejich 
úhel se nazývá úhel sou adnic (angulus coordinatarum). Úse ku typu CN v p ípad
obecné polohy pr m ru budeme dále nazývat abscisa, úse ku typu NA semiordináta. 
Pokud pr m r paraboly splývá s její osou, jsou abscisa x a semiordináta y libovolného 
bodu paraboly kolmé a platí pro n  vztah 2y p x  , který je známý ze základního kurzu 
analytické geometrie jako rovnice paraboly v kartézské soustav  sou adnic.3

Obr. 6. 

P i ešení problému I. H. nejprve ozna í CN x , TH z , AG BH m  , AB b , 
FH a . Z podobnosti trojúhelník NBA a THF odvozuje : :b NB a z , z ehož ur í 

bz
NB

a
 .  V pravoúhlém trojúhelníku NBA  platí 

2 2
2 2 2 2

2

b z
AN NB b b

a
    .  

Poznamenávám, že I. H. nezmi uje, že využívá podobnosti trojúhelník  ani kolmosti 
úse ek AB a HF na pr m r CH. 

Podle vlastnosti (1) platí 2AN px , tedy 
2 2 2 2

2

z b a b
px

a

 . Podobn , podle vlastnosti 

(1), platí 2FT p CT  , kde p je známý parametr daného pr m ru. Dále I. H. používá 

vztah bz
CT x NB m z x m z

a
         (Pro up esn ní uvádím, že vztah je z ejmý 

z obrázku 6.). Z Pythagorovy v ty I. H. zárove  vyvozuje, že 2 2 2FT z a  .  

S využitím t chto vztah  dostává I. H. rovnici 2 2 pbz
z a px pm pz

a
     , do které 

dosazuje za výraz 
2 2

2
2

b z
px b

a
  , ímž z ní vylou í prom nnou x.  

Výsledná rovnice má tvar 
 2 2 2

2
2 2 0

a b pm aap
z z

a b a b

 
  

 
. Vzhledem k tomu, že a, 

b, m i p jsou známé hodnoty, m že z ní I. H. stanovit hodnotu z, což mu umož uje ur it 
                                                          
3 Je nutné uvést, že I. H. pracuje s rovnicí paraboly ve tvaru 2y p x  , kde p je parametr paraboly, což 
znamená, že vzdálenost ohniska paraboly od její ídící p ímky je rovna polovin  hodnoty parametru, vzdálenost 
hlavního vrcholu od ohniska i od ídící p ímky je pak rovna tvrtin  hodnoty parametru. 
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trojúhelník HTF a pomocí hodnoty x také vrchol daného pr m ru C. Zná také úhel 
sou adnic (angulus coordinatarum) HTF. Vzdálenost ídící p ímky od vrcholu C je rovna 
tvrtin  parametru p íslušného pr m ru. Tím je podle I. H. úloha vy ešena. P ipomínám, 

že známe-li ídící p ímku paraboly a její dva body, ur íme snadno i její ohnisko. 

2.2 ást druhá (Pars Altera)

V této ásti sbírky, která obsahuje 13 problém , jsou podle I. H. vy ešeny problémy, 
týkající se zadaných kuželose ek. Na ukázku uvádím problém . 10. 

Problema 10.: Data Parabolae subtensa RM (Fig. 14), ad diametrum OG semiordinatam 
DN ducere; cujus pars EN, inter subtensam, & arcum Parabolae intercepta, sit omnium 
ejusmondi partium maxima. 

Problém 10.: Je dána se na paraboly RM (Obr. 14.), k jejímu pr m ru OG ve te 
semiordinátu DN, jejíž ást EN, vymezená mezi se nou a obloukem paraboly, je ze všech 
takových ástí nejv tší. 

Obr. 14. 

ešení: I. H. jako první krok konstruuje te nu paraboly, rovnob žnou se se nou RM, 
ímž získává bod N jako její bod dotyku, semiordinátu ND a její pr se ík se se nou E. 

Vzhledem k poloze oblouku RNM a te ny v bod N podle I. H. platí, že délka úse ky 
mezi se nou a obloukem paraboly je pro jakoukoli další p ímku, rovnob žnou s úse kou 
EN, menší než jím nalezená úse ka EN. 

I. H. dále uvádí, že m že také uvažovat úse ku RE, odpovídající maximální úse ce 
EN. To mu umož uje vy ešit  problém jiným zp sobem. 

I. H. ozna í pr se ík GO a RM jako bod A a dále uvažuje semiordináty Rg a MG
p íslušné k danému pr m ru. I. H. dále zavádí následující délky úse ek: AO a , OG b , 
OD x ; parametr p íslušného pr m ru OG ozna uje I. H. jako p. Pak podle I. H. platí 
(protože body N a M leží na parabole) DN p x  ; GM b p  .  

Dále I. H. uvádí vztah    : :AO OG GM AO OD DE   . I. H. ovšem vyvozuje tento 
vztah bez p edchozího upozorn ní na podobnost trojúhelník AGM, ADE. Po dosazení 
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pak dostává:    : :a b b p a x DE    , z ehož plyne 
a bp x bp

DE
a b





. Pro úse ku 

EN dostává: 
 a bp x bp

EN DN DE px
a b


   


. 

V tomto míst ešení chci uvést, že hledáme takovou hodnotu x, pro kterou je délka 
úse ky EN maximální, tedy maximum funkce dané p edcházející formulí o prom nné x.  

Tuto úvahu  I. H. nevyslovuje, p ístupuje rovnou k diferencování formule (formulae 

differenciale) s následujícím výsledkem: 
2

dx p dx bp

a bx



. Tento výraz pokládá rovný 

nule (ani tento krok I. H. nezd vod uje) a dostává rovnici:  
 

2
0

2
a b dx p dx bpx

a b x

 



, 

kterou vyd lí dx  a p  a získá ešení  2 2

4 4
a b AG

x
b GO


   (tím ur í I. H. polohu bodu D). 

Semiordináta DN je pak rovnob žná se semiordinátou GM. 
 I. H. dále uvádí, že m že ur it  délky úse ek Og,  OG,  RM,  gR (které vycházejí ze 

zadání) a také délky úse ek OD, gG a gD. Pak platí : :gG gD RM RE , z ehož I. H. 
vyjád í RE a tím získává bod E a úse ku EN. 

Na záv r ešení problému uvádí I. H. bez d kazu t i d sledky (corollarium): 

D sledek 1: Pokud je 0a  , pak se na prochází vrcholem pr m ru. Vyjde 1
4

x b

a proto 1
4

RE RM . 

D sledek 2: Je-li dále R hlavní vrchol a ást osy mezi tímto vrcholem a semi-
ordinátou MG vymezená je rovna parametru osy, pak  D je ohnisko.  

D sledek 3: Zatímco EN je maximální ze všech rovnob žných úse ek, je rovn ž 
kolmice na se nu NC maximální, což je z ejmé z prvního ešení. 

Pro po ádek uvádím stru né vysv tlení t chto d sledk : D sledek 1 vyplývá okamžit
dosazením 0a  do rovnice pro x, tvrzení d sledku 2 vyplývá z toho, že ohnisko paraboly 
je vzdáleno tvrtinu parametru od hlavního vrcholu a d sledek 3  vychází z vlastnosti 
pravoúhlého trojúhelníku ECN. 

2.3 ást III. (Pars III.) 
V této ásti, obsahující 19 problém , se autor sbírky zabývá vznikem k ivek, p irozen

ur ených. Tuto charakteristiku up es uji tak, že se jedná o ur ování geometrických míst bod
(locus punctorum), podle sou asné terminologie množin všech bod  s danou vlastností. Z této 
ásti jsem vybral problém . 40. 

Problema 40.: Datis iisdem Parabolis, dataque subtensa AC (Fig. 34) a communi vertice 
principali singulis Parabolis inscripta, super qua constructa sint triangula maxima AEC, 
invenire locum verticum E, in Parabolarum perimetris existentium. 
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Problém 40.: Jsou dány paraboly; každé z nich je vepsána se na dané délky AC 
(Obr. 34), procházející spole ným hlavním vrcholem parabol. Nad se nou je sestrojen 
maximální trojúhelník AEC. Najd te geometrické místo bod E, ležících na obvodu parabol.  

Obr. 34. 

ešení:  I. H. vychází p i ešení tohoto problému z ešení Problému 10. z druhé ásti 
knihy, zejména d sledku 1. Podle n j v p ípad  tohoto problému platí, že pokud se na 

prochází vrcholem pr m ru a úse ka OE je maximální, pak abscisa 1
4

AD AB . Dále platí 

(podle d sledku 3), že také výška ME, tedy i plocha trojúhelníka AEC, vepsaného do úse e 
paraboly,  je maximální.  

I. H. ozna í AD x , DE y , pak 4AB x . Dále I. H.  uvažuje, že 
2 2: :BC DE AB AD  (Pro objasn ní této skute nosti p ipomínám, že body E a C leží na 

parabole, tedy 2 ,BC p AB  2DE p AD  ). Podle I. H. tedy platí 2 2: 4 :1BC DE  , tedy 
: 2 :1BC DE  , takže 2BC y . 

I. H. dále ozna uje 2AC a  a získává 2 24 4AB a y  . Po dosazení dostává 
2 24 4 4x a y  , což mu po krátké úprav  dává rovnici hledaného geometrického místa 

bod . Rovnice má podle I. H. tvar 2 2 24y a x  , z ehož autor sbírky vyvozuje, že hledaným 
geometrickým místem bod  je elipsa s velkou polosou rovnou a a s malou polosou rovnou 
polovin a.  

2.4 ást tvrtá (Pars IV.) 
tvrtou a poslední ást své sbírky v nuje I. H. ur ování objem  a povrch  t les, 

vzniklých rotací n kterých ástí kuželose ek kolem se en nebo jiných p ímek. Ze šesti 
problém  v této ásti jsem vybral problém . 42. 

Problema 42.: Invenire soliditatem corporis, geniti rotatione segmenti Parabolici AECA 
(Fig. 34) circa subtensam fixam AC, a vertice principali A ductam. 

Problém 42.: Ur ete objem t lesa, vzniklého rotací ásti paraboly AECA (Obr. 34.) 
kolem pevné se ny AC, vedené hlavním vrcholem A. 

ešení: I. H. zavádí následující úse ky: AC a ; CB b  (semiordinata axis); AB c . 
Libovolná ást se ny AC budiž AM x , k se n  kolmá úse ka ME y . Dále I. H.sestrojí 
kolmici k ose paraboly, kterou zna í EOD a vyjád í úse ky AD, DE pomocí prom nných 
(variabilium) x, y.  
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U iní to tak, že ze z ejmé podobnosti trojúhelník ABC a EMO dostane vztah 
: :AB BC ME MO  (I. H. ale op t tuto podobnost p ímo nezmi uje), p ípadn  : :c b y MO , 

tedy by
MO

c
 , ili by

AO x
c

  . Ze stejné podobnosti získává : :c a y EO , tedy ay
EO

c
 . 

Z podobnosti trojúhelník ABC, ADO plyne : :a c AO AD , po dosazení za AO pak 

: :by
a c x AD

c
  , tedy cx by

AD
a

 . Ze stejné podobnosti dostává : :a b AO DO , ili 

2bx b y
OD

a ac
  .  Proto 

 2 2a b y bx cy bx
DE DO OE

ac a a

      . 

Nyní I. H. vyjád uje oblouk paraboly pomocí sou adnic x (abscisa) a y (semiordináta). 
Poprvé využívá toho, že body A, E, C leží na parabole. P edpokládá, že parametr osy paraboly 
je rovný p a dostává vztah 2DE p AD  , ze kterého po dosazení získává vztah 

 2

2

cy bxpcx pby

a a

  . Tato rovnice je pro ešení problému klí ová.  

Já jsem ji nejprve upravil na tvar  2 2 2 22 0c y y bcx apb b x apcx      a  ešil jako 
kvadratickou rovnici s neznámou y ( 0y  ). Po úprav  jsem dostal vyjád ení prom nné y: 

2 2 2 2

4 3 24 2
a p b apb x apx abp bx

y
c c c c c

     . I. H. uvádí stejný výsledek, avšak podrobné ešení 

rovnice v knize uvedeno není. 
V této rovnici, vyjad ující závislost prom nné y na prom nné x, I. H. ozna uje 

2 2 2
2

44
a p b

m
c

  a 
2

3

apb ap
n

c c
   a získává její p ehledn jší tvar 2 bx

y m nx m
c

    .  

V tomto míst ešení provádí I. H. základní úvahu pro následující výpo et objemu t lesa 
pomocí integrálu. Zavádí element objemu (elementum solidi) t lesa, vzniklý rotací 

elementární ásti paraboly, ve tvaru 
2

2
Py dx

r
 a vysv tluje význam 

2
P

r
 (2) jako konstantní 

pom r délky kružnice a jejího pr m ru.4 V dalším výpo tu tuto konstantu ale vynechává 
a upozor uje na nutnost jí násobit výsledek.  

I. H. dále bez komentá e sestavuje výraz pro integraci (integrale formulae) ve tvaru 
2 2

2 2 2
2

2 22 2b x dx mbx dx bx dx
m dx nx dx m dx m nx m nx

c cc
        (to je výraz 2y dx ), 

jehož jednotlivé leny jsou podle I. H. na první pohled (primo conspectu patet) algebraicky 
integrovatelné (algebraice integrabiles). Pro up esn ní uvádím, že I. H. po ítá ur itý integrál 

2

0

x

y dx . Výsledkem této integrace je formule 22m x 
2

2
nx 

2 3

23
b x

c


2mbx

c


44
3
m

n


5

2

8
15

bm

cn
 

4

2

8
15

bm

cn


24
15
bm x

cn


24
5
bx

c


34
3
m

n
 4

3
mx  2m nx , I. H. op t uvedená bez 

p edchozího podrobného výpo tu. 

                                                          

4 My známe vzorec pro element objemu ve tvaru 2dV y dx , ale I. H. používá d sledn  místo symbolu    pro 
Ludolfovo íslo tuto konstantu.   
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Po vynásobení této formule konstantou (2) nahrazující   dostává I. H. objem t lesa 
vzniklého ezem rovinou kolmou k ose rotace v bod  s abscisou x. Pokud za x dosadí a, vyjde 
objem celého t lesa. 

Na záv r ješt  I. H. uvádí zvláštní p ípad, kdy p edpokládá, že c p , tedy také b p

( 2b pc ) a 22a p ; pak platí, že 21 2
2

m p  a 22 2n p .  Pro objem t lesa v tomto 

speciálním p ípad  (in casu hoc speciali) vychází (p íslušné výpo ty I. H. neuvádí) 
22

2 2 2 2 2569 567 12 2
2 120 2 60 2 4 15

pP P P p
p p p p

r r r

      . Výsledek I. H. interpretuje tak, 

že objem tohoto speciálního t lesa se rovná objemu válce, který má jako podstavu kruh 

o pr m ru p a výšku rovnou 21 12
15 15

p a . 

3 Záv r 
P i ešení problém  používá Ioannis Holfeld matematické nástroje a postupy své 

doby. N které matematické pojmy, které jsou v sou asné dob  naprosto b žné, se v Hol-
feldov  sbírce nevyskytují. Nap íklad chybí použití kartézské soustavy sou adnic, symbo-
lika i postupy z teorie funkcí nebo zápisy používající množinovou symboliku.  

Práv  proto jsou Holfeldovy problémy a jejich ešení zajímavé a když se nám poda í 
porozum t matematickému textu druhé poloviny 18. století psanému v latin , najdeme 
v jeho úlohách pou ení a inspiraci.  

N které záv ry v procesu ešení problém , které I. H. p ijímá bez podrobn jšího 
zd vodn ní, nemusí být na první pohled pochopitelné. Snažil jsem se je proto svými ko-
mentá i vysv tlit. Všechna ešení, která jsou v tomto p ísp vku uvedena, jsem ov il. 
Používal jsem p i tom metod sou asné matematiky. 
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