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Vážené kolegyn , vážení kolegové, 

p edkládáme vám sborník obsahující texty t í vyzvaných p ednášek, texty delších 
a kratších sd lení, které byly p ihlášeny na 31. mezinárodní konferenci Historie 
matematiky. Všechny p ísp vky byly graficky a typograficky sjednoceny, n které byly 
upraveny i jazykov . Za azen byl též program konference a seznam všech ú astník , kte í 
se p ihlásili do 15. ervna 2010. Sborník vznikl díky podpo e grantu GA R 
P401/10/0690 Prameny evropské matematiky, finan ní pomoci Katedry didaktiky mate-
matiky MFF UK a Ústavu aplikované matematiky FD VUT. 

V úvodu sborníku p ipomínáme Štefana Schwabika (1941–2009) a Ivana Saxla 
(1936–2009), vynikající matematiky, pedagogy a školitele, dobré a nezapomenutelné 
p átele, pravidelné ú astníky konferencí Historie matematiky, p íznivce matematiky, její 
historie i vyu ování. Otišt ná fotografie Š. Schwabika je z kolekce, kterou po ídil 
M. Tvrdý z MÚ AV R, fotografie I. Saxla je dílem Š. Schwabika.  

V první ásti sborníku jsou otišt ny texty hlavních p ednášek, o n ž byli požádáni 
zkušení p ednášející, kte í se v nují matematice, d jinám matematiky, souvislostem matema-
tiky s ostatními sférami lidské innosti, výchov  doktorand , ízení a organizaci v decké prá-
ce a mnoha dalším aktivitám. 

Ve druhé ásti sborníku jsou publikovány p ísp vky jednotlivých ú astník . Konference 
není monotematicky zam ena, snažili jsme se poskytnout dostate ný prostor k aktivním 
vystoupením, diskusím a neformálním setkáním všem p ihlášeným, tj. matematik m, histo-
rik m matematiky, u itel m vysokých i st edních škol, doktorand m oboru Obecné otázky 
matematiky a informatiky i všem dalším zájemc m o matematiku a její historii. P ísp vky 
všech doktorand  recenzovali jejich školitelé, pe liv  je prošli a doporu ili k otišt ní.  

Program letošní konference je pom rn  pestrý. V íme, že každý najde adu témat, která 
ho zaujmou a pot ší, že objeví nové kolegy, p átele a spolupracovníky, získá inspiraci, adu 
podn t , motivaci i povzbuzení ke své další odborné práci a ke svému studiu. 

Podrobn jší informace o letošní konferenci i o všech p edchozích konferencích a letních 
školách lze najít na adrese 

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html. 

Martina Be vá ová, Jind ich Be vá

V Praze, v ervnu 2010
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Štefan Schwabik (1941–2009) 

Vzpomínáme a d kujeme. 
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Ivan Saxl (1936–2009) 

Vzpomínáme a d kujeme. 
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JAZYK MATEMATIKY AKO PREDMET 
HISTORICKÉHO VÝSKUMU 

LADISLAV KVASZ

Abstract: In the paper different aspects of the changes of language that occurred during 
the long history of mathematics are discussed. Several parameters of language, such as its 
logical, expressive, methodological, integrative, explanatory and metaphorical power are 
introduced and are used to characterize the linguistic innovations in mathematics. 

0 Úvod 

V matematike je pomerne astý jav, že výsledky tvoriace vrchol matematickej tvorby 
géniov minulosti, ktoré boli výsledkom systematického úsilia mnohých generácií, dnes 
predstavujú pre priemerného vysokoškolského študenta matematiky nenáro né cvi enie. 
Napríklad asi 20 kvadratúr a kubatúr, ktoré tvoria vrchol Archimedovho celoživotného 
snaženia, dnešný vysokoškolák zvládne behom nieko kých málo hodín v rámci kurzu 
matematickej analýzy viacerých premenných. Podobne odvodenie gravita ného zákona 
z Keplerových zákonov, ktoré predstavuje jeden z k ú ových výsledkov Newtonových 
Princípií, a ktoré Newtonovi prinieslo obdiv sú asníkov, je dnes nie moc náro ným 
cvi ením z klasickej mechaniky. Táto skuto nos  nie je dokladom rastu intelektuálnych 
schopností v dejinách. Sved í skôr o zdokona ovaní kalkulatívnych nástrojov ktoré 
máme k dispozícii. Tieto nástroje sú dnes omnoho silnejšie a všestrannejšie než nástroje, 
pomocou ktorých získavali svoje výsledky Archimedes i Newton. 

Podobným, rovnako rozšíreným javom je skuto nos , že dnes i priemerný študent 
dokáže nájs  chyby v argumentoch matematikov minulosti, ktoré títo matematici ani ich 
sú asníci nevideli. Eulerove pokusy s íta  oscilujúce rady dnes vyvolávajú u mnohých 
matematikov úsmev, podobne ako Newtonove pokusy zdôvodni  infinitezimálny po et. 
Ani v tomto prípade asi nemáme do inenia s nárastom kritickosti myslenia (i ke  kultúra 
kritickosti pri písaní matematických textov asi vzrástla), ale skôr ide o to, že sa 
zdokonalili reprezenta né nástroje, pomocou ktorých je omnoho ahšie nájs  príklady 
a protipríklady rôznych matematických tvrdení.  

Ako kalkulatívne, tak aj reprezenta né nástroje majú jazykový charakter. Sú to 
nástroje, pomocou ktorých dokážeme ahko a bezpe ne vies  argumentáciu tam, kde 
matematici minulosti postupovali po k ukatých a nebezpe ných chodníkoch, rovnako ako 
vieme ahko a efektívne skonštruova  príklady a protipríklady tam, kde ich naši 
predkovia h adali v nepreh adných húštinách. Preto pri výklade dejín matematiky si na 
tejto prednáške nebudeme všíma  ani tak výsledky, ktoré matematici daného obdobia 
dosiahli, ale pokúsime sa nájs  jazykové nástroje, pomocou ktorých svoje výsledky 
získavali, formulovali a zdôvod ovali. Algebra i analytická geometria pre nás nebudú 
v prvom rade teórie, teda súbory definícií, tvrdení a dôkazov, tradi ne radených do danej 
disciplíny. Algebra i analytická geometria budú pre nás poznaním, získaným pomocou 
ur itého jazykového nástroja. Pritom sa budeme snaži  tieto jazykové nástroje o 
najpresnejšie opísa . Budeme sa snaži  ur i  ich vlastnosti, ktoré nazveme potenciality, 
a ktorých nárast je prízna ný pre vývoj matematiky. Rozlíšime šes  potencialít:1  

1. logickú silu, ktorá ukazuje ako zložité formuly možno v danom jazyku 
dokáza
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2. expresívnu silu, ktorá ukazuje, o nového, o sa v predošlých štádiách 
vymykalo vyjadreniu, teraz jazyk umož uje vyjadri

3. metodickú silu, ktorá ukazuje, aké metódy umož uje jazyk zavies  tam, 
kde na predošlom štádiu existoval iba súbor nesúrodých trikov 

4. integratívnu silu, ktorá ukazuje, ako nový jazyk umož uje vidie  jednotu 
a poriadok tam, kde sa na báze predošlého jazyka ukazovali len navzájom 
nesúvisiace prípady 

5. explanatorickú silu, ktorá ukazuje, ako nový jazyk umož uje vysvetli
zlyhania jazyka, ktoré boli na predošlom štádiu nepochopite né 

6. metaforickú silu, ktorá ukazuje, ako jazyk umož uje nájs  vo vzdialených 
a zdanlivo nesúvisiacich oblastiach analógie pojmov a vz ahov disciplíny, 
v rámci ktorej sa nový jazyk zrodil  

Dúfam, že tento zoznam naplnil pojem „potenciality jazyka matematiky“ konkrétnym 
obsahom a zdôvodnil použitie tak nezvyklého termínu. Každá z týchto vlastností odkrýva 
jednu dimenziu, v ktorej jazyk matematiky obohacuje naše možnosti nie o vyjadri . Preto 
je prirodzené nazva  ich potencialitami jazyka matematiky. Nárast každej potenciality 
budeme ilustrova  na prechodoch od (Egyptskej) elementárnej aritmetiky, cez (Grécku) 
syntetickú geometriu a (rano novovekú) algebru po analytickú geometriu, pri om budeme 
voli  problémy, na riešení ktorých bude nárast príslušnej potenciality najlepšie vidite ný. 
Samozrejme, dajú sa zvoli  aj iné príklady, ktoré môžu by  vhodnejšie. 

1 Logická sila 

Ako prvú budem ilustrova  logickú silu jazyka, pri om ukážem, ako sa táto sila 
v danom úseku dejín matematiky menila. 

1.1 Elementárna aritmetika – overenie jedine ného tvrdenia 

ísla neumož ujú explicitne vyjadri  všeobecnos . Ako typické tvrdenia elementárnej 
aritmetiky možno vzia  napríklad: 

17237135 =+   alebo   1924×  > 456. 

Sú to jedine né tvrdenia.2 Jazyk elementárnej aritmetiky obsahuje pravidlá, ktoré 
pomocou manipulácie so znakmi umož ujú takéto tvrdenia overi . V dejinách je to prvý 
systém, umož ujúci na báze explicitných pravidiel manipulácie so symbolmi, rozhodnú
o pravdivosti nejakého tvrdenia. Aj ke  sú to zatia  len jedine né tvrdenia, význam tohto 
objavu je nesmierny. Tieto pravidlá sú totiž formálne, teda intersubjektívne, explicitné 
a preto nau ite né a prístupné kontrole. Treba zdôrazni , že tento jazyk sa zásadne 
odlišuje od toho, o sa jazykom aritmetiky dnes bežne rozumie, tým, že neobsahuje 
premenné. To, že jazyk aritmetiky neobsahoval premenné viedlo Egyp anov k nutnosti 
formulova  všetky úlohy s konkrétnymi íselnými hodnotami. Zoberme ako ilustráciu 
príklad z Moskovského papyrusu (Kolman 1961, s. 41; resp. Vymazalová 2006, s. 82): 

„Spôsob výpo tu pyramídy nemajúcej vrchol. Ak máš danú pyramídu bez 
vrcholu vysokú 6 (lak ov), s dolnou hranou 4 (lakte) a hornou 2, umocni 4 na 
druhú, dostaneš 16, zdvojnásob 4, dostaneš 8, umocni 2 na druhú, dostaneš 4, 
  (1) pripo ítaj týchto 16 
  (2) k týmto 8 a 4 
  (3) dostaneš 28, vypo ítaj 
  (4) 1/3 zo 6, dostaneš 2, po ítaj 
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  (5) s 28 dvakrát, dostávaš 56, 
  (6) h a: je to skuto ne 56. Našiel si správne.“ 

Po tár postupne berie ísla figurujúce v zadaní a robí s nimi rôzne úpravy, až napokon 
dostane to, o h adá. Pomocou konkrétneho výpo tu takto ukazuje všeobecný postup 
riešenia, ktorý sa v jazyku nedá vyjadri . Jazyk elementárnej aritmetiky bol teda prvým 
jazykom, ktorý umož oval rieši  problémy pomocou manipulácie so symbolmi. Jeho 
logická sila sa obmedzuje na odvodenie jedine ných tvrdení. 

1.2 Syntetická geometria – dôkaz všeobecného tvrdenia 

Ikonický jazyk geometrie bol prvým jazykom umož ujúcim dokáza  všeobecné 
tvrdenia. Je toho schopný v aka tomu, že obsahuje zaujímavú inováciu − úse ku 
neur itej d žky − ktorá je vlastne predchodcom pojmu neznámej. Ke  napríklad chceme 
dokáza , že sú et dvoch párnych ísel je íslo párne, tak si párne íslo znázorníme ako 
obd žnik, ktorého výška je rovná dvom, ale ktorého šírka ostane neur itá. Dôkaz sa 
potom zakladá na nahliadnutí skuto nosti, že spojením dvoch obd žnikov s výškou dva 
vznikne opä  obd žnik s výškou rovnou dva. Ke že sme v našej úvahe pracovali 
s obd žnikmi, ktorých šírka ostala po as celej úvahy neur itá, dokázali sme tvrdenie pre 
ubovo né dva obd žniky, a teda vlastne pre dve ubovo né párne ísla. Toto ukazuje 

zásadnú logickú prevahu jazyka geometrie nad jazykom elementárnej aritmetiky.  
Tu sa ukazuje jeden zaujímavý aspekt, ktorý podporuje výklad geometrických 

obrázkov ako výrazov jazyka. Ke  v spomenutom dôkaze nakreslíme príslušný obd žnik, 
tak ho samozrejme musíme nakresli  s konkrétnymi stranami. Preto to, o je nakreslené 
na papieri, neobsahuje úse ku neur itej d žky; všetky nakreslené úse ky sú presne také 
dlhé, ako dlhé sme ich nakreslili. Ale ke  tieto úse ky používame v dôkaze, tak s ich 
d žkami pracujeme, akoby boli neur ité. Teda idea neznámej sa v matematike objavuje 
najprv v implicitnej podobe − ako konštanta (konkrétna úse ka), s ktorou pracujeme ako 
s neznámou (t.j. ako s úse kou neur itej d žky).  

1.3 Algebra – dôkaz modálneho tvrdenia 

Jazyk algebry prináša ako základnú inováciu explicitný symbol pre premennú. 
V jazyku geometrie bola idea premennej prítomná iba implicitne, ako úse ka neur itej 
d žky. Na tom sa zakladala schopnos  jazyka geometrie dokáza  všeobecné tvrdenie. 
Ke že jazyk algebry má premennú prítomnú v explicitnom tvare, aj on je schopný 
dokáza  všeobecné tvrdenia. Dokáže však viac. Zoberme vzorec pre riešenie kvadratickej 
rovnice 

     
a

acbb
x

2

42

2,1

−±−=        (1) 

Parametre a, b, c dávajú tomuto vzorcu všeobecnos  analogickú tej, ktorú dáva úse ka 
neur itej d žky geometrickým dôkazom. Avšak okrem jednotlivých písmen, ktoré hrajú 
analogickú úlohu ako úse ka neur itej d žky vzorec vyjadruje aj poradie krokov výpo tu. 
Takto sa postup stáva vyjadrite ným v jazyku. To je zásadná zmena.  

Ke  si spomenieme na výpo et pyramídy nemajúcej vrchol, môžeme si uvedomi , že 
jednotlivé zložky, z ktorých v priebehu výpo tu vzniká výsledný objem, strácajú svoju 
identitu, a výsledkom je íslo, na ktorom niet ani stopy po tom ako vzniklo. Naproti tomu 
v geometrii sa jednotlivé prvky konštrukcie nestrácajú, ale tvoria trvalú sú as
výsledného obrázka. o sa však stráca je poradie krokov konštrukcie. Preto je nutné ku 
geometrickým konštrukciám doda  komentár v prirodzenom jazyku, nazývaný zápis 
konštrukcie, v ktorom je zachytená postupnos  krokov, pomocou ktorých bol obrázok 
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vytvorený. Zápisy konštrukcie, ktorými stredoškolskí profesori trápia žiakov, nie sú ani 
tak rozmarom pedagógov, ako dôsledkom nedokonalosti jazyka geometrie. Zápis poradia 
krokov konštrukcie je komentár v prirodzenom jazyku, a teda sa odohráva mimo jazyka 
geometrie. A táto postupnos  krokov je v algebre zabudovaná do jazyka. K algebraickej 
formule netreba dodáva  „zápis výpo tu“ analogický zápisu geometrickej konštrukcie. 
Nie je to potrebné, lebo vzorec postupnos  krokov výpo tu priamo vyjadruje.3  

Schopnos  explicitne vyjadri  poradie krokov výpo tu umož uje jazyku algebry 
dokáza modálne predikáty, ako napríklad neriešite nos  rovnice piateho stup a, ktorú 
dokázali Paolo Ruffini, Niels Henrik Abel a Evariste Galois za iatkom 19. storo ia. Zo 
základnej vety algebry vieme, že každá rovnica piateho stup a má pä  kore ov. V tom 
nie je problém. Problém je, že tieto riešenia nie je možné vyjadri  prostriedkami algebry. 
Teda v prípade neriešite nosti všeobecnej rovnice piateho stup a riešenia existujú ako 
body komplexnej roviny, ale jazyk algebry nie je schopný tieto body explicitne vyjadri . 
Jazyk algebry si je však tohto svojho nedostatku plne vedomý, vie ho dokonca dokáza . 
V tom je jeho prevaha nad jazykmi aritmetiky a syntetickej geometrie. Preto práve 
dôkazy neriešite nosti sú najlepšou ilustráciou logickej sily jazyka algebry. 

V jazyku aritmetiky alebo syntetickej geometrie nemáme prostriedky, ktoré by 
umožnili vyjadri , že nejaká úloha je neriešite ná. V geometrii sa neriešite nos  iba 
ukazuje napríklad tým, že sa napriek systematickému úsiliu nedarí nájs  konštrukciu 
trisekcie uhla i duplicity kocky. Neriešite nos  je pre geometriu predikát, ktorý sa dá 
vyjadri  iba v prirodzenom jazyku. Jazyk algebry, na rozdiel od geometrie, umož uje 
neriešite nos  explicitne vyjadri . Otázka riešite nosti je z poh adu algebry otázkou 
vyjadrite nosti ur itej veli iny v požadovanom tvare, o sa dá technicky uchopi
pomocou pojmu po a. Dôkazy neriešite nosti majú potom spravidla tvar argumentácie, 
že daný prvok nie je možné vyjadri  v požadovanom tvare, teda že daný prvok nepatrí do 
ur itého po a. Takúto stavbu mal Gaussov dôkaz nemožnosti konštrukcie pravidelného 
sedemuholníka, a Galoisov dôkaz neriešite nosti rovnice piateho stup a.  

1.4 Analytická geometria – dôkaz existen ného tvrdenia 

Carl Friedrich Gauss vo svojej doktorskej dizertácii Demonstratio nova Theorematis 
omnem Functionem algebraicam rationalem integram unis Variabilis in Factores reales 
primi et secundi Gradus resolvi posse z roku 1799 použil pri dôkaze základnej vety 
algebry rovinu ako geometrickú reprezentáciu komplexných ísel. Základná veta algebry 
tvrdí, že pre každý polynóm f(x) existuje bod α tejto roviny, pre ktorý je f(α) = 0. íslo 
nula na pravej strane je len z historických dôvodov. V algebre je zvykom polynóm 
upravi  tak, že sa všetky leny presunú na avú stranu a na pravej strane ostane nula. 
V princípe by tam mohlo stá ubovo né iné komplexné íslo. Základná veta algebry 
vlastne hovorí, že polynóm zadáva surjektívne zobrazenie komplexnej roviny. Preto táto 
veta nie je isto algebraickým tvrdením. Algebra slúži na vymedzenie polynomických 
funkcií, ale vlastnos , ktorá sa o týchto funkciách v základnej vete algebry tvrdí, je skôr 
geometrická ( i topologická). 

Gauss podal štyri dôkazy základnej vety algebry. Prvý z nich vo svojej doktorskej 
dizertácii. Tento dôkaz bol analytický, zakladal sa na vlastnostiach komplexných funkcií. 
O 16 rokov neskôr podal alší dôkaz, ktorý sa neopieral o geometriu komplexnej roviny, 
ale bol vedený algebraickými prostriedkami, pomocou teórie symetrických polynómov. 
Tento dôkaz je podstatne dlhší a náro nejší. Elementárny dôkaz základnej vety algebry 
možno nájs  v (Courant a Robbins 1941, s. 269–271). Základná veta algebry je 
existen né tvrdenie, ktoré možno považova  za vzor radu podobných tvrdení pre 
diferenciálne rovnice, integrálne rovnice a pre úlohy varia ného po tu. Pri takýchto 
tvrdeniach je rozhodujúca jednak existencia ur itého formalizmu, prostriedkami ktorého 
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sa opisuje objekt, ktorého existencia sa má dokáza . Druhou sú as ou existen ných 
dôkazov je ur itý priestor, v rámci ktorého sa ukáže existencia príslušného objektu. Daný 
priestor má spravidla vlastnos  ur itej úplnosti, uzavretosti, spojitosti i kompaktnosti.  

Zdá sa, že analytická geometria bola prvou teóriou, ktorá obsahovala obe zložky 
úspešného existen ného dôkazu. Jednak to bol algebraický formalizmus, v rámci ktorého 
je možné formulova  algebraické rovnice, a potom komplexná rovina, teda geometrické 
kontinuum, ktorého body sú spojené s algebraickým formalizmom pomocou súradnicovej 
sústavy. Po tom, ako v 19. storo í došlo k aritmetizácii analýzy, geometrické existen né 
dôkazy už nie sú považované za dostato ne striktné. Napriek tomu sa zdá, že jazyk 
analytickej geometrie bol prvým jazykom, ktorý vôbec umož oval dokáza  nie o takého 
ako existen né tvrdenie pre širokú triedu úloh. 

2 Expresívna sila  

Ako druhú potencialitu budem ilustrova  expresívnu silu jazyka, pri om rovnako ako 
v predošlom prípade, aj teraz prejdem štyrmi zvolenými jazykmi.  

2.1 Elementárna aritmetika – schopnos  vyjadri ubovo ne ve ké íslo 

Jazyk elementárnej aritmetiky umož uje vyjadri ubovo ne ve ké prirodzené íslo. 
Dnes sa to môže zda  málo, lebo sme zvyknutí na záporné, iracionálne a komplexné ísla, 
preto prirodzené ísla nám pripadajú ako obmedzený systém, v ktorom nemožno 
slobodne od íta , deli , ani odmoc ova . Ke  si však odmyslíme výdobytky neskoršieho 
vývoja, možno sa nám podarí precíti  fascináciu, ktorú musel poci ova  egyptský 
(babylonský, indický, ínsky) po tár, ke  si uvedomil, že pomocou ísel možno všetko 
spo íta . Rhindov papyrus za ína slovami: „Pravidlá pre preniknutie do vecí, pre 
poznanie všetkého o je, všetkých záhad, ..., všetkého skrytého“ (Vymazalová 2006, 
s. 102). Tento pocit je základom „byrokratického univerzalizmu“, pod a ktorého všetko 
možno spo íta , zazna i  do výkazov a vzia  do evidencie. Byrokratické plánovanie bolo 
jedným z najvä ších objavov egyptskej (babylonskej, indickej a ínskej) civilizácie. 
Univerzálnos  byrokracie sa zakladá na expresívnej sile jazyka aritmetiky. Zvyšky 
prvotnej fascinácie po ítaním možno vidie  v mýtoch, v ich zá ube vo ve kých íslach, 

alej v Kabale a u pytagorejcov. Archimedov spis O po te pieso ných z n asi najlepšie 
ilustruje expresívnu silu jazyka elementárnej aritmetiky. Ukazuje, že íselný systém 
umož uje odhadnú  dokonca aj po et zrniek piesku vo vesmíre: 

„Sú takí, krá  Gelon, ktorí si myslia, že po et z n piesku je nekone ne ve ký; 
pri om pieskom myslím nie len ten, ktorý sa nachádza okolo Syrakúz a na zvyšku 
Sicílie, ale aj ten, ktorý sa nachádza v každej oblasti i už obývanej alebo nie. A sú 
takí, ktorí bez toho, aby ho považovali za nekone né, si myslia, že nemožno vyslovi
íslo, ktoré je dostato ne ve ké, aby presiahlo ich množstvo. A je tiež jasné, že tí, o 

hlásajú tento názor, keby si predstavili masu tvorenú pieskom tak ve kú ako masa 
Zeme, vrátane všetkých jej morí a dutín Zeme vyplnenú do výšky najvyšších hôr, 
boli by mnohonásobne viac vzdialení od uznania, že nemožno vyjadri  žiadne íslo, 
ktoré presahuje množstvo zrniek piesku takto vzatých. Ale ja sa pokúsim ukáza
vám, pomocou geometrických dôkazov, ktoré budete schopný sledova , že, ísla 
mnou vytvorené a dané v práci, ktorú som poslal Zeuxippovi, niektoré presahujú 
nielen masu piesku rovnako ve kú ako Zem vyplnenú opísaným spôsobom, ale aj 
masu rovnú ve kosti univerza. ... Tvrdím, že dokonca aj keby bola vytvorená sféra z 
piesku tak ve ká, ako ve ká je pod a Architasových predpokladov sféra stálic, tak 
ešte stále dokážem, že z ísel menovaných v Princípoch niektoré presiahnu svojou 
ve kos ou po et zrniek piesku v práve opísanej sfére...“ (Heath 1921, s. 81–85). 
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Samozrejme, geometrické dôkazy, pomocou ktorých Archimedes dokazuje, že je možné 
vytvori íslo, ktoré je vä šie ako po et z n v celom univerze, nepatria do aritmetiky. Ale 
samotný fakt, že tak obrovské íslo existuje, ilustruje expresívnu silu jazyka elementárnej 
aritmetiky. Egyptskí i Babylonskí po tári síce podobné tvrdenia, ilustrujúce expresívnu 
silu jazyka aritmetiky, nevedeli dokáza , ale vedeli, že všetko možno po íta . 

2.2 Syntetická geometria – schopnos  vyjadri ubovo nú kvadratickú iracionalitu 

Jazyk syntetickej geometrie umož uje prekona  problémy spojené 
s nesúmerate nos ou. Pre jazyk aritmetiky predstavuje nesúmerate nos  závažný 
problém, ktorý ukazuje, že je nemožné pomer strany a uhloprie ky štvorca vyjadri
pomocou (prirodzených) ísel. Naproti tomu pre jazyk geometrie neznamená 
nesúmerate nos  žiadnu prekážku. S úse kami môžeme robi  geometrické konštrukcie, 
bez oh adu na to, i sú zhodou okolností súmerate né alebo nie. Vidíme, že jazyk 
syntetickej geometrie má expresívnu prevahu nad jazykom elementárnej aritmetiky.  

Pomer d žok nesúmerate ných úse iek nie je možné vyjadri  ako pomer celých ísel. 
Napriek tomu jazyk geometrie umož uje takéto pomery porovnáva . Za týmto ú elom 
vznikla Eudoxova teória proporcií. Uvedená je v V. knihe Základov a zakladá sa na 
nasledovnej definícii: 

„Hovoríme, že veli iny stoja v rovnakom pomere, prvá k druhej ako tretia ku 
štvrtej, ke  pri ubovo nom vynásobení rovnaké násobky prvej a tretej oproti 
rovnakým násobkom druhej a štvrtej, vzaté v pároch sú alebo naraz vä šie alebo 
naraz rovné alebo naraz menšie.“ (Euklides V., def. 5) 

Táto definícia umož uje porovna  nesúmerate né veli iny, a ukáza , že napríklad 
obsahy dvoch kruhov sú „jeden k druhému ako štvorce nad ich priemermi“ (Euklides XII, 
2). Obsah kruhu a obsah štvorca nad jeho priemerom sú (ako dnes vieme) nesúmerate né 
veli iny, ale napriek tomu jazyk geometrie umož uje dokáza  konštantnos  ich pomeru. 
To ukazuje prevahu expresívnej sily jazyka syntetickej geometrie nad expresívnou silou 
jazyka elementárnej aritmetiky. Elementárna aritmetika o pomeroch nesúmerate ných 
veli ín nevie ni  poveda . 

2.3 Algebra – schopnos  vyjadri ubovo né íslo vzniklé radikálovými rozšíreniami 

Oproti geometrickému jazyku, ktorý má neznámu v tvare úse ky neur itej d žky, jej 
druhú mocninu v tvare štvorca s neur itou stranou a tretiu mocninu v tvare kocky 
s neur itou hranou, jazyk algebry umož uje slobodne tvori  mocniny vyšších rádov. 
Terminológia, pomocou ktorej matematici 15. storo ia tieto nové mocniny vytvárali, bola 
pozna ená geometrickými analógiami, ke  tretiu mocninu neznámej nazývali cubus
a ozna ovali ju písmenom c. Ni  však nebránilo formálne pokra ova  aj za tretiu 
mocninu, za ktorú Euklida nepustil priestor. Neznámu nazývali res a ozna ovali 
písmenom r, jej druhú mocninu nazývali censo a ozna ovali z. Pre štvrtú mocninu písali 
zz (censo di censo), pre piatu rzz, pre šiestu zzz a tak alej. Takto jazyk algebry umož uje 
prekro i  medze, ktoré geometrii ukladá priestor a slobodne tvori  mocniny ubovo ného 
stup a. Tieto výrazy síce nevieme názorne interpretova , nevieme, o si máme pod 
sedemnástou mocninou neznámej predstavi , ale to nie je podstatné. Jazyk algebry 
obsahuje formálne pravidlá, ktoré umož ujú s týmito výrazmi narába  s rovnakou 
istotou, s akou Euklides narábal s prvou i druhou mocninou neznámej. 

V aka týmto inováciám sa podarilo nájs  riešenie rovnice tretieho stup a. Je to prvý 
výsledok európskej matematiky, ktorý prekra uje antické dedi stvo. Publikoval ho roku 
1545 v knihe Ars Magna Sive de Regulis Algebraicis taliansky matematik Girolamo 
Cardano. Riešenie rovnice x

3
= bx + c, zapísané v dnešnej symbolike má tvar 
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Cardano nikdy takýto vzorec nenapísal. (Podrobnosti objavu, ako aj pôvodnú Cardanovu 
formuláciu možno nájs  napríklad v (Kvasz 2008). Na takéto formuly bolo treba aka
ešte jedno storo ie. Tak i onak, uvedený výsledok dal algebraikom sebavedomie, v aka 
ktorému sa postupne emancipovali spod podru ia geometrie. Algebraická symbolika 
umož uje rieši  problémy, ktoré geometrický jazyk neumož uje ani len sformulova .  

2.4 Analytická geometria – schopnos  vyjadri ubovo nú algebraickú krivku 

Analytická geometria priniesla nový spôsob vytvárania geometrického tvaru. Útvar je 
konštruovaný bod po bode pomocou súradníc ur ených pomocou algebraického vz ahu. 
To je nie o zásadne iné ako u Euklida. Euklides vytváral útvar z úse iek a oblúkov 
kružníc. Euklidovská konštrukcia je konštrukciou pomocou kružidla a pravítka. Euklides 
má akési „mechanické“ formy, ktoré umiest uje na papier. Naproti tomu Descartes rozbil 
každý útvar na body a vynáša ho bod po bode: „Ak budeme bra  postupne nekone ný 
po et rôznych hodnôt pre úse ku y, dostávame nekone ný po et hodnôt pre úse ku x, 
a preto nekone ný po et bodov takých ako C, pomocou ktorých možno nakresli
požadovanú krivku“ (Descartes 1637, s. 319). Descartovi sa takto odkryl omnoho bohatší 
svet geometrických tvarov, než ako bol svet Euklidov.  

Ke  sa pozrieme z h adiska analytickej geometrie na geometriu syntetickú, možno 
poveda , že až na zopár výnimiek (ako Hippiasova kvadratrix, Archimédova špirála, 
Nikomédova konchoida alebo Dioklova cissoida (Heath 1921, s. 226, 230, 238 a 264)) sa 
celá syntetická geometria to í okolo kvadratických kriviek (kriviek, ktorých rovnice sú 
dané polynómom druhého stup a). Svet analytickej geometrie obsahuje neporovnate ne 
vä šie množstvo objektov, než svet euklidovský. Každý významnejší matematik 17. 
storo ia prišiel s príkladom novej krivky. Sta í spomenú  Descartov list, Bernoulliho 
lemniskátu, Pascalovu ulitu alebo tiež kardiódu, astroidu i strofoidu. Analytická 
geometria vlastne naplno využíva bohatstvo, ktoré ponúka algebra. Sta í vzia
polynóm, vhodne zvoli  koeficienty a pred nami sa odkrýva tvar, aký Euklides nepoznal. 

Pri výklade algebry sme spomenuli, že hlavná prednos  formuly oproti obrázku 
syntetickej geometrie je, že formula je schopná vyjadri  poradie jednotlivých krokov 
výpo tu. To sa plne využíva pri konštrukcii krivky. Jednotlivé body krivky sa vynášajú 
tak, že sa vypo íta hodnota polynómu pre príslušnú hodnotu argumentu. Tu sa formula 
používa rovnakým spôsobom ako v algebre: ako vz ah ur ujúci hodnotu ur itej veli iny. 
Pre skonštruovanie krivky však potrebujeme ís  za hranice algebry a vynies  jej body 
ved a seba. Potrebujeme uskuto ni  nekone ný po et konštrukcií (ako píše Descartes). 
V priebehu tohto nekone ného procesu vynášania bodov sa vynorí tvar. Žiaden 
z jednotlivých bodov tvar nezadáva. Až ke  sú všetky body vynesené, vynára sa tvar 
krivky. Tvar krivky tak nevyjadruje vz ah medzi neznámymi x a y (na tomto vz ahu je 
založená logická sila jazyka algebry); tvar krivky odkrýva vzájomnú závislos medzi 
premennými x a y. Descartes ešte nemal pojem funkcie, ten prinesie až Leibniz pri 
budovaní jazyka diferenciálneho a integrálneho po tu. Ale pojem závislosti premenných 
je rozhodujúcim krokom smerom k pojmu funkcie. Pripomína pojem úse ky neur itej 
d žky. Podobne ako bola úse ka neur itej d žky predchodcom pojmu neznámej, je pojem 
závislosti premenných predchodcom pojmu funkcie. Závislos  premenných ešte nie je 
funkcia, podobne ako úse ka neur itej d žky nie je neznáma. V oboch prípadoch sú to 
prvky ikonického a nie symbolického jazyka. 
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3 Metodická sila  

Ako tretiu potencialitu budem ilustrova  metodickú silu jazyka.  

3.1 Elementárna aritmetika – metóda chybného predpokladu 

O jazyku elementárnej aritmetiky možno poveda , že je nemetodický. Je príliš 
konkrétny na to, aby v om bolo možné sformulova  nejaký všeobecnejší postup i 
metódu na riešenie širšej triedy problémov. Dochované texty to potvrdzujú – sú to 
zbierky konkrétnych riešených príkladov bez akýchko vek metodických rád i návodov.4 

3.2 Syntetická geometria – konštruktívno-deduktívna metóda 

Syntetická geometria prináša pozoruhodnú metódu, ktorú použil Euklides 
v Základoch. Jej výklad možno nájs  v komentári Thomasa Heatha (Euclid I, s. 129–
131). Dôkaz ur itej propozície i riešenie ur itého problému pozostáva z piatich krokov. 
Prvým je prótasis (προτασις), t.j. vyslovenie tvrdenia vo všeobecnom tvare. Napríklad 
Propozícia 8 Knihy IV znie: „Do daného štvorca vpísa  kruh.“  

Druhým krokom je ekthesis (εκθεσις), t.j. preformulovanie tvrdenia do konkrétneho 
tvaru, v ktorom sa zavedie ozna enie: „Nech ABCD je daný štvorec, teda požaduje sa 
vpísa  kruh do daného štvorca ABCD.“ Ekthesis je sprevádzaná ná rtom, ku ktorému sa 
ozna enie vz ahuje a v ktorom jasne vyzna í, o je dané. Po ekthesis nasleduje asto 
diorismós (διορισμος) t.j. upresnenie, v rámci ktorého sa vyjasní, za akých podmienok 
má úloha vôbec zmysel.  

Tretím krokom je kataskeyé (κατασκευη), t.j. konštrukcia, pri ktorej sa prvky dané 
v ekthesis postupne dop ajú aby sa vytvoril objekt vyžadovaný v úlohe.  

Štvrtým krokom je apódeiksis (αποδειξις), t.j. samotný dôkaz v užšom zmysle. Ide 
o to, že ani pri isto dôkazových úlohách dôkaz spravidla nemôže nastúpi  hne  po 
ekthesis, lebo útvar, ktorý vystupuje v tvrdení je nutné doplni  o pomocné prvky (rôzne 
body, úse ky a oblúky kružníc), ktoré v zadaní nevystupujú, ale o ktoré sa opiera 
argumentácia dôkazu. Jednou z najkrajších ilustrácií takéhoto doplnenia je Euklidov 
dôkaz Pytagorovej vety. Až po tom, ako Euklides spustil výšku na preponu trojuholníka 
a rozdelil tak štvorec nad preponou na dva obd žniky, bolo možné dokáza , že obsah 
jedného obd žnika je zhodný s obsahom štvorca nad jednou odvesnou, a obsah druhého 
obd žnika je zhodný s obsahom štvorca nad druhou odvesnou. U Euklida apódeiksis
nasleduje až po skon ení kataskeyé, o znamená, že je jasne oddelená konštruk ná as
od dôkazu, ktorý je isto logickou argumentáciou.  

Závere ným piatym krokom je sympérasma (συμπερασμα), t.j. záver, spo ívajúci 
v návrate ku všeobecnému diskurzu, ktorý sme opustili v ekthesis, kedy sme všeobecné 
tvrdenie nahradili konkrétnym prípadom. Sympérasma spo íva v zopakovaní tvrdenia 
(„Preto v danom štvorci bol vpísaný kruh.“). Vidíme, že euklidovský dôkaz kombinuje 
analytické kroky so syntetickými.  

3.3 Algebra – analytická metóda 

Euklidovská geometria je zbierkou nesúvisiacich konštruk ných trikov. Mnohé úlohy 
vyžadujú dômyselné pomocné konštrukcie, ktoré dávajú široký priestor pre predvádzanie 
duchaplnosti. Ich zapamätanie je však zbyto né, lebo alšia úloha vyžaduje úplne iný 
trik. Preto síce iným spôsobom ako egyptské po ty, ale aj geometria je náro ná na pamä . 
Nemusíme sa bif ova  postupy typu „spôsob výpo tu pyramídy nemajúcej vrchol“, ako 
po tári, sta í si zapamäta  triky rôznych konštrukcií. Ale aj týchto trikov je ve a. Algebra 
umož uje záplavu konštruk ných trikov redukova  a izolované postupy spoji  do 



21

univerzálnej analytickej metódy. Je toho schopná v aka myšlienke, pochádzajúcej od 
Francoisa Vièta, ktorý v knihe In Artem Analyticam Isagoge (Viète 1591) zavádza na 
ozna enie veli ín dva druhy premenných: jeden druh pre neznáme, druhý pre parametre 
úlohy. Pôvodná Viètova konvencia (používa  na ozna enie neznámych ve ké samohlásky 
A, E, I, O, U a na ozna enie parametrov ve ké spoluhlásky B, C, D, F, G) sa neujala 
a dnes používame Descartovu konvenciu, ktorá pre neznáme používa malé písmená 
z konca abecedy (x, y, z, v, w) a pre parametre malé písmená zo za iatku abecedy (a, b, c, 
d, e). Napriek tomu, že sa nezachovala konkrétna podoba Viètovej symboliky, jeho idea 
zavies  dva typy premenných bola prvoradého významu. V aka nej sme schopní vyjadri
ur itý matematický problém vo všeobecnom tvare (ke  namiesto konkrétnych hodnôt 
parametrov zapíšeme aj parametre pomocou písmen) a potom pomocou algebraických 
úprav h ada  jeho všeobecné riešenie v tvare vzorca. Príkladmi takýchto všeobecných 
vzorcov sú vz ahy (1) a (2) vyjadrujúce riešenie rovníc druhého a tretieho stup a. Ke
máme vyrieši  nejakú konkrétnu rovnicu, nemusíme celý postup opakova , ale sta í 
dosadi  do vzorca konkrétne hodnoty parametrov. Vzorec tak vyjadruje v tvare jedinej 
formuly nekone ný po et konkrétnych postupov. V aka Viètovmu vynálezu algebra 
získava jednotu metód, aká bola v syntetickej geometrii nemyslite ná. 

Viète si bol vedomý významu svojho objavu. Novú metódu nazval analytickým 
umením. Viètova metóda sa stala modelom pre alšie disciplíny. Analytická metóda 
prešla postupne z algebry cez geometriu (Descartes 1637), matematickú analýzu 
nekone ne malých (Euler 1748), mechaniku (Lagrange 1788), teóriu vedenia tepla 
(Fourier 1822) až do logiky (Boole 1847). Univerzálna metóda ukazuje prednos  algebry 
pred geometriou. Euklidovská geometria žiadne univerzálne metódy nepozná, je zbierkou 
trikov, z ktorých každý sa hodí len na zopár príbuzných problémov. 

3.4 Analytická geometria – metóda redukcie 

Descartova Geometria je rozdelená do troch kníh. Prvá má názov „Problémy, ktorých 
konštrukcia vyžaduje iba rovné iary a kružnice“ a otvára sa tvrdením: „Každý problém 
geometrie možno ahko redukova  na tvar, v ktorom znalos  d žok ur itých úse iek 
posta uje pre jeho konštrukciu“. Descartes ukazuje, že problémy, ktoré možno 
skonštruova  pomocou kružidla a pravítka, sú ekvivalentné konštrukcii kore ov rovníc 
druhého stup a. Jadrom tejto asti Geometrie je všeobecná stratégia na riešenie všetkých 
geometrických problémov. Možno ju rozdeli  na tri kroky: pomenovanie, vypísanie 
rovníc a konštrukcia. V prvom kroku predpokladáme, že problém už bol vyriešený 
a dáme mená všetkým úse kám, ktoré sú potrebné pri jeho riešení. V druhom kroku, 
ignorujúc rozdiel medzi známymi a neznámymi úse kami, nájdeme vz ahy medzi ich 
d žkami, a zapíšeme ich pomocou rovníc. Tretí krok spo íva v geometrickej konštrukcii 
kore ov rovnice. Descartes uzatvára túto as  tvrdením, že všetky problémy klasickej 
geometrie možno vyrieši  uvedenou metódou. Analytická geometria umož uje redukova
geometrické problémy na algebru. Aby sme si ilustrovali silu tejto redukcie, uvedieme 
úlohu zostroji  pravidelný pä uholník. 

„Za nime s desa uholníkom. Predpokladajme, že pravidelný desa uholník je 
vpísaný do jednotkového kruhu a ozna me d žku jeho strany x. Ke že uhol 
ASB je 36

o
, a zvyšné dva uhly sú rovnaké, sú oba rovné 72

o
. Preto prerušovaná 

iara, ktorá rozpo uje uhol SAB, delí trojuholník na dva rovnoramenné 
trojuholníky (plynie to z ve kosti uhlov). Preto prerušovaná iara rozdelí 
polomer SB na dve úse ky dlhé x a 1 − x. Z podobnosti trojuholníka SAB 
s menším z trojuholníkov vieme, že 1/x = x/(1 − x), teda x2 + x − 1 = 0. Kladné 
riešenie tejto rovnice je x = ( ) /5 1 2− .“ (Courant a Robbins 1941, s. 122) 
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–
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Túto úse ku vieme ahko zostroji . 5  je uhloprie ka obd žnika so stranami 2 a 1. 
Od ítame od nej úse ku d žky 1 a výslednú úse ku rozpolíme. Ke  takto získanú d žku 
zoberieme do kružidla a za neme nanáša  na obvod jednotkovej kružnice, pri om si 
budeme všíma  iba každý druhý bod, dostaneme vrcholy pravidelného pä uholníka. Tu 
vidíme výhodu metódy redukcie. Úlohu konštruova  pravidelný pä uholník previedla na 
úlohu skonštruova  úse ku ur itej d žky, presne ako hovorí Descartes. Konštruk ná 
geometria bola náro ná, lebo na konštrukciu každého útvaru si bolo treba pamäta
špeciálny postup. V analytickej geometrii sa nekonštruujú útvary. Individuálne ur enia 
útvaru sa zapíšu do tvaru algebraických rovníc a tie sa všeobecnými metódami algebry 
vyriešia. Konštruujú sa potom iba riešenia rovníc, o sú úse ky ur enej d žky. Napríklad 
namiesto konštrukcie pravidelného desa uholníka sme dostali úlohu zostroji  úse ku 
s d žkou ( ) /5 1 2− . Na konštrukciu úse iek existujú štandardné metódy. Poznáme 
postup ako sa konštruuje sú et, sú in, rozdiel, podiel a druhá odmocnina úse ky danej 
d žky. A to je všetko, o si z geometrie potrebujeme pamäta .5  

Ke  sa z h adiska analytickej geometrie pozrieme na syntetickú geometriu, tak tam, 
kde bola pôvodne iba nepreh adná sple  konštruk ných trikov, sa za ína rta  systém. Už 
si nepotrebujeme pamäta  triky – metóda redukcie umož uje rieši  každý problém 
štandardným postupom. Nezaujíma ju elegancia riešenia. Je možné, že klasickí geometri 
dokázali zostroji  pä uholník s menším po tom krokov, ako treba pri postupe uvedenom 
vyššie. Výhoda uvedenej konštrukcie spo íva v tom, že nijako nesúvisí s pä uholníkom. 
V prípade ubovo ného iného útvaru bude postup v hlavných rysoch rovnaký − zmení sa 
iba rovnica, ktorej kore  budeme konštruova . Celková schéma však ostane nezmenená.
Tá schéma sa zakladá na poznaní, že v geometrii pod zjavným povrchom, na ktorom sa 
zakladajú triky geometrov, leží vrstva vz ahov, v aka ktorým sú tieto triky vôbec možné. 
Je potrebné zmocni  sa tejto hlbšej algebraickej úrovne problému a v nej h ada  riešenie. 
Vždy sa možno ahko vráti  spä , ku zjavnému povrchu. Takto analytická geometria 
odha uje hlbšiu jednotu, ktorá sa skrýva za zdanlivou rôznorodos ou geometrických 
úloh. Všetky úlohy spo ívajú v zostrojení úse iek, ktorých d žka je zadaná nepriamo, 
pomocou vz ahov k iným úse kám, a tieto vz ahy majú tvar algebraických rovníc. To je 
všetko. Preto metodickú silu jazyka analytickej geometrie budeme charakterizova  jeho 
schopnos ou zjednoti  postupy syntetickej geometrie. 

4 Integratívna sila  

Štvrtou potencialitou je integratívna sila jazyka.  

4.1 Elementárna aritmetika – jazyk je neintegratívny 

Možno konštatova , že jazyk elementárnej aritmetiky je neintegratívny, neumož uje 
vytvori  jednotiaci poh ad. Tento aspekt nachádza potvrdenie v dochovaných textoch, 
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ktoré sú zbierkami riešených príkladov bez pokusu o nejaký jednotiaci poh ad. Ak sa na 
papyruse vyskytuje nejaké usporiadanie úloh, toto usporiadanie je dané obsahom 
(osobitne sa uvádzajú úlohy na výpo et polí, úlohy na výpo et daní, úlohy na výpo et 
násypov, úlohy na výpo et kanálov). Teda jednotiaci princíp do problematiky nevnáša 
jazyk, ale pramení z toho, oho sa príslušné úlohy týkajú. 

4.2 Syntetická geometria – jednota Euklidových Základov

Najlepšou ilustráciou integratívnej sily jazyka syntetickej geometrie sú Euklidove 
Základy, ktoré spájajú do jedného celku teóriu ísel, planimetriu, stereometriu a teóriu 
proporcií ( o je antický ekvivalent teórie reálnych ísel). Dnes prevláda názor, že 
Euklidove Základy sú len s asti originálnym výtvorom Euklida. Mnohé partie Euklides 
prebral z diel, ktoré sa nedochovali. Teóriu proporcií, uvedenú v V. knihe Základov, 
pravdepodobne prebral od Eudoxa. Od Eudoxa pochádza aj metóda exhaustácie, uvedená 
v XII. knihe. Klasifikáciu iracionalít v X. knihe Euklides prebral od Theaiteta a teóriu 
ísel, obsiahnutú v VII.–IX. knihe, od Archyta z Tarentu. Euklidovým originálnym 

výkonom je teória Platónskych telies v XIII. knihe, ktorá tvorí vrchol celého diela. 
Vidíme, že Základy sú kompilátom, obsahujúcim myšlienky významných matematikov. 
Napriek tomu tvoria jednotný celok, ktorý itate a upúta svojou systematickou výstavbou 
a vzájomnou prepojenos ou jednotlivých tvrdení. A túto jednotu výstavby Základom
prepoži iava práve jazyk syntetickej geometrie. Jednota Euklidových Základov je tak 
vyjadrením integratívnej sily jazyka syntetickej geometrie.  

4.3 Algebra – jednota Bourbakiho matematiky 

Pokus o podobnú syntézu v sú asnej matematike, akú pre antickú matematiku tvoria 
Euklidove Základy, uskuto nila v druhej tretine 20-teho storo ia skupina francúzskych 
matematikov, publikujúcich pod pseudonymom Nicolas Bourbaki. Bourbakiho dielo je 
fascinujúce a zaslúžene si získalo obdiv a uznanie. Jednota, ktorú v matematike Bourbaki 
nachádza, je štrukturálna jednota, ktorá ilustruje integratívnu silu jazyka algebry. 

4.4 Analytická geometria – ??? 

Nie je ahké nájs  ilustráciu integratívnej sily jazyka analytickej geometrie.6 Možno 
by touto jednotou mohla by  jednota, ktorú do matematiky vnáša teória kategórií. 

5 Explanatorická sila  

Ako piatu potencialitu budem ilustrova  explanatorickú silu jazyka.  

5.1 Elementárna aritmetika – jazyk je neexplanatorický 

Jazyk elementárnej aritmetiky je neexplanatorický. Dochované texty obsahujú 
praktické návody bez akéhoko vek vysvet ovania. Túto rtu jazyka aritmetiky si všimli 
aj historici. Jeremy Gray píše v súvislosti s Egyptskou a Babylonskou matematikou 
o „protire ivých a neexplanatorických výsledkoch“ (Gray 1979, s. 3). Je to pochopite né. 
Ak jazyk nie je schopný vyjadri  všeobecnos , nie je v om možné vysvet ova  ale iba 
ukazova . 

5.2 Syntetická geometria – schopnos  vysvetli  neriešite nos  niektorých úloh 

Z poh adu elementárnej aritmetiky je nepochopite né, pre o úloha  
x + y = 10,    x·y = 40 
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nemá riešenie. Jazyk syntetickej geometrie dokáže vysvetli  túto zvláštnu skuto nos : 

„Výhodu prechodu ku geometrii môžeme ilustrova  nárastom explanatorickej 
sily. Zrejme neexistujú ísla x a y, ktorých sú et je 10 a sú in 40, a babylonskí 
pisári sa vyhli diskusii takýchto otázok. Teraz však môžeme nahliadnu , pre o 
také ísla neexistujú. V jazyku prikladania plôch máme za úlohu priloži
obd žnik s obsahom 40 na úse ku d žky 10 so zvyškom v tvare štvorca. 

     C      x  
       

       y   x    

      a 

Obsah x y ve kého obd žnika C sa mení s x (a preto aj s y) a je najvä ší vtedy, 
ke  obd žnik má tvar štvorca. V tomto prípade x = y = a/2, a obsah je a2/4. 
Preto daný problém môžeme vyrieši  iba za predpokladu, že a2/4 bude vä šie 
než daný obsah C. V našom príklade 100/4 = 25 nie je vä šie ako 40, preto 
žiadne riešenie nemôže existova . Diskusia možnosti nájs  riešenie je 
obsiahnutá v Euklidovi (Kniha VI, Prop. 27) bezprostredne pred riešením 
príslušného problému“ (Gray 1979, s. 24).  

Vidíme, že jazyk geometrie dokáže vysvetli  neexistenciu riešenia ur itej úlohy, o 
bolo z isto aritmetického h adiska nepochopite né. Pritom tento konkrétny príklad 
nárastu explanatorickej sily jazyka si všimli aj historici matematiky. 

5.3 Algebra – schopnos  vysvetli  neriešite nos  trisekcie uhla 

Jazyk algebry umož uje vysvetli , pre o sú tri antické problémy (trisekcia uhla, 
duplicita kocky a konštrukcia pravidelného sedemuholníka) neriešite né pomocou 
kružidla a pravítka. V rámci syntetickej geometrie je nepochopite né, pre o sa tak 
prirodzene formulované úlohy nedarí vyrieši . Jazyk algebry to umož uje pochopi , lebo 
dokáže charakterizova  súbor všetkých úloh, ktoré sú riešite né pomocou euklidovských 
konštrukcií. Sú to úlohy, v ktorých sa vyskytujú iba také úse ky, ktorých d žky sú bu
racionálne ísla, alebo ich možno z racionálnych ísel dosta  použitím kone ného po tu 
operácií druhej odmocniny. Na dôkaz toho, že uvedené tri úlohy sú prostriedkami 
euklidovskej geometrie neriešite né, sta í ukáza , že pri ich riešení nevyhnutne vzniknú 
úse ky, ktorých d žky nemajú uvedený tvar (Courant a Robins 1941, s. 120–140; Stewart 
1989, s. 50–60). V jazyku geometrie neriešite nos  nie je možné ani len vyjadri , nieto 
vysvetli . Naproti tomu jazyk algebry umož uje prí inu neriešite nosti spomenutých úloh 
pochopi . Kružidlo a pravítko umož ujú totiž vytvori  len úse ky, ktorých d žky sú 
z algebraického h adiska ve mi špeciálneho tvaru. Jazyk algebry má teda explanatorickú 
prevahu nad jazykom syntetickej geometrie. 

5.4 Analytická geometria – schopnos  vysvetli casus irreducibilis

Analytická geometria umož uje pochopi , pre o algebraické vzorce niekedy 
zlyhávajú. Myšlienka pochádza od Newtona. Musíme si uvedomi , že rieši  algebraickú 
rovnicu znamená h ada  priese níky krivky, zodpovedajúcej príslušnému polynómu, 
s osou x. Keby algebraické vzorce fungovali univerzálne, t.j. pri všetkých hodnotách 
koeficientov by mali riešenie, znamenalo by to, že všetky krivky musia pre a  os x. To je 
však nemožné. Nie je ažké nájs  polynóm, ktorého graf os x nepretína. Preto musí 
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existova  možnos , kedy vzorce zlyhajú a táto možnos  zodpovedá neexistencii 
priese níka. Nie je ažké nahliadnu , že je to práve vtedy, ke  sa pod odmocninou 
objavia záporné ísla. Napríklad vzorec 

a

acbb
x

2

42

2,1

−±−=

pre riešenie rovnice ax2 + bx + c = 0 prestáva fungova  ke  je íslo b2 − 4ac záporné. To 
nastáva vtedy, ke  parabola, daná rovnicou y = ax2 + bx + c, nepretne os x. 

Zlyhanie algebraických vzorcov nie je teda prejavom nešikovnosti algebraikov. Práve 
naopak, ke že algebraické rovnice vyjadrujú priebeh kriviek, vzorce na ich riešenie 
musia niekedy zlyha , aby dopriali krivkám potrebnú slobodu. Zlyhanie vzorcov, ktoré z 
h adiska algebry mohlo pôsobi  ako nedostatok, ním v skuto nosti nie je. Nie je to ani 
nejaký výnimo ný jav, ale ide o systematický rys algebraických formúl. Jazyk analytickej 
geometrie teda umož uje pochopi  zlyhanie jazyka algebry, ktoré bolo z algebraického 
h adiska záhadou.7 Máme tu do inenia s ímsi podobným, ako ke  syntetická geometria 
umožnila vysvetli  neriešite nos  niektorých aritmetických úloh. V oboch prípadoch 
geometrický jazyk odhalil netušené bohatstvo možných situácií a vy lenil tie, ktoré sú 
zodpovedné za zlyhanie symbolického jazyka. Preto tieto vysvetlenia nie sú prejavom 
duchaplnosti konkrétnych matematikov. Skôr ilustrujú explanatorickú silu jazyka.  

6 Metaforická sila  

Ako poslednú potencialitu budem ilustrova  metaforickú silu jazyka.  

6.1 Elementárna aritmetika – hudobné ladenie 

Metaforická sila ur itého jazyka môže by  ako pozitívna, kedy metafory otvárajú 
prístup k uchopeniu novej oblasti javov, tak negatívna, kedy nás metafory systematicky 
uvádzajú do omylu. Pozitívnou ilustráciou metaforickej sily jazyka elementárnej 
aritmetiky je pytagorejská teória íselnej harmónie. Na zvuku, ako ho bezprostredne 
vnímame, niet ni oho, o by pripomínalo ísla. Napriek tomu Pytagoras rozpracoval 
teóriu hudobnej harmónie, ktorá v hrubých rysoch platí podnes, a ktorá bola neskôr 
zdôvodnená teóriou kmitania kontinua a poznatkami fyziológie sluchu. Ako príklad 
negatívnej metafory možno vzia  inteligen né testy, ktoré tvoria jednu z posledných bášt 
pytagorejskej íselnej mystiky. Na rozdiel od pytagorejcov dnes už neveríme, že by ísla 
mohli mera  spravodlivos . Z neznámych prí in však v prípade inteligencie v silu ísel 
stále veríme. 

6.2 Syntetická geometria – zlatý rez vo výtvarnom umení; Spinozova etika 

Ako ilustráciu metaforickej sily jazyka syntetickej geometrie možno uvies  teóriu 
zlatého rezu vo výtvarnom umení a celkovú renesan nú snahu redukova  estetiku 
výtvarných diel na geometriu. Samozrejme, príklad hudobnej harmónie zvádza, ale na 
rozdiel od vlastných kmitov tekutiny vo vnútornom uchu, ktoré poskytujú vysvetlenie 
toho, pre o niektoré frekvencie vnímame ako harmonické, v oblasti vizuálneho vnímania 
nemáme žiadne analogické vysvetlenie, pre o by ur ité pomery mali súvisie  s pocitom 
krásy. Preto nemožno poveda , i snahy o vybudovanie geometrickej teórie výtvarnej 
harmónie sú pozitívnou alebo negatívnou ilustráciou metaforickej sily jazyka syntetickej 
geometrie.  

Ešte pozoruhodnejším príkladom metaforickej sily jazyka syntetickej geometrie je 
Spinozov spis Etika. Opä  niet dôvodu, pre o by štruktúra Euklidových Základov mala 
ma  nie o spolo né s etikou. Preto aj tu ide o použitie isto metaforické. Na druhej strane 
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Spinozov spis je fascinujúce dielo, sved iace o metaforickej sile geometrického jazyka. 

6.3 Algebra – Quesneho ekonómia, Parkinsonove zákony 

Ako ilustráciu metaforickej sily jazyka algebry možno vzia  vieru moderných 
ekonómov a riadiacich pracovníkov v „objektivitu“ algebraických vzorcov. Zdá sa, že 
v tomto prípade, podobne ako v prípade aritmetiky, má metaforická sila kladný aj 
záporný pól. Ako kladnú ilustráciu metaforickej sily jazyka algebry možno vzia Tableau 
économique Francoisa Quesneya z roku 1758, v ktorom vytvoril model hospodárstva, 
pomocou ktorého sa snažil ukáza  dôsledky zásahov do ekonómie. Model zachytáva sie
tokov v ekonómii a umož uje sledova  dôsledky rôznych zásahov. V zásade predstavuje 
ve kú sústavu rovníc (Quesnay ju znázornil graficky) a je tak svojou povahou 
algebraický. 

Na negatívne aspekty metaforickej sily jazyka algebry v ekonómii vtipne a výstižne 
upozornil C. Northcote Parkinson vo svojej knihe Parkinsonov zákon (Parkinson 1962). 
V tejto práci formuloval dôležitý zákon, udávajúci o akávaný prírastok úradníkov 
v centrálnom úrade: 

n
lk

x
m += 2

, 

kde k je po et úradníkov, ktorí usilujú o povýšenie prijímaním podriadených, l je rozdiel 
medzi vekom pri nástupe a pri odchode do penzie, m predstavuje po et hodín venovaných 
na vybavovanie zápisníc a n je po et skuto ne vybavených písomností; x udáva po et 
každoro ne požadovaných nových úradníkov. Samozrejme, tento príklad je žart, ale 
podobné vzorce vyjadrujúce „kvalitu“ vedeckej publikácie už žartom nie sú. 

6.4 Analytická geometria – ??? 

Pre metaforickú silu jazyka analytickej geometrie sa mi zatia  nepodarilo nájs
vhodnú ilustráciu.  

7 Zhrnutie 

Na príklade štyroch historických vrstiev matematiky, predstavovaných elementárnou 
aritmetikou, syntetickou geometriou, algebrou a analytickou geometriou som sa pokúsil 
ilustrova  nárast ich logickej, expresívnej, metodickej, explanatorickej, integratívnej 
a metaforickej sily. Dúfam, že sa podarilo ukáza , že týchto šes  potencialít jazyka 
objektívne existuje a ich analýza predstavuje legitímny predmet historického výskumu. 

Poznámky 

1 – V knihe (Kvasz 2008) sú uvedené iba štyri potenciality. Nutnos  doplni  dve alšie 
(metodickú a metaforickú silu) som si uvedomil až pri práci na systematickom výklade 
potencialít jazyka matematiky v (Kvasz 2010). 

2 − V Grundlagen der Arithmetik Frege uvádza ako príklad aritmetického tvrdenia vz ah 
135 664 + 37 863 = 173 527 (Frege 1884, s. 17). Tento príklad ukazuje, že jazyk 
elementárnej aritmetiky sa zakladá na formálnych pravidlách manipulácie so symbolmi.  

3 − Je dôležité si uvedomi , že algebra dokáže explicitne vyjadri  postup v aka tomu, 
že má implicitný pojem funkcie (alebo ako píše Frege, matematici „dospeli ku skúmaniu 
jednotlivých funkcií, avšak ešte bez toho, že by v matematickom zmysle použili toto slovo 
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a že by chápali jeho význam“). Je to práve odlíšenie funkcie a argumentu, ktoré 
umož uje zo vzorca vy íta  poradie, v akom jednotlivé operácie po sebe nasledujú.  

4 – To, že jazyk elementárnej aritmetiky neumož uje explicitne sformulova  žiadnu 
metódu, neznamená, že príklady riešené napríklad v Rhindovom papyruse neobsahujú 
ur itú implicitnú metódu, ktorá nie je vyjadrená, ale sa iba ukazuje. Nájdenie implicitnej 
jednoty postupov použitých pri riešení ur itej skupiny matematických úloh je zaujímavý 
problém. Podobne, ako si matematici starovekého Egypta a Babylónu museli by  aspo
do ur itej miery vedomí všeobecnosti svojich postupov (teda toho, že ke  sa konkrétne 
ísla nahradia inými, postupova  možno rovnako), aj ke  túto všeobecnos  nedokázali 

explicitne vyjadri , je možné, že ich postupy majú aj istú metodickú jednotu. Treba si 
však uvedomi , že takáto implicitná jednota nie je prejavom metodickej sily jazyka, ale 
práve naopak, vzniká ako kompenzácia jeho nemetodickosti. 

5 – Musím sa ospravedlni , ale neodolal som pokušeniu a ako ilustráciu som zvolil 
príklad, ktorý je elegantný, a kvôli tomu zastiera pointu. Pri konštrukcii pravidelného 
pä uholníka som totiž použili trik – jeho nahradenie desa uholníkom. Keby sme to 
neurobili, dostali by sme podobnú rovnicu, iba by to trvalo o nie o dlhšie. Podstatné tu 
však nie je, ako rýchle dostaneme rovnicu. Podstatná je skuto nos , že následná 
konštrukcia je už triviálna. Všetku prácu sme presunuli na plecia algebry. Algebra nás 
od rovníc priviedla ku kore om. Nám ostáva už len zostroji  kore , o je triviálne. 

6 – V (Kvasz 2008) som metódu redukcie uviedol ako ilustráciu integratívnej sily jazyka 
analytickej geometrie. Ke  som neskôr dospel k presved eniu, že existujú dve alšie 
potenciality (metodická a metaforická sila) zdalo sa mi vhodnejšie metódu redukcie 
vzia  za ilustráciu metodickej a nie integratívnej sily jazyka. 

7 – Treba doda , že s Cardanovým casus irreducibilis to nie je tak jednoduché. Polynóm 
tretieho stup a, ktorý Cardano skúmal, má tri reálne korene. Máme teda do inenia 
s jemnejším problémom. Vzorec pre riešenia rovnice tretieho stup a vyjadruje reálne 
korene ako kombinácie komplexných veli ín. To však ni  nemení na skuto nosti, že 
reprezentácia polynómov pomocou kriviek umož uje porozumie  javom, ktoré pri 
algebraickom prístupe pôsobia tajuplne.  
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POZNÁMKY K HISTORII FUNKCIONÁLNÍCH

ROVNIC

Abstract: The contribution is devoted to the origins and the development of the
theory of functional equations, especially in the 19th and 20th century. It shows how
functional equations assisted the development of mathematics in general (Gamma
function, Cauchy functional equations, convexity, harmonic functions etc.). Special
attention is given to elementary considerations on the real line and to the role which
functional equations could play at the secondary school curricula.

1 Úvod

1.1 Současný stav. Náhledem do databáze MathSciNet zjistíme, že funkcionální
rovnice (dále jen FR) se v několika posledních desetiletích těšily velkému a vzrůs-
tajícímu zájmu. Není divu, neboť nacházejí aplikace v mnoha disciplínách, a jak je
zmíněno v monografii [23], výsledky se objevují tak rychle, že je obtížné je i v ob-
sáhlé monografii zachytit (srv. s klasickými publikacemi [1], [2] nebo s nedávno vy-
šlou knihou [20]). Uvnitř matematiky FR úzce souvisejí s teorií pravděpodobnosti
a s teorií grup nebo teorií dynamických systémů a vně matematiky jsou intenzívně
využívány v ekonomii, v teorii informace, v biologii a fyzice. Jednotlivé speciální
výsledky lze nalézt prakticky ve všech odvětvích matematiky a nezanedbatelný je
i jejich didaktický potenciál, neboť umožňují jednotný přístup k zavádění elemen-
tárních transcendentních funkcí a jsou prakticky nepřeberným zdrojem úloh pro
zájmové matematické soutěže.1

1.2 Z čeho vyjdeme. Exaktní definice FR není příliš jednoduchá. Lze k ní při-
stoupit např. takto: Definujme člen pomocí podmínek:

(a) nezávisle proměnné x1, x2, . . . , xm jsou členy,
(b) je-li f funkce n proměnných a t1, t2, . . . , tn jsou členy, pak je

f(t1, t2, . . . , tn) také člen,
(c) žádné jiné členy, které se netvoří pomocí (a), (b) neexistují.

Relace t1 = t2, kde členy t1, t2 obsahují alespoň jednu neznámou funkci a konečný
počet nezávisle proměnných, je funkcionální rovnice. Přitom je třeba vymezit obor
funkcí, v rámci kterého řešení hledáme. Nebudeme však tuto definici rozebírat;
zvolíme obvyklý postup a spokojíme se s příklady FR (srv. [2]).2

Velice blízko modernímu pojetí řešení FR se dostal již Charles Babbage,
který 15. června 1815 prezentoval v Královské londýnské společnosti (The Royal
Society of London) své úvahy o přímých a inverzních výpočtech. Rozlišoval dva

1 Základní poučení o FR na velmi dostupné úrovni nalezne čtenář např. v [32] a [34], hlubší
poznatky v monografiích [2], [3], [20] a [23]. Zajímavým úlohám je věnována knížka [33].

2 Formální definice funkcionální rovnice se objevuje až ve 20. století, i když se s nimi již po
několik století pracovalo.
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různé přístupy: buď lze k dané funkci f hledat vztahy, kterým vyhovuje, nebo
k (daným) vztahům hledat funkce, které jim vyhovují. Demonstroval to na hledání
speciálních zobrazení (involucí) a řešil mnoho dalších zajímavých funkcionálních
rovnic. Na základě prezentovaných výsledků práce se stal uznávaným matemati-
kem, který byl ceněn zejména pro nové přístupy a studium nové problematiky.3

Přejděme však ke konkrétním jednoduchým příkladům.

Řešit funkcionální rovnici nebo jejich soustavu znamená nalézt všechny funkce
s daným definičním oborem, které splňují rovnice, v nichž vystupují jejich hodnoty.
Tak např. máme určit všechny posloupnosti reálných čísel {ak}

∞

k=0, pro něž platí

ak =
ak−1 + ak+1

2
, k = 1, 2, 3, . . . , (1)

tj. jejichž každý člen je aritmetickým průměrem členů sousedních, nebo všechny
reálné funkce f definované na množině všech reálných čísel R takové, že

f(x+ y) = f(x) · f(y) , x, y ∈ R . (2)

V případě (1) se jedná vlastně o soustavu spočetně mnoha rovnic, kterým mají vy-
hovovat členy hledané posloupnosti, v případě (2) je těchto rovnic ještě podstatně
více. Velmi snadno nahlédneme, že každá aritmetická posloupnost bude řešením
(1) a zkušenější čtenář kromě zřejmých řešení f ≡ 0 a f ≡ 1 rovnice (2) uhodne,
že jejím řešením je i exponenciální funkce f(x) = ex, x ∈ R.

Situaci lze dnes přirovnat k axiomatice: hledané objekty (posloupnosti, funkce)
popisujeme jejich vlastnostmi (axiomy). Tento přístup je podstatně starší a užíval
se dříve, než se vytváření teorií z daných axiomů stalo v matematice základním
nástrojem. Přitom podstatně ovlivnil vývoj matematiky, což budeme ilustrovat na
vybraných ukázkách.

1.3 Trocha rané historie. S posloupnostmi pracovali již matematici ve staro-
věku. Připomeňme, že Archimedes v souvislosti s kvadraturou parabolické úseče
v podstatě sečetl geometrickou řadu, jejíž členy byly vždy geometrickým průměrem
sousedních členů. Jeho metoda komprese aplikovaná na výpočet přibližné hodnoty
čísla π užívá posloupností rekurentní povahy: při zdvojnásobování počtu stran
pravidelných n-úhelníků vepisovaných a opisovaných kružnici se velikosti stran
počítají pomocí velikostí stran z předchozího kroku.4

Vzorci (1) lze posunem indexů a úpravou dát tvar rekurence

ak = 2ak−1 − ak−2 , k = 2, 3, . . . . (1’)

3 (1791−1871) přišel jako první s myšlenkou sestrojit programovatelný
počítač, který však nikdy nedokončil. V r. 1991 byl podle jeho zachovaných plánů sestaven plně
funkční počítací stroj, a to jen za použití prostředků dostupných v 19. století. Tak bylo prokázáno,
že by byl jeho stroj už tehdy funkční. Babbage je dnes spíše znám jako vynálezce počítače.

4 Vynikající výsledky, k nimž dospěl (287−212 před n. l.), jsou všeobecně známé.
Poměrně podrobný popis jeho výpočtů hodnoty π lze nalézt v [12] nebo v Úvodu k [36].
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Dříve nežli se rekurencemi budeme zabývat obecněji, připomeňme ještě jeden velmi
známý příklad. Ve Fibonacciho posloupnosti {Fk}

∞

k=1 pocházející ze 13. století jsou
prvé dva členy rovny 1 a další jsou vždy součtem dvou členů bezprostředně před-
cházejících. Je tedy

Fk = Fk−1 + Fk−2, k = 3, 4, . . . , a F1 = F2 = 1 . (3)

Definujme F0 = 0 a zaměňme (3) za (3’)

Fk = Fk−1 + Fk−2, k = 2, 3, . . . , a F0 = 0 , F1 = 1 ; (3’)

smysl úpravy je v tom, že vlastně vhodně dodefinujeme F0 a pracujeme s posloup-
ností {Fk}

∞

k=0. Čísla Fk jsou Fibonacciho čísla. Vzorec pro k-tý člen posloupnosti
{Fk} se nazývá Binetův vzorec a začátečníky obvykle překvapí jeho tvar

Fk =
(1 +

√
5)k − (1−

√
5)k

2k
√
5

. (4)

Ještě před Binetem odvodil tento vzorec de Moivre5 a položil tak základ důležité
metodě vytvořujících funkcí. Ukázal totiž, že pokud označíme součet mocninné
řady s koeficienty Fk

F(z) =
∞∑

k=0

Fkzk , je F(z) =
z

1− z − z2
;

jednoduchými úpravami lze pak dospět k (4). Blíže viz [35]. My budeme postupovat
jiným způsobem.

1.4 Jednoduché lineární rekurence. Nalezení posloupnosti popsané jednodu-
chými lineárními rekurencemi není složité. Vztah

ak = α1 ak−1 + α2 ak−2 + · · ·+ αd ak−d (5)

je tzv. homogenní lineární rekurence s konstantními koeficienty α1, . . . , αd řádu d.
Budeme hledat posloupnost, která jí vyhovuje, ve tvaru {xk}. Po dosazení, vydělení
xk−d (předpokládáme x �= 0, nulová posloupnost je triviálním řešením) a úpravě
dostaneme charakteristickou rovnici

xd − α1 xd−1 − α2 xd−2 − · · · − αd = 0 ,

5 (1180−1240) známý jako Fibonacci sepsal r. 1202 knihu Liber Abaci,
v níž popsal úlohu o růstu králičí populace vedoucí na zkoumání posloupnosti popsané pomocí (3).

(1667−1754) dokázal vzorec (4) r. 1718. V 19. století jej znovu odvodil
francouzský matematik (1786−1856). Pokud jej známe, lze jej
snadno dokázat matematickou indukcí. Fibonacciho čísla však znali již indičtí učenci
(asi 600−800), (před r. 1135) a (kolem r. 1150).
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kde αd �= 0. Podle základní věty algebry má tato rovnice v komplexním oboru C

celkem d kořenů (je d ≥ 1). Označíme-li je ξ1, . . . , ξd a jsou-li reálné a různé, pak
z linearity (5) plyne, že také každá posloupnost tvaru

{ak} = {c1ξ
k
1 + c2ξ

k
2 + · · ·+ cdξ

k
d}

je řešením (5). Každé takové řešení závisí na d konstantách c1, c2, . . . , cd, které se
eventuálně určí pomocí předepsaných hodnot a0, a1, . . . , ad−1.

Pokud čtenáři připomíná tento postup řešení lineárních diferenciálních rovnic
s konstantními koeficienty, není to náhoda. Teorie i metody řešení jsou podobné
a jsou zde i hlubší souvislosti. Poznamenejme ještě, že i případ vícenásobných
reálných kořenů charakteristické rovnice je podobný: je-li ξr jejím n-násobným
kořenem, vyhovují rekurenci (5) ještě posloupnosti {kξk

r }, {k
2ξk

r }, . . . , {k
d−1ξk

r }.
Podrobnější zkoumání nebudeme provádět, pro zvládnutí ilustrativních příkladů
nám to postačí.

Vraťme se k Fibonacciho posloupnosti popsané vzorcem (3’). Položme ak = xk;
dostáváme tak rovnici

xk = xk−1 + xk−2 , resp. x2 = x+ 1 .

Poslední rovnice má za kořeny čísla ξ1 = (1 +
√
5)/2 a ξ2 = (1−

√
5)/2 = 1/ξ1.

Číslo ξ1 se obvykle nazývá zlatý řez. Odtud dostáváme, že rekurenci v (3’) řeší
i posloupnost {

c1 ξk
1 + c2 ξk

2

}
s libovolně zvolenými koeficienty c1, c2 ∈ R. Jestliže nyní položíme F0 = c1+c2 = 0,
F1 = c1ξ1 + c2ξ2 = 1, snadno určíme c1 = −c2 = 1/

√
5 = 1/(ξ1 − ξ2). Odtud

dostaneme Binetův vzorec

Fk =
(ξ1)k − (ξ2)k

ξ1 − ξ2
=
(1 +

√
5)k − (1−

√
5)k

2k
√
5

,

který ukazuje jednu z mnoha překvapivých souvislostí zlatého řezu s něčím, co je
zdánlivě velice odlehlé.

Aplikujeme-li popsaný postup na rekurenci (1’), dospějeme podobným způso-
bem ke kvadratické rovnici

x2 − 2x+ 1 = 0

s dvojnásobným kořenem ξ = 1. Posloupnost, která je obecným řešením (1’), má
tvar {

c1 ξk + c2 kξk
}

.

Položíme-li nyní a0 = a, a1 = b, pak dostáváme c1 = a, c2 = b − a, a tedy při
d := b − a i známý vzorec

ak = a+ kd , k = 0, 1, 2, . . .
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Povšimněme si, že tato aritmetická posloupnost je restrikcí lineární funkce
f(t) = a + td, t ∈ R, na množinu N0 = N ∪ {0} a že restrikce f na množinu
všech celých čísel Z vyhovuje také rekurenci (1’).

2 Další vývoj

2.1 Druhý pohled do historie. Obraťme se ke složitějším případům. Jako jeden
z prvních příkladů užití funkcionálních rovnic se zpravidla uvádí speciální popis
lineární funkce: Funkce f je lineární na intervalu I, jestliže pro každou trojici
navzájem různých bodů x, y, z ∈ I, je

y − x

z − y
=

f(y)− f(x)

f(z)− f(y)
. (6)

V elementárních učebnicích se užívá k definici lineární funkce vztah

f(x) = ax+ b . (7)

Vztah (6) umožňuje dosazením funkce g za f rozhodnout (alespoň teoreticky –
uvažovaných trojic je nekonečně mnoho), zda je funkce f lineární na I či nikoli.
Na (7) můžeme pohlížet jako na řešení funkcionální rovnice (6), pokud ovšem
je a �= 0.6 Připomeňme na tomto místě jinou formu (6): Jednoduchou úpravou
dostaneme z (6)

f(y)− f(x)
y − x

=
f(z)− f(y)

z − y
; (6’)

k tomuto vztahu a k podobnému vztahu (znamení = nahradíme ≤) se později ještě
vrátíme.

Rovnice (1) říká, že hodnota členu posloupnosti v bodě k je průměrem hodnot
jejích členů v bodech od k stejně vzdálených (platí to nejen pro ty „nejbližší�).
Zkoumejme nyní reálnou funkci reálné proměnné s analogickou vlastností:

f
(x+ y

2

)
=

f(x) + f(y)

2
, x, y ∈ R . (7)

Zřejmě platí (upravujeme pouze rovnost, obory platnosti jsou zřejmé) pro číslo
a := f(0)

f
(x

2

)
=

f(x) + f(0)

2
=

f(x) + a

2
,

6 Tuto definici linearity použil (1323−1382) v díle Tractatus de configura-
tionibus qualitatum et motuum z r. 1352. Oresme studoval jako stipendista od r. 1348 v Paříži,
tedy v období, kdy morová nákaza děsila celou Evropu a kdy na její následky zemřela asi třetina
jejích obyvatel. Studia teologie dokončil r. 1356 a krátce nato se stal představeným (grand-
mâıtre) Navarrské koleje v Paříži. Od r. 1377 byl biskupem v Lisieux. Byl všestranným učencem,
kanovníkem Karla V. a jeho poradcem. Patrně je možné ho označit za nejvýznamnějšího evrop-
ského matematika 14. století. Byl Descartovým předchůdcem v zavádění souřadnic – s tím souvisí
i jeho popis přímek s nenulovou směrnicí. Patrně nejlepší přehled jeho matematických výsledků
přináší [22].
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a odtud dostaneme s využitím (7)

f(x) + f(y)

2
= f

(x+ y

2

)
=

f(x+ y) + a

2
,

neboli
f(x+ y) = f(x) + f(y)− a .

Je-li nyní g(x) = f(x)−a, vyhovuje tato funkce tzv. Cauchyho funkcionální rovnici

g(x+ y) = g(x) + g(y) , x, y ∈ R . (8)

Její řešení se nazývají aditivní funkce. Pro řešení rovnice (7) se někdy užívá název
1
2 -lineární funkce.

Cauchyho funkcionální rovnice jsou vlastně čtyři (srv. [2]) a jsou tvaru

f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y) ,

kde na místě znaků ∗ a ◦ stojí znaky pro základní operace v R, tj. „+� nebo „ · �;
obory, na nichž se tyto rovnice obvykle řeší, se liší. Věnujme pozornost nejprve
rovnici z (8)7 :

f(x+ y) = f(x) + f(y) , x, y ∈ R . (A)

Zřejmě je f(2x) = f(x+ x) = 2f(x) a matematickou indukcí obdobně dostaneme
f(nx) = nf(x) pro všechna x ∈ R a všechna n ∈ N. Pro x = m/n je nx = m1,
z čehož plyne nf(x) = mf(1), a tedy

f(x) =
m

n
f(1) = xf(1) . (9)

Využitím rovností f(0) = 0 a 0 = f(x) = f(x)− f(−x) dostaneme z (9) rovnost
f(r) = rf(1) pro všechna r ∈ Q. Jestliže budeme jako Cauchy předpokládat, že f
je spojitým řešením (A) na R, pak odtud limitním přechodem pro rk → x, rk ∈ Q,
dostaneme

f(x) = f(x · 1) = f
(
( lim
k→∞

rk) · 1
)
= lim

k→∞
rkf(1) = xf(1) ,

což již dává f(x) = xf(1), x ∈ R. Poměrně podrobný předchozí postup ilustruje,
jakým způsobem se funkcionální rovnice tohoto typu řeší.8 Snadno také nahléd-

7 Tuto rovnici zkoumali již r. 1791 (1752−1833) a r. 1809
(1777−1855), ale teprve Cauchyho vyšetřování v [8] z r. 1821 je z dnešních

měřítek přesnosti dostatečně uspokojivé. Legendre však již r. 1791 znal všechna spojitá řešení
Cauchyho rovnic.

8 Popišme stručně další vývoj poznatků o (A). (1842−1917) r. 1875
ukázal, že lineární funkce tvaru f(x) = xf(1), x ∈ R, jsou jedinými řešeními (A) spojitými ale-
spoň v jednom bodě. O něco později, r. 1880 dokázal, že stačí předpokládat existenci intervalu
(0, δ) s libovolným δ > 0, na němž je f(x) > 0, x ∈ (0, δ). R. 1901 dokázal

(1853−1936) (a později nezávisle i jiní), že k linearitě řešení (A) stačí jeho omezenost
na libovolném intervalu. (1878−1973) dokázal r. 1913, že k tomu stačí před-
pokládat jeho měřitelnost a konečně r. 1929 (1893−1986)
ukázal, že stačí např. jeho majorizace nebo minorizace měřitelnou funkcí na množině kladné
Lebesgueovy míry. Naproti tomu již r. 1905 dokázal (1877−1954) exis-
tenci nespojitých řešení rovnice (A) pomocí konstrukce tzv. Hamelovy báze R nad Q; tato řešení
jsou však patologická, jejich graf je hustý v R2 a nejsou ani shora, ani zdola omezená na jakémkoli
(nedegenerovaném) intervalu I ⊂ R. Podrobnější informaci nalezne čtenář např. v [3].
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neme, že každé řešení FR (7) obdržíme z vhodného řešení FR (8) přičtením kon-
stantní funkce.

Obraťme pozornost k jiné Cauchyho rovnici. Jedním ze spojitých netriviálních
řešení FR

f(xy) = f(x) + f(y) , x, y ∈ (0,∞) , (L)

je i přirozený logaritmus9, který se často zavádí jako to řešení f rovnice (L), pro
něž je

f ′(1) = lim
x→1

f(x)

x − 1
= lim

x→0

f(x − 1)

x
= 1 .

Na tomto místě je vhodné si uvědomit, že řešení FR velmi záleží na oboru, na
němž rovnici řešíme. Budeme-li řešit rovnici z (11), avšak pro případ x, y ∈ R, pak
pro libovolné x ∈ R bude platit po dosazení y = 0

f(0) = f(x) + f(0) ,

a tak v tomto případě dostáváme jako jediné pouze triviální řešení f ≡ 0. Odstra-
níme-li bod 0, tj. budeme-li rovnici z (11) řešit pro x, y ∈ R \ {0}, snadno ověříme,
že jejím řešením je např. funkce log |x|.

Podobně jediným řešením f rovnice

f(x+ y) = f(x) · f(y) , x, y ∈ R , (E)

které vyhovuje podmínce

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− 1

x − 0
= lim

x→0

f(x)− 1

x
= 1 , (10)

je (přirozená) exponenciála. Popišme její zavedení pomocí (E) trochu podrobněji,
neboť není bez zajímavosti i pro případné využití na střední škole. Řešeními rovnice
(E) jsou zřejmě konstantní funkce f ≡ 0 a f ≡ 1. Je-li f nenulové řešení (E),
existuje alespoň jedno x0 ∈ R, pro něž je f(x0) �= 0. Potom z rovnosti

f(x0) = f(x0 + 0) = f(x0)f(0)

plyne f(0) = 1, a tedy každé nenulové řešení rovnice (E) nabývá v bodě 0 hod-
noty 1. Dále platí pro každé x ∈ R

f(x) = f
(x

2
+

x

2

)
=

(
f

(x

2

))2
≥ 0 ,

což znamená, že všechna řešení (E) jsou nezáporné funkce. Protože dále je

1 = f(0) = f(x − x) = f(x) · f(−x) , (11)

9 Tuto rovnici již implicitně studoval (1584−1667) v práci Opus
Geometricum quadraturae circuli et sectionum coni. Toto dílo, v němž se pracuje geometrickými
prostředky, má cca 1250 stran a logaritmu se dotýká studiem vlastností „plochy pod hyperbolou�.
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vyhovují nenulová řešení rovnice (E) vztahu f(−x) =
(
f(x)

)
−1
a jsou dokonce

všude kladná. Konečně ze vztahů

f(2x) = f(x+ x) = (f(x))2 ,

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = (f(x))n · f(x) = (f(x))n+1 ,

dostáváme pomocí matematické indukce

f(nx) = (f(x))n

pro všechna x ∈ R a všechna n ∈ N. Snadno nahlédneme, že uvedené vlastnosti
patří k základním vlastnostem exponenciálních funkcí.

Až dosud jsme vůbec nevyužili podmínku (10). Ta má velmi závažné důsledky,
k jejich získání však potřebujeme některé základní poznatky z diferenciálního poč-
tu. Každá funkce vyhovující funkcionální rovnici (E) a podmínce (10) má derivace
všech řádů, je spojitá, rostoucí a konvexní na R a zobrazuje R na interval (0,∞).
Platí pro ni f ′ = f . Ukažme odkud to plyne.10

Již víme, že f ′(0) = 1. Snadno spočteme derivaci funkce f ve všech ostatních
bodech x ∈ R :

f ′(x)= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

f(x) · (f(h)− 1)

h
= f(x) lim

h→0

f(h)− 1

h
=f(x) .

Je tedy f ′ = f > 0, resp. f (n) = f > 0 pro všechna n ∈ N.11 Speciálně odtud
plyne, že f je rostoucí na R, a je tedy f > 1 na (0,∞) a f < 1 na (−∞, 0).

Zderivujme funkci g(x) = f(x)− (x+ 1), x ∈ R. Zřejmě je

g′(x) = f ′(x)− 1 = f(x)− 1 ,

takže g′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 0) a g′(x) > 0 pro x ∈ (0,∞). Jelikož je g(0) = 0,
nabývá g v bodě 0 minima a platí f(x) ≥ x + 1 pro všechna x ∈ R. Dále podle
tvrzení o limitě funkcí a nerovnostech platí

lim
x→∞

f(x) ≥ lim
x→∞

(x+ 1) =∞ ,

a s ohledem na (11) je limx→−∞ f(x) = 0. Jelikož je f rostoucí spojitá funkce na
R, má tzv. Darbouxovu vlastnost (nabývání mezihodnot). Odtud plyne pro obor
hodnot Rf funkce f rovnost Rf = (0,∞).

10 Poznamenejme, že při hledání diferencovatelného řešení (A) bychom snadno dospěli k rov-
nici f ′(x + y) = f ′(x), ze které plyne, že f ′ je periodická funkce, jejíž periodou je každé y ∈ R

a je tedy konstantní.
11 Současně jsme dokázali, že každé řešení rovnice (E), vyhovující podmínce (10), vyhovuje

diferenciální rovnici y′ − y = 0.
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Je samozřejmě příliš optimistické předpokládat, že by v době vzniku tohoto
textu bylo možno probrat na střední škole základní infinitesimální techniky – po-
kud ano, pak jen na úrovni kalkulu. Podmínku (10) však lze nahradit podmínkou
jednodušší. Platí totiž tvrzení:

Pro každou funkci f vyhovující funkcionální rovnici (E) jsou všechny tři násle-
dující podmínky ekvivalentní:

1 + x ≤ f(x) ≤ (1− x)−1 pro všechna x ∈ R, x < 1 ,

f(x) ≥ x+ 1 pro všechna x ∈ R ,

lim
x→0

f(x)− 1

x
= 1 .

A tak, kromě elementárních výpočtů, které dokazují základní vlastnosti exponen-
ciály, lze předložit žákům střední školy pravdivé a srozumitelné tvrzení: exponenci-
ála je jedinou funkcí f vyhovující funkcionální rovnici (E), pro niž platí f(x) ≥ x+1
pro všechna x ∈ R.

Poznamenejme ještě, že Cauchyho rovnice byly využity např. při důkazu plat-
nosti binomického rozvoje12

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α
k

)
xk .

2.2 Další transcendentní funkce. K zavedení goniometrických funkcí pomocí
FR existuje řada cest.13 Tak např. užití rovnice

f(x+ y) + f(x − y) = 2f(x)f(y) , x, y ∈ R , (12)

sahá až k d’Alembertovi.14 Pokud se předpokládá existence druhé derivace f ′′

funkce f , je řešení poměrně jednoduché. Viz např. [32]. Velmi často se užívá
k zavedení základních goniometrických funkcí součtových (rozdílových) vzorců pro
funkce sin a cos, které chápeme jako funkcionální rovnice na R:

f(x ± y) = f(x)f(y)∓ g(x)g(y) , x, y ∈ R ,

g(x ± y) = g(x)g(y)± f(x)f(y) , x, y ∈ R .

12 Použil je tak již (1707−1783), a dále r. 1797
(1765−1843), r. 1821 (1789−1857), a konečně ve známém

memoiru z r. 1826 (1802−1829). V soudobém pojetí je užit takový přístup
v [39].

13 Přístup k zavádění elementárních transcendentních funkcí „přes FR� použil
(1843–1904) již r. 1886. Pokusil jsem se takový přístup zpopularizovat v článku [37].

14 (1717−1783) studoval tuto rovnici již r. 1750 a pak r. 1769.
Rovnicí se rovněž zabývali r. 1804 a r. 1811 (1781−1840) a r. 1821
Cauchy. Ten také dokázal, že jediná netriviální spojitá řešení rovnice mají tvar f(x) = cos ax

a f(x) = cosh ax.
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Z těchto rovnic dvojice „rozdílových vzorců� tvoří jednoduchou soustavu FR, která
spolu s podmínkou

g′(x) = lim
x→0

g(x)− 0

x − 0
= lim

x→0

g(x)

x
= 1 (13)

umožňuje pohodlný přístup k současnému zavedení goniometrických funkcí cos
a sin. Ten má nezanedbatelnou výhodu v tom, že na střední škole se právě z těchto
vzorců obvykle odvozují všechny ostatní užitečné vzorce pro tyto funkce a není
třeba je proto znovu dokazovat. Viz [36].15

Nyní se vrátíme zpět do 18. století, v němž začíná historie funkce gama. Situaci
si přiblížíme příkladem: v rovnosti

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)
2

má levá strana smysl pro přirozená n, avšak pravá strana pro každé n ∈ R. Vzorec
nám umožňuje interpolovat a dosazením do pravé strany odpovědět např. na po-
někud pošetilou otázku, kolik je takový součet „do 5,25�. Pro násobení studoval
podobnou otázku po „rozumném rozšíření� faktoriálů Euler.16 Dospěl k řešení po-
mocí nekonečných součinů, a tak v podstatě již téměř získal vyjádření Γ -funkce.
Odvodil vzorec

n! =

∫ 1

0

(− log x)ndx ,

který po substituci a posunutí dává obvyklé integrální vyjádření

Γ (x) :=
∫
∞

0

exp(−t) tx−1 dx , x ∈ (0,∞) .

Položme otázku, v čem je toto řešení interpolačního problému výjimečné. Takto
definovaná Γ -funkce vyhovuje funkcionální rovnici

f(x+ 1) = x f(x) , x ∈ (0,∞) , (14)

a také podmínce
f(1) = 1 . (15)

15 To, že rozdílové vzorce jsou tím „nejsilnějším� párem, dokázal již r. 1919
(1880−1975). Později v letech 1939−1944 bylo několika matematiky nezávisle dokázáno, že k za-
vedení obou funkcí stačí jediná z těchto čtyř rovnic (rozdílová formule pro kosinus) a že žádná
z ostatních tří FR tuto vlastnost nemá. Od (1891−2002) pochází idea
využít k jejímu řešení již známé řešení d’Alembertovy rovnice. Viz [2].

16 Tento interpolační problém předložil Eulerovi pozdější sekretář Petrohradské akademie
(1690−1764). Euler nalezl jeho řešení v letech 1729–1930; bylo publiko-

váno v r. 1738. Autorem dnešního vyjádření včetně označení „gama-funkce� symbolem Γ a názvů
Eulerův integrál prvního a druhého druhu je Legendre. O Eulerově přístupu pojednává [24].
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Takových funkcí, které vyhovují (14) a (15), je však stále mnoho. Nepomohou
ani další dodatečně požadované vlastnosti jako konvexita či existence spojitých
derivací všech řádů na intervalu (0,∞). Problém je složitější, než se zdá.17 Existuje
však jediná funkce vyhovující (14) a (15), jejíž logaritmus je konvexní, a tou je
právě funkce Γ 18.

Speciální roli v důkazu této tzv. Bohr-Mollerup-Artinovy věty hraje vyjádření
Γ -funkce tzv. Gaussovým součinem

Γ (x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
, x ∈ (0,∞) ,

a charakteristika konvexity funkce pomocí funkcionálních nerovností. Jimi se nyní
budeme zabývat.

3 Funkcionální nerovnosti

3.1 Konvexita. Přítomnost funkcionálních rovnic a nerovnic v běžných definicích
si často ani neuvědomujeme. Existuje-li a ∈ R \ {0} tak, že je

f(x ± a) = f(x) , x ∈ R ,

je f periodická na R s periodou a. Je-li I interval a

f(y)− f(x)

y − x
≥ 0 , x, y ∈ I , x < y ,

je funkce f neklesající na I. Je-li I interval a jestliže je

f(y)− f(x)

y − x
≤

f(z)− f(y)

z − y
, x, y, z ∈ I , x < y < z , (16)

je funkce f konvexní na I.19

Přestože se jedná o běžně užívané definice, rozebereme tu poslední, protože
u konvexity je možných definic více, a některé jsou patrně i frekventovanější. Po
roznásobení a úpravě dostaneme

f(y)
(
(z − y) + (y − x)

)
≤ f(x)(z − y) + f(z)(y − x) ,

17 Již Euler dokázal, že Γ -funkce je transcendentní. Ukazuje se, že je však „transcendentnější�
než běžné elementární transcendentní funkce : R. 1887 (1859−1937) dokázal, že
Γ není ani řešením žádné algebraické diferenciální rovnice.

18 Toto tvrzení r. 1922 dokázali v podstatě (tvrzení neformulovali) dánští matematici
(1887−1925) a (1872−1937). Jejich důkaz r. 1931 významně

zjednodušil (1898−1962) v [5]. Funkce Γ se dá poměrně jednoduše rozšířit na
C \ {0,−1,−2, . . . }. Podobně lze v tomto oboru jednoznačně určit funkci Γ pomocí podmínek
(14) a (15). Je nutno předpokládat, že funkce splňuje (14) v C+ := {z ∈ C ; Re z > 0}, je zde
holomorfní a je omezená na pásu {z ∈ C ; 1 ≤ Re z < 2}. Toto tvrzení pochází od

(1910−2001) a je z let 1938 až 1939.
19 Tato podmínka má velmi hezkou „sečnovou� interpretaci. Viz např. [36].
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neboli

f(y) ≤ f(x)
z − y

z − x
+ f(z)

y − x

z − x
.

Položíme-li nyní α = (z−y)/(z−x), je (1−α) = (y−x)(z−x), a snadno dostaneme
nejprve

f(y) = f
(
x

z − y

z − x
+ z

y − x

z − x

)
≤ f(x)

z − y

z − x
+ f(z)

y − x

z − x
,

a po dosazení za α známou nerovnost

f(αx+ (1− α)z) ≤ αf(x) + (1− α)f(z) . (17)

Je zřejmé, že pokud bod y proběhne interval (x, z), pak α nabude všech hodnot
z intervalu (0, 1). Ponecháme čtenáři k uvážení, že se lze jednoduše „vrátit� od
(17) k (16) a že jsme tak obdrželi jinou možnou (ekvivalentní) definici: Funkce f
definovaná na intervalu I ⊂ R je konvexní na I, jestliže pro každé dva body x, z ∈ I
a každé α ∈ (0, 1) platí (17). Jednoduchá geometrická interpretace podmínky (17)
znamená, že sečna grafu funkce f procházející body [x, f(x) ] a [ z, f(z) ], x < z,
leží „mezi body� x a z nad grafem funkce f . Snadno nahlédneme, že vynechání
podmínky x < z nám umožní zabývat se pouze hodnotami α ∈ (0, 1/2 ]. Množina
řešení (17) se tím nezmění, protože faktor (1−α) nabude všech hodnot z intervalu
[ 1/2 , 1).

Připomeňme, že množina M ⊂ Rm se nazývá konvexní, jestliže pro každé dva
body x, y ∈ M a každé α ∈ (0, 1/2 ] leží všechny body z tvaru z = αx+ (1− α) y
v M . Jinak řečeno, konvexní množina obsahuje s každými dvěma body celou
úsečku, která je spojuje. V R jsou konvexními množinami právě všechny inter-
valy, v R2 jsou konvexními množinami např. všechny uzavřené kruhy či čtverce.
Odstraníme-li z konvexní množiny R2 např. libovolnou úsečku, výsledná množina
již nebude konvexní.20

Nyní můžeme definovat konvexitu funkce obecněji v Rm: Funkce f je konvexní
na konvexní množině G ⊂ Rm, jestliže pro každé dva body x, y ∈ G a každé
α ∈ (0, 1/2 ] je

f(αx+ (1− α) z) ≤ αf(x) + (1− α)f(z) . (17’)

Snadno nahlédneme, že (17) a (17’) pro interval I ⊂ R splývají. Načrtneme-li
obrázek, zjistíme z názoru, že funkce f definovaná na intervalu [ 0, 1 ] tak, že po-
ložíme f(0) = f(1) = 1 a f(t) = 0, t ∈ (0, 1), je konvexní na [ 0, 1 ], ale není
v krajních bodech intervalu spojitá. To se však nemůže stát, jestliže je konvexní
funkce definována na otevřeném intervalu I.

20 Konvexita množin a funkcí úzce souvisí (konvexní funkce má konvexní „nadgraf� a obráceně
funkce s touto vlastností jsou konvexní. Na vágní úrovni se konvexitou zabýval již Archimedes.
Za jejím moderním pojetím stojí (1864−1909). Zásadními poznatky k ní
přispěli (1884−1943) a (1887−1956). Na počátku 20. století se
konvexitou zabýval i (1859−1925), na jehož počest je užíván název J-konvexní
funkce.
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3.2 J-konvexita. Jestliže v (17’) zafixujeme α = 1/2, dostaneme definici kon-
vexity v Jensenově smyslu21 : Funkce je J-konvexní na intervalu I ⊂ R, jestliže
je

f
(1
2

x+
1

2
z
)
≤
1

2
f(x) +

1

2
f(z) . (18)

Porovnáním (7) a (18) nahlédneme, že J-konvexní funkce jsou zobecněním funkcí,
které jsme již zkoumali, a že každá aditivní funkce je též J-konvexní. Pokud obdob-
ným způsobem zavedeme také funkce J-konkávní, jsou lineární funkce a aditivní
funkce současně J-konvexní i J-konkávní. Podle chování aditivních funkcí můžeme
očekávat, že např. spojité J-konvexní funkce budou konvexní. Všimneme si proto
výsledků, které jsou z této oblasti známy. Dříve však uvedeme ještě jednu definici.

Jestliže zvolíme pevně α ∈ (0, 1/2 ] a budeme požadovat, aby funkce f vyhovo-
vala nerovnosti (17) pro každé dva body x, y z intervalu I a toto pevně zvolené
α, dostaneme definici α-konvexní funkce na I. Budou výsledky pro α-konvexní
funkce obdobné jako pro aditivní a J-konvexní funkce? Již poměrně dávno bylo
dokázáno, že spojité α-lineární, resp. α-konvexní funkce jsou lineární, resp. kon-
vexní. Přibližme alespoň částečně elementární metody, které se k důkazu těchto
vlastností používají.

Je-li funkce f α-lineární a f(0) = 0, je aditivní. To plyne z této úvahy:

f(x+ y) = f
(
α

x

α
+ (1− α)

y

1− α

)
= α f

(x

α

)
+ (1− α)f

( y

1− α

)
=

=
(
α f

(x

α

)
+ (1− α) f(0)

)
+

(
αf(0) + (1− α) f

( y

1− α

))
=

= f
(
α

x

α
+ (1− α) 0

)
+ f

(
α 0 + (1− α)

y

1− α

)
= f(x) + f(y) .

Funkce f − f(0) je α-lineární, je-li f α-lineární. Odtud a z předchozí úvahy plyne
aditivita α-lineární funkce. Již víme, že spojité aditivní funkce jsou lineární (jsou
β-lineární pro všechna racionální β ∈ (0, 1/2 ]), takže tím jsme důkaz dokončili.

O obecných α-lineárních funkcích a postačujících podmínkách pro jejich spoji-
tost bychom mohli uvést výčet jednotlivých vylepšování postačujících podmínek
jako u aditivních funkcí22. Zároveň poznamenejme, že pro každé pevně zvolené
α ∈ (0, 1/2 ] existují nespojitá řešení funkcionální rovnice

f(αx+ (1− α)z) = αf(x) + (1− α)f(z) , x, y ∈ R . (19)

Zajímavější jsou z tohoto hlediska poznatky o α-konvexních funkcích. Uvedeme
podrobněji pouze rozdíly v chování s tím, že každá α-lineární funkce je také zároveň
α-konvexní. Tak např. nespojité aditivní funkce zkonstruované Hamelem r. 1905

21 Z hlediska funkcionálních nerovností to znamená značnou redukci množiny nerovností,
kterými se zabýváme. Je proto přirozenou otázkou, zda se tím množina řešení nezvětší.

22 Podobal by se značně již dříve uvedené poznámce o spojitosti aditivních funkcí, neboť
často studium těchto funkcí probíhalo současně.
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jsou J-konvexní a jejich restrikce na interval I ⊂ R jsou J-konvexní (a zároveň
J-konkávní) na I. Viz [15]. Obdobné konstrukce nespojitých α-konvexních funkcí
(případně s dodatečnými vlastnostmi) lze nalézt v literatuře. Viz [10]. Jako ukázku
vlastností funkcí tohoto typu ocitujme tvrzení z [10], str. 117 : Pro libovolně zvolené
α ∈ (0, 1/2 ] existuje na Rm, m ∈ N, α-konvexní (která není α-lineární !) shora
neomezená funkce, která je buď zdola omezená, nebo zdola neomezená. Není těžké
si rozmyslet, že graf takové funkce na R již nemusí být hustý v R2.

Zajímavé je také následující tvrzení: Je-li G ⊂ Rm konvexní otevřená množina
a zvolíme-li pevně α ∈ (0, 1/2 ], pak funkce f α-lineární na G je lineární, je-li jistá
velmi komplikovaná množina dosti velká, tj. existují-li a, b ∈ R, a < b tak, že je

λ∗
(
{ x ∈ G ; f(x) ≤ a } ∪ { x ∈ G ; f(x) ≥ b }

)
> 0 , (20)

kde λ∗ je vnitřní Lebesgueova míra, která je zde užita vzhledem k neměřitelnosti
nespojitých α-lineárních funkcí na G.

4 Harmonické funkce

4.1 Základní vlastnosti. Vraťme se k rovnici (7) nebo až k rovnici (1). Obě vyja-
dřují hodnotu funkce v nějakém bodě x definičního oboru jako aritmetický průměr
jejích hodnot v bodech, které jsou v R od bodu x stejně vzdáleny. Při zobecňování
do prostorů Rm, m > 1, vyplňují tyto body sféry se středem v bodě x a je jich
nekonečně mnoho. Budeme se zabývat pouze případem m = 2 a užívat označení
z = [ x, y ], i když řadu úvah lze bez obtíží provádět v prostoru Rm, m ∈ N. Spoji-
tou funkci v R2 lze integrovat na každé kružnici vzhledem k „normalizované délce
oblouku� a zkoumat tak spojité funkce, pro něž je

f(z) = L(f ; z, r) :=
1
2πr

∫
f(t) dλ(t) . (21)

Zde je r poloměr uvažované kružnice a faktor 1/(2πr) délkovou míru normalizuje.
Podobně lze pracovat i s obsahovými průměry a zkoumat (spojité či obecnější)
funkce, pro které je

f(z) = A(f ; z, r) :=
1

πr2

∫
f(u) dμ(u) , (21’)

kde μ je Lebesgueova dvourozměrná míra na kruhu

B(z, r) := {u ∈ R2 ; dist(z, u) < r} ;

faktor 1/(πr2) má opět normalizační charakter.

Funkce spojité na R2, které vyhovují podmínce (21) nebo (21’) pro každé z ∈ R2

a každé r > 0, se nazývají harmonické funkce. Je známo, že tyto funkce lze charak-
terizovat nejen jako funkce s vlastností průměru (21) či (21’), ale též jako spojitá
řešení tzv. Laplaceovy diferenciální rovnice

Lf(z) :=
( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f(z) = 0 . (22)



43

Rovnost (22) říká, že součet druhých parciálních derivací funkce f je v každém
bodě z ∈ R2 roven 0.23 Čtenář by si měl uvědomit, že v R se tato rovnice redukuje
na jednoduchou diferenciální rovnici y′′ = 0 a že tudy vede i jednoduchá cesta
ke zobecnění do prostorů vyšší dimenze (stejně tak lze lehce zobecňovat do vyšší
dimenze přes „průměrové vlastnosti� (21) nebo (21’)). V prostoru R2 jsou však
harmonickými funkcemi nejen funkce lineární, ale i mnoho dalších, např. funkce
f1(z) = ex cos y nebo f2(z) = ex sin y, které jsou reálnou a imaginární částí funkce
ez, z ∈ C. Je přirozené vyšetřovat harmonické funkce na oblasti G, což je otevřená
souvislá množina. Podmínky (21) nebo (21’) se pak uvažují pouze pro ta r > 0,
pro něž je

{u ∈ Rm ; dist(z, u) ≤ r} ⊂ G .

Tato r jsou pro dané z ∈ G přípustná. Systém všech funkcí harmonických na G
budeme značit H(G).

Vlastnosti, které se pro lineární funkce v R jeví jako zřejmé, nejsou zdaleka
zřejmé pro harmonické funkce na G ⊂ R2. Tak např. harmonická nekonstantní
funkce na oblasti G nemůže nabývat svého maxima či minima v žádném bodě z G.
Toto tvrzení se obvykle nazývá princip maxima. Viz např. [17]. V R je taková
funkce rostoucí či klesající v otevřeném intervalu a tvrzení je tedy triviální. Nyní
se vrátíme k dalším poznatkům pro případ m = 1.

4.2 Ještě o průměrech. Připomeňme, že spojitá funkce na otevřeném intervalu
I je lineární, jestliže pro všechna x ∈ I a všechna přípustná r je (srovnejte se (7))

f(x) =
f(x − r) + f(x+ r)

2
. (23)

Dokonce stačí, je-li tato podmínka v každém bodě x ∈ I splněna pro přípustná
r = ρk, k ∈ N, pro něž pro každé ε > 0 posloupnost {ρk} (závisící na x !) obsahuje
rl < ε. Bude však analogické tvrzení platit v případě, že podmínku průměru ana-
logickou k (21) nebo (21’) budeme mít v každém bodě x k dispozici jen pro jeden či
dva přípustné poloměry r ? Nežli se začneme touto otázkou zabývat, uvědomme si,
že chceme svázat „lokální� a „globální� podmínky pro chování funkce. K ověření
podmínky (22) v bodě z stačí znát f na jakémkoli okolí z, ve druhém případě jsme
vázáni na okolí odpovídající přípustnému(-ým) poloměrům pro z.

Technicky to znamená řešit otázku, zda další zmenšení „počtu rovnic� povede
k ekvivalentním výsledkům. Již jednoduchá pozorování ukazují, že např. funkce

23 Tuto diferenciální rovnici studovali v různých souvislostech již r. 1752 Euler a v letech
1760 až 1761 (1736−1813). Později pak mj.
(1749−1827), po kterém je operátor L a celá rovnice v (22) pojmenována. Harmonické funkce, kte-
rým dali toto jméno r. 1879 (Lord ) (1824−1907) a

(1831−1901), se velmi často objevují ve fyzice při popisu stacionárních jevů. Označení ‘har-
monické funkce’ se nejprve užívalo jen pro polynomy a kolem r. 1900 se začalo užívat v dnešním
pojetí. Vlastnost průměru spojitých řešení Laplaceovy rovnice jako první patrně dokázal r. 1840
Gauss a to, že je charakterizuje, dokázal r. 1905 (1882−1945). Podrobnosti lze
nalézt v [31].
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f(x) = dist(x, N), x ∈ R, nebo funkce g(x) = cosπx, x ∈ R, mají vzhledem ke
své periodicitě vlastnost (23) pro všechna r, která jsou přirozenými čísly, a přesto
nejsou lineární na R. Pro druhou funkci, ač je nekonečněkrát diferencovatelná,
neexistuje žádný interval, na kterém by byla lineární.

Problém byl vyřešen v r. 1958.24 Bylo dokázáno, že pro m ≥ 2 dva poloměry
stačí, pokud jejich podíl neleží ve výjimečné množině. Popis této výjimečné mno-
žiny je obecně komplikovaný, nás však zajímá jen jednorozměrný případ. Tam
touto výjimečnou množinou je množina všech kladných racionálních čísel. To také
vysvětluje, proč v uvedeném příkladu existují nelineární spojitá řešení systému
FR. Poznamenejme ještě, že Hamelův příklad nespojitých aditivních funkcí uka-
zuje, že pokud nepředpokládáme spojitost funkce f , existují funkce, které v každém
bodě x ∈ (a, b) vyhovují rovnici (23) pro všechna přípustná r > 0 a přesto nejsou
lineární.

Obraťme se k nyní k „jednoprůměrovým� větám. Nechť je ke každému bodu x
z oblasti G ∈ R2 přiřazeno jedno přípustné r =: δ(x). Tážeme se, zda rovnosti

f(x) = L(f, x, δ(x)) , x ∈ G , (24)

nebo rovnosti

f(x) = A(f, x, δ(x)) , x ∈ G , (24’)

zaručují, např. za předpokladu spojitosti funkce f , že funkce f je harmonická na G.
Nás bude opět nejvíce zajímat případ m = 1, ale bez zajímavosti není obecnější
informace pro vyšší dimenzi.

I když byl problém patrně znám již dříve, explicitně formulován byl r. 1968.
Ve sbírce úloh [27] ho John Edensor Littlewood (1885–1977) popsal takto:
. . . Je-li w spojitá na uzávěru D omezené oblasti D, a je-li „jednoprůměrová�,
tj. je v každém bodě rovna svému průměru přes kružnici opsanou tomuto bodu a le-

žící spolu se svým vnitřkem v D, pak je w harmonická v D (Kellogg, [21]). Jestliže
je w omezená, můžeme připustit i konečný počet výjimečných bodů na hranici. . . .
Tak vzniká otázka : Je-li w spojitá na omezené D a má jednoprůměrovou vlastnost,
je již w harmonická ? Domnívám se, že odpověď je NE, i když by D byl kruh. Je
to obtížný problém, neboť taková funkce závislá pouze na r to být nemůže a nespo-
jitost v jediném bodě hranice to vylučuje také (což eliminuje jeden z přirozených
přístupů). . . . Poznamenávám, že kladná odpověď je slabší v případě integrace přes
kruh, odpovídající záporná odpověď je příslušně silnější.

Poslední poznámka je jednoduchým důsledkem elementární věty o střední hod-
notě : Pokud pro spojitou funkci h platí v nějakém bodě z rovnost h(z) = A(h, z, r0)
pro nějaké r0 > 0, pak existuje 0 < r < r0, pro něž h(z) = L(h, z, r).

Na řešení tohoto obtížného problému se čekalo čtvrt století. Dnes jsou známy
např. případy, kdy δ-harmonicita s „plošnými� průměry (A(f, z, δ(z)) = f(z))

24 Výsledky, pocházející od (1903−1968) z [11], byly po
jistou dobu považovány za kuriozitu. Viz [40]. Srovnejte též s [13].
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spolu s jistými dodatečnými podmínkami zaručují harmonicitu f . Na druhé straně
se potvrdila Littlewoodova domněnka, že pouze „sférická� průměrová vlastnost
(f(z) = L(f, z, δ(z)) i při spojitosti f harmonicitu nezaručuje.25 Nás však zajímá
v této souvislosti pouze jednodimenzionální případ.

4.3 Dirichletova úloha. Nežli postoupíme dále, připomeňme tzv. Dirichletovu
úlohu. Ta spočívá pro danou omezenou oblast G v R2 v určení spojité funkce na
uzávěru G oblasti G tak, aby na hranici ∂G splývala s předem danou spojitou
funkcí g a aby její zúžení na G leželo v H(G). U oblastí s jednoduchou hranicí
(např. hladkou) je to vždy možné. V R je situace obzvlášť jednoduchá. Oblastí
G je interval a jeho hranicí je množina jeho koncových bodů. Pokud předepíšeme
hodnotu funkce g v těchto bodech, je řešením Dirichletovy úlohy pro G lineární
funkce, která nabývá v koncových bodech G těchže hodnot jako g.

V souvislosti s příklady uvedenými ve spojitosti s Delsartovým výsledkem by
se mohlo zdát, že by existence nelineárních funkcí mohla spočívat v neomezenosti
oboru či s tím, že δ je uvnitř vyšetřovaného intervalu „velmi malá�. Začněme
s omezeným intervalem (a, b). Přiřaďme každému x ∈ (a, b) číslo rx, pro něž je
a < x − rx < x < x+ rx < b. Tážeme se, zda existuje spojitá funkce f a (kladná)
funkce rx, x ∈ (a, b), taková, že

f(x) =
f(x − rx) + f(x+ rx)

2
, x ∈ (a, b) , (25)

není lineární funkce. Pokud nepřidáme další podmínku, je odpověď kladná a ne-
pomůže ani dodatečný předpoklad omezenosti funkce. f 26

Je-li F primitivní funkce k f na (a, b), tj. F ′ = f , a jestliže (25) nahradíme
vztahem

f(x) =
F (x+ rx)− F (x − rx)

2rx

, x ∈ (a, b) , (25’)

a předpokládáme, že existují obě jednostranné konečné limity limx→b− F (x) a
limx→a+ F (x), pak je již f nutně lineární funkce. Viz opět [19]. Na pravé straně
v (25’) je jednorozměrný analog průměru v (21’) a toto tvrzení má ještě starší
kořeny.27 Klíčovou roli v něm hraje následující již dříve zmíněný princip maxima.

25 K částečným výsledkům přispěla celá plejáda matematiků, řešení podali r. 1994
(*1940) a (*1955), kteří dokázali, že existuje spojitá (dokonce

nekonečně krát differencovatelná) funkce f na otevřeném jednotkovém kruhu v R2 s průměrovou
funkcí δ(z), 0 < δ(z) < 1 − ‖z‖, která vyhovuje podmínce L(f, z, δ(z)) = f(z) a která není
harmonická. Obecnějšímu problému, kdy jsou δ-harmonické funkce zároveň již harmonické, se
věnovali v celé sérii článků, jejichž výsledky se nebudeme zabývat.

26 Tento výsledek pochází z r. 1954. Viz [19]. Odpovídající ’zigzag’ protipříklad je popsán
i v monogragii [9] z r. 1966, kde je připisován M. Schiffmanovi. Kniha [9] je anglickým překla-
dem podstatně přepracovaného vydání díla, které vyšlo v Die Grundlehren der mathematische
Wissenschaften. Poznamenejme, že 1. díl této části vyšel r. 1924 a 2. díl r. 1937; jako autor se
u přepracovaného 2. dílu někdy uvádí Richard Courant.

27Již r. 1909 (1883−1917) dokázal, že měřitelná funkce f splňující v ob-
lasti G podmínku průměru typu (21) pro všechna přípustná r splňuje i podmínku typu (21’) pro
všechna přípustná r a je tedy spojitá a harmonická.
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Je-li f spojitá na uzávěru G omezené oblasti G ⊂ Rm, kde m = 1 nebo m = 2,
a δ-harmonická v G, nabývá svého maxima na hranici ∂G. Přibližme si základní
myšlenku důkazu. Množina, na níž funkce f nabývá maxima, je uzavřená. Pokud
by celá ležela v G, obsahovala by bod z0, ve kterém by vzdálenost dist(z0, ∂G)
nabývala svého kladného minima. Odtud se odvodí spor, neboť stejné hodnoty by
musela vzhledem k podmínce průměru nabývat f i v nějakém bodě se vzdáleností
od hranice ještě menší. To se např. v R využije tak, že od f odečteme lineární
funkci g, která v krajních bodech G nabývá stejných hodnot jako f . Protože rozdíl
f − g je rovněž spojitá δ-harmonická funkce, na kterou můžeme aplikovat princip
maxima, dostaneme odsud již snadno f−g = 0. Stojí za to si povšimnout, že celou
úvahu lze snadno provést pro průměry typu (21) nebo (21’) a také převést i do
prostorů vyšší dimenze.28

Je ještě jeden důvod, pro který jsme podnikli malou exkurzi do teorie harmo-
nických funkcí. Jestliže zvolíme pevně n ∈ N a budeme se zabývat v rovině R2

jednoduchými FR, budou přirozenými kandidáty na vyšetřování funkce f , které
budou v každém bodě z ∈ R2 aritmetickým průměrem hodnot funkce f ve vrcho-
lech všech pravidelných n-úhelníků se středem z. Je známo, že řešeními takového
systému FR jsou harmonické polynomy ve dvou proměnných. Jako jeden z jedno-
dušších výsledků uvedeme tento: Jestliže je v R2 spojitá funkce f v každém bodě
z ∈ R2 průměrem hodnot ve vrcholech každého čtverce se středem z a se stranami
rovnoběžnými se souřadnicovými osami, pak je f harmonickým polynomem stupně
nejvýše čtvrtého. Viz [4].29

4.3 Závěrečná poznámka. Předchozí text je jenom výřezem z historie funkcio-
nálních rovnic. Vědomě jsme tak pominuli mnoho souvisejících výsledků a zájemce
odkazujeme na citované monografie [2] a [20]. Tak např. v souvislosti s řešením
diferenciálních rovnic studoval Euler tzv. homogenní funkce.

Je-li dáno γ ∈ R, pak rovnice

f(t x, t y) = tγf(x, y) , x, y, t ∈ (0,∞) (26)

se nazývá Eulerovou rovnicí a funkce, které jí vyhovují, nazýváme homogenními
funkcemi stupně γ. Jsou to tedy např. funkce

x+ y

2
(γ = 1) ,

x

y
(γ = 0) , x2 + 4y2 − 2xy (γ = 2) .

28 Tvrzení, které jsme dokázali, pochází z r. 1909 od (1860−1940). Viz
[38]. R. 1912 Volterrův důkaz zjednodušil (1875−1932). Od něj též pochází
důkazový princip, postavený na triku „nejbližšího bodu�. Poznamenejme ještě, že na postupném
průměrování, kde fk(z) = A(fk−1, z, δ(z)), f0 = f , lze založit metody k řešení Dirichletovy úlohy.

(1875−1941) to dokázal v r. 1912 pro δ(z) = dist(z, ∂G). Za funkci f0 zvolíme
libovolné spojité rozšíření funkce g spojité na ∂G „dovnitř�, tj. spojitou funkci na G, a pak
řešením Dirichletovy úlohy pro omezenou oblast G a podmínku g je f := limk→∞ fk. Viz [25].

29 Stačí předpokládat daleko méně než globální spojitost, např. omezenost řešení na mno-
žině kladné dvourozměrné míry. Pomocí aditivních funkcí je popsána i celá struktura nespoji-
tých řešení systému FR a jsou řešeny i případy průměrů obecnější povahy (případ pravidelných
n-úhelníků).
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Vzniká otázka, zda lze popsat všechny homomogenní funkce pro daný stupeň γ.
Pro řešení tohoto problému položme t = x−1 a dostaneme z (26) rovnici

f(x, y) = xγf
(
1,

y

x

)
.

Odtud vidíme, že existuje vzájemná jednoznačná korespondence mezi funkcemi g,
definovanými na intervalu (0,∞) a homogenními funkcemi, kterou popisuje vztah

f(x, y) = xk g
(x

y

)
.

Uvažujme nyní obecnější rovnici

f(tx, ty) = h(t) · f(x, y) , x, y, t ∈ (0,∞) . (27)

Položme

f((tu) x, (tu) y) = h(t) · f(t(ux), t(uy)) , x, y, t, u ∈ (0,∞) ,

a upravujme

f((tu) x, (tu) y) = h(tu) · f(x, y) ,

f(t(ux), t(uy)) = h(t) · f(ux, uy) = h(t) h(u) · f(x, y) .

Z nalezeného vztahu je patrno, že h vyhovuje zbývající Cauchyho rovnici (té,
kterou jsme v předchozím textu zcela pominuli) :

h(tu) = h(t) · h(u), t, u ∈ (0,∞) .

Není bez zajímavosti (viz [20]), že pro všechna n ∈ N jsou s Cauchyho rovnicí
ekvivalentní FR ∣∣f(x+ y)

∣∣n = ∣∣f(x) + f(y)
∣∣n .

Avšak mnohem zajímavější jsou pro nás FR, které zobecňují Cauchyho rovnice.30

f(x+ y) = g(x) + h(y) , x, y ∈ R ,

f(x+ y) = g(x) · h(y) , x, y ∈ R ,

f(x · y) = g(x) · h(y) , x, y ∈ (0,∞) ,

f(x · y) = g(x) + h(y) , x, y ∈ (0,∞) .

Tyto rovnice lze chytrým jednoduchým trikem redukovat na Cauchyho rovnice.
Ukažme to velice stručně na příkladu rovnice (A).

30 Tyto rovnice studoval r. 1903 (1874−1914), kterému je věnována
jedna z publikací edice Dějiny matematiky (viz [7]). Tento svazek vyšel i v anglické verzi. V něm
čtenář nalezne řadu dalších informací.
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V rovnici
f(x+ y) = g(x) + h(y) , x, y ∈ R , (28)

položme

f(t) = ϕ(t) + a+ b , g(t) = ϕ(t) + a , h(t) = ϕ(t) + b ,

takže dostaneme rovnost

(ϕ(x+ y) + a+ b) = (ϕ(x) + a) + (ϕ(y) + b) .

Odtud vidíme, že ϕ vyhovuje Cauchyho rovnici (A) pro aditivní funkce. Například
pro spojité funkce f , g, h, dostaneme ϕ(t) = ϕ(1) t a

f(t) = ϕ(1) t+ a+ b , g(t) = ϕ(1) t+ a , h(t) = ϕ(1) t+ b ,

kde f(0) = a+ b, g(0) = a a h(0) = b.

Bez širších souvislostí by se mohly jevit některé popisované problémy jako příliš
elementární a samoúčelné. Některé se zrodily přímo ve vícerozměrné verzi a my
jsme je pouze zúžili na jednorozměrný případ. Doufám, že se mi uvedenými jedno-
duchými příklady podařilo čtenáře přesvědčit, že FR tvoří elegantní partii matema-
tiky s mnoha užitečnými souvislostmi a že tato partie nepostrádá kromě elegance
i jistou krásu.
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MATEMATYKA NA ZIEMIACH POLSKI  
W EPOCE O WIECENIA  

WITOLD WI SŁAW 

Abstract: We are going to present the state and development of mathematical sciences on 
Polish territories in the years 1740–1832, i.e. in the time of Enlightenment in Poland. After 
a cassation of Jesuits in 1773, the Commission of National Education – a first Ministry of 
Education in the World – had organized a new educational system in Poland, based on new 
programs, new teachers and new textbooks in Polish. Reforms of education in schools and 
universities are to be discussed, including the most important, reform of the Commission of 
National Education (KEN), based on Educational Laws (1783). Reforms of KEN implied 
higher level of mathematics in Poland, in particular in the Main Schools (Cracow and Vilna). 
After decline of Poland in 1795, Polish Universities in Cracow and in Vilna still were 
working. New parts of mathematics had appeared in university programs. Warsaw University 
was founded in the year 1816, closed after November uprising in 1831. Polish mathematicians 
started to publish their papers in international journals. Owing to the high level of education, 
including mathematics, started by the Commission of National Education, Polish nation saved 
his identity during 123 years of the slavery.  
  

0 Wst p 

Stan matematyki w I połowie XVIII nie przedstawiał si  najlepiej. W szkołach 
nauczano matematyki w bardzo ograniczonym zakresie. Nacisk kładziono raczej na 
przedmioty humanistyczne, w tym nauk  łaciny. Kolegia jezuickie, a tych była 
wi kszo , matematyk  traktowały w sposób elastyczny, stosownie do zalece
w przepisach Ratio Studiorum (1599), normuj cych funkcjonowanie tych szkół. Podobne 
rzecz si  miała na uniwersytetach, w Akademii Krakowskiej i Akademii Jezuickiej 
w Wilnie. Kasata zakonu jezuitów w roku 1773 wymusiła konieczno  przeprowadzenia 
reform szkolnictwa. Zreorganizowano je w sposób jednolity w skali całego kraju, 
przeprowadzaj c reform  całego szkolnictwa, w tym uniwersytetów. Wprowadzono 
pierwsze w wiecie ministerstwo edukacji zwane Komisj  Edukacji Narodowej
(w skrócie: KEN). Kierowało ono całym szkolnictwem w oparciu o Ustaw  Edukacyjn
z roku 1783. W oparciu o Ustaw  wprowadzono jednolite programy nauczania, 
dostosowuj c do nich odpowiednie podr czniki, na które ogłoszono konkursy. Nauczanie 
miało si  odbywa  po polsku, a sprawami programów i podr czników miała si
zajmowa  specjalna agenda, Towarzystwo do Ksi g Elementarnych, kierowane przez 
ksi dza Grzegorza Piramowicza. Reformie poddano te  uniwersytety. Niestety, skuteczne 
reformy przerwał ostatecznie upadek pa stwa polskiego wraz z trzecim rozbiorem 
w 1795 roku. Jednak zmiany w nauczaniu pozostały, nie zmienili ich zaborcy 
w pocz tkowym okresie. Rosja i Prusy, wzoruj c si  na modelu KEN, przeprowadziły 
podobne reformy do polskich. Dzi ki aktywno ci Jana niadeckiego, zarówno na Sejmie 
rozbiorowym w Grodnie (1793), jak i pó niej, w wyniku wizyty w Wiedniu u cesarza 
Austrii (1797), zaborcy nie zlikwidowali polskich uniwersytetw, gwarantuj c ich 
istnienie poprzez zabezpieczenie odpowiednich kwot na ich egzystencj . Po rozbiorach 
oba uniwersytety, po krótkim zastoju na przełomie XVIII i XIX wieku, funkcjonowały 
nie najgorzej. Dzi ki odpowiedniej polityce rektora Uniwersytetu Wile skiego, Jana 
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niadeckiego (w latach 1807–1815), Cesarski Uniwersytet Wile ski stał si  czołowym 
uniwersytetem Rosji a  do jego likwidacji w 1832 roku. Reformy i system edukacji 
w Polsce okazał si  by  na tyle trwałym i skutecznym, e jeszcze w latach trzydziestych 
XIX wieku na obrze ach dawnej Rzeczpospolitej (Witebsk, Połock, Kamieniec Podolski, 
Krzemieniec itd.) funkcjonowały polskie szkoły, nauczaj ce po polsku, z polskich 
podr czników, cz sto w oparciu o ksi ki elementarne, tzn. w oparciu o podr czniki 
zatwierdzone i wydane przez Towarzystwo do Ksi g Elementarnych, albo w oparciu 
o inne ksi ki polskoj zyczne.  

Poziom obu uniwersytetów, w Krakowie i w Wilnie, nie odbiegał w tym czasie, ani 
w zakresie programów nauczania, ani te  w zakresie oferty dla studiuj cych, od innych 
uniwersytetów w Europie rodkowej (Dorpat, Królewiec, Berlin, Praga), niekiedy 
znacznie przewy szaj c reprezentowany tam poziom. Na naszych uniwersytetach 
brakowało jednak twórczo pracuj cych matematyków, którzy czasami (cho  nie tak 
cz sto, jak dzi ) trafiali si  na innych uczelniach. Po prostu w tamtych czasach profesor 
miał naucza  matematyki, a nie tworzy  j . Twórcami bywali tylko nieliczni.  

System szkolnictwa KEN z pewno ci  dopomógł Polakom w utrzymaniu to samo ci 
narodowej przez cały okres zaborów, tzn. a  do odzyskania niepodległo ci po I wojnie 
wiatowej, tzn. do 1918 roku.  

     W omawianym okresu polskie uniwersytety funkcjonowały pod ró nymi nazwami.  
Uniwersytet w Krakowie funkcjonował wtedy jako: 

1. Akademia Krakowska (Academia Cracoviensis) do 1773 roku;  
2. Szkoła Główna Koronna (1773–1797);  
3. Universität Krakau (1797–1809);  
4. Uniwersytet Jagiello ski (1809–1830 i pó niej).  

Natomiast w tym okresie Uniwersytet Wile ski funkcjonował jako:  

1. Akademia Wile ska (Academia Vilnensi Societatis Jesu) do 1773 roku;  
2. Szkoła Główna Litewska (1773–1797); 
3. Cesarski Uniwersytet Wile ski (1797–1832).  

W 1816 roku powstał Królewski Uniwersytet Warszawski, który istniał do roku 1831. Został 
zlikwidowany przez władze rosyjskie po powstaniu listopadowym.  

1 Lata 1701–1773 

1.1 Szkolnictwo  

W tym okresie wi kszo  szkół ( rednich) to były szkoły prowadzone przez jezuitów 
(66), pijarów (tylko 19) i kilka nielicznych innych szkół (kolonie akademickie czy te
szkoły bazylianów). Zakres nauczania matematyki sprowadzał si  do elementarnej 
arytmetyki i fragmentów geometrii elementarnej wg Elementów Euklidesa lub innego 
dzieła, wzorowanego na Euklidesie.  
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1.1.1      Pijarzy. Collegium Nobilium Stanisława Konarskiego 

Pijarzy rozpocz li swoj  działalno  w Polsce w wieku XVII. Pierwsze kolegium 
pijarów powstało w Warszawie w roku 1643 z inicjatywy króla Władysława IV.  

 Stanisław Konarski, pijar, po czteroletnich studiach w Rzymie, w latach 1725–1729, 
zapoznawszy si  z systemem nauczania w szkołach zgromadzenia pijarów, postanowił po 
powrocie do kraju zało y  szkoł , nauczanie w której chciał oprze  na najlepszych 
wzorach zagranicznych. Szkoł  tak  otworzył w Warszawie, w roku 1740. Nazwał j
Collegium Nobilium. Wkrótce model kształcenia młodzie y szlacheckiej, wzorowany na 
szkole Konarskiego i zreformowanym programie nauczania, przejm  jezuici, organizuj c 
liczne Collegia Nobilia w całej Rzeczpospolitej. 

W modelu kształcenia Konarskiego du y nacisk poło ony był na nauki cisłe. Pijarzy 
przejawiali bardzo du  aktywno  w zakresie nauk cisłych. Zachowało si  wiele 
dokumentów zwi zanych z nauczaniem matematyki w szkołach pijarskich po zało eniu 
Collegium Nobilium. W drugiej połowie XVIII wieku, a w szczególno ci w okresie 
reform KEN, pijarzy wydali wiele bardzo dobrych podr czników matematyki. Cz
z nich funkcjonowała pó niej równolegle z podr cznikami matematyki Lhuiliera. 
Niektóre z nich były pod wzgl dem dydaktycznym warto ciowsze od ksi ek Lhuiliera, 
a przede wszystkim od Algebry Lhuiliera, która z wielu wzgl dów nie była 
najodpowiedniejszym podr cznikiem tego przedmiotu. 

Ju  w roku 1742 ukazał si  drukiem podr cznik matematyki (Jan Kies albo Kiesius, 
Institutiones Mathematicae). Ksi ka zawiera wykład arytmetyki, geometrii i sze
tablic. Zapewne był to pierwszy podr cznik matematyki w Collegium Nobilium 
Konarskiego. Nowo ci  jest wprowadzenie systemu dwójkowego i czwórkowego. Cz
arytmetyczna zawiera elementy algebry, a wi c symbolik  literow , proporcje i równania 
stopnia 1 i 2, przykłady równa  liniowych i formalne ró niczkowanie wielomianów (De 
Methodo Differentiarum). Zakres geometrii nie odbiega od przyj tego w XVIII wieku. 
Jest to kompendium podstawowych poj  planimetrii i stereometrii i trygonometrii 
płaskiej. W ksi ce s  pi kne tablice ryte w miedzi, przedstawiaj ce siatki wielo cianów 
i innych brył.  

Pocz tkowy program matematyki w Collegium Nobilium mo na odtworzy  z popisu 
w roku 1754. Wykłady były jeszcze po łacinie. Wzorowane były na ksi kach Christiana 
Wolffa, których liczne wydania były w u yciu w Europie w XVIII wieku. 

Rok pó niej, Bernard Siru  wydał w Rzymie, w roku 1755, zbiór kilku prostych 
zada  z analizy matematycznej. Jest to pierwszy tekst po wi cony analizie 
matematycznej, wydany przez Polaka. Jednak po powrocie do Polski, ju  jako profesor 
Szkoły Głównej Litewskiej, nie zajmował si  matematyk .  

Czego naprawd  uczono z matematyki w Collegium Nobilium Konarskiego, mo na 
dowiedzie  si  z r kopisów Józefa Mniszecha z lat 1755, 1757 i 1759. Wykładowc
matematyki w latach 1757–1759 był Wi niowski. Jego wykłady Elementa Philosophiae
spisane w trzech tomach przez Mniszecha, obejmowały elementy logiki, elementy 
astronomii w uj ciu kopernika skim, elementy mechaniki, optyki itd. W zakres wykładu 
matematyki wchodziły tradycyjne elementy arytmetyki z pocz tkami algebry (zapis 
dziesi tny, działania na liczbach, symbolika literowa, najprostsze równania, wyci ganie 
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pierwiastków stopnia dwa i trzy), a z geometrii (Compendium Geometriae) podstawowe 
poj cia i twierdzenia planimetrii wraz z elementami stereometrii, obejmuj cymi bryły 
obrotowe, przekroje sto kowe i podstawowe formuły na obliczanie powierzchni 
i obj to ci brył. 

Przytoczony zakres wykładu jest zbli ony do programu wykładu matematyki Bartscha 
w Akademii Wile skiej (1707/1708) z t  jednak ró nic , e w Collegium 
Nobilium brakło elementów geometrii analitycznej. 

Now  jako  stanowi  pijarskie podr czniki, przede wszystkim arytmetyki i algebry, 
wydawane w latach siedemdziesi tych XVIII stulecia: Arytmetyka Skaradkiewicza 
(1766), Geometrya Bystrzyckiego (1769), Nauka Matematyczna Marquarta (1772), 
Algebra W gle skiego (1775), Geometrya Skaradkiewicza (1776), Algebra Ustrzyckiego 
(1778), Jeometrya praktyczna Zaborowskiego (1786), wreszcie Arytmetyka Bielskiego 
(1793). Na osobn  uwag  zasługuje Arytmetyka prostacka Sirucia (1777), czyli 
podr cznik arytmetyki dla analfabetów. Podr czniki algebry Ustrzyckiego 
i W gle skiego, po nieznacznym rozszerzeniu, mogłyby miało konkurowa  z Algebr
Lhuiliera. Zreszt  w raportach wizytatorów KEN mo na odnale  informacje wskazuj ce 
na to, e podr czniki pijarów były cz sto w u yciu, mimo ustawowego obowi zku 
posługiwania si ksi kami elementarnymi, tzn. podr cznikami wydanymi przez KEN. 
Szczególnie du ym powodzeniem cieszyła si Geometrya praktyczna Zaborowskiego. 
Była po prostu łatwiejsza od ksi ek Lhuiliera. Na zako czenie warto odnotowa , e 
Collegium Nobilium Konarskiego była pierwsz  szkoł  w Polsce, w której do programu 
nauczania wł czono elementarn  algebr .  

1.1.2     Szkoła Rycerska  

Szkoł  Rycersk , zwan  te  Korpusem Kadetów, utworzył król Stanisław August 
Poniatowski w roku 1765, lokuj c j  w Warszawie. Celem było nie tylko kształcenie 
kadry oficerskiej, lecz tak e przygotowywanie urz dników do słu by pa stwowej. Szkoła 
przetrwała do roku 1794. Komendantem Szkoły był ksi  Adam Czartoryski, który 
jednak cz sto sp dzał wiele czasu poza Warszaw . Korpus zaplanowany był na dwustu 
słuchaczy. Jednak ich liczba nigdy nie przekroczyła osiemdziesi ciu. Oprócz słuchaczy 
stacjonarnych byli ka dego roku słuchacze dochodz cy z kwater w Warszawie, nie 
odnotowani w oficjalnych dokumentach Korpusu. Do takich słuchaczy nale ał np. Karol 
Hube, syn Michała. Szkoła została zamkni ta po trzecim rozbiorze. Odegrała ona wa n
rol  w historii Polski. Jednym z jej wychowanków był Tadeusz Ko ciuszko.  

W ród kadry wykładaj cej matematyk  były osoby wybitne. Do takich nale eli 
Christian Pfleiderer1 i Michał Hube. Mniej wybitnym wykładowc  matematyki był Józef 

                                                
1 Christian Pfleiderer (1736–1821) był od samego pocz tku (tzn. od roku 1775) członkiem Towarzystwa do 
Ksi g Elementarnych a  do wyjazdu z Polski, tzn. do roku 1782. Uczestniczył aktywnie w pracach 
Towarzystwa, recenzuj c nadesłane prospekty podr czników z matematyki i fizyki. Ponadto brał udział 
w pracach nad ostatecznymi wersjami wszystkich podr czników Lhuiliera i ksi ki Hubego z fizyki. Na 237 
(26. XI 1781) posiedzeniu Towarzystwa powołano zespół w składzie: Gawro ski, Hołłowczyc i Pfleiderer do 
czytania Algebry Lhuiliera i Fizyki Hubego. Na 248 posiedzeniu Towarzystwa, w dniu 19 lutego 1782, 
Phleiderer po egnał si  z Komisj  przed wyjazdem na uniwersytet w Tybindze (Tübingen), na którym do ko ca 
ycia był profesorem matematyki i fizyki. Jego miejsce w Towarzystwie zaj ł Simon Lhuilier, którego 

podr czniki zostały ju  wcze niej zatwierdzone lub wydrukowane. Jako matematyk Pfleiderer zajmował si
głównie Elementami Euklidesa. (vide: Deduction der Euclidischen Definitionen 2, 3, 5, 7 des V. Buchs der 
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Ł ski, który wykładał matematyk  w Korpusie Kadetów w ostatnich latach jego istnienia. 
Christian Pfleiderer był profesorem matematyki i fizyki w Szkole Rycerskiej w latach 
1766–1782, a w latach 1772–1782 dyrektorem generalnym nauk. Michał Hube był 
profesorem matematyki w Korpusie i nast pc  Pfleiderera na stanowisku dyrektora 
generalnego nauk w latach 1782–1794. Józef Ł ski był wychowankiem Pfleiderera. Ł ski 
wykładał matematyk  w Korpusie w latach 1789–1794, tzn. a  do jej zamkni cia. 

 Poniewa  cz  szkolenia i musztra odbywały si  w j zyku niemieckim, w tym te
j zyku przygotowano podr cznik matematyki. Dwuj zyczny tekst przygotował pijar, ks. 
de Brochwic Jelinek, prefekt warszawskiego Collegium Nobilium. Wst p do ksi ki 
podpisany jest przez Kaufmana, o którym niczego nie wiadomo. 

 Nowo powstałe szkoły, Collegium Nobilium Konarskiego i Szkoła Rycerska, pod 
patronatem króla Stanisława Augusta Poniatowskiego, stworzyły pewien wyłom w 
starym systemie szkolnictwa polskiego. Stanowiły wzór reform, ale na pełn  reform
edukacji trzeba było jeszcze poczeka .  

1.2       Uniwersytety  

1.2.1       Matematyka w Akademii Krakowskiej przed okresem reform KEN  

Niewiele zachowało si  dokumentów wiadcz cych o stanie matematyki w Akademii 
Krakowskiej przed okresem reform Komisji Edukacji Narodowej, a w szczególno ci 
przed wizyt  Hugona Kołł taja. O stanie Akademii Krakowskiej pisał Hugo Kołł taj:2  

24. SZKOŁA GŁÓWNA KRAKOWSKA  
Nie b dziemy tu wspomina , do jakiego stopnia sławy doszła niegdy  Szkoła Główna 
Krakowska w Polszcze i Europie. Te chwalebne dla nauk i umiej tno ci nie mog
nale e  do naszych dziejów. Bior c ich epok  od roku 1750 i rozbieraj c uwag  czasy 
ostatnie, przyzna  z alem potrzeba, e ta sławna niegdy  całej Polski szkoła w bardzo 
lichym znajdowała si  stanie. [...]  

i dalej (loc. cit., s. 58):  

26. CO DO UMIEJ TNO CI  
[...] Matematyka szła przecie  lepiej. Algebry wprawdzie nie mieszczono jeszcze 
mi dzy matematyczne nauki, w geometryi jednak trzymano si  analisim veterum. 
Systema Kopernika, cho  był uczniem i członkiem tej szkoły, nie było przyj te ani w 
astronomii, ani w fizyce, i nie mo na si  temu dziwi , bo astronomia nie miała 
obserwatoryjum, a fizyka zatrudniała si  metafizycznymi kwestyjami. Najznakomitsz
osob  w matematycznej szkole był Regius astrologus; do niego nale ał rz d nad t
szkoł , aprobacyja kalendarzów z ich prognostykami, które miały wzi to  mi dzy 
domatorami i gospodarzami. [...]  

                                                                                                                                                        
Elemente, Archiv der reinen und angewandten Mathematik herausgegeben von Carl Friedrich Hindenburg, Heft 
7, 1798; Die Scholien zu Buch II der Elemente Euclid’s, Academische Schriften., Stuttgart, 1826).  
2 Hugo Kołł taj, Stan o wiecenia w Polsce w ostatnich latach panowania Augusta III (1750-1764). [Reprint: 
Ossolineum, Wrocław, 1953.] 
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Podstaw  materialnego bytu Akademii były stare fundacje i przywileje królewskie na 
druk kalendarzy. Przywilej taki otrzymała Akademia Krakowska od Augusta II w roku 
1714. Wcze niej takie przywileje otrzymywały osoby prywatne, np. matematyk toru ski 
i gda ski, Paweł Pater w roku 1703. W oparciu o przywilej wydany Akademii 
Krakowskiej, Kostkowski wydawał kalendarze w Krakowie.3 Zysk z kalendarzy 
wspomagał cz ciowo Akademi . Stosownie do dokumentu fundacyjnego Akademii 
Krakowskiej,4 profesorowie prawa mieli otrzymywa  280 grzywien, a profesorowie 
filozofii 50 grzywien (!) z up wielickich, jednak przez stulecia Akademia tych pieni dzy 
nie potrafiła wyegzekwowa . W cytowanym dokumencie opisana została sytuacja 
profesorów matematyki. 

 Kołł taj (loc. cit.) jako wa n  posta  na Wydziale Filozoficznym Akademii 
Krakowskiej wymienia Marcina wi tkowskiego.  

W istniej cej sytuacji finansowej rozwój nauki, a nawet przetrwanie poszczególnych 
dyscyplin naukowych na uniwersytecie było bardzo utrudnione. Tym niemniej odbywały 
si  ró ne imprezy naukowe, uzyskiwano stopnie naukowe itd. Prze led my na 
przykładzie wybranych dokumentów, jak to wygl dało w praktyce. 

 Jakub Niegowiecki w oparciu o Almagest Ptolemeusza i korzystaj c z traktatu 
Archimedesa O sferze i walcu twierdził, e wykonalna jest nie tylko kwadratura koła, ale 
e mo na skonstruowa  bok kwadratu, którego obj to  jest równa obj to ci danej kuli, 

tzn. przestrzenny analogon kwadratury koła. 
 W roku 1759 odnotowano wykłady matematyki Michała Mrugaczewskiego i Adama 

Jagielskiego5 z 1767.  

O próbie reform mówiono ju  w roku 1767. Indeks dysput akademickich z roku 1767 
nie wymienia adnych tematów z czystej matematyki. Po hasłem Ex Mathesi
odnajdujemy jedynie pytania szczegółowe z astronomii, dotycz ce układu słonecznego. 
Z przytoczonych przykładów wynika, ze aktywno  naukowa matematyków w Akademii 
Krakowskiej w XVIII stuleciu, przed pierwszymi reformami akademii, była bardzo 
ograniczona. W tych czasach nie było, co prawda, wymogu pracy twórczej, a nawet 
bywało to le widziane. Tym niemniej, było gorzej, ni le. 

 Zachował si  spis profesorów z roku 1774 i opis sytuacji uczelni w tym e roku. Na 
Wydziale Filozoficznym było niewiele wykładów. Oto lista:  

Facultas Philosophica cum suis Praelectionibus. 
Magistri Collegiati. [...]  

M. Adamus Jagielski Phiae Dr & Regius Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit 
Trigonometriam Planam & Sphericam horâ 8vâ in Lectorio Ptolomaei.  

                                                
3 Jerzy Grzegorz Kostkowski, Kalendarz polski i ruski, Kraków 1710. Na rok Pa ski 1716. Przywilej królewski 
wystawiony był imiennie na Kostkowskiego: Augustus II, Dei gratia rex Poloniae [...] clarissimi magistri 
Georgii Gregorii Kostowski, artium liberalium et philosophiae doctoris Collegae Minoris, ordinarii et 
privilegiati mathematici Nostri imprimere [...].  
4 Kazimierza Wielkiego Dyplom Zało enia Uniwersytetu, 1364, dnia 12 maja, w Krakowie (w: Alamanach 
Jubileuszowy Uniwersytetu Jagiello skiego z Kalendarzem na lata 1900 i 1901).  
5 AUJ rks 1, s. 700: Cursus Mathematicus Michaeli Mrugaczewski 1759. s. 856: Convocatio 3tio Anno D i 
1766. die 5. Februarii celebrata est convocatio Universitatis et extradita 3tio. ad deferendum Consilium de 
extraneo Algebraista, modoque Adamus Jagielski Phil. Dr Matheseos Professor Collego Minor.  
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M. Josephus Szabel Phiae Dr & Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit Geographiam 
Theoreticam horâ 7mâ matutina in Lectorio Ptolomaei.  
M. Franciscus Matawowski Phiae Dr, Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit 
Philosophiam Eclecticam horâ 8vâ in Lectorio Aristotelis.  
M. Andreas Znaczekski Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Geometriam Theoreticam horâ 
2dâ in Lectorio Ptolomaei.  
M. Nepomuceni Gaworski Phiae Dr, Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit 
Architecturam Militarem et Civilem horâ 1mâ in Lectorio Ptolomaei.  

Professores Extranei  
Cracoviae Legentes.  

M. Josephus Meyzel Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Hydrostaticam horâ 4tâ in Lectorio 
Ptolomaei [...]  
M. Sebastianus Czaputowicz Phiae Dr & Pr, praeligit Arithmeticam Vulgarem in integris et 
fractis horâ 1mâ in Lectorio Aristotelis.  
M. Stanislaus Kruszynski Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Tabulas Cassini supputandorum 
motuum Caelestium, horâ 4tâ in Lectorio Aristotelis. [...]  

VV. Philosophiae Baccalaurei. 

V. Antonius Muszynski [...]  
V. Felix Radwanski [...]  
V. Joannes Sniadecki [...]  
V. Johannes Selbierakowski. [...]  

Pierwsi trzej bakałarze zwi zani b d  z Akademia przez wiele lat, Radwa ski odegra 
wa n  rol  w historii tego uniwersytetu, a niadecki w historii obu szkół głównych. 

 Spróbujmy teraz oceni  poziom nauczania matematyki.  

W Bibliotece Jagiello skiej zachował si  r kopis matematyczny z XVIII wieku, 
zapewne z pierwszej jego połowy. Poniewa  nie ma proweniencji tego dokumentu, wi c 
mo na podejrzewa , e r kopis ten zawsze był w Akademii Krakowskiej. R kopis składa 
si  z 19 zeszytów i zawiera elementy matematyki i obszerny wykład fizyki (239 s.). 
Notatki prowadzone były przez kilka lat i niektóre hasła powtarzaj  si .  

Classis 1ma Scientiarum Mathematicarum: Arithmetica, Geometria, Trigonometriam et 
Algebram Complectens  
PARS 1ma ARITHMETICA, Caput 1mum. De 5 Speciebus Numerorum. (s. 1–16)  
In Physicam (s. 1–239)  
Classis 1ma Scientiarum Mathematicarum: Tractatus 1mus Arithmeticae Decimali 
Correspondens (24 s.)  
Tractatus II Geoemetriae Theoricae repondens (23 k.)  
Classis 1ma Scientiarum Mathematicarum: De Speciebus Numerorum Integram (14 k.)  
De Numeris Fractis  
Classis 1ma Scientiarum Mathematicarum: Pars 2 Geometria (8 s.)  
D.O.M. In Analysin Speciosam  
Caput 1mum. Preliminaria Algebrae: Algebra est Arithmetica Literalis  
Caput 2m. De Algorithmis seu suis operationibus Calculi Litteralis.  
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Wyło ona jest krótko (10 s.) elementarna arytmetyka, w tym działania na liczbach 
w systemie dziesi tnym (De Logistica Decimali). Doł czona jest tabliczka mno enia 9×9 
(Abacus Pythagoricus) i ułamki (De Numeris Fractis). Ponadto omówione jest 
pot gowanie i pierwiastkowanie liczb (pierwiastki stopnia 2 i 3),oraz proporcje.  

Wykład geometrii zawiera informacje o trójk tach prosto– i krzywoliniowych, 
o gnomonie i najprostsze konstrukcje geometryczne (połowienie k ta, konstrukcja 
trójk ta o danych bokach); ponadto mierzenie wysoko ci i twierdzenie Pitagorasa. 

W cz ci algebraicznej wprowadzona jest symbolika algebraiczna, w tym symbole 
nierówno ci (< , >), wzór dwumienny dla kwadratu i sze cianu, działania na 
wielomianach, najprostsze ułamki i zapis pot g, np. a3. 

Taki materiał mógłby z powodzeniem by  wykładany w II połowie XVII wieku.  

Nauczanie matematyki w Akademii Krakowskiej w 1774 roku obejmowało:  

In Ima Classe. Arithmetica (Logistica. Decimalis). Geometria Theorica. Trigonometria 
(Plana. Sphaerica). Algebra.  
In 2da Classe. Mechanica, Statica, Hydrostatica, Aerometria, Hydraulica.  
In 3tia Classe. Optica, Perspectiva, Catoptrica, Dioptrica, Astronomia (Sphaerica, 
Theoretica).  
In 4ta Classe. Geographia, Hydrographia, Chronologia, Gnomonica. Architectura 
(Militaris, Civilis). 

Cztery lata pó niej, w czasie wizytacji Hugona Kołł taja, zakres nauk 
matematycznych nie uległ zmianie. Szkolnictwo znajdowało si  w kryzysie i wymagało 
pilnych reform. O tym okresie Kołł taj tak pisał:  

Matematyka w tej Akademii zna , e niegdy  dobrze uło ona była. Kó da jej cz
jeszcze ma swoj  osobn  lekcj , a co w innych akademiach bardzo trudno. Arytmetyka, 
algebra,6 geometria, geografia, astronomia, mechanika, hydraulika, architektury obydwie 
i pierrobolika porz dnie co półroczne wszystkie dawane bywaj  z jakimkolwiek dla 
aplikuj cych si  po ytkiem, ale dla niedostatku instrumentów i obserwatorium, jako te , 
e adna nadgroda do tej umiej tno ci akademików nie wi e, pochodzi st d, e 

akademicy mniej u ytecznych chwytaj  si  cz ci, a cz sto zamiast matematyków 
przestaj  na tem, e si  kalendarznikami staj  albo w geometrii praktycznej najwi cej 
wicz  si . [...]  

W roku 1776, Kołł taj planował zmiany w wykładzie nauk cisłych, w tym 
matematyki. W jego notatkach z 1776 roku czytamy m. in.:  

Matematyka dzi  w Akademii na cztery dzieli si  klassy, y czterech ma Professorów [po 
czym przytacza program z 1774 roku]. [...] Podział ten iest dobry, utrzyma  go nale y, 
oprócz e z Czwartey Klassy Architektur  Cywiln  odesła  mo na do pi knych sztuk.  
Nad te cztery Lekcye iest ieszcze w Akademii Geometria Praktyczna; y t  zachowa
nale y, a dla po ytku rzemiosł, przystałoby, aby Lekcya Mechaniki co wi to dawana 
była w i zyku Polskim. Takowa Mechanika powinna byd  obfita w ró ne po yteczne 

                                                
6 Tu Kołł taj si  pomylił: algebry, cho by w szcz tkowej postaci, jeszcze nie wykładano.  
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modele, y Professor przychyla  si  do tych experymentów, ktore w za yciu byłyby 
nayłatwieysze, a w wykonaniu naypro cieysze. Potrzebne tak e iest iak 
naywygodnieysze Obserwatorium, ktoreby słu yło nie tylko dla układania 
Experymentów Matematycznych, ale tak e dla praktyki Uczniów. Takowe 
Obserwatorium trzeba wystawi , y dobremi insrumentami podług my li Matematyki 
opatrzy .  

Nauk  o Chandlu [!] iako zasadzai c  si  na proporcyach y Arytmetyce, do Matematyki 
przył czam. Professor tey nauki powinien zna  Kombierstwo, Chandel Zagraniczny, Stan 
Chandlu Kraiowego y Reprodukcj  Kraiow . [...]  

Nie lepiej wygl da ksi kowa wersja wykładu matematyki w Akademii Krakowskiej. 
Dwuj zyczny (polsko-łaci ski) podr cznik arytmetyki Dla Młodzi ucz cey si
W AKADEMII KRAKOWSKIEY mo na porówna  pod wzgl dem tre ci i j zyka tylko 
z gorszymi podr cznikami arytmetyki z XVII wieku. Tekst składa si  z pyta
i odpowiedzi w rodzaju:  

Wi kszo  polskich terminów zaczerpni to z Geometry Polskiego Stanisława 
Solskiego (Zabawa XIV): cyfra to zero; jedno  to jedynka; mno ca to czynnik itd. 
Ksi k  napisano zapewne znacznie wcze niej, ale ukazała si  w pierwszym roku reform. 
Jak wida , reforma Akademii Krakowskiej nie przeło yła si  od razu na programy 
i zakres wykładów, bo nie mogła si  przeło y .  

 Na nienajlepszy stan nauk matematycznych wskazuje te  brak prywatnych wykładów 
z matematyki. Tradycj  uniwersytetów europejskich, zapocz tkowan  w Getyndze 
w XVIII wieku, były tzw. wykłady prywatne. Odbywały si  one odpłatnie dla 
zainteresowanych studentów i były corocznie ogłaszane. Wykłady prywatne dały 
pocz tek seminariom naukowym. W roku 1774 nie było wykładów prywatnych z nauk 
matematycznych. Mo na przypuszcza , e we wcze niejszych latach było podobnie.  

 Mimo zapowiedzianych reform, w dalszym ci gu wykładano matematyk  według 
kanonu z pocz tku XVIII wieku.  

 Wykład cz ci matematycznej oparty jest na ródłach z XVII wieku 
i wcze niejszych. Wynika to st d, e brak jakiejkolwiek symboliki algebraicznej, formuły 
matematyczne wyra ane s  słownie. Definicje funkcji trygonometrycznych s  takie jak 
u Bartłomieja Pitiscusa z ko ca XVI wieku, mimo, e od czasów Newtona posługiwano 
si  wyra eniami analitycznymi. Standardowe zagadnienia to podział figur płaskich lub na 
prostsze figury o równych polach i analogiczne zagadnienie w przestrzeni: konstruowanie 
brył o obj to ci równej innym danym bryłom poprzez ró ne konstrukcje przybli one. 
Konstrukcje takie s  tylko opisane, bez jakiegokolwiek uzasadnienia, czy te  oblicze . Po 
przeanalizowaniu całego tekstu mo na odnie  wra enie, e wykładowca dysponował 
notatkami z wykładu matematyki z XVII wieku i odtwarzał je wiernie na wykładach, co 
było kanonem od powstania Akademii Krakowskiej. Taki sposób wykładu był przyj ty 
na wszystkich uniwersytetach w Europie a  do XVIII stulecia. Wykłady Jagielskiego 
po wi cone s  w du ej cz ci tematom, które dzi  ju  nie nale  do matematyki 
(astronomia, fizyka, architektura). Wykład tego materiału jest równie  bardzo archaiczny 
jak na koniec XVIII wieku. Wkrótce jednak poprawi si  sytuacja na Akademii 
Krakowskiej, przemianowanej na Szkoł  Główn  Koronn . Okres reform przyniesie 
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istotn  popraw  sytuacji. Jednak nie uda si  w pełni nadrobi  zaległo ci w stosunku do 
nauki wiatowej. Nie było zreszt  takich priorytetów.  

1.2.2     Matematyka w Akademii Wile skiej przed okresem reform KEN 

Praktycznie jedynym ródłem informacji o zakresie nauczania w dawnych 
uniwersytetach s  zachowane podr czniki, r kopisy (notatki i konspekty wykładów) 
i publikowane przez uczelnie programy wykładów (Układy Lekcyi). Sytuacja polityczna 
w Polsce w pierwszej połowie XVIII stulecia nie sprzyjała rozwojowi nauki. Przez 
ziemie Rzeczypospolitej, szczególnie północne, przetaczała si Wojna Pólnocna, mi dzy 
Polsk , Rosj  i Szwecj , z ró nym nat eniem, przez około trzydzie ci lat. Stan 
Akademii Wile skiej nie przedstawiał si  najlepiej. Ale i ten ostatni s d nie jest w pełni 
prawdziwy. Interesuj cych informacji na temat matematyki w Akademii Wile skiej 
dostarcza r kopis z 1707 roku, starannie napisany, z licznymi pi knymi rysunkami. Jego 
autorem jest Jakub Bartsch [Barszcz], który w tym czasie wykładał matematyk
w Akademii Wile skiej. Tekst podzielony jest na krótkie numerowane ust py. Zgodnie 
z ówczesnym kanonem studiów na wydziale filozoficznym (bo tam wykładano 
matematyk ), program oprócz matematyki obejmował tak e dyscypliny, które dzi
funkcjonuj  ju  samodzielnie. Wykłady matematyki w Akademii Wile skiej w roku 
akademickim 1707/1708 obejmowały arytmetyk  z elementami algebry i geometri . 
Program ten, obejmuj c mierzenie długo ci, powierzchni i obj to ci, z zastosowaniami 
trygonometrii płaskiej i u yciem logarytmów, nie odbiega od obowi zuj cego wówczas 
kanonu wykładu matematyki na uniwersytetach. Cz  arytmetyczna i algebraiczna 
wykładu zawiera arytmetyk  liczb całkowitych i wymiernych, działania na liczbach 
niewymiernych (wyra enia pierwiastnikowe), rozwi zywanie równa  liniowych, 
układów takich równa  (2× 2) i równa  kwadratowych. Ponadto w tek cie wyst puj
zadania prowadz ce do równa  diofantycznych stopnia 1, których rozwi zania podane s
w postaci parametrycznej. Na koniec anonimowy autor r kopisu formułuje podstawowe 
twierdzenia trygonometrii w postaci równo ci algebraicznych i rozwi zuje wzorcowe 
zadania z geometrii analitycznej. Np. zadania w ust pach 86 i 88 (Caput 3tium, 
Problemata Indeterminata) s  niemal identyczne z zadaniami V i VI w ksi ce Newtona 
Arithmetica Universalis (1707), s. 104–106 wydania z roku 1720). Równie  rozwi zania 
cytowane przez Bartscha bardzo przypominaj  rozwi zania podane przez Newtona. 
Z du ym wi c prawdopodobie stwem Jakub Bartsch znał podr cznik Newtona, bo mógł 
go zna : ksi ka Newtona jest do dzi  w Bibliotece Uniwersytetu Wile skiego.  

 Wynika st d, e poziom wykładów matematyki w roku 1707/1708 w Wilnie nie 
odbiegał od standardów europejskich.  

 Ksi ka Jakuba Nakcyanowicza7 jest wolnym przekładem, a wła ciwie streszczeniem 
dzieła Christiana Wolffa dokonanym przez Nakcyanowicza. Słu yła ona zapewne jako 
podr cznik akademicki w Wilnie. Znane s  jej dwa wydania: z 1759 i 1761 roku. Wtedy 
jeszcze łacina była j zykiem nauki i zapewne dlatego Nakcyanowicz przygotował tekst 
łaci ski. Wykład Nakcyanowicza obejmuje arytmetyk , elementy geometrii (planimetria 
i stereometria), oraz trygonometri  płask . Arytmetyka napisana jest precyzyjnie 

                                                
7 JACOBUS NAKCYANOWICZ, PRAELECTIONES MATHEMATICAE EX WOLFIANIS ELEMENTIS 
ADORNATAE [...] TOMUS PRIMUS Qui commentationem de Methodo Mathematica Arithmeticam, 
Geometriam, Trigonometriam Planam & Analysim complectitur. Vilnae. Typis S. R. M. Academicis. Annô 
1759.  
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i staranie, zawiera definicje i twierdzenia, m. in. definicje liczb niewymiernych, 
pierwszych, liczb zło onych i wzgl dnie pierwszych. Własno ci liczb sformułowane s
w postaci dziewi ciu aksjomatów, dotycz cych własno ci równo ci i nierówno ci, np.  

Aksjomat III: A = B implikuje A + C = B + C.  
Aksjomat IV: A > B + C implikuje A > B i A > C [wszystkie liczby s  dodatnie]  
Aksjomat V: A > B poci ga A + C > B + C.  
Aksjomat VIII: A = B implikuje AC = BC.  

W ksi ce wyło one s  logarytmy, ułamki dziesi tne i sze dziesi tkowe, oraz liczne 
algorytmy (Arithmetica calculatoria). Brak zada  zrekompensowany jest przykładami 
numerycznymi ilustruj cymi wprowadzone algorytmy. Geometria wyło ona jest ci le 
według Euklidesa, ale wykład geometrii i tygonometrii zawiera ju  elementy symboliki 
algebraicznej, wówczas jeszcze niech tnie stosowanej w podr cznikach. Zakres materiału 
przypomina program w r kopisie Bartscha z 1707 roku.  

 Z powy szego wynika, e stan nauczania matematyki na Litwie w XVIII 
i pierwszych trzydziestu latach XIX wieku nie był taki zły, jak mo na by s dzi . Równie
poziom nauczania uniwersyteckiego nie odbiegał od poziomu nauczania w Akademii 
Krakowskiej. Wykład matematyki w Akademii Wile skiej, jak o tym wiadcz  programy 
wykładów, których z braku miejsca nie b d  omawia  szczegółowo, obejmował do
du y program odpowiadaj cy temu, czego nauczano na innych uniwersytetach 
europejskich. W przeciwie stwie jednak do nich, w Akademii Wile skiej nie 
prowadzono adnych bada  naukowych w zakresie matematyki. Doktoraty i inne awanse 
oparte były na kompilacjach z klasyków, głównie z Euklidesa, Apolloniusza, czy te
Arystotelesa i były, w istocie pozbawione jakiejkolwiek warto ci naukowej. Co prawda 
w Wilnie profesorem został Bernard Siru , autor pierwszego polskiego tekstu 
z zadaniami z analizy matematycznej, wydanego po łacinie w 1755 roku w Rzymie, ale 
w Wilnie otrzymał katedr  prawa kanonicznego, które wykładał przez wiele lat, nie 
anga uj c si  w wykłady matematyki.  

 Szczegółowy opis sytuacji w naukach cisłych w Akademii Wile skiej podaje 
Piechnik.8 Prób  reform podj to w połowie XVIII wieku, wysyłaj c kolejnych uczonych 
na studia do Pragi. Jezuiccy matematycy z Wilna utrzymywali cisłe kontakty 
z Akademi  w Pradze. Ze zrozumiałych wzgl dów matematycy wile scy nie je dzili na 
studia do Krakowa, bowiem niemal od pocz tku powstania Akademii Wile skiej jej 
kontakty z Akademi  Krakowsk  były do  chłodne. Pami tano w Wilnie, e to wła nie 
działalno  Jana Bro ka w XVII stuleciu nie tylko uniemo liwiła jezuitom przej cie 
wpływów w Akademii Krakowskiej, ale nawet doprowadziła do zamkni cia Kolegium 
Jezuickiego w Krakowie, aspiruj cego do rangi akademii. W połowie XVIII wieku 
młodzi, uzdolnieni matematycznie jezuici byli wysyłani z Wilna na dwuletnie studia do 
Pragi, do Józefa Steplinga. Tomasz ebrowski (1714–1758) przebywał w Pradze 
w latach 1750–1752, podejmuj c pod kierunkiem Steplinga studia astronomiczne 
i matematyczne. Podobnie, Kazimierz Naruszewicz (1730–1803) odbył studia 
u Steplinga w latach 1754–1756. W tym samym okresie przebywał w Pradze Marcin 
Poczobut (1728–1810), zwany Odlanickim, studiuj c u Steplinga matematyk  i grek . 
Wybuch wojny siedmioletniej w 1756 roku i niebezpiecze stwo obl enia Pragi zmusiły 
Poczobuta do powrotu do Wilna.  
                                                
8 Ludwik Piechnik SJ, Odrodzenie Akademii Wile skiej 1730-1993, Rzym 1990. Apud „Institutum Historicum 
Societatis Jesu”.  
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 Kontakty z Akademi  Jezuick  w Pradze zaowocowały wprowadzeniem 
najnowszych osi gni  matematyki do programów uniwersyteckich. W 1753 roku 
zacz to po raz pierwszy wykłada  w Akademii Wile skiej elementy analizy 
matematycznej,9 w bardzo ograniczonym zakresie. 

 W XVIII stuleciu odnajdujemy w Wilnie nast puj cych matematyków jezuitów: Thomas 
ebrowski wymieniony jest pod dat  16. XI 1752 jako professor matheseos. Jacobus 

Nakcyanowicz wymieniony jest 10. X 1759 roku jako professor mathematicae, a 15. X 1773 
jako professor theologiae. Josephus Powilewicz wymieniony jest 10. XI 1759 jako professor 
logices, a w 1771 odnotowany jest jako philosophiae doctor. Casimirus Naruszewicz (1730–
1803) odnotowany jest 3. XI 1764 roku jako professor mechanicae, a rok pó niej, 12. XII 
1765 jako thypographiae praeses, tzn. jako prefekt drukarni, co  wi cej ni  dyrektor 
wydawnictwa uniwersyteckiego, gdy  w zakres jego obowi zków wchodziła równie
cenzura. Był on rektorem Collegium Nobilium S. J. w Wilnie w latach 1769–1773, a od roku 
1767 sekretarzem prowincji jezuitów. Martinus Poczbut (1728–1810) odnotowany jest 3. XI 
1764 roku jako professor astronomii, a trzy lata pó niej, 17. XI 1767 jako professor 
astronomiae, Regiique observatori ac thypographiae praeses, tzn. administrator Drukarni 
Akademickiej. Benedictus Dobszewicz (albo: Doboszewicz) odnotowany jest 14. X 1755 jako 
professor arithmeticae et geometriae, dziesi  lat pó niej, 12. XII 1765 roku jako professor 
Theologiae. Kasata zakonu zastała go 15. X 1773 na stanowisku prorektora (procancellarius 
Academiae). Franciscus Narwoysz, odnotowany jest 9. XI 1769 jako professor matheseos, 
a 15. X 1773 jako professor philosophiae. Po kasacie zakonu nadal był profesorem 
Uniwersytetu Wile skiego i pisał najdłu sze i najbardziej szczegółowe konspekty swoich 
wykładów z analizy matematycznej, wzorowanych niemal dosłownie na Newtonie. Ksi dz 
Josephus Mickiewicz, stryj Adama Mickiewicza, odnotowany jest 15. X 1773 w Laureae 
Academicae jako auditor theologiae. Pó niej wykładał jednak przez wiele lat fizyk ; ponadto 
kierował Uniwersytetem Wile skim (cho  formalnie nie był rektorem) w roku 1794 i w roku 
akademickim1806/1807, a w XIX wieku był przez kilkana cie lat dziekanem Oddziału Nauk 
Fizycznych i Matematycznych na Cesarskim Uniwersytecie Wile skim, jak wtedy mówiono. 

 Oto spis wykładowców matematyki w Akademii Wile skiej:  
Jakub Bartsch (1699–1701, 1707–1710); Aleksander Sokolski (1701–1704); 

Stanisław Witakowski (1704–1705); Jan Narbutowicz (1705–1710, 1711–1712); 
Aleksander Kulesza (1711–1720); Maciej Karwacki (1720–1731); Jerzy Fursewicz 
(1731–1733); Marcin Bystrzycki (1733–1737, 1750–1751); Mikołaj Siemie ski (1737–
1738); Józef Moroz (1738–1739); Kazimierz Schultz (1739–1743); Krzysztof Rzepnicki 
(1743–1748); Stanisław Jurewicz (1742–1746); Kazimierz Hołowka (1749–1750); Józef 
Pa owski (1751–1752); Tomasz ebrowski (1752–1758); Benedykt Dobszewicz (1754–
1757); Jakub Nakcyanowicz (1759–1760); Joannes Rossignol (1761–1763); Joannes 
Fleuret (1761–1762); Kazimierz Naruszewicz (1763–1767); Tadeusz Jodłowski (1766–
1767, 1770–1771); Ludwik Roszkowski (1767–1768, 1771–1772); Franciszek Narwoysz 
(1766–1770, 1772–1773); Tadeusz Jurewicz (1768–1769); Józef Kirkiełło (1769–1770); 
Michał Sienicki (1770–1772); Onufry Dylewski (1770–1771); Andrzej Strzecki (1771–
1773); Antoni Kode (1770–1773); Ignacy Suchorski (1773–1774). Po niektórych z nich 
pozostały r kopisy. Wiadomo te , co wykładali niektórzy z nich. Np. Kulesza wykładał 

                                                
9 Vide: SPECIMEN MATHEMATICUM Ex Arithmetica, Geometria, Trigonometria & Algebra. In quo, 
à Religioso Societatis JESU Matheseos Auditore infra exposita Quaesita, Theoremata, Problemmata definientur, 
Demonstrabantur, Resolventur, Praeside R. P. THOMA ZEBROWSKI Societatis JESU, AA. LL. et Philosophiae 
Doctore, Actuali Matheseos Professore. EXHIBEBITUR. In Aula Academica Universitatis Vilnensis Societatis 
JESU. Annô MDCCLIII.Mense Juliô, Die 27.  
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w roku 1715 geografi  matematyczn  i gnomonik . Karwacki wykładał w roku 1721 
arytmetyk , geometri  i krzywe sto kowe, gnomonik , wyznaczanie współrz dnych 
geograficznych. W 1727 doszła do tego geodezja, stereometria, chronologia 
z elementami astronomii. Wykład stereometrii zawierał m. in. dowód twierdzenia 
Archimedesa o obj to ci kuli.  

1.2.3     Podr czniki akademickie  

W wieku XVIII było ju  wiele podr czników matematyki na poziomie akademickim. 
Wyj tkowym jednak powodzeniem cieszyły si  ksi ki filozofa Christiana Wolffa, 
oryginalnie wydawane po niemiecku. Mo na domniemywa , e pomysł przetłumaczenia 
odpowiednich tomów dzieła Christiana Freyherrna von Wolffa, Der Anfangs=Gründe 
aller Mathematischen Wissenschaften, z którego  kolejnego wydania tej ksi ki 
(pierwsze było w 1710 roku) został podsuni ty Nakcyanowiczowi przez jego zakonnych 
zwierzchników. Ksi ka składa si  z dwóch cz ci: Elementa Arithmeticae. (151 s.); 
Elementa Geometriae. (310 s.+ tabl. I–XVI). Nie wiadomo, czy wydana została trzecia 
cz  po wi cona analizie. Cz  druga jest typowym wówczas wykładem geometrii 
Euklidesa, z naciskiem na zadania o zamianie figur jednego rodzaju na inne o tym 
samym polu (Caput VI. De figurarum dimensione, additione, subtractione, 
multiplicatione, commutatione, divisione). Trygonometria wyło ona została tak, jak to 
zrobił Bartolomeus Pitiscus z Zielonej Góry na pocz tku XVII wieku (funkcje sinus 
rectus, sinus versus, tangens, secans definiowane s  w ustalonym kole jako odpowiednio 
zdefiniowane odcinki).  

 Ka d  z nich ko cz THEOREMATA et PROBLEMATA, podstawowe fakty 
dotycz ce tych tematów, wraz z zadaniami w formie problemów, uzupełniaj cych 
podstawowy tekst. Tekst mo na traktowa  jako konspekt z matematyki wykładanej 
w Akademii Wile skiej. Po krótkim omówieniu przykładów liczb niewymiernych, 
zebrane s  najprostsze fakty z algebry, w tym ogólny wzór dwumienny Newtona 
i informacj  o liczbach zespolonych. Nast pnie autorzy cytuj  najwa niejsze twierdzenia 
planimetrii i stereometrii, wraz z trygonometri  w uj ciu z XVI wieku (Bartolomeus 
Pitiscus). W cz ci II zebrane s  najprostsze fakty z analizy matematycznej, w uj ciu 
ró niczek, tzn. w duchu Leibniza. Tekst jest bardzo ubogi, ale mo na na tej podstawie 
odtworzy  program wykładu matematyki.  

 Akademi  Wile sk  S. J. zasiliło w 1761 roku dwóch matematyków francuskich: 
Jean Fleuret i Jean Rossignol, sprowadzonych przez rektora Hasłowskiego na katedr
fizyki do wiadczalnej. Obaj po dwóch latach wyjechali z Polski. Pierwszy podobno 
został misjonarzem w Chinach, a drugi wyjechał na południe Europy nie mog c znie
surowego klimatu Wilna. Rossignol zostawił w r kopisie podr cznik trygonometrii 
datowany na 1763 rok. Jest to tekst po wi cony planimetrii i trygonometrii płaskiej, 
logarytmom i ich zastosowaniom, a ko czy zapowiedziany w tytule wykład 
trygonometrii sferycznej. Do tekstu doł czony jest dodatek Questiones Arithmeticae, 
quae Analytica Methodo facillime solvunt, uti videbit (15 s.), zawieraj cy elementarny 
wst p do algebry, w tym 20 łatwych zada  prowadz cych do równa  liniowych, m. in. 
zadania dotycz ce handlu. Do tekstu Rossignola doł czony jest dodatek o ogrodnictwie. 
Na ko cu czytamy: Finitum. Anno 1763. Mense Junio 28. w Czarnobylu.  
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2 Reformy Komisji Edukacji Narodowej (1773–1795)  

2.1 Szkolnictwo. Komisja Edukacji Narodowej  

Kasacja zakonu jezuitów z dnia 21. VII 1773 postawiła Polsk  przed 
niebezpiecze stwem, e zaniknie nauczanie w kraju. Z drugiej strony pojawiała si
nieoczekiwanie szansa na zreorganizowanie szkolnictwa w kraju według nowych 
koncepcji. Decyzj  sejmu z dnia 24. X 1773 roku ustanowiona została Kommissyya 
Edukacyi Narodowey Korony Polskiey i W. Ks. Litewskiego. Główne cele, które stan ły 
przed KEN, to: przej cie szkół pojezuickich wraz z ich struktur  organizacyjn
i materialn ; zorganizowanie nowego, zreformowanego systemu edukacji w Polsce; 
wreszcie praktyczne przygotowanie tego systemu poprzez odpowiedni system prawny, 
przygotowanie kadry nauczycielskiej i administracyjnej, oraz odpowiednich programów 
szkolnych i dostosowanych do nich podr czników. Nale y sobie u wiadomi , e KEN 
była, w istocie, pierwszym ministerstwem edukacji. System szkolnictwa miał kształt 
piramidy: szkołom głównym (uniwersytetom) podlegały szkoły ni szego szczebla, a  na 
szkołach parafialnych ko cz c. Zale no  szkół była hierarchiczna: szkoły główne 
typowały wizytatorów do kontroli szkół ni szego szczebla. Natomiast same były 
wizytowane przez osoby wytypowane przez KEN. Sprawozdania z wizytacji były 
przekazywane do KEN, gdzie w oparciu o nie podejmowano odpowiednie decyzje.  

 Jak wynika z raportów posiedze  KEN, głównym tematem posiedze  były sprawy 
finansowe – dotacje dla szkół, trudno ci z przejmowaniem szkół pojezuickich, katedry 
uniwersyteckie (np. powołanie katedry chirurgii w Akademii Wile skiej), pensje 
profesorów i nauczycieli, których nobilitowała Ustawa Edukacyjna w roku 1783, 
nazywaj c ich profesorami, ale te  takie drobne sprawy, jak zmniejszenie wymiaru 
godzin dla konkretnego nauczyciela z powodu złego stanu zdrowia, zgoda na 
prowadzenie przez niego zaj  w innej klasie (profesor przypisany był do konkretnej 
klasy), czy te  zgoda na prowadzenie pensji (o tak  zgod  prosił de Virion z Poznania). 
Podejmowano te  i inne decyzje. Na 91 posiedzeniu KEN (19. X 1774) postanowiono, e 
w szkołach dysydenckich, z któremi teraz z przydanym przez Kommissy  funduszem, 
szkoły katolickie w niektórych miejscach zł czone by  maj : rektor jeden katolik, a drugi 
dysydent równej powagi i władzy u ywa  napotem b d .[...] Niewiele pó niej, 11. XI 
1774, KEN postanowiła: 3) Decydowali ko ciół i Kollegium w Łucku w województwie 
Woły skim odst pi  kapitule Łuckiej, z temi kondycjami, e najprzód szkoły wygodne 
wymurowa  i dla profesorów wygodnego mieszkania na zawsze intra moenia collegii ta
kapituła pozwoli  obowi zana b dzie; powtóre, e biskup Łucki najskuteczniej przyło y
si  zechce do ustanowienia szkół parafialnych w swojej diecezyi. [...]  

 Niezale nie od spraw bie cych prowadzone były prace władz przygotowuj ce 
przyszł  reform . Rok pó niej gotowy był ju  projekt reformy.  

W okresie reform KEN podj to prób  zreformowania Szkoły Rycerskiej. Inicjatywa 
króla spowodowała zmian  programów nauczania w Korpusie Kadetów. Komendant 
Szkoły, ksi  Adam Czartoryski, sfinansował kilkuletni pobyt kapitana artylerii Józefa 
Jakubowskiego, profesora Korpusu, we Francji, w celu odpowiedniego przygotowania go 
do przetłumaczenia podr cznika Bézouta dla francuskich szkół wojskowych na j zyk 
polski. Czterotomowe dzieło Bézouta przetłumaczył Józef Jakubowski. Wydano je 
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w roku 1781.10 Polsk  terminologi  uzgadniał Jakubowski z Towarzystwem do Ksi g 
Elementarnych.11 Trudno powiedzie , w jakim stopniu korzystano z tej ksi ki w Szkole 
Rycerskiej – brak odpowiednich dokumentów. Bior c jednak pod uwag , e matematyk
wykładał wtedy Michał Hube, mo na by  niemal pewnym, e z ksi ki tej korzystał.  

2.1.1     Towarzystwo do Ksi g Elementarnych  

W 1775 KEN utworzyła nowy organ – Towarzystwo do Ksi g Elementarnych. 
Kierował nim ksi dz Grzegorz Piramowicz. Pocz tkowo Towarzystwo miało 
przygotowa  reform  podr czników; z czasem doszły do tego dalsze funkcje 
organizacyjne, przygotowanie odpowiednich projektów ustaw i przepisów, reforma 
uniwersytetów, nadzór nad wszystkimi szkołami, wyposa enie szkół w pomoce naukowe. 
Cały ci ar pracy nad reform  szkolnictwa spadł na Towarzystwo do Ksi g 
Elementarnych. To ono, w całym okresie swojej działalno ci (1773–1794) odbyło a  641 
wielogodzinnych posiedze , na których m. in. ustalano programy poszczególnych 
przedmiotów, zatwierdzano podr czniki szkolne, które wygrały konkurs, dyskutowano 
i decydowano o polskiej terminologii naukowej, jakiej nale ało u y  w tych 
podr cznikach.  

2.1.2    Podr czniki Lhuiliera dla Szkół Narodowych 

Simon Antoine Jean Lhuilier (1750–1840) był nauczycielem matematyki w Genewie. 
W 1877 wygrał konkurs na podr cznik arytmetyki, ogłoszony wcze niej przez 
Towarzystwo do Ksi g Elementarnych. Przybył do Polski, gdzie był nauczycielem 
i bibliotekarzem na dworze ksi cia Adama Czartoryskiego, w latach 1777–1788. Od 
1795 był profesorem uniwersytetu w Genewie. Jego osi gni cia naukowe skupiały si
wokół geometrii i analizy matematycznej. W jednej z prac uogólnił wyniki A. J. Lexella 
dotycz ce polygonometrii, tzn. mierzenia wielok tów. Dzi  wyniki te bardzo łatwo 

                                                
10 Étienne Bézout, Nauka Matematyki. do u ycia Artyleryi Francuzkjey napisana przez P. Bezout Towarzysza 
Akademij Nauk, i Marynarskiéy etc. a dla po ytku pospolitego, osobliwiéy dla Korpusu Artyleryi Narodowey na 
Polski i zyk przełozona z Roskazu i Nakładém Jego Krolewskiey MCI. Pana Naszego Miłosciwego do druku 
podana. [Tłum. Józef Jakubowski z dzieła: Étienne Bézout, Cours de mathematiques a l’usage du corps royale 
de l’artillerie, 1770. wyd. I.] 
Tom Pierwszy Zawiérai cy w sobie Fundamenta Arytmetyki i Jeometryi. W Warszawie. w Drukarni XX. 
Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXI.  
Tom Drugi Zawiérai cy w sobie Algebr , i przystósówanie Algebry do Jeometryi. W Warszawie. w Drukarni 
XX. Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXI.  
Tom Trzeci Zawiérai cy w sobie Fundamenta powszechne Mechaniki i Hidrostatyki; poprzédzone Rachunkami 
słu cémi za wst p do Nauk Fizyczno-Matematycznych. w Warszawie w Drukarni XX. Missyonarzow. 
R. P. M.DCC.LXXXII.  
Tom Czwarty Zawiérai cy w sobie Przystósówanie zasád powszechnych Mechaniki, do ró nych przypadków 
Ruchu i Równowagi. w Warszawie w Drukarni XX. Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXII.  
11 We wst pie do dzieła Bézouta Jakubowski pisał: Ja w tłómaczeniu, starałem si  przywi zówa  si  nietak do 
słow, iako raczéy do wyra enia mysli Autora, w sposób, ile mo no ci prosty, iasny, i krótki. W przeło eniu 
wyrazów wła ciwych tèy Nauce, stósówałém si  do słów, upowa nionych wyborém Prze w. Kommissyi 
Edukacyinèy: na których mi za  zbywało, pozwoliłèm sobie przeło y  ie podług rozumiènia własnego, z tym 
warunkiém, e ie gotów iestém poprawi , iak wyid  dalsze dziéła téy e Prze w. Kommissyi, podług którey 
ustaw, usiłowałém tak e, zachowa  si  i w Pisowni (Orthographia). Je eli za , (iak mam przyczyn  obawia  si ), 
uchybiłém w niektórych miéyscach, fundamentów niespracowanego Autora Grammatyki dla szkół Narodowych, 
Łaskawy czytelnik niechay to przebaczy  raczy, cz ci  memu pocz tkowèmu w téy miérze przedsi wzi ciu, 
cz ci  Drukarni.  
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uzyska  stosuj c liczby zespolone, ale w tamtych czasach były daleko niebanalne. 
W innej pracy podj ł jedn  z wielu prób u ci lenia podstaw analizy matematycznej, 
wtedy jeszcze bardzo mało precyzyjnej. Znany jest te wzór Lhuiliera w trygonometrii 
sferycznej. Jednak najwi kszym osi gni ciem naukowym Lhuiliera jest uogólnienie 
wzoru Eulera dla wielo cianów: je eli W jest wielo cianem jednospójnym (tzn. bez 
"dziur"), H liczb  jego cian, S liczb  wierzchołków, A liczb  kraw dzi, to, jak zauwa ył 
Euler w roku 1750: H + S – A = 2. Otó  Lhuilier zauwa ył w roku 1812, e wzór ten 
prawdziwy jest tylko dla wielo cianów rodzaju zero. Natomiast dla wielo cianów rodzaju 
n (tzn. maj cych n "dziur") H + S – A = 2 – 2n. Liczba ta nazywana jest dzi
charakterystyk  Eulera wielo cianu W. Argumenty Lhuiliera nie s  jeszcze pełnym 
dowodem, ale spostrze enie było bardzo wa ne. Lhuilier wiele te  publikował 
w czasopi mie Annales de Mathematiques pures et appliques na pocz tku XIX wieku.  

 W oparciu o przyj te zasady Towarzystwo do Ksi g Elementarnych ogłosiło konkurs 
na ksi ki elementarne. Wszystkie konkursy na podr czniki matematyki wygrał 
w kolejnych latach Simon Lhuilier. Jego podr czniki stały si  podstaw  nauczania 
matematyki w zreformowanej szkole polskiej. Były to ksi ki:  

SIMON LHUILIER – PODR CZNIKI DLA SZKÓŁ NARODOWYCH: 

 [1] Arytmetyka dla Szkół Narodowych, w Warszawie, w Drukarni Nadworney 
J. K. Mci. Roku 1778. [tłum. X. Andrzej Gawro ski] (9 wyda  1781–1799) Cena Zł. 1. 
Gro. 5.  
[2] Geometryá dlá Szkół Národowych. Cz  I. W Krakowie 1780 Roku. [tłum. X. 
Andrzej Gawro ski] (wyd. II, 1785) Cena Zł. 3.  
[3] Geometryá dlá Szkół Národowych. Cz  II. W Drukarni Nadwornéy 
J. K. Mci. Roku 1781. (wyd. II, 1785) Cena Zł. 1 i gro. 3 sreb.  
[4] Algiebra dla Szkół Narodowych. Piérwszy raz wydaná. Roku 1782. W Marywilu 
u Michała Grölla. Tłumaczył X. Andrzej Gawro ski, Kanonik Krakowski, Lektor 
J. K. Mci. Nieoprawná Zł. 6.  
  
Prócz podr czników Lhuiliera do kanonu nauczania matematyki w polskich szkołach 

wł czono ksi k :  

[5] IGNACY ZABOROWSKI, Logarytmy dlá Szkół Narodowych. Piérwszy ráz wydané. 
W Warszawie Roku 1787.  

2.2 Reformy Uniwersytetów  

Reform  Akademii Krakowskiej, przemianowanej na Szkoł  Główn  Koronn , 
stosownie do Ustawy Edukacyjnej z 1783 roku, przeprowadzał Hugo Kołł taj, 
oddelegowany do Krakowa przez KEN. ci le z nim współpracowali: Jan niadecki, 
profesor matematyki wy szej i astronomii i Jan Ja kiewicz, profesor fizyki, wszyscy 
bardzo młodzi, w wieku poni ej 30 lat. Po kilku latach reformy uległy zahamowaniu, 
w zwi zku z przymusowym wyjazdem Kołłataja z Krakowa. Upadek pa stwa w 1795 
roku uniemo liwił doko czenie reform Szkoły Głównej Koronnej.  

 Szkoł  Główn  Litewsk  zreformował Marcin Poczobut, wybitny astronom, 
wieloletni rektor tego uniwersytetu. Niech  do reform KEN spowodowała, e 
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przebiegały one w Wilnie wolniej i mniej skutecznie ni  w Krakowie. W okresie reform 
KEN, matematyka w Wilnie nieco podupadła. Dopiero za rz dów rektora Jana 

niadeckiego (1807–1815) przywrócona zastała rola matematyki i nauk cisłych na 
Uniwersytecie Wile skim, ju  pod rz dami Rosji.  

 Najwa niejsza jednak sprawa, to próba odpowiedzi na pytanie, dlaczego tak słabo 
rozwijano nowe działy matematyki, dlaczego nie było prac twórczych? Odpowiedzi  jest 
przyj ty model nauczania uniwersyteckiego w okresie reform KEN. Na próby ponawiane 
przez Jana niadeckiego, aby rozwija  matematyk  wy sz  w Szkole Głównej Koronnej, 
odpowiadał prezes KEN, prymas Michał Poniatowski, wyja niaj c w listach do niego, e 
przede wszystkim potrzebni s  absolwenci uniwersytetu w yciu codziennym.12 Trzeba 
wi c najpierw wykształci  pewn  liczb  specjalistów. Potem dopiero b dzie mo na 
pomy le  o wykładach matematyki wy szej dla w skiego grona studentów. Co prawda w 
innych sprawach dotycz cych matematyki (np. utworzenie nowych katedr matematyki, 
przyjmowanie nowych profesorów) Michał Poniatowski, kieruj cy wówczas KEN, 
zdawał si  całkowicie na trzydziestolatka, Jana niadeckiego. Jednak co do pryncypiów 
prymas był nieugi ty. To jeszcze nie czas na przygotowywanie absolwentów do pracy 
twórczej. Pa stwu Polskiemu potrzebni s  praktycy, dobrzy fachowcy. W sposób 
zupełnie nie zamierzony poplecznikiem prymasa stał si  ksi dz Andrzej Trzci ski, 
profesor fizyki, który zamiast studiowa  fizyk  za granic , zgodnie z zaleceniem KEN, 
studiował medycyn . Po powrocie drukował paszkwile na matematyk  i niadeckiego, 
o mieszaj c i wyszydzaj c matematyk  jako narz dzie fizyki. Jego wykłady fizyki były 
tak niekompetentne, e usiłowano pozbawi  go katedry. Postawa Trzci skiego mo e 
wiadczy  o oporze cz ci kadry uniwersytetu przeciwko jakimkolwiek zmianom starego 

systemu. Punkt widzenia podobny do reprezentowanego przez prymasa Poniatowskiego 
przyj to od roku 1803 na rosyjskim z urz du, a w praktyce polskim (kadra, studenci, 
j zyk wykładowy) Cesarskim Uniwersytecie Wile skim. Je eli Uniwersytet Krakowski 
nastawiony był na kształcenie nauczycieli i kadry potrzebnej w gospodarce, to 
Uniwersytet Wile ski kładł główny nacisk na to ostatnie. Kształcenie nauczycieli nie 
było tam zbytnio rozwijane.  

 Wida  wi c, e nie było adnych racjonalnych przesłanek, aby rozwija  najnowsze 
działy matematyki. Była ju  odpowiednio przygotowana do tego kadra. Zarówno 
w czasach KEN, jak i pó niej, wysyłano pracowników nauki na studia zagraniczne, 
cz sto wieloletnie. Jednak po powrocie uczeni ci zobowi zani byli do realizowania 
przyj tych programów nauczania ró nych przedmiotów, zaliczanych wówczas do 
matematyki. Na studiowanie nowych działów matematyki, a tym bardziej na ich 
rozwijanie, nie było ani czasu, ani oczekiwania.  

 W omawianym okresie w zasadzie nie było adnej aktywno ci naukowej na 
uniwersytetach. Poziom i zakres nauczania matematyki uniwersyteckiej był bardzo 
ró ny, cho  nie było tak le, jak pisz  niektórzy. Stopniowa poprawa nast powała 
w okresie reform Kołł taja, j zyk polski stał si  j zykiem wykładowym. Od lat 

                                                
12 Trzeba pami ta , e wobec braku wyspecjalizowanych uczelni, uniwersytet kształcił zarówno budowniczych, 
architektów, in ynierów jak i lekarzy. Dlatego studia na wydziałach filozoficznych (a pó niej na oddziałach 
fizyczno-matematycznych, jak je wtedy nazywano) obejmowały nie tylko Elementy Euklidesa, Sto kowe
Apolloniusza, elementy arytmetyki, lecz tak e astronomi , mechanik , statyk , hydraulik , architektur  cywiln
i militarn , gnomonik  itp. Np. na Uniwersytecie Wile skim du a frekwencja na wykładach matematyki była 
zapewniona przez studentów medycyny i studentów chirurgii (to były dwa odr bne kierunki studiów w XIX 
wieku), którzy w programach studiów mieli wykłady matematyki.  
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siedemdziesi tych osiemnastego wieku stopniowo wchodz  do nauczania elementy 
matematyki wy szej, tzn. geometria analityczna płaszczyzny, podstawowe poj cia 
analizy matematycznej w uj ciu bardzo archaicznym, cz sto niemal dosłownie według 
Newtona (Narwojsz), elementy trygonometrii płaskiej i sferycznej, ze wzgl du na 
potrzeby astronomii i kartografii, oraz elementarny wst p do algebry, tzn. podstawowe 
własno ci wielomianów jednej i wielu zmiennych. Równie  na do  dobrym poziomie 
stał wykład mechaniki, u ywaj cy całego dost pnego aparatu matematycznego. Co 
najciekawsze, pierwsze próby wykładania analizy matematycznej odnajdujemy 
w niektórych gimnazjach zakonnych, i to wcze niej, ni  na uniwersytetach. Wa n  rol
odegrała ksi ka Jana niadeckiego, pierwszy w j zyku polskim podr cznik akademicki 
algebry i geometrii analitycznej.13 Gdyby nie był napisany po polsku, niew tpliwie 
odegrałby wa n  rol  w nauczaniu uniwersyteckim w Europie.  

 Reformy KEN, na ogół udane ujednolicenie zakresu i programu nauczania, w tym 
tak e matematyki, w do  krótkim czasie dały zast py młodych ludzi lepiej, ni
poprzednio przygotowanych do słuchania wykładów z matematyki wy szej. Jednak e 
tragiczne wydarzenia polityczne w bardzo widoczny sposób wpłyn ły na stan Szkół 
Głównych i na cały zreformowany system szkolnictwa.  

2.2.1     Szkoła Główna Koronna (Kraków)  

Poni ej przedstawione jest krótkie omówienie wykładów matematyki w Szkole 
Głównej Koronnej w latach 1781–1793.  

Wykłady z nauk matematycznych w latach 1781–1793 

Jan Kanty Krusi ski, Filozofii Doktór, Matematyki elementarney publiczny Professor, 
Szkół Koronnych Jeneralny Wizytatór: po zako czonym z Algiebry Traktacie 
o Funkcyach i Zrównaniach przest pnych, z pocz tkiem nowego roku 1792, zacznie od 
naypierwszych pocz tków Kurs matematyki pocz tkowey, mai c traktowa  w tym roku 
szkolnym Artymetyk  teoretyczn , Arytmetyk  praktyczn  i Jeometry  teoretyczn
1787/88, 1791/92, 1792/93, algebra [wg niadeckiego] 1788/89, 1790/91, 1792/93, 
Trygonometrya 1790/91, 1792/93, Elementy Euklidesa, DATA, niektóre podania 
z Archimedesa 1792/93.  

Felix Radwa ski, Filozofii DOKTOR, Matematyki pocz tkowéy PROFESSOR, 
GEOMETRA przysi gły: algebra [wg J. niadeckiego] 1782/83, 1785/86, mechanika 
praktyczna dla rzemie lników 1782/83, 1790/91, 1791/92, 1792/93, pocz tki Jeometryi 
Euklidesa, do których przyda célnieysze z Archimedesa Podania o kuli, ostrokr gu 
i wałku [w zast pstwie J. K. rusi skiego]. Trygonometrya płaska 1783/84, 1785/86, 
1786/87, Kurs Matematyki pocz tkowey 1783/84, 1786/87, Mechaniki i Hidrauliki 
Professór publiczny, Kurs Mechaniki (statyka) 1791/92, 1792/93, Hidrodynamika 
1792/93, Hidraulika 1788/89, 1791/92, 1792/93. 

                                                
13 Jan niadecki, Rachunku algebraicznego TEORYA Przystósowaná do Geometryi Linii Krzywych [...] TOM 
PIERWSZY Zawierai cy Algebr  na dwie cz ci podzielon . [...] TOM II. w którym si  przez zrównaniá 
nieoznaczoné tłómacz  własno ci LINII i POWIERZCHNI KRZYWYCH. W Krakowie W Drukarni Szkoły 
Głównéy Koronnéy Roku 1783.  
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Jan niadecki, Filozofii Doktor, Matematyki wy szey i Astronomii publiczny Professor, 
Szkoły Głównéy Sekrétárz, ci gn c Kurs Matematyki wy szey zacznie Rachunek 
integralny, gdzie wyło ywszy ogólné sposoby cáłkowaniá zrówná  mi dzy dwiema 
i wi céy ilo ciami odmiénnémi, u ycie tego Rachunku oka e w tłumaczéniu Praw 
biegu, a szczególniéy w teoryi Attrakcyi ciáł Niebieskich wszystkie Prawa biegu 
w Planetach i kometach obserwacy  stwierdzone, ze zrówna  dyfferencyalnych 
drugiego porz dku wydobywai c. Przyda do tego Rachunek odmienno ci 
przystósowaney do zagadnie  fizycznych 1785/86, 1790/91, 1791/92, algebra [wg 
własnej ksi ki] 1786/87, 1787/88, 1788/89, 1790/91, 1791/92, KOLLEGIUM 
FIZYCZNEGO PREZES, Kurs Matematyki Wy szey 1791/92, Trygonometrya 
Sferyczna [w wykładzie astronomii] 1791/92, Kurs Matematyki pocz tkowey 
(Arytmetyka, Pocz tki Euklidesa, fragmenty z dzieł Archimedesa) 1787/1788, Pocz tki 
Rachunku Dyfferencyalnego i Integralnego 1783/84, 1792/93.  

Z powy szego zestawienia wida , e Krusi ski wykładał cyklicznie matematyk
elementarn  (arytmetyka, geometria, trygonometria płaska, algebra), Radwa ski głównie 
mechanik  i jej elementy, oraz mechanik  dla rzemie lników (w niedziele), a niadecki 
wykłady przypisane do jego katedr, tzn. matematyk  wy sz  i astronomi  wraz 
z niezb dnymi dodatkami z matematyki (geometria analityczna i trygonometria 
sferyczna). Wiadomo te , na czym oparty był jego wykład analizy. W jednym 
z dokumentów14 czytamy:  

JAN CHRZCICIEL SNIADECKI Filozofii DOKTOR, Matematyki wy széy 
y Astronomii PROFESSOR: w Poniedziałki, Srzody y Pi tki od w pół do trzeciey do 
czwártey tłómaczy  b dzie Geometry  wy sz , która cał  teory  linii krzywych 
Algebraicznych y przest pnych z natury zrówná  wydobyt  zamknie. Przydá do téy 
sposób wyra aniá w zrównaniach zwierzchni płaskich y krzywych, mai cy słu y
ucz cym si  za pomoc do Mechaniki wy széy. Co zako czywszy przyst pi do 
wykładania pocz tków rachunku differencyalnego, z Xi ki JM  Pana Cousin
Sławnégo akademii Umiei tno ci Geometry. Ten e sam dawa  b dzie pocz wszy od 
Trygonometryi Sferycznéy, gdzie Skutki Biegów Niebieskich wyci gnioné 
z Obserwacyi przywodzi  b d  do Zrówna  Algebraicznych, aby Słuchai cy tém 
łatwiéy zwi zki skutków niebieskich y wzaiemn  pocz tków Geometryi, 
z Obserwacyami zgod  za pomoc  rachunku obi li. [...]  

Wyja nia to, dlaczego nie zachowały si  notatki niadeckiego z wykładów analizy. 
By  mo e takich notatek w ogóle nie było, a jego wykład oparty był, jak pisze, na ksi ce 
Cousina.15 Tłumaczy to te , dlaczego niadecki planował napisa  dalsze tomy Rachunku 
Algebraicznego Teoryi ... (1783). Potrzebny był podr cznik analizy matematycznej 
w j zyku polskim. Do ko ca ycia niadeckim próbował zmobilizowa  si  do tej pracy, 
ale nie zd ył.  

                                                
14 PRÆLECTIONES AKADEMICÆ QUÆ IN PEINCIPE REGNI SCHOLA à Ima Octobris Anni 1782. ad diem 
ultimam Junij 1783. publice tradentur.  
15 Jacques Antoine Joseph Cousin, Leçons de Calcul Différentiel et de Calcul Intégral, Paris 1777. Od 1779 roku 

niadecki był w Pary u, gdzie poznał m. in. Cousina. Zapewne miał własny egzemplarz tej ksi ki. Mógł te
korzysta  z egzemplarza, który jest do dzi  w Bibliotece Jagiello skiej.  
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2.2.2   Szkoła Główna Litewska (Wilno)  

12. X 1781 Podkanclerzy Litewski Joachim Chreptowicz wł czył Akademi  Wile sk
do systemu reform KEN. Jest to formalna data powstania Szkoły Głównej Litewskiej.  

 Poni ej przytaczam list  wykładów z matematyki, publikowan  na pocz tku ka dego 
roku akademickiego.  

 W latach 1794/95 i 1795–96 nie było wykładów w Szkole Głównej Litewskiej.  

Wykłady z nauk matematycznych w latach 1781–1794  

X. Tadeusz Kundzicz Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Koadjutor Proboszcz 
Koscioła S. Tróycy, Collegii Physici V. Sekretarz, zast pui cy mieysce Nauczyciela 
Matematyki stosowaney: mechanika 1781/82, 1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87, 
1788/89, (publiczny i ordynaryyny Matematyki stosowaney Professor) 1788/89, statyka 
1789/90, 1790/91, 1791/92, 1792/93, (publiczny i ordynaryyny Matematyki Professor) 
Traktat o Sekcyach Konicznych, Traktaty o Rachunkach Differencyalnych i Integralnych, 
Traktat Dynamiki 1793/94.  

Józef Mickiewicz Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Fizyki Teoretyczney 
i Experimentalney Professor: mechanika, hydrostatyka, elektryczno  (cyklicznie) 
1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87, 1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92, 1792/93, 
1793/94, arytmetyka, geometrya i mechanika dla rzemie lników (w niedziele i wi ta) 
1784/85, 1788/89, 1791/92.  

Franciszek Milikont Narwoysz Swi tey Teologii Doktor, Matematyk J. K. Mci, Pleban 
Sokoldzki, publiczny wy szey Matematyki Professor: analiza matematyczna (wg Methodus 
fluxionum Newtona) 1783/84, 1786/87, 1788/89, 1789/90, (wg Eulera Introductio in 
Analysin Infinitorum) 1793/94, algebra i geometria analityczna (wg Newtona Arithmetica 
Universalis) 1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87, 1788/89, 1792/93, 1793/94, teorya linii 
krzywych (wg Newtona; w tym opis linii trzeciego stopnia) 1785/86, 1790/91. 
  
Ignacy Reszka [...] publiczny Astronomii Professor: astronomia 1798/99.  

Bernard Siru 16 Prawa Cywilnego Doktor, publiczny Prawa Rzymskiego Professor [...] 
tłumaczy  przed si  bierze Ustawy Justyniana [...] 1781/82.  

Andrzey Strzecki S. Theologii Doctor, Collegii Physici Prezydent, Astronom J. K. Mci 
y Astronomii publiczny Professor: astronomia (z trygonometri  sferyczn ) 1781/82, 
1783/84, 1784/85, 1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92, 1793/94.  

Mikołay Tomaszewski Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Vice Professor Matem: 
i Sekretarz Coll: Physici: b dzie dawał lekcye Matematyki pocz tkowey dla tych, którzy 
nie do  w niey wiczeni, ze szkoł mnieyszych na lekcye przychodz  Akademickie 
1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92.  

                                                
16 To nie pomyłka. Pijara Sirucia cytuj  tu dlatego, e z wykształcenia był matematykiem: studia uko czył 
w Rzymie, publikuj c tam po łacinie zbiór zada  z analizy matematycznej (1755). Był on równie  autorem 
ksi eczki Arytmetyka prostacka z 1777 roku, podr cznika arytmetyki dla analfabetów. Niestety, w Wilnie nie 
wykładał matematyki.  
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3 Lata 1795–1832  

3.1 Szkolnictwo  

Zarówno Prusy, jak Rosja, przej ły w znacznym stopniu model KEN. W Rosji nie 
tylko model reform był wzorowany na polskiej Ustawie Edukacyjnej, ale równie
realizacja była w du ym stopniu w wykonaniu Polaków. Ksi  Adam Jerzy Czartoryski 
(syn Kazimierza) był w roku 1803 ministrem spraw zagranicznych Rosji, potem 
współorganizował nowy system edukacji w Rosji, oparty na sze ciu uniwersytetach, jako 
Szkołach Głównych (uniwersytety w Dorpacie, Wilnie, Petersburgu, Moskwie, 
Charkowie i Kazaniu, pierwszy z niemieckim j zykiem wykładowym, drugi z j zykiem 
polskim, pozostałe rosyjskoj zyczne). Uniwersytety kierowały podlegaj cymi im 
okr gami szkolnymi. Zapewne z wymienionych powodów podr czniki Lhuilliera słu yły 
w Wile skim okr gu szkolnym do lat dwudziestych XIX wieku, a wi c niemal pół 
wieku, a nawet miały nowe wydania. Pod pozostałymi zaborami do  szybko 
wyeliminowano podr czniki b d ce wcze niej w u yciu.  

3.2 Uniwersytety  

Je eli stan matematyki w okresie reform KEN, przed ostatnim rozbiorem, mo na 
w przybli eniu uzna  za porównywalny w obu szkołach głównych, to w pi tnastoleciu 
1815–1830 matematyka w Wilnie rozwijała si  pr niej. Oferta dydaktyczna 
z matematyki i pokrewnych dziedzin była w Wilnie znacznie bogatsza ni  w innych 
uniwersytetach tego regionu. Zarówno uniwersytet w Królewcu, jak i uniwersytet 
w Dorpacie, miały w tym czasie bardzo ubog  ofert  z matematyki. Na ka dym z tych 
uniwersytetów było dwóch, okresowo trzech matematyków, którzy musieli obsłu y  cały 
proces dydaktyczny. Równie  w Krakowie oferta w zakresie nauczania matematyki była 
ubo sza, ni  w Wilnie. Dopiero Karol Hube zaczyna odbudowywa  po roku 1815 poziom 
i zakres wykładów matematyki w Krakowie.  

 W Warszawie, w roku 1820, powstaje uczelnia wojskowa, Szkoła Aplikacyjna 
Artylerii i In ynierii. Musi ona, z powodu braku kadry wykładowców, dzieli  si  nimi 
z Uniwersytetem Warszawskim. Jest kilka ambitnych prób w zakresie wykładów i prób 
zaznajomienia si  z najnowsz  matematyk , ale ko czy je likwidacja obu uczelni wraz 
z całym systemem szkolnictwa ni szego szczebla.  

 Wiek XIX przynosi nowoczesny wykład analizy matematycznej, na wszystkich 
trzech uniwersytetach (Kraków, Warszawa, Wilno) wzorowany na dziełach 
matematyków francuskich, cz sto dosłownie według Lagrange’a czy te  Lacroix.  

3.2.1    Uniwersytet Krakowski  

W 1794 roku wojska pruskie zaj ły Kraków, a po ich wycofaniu wkroczyły wojska 
austriackie. Kraków był pod okupacj  austriack  do roku 1809, kiedy to znalazł si
w granicach Ksi stwa Warszawskiego (do roku 1815). Przez krótki okres po rozbiorach 
Uniwersytet Krakowski był niemieckoj zyczny. W czasie Ksi stwa Warszawskiego 
i Królestwa Polskiego znów z polskim j zykiem wykładowym. W okresie 1815–1846 
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Wolne Miasto Kraków było stolic  Rzeczpospolitej Krakowskiej, znajduj c  si  pod 
kontrol  Austrii, Prus i Rosji.  

 Poni ej przedstawiony jest wyci g z Prospektów Lekcyy. Obok nazwiska 
wymienione s  nazwy wykładanych przedmiotów, bez rozró nienia poszczególnych 
działów, a w nawiasie rok akademicki, w którym odbywał si  dany wykład.  

Kazimierz Brzuchalski, matematyka elementarna 1810/11, 1811/12.  

Karol Hube, wst p do matematyki (algebra, analiza nieoznaczona, trygonometria) 
1812/13, 1814/15, 1815/16, 1816/17, rachunek ró niczkowy i całkowy z zastosowaniami 
w fizyce i mechanice 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1818/19, 1819/20, 1828/29, 1829/30, 
1830/31, 1831/32, teoria równa , trygonometria sferyczna i geometria analityczna 
1817/18, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 
1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, analiza algebraiczna, 
trygonometria sferyczna i geometria analityczna z teori  powierzchni drugiego stopnia 
według Hachette 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 
1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, analiza sko czona (analysis finitorum) 
1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, astronomia teoretyczna 
i praktyczna 1824/25.  

Józef Ł ski, sporz dzanie map geograficznych z pomoc  rzutu stereograficznego 
1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 
astronomia 1816/17, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23.  

Filip Menciszewski, geometria wykre lna 1814/15, mechanika i hydraulika 1814/15. 
  
Józef Tomaszewski, geometria wykre lna 1815/16.  

Franciszek Sapalski, geometria wykre lna 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20, 
1820/21, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 
1829/30, 1831/32, mechanika i hydraulika 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1820/21, 1821/22, 
1822/23, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, 
algebra i trygonometria 1817/18, gnomonika 1819/20, 1821/22, architektura i mechanika 
praktyczna 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 
1830/31, 1831/32.  

Augustyn Fr czkiewicz, matematyka ni sza 1817/18.  

Franciszek Szopowicz, matematyka elementarna (arytmetyka, algebra, geometria 
elementarna z praktyk  według Lacroix) 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 
1823/24, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, algebra i traktat o przekrojach 
sto kowych 1824/25, 1825/26, 1826/27.  

Roman Markiewicz, elementy matematyki 1820/21.  

Feliks Radwa ski, mechanika i hydraulika 1820/21, 1821/22, 1829/30, architektura 
1830/31.  
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Wincenty Karczewski, astronomia 1823/24, 1824/25.  

Maximilian Weisse, astronomia 1825/26, 1826/27, 1829/30, 1830/31.  

3.2.2       Cesarski Uniwersytet Wile ski  

Spisy planowanych wykładów na Uniwersytecie Wile skim w latach 1800–1831 
dostarczaj  bogatej informacji o zakresie i ró norodno ci wykładanych przedmiotów. 
Poni ej przedstawiony jest wyci g z tych Prospektów Lekcyy. Obok nazwiska 
wymienione s  nazwy wykładanych przedmiotów, bez rozró nienia poszczególnych 
działów, a w nawiasie rok akademicki, w którym odbywał si  dany wykład.  

X. Tadeusz Kundzicz, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Prałat, Kanclerz Wile ski, 
Kanonik Inflantski, Publiczny Ordynaryyny Matematyki Stosowaney Professor:
mechanika, hydrostatyka, mechanika cieczy 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1801/02, 
1802/03.  

X. Józef Mickiewicz, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Kanonik Smole ski, 
Proboszcz Wiszniewski, Fizyki Teoryczney i Experimentalney Professor: fizyka (cykl 
trzyletni) 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1801/02, 1802/03.  

Franciszek Milikont Narwoysz, Nauk Wyzwolonych, Filozofii i wi tey Teologii Doktor, 
Matematyk bywszy Królewski, Jeden z dwónastu Towarzystwa umiei tno ci Włoskiego, 
Kanonik Smole ski, Publiczny i Zwyczayny czystey Matematyki wy szey i rachunku 
wysokiego Professor: analiza matematyczna (wg Newtona Methodus fluxionum) 1797/98, 
1798/99, 1800/01, 1801/02, 1802/03, 1805/06, 1807/08, 1808/09; algebra (wg Newtona 
Arithmetica Universalis) 1797/98, 1798/99.  

Ignacy Reszka, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Publiczny Astronomii Profesor,
astronomia (z trygonometri  sferyczn ) 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1802/03, 1805/06, 
1807/08, 1808/09.  

Karol Christian Langsdorf, Professor Matematyki Stosowaney w Imperatorskim 
Uniwersytecie Wile skim, algebra 1804/05, mechanika, hydrodynamika i technologia 
1804/05, 1805/06. [wykładał po łacinie]  

Michał Szulc, Filoz: Doktor, Architektury Cywilney i Militarney Publicz: zwyczay: 
Profes: architektura cywilna i militarna 1805/06, 1807/08, 1808/09, 1810/11, 1811/12.  

Stefan Stubielewicz, Filoz: Doktor obrany Professor Fizyki: fizyka 1805/06, 1807/08, 
1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14.  

Zachariasz Niemczewski, Filoz: Doktor, Uniwersytetu Adjunkt: wst p do matematyki 
1805/06, analiza matematyczna 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15, 1815/16, 
1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20.  
  
Michał Kado, Doktor Filozofii, Uniwersytetu Adjunkt: kartografia 1805/06, 1807/08, 
1808/09.  
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Tomasz ycki, Filoz. Doktor, Matematyki Professor Extraordynaryyny: matematyka 
elementarna (arytmetyka, planimetria, trygonometria płaska) 1797/98, 1798/99, 
1801/1802, 1807/08, algebra z geometri  (wg ksi ki Jana niadeckiego) 1797/98, 
1798/99, 1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15, 1815/16.  

Cezary Kamie ski, Filoz. Doktor, Adjunkt Uniwersytetu: astronomia z trygonometria 
sferyczn  1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14.  

Kaietan Krassowski, Fil. Doktor: fizyka 1814/15, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1820/21, 
rolnictwo 1821/22.  

Felix Drzewi ski, Fil. Doktor: mineralogia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1819/20, fizyka 
1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.  
  
Wincenty Karczewski, Filoz. Magister: astronomia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18.  
  
Ignacy Horodecki, Fil. Doktor, Radca Nad., Adjunkt Uniwersytetu: mineralogia 1817/18, 
1818/19, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24.  

Antoni Wyrwicz, Fil. Doktor: algebra (wg Jana niadeckiego) 1817/18, 1818/19, 
1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31; astronomia i trygonometria 
sferyczna (wg Jana niadeckiego) 1820/21, 1823/24, analiza 1824/25, 1826/27, 1827/28, 
1828/29, 1829/30, 1830/31.  

Piotr Sławi ski, Fil. Doktor: astronomia i trygonometria sferyczna (wg Jana 
niadeckiego) 1818/19, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 18 27/28, 1828/29, 

1829/30, 1830/31.  

Michał Pełka-Poli ski, Fil. Doktor, Akad. Florenc. Członek, Matematyki Prof.: algebra 
wy sza (wg Jana niadeckiego) 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 
mechanika 1824/24, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, geometria 
analityczna 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, geodezja wy sza 
1820/21.  

Karol Podczaszy ski, Magister Filozofii: architektura 1820/21, 1822/23, 1823/24, 
1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.  

Józef Twardowski, Fil. Doktor: algebra z geometri  analityczn  1822/23 (nigdy nie miał 
wykładów).  

Michał Oczapowski, Ekonomia 1822/23, 1824/25, 1827/28, 1829/30, 1830/31, rolnictwo 
1823/24, 1828/29.  

Walerian Górski, Fil. Doktor: mechanika 22/23, mechanika praktyczna 1823/24, 
1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.  

Hipolit Rumbowicz, Fil. Magister: geometria wykre lna 1824/25, 1827/28, 1829/30, 
1830/31.  
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Antoni Szahin, Fil. Magister: geodezja 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 
1830/31.  

Zygmunt Rewkowski, Fil. Magister: rachunek prawdopodobie stwa 1830/31.  

Tomasz ycki, Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Matematyki wy szey Vice-
Professor: matematyka elementarna 1798/99.  

3.2.3       Królewski Uniwersytet Warszawski  

W roku 1815 powstaje w Warszawie nowy uniwersytet, trzeci polski uniwersytet 
w rodkowej Europie. Od pocz tku istnienia a  do jego zamkni cia w 1831 roku 
Uniwersytet Warszawski borykał si  z ogromnymi problemami kadrowymi, szczególnie 
na Wydziale Fizyczno–Matematycznym. Nie zdołano jeszcze w tak krótkim czasie 
ugruntowa  poziomu i zakresu nauczania matematyki, gdy wiatr historii zgasił słaby 
jeszcze płomie  nauki, w tym matematyki.  

  
 Na pocz tku planowano w Warszawie trzy katedry: katedr  matematyki czystej, 

katedr  matematyki stosowanej i katedr  astronomii oraz osobny profesor do geometrii 
wykre lnej. Wykłady na Królewskim Uniwersytecie Warszawskim obejmowały:  

Franciszek Armi ski, rachunek całkowy 1817/18, algebra wy sza 1820/21.  

Antoni D browski, matematyka elementarna 1817/18, algebra wy sza i geometria 
analityczna 1817/18, 1818/19, 1819/20, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 
rachunek ró niczkowy 1817/18, 1818/19, rachunek ró niczkowy i całkowy 1819/20, 
1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, rachunek ró niczkowy, całkowy 
i wariacyjny 1820/21.  

Kajetan Garbi ski, Geometria wykre lna 1825/26, matematyka elementarna 1822/23, 
1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, geometria analityczna 1826/27, 1827/28, 
1828/29, 1829/30, 1830/31.  

Adryan Krzy anowski, algebra wy sza 1821/22, 1822/23, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 
1827/28, 1828/29, 1829/30, mechanika analityczna 1821/22, 1822/23, 1823/24, 
1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, rachunek losów 1824/25, rachunek ró niczkowy 
i całkowy 1826/27, 1827/28, matematyka elementarna 1828/29, 1829/30, 1830/31. 

Rafał Skolimowski,17 algebra wy sza 1819/20, mechanika analityczna 1819/20, 
1820/21, geometria analityczna 1820/21.  

Augustyn Fr czkiewicz, algebra wy sza 1828/29, 1829/30, 1830/31, rachunek 
ró niczkowy i całkowy 1828/29, 1829/30, 1830/31.  

                                                
17 Rafał Skolimowski przeszedł w roku 1820 do nowo powstałej Szkoły Wojskowej Aplikacyjnej.  
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PAUL ERD S A JEHO OBLÍBENÉ PROBLÉMY 
Z RAMSEYOVY TEORIE 

UBOMÍRA BALKOVÁ

Abstract: Paul Erd s was one of the most prolific mathematicians who have ever lived. 
He is an author or co-author of about 1500 papers in the fields of Combinatorics, Number 
Theory, and Graph Theory. It is well-known that Erd s loved prime numbers. Here, we 
focus also on his interest in the so-called Ramsey theory – a discipline he invented and 
enriched with many results.  

1 Zázra né dít

1.1 Bertrand v postulát 

         Již od útlého d tství v d l Paul Erd s (26. 3. 1913, Budapeš  – 20. 9. 1996, Varšava), 
že bude matematikem. P átele své matky bavil tím, že z hlavy podle jejich data narození 
po ítal, kolik vte in jsou na sv t . Když mu bylo deset let, otec mu ukázal Euklid v 
d kaz tvrzení, že prvo ísel je nekone n  mnoho. Paul Erd s byl okouzlen. Práv  hledání 
elegantních d kaz  se stalo smyslem jeho života. P. Erd s tvrdil, že B h má v rukou  
Knihu, ve které jsou jen ty nejhez í d kazy. Opravdoví matematici jsou ti, jejichž d kazy 
se podobají t m z Knihy. Pro jeho spolupracovníky bylo nejv tší pochvalou, když 
P. Erd s ohodnotil jejich d kaz slovy: „It’s straight from the Book.“ Poprvé okouzlil 
P. Erd s ma arské matematické kruhy jako 18-letý. Jeho jednoduchý d kaz Bertrandova 
postulátu, že mezi každým p irozeným íslem a jeho dvojnásobkem leží prvo íslo, 
zdaleka p ed il ebyšev v d kaz z roku 1850.  

2 Ramseyova teorie 

2.1 Problém s happy-endem 

Ma arští matematici se scházeli ve 30. letech pravideln  u sochy Anonyma, kroniká e 
12. století, za alo se jim proto p ezdívat Anonymous Group. lenkou skupiny se stala 
i nadaná Esther Kleinová a p išla s ešením následujícího problému: „Kolik bod , z nichž 
žádné t i neleží v p ímce, je t eba zadat, aby n které ty i z nich tvo ily vrcholy 
konvexního ty úhelníku?” Problém kroužek matematik  zaujal a zanedlouho vyrukovali 
s hypotézou, že 2n–2+1 bod  garantuje, že mezi nimi najdeme vrcholy konvexního n-
úhelníku. Dosud není hypotéza dokázána, ale hned po n kolika týdnech našel Gy rgy 
Szekeres po et bod  posta ující pro existenci konvexního n-úhelníku. Tím si získal ruku 
Esther a tehdy Paul Erd s nazval úlohu Happy End Problem a tak také vstoupila do 
pov domí matematik . Gy rgy Szekeres m l št stí, že Paul Erd s nem l zájem o ženy, 
protože vzáp tí podstatn  Szekeresovu posta ující podmínku vylepšil. Šlo o první 
Erd s v výsledek z Ramseyovy teorie – oblasti matematiky, jejímž byl pr kopníkem 
a již obohatil nes etnými výsledky. 

2.2 Problém spole enský 

Rok po ešení problému s happy-endem odjíždí P. Erd s na studia do Anglie. 
Antisemitské Ma arsko pro n j není bezpe né. Stýská se mu ale po domov , je totiž 
velmi siln  poután ke své matce, která se o n j bude starat a doprovázet jej na 
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nekone ných cestách po celý život. Podle slov Bély Bollabáse: „Od roku 1934 spí Paul 
Erd s jen výjime n  sedm dní ve stejné posteli.” Út chu mu p ináší intenzívní práce. 
V nuje se i nadále Ramseyov  teorii, která – zjednodušen e eno – hledá minimální 
po et prvk , jež garantují n jakou vlastnost. Klasickým p íkladem je Party Problem: 
„Jaký je nejmenší možný po et host  na narozeninové oslav , má-li být zajišt no, že 
mezi nimi existuje trojice, kde každý zná každého, nebo existuje trojice, kde nikdo nezná 
nikoho?” Správná odpov  je 6 osob. Pokud požadujeme stejnou vlastnost po tve icích, 
pak je minimální po et lidí 18. Pro p tice už se pouze ví, že minimální po et host  je 
n kde mezi 43 a 49 a pro šestice mezi 102 a 165. Zobecn ní problému vedlo k zavedení 
Ramseyových ísel, jejichž vlastnosti P. Erd s s oblibou studoval a p i té p íležitosti 
vyvinul metodu pravd podobnostního d kazu, která má dnes velký význam v teoretické 
informatice p i snižování výpo etní náro nosti algoritm .  

Další matematické výsledky P. Erd se, ale i jeho život a jeho svérázná osobnost jsou 
výborn  popsány v [1], [2] a [3].  

3 Odpo inek až v hrob

3.1 Erd sovo íslo 

P. Erd s z stal aktivním matematikem až do své smrti v 83 letech. Na rady p átel, aby 
zvolnil, odpovídal: „Na odpo inek je as v hrob .“ Na svém kont  má však nejen 
nepo ítan  vlastních výsledk  a elegantních d kaz , ale náleží mu ješt  další obrovská 
zásluha. P i svých cestách po sv t  ne ekan  klepal na dve e svých koleg , aby jim 
sd lil: „Má mysl je otev ená,“ a pustil se s nimi do práce na n kterém z problém , které 
šil svým koleg m p ímo na míru. Že m l opravdu mnoho spolupracovník , potvrzuje 
po et lánk , které z této spolupráce vzešly. P. Erd s jich má na kont  1475 s více než 
500 spoluautory. Není divu, že na jeho po est bylo definováno Erd sovo íslo [4]: 

P. Erd s sám má íslo 0, ti, kdo s ním napsali lánek, mají íslo 1, ti, kdo publikovali 
lánek s n jakým spoluautorem P. Erd se, mají íslo 2 atd. Existuje odhad, že 90 procent 

aktivních matematik  má Erd sovo íslo menší než 8.  
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SUDOKU A HISTÓRIA MAGICKÝCH 
ŠTVORCOV 

ANNA BÁLINTOVÁ, R. TROJÁ KOVÁ

Abstract: The game Sudoku – named as Rubik cube of the XXIst century – is very 
popular in mass media. The classical Sudoku is a magic Latin square. At Middle age Arab 
people were the first who gave some their mathematical applications. We will follow 
evolution of the magic square from this time up to now. 

1 Úvod 

1.1 Sú astný stav  

História magických štvorcov je ve mi bohatá a pestrá – samozrejme – ve  od 
pradávna pri ahovali udstvo svojou zvláštnou magickou silou. Oficiálne ich história 
za ína v X. storo í, ke  boli po prvýkrát študované ako matematický objekt. Existuje 
obrovské množstvo ich modifikácií. V sú asnosti ich najpopulárnejšiu verziou je hra 
Sudoku, nazývaná tiež Rubikovou kockou XXI. storo ia. Táto mimoriadne populárna hra 
bola zaregistrovaná v Japonsku pod ochrannou zna kou vydavate stva Nikoli 
Corporation Oltd. Z tejto krajiny pochádza aj jej názov, v japon ine Su znamená íslo 
a Doku jediné. Svetovým fenoménom sa však stala zásluhou Novozélan ana Wayna 
Goulda. Tohto advokáta na dôchodku ve mi zaujala kombinatorické hra, na ktorú 
náhodne natrafil pri svojom pobyte v krajine vychádzajúceho slnka. No a opä  sa 
potvrdilo, ako je osudové ma  v správnu chví u, na správnom mieste ten správny nápad. 
Vytvoril po íta ový program, ktorý generuje automaticky mriežky Sudoku a ponúkol ho 
americkým novinám The Times – a tak za ala ich triumfálna cesta okolo sveta 
prostredníctvom médií. Je symbolické, že práve tam, kde vo akedy vznikla. Jej 
uznávaným autorom z roku 1979 je totiž práve Ameri an Howard Garns. Je o om 
známe, že bol inšpirovaný jednak magickými štvorcami všeobecne, a jednak konkrétnym 
problémom, ktorý riešil v 18. storo í uznávaný švaj iarsky matematik Leonhard Euler – 
tzv. problém 36 dôstojníkov. V anglofónnej oblasti je hra Sudoku známa ako Nomber 
Place. Pripome me si pre úplnos  princíp klasického Sudoku: cie om je vyplni  danú 
štvorcovú tabu ku postupnos ou navzájom rôznych prirodzených ísiel (prípadne písmen 
alebo iných symbolov). Každé z nich sa nachádza práve jedenkrát v každom riadku, 
st pci a v každom iasto nom štvorci. Vo vä šine prípadov sú použité íslice od 1–9, 
skúmaný štvorec je typu 9×9 a iasto né štvorce sú typu 3×3. Nieko ko prvkov 
postupnosti je k dispozícií priamo v zadaní, štvorcovú tabu ku treba skompletizova . 
Zanechajme však Sudoku a sústre me sa na magické štvorce Tento názov sa v bežnej 
re i používa pre špeciálne druhy štvorcových schém, ale treba si uvedomi , že v prípade 
Sudoku ide vlastne o latinské, magické štvorce. Nie je neužito né pripomenú  si ich 
definície i ke  sú asto opakované v literatúre [2], [3]. 

Magický štvorec rádu n – je chápaný ako štvorcová tabu ka, v ktorej sú umiestnené 
ísla 1, 2, ..., n2 tak, aby sú et ísel v každom riadku, st pci a oboch diagonálach bol 

rovnaký. Toto íslo sa nazýva konštanta magického štvorca a je rovná (n3+n)/2. Latinský 
štvorec rádu n je chápaný ak štvorcová tabu ka, v ktorej sú umiestnené ísla 1, 2, ..., n
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tak, aby v každom riadku a st pci boli navzájom rôzne ísla. Niekedy je výhodnejšie 
použi ísla 0, 1, 2, ..., n–1. 

 Príklad latinského štvorca rádu 3       Príklad magického štvorca rádu 3 
         vytvoreného z prvkov                vytvoreného z prvkov  

     0, 1, 2                                      1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

  

1 0 2 

2 1 0 

0 2 1 

  
  

1.2 Východzie poznatky 

Prv než budeme sledova  históriu magických štvorcov, pripome me si aspo
nieko ko prvkov z jej „predhistórie“. Notoricky známa legenda, spojená s magickým 
zoskupením prvkov na pancieri korytna ky, známeho ako Diagram od rieky Lo ( ína 
nieko ko storo í pred naším letopo tom). Prvý známy manuálne vyrobený exemplár – 
íslice sú reprezentované geometrickými útvarmi ( ína 300 rokov p. n. l.). Prvý známy 

exemplár zostavený z íslic, ktorým sa zvykneme hovori , arabské pochádza z Indie. 

Môžeme teda konštatova , ako mnohokrát predtým, že pravdepodobne pôvod týchto 
fascinujúcich útvarov je v alekých východných kultúrach. Je všeobecne známe, že staré 
kultúry prikladali íslam magický význam. Ako už bolo spomenuté v predchádzajúcej 
asti, história ako vedecká disciplína, uznáva magické štvorce po núc X. storo ím. 

V tomto období boli totiž po prvýkrát definované ako matematické pojmy a nie ako 
dovtedy mystické. O tento k ú ový moment sa zaslúžili arabskí matematici, ktorí 
požívali ozna enie Harmonické usporiadanie ísiel. Písomné zdroje z tohto obdobia sú 
ve mi rôznorodé. Niektoré obsahujú informácie o základných vlastnostiach magických 
štvorcoch, iné uvádzajú návody na ich konštrukciu. V sú asnosti sú už k dispozícii 
preklady najstarších známych písomných dokumentov, ktoré umož ujú zrekonštruova
ich vznik a vývoj. Vezmime do úvahy aj nieko ko neskorších zdrojov, ktoré síce 
nepriniesli nové originálne výsledky, ale zdokonalili tie predchádzajúce. Uve me z nich 
nieko ko pozoruhodných, v chronologickom usporiadaní: 

1. Kniha o harmonickom usporiadaní prvkov vo štvorci, autor Abu´l-Wafa al Buzani 
(940–997/998). Je jedným z dvoch najstarších písomných dokumentov, popisuje 
ve mi jasne všeobecné princípy konštrukcií, ale naproti tomu nevysvet uje priamo 
použite né konkrétne metódy. itate  získa teoretické vedomosti, ale nie 
praktický návod. 

2. Encyklopédia publikovaná v Bagdade okolo r. 983, autor Rasa ´il Ihkwan al-Safa. 
Nájdeme v nej prvé magické štvorce rádu 5 a 6. 

3. alším zdrojom je druhá kapitola z knihy Komentár k Aritmetike od Nikomaka, 
autor Ali b.Ahmad al-Antaki (zomrel r. 987). Komentár sa týka diela Úvod do 
aritmetiky, ktoré sa venuje partii matematiky dnes známej ako teória ísiel. Tento 

4 3 8 

9 5 1 

2 7 6 
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spis, i ke  neohromí svojou originalitou, je zaujímavý kvôli historickým 
informáciám z daného obdobia. Je zaujímavé aj tým, že zohralo dôležitú úlohu 
v procese prenosu gréckych znalostí zo Strednej Europy do islamského sveta. 

4. Zvláštnym prípadom je Abu Ishaq al-Zarkali, ktorý žil v XI. storo í 
v moslimskom Španielsku. Je autorom viacerých astronomických objavov 
nesúcich aj jeho meno. Pochádza od neho príspevok k tematike, v ktorom nájdeme 
7 príkladov štvorcov rádu 3 až 9. Sú pridružené k 7 planétam, ako bolo v tom ase 
zvykom. I ke  sú uvedené bez toho, že by bola vysvetlená ich konštrukcia, pre 
nás majú význam v tom, že potvrdzujú znalos  magických štvorcoch v Španielsku 
v XI. storo í. 

5. Abu Hatim Muzafar Asfizani (Perzia), bol skôr astronóm a mechanik ako 
matematik. Svoju reputáciu oh adne skúmanej tematiky si získal hlavne vysokými 
didaktickým schopnos ami. I ke  bez teoretického zdôvodnenia, vysvet uje 
praktické metódy mimoriadne jasne, o ich robí prístupnými širokému okruhu 
itate ov. 

6. Byzantínec Manuel Moschopoulos (spis z r. 1300) – dlho mu bolo pripisované 
otcovstvo niektorých konštruk ných metód. Štúdium starých arabských textov 
však prispelo k záveru, že v jeho prípade išlo o pokus znovu zostroji  konštrukcie 
známe už predtým v islamskom svete v X. alebo XI. storo í. 

7. Abd al – Wahbab ibn Ibrahim Zanjani (Perzia), stred XIII. storo ia. Je autorom 
síce malého, ale súdiac pod a množstva zachovalých kópií, ve mi známeho spisu. 
Hlavná pozornos  je venovaná praktickej stránke, a síce ako vyplni  magické 
štvorce 3. a 4. rádu. 

8. Egyp an Muhamad Ghabramallisi vydal okolo oku 1600 mimoriadne obšírne 
dielo o konštrukciách magických štvorcov. Obsahuje všetky dovtedy známe 
metódy a na viac ve a cenných historických informácií, ktoré chýbali. Autor 
pojednáva aj o iných magických útvaroch, ako sú napríklad magické kružnice 
alebo magické štvorce s „dierami“ (necháva sa prázdne polí ko, asto stredové). 

Vä šina originálnych textov bola preložená relatívne nedávno. Sú obsiahnuté 
v obšírnom diele, ktorého autorom je sú asný švaj iarsky matematik a historik Jacques 
Sesiano [4]. 
   

Prvé štúdie v Európe sa objavujú v rukopisoch zo XIV. storo ia a následne sú 
spojené s tak prestížnymi menami ako Cardano, Fermat, Euler, Franklin. Avšak 
v „modernej Európe“, všeobecné konštruk né metódy magických štvorcov pochádzajúce 
z arabských krajín, zostali nepovšimnuté až do XX. storo ia. 
  

2 Nové výsledky  

2.1  

I ke  sa latinské – magické štvorce tešia ve kej pozornosti, súborného diela o nich 
sme sa do kali len relatívne nedávno [2]. Situáciu vystihol popredný slovenský 
matematik, Juraj Bosák, v komentári k tomuto dielu: Kniha predstavuje prvý pokus 
o monografiu v latinských štvorcoch. Vyše dvestoro né akanie na súborné spracovanie 
tematiky je pravdepodobne dôsledkom faktu, že seriózny záujem matematikov o túto 
partiu bol podmienený len pomerne nedávno v súvislosti s objavením hlbších vz ahov 



84

k iným disciplínam (algebra, geometria, štatistika, teória kódovania), to ko citát. o je 
ve mi cenné, kniha obsahuje aj súpis otvorených problémov v tejto oblasti. 

2.2  
Niektorých vedcov tematika magických štvorcov zaujala nato ko, že jej venovali 

temer celoživotnú pozornos . Taký je aj prípad, už spomínaného autora J. Sesiana, 
ktorého dlhoro né bádanie vyústilo vydaním monografie: Carrés magiques dans les pays 
islamiques [4]. Kniha je vyvrcholením jeho štvr storo ného bádania vo svete magických 
štvorcov. Predstavuje zjednotenie množstva lánkov a štúdií, ktoré po as 25 rokov 
publikoval. Je jeho Opus Magnum na tému magických štvorcov, ako uvádza Max 
Lejbovicz, vo svojom mimoriadne priaznivom komentári k prvému vydaniu knihy v roku 
2004. Vydanie vyvolalo ve ký ohlas a aj ostatné komentáre nešetrili superlatívmi. 
Ukážkou z knihy je magický útvar predstavený na obrázku 1. 

:
  

Obrázok 1 

 Zostáva dúfa , že toto dielo bude sprístupnené aj naším itate om a do káme sa jeho 
slovenského alebo eského prekladu. 
  
2.3 

o sa týka samotných konštrukcií, boli zostrojené tzv. multi-magické štvorce.V júni 
roku 2001 dokonca prvý známy penta-magický štvorec rozmerov 1024×1024, autori: 
André Viricel a Christian Boyer. Títo dvaja francúzski matematici ohlásili mesiac 
predtým, teda v máji 2001, aj skonštruovanie prvého tetra-magického štvorca rozmerov 
512×512. Ale ako sa ukázalo neskôr, nebol ani prvým ba dokonca ani najmenším. 
Dodato ne sa zistilo, že už v roku 1983 skonštruoval Charles Devimeux tetra-magický 
štvorec o rozmeroch 256×256. Ich prvenstvo oh adne penta-magického štvorca však 
zostalo neohrozené. Na obrázku . 2 sú zobrazené 4 rohy tohto historického exempláru. 
Pozrime sa teraz na jeho vlastnosti:  

1. Každé z ísel od 0 po 1048575 sa nachádza vo štvorci práve jedenkrát. 



85

2. Sú et ísiel v každom riadku, st pci a oboch diagonálach je rovnaký, teda štvorec 
je magický a magický sú et S1 = 536870400. 

3. Sú et štvorcov prvkov v každom riadku, st pci a oboch diagonálach je rovnaký 
a magický sú et  

S2 = 375299432076800. 
4. Sú et tretích mocnín prvkov v každom riadku, st pci a oboch diagonálach je 

rovnaký, teda štvorec je tri -magický a magický sú et  
S3 = 295147342229667840000. 

5. Sú et štvrtých mocnín prvkov v každom riadku, st pci a oboch diagonálach je 
rovnaký, teda štvorec je tetra-magický a magický sú et  

S4 = 247587417561640996243120640. 
6. Sú et piatych mocnín prvkov v každom riadku, st pci a oboch diagonálach je 

rovnaký, teda štvorec je penta-magický a magický sú et  
S5 = 216345083469423421693932062720000. 

  

0 733632 419712 … 628863 314943 1048575 

866545 395569 745329 … 303246 653006 182030 

685538 82978 791138 … 257437 965597 363037 

… … … … … … … 

685597 83933 790941 … 257634 964642 362978 

867086 395982 744590 … 303985 652593 181489 

1023 733759 418943 … 629632 314816 1047552 

Obrázok 2 

Tento matematický výsledok zaujal nato ko, že bol dokonca zaznamenaný do 
Guinnensovej knihy rekordov pod titulom Objavenie prvého známeho penta-magického 
štvorca. O pár rokov neskôr nasledovalo vylepšenie oboch spomínaných multi-
magických štvorcov.  

Jún 2003: penta-magický štvorec rozmerov 729×729, Li Wen, ína. 
Február 2004: tetra-magický štvorec rozmerov 243×243, Pen Fegchu, ína. 
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Konštrukcie týchto zložitých útvarov sú dosiahnuté pomocou po íta ovej techniky – 
pochopite ne, manuálna konštrukcia je temer nepredstavite ná.  

2.4 
 Za iatok tretieho tisícro ia bol sprevádzaný stále narastajúcou popularitou hry Sudoku. 
Roky 2005 a 2006 spustili hotové „sudokové tsunami“. Zašlo to až tak aleko, že od 
roku 2006 sú v tejto organizovaná majstrovstvá sveta: 2006 – India, 2007 – eská 
republika (Praha), 2008 – India, 2009 – Slovensko (Žilina). Ne udo, že popularita je tak 
obrovská. Netreba ma  špeciálne vedomosti – íslice v riadkoch, st pcoch a štvor ekoch 
sú zrozumite né všade na svete. 

3. Záver 

O latinských, magických štvorcoch existuje pomerne ve ké množstvo štúdií 
s rôznym zameraním. Cie om tohto príspevku bolo upozorni  okrem iného na moment, 
ke  zo sveta mystiky vstúpili do sveta vedy. Stali sa tak jedným z troch hlavných 
fenoménov, ktorými arabskí matematici prispeli k rozvoju matematiky. 

 Venovanie sa kombinatorickým hrám je dôležitejšie, ako si možno uvedomujeme. 
Predstavujú istý druh intelektuálnej gymnastiky a na ich dôležitos  nás upozorní aj citát 
jedného z najvä ších géniov XX. storo ia Alberta Einsteina: Zdá sa, že podstatnou rtou 
intelektuálneho myslenia je kombinatorická hra. 
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EULER V-MACLAURIN V SUMA NÍ VZOREC 

TEREZA BÁRTLOVÁ

Abstract: The aim of this paper is to explore the history of the Euler-Maclaurin 
summation formula, its applications and related concepts such as the Bernoulli numbers. 
It contains a sketch of Euler’s original derivation of the summation formula. 

1 Úvod 

Euler v-Maclaurin v suma ní vzorec byl objeven už v první polovin  30. let 18. století 
a i dnes je asto využíván v mnoha matematických oborech. Popisuje vztah mezi s ítáním 
funk ních hodnot n jaké funkce f a jejím integrálem: 
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kde b  a,  jsou celá ísla, m  je p irozené íslo, f je funkce definovaná na intervalu 
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 je funkce, která vznikne z Bernoulliho polynomu mB  na intervalu [ ]1,0  tak, že jej 

periodicky dodefinujeme na celé reálné ose. 

Jak uvádí Pengelley v lánku [5], kouzlo Eulerova-Maclaurinova suma ního vzorce 
spo ívá p edevším v tom, že zachycuje jemné rozdíly mezi sumou a integrálem 
a umož uje nám tak ešit pom rn  složité p íklady pouze jako jeho jednoduchou aplikaci. 

2 Objevitelé suma ního vzorce 

Suma ní vzorec byl objeven dv ma matematiky, Leonhardem Eulerem a Colinem 
Maclaurinem. Leonhard Euler se v roce 1730 snažil poko it basilejský problém, tedy ur it 

p esnou hodnotu sou tu 
∞
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n n
. Byl tehdy p esv d ený, že hodnota tohoto sou tu je 
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2π
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ale cht l sv j výsledek ov it ješt  numericky. V roce 1735 se mu to poda ilo. Euler 
objevil suma ní vzorec, pomocí kterého vyjád il sou et p evrácených druhých mocnin na 
prvních dvacet desetinných míst. Ve své knize, kterou vydal o dvacet let pozd ji a nazval 
ji Institutiones Calculi Differentialis, se zam uje práv  na vztahy mezi diferenciálním 
po tem a nekone nými adami. Poprvé zde uvádí tvar suma ního vzorce a ve dvou 
kapitolách této knihy se v nuje odvození suma ního vzorce, jeho nes etným aplikacím, 
ale také Bernoulliho ísl m (viz lánek [5]). 



88

Zhruba ve stejné dob  objevil suma ní vzorec zcela nezávisle na Leonhardu 
Eulerovi také Colin Maclaurin. Oba matematici odvodili suma ní vzorec v podstat
stejným zp sobem, ale i p esto že jsou pozorování obou muž  velmi podobná, jsou na 
sob  navzájem nezávislá. Maclaurin v p ístup je o trochu více geometrický, než Euler v. 
Colin Maclaurin své výsledky publikoval roku 1742 v knize A Treatise of Fluxions. 
Maclaurin se své práci odvolával na geometrické metody starov kých ek  a na 
Archimédovu metodu (viz lánek [2]). Ani Euler, ani Maclaurin ve svém tvaru 
suma ního vzorce nespecifikovali tvar zbytku. 

3 Bernoulliho ísla a Bernoulliho polynomy 

Bernoulliho ísla byla objevena Jacobem Bernoullim p ed rokem 1695 (viz 
lánek [6]). Bernoulli našel vzorec pro sou et mocnin p irozených ísel 
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a odhalil pravidlo, kterým se ídí koeficienty iB . Tyto konstanty dnes nazýváme 

Bernoulliho ísly a definujeme je rekurentním p edpisem: 
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Podle p edchozího p edpisu si m že vyjád it n kolik prvních hodnot Bernoulliho ísel: 
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Bernoulliho polynomy jsou definovány p edpisem 
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4 Euler v d kaz suma ního vzorce 

Zam íme-li se na Euler v postup, kterým dosp l k suma nímu vzorci, je nutno 
poukázat i na n které nedostatky v jeho d kazu (viz kniha [3] a lánek [5]). 

Nejprve budeme uvažovat sou ty 

),1()3()2()1()0(

),()4()3()2()1(

−+++++=
+++++=

nFFFFFs

nFFFFFS

p i emž F je libovolná primitivní funkce k funkci f.  
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Vypo ítáme rozdíl mezi sS −  pomocí Taylorovy ady 
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Rovnice (1) platí pro libovolnou funkci, nejen pro funkci f . M žeme tedy místo f  psát 
ff ′′′   ,  atd. Tím dostaneme rovnice tvaru: 
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Pomocí získaných vztah  odstraníme sumy na pravé stran  rovnice (1) a dostaneme 
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kde ,  ,  ,  , δγβα  jsou jistá ísla. V následujícím postupu ukážeme, jak Euler našel 
jejich hodnoty. 

Jestliže ve vztahu (2) postupn  nahradíme funkci f  jejími derivacemi fff ′′′′′′   ,  ,  atd., 
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Uv domme si, že sou et levých stran rovnic je roven integrálu dxxf
0

)(  podle 

rovnice (1). Rovnice tedy se teme a po úprav  dostaneme 

( ) ( ) ,)0()(
!3

1

!2
)0()(

2

1
0 +′−′+++−−−= fnffnf

αβα

odkud plynou vztahy pro hledané koeficienty ,  ,  ,  , δγβα
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Vy ešením t chto rovnic zjistíme, že 
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Nyní známe jednotlivé koeficienty ,  ,  ,  , δγβα , vrátíme se tedy zp t k naší rovnici (2) 
a koeficienty do ní dosadíme 
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Euler pracoval s nekone ným sou tem na pravé stran  rovnosti. Tato Eulerova 
úvaha byla však chybná, protože ada m že být divergentní. Proto také dnešní tvar 
Eulerova-Maclaurinova suma ního vzorce obsahuje pouze kone né sou ty. 

Euler postupoval p i dokazování suma ního vzorce ist  analyticky. Maclaurin se 
naopak ve svém d kazu opíral p edevším o geometrické souvislosti a velmi asto se 
odvolával na obrázek znázor ující danou situaci. Ob  odvození suma ního vzorce, jak 
podle Maclaurina tak podle Eulera, využívají rozvoje do Taylorovy ady. Zásadní 
odlišnost obou d kaz  je v použití matematického notace – Euler používal leibnizovskou 
notaci, na kterou jsme dnes zvyklí, zatímco Maclaurin používal newtonovskou notaci, 
tzn. „fluxe” a „fluenty”. P ehledné srovnání obou d kaz  poskytuje lánek [4]. 

5 Aplikace Eulerova-Maclaurinova suma ního vzorce 

Oba objevitelé v novali také velkou pozornost po ítání konkrétních p íklad
pomocí suma ního vzorce. Euler jej nap . použil na funkci 1)( −= mxxf  a odvodil tak 
vzorec pro sou et mocnin p irozených ísel 

,4321 mmmmm n+++++

ke kterému již d íve bez d kazu dosp l Bernoulli. 

Euler v-Maclaurin v suma ní vzorec je také mocným nástrojem na výpo et 
áste ných sou t  harmonické ady 
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Pomocí Eulerova-Maclaurinova suma ního vzorce m žeme také získat p esnou 
hodnotu sou tu p evrácených mocnin p irozených ísel 
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nebo nalézt p ibližnou hodnotu ísla π .  

Aplikujeme-li Euler v-Maclaurin v suma ní vzorec na funkci xxf ln)( = , 
dostaneme vztah pro p ibližný výpo et sou tu 
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Z n j pak m žeme odvodit známý Stirling v vzorec pro aproximaci faktoriálu 
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6 Záv r 

Zájemce o d kaz Eulerova-Maclaurinova suma ního vzorce a jeho aplikace odkazuji na 
bakalá skou práci [1], kterou jsem sepsala pod vedením RNDr. Antonína Slavíka, Ph.D. 
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METODIKA N KTERÝCH PRACÍ  
Z HISTORIE MATEMATIKY 

JIND ICH BE VÁ , MARTINA BE VÁ OVÁ

Abstract: The main aim of the paper is to give an overview of methodical concepts, 
methods, tools and processes which can be used for writing monographs on the life and 
work of some mathematician or monographs analysing the historical development of 
some mathematical discipline. 

1 Úvod 

Tento p ísp vek voln  navazuje na p edchozí lánky Práce historika matematiky [1] 
a Interpretace matematických výsledk  našich p edk  [2], které byly otišt ny ve 
sbornících p edchozích dvou konferencí. I jeho cílem je metodická pomoc za ínajícím 
badatel m, zejména doktorand m oboru Obecné otázky matematiky (a informatiky). 
Doufáme, že m že být užite ný p i sepisování prací, které budou bu  zcela, nebo alespo
z ásti v novány následujícím dv ma témat m: 

• Život a dílo n jakého matematika (práce zpracovaná v duchu monografií edice 
D jiny matematiky). 

• Vývoj n jaké matematické disciplíny, širší i užší odborné problematiky, problému 
nebo okruhu problém  apod., v ur itém, více nebo mén  dlouhém asovém období.1

Druhé téma se p itom tém  jist  objeví (a mnohdy i vícekrát) v komplexních biografiích 
v novaných osobnostem. Je totiž nezbytné, aby byly p i zpracování života a díla konkrétního 
matematika podrobn  popsány a zhodnoceny práv  jeho matematické výsledky. 

Metodické poznámky k prvnímu tématu vycházejí z bohatých zkušeností získávaných 
postupn  od osmdesátých let 20. století p i zpracovávání monografií v novaných 
Eduardu Weyrovi, Janu Vilému Pexiderovi, Františku Josefu Studni kovi, Karlu 
Rychlíkovi, Vladimíru Ko ínkovi a Ladislavu Svante Riegrovi, které vyšly v edici D jiny 
matematiky (svazky 2, 5, 10, 22, 27, 36, 38), Josefu Smolíkovi [5], p i sepisování 
monografií v novaných zakladatel m Jednoty eských mathematik , p ekladatel m 
Eukleidových Základ , eské matematické komunit  a eským ko en m bulharské 
matematiky, resp. p i p íprav  monografie o Emilu Weyrovi a jeho studijním pobytu 
v Itálii nebo p i práci na Jarníkových matematických zápiscích z univerzity v Göttingen 
(edice D jiny matematiky, svazky 13, 20, 28, 34, 40, 43). Poznamenejme, že do 
celkového vývoje našeho matematicko-historického bádání t í uplynulých desetiletí byla 
aktivita související s tvorbou biografických monografií za azena v pom rn  obsáhlé stati 
Historie matematiky již pot icáté! [3]. 

Poznámky ke druhému tématu jsou shromážd ny na základ  poznatk  získaných p i 
sepisování celé ady prací o vývoji matematiky, zejména monografií Matematika ve 
st edov ké Evrop , Matematika ve starov ku – Egypt a Mezopotámie, Z historie lineární 
algebry, ale i lánk Algebra v 16. a 17. století, Hrdinský v k ecké matematiky I, II
                                                          

1 Ob  témata jsou formulována pro matematiku. Metodické úvahy, které následují, však mají v ad  sm r
univerzální platnost. Mohou být užite né i p i sepisování ady prací týkajících se d jin v dy obecn . 
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(edice D jiny matematiky, svazky 19, 23, 35, resp. svazky 12, 1 a 7) a p i vedení 
n kolika doktorských diserta ních prací, které byly zam eny hlavn  na životy a díla 
eských matematik . 

Základní a zcela obecný metodický pokyn. Rozvažte, jakou práci chcete sepsat a co 
má být jejím cílem. Pe liv  si prohlédn te v tší po et publikací podobného charakteru, 
naše i zahrani ní, kriticky je zhodno te, rozhodn te, co je pro vás inspirativní, pou te se 
ze struktury t chto prací. Pe liv  na rtn te osnovu svého p ipravovaného spisu, dob e 
promyslete postup prací, abyste pracovali efektivn , spolehliv  a p esn , abyste se 
zbyte n  nevraceli k materiál m, které jste již jednou prošli, prostudovali a zpracovali. 
Pro za áte níka je to pom rn  t žký úkol; ím lépe a precizn ji si však tuto etapu 
promyslí, p ipraví a zvládne, tím lépe a rychleji se mu bude studovat a zejména psát. 

Materiál , které lze využít k takovéto základní inspiraci, je celá ada. Již jsme zmínili 
edici D jiny matematiky, která je velmi úzce spjata s doktorským studiem oboru Obecné 
otázky matematiky (a informatiky).2 Soust e uje tém  dvacetileté zkušenosti naší práce 
v d jinách matematiky. Více než ty icet svazk  této edice m že být velkou inspirací pro 
další autory, a to jak po stránce obsahové, tak po stránce metodické. 

Existuje však ada dalších monografií, studií, lánk , i dokonce populariza ních 
prací, z nichž m žeme erpat poznatky nejr zn jšího charakteru, metodické a inspira ní 
podn ty. P ipome me nap . edici Osobnosti, kterou p ipravuje Nadace Universitas 
Masarykiana, z níž nám budou jist  nejbližší knihy Otakar Bor vka [12], Kurt Gödel [13] 
i Vladimír Úlehla [16], dále publikace v nované M. Zlámalovi [10], V. Jarníkovi [14], 

V. Dolejškovi [17] a G. Choquetovi [11] nebo tzv. bílé knihy vydávané v osmdesátých 
letech minulého století Jednotou eskoslovenských matematik  a fyzik  (Bolzano, 
Einstein, Hronec, Záviška atd.), edici Portréty vydávanou nakladatelstvím Orbis (nap . 
Newton) apod. Pojetí t chto knih se však výrazn  odlišuje od koncepce komplexních 
monografií edice D jiny matematiky. Ur itou inspiraci mohou poskytnout i jednotlivé 
svazky edice Velké postavy v deckého nebe, které vydalo v nedávné dob  nakladatelství 
Prometheus. Jejich charakter je však p edevším populariza ní. Zmi me ješt  slovenskou 
edici Svet vedy, v níž se objevily knihy v nované Š. Schwarzovi a J. Hroncovi. 

Rozsáhlou edicí, v níž vyšla ada kvalitních titul  v novaných sv tovým v dc m, 
byla Serija Nau no-bibliografi eskaja literatura vydávaná sov tským nakladatelstvím 
Nauka. Z dnešní mladé generace však již rusky te málokdo. V ele doporu it lze i edici 
Biographien hervorragender Naturwissenschaftler, Techniker und Mediziner (Gauss, 
Newton, Loba evski, Wiener, Klein, Euler, Stevin, Cantor, Eukleides, Ries atd.). 
Z dalších zahrani ních publikací je možno p ipomenout monografie z edice Vita 
mathematica (Nevanlinna, Grassmann, Eukleides, Galois, Bessel, Wiener, Berkeley, 
Riemann atd.).  

Inspiraci týkající se vývoje matematiky jako takové je rozumné hledat jednak 
v encyklopediích, v tších u ebnicích, obecných a speciálních monografiích v novaných 
matematice (nebo p íslušné užší disciplín ) a její historii, jednak v asopiseckých 
láncích. Z asopis  lze doporu it zejména Archive for History of Exact Sciences, 

Archives internationales d’histoire des sciences, Historia mathematica, ISIS, Istoriko-
matemati eskie issledovanija, Bollettino di storia delle scienze matematiche, N.T.M., 
Annals of Science atd. – více viz [1]. V edici D jiny matematiky vyšlo n kolik svazk

                                                          

2 O vzniku a vývoji této edice, charakteru jejích svazk  atd. viz [4]. 
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(krom  již výše uvedených), které zcela spadají do druhého výše vymezeného tématu; 
p ipome me tyto tituly: P. Šarmanová, Š. Schwabik: Malý pr vodce historií integrálu, 
P. Šišma: Teorie graf  1736–1963, K. Ma ák: Po átky po tu pravd podobnosti, 
J. Be vá , E. Fuchs (ed.): Matematika v 16. a 17. století, K. Lepka: Historie Fermatových 
koeficient , K. Ma ák: Vývoj teorie pravd podobnosti v eských zemích do roku 1938, 
A. Slavík: Product Integration, its History and Applications, L. Lomtatidze: Historický 
vývoj pojmu k ivka, V. Chmelíková: Zlatý ez nejen v matematice (svazky 6, 8, 9, 12, 14, 
26, 29, 30, 39). N kolik rozsáhlejších lánk  týkajících se vývoje ur ité problematiky je 
otišt no ve sbornících této edice (Š. Schwabik; M. Hykšová, J. Šimša, I. Saxl, A. Slavík; 
H. Durnová, Š. Bilová; V. Svobodová; J. ižmár, I. Saxl a L. Ilucová, D. Trkovská, 
svazky 3, 24, 25, 32, 33). 

Vysoce uznávaná je rozsáhlá n mecká edice v novaná historii exaktních a p írodních 
v d a osobnostem sv tové v dy, která vychází pod názvem Algorismus. Studien zur 
Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften; v sou asné dob  má tém
osmdesát svazk . Vydává ji Menso Folkerts, sv tov  uznávaný historik v dy. 

Z hlediska metodiky je vhodné odkázat tená e na zajímavou knížku Umberta Eca 
(*1932), italského literárního teoretika, estetika a spisovatele, nazvanou Jak napsat 
diplomovou práci [9], v níž jsou diskutovány etné zkušenosti týkající se zadávání 
a sepisování diplomových prací; mnohé z nich lze rovn ž úsp šn  využít p i práci na 
disertacích z d jin matematiky. Velmi cenné myšlenky a podn ty pro studium vývoje 
v dy (a tedy i matematiky) jsou v nedávno vydané knize Daniela Špeldy Prom ny 
historiografie v dy [15]. 

2 Monografie v nované osobnostem 

Cílem první ásti tohoto lánku je shromážd ní nejd ležit jších metodických pokyn
pro p ípravu komplexn  pojatých biografických monografií v duchu výše uvedených 
svazk  edice D jiny matematiky. Tvorba takovýchto monografií podrobn  mapujících 
životy a díla významných eských matematik , kte í ovlivnili vývoj matematického 
bádání v eských zemích, n kterými svými výsledky se za adili do sv tové matematiky 
a výrazným zp sobem zasáhli do trend  ve vyu ování matematice na našich st edních 
i vysokých školách, byla zapo ata na MFF UK již v osmdesátých letech 20. století. 
Širším cílem t chto monografií je mapování rozvoje v decké práce v matematice, vývoje 
vyu ování matematice a obecn ji života eské matematické komunity ve druhé polovin
19. století a v první polovin  20. století (sjednocující monografií je práce [8]). Práv
k tomuto cíli sm uje pom rn  obsáhlé studium veškeré v decké, odborné, pedagogické 
a organiza ní práce vybraných výrazných osobností – matematik , v etn  podrobného 
poznání jejich životních osud , jejich snah a dalších aktivit. Mnohé práce publikované 
v edici D jiny matematiky navíc dob e ukazují, že lze napsat nejen odbornou, ale v ad
partií i pom rn tivou práci.3

Monografie v novaná zvolené osobnosti X by se m la skládat z následujících v tších 
celk , které vytvo í její základní, rámcovou strukturu: 

                                                          

3 Mnohé lánky v nované významným osobnostem bývají asto sepisovány pom rn  narychlo, n kdy 
z povinnosti jako jubilejní lánky i nekrology. Bohužel se stává, že jsou jen p episovány a mírn
modernizovány d ív jší texty. Staré chyby a nedopat ení jsou tak mnohdy p enášeny do nových lánk , n které 
skute nosti z stávají deformovány, jiné zatemn ny. Jen málokdy je provedena hlubší analýza, by  jen n které 
díl í odborné problematiky. Širší faktografie nejsou vytvá eny v bec. 



96

1. Životní osudy. 
2. V decká a odborná innost. 
3. Faktografické p ílohy. 
4. Obrazová p íloha. 
5. Resumé. 

Faktografické p ílohy by m ly obsahovat (pokud možno) úplný seznam prací
zvolené osoby X (monografií, u ebnic, v deckých a odborných prací, metodických 
a populariza ních lánk , nepublikovaných rukopis  atd.) dopln ný p esnými odkazy na 
referativní asopisy, na publikované recenze, na webové stránky, kde jsou tyto práce 
vystaveny apod., soupis všech publikovaných recenzí (p ípadn  i nepublikovaných 
posudk ) napsaných osobou X, p ehled pedagogické innosti, seznam vedených 
a posuzovaných doktorských prací, seznam dochované korespondence s uvedením míst 
jejího uložení apod.4 P i vyhledávání informací a údaj  pro faktografické p ílohy 
v archivech a knihovnách je nutno postupovat systematicky, velmi pe liv  a vyvinout 
maximální snahu o úplnost. 

Tato partie by m la být zpracovávána p ednostn , nebo  shromaž uje materiál, 
z n hož se bude vycházet p i sepisování ostatních kapitol p ipravované práce – životní 
osudy, popis a hodnocení v decké, odborné, pedagogické a veškeré další innosti zvolené 
osoby X. B hem celé doby, po níž na tématu pracujeme, je t eba informace pro 
faktografické p ílohy soustavn  dopl ovat. Cílem této ásti práce je totiž podat co 
nejúpln jší p ehled všech aktivit osoby X. 

V matematických kruzích nebývá zvykem sestavovat podrobnou faktografii ve výše 
uvedeném smyslu; v tšinou se vysta í se soupisem publikací (mnohdy neúplným), který 
n kdy dokonce zcela chybí. Prakticky nikdy nebývá sepsán p ehled pedagogického 
p sobení, soupis vedených a oponovaných doktorských diserta ních prací, p ehled 
dochované korespondence apod. Faktografie jsou v matematických kruzích málo cen né, 
nebo  jejich sestavení nevyžaduje matematickou erudici. 

Vytvo ení podrobné faktografie je asov  náro né, nebo  je t eba shromáždit, 
zpracovat a analyzovat rozsáhlý, r znorodý a pom rn  bohatý materiál. Lze ji však 
pozd ji dob e využít k následnému komplexnímu hodnocení zkoumané osobnosti, nebo
máme k dispozici podrobný p ehled všech jejích aktivit (v deckých, odborných, 
pedagogických a dalších). K danému asovému okamžiku pak je možno snadno zjistit, na 
jakých tématech osoba X pracovala, co, kde a v jakém rozsahu vyu ovala, zda a jak 
souviselo zam ení v decké práce s výukou, zda a kdy byly výsledky v decké práce 
prezentovány na konferencích, seminá ích atd. Lze pom rn  lehce usoudit, zda byla nebo 
nebyla zpracovávána moderní problematika, zda bylo rozpracováno sou asn  více 
r zných témat apod. Dále lze zjistit, jaké doktorské práce osoba X zadávala, oponovala, 
zda výsledky doktorand  využívala, nebo zda naopak doktorandi rozvíjeli myšlenky 
svého u itele. Lze také vnímat charakter veškerých aktivit osoby X; zda p evažovala 
v decká i pedagogická innost, jak vypadala její širší spole enská, politická, 
národnostní a kulturní aktivita, zda se do odborných aktivit promítaly rodinné i 
spole enské problémy apod. Podrobnou faktografii je možno využít i p i hlubším studiu 
díl ího problému zdánliv  nesouvisejícího se studovanou osobností. 

                                                          

4 Je pochopitelné, že se faktografické p ílohy r zných osob mohou zna n  lišit svým rozsahem i charakterem – 
souvisí to s odlišným zam ením práce a aktivit jednotlivých osobností a s množstvím dochovaných materiál . 
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Sestavujeme-li seznam publikací, vycházíme, máme-li št stí, z d íve publikovaného 
soupisu prací v nekrologu nebo jubilejním lánku; ten prov ujeme, dopl ujeme 
a up es ujeme. Pokud nemáme k dispozici starší soupis prací, opíráme se p i prvním 
pátrání o údaje v biografických a bibliografických slovnících, o referativní asopisy, 
o jejich elektronické verze, v nichž je zabudován systém vyhledávání. Další informace 
erpáme z katalog  a databází knihoven, výro ních zpráv st edních škol, spolk

a spole ností. Tato práce n kdy p edstavuje p ímo detektivní pátrání. Zejména tehdy, 
rozhodneme-li se vyhledávat i lánky publikované v denním tisku nebo v populariza ních 
asopisech. Pak je t eba se obrnit trp livostí; nejprve vytipovat hlavní i regionální 

periodika, v nichž by mohly být takové lánky vytišt ny, a pak prolistovat stovky a tisíce 
stránek s nad jí na pozitivní výsledek. lánky, které takto objevíme, však mohou objasnit 
populariza ní, ale i politické, sociální i kulturní aktivity a názory zkoumané osobnosti. 
Podobn  sestavujeme soupis recenzí. 

Sepisujeme-li seznam pedagogického p sobení a p ehled oponovaných doktorských 
prací, je t eba pe liv  projít seznamy p ednášek na p íslušné univerzit , resp. technice, 
n kdy katalogy poslucha , knihy rigoros, archivní fondy jednotlivých škol (posudky na 
doktorské práce, archivované práce, zápisy ze zasedání profesorských sbor  apod.), 
výro ní zprávy st edních škol, školní kroniky apod. Pot ebné informace však m žeme 
najít i v nekrologu, v osobních pam tech nebo v pam tech i vzpomínkách koleg , žák , 
p átel apod. 

Situace s korespondencí je komplikovan jší. Nej ast ji za ínáme pátrat v osobní 
poz stalosti, která m že být v soukromém vlastnictví nebo v archivu i n kolika 
archivech. Další korespondence asto bývá – pokud v bec existuje – rozptýlena na 
nejr zn jších místech ve fondech rodinných p íslušník , koleg , žák , p átel, spolk , 
organizací apod. N kdy se poda í vyhledat nebo objevit v tší soubor dopis ; ten je pak 
cenným materiálem hlavn  pro biografickou ást monografie. Velmi asto je však objem 
zachované korespondence nepatrný.  

Faktografické p ílohy nejsou jen samoú elným prodloužením monografie; stojí na 
po átku seriózního hodnocení života a díla osoby X. Opomineme-li sestavení kvalitní 
faktografie, zbavujeme se tak možnosti získat kompletní obraz. 

Obrazové p ílohy výrazn  dokreslují atmosféru doby. Mohou obsahovat podobizny i 
fotografie osoby X, její rodiny, kopie zajímavých archivních materiál  (vysv d ení, 
zápisy v matrikách a v katalozích student , korespondence, rukopisy apod.), titulní listy
u ebnic i nejvýznamn jších prací. Autor p ipravované práce by m l pamatovat na 
obrazové p ílohy b hem celé doby, kterou v nuje danému tématu, a po izovat si kvalitní 
kopie i fotografie všech materiál , které by mohl pro obrazovou p ílohu použít. M l by 
je tedy shromaž ovat sou asn  s informacemi pro faktografické p ílohy. Obsah 
obrazových p íloh výrazn  závisí na materiálech, které se dochovaly a poda ilo se je 
najít, a rovn ž na typu osoby X. P ílohy se tedy mohou podstatn  lišit od jedné 
monografie ke druhé. Autor by m l ve své práci uvést soupis všech obrazových p íloh 
s udáním místa uložení originál . P i shromaž ování a p íprav  obrazové p ílohy je t eba 
využívat nejmodern jší technologie (kopírování, skenování, fotografování, po íta ové 
zpracovávání obrázk  apod.). Viz nap . [18]. 

Informace pro faktografické p ílohy a materiály pro obrazové p ílohy je nutno 
vyhledávat v knihovnách a archivech, mnohé mohou být i v soukromém vlastnictví. 
Ze získaných materiál  je t eba pozorn  a pe liv erpat veškeré informace pro kapitolu 
o životních osudech osoby X a pr b žn  je t ídit, po ádat, analyzovat, vyhodnocovat 
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a soustavn  kompletovat. P i sestavování seznamu publikací osoby X je zapot ebí 
vyhledat pokud možno veškeré publikace, up esnit jejich citace a p ípadn  si po izovat 
kopie t ch, s nimiž budeme muset pozd ji intenzivn  pracovat. Dále je užite né 
shromaž ovat nejr zn jší bibliografické odkazy, primární i sekundární literaturu 
vztahující se ke zpracovávanému tématu. Veškeré shromážd né poznatky je t eba ut ídit 
ješt  p ed za átkem práce na dva hlavní tematické celky, které jsou v novány jednak 
životu osoby X, jednak jeho v deckým, odborným, pedagogickým, organiza ním 
a spole enským aktivitám, a tyto dva celky dále podrobn ji tematicky nebo asov
rozd lit a p ipravit pro další zpracovávání. Velmi d ležité je zaznamenávat si i veškeré 
negativní výsledky bádání (nap . které materiály byly prostudovány bez jakéhokoli 
výsledku). 

První kapitola m že být nazvána Životní osudy osoby X. Podrobné zpracování b hu 
života osoby X je nutno sepsat na základ  informací erpaných z materiál , které byly 
vyhledány v archivech, knihovnách, p ípadn  získány od p íbuzných, známých apod. 
N kdy je t eba nahlédnout v p íslušném archivu do fond  st edních i vysokých škol, 
vyhledat nejr zn jší materiály a pam ti koleg , sou asník , rodinných p íslušník  apod. 
Životní osudy je vhodné uvád t v souvislostech s v deckou, odbornou i pedagogickou 
aktivitou osoby X; tomu výrazn  napomáhá již zpracovaný seznam publikací, p ehled 
pedagogické innosti a další faktografické p ílohy. Je zajímavé upozornit na to, v jaké 
životní situaci napsala osoba X své nejd ležit jší práce, zda byly spjaty s jejím tehdejším 
pedagogickým p sobením (základní a výb rová výuka) apod. 

Obsáhlou partii V decká a odborná innost osoby X je mnohdy vhodné tematicky 
roz lenit. Podle charakteru veškerých aktivit osoby X lze v jednotlivých kapitolách, 
p ípadn  podkapitolách, v novat pozornost v decké práci, tj. p vodním matematickým 
výsledk m (tuto partii lze dále lenit podle obor , disciplín, problém  apod.), další 
odborné innosti (redak ní práce, recenze, posudky, projekty, patenty apod.), u ebnicím
(pro vysoké školy, st ední školy apod.), pedagogickým aktivitám (role p ednášejícího, 
u itele, inspektora, zkušebního komisa e, školitele, oponenta diplomových, doktorských 
i diserta ních prací apod.), organiza ním a spole enským aktivitám (role ve v deckých 

komunitách), populariza ním aktivitám apod. P i zpracovávání této partie je t eba op t 
vyjít z úplného seznamu publikací osoby X, rozt ídit veškeré práce podle jejich typu 
a obsahu do jednotlivých kategorií (v decké práce, u ebnice, práce didaktické, 
metodické, vzd lávací, populariza ní apod.), postupn  charakterizovat jejich obsah, 
zhodnotit je z hlediska doby, v níž vznikly, ale i z hlediska sou asnosti, za adit je do 
kontextu vývoje v našem regionu, v Evrop , p ípadn  ve sv t . V pasážích v novaných 
ostatním aktivitám by m ly být popsány ty innosti, které není možno p irozeným 
zp sobem chápat jako odbornou práci v matematice a které nesta í p ipomenout pouze 
v biografické ásti publikace. Metodice zpracovávání a hodnocení v decké práce se 
budeme v novat v další ásti tohoto lánku. 

Biografické monografie by m ly být uzav eny pom rn  obsažným cizojazy ným 
resumé (v tšinou anglickým), které bude stru n , ale výstižn  charakterizovat obsah 
jednotlivých ástí knihy. P vodn  jsme se domnívali, že práce v nované eským 
matematik m více i mén  regionálního charakteru nemohou být pro zahrani í zajímavé. 

ada našich zkušeností s prezentacemi n kterých knih na mezinárodním poli však 
v poslední dob  p isp la k zásadní zm n  našich názor . Zahrani ní badatelé totiž mají 
p ekvapiv  velký zájem nejen o témata našich prací, ale i o metodiku, která v nich byla 
použita. I z tohoto d vodu bylo o biografických monografiích edice D jiny matematiky 
referováno v zahrani í (viz nap . [6], [7]). Poznamenejme ješt , že se v poslední dob
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pozornost (v evropském i sv tovém m ítku) výrazn  p esunuje od postav sv tového 
významu, které vybo ují natolik, že v bec necharakterizují svoji dobu (nap . Descartes, 
Kepler, Grassmann apod.), k v dc m národního i regionálního významu (nap . 
Caramuel5). 

Zd razn me ješt , že se úhly pohledu a hodnocení osoby X obvykle m ní již za jejího 
života, další názory se pak objevují v následujících desetiletích i stoletích. V monografii 
je nutno podrobn  popsat a analyzovat p í iny takovýchto zm n hodnocení v souvislosti 
s dalším vývojem v dy, s postupnými zm nami chápání v decké, odborné i pedagogické 
práce, s prom nou spole enské atmosféry, p ípadn  i v souvislosti s nov  objevenými 
materiály apod. D ív jší hodnocení je nutno up esnit, opravit, nebo zcela zm nit, nalézt 
další aspekty jednotlivých aktivit osoby X, jiné úhly pohledu apod. Prezentovaná 
stanoviska je t eba pe liv  zd vodnit, podložit je pádnými argumenty, objevenými 
archivními prameny, nalezenými souvislostmi, v deckými pracemi žák , následovník
apod. 

Takto koncipované biografické monografie p inášejí pom rn  p esný pohled na 
životní osudy a dílo jednotlivce, navozují však i adu dalších otázek. Komplexní pojetí 
monografie (zejména rozsáhlé, podrobné a pe liv  sestavené faktografické p ílohy) 
umož ují dalším badatel m hledat nové interpretace, nové pohledy, nap . v rámci 
celkového hodnocení v decké práce ve zvolené disciplín , v daném období, v daném 
regionu apod. 

3 Práce v nované vývoji matematiky 

Pro sepisování podrobného pojednání o vývoji n jaké matematické disciplíny, a  už 
se jedná o širší i užší téma (které m že, ale nemusí být sou ástí biografické monografie), 
je t eba mít ur ité matematické znalosti. Pokud chybí, je nutno je b hem práce na tématu 
na erpat studiem p íslušných partií vhodných u ebnic nebo monografií. Takovéto 
studium nelze odkládat, musí se s ním za ít hned na samém po átku celé práce. Co 
nejd íve je t eba se seznámit se základními matematickými pojmy a výsledky, ty jsou 
totiž nutným p edpokladem hlubšího pochopení daného tématu. Poznamenejme, že 
historik matematiky nemusí studované problematice rozum t do všech detail , nemusí 
(a mnohdy ani nem že) znát d kazy matematických tvrzení, které spadají do oblastí, 
o nichž svou práci píše.6 Musí však chápat celkový smysl dané teorie, význam jejích 
výsledk , musí vnímat širší souvislosti, vztah k jiným disciplínám atd. P i hodnocení 
odborných aktivit zvolené osobnosti je nejt žší partií práv ást v novaná jejím 
matematickým výsledk m.  

Situace je velmi asto zna n  komplikovaná tím, že matematika je dnes podstatn
odlišná od matematiky doby více nebo mén  vzdálené. N které matematické disciplíny 
více i mén  odum ely, dnes se již nep stují, jiné se naopak bou liv  rozvíjejí, mnohé 
oblasti matematiky se n kolikrát zcela zásadn  modernizovaly, p etvo ily a zobecnily, 
byly p eformulovány do moderní e i, která se výrazn  liší od té starší, v níž se musíme 
orientovat. P i sepisování stati o vývoji matematických výsledk  a myšlenek je zcela 
nezbytné se vyrovnat s postupnými zm nami a prom nami pojm , termín  a symbol , 

                                                          
5 V íjnu roku 2006 se v Praze a Hradci Králové konala velká konference u p íležitosti 400. výro í narození 
Juana Caramuela z Lobkovic (1606–1682). 
6 Nejk iklav jšími p íklady jsou zejména rozsáhlý d kaz Feitovy-Thompsonovy v ty o ešitelnosti každé 
kone né grupy lichého ádu, d kaz Velké Fermatovy v ty, d kaz tvrzení o ty ech barvách, d kazy spadající do 
teorie popisu jednoduchých grup atd. 
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s p eklady, interpretacemi a modernizacemi starších výsledk  atd. (viz [2]). Matematické 
výsledky doby minulé je t eba pochopit v kontextu tehdejší matematiky, vyložit je 
v pojmech a symbolech dnešní matematiky, ukázat jejich p vodní i sou asný význam. 

Vhodným po átkem k získávání pot ebného matematického pov domí o daném 
tématu m že být studium vybraných hesel v moderním matematickém slovníku nebo 
encyklopedii; pak lze p ejít ke starším slovník m a encyklopediím (pokud takové jsou) 
z doby vzniku výsledk , jimiž se zabýváme. Velmi užite nou službu též poskytnou staré 
u ebnice nebo monografie, které se danou problematikou zabývají.7 V nich se seznámíme 
s pojmy i tvrzeními, s nimiž se setkáváme p i studiu p vodních prací. Sou asn  je 
nezbytné seznámit se v hrubých rysech s vývojem p íslušné oblasti, pokud je popsán 
v n jaké v tší monografii z d jin matematiky. Po takovémto širším seznámení s tématem 
je vhodné vyhledat asopisecké lánky, které o vývoji této problematiky podrobn ji 
pojednávají. Všechny tyto prameny jsou tzv. sekundární. Pro první seznámení s tématem 
jsou však užite né. Musíme je studovat s porozum ním, i zde se vyplatí pe livost 
a d slednost. 

Po této p íprav  je možno se pustit do vlastního studia souboru prací (ten tvo í 
tzv. primární zdroje neboli primární prameny), které jsou vlastním tématem naší práce. 
Úsp šn  lze p itom využít referativní asopisy, resp. odpovídající elektronické databáze, 
v nichž jsou asto stru n  popsány hlavní výsledky a n kdy též ukázány souvislosti 
s dalšími pracemi. Sou asn  je t eba se seznámit se stavem studované disciplíny na 
po átku asového intervalu, kterým se budeme zabývat (výsledky p edch dc ), nebo  je 
nutno objevit, co nového p inesl soubor prací, kterým se zabýváme. Ve stejném smyslu je 
zapot ebí se v novat pracím sou asník  i následovník ; je d ležité ukázat, na které 
myšlenky a výsledky zkoumaného souboru prací bylo navazováno a v jakém smyslu, zda 
úsp šn i neúsp šn , které výsledky byly nosné a které nikoli. Ke zjiš ování návaznosti 
jednotlivých prací je n kdy možno vyt žit užite né informace z jejich úvod  a záv r , 
a zejména z citované literatury.8 Hovo íme o za azení do celkového kontextu vývoje. 

Souvislosti a návaznosti jednotlivých prací lze velmi dob e znázornit na tzv. grafu. 
Jednotlivé práce o íslujeme, resp. ozna íme n jakými symboly a vyzna íme na papí e 
zhruba tak, aby starší práce byly (ve vrstvách) vždy nad nov jšími. Šipkami lze nazna it, 
která práce na kterou navazuje, árkovanými, resp. erchovanými arami, p ípadn
vlnovkami lze nazna ovat jiné vztahy. Získaný graf lze postupn  dopl ovat o další práce 
a další souvislosti. R znými barvami lze znázor ovat lánky, u ebnice, monografie 
apod.; barvy lze však úsp šn  využívat i dalšími zp soby. Souvislé komponenty 
vytvo eného grafu budou p edstavovat práce, které spolu n jak souvisejí, izolované body 
naopak práce, které jsou zcela singulární. Zpracování získaných informací v grafu je 
názorné a siln  inspirující. P emýšlení nad takovýmto grafem nás asto motivuje 
k zajímavým úvahám o vývoji dané problematiky, p icházející nápady je nutno velmi 
pe liv  a zodpov dn  prov ovat, abychom neprezentovali lehkomyslné nepodložené 
fantazie, i p ímo omyly. Je t eba se nau it klást rozumné otázky a pokoušet se hledat 
odpov di. 

Poznamenejme ješt , že základní myšlenky pracovní metody je možno vypozorovat 
p i studiu obdobn  koncipovaných prací, p i sledování práce zkušen jších koleg ; 
dotvo it si ji však musí každý sám podle své nátury, podle svého pracovního nalad ní. 

                                                          

7 etné zdroje pro naši práci jsou uvedeny v [1]. 
8 Ve starší literatu e bývala užitá literatura citována v poznámkách pod arou, v ješt  starší se v tšinou 
necitovalo v bec nebo jen velmi málo, obvykle však nep esn  a neúpln . 
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P i sepisování pojednání o vývoji ur ité disciplíny, resp. podrobného hodnocení 
významu n jakého souboru prací je nezbytné zachovávat kritický p ístup, získané 
informace pe liv  prov ovat a porovnávat (ob as se setkáváme i se zcela protich dnými 
informacemi), intenzivn  dohledávat další a další hodnocení, odlišovat podstatné 
a nepodstatné, snažit se o nové pohledy, nalézat zajímavé souvislosti, objevovat 
návaznosti prací, výstižn  popisovat vývoj pojm  a výsledk , zrod problém  a historii 
jejich ešení atd.  

Poznamenejme, že kvalitní práce z jakéhokoli oboru, tedy i z d jin matematiky, musí 
obsahovat správné a netriviální p vodní výsledky, musí prokazovat zna ný intelektuální 
vklad, musí být napsána kultivovan , musí být jasn  vid t, že do ní bylo vloženo 
nezanedbatelné množství práce. Musí být dopln na odpovídajícím seznamem literatury, 
který obsahuje všechny tituly, jež byly p i sepisování práce použity, a žádné jiné. Kvalita 
práce, poctivý a seriózní postup se velmi asto pozná práv  podle seznamu publikací – 
zda nechybí n které ze základních d l, která m la být využita, zda jsou citace kompletní, 
zda jsou ádn  a správn  v textu uvedeny všechny d ležité odkazy. 

4 Záv r 

Historie matematiky je výrazn  mezioborovou disciplínou. Práce v tomto oboru totiž
vyžaduje jak dobré porozum ní matematice a její historii, tak široké znalosti z obecné 
historie, z pomocných v d historických, z historie vyu ování matematice, ale velmi asto 
i z astronomie, fyziky apod. Kvalitní pojednání z historie matematiky umož ují nejen 
soustavné a hlubší poznávání vývoje matematiky, které je užite né pro široké vid ní 
vztah  a souvislostí, ale dávají i adu podn t  pro vlastní matematické bádání. Myšlenky 
vynikajících matematik  doby minulé mohou být totiž dnes v novém kontextu znovu 
využity, mohou inspirovat sou asné tv r í matematiky k novým sm r m výzkumu. 

 Dobrá znalost vývoje matematiky p ináší též etné možnosti popularizace mate-
matiky a poskytuje pestré a nápadité motivace pro výuku matematiky na st edních 
i vysokých školách. 
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111 LET OD P ÍCHODU  
KARLA ZAHRADNÍKA DO BRNA 

MARTINA BE VÁ OVÁ

Abstract: The main aim of this paper is to inform the reader about Karel Zahradník and his 
work in mathematics and his contributions to other fields in the Czech lands, Moravia and 
Croatia. This paper is based on documents about Zahradník’s life and work that are preserved 
in archives and libraries in Prague, Brno, Zámrsk and Litomyšl in the Czech Republic, as well 
as in Zagreb, Croatia. Some information was gathered from family memoirs and the memoirs 
of Zahradník’s colleagues and friends. 

1 Studium 

Karel Zahradník se narodil 16. dubna 1848 v Litomyšli v rodin  m š ana.1 V letech 
1860 až 1868 studoval na piaristickém gymnáziu v Litomyšli. Po maturit  odešel do 
Prahy; v letech 1868 až 1870 navšt voval na pražské polytechnice p edevším p ednášky 
z matematiky a deskriptivní geometrie (F. J. Studni ka, F. Tilšer). Roku 1870 p ešel na 
pražskou univerzitu, kde se jeho zájem soust edil na matematiku, fyziku a astronomii 
(profeso i H. J. K. Durège, W. Matzka, E. Mach, F. Lippich, K. Hornstein). Studia 
ukon il v roce 1874, kdy získal doktorát z filozofie. Protože ho lákalo u itelské povolání, 
složil zkoušky u itelské zp sobilosti, které ho oprav ovaly k výuce matematiky a fyziky 
na st edních školách. Ješt  jako univerzitní student získal místo asistenta matematiky na 
eské technice v Praze, které zastával až do roku 1875. V roce 1874 byl jmenován 

suplujícím profesorem matematiky na I. reálném vyšším gymnasiu v Praze; vyu oval zde 
až do roku 1876. Týdn  míval 15 až 18 hodin; navíc spravoval fyzikální kabinet a sbírku 
fyzikálních pom cek a p ístroj . 

2 Chorvatské p sobení 

Roku 1876 odešel do Záh ebu na Mudroslovnij fakultet nov  z ízené univerzity 
Františka Josefa I. (založena 1874).2 Až do roku 1890 zde byl jediným vysokoškolským 
profesorem matematiky, který u il chorvatsky algebru, diferenciální a integrální po et, 
analytickou, syntetickou a projektivní geometrii, teorii ísel, pravd podobnost 
a komplexní analýzu.3 Týdn  míval 5 až 8 hodin p ednášek. Zam il se p edevším na 
výchovu budoucích st edoškolských u itel .4 Po p íchodu do Záh ebu sestavil první 

                                                          

1 O jeho životním osudu a osudech len  jeho rodiny bylo referováno na 25. konferenci Historie matematiky, 
Velké Mezi í í 2004. Viz též [1], [3] až [6], [10]. 
2 O vzniku a vývoji záh ebské univerzity viz nap . Sveu ilište u Zagrebu. Spomenica prirodoslovno-
matemati kog fakulteta 1874–1974. Prilikom stogodišnjice organiziranog znanstvenog i nastavnog rada iz 
prirodnih i matemati kih znanosti. Matemati ki odjel sepsal M. Vu ki , Izdao Prirodoslovno-matemati ki 
fakultet Sveu ilišta u Zagrebu uz pomo  Republi kog savjeta za nau ni rad, Zagreb, 1974. 
3 Teprve v roce 1891 byla výuka matematiky na záh ebské univerzit  personáln  posílena. Od tohoto roku 
D. Segen (první Zahradník v doktorand) za al p ednášet geometrii a o ty i roky pozd ji Zahradník v žák 
V. Vari ak za al p ednášet matematickou analýzu. 
4 Od roku 1892 byl lenem státní zkušební komise pro kandidáty u itelství na st edních školách s chorvatským 
vyu ovacím jazykem. 
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matematická kurikula, pravidla pro díl í i záv re né zkoušky. Dohlížel na zkoušky 
u itelské zp sobilosti pro všechny aprobace s matematikou na st edních školách 
s chorvatským vyu ovacím jazykem. P i všech t chto aktivitách byl inspirován prací 
svého u itele a p ítele Františka Josefa Studni ky, jehož považoval za sv j vzor. 
S ur itým asovým zpožd ním rozvíjel v Záh ebu obdobné aktivity jako F. J. Studni ka 
v Praze. 

V letech 1883/1884 a 1892/1893 byl d kanem filozofické fakulty, v letech 1896 až 
1899 editelem univerzitního matematického ústavu. Od roku 1886 stál v ele 
„matematického seminá e“, který z ídil pro talentované studenty; zde vznikaly první 
odborné práce chorvatských matematik . V roce 1893 založil „matematickou sbírku“, 
která obsahovala nejr zn jší matematické pom cky a modely. B hem více než 
dvacetiletého p sobení v Záh ebu vychoval první generaci chorvatských st edoškolských 
a vysokoškolských profesor  (nap . D. Segen, V. Vari ak), vedl první chorvatské 
doktorandy, sepsal první chorvatské u ebnice matematiky a odborné práce,5 výrazn  také 
ovlivnil chorvatskou terminologii v geometrii a algeb e. 

V sedmdesátých letech p ekládal své menší asopisecké práce do chorvatštiny, 
pozd ji v tomto jazyce uve ej oval p vodní práce a sepisoval st edoškolské 
i vysokoškolské u ebnice. V roce 1878 vydal v Záh ebu malou kníže ku nazvanou 
O determinantih drugoga i tre ega stupnja. Za porabu viših srednjih u ilišta,6 kterou 
o rok pozd ji p eložil do eštiny a vydal v Praze pod názvem Prvé po átky nauky 
o determinantech. Pro vyšší st ední školy.7 Vznikla z jeho p ednášek, jež m l ve školním 
roce 1876/1877 pro za ínající univerzitní studenty. Pro eské studenty sepsal u ebnici 
Analytická geometrie v rovin , která však nebyla v echách kladn  p ijata a nedostalo se 
jí velkého rozší ení.8 Oblíbenou se naopak stala jeho sbírka úloh Geometrijska vježbenica 
za više razrede srednjih u ilišta, kterou sepsal v 90. letech 19. století s Davidem 
Segenem.9 Na konci 19. století ješt  vyšly jeho chorvatské litografované vysokoškolské 
p ednášky O determinantima. Predavanja u zimskom semestru godine 1897/810

a O plohama i o krivuljama u prostoru. Predavanje u ljetnom semestru godine 1898.11

Byly to jedny z prvních chorvatských vysokoškolských u ebnic matematiky.  

Pro studenty eské brn nské techniky na po átku 20. století upravil a vydal své 
chorvatské p ednášky z analytické geometrie, teorie determinant  a matematické 
analýzy.12 Jeho zásluhou vyšly v chorvatštin Kapesní logarithmické tabulky

                                                          

5 Více viz [3] a Ku an Ž.: 120 godina nastave prirodoslovlja i matematike na Sveu ilištu u Zagrebu, 21. travnja 
1876 – 21. travnja 1996, Spomenica PMF, Sveu ilište u Zagrebu Prirodoslovno-matemati ki fakultet, Zagreb, 
1996. 
6 Zagreb, 1878, 39 stran. 
7 Praha, 1879, 48 stran. 
8 Praha, 1883, 142 stran. 
9 Geometrijska vježbenica za više razrede srednjih u ilišta. Svazek I., Planimetrija i stereometrija. Svazek II., 
Trigonometrija i analiti na geometrija. Svazek I., Zagreb, 1896, 105 stran; 2. vydání, Zagreb, 1905, 119 stran; 
3. vydání, Zagreb, 2003, 119 stran; Svazek II., Zagreb, 1899, 146 stran. V roce 1904 byla sbírka p eložena 
V. N. Ikonomovem do bulharštiny.  
10 Zagreb, 1898, 112 stran. 
11 Zagreb, 1898, 152 stran. 
12 Nejprve byla publikována Analytická geometrie v rovin . P ednášky z vyšší mathematiky I. b h, Brno, 1903–
1904, 198 stran, pak byly otišt ny u ební texty O determinantech. P ednášky z vyšší mathematiky I. b h, ást 
úvodní, Brno, 1903–1904, 62 stran, P ednášky o integraci differenciálních rovnic oby ejných. Letní semestr 
1904, Brno, 1904, 174 stran, a nakonec O plochách druhého stupn . Z p ednášek v zimním pololetí 1910/1 na 
c. k. eské vysoké škole technické v Brn , Brno, 1911, 151 stran. 
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F. J. Studni ky. Na konci sedmdesátých let 19. století za al do chorvatštiny p ekládat 
Studni kovu st edoškolskou u ebnici Algebra pro vyšší t ídy st edních škol,13 jejíž 
vydání však chorvatská vláda nepovolila.14  

Karel Zahradník položil základy chorvatské matematiky a výrazn  p isp l k rozvoji 
chorvatské matematické komunity. Aktivn  se zapojil do práce matematicko-
p írodov decké sekce chorvatské akademie v d, v níž konal odborné i populariza ní 
p ednášky a publikoval práce. Zásadním zp sobem ovlivnil i rozvoj matematické ásti 
asopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu.15 Zatímco 

v Chorvatsku je jeho práce dodnes oce ována a jeho jméno je stále živé,16 v echách je 
neprávem opomíjen, a koliv po celý život spolupracoval s Jednotou eských 
mathematik .17

3 P sobení na c. k. eské vysoké škole technické v Brn

V roce 1899 se Karel Zahradník vrátil do vlasti. Jeho návrat souvisel se vznikem 
nové eské techniky v Brn , ale také s osobní životní krizí (v Záh ebu mu v pr b hu 
n kolika málo let zem ela manželka i ob  dosp lé d ti).18 V roce 1899 se stal prvním 
rektorem brn nské eské techniky. Spolu s J. Sobotkou, J. J. Jahnem a H. Schwaigrem 
vytvo il první profesorský sbor této školy a nemalou m rou p isp l k jejímu zdárnému 
uvedení v život i k jejímu dalšímu rozvoji. V rektorském k esle stanul i v roce 
1900/1901. V roce 1908 císa  František Josef I. povolil eské technice v Brn  otev ít 
nový studijní obor nazvaný kulturní inženýrství, který zahájil výuku od školního roku 
1909/1910. Ve školním roce 1910/1911 byl Karel Zahradník jeho d kanem 
a v následujícím roce prod kanem.19  

Od prvních dn  se s nesmírným úsilím pustil do budování nejenom celé eské 
techniky, ale také jejího prvního matematického ústavu, který byl založen roku 1899, 
organizace matematické knihovny, do tvorby nových u ebních osnov a u ebních text . 
Kompletn  musel zm nit styl výuky, nebo  již nep ipravoval budoucí u itele i odborné 
matematiky, ale budoucí inženýry. Po vzoru eské techniky v Praze a n mecké techniky 
v Brn  zavedl dvouletý cyklus základních matematických p ednášek. Týdn  míval 6 až 8 

                                                          

13 První vydání je z roku 1877, druhé z roku 1879. V letech 1878 a 1879 vydal F. J. Studni ka i n mecké verze 
této u ebnice. 
14 Viz Zahradníkovy dopisy uložené ve fondu „F. J. Studni ka“ v Literárním archivu Památníku národního 
písemnictví v Praze. Viz též Be vá ová-N mcová M.: František Josef Studni ka (1836–1903), edice D jiny 
matematiky, svazek . 10, Prometheus, Praha, 1998. 
15 V letech 1878 až 1899 uve ejnil Karel Zahradník v Radu více než 25 rozsáhlých studií. Bez zajímavosti jist
není ani to, že do roku 1885 byl jediným autorem matematických prací otiskovaných v tomto periodiku. 
Z prvních 21 matematických prací uve ejn ných v tomto asopisu je 20 z pera eského autora a ze 43 prací 
otišt ných do roku 1898 jich 30 bylo napsáno eskými autory. Jednalo se o rozsáhlé Zahradníkovy lánky 
a studie a o drobn jší p ísp vky eských autor  J. S. Van ka, A. Strnada, F. J. Studni ky a E. Doležala, které 
K. Zahradník pro spolupráci získal, a jejichž práce doporu il k otišt ní. 
16 Jeho portrét byl na diplomech, které ud lovalo chorvatské ministerstvo kultury a sportu nejlepším ešitel m 
matematické olympiády v roce 2000. 
17 O p sobení Karla Zahradníka v Záh ebu viz Be vá ová M.: Czech Mathematicians and Their Role in the 
Development of National Mathematics in the Balkans, str. 9–31. In Be vá ová M., Binder Ch. (eds.): 
Mathematics in the Austrian-Hungarian Empire, Edition History of Mathematics, Volume 41, Matfyzpress, 
Prague, 2010. 
18 Viz též [1], [3] až [5]. 
19 O vzniku a vývoji eské techniky v Brn  viz Fran k O.: D jiny eské vysoké školy technické v Brn  do roku 
1945 (1. díl), Tiskárna Rudého práva, Vysoké u ení technické v Brn , Brno, 1965. 
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hodin p ednášek a cvi ení. Od školního roku 1904/1905 byl lenem zkušební komise pro 
první státní zkoušky student  stavebního a strojního inženýrství, od školního roku 
1906/1907 lenem obdobné komise pro zem m i e, od roku 1909/1910 lenem obdobné 
komise pro studenty kulturního inženýrství a od následujícího školního roku zasedal 
u prvních státních zkoušek všech odbor  krom  chemie. M l možnost sledovat rozvoj 
eské brn nské techniky v jejích prvních patnácti letech. Musel si jist  pln  uv domovat, 

že dílo, u jehož zrodu stál, se neoby ejn  zda ilo, nebo  v roce 1899 škola za ínala 
s 53 studenty jednoho oboru v pronajatých prostorách a v roce 1916 v sedmi oborech 
studovalo více než 500 student  v nových objektech techniky na Veve í. Váženým 
lenem profesorského sboru z stal až do smrti. Zem el 23. dubna 1916 na zápal plic. 

Pro své brn nské studenty uve ejnil dv  u ebnice O determinantech20 a Analytická 
geometrie, I. díl, Geometrie bodu, p ímky a kuželose ek.21 Vzhledem k tomu, že je psal 
pro techniky, snažil se o jasný, stru ný, názorný a maximáln  srozumitelný styl výkladu. 

4 Ocen ní práce

Dne 7. února 1902 získal Karel Zahradník titul „dvorního rady“, což bylo uznávané 
ocen ní ud lované v rakousko-uherské monarchii osobnostem, jež se zasloužily o rozvoj 
školství, v dy, kultury apod.22 Roku 1906 byl za své zásluhy o rozvoj brn nského školství 
jmenován estným ob anem Králova Pole (dnes sou ást Brna). O dva roky pozd ji obdržel za 
zásluhy o rozvoj školství a v dy pom rn  vysoké státní vyznamenání – ád Františka Josefa
ve stupni komandér (neboli komtur).23

5 Spolkové aktivity 

Karel Zahradník stál p i zrodu Jednoty eských mathematik ; od roku 1868 byl totiž 
lenem Spolku pro volné p ednášky z mathematiky a fysiky a v roce 1869 se podílel na 

jeho p em n  v Jednotu.24 P isp l k tomu, že Jednota roku 1870 vydala tzv. První 
zprávu25 a od roku 1872 za ala vydávat své odborné periodikum asopis pro p stování 
mathematiky a fysiky. Po návratu do vlasti se aktivn  zapojil do budování brn nského 
odboru Jednoty, v jehož ele stál od roku 1913.26

V dob  svého p sobení v Záh ebu zna n  p isp l k rozvoji chorvatské matematiky. 
Od roku 1879 za al jako mimo ádný len spolupracovat s Jihoslovanskou akademií v d 

                                                          

20 J. Barvi , Brno, 1905, 50 stran. 
21 A. Píša, Brno, 1907, 184 stran. 
22 Karel Zahradník byl prvním profesorem eské brn nské techniky, který obdržel toto ocen ní. 
23 ád byl založen dne 2. prosince 1849 císa em Františkem Josefem I. jako odm na za ob anské zásluhy o stát 
a panovnický d m. S jeho ud lením nebylo spojeno povýšení do šlechtického stavu. P vodn  m l t i základní 
stupn : velkok íž, komandér (neboli komtur) a rytí . V roce 1869 byl p idán další stupe  nazvaný komandér 
s hv zdou (tj. komtur s hv zdou), který byl v azen mezi stupn  velkok íž a komandér, roku 1901 pak ješt
stupe  d stojník, který byl v azen mezi stupe  komandér a rytí . ád byl osmihranný, karmínov  smaltovaný, 
vykrojený zlatý k íž ozdobený dvouhlavým orlem umíst ným mezi rameny k íže a nesoucím v zobáku et z, 
mezi jehož lánky bylo heslo VIRIBUS UNITIS, na malém bílém štítku na líci nápis F. J. a na rubu letopo et 
1849. Komandérský (komturský) k íž se nosil na ervené náhrdelní stuze. Podrobnosti o ud lování ádu lze najít 
na adrese http://www.franzferdinad.cz/cz/Cisarske-a-kralovske-vojsko/Rady-a-dekorace. 
24 Viz [2] a též Houdek V.: D jepis jednoty eských mathematik  v Praze, Praha, 1872. 
25 První zpráva Jednoty eských mathematik , Jednota eských mathematik , Praha, 1870, 87 stran. Spoluedito-
rem zprávy byl M. Neumann. 
26 O Zahradníkových spolkových aktivitách viz [1] až [3], [5], [6] až [10]. 
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a um ní, jejímž ádným lenem se stal roku 1882. Jeho zásluhou se nejlepší eští 
matematici stali p espolními leny této spole nosti, a tak byla navázána velmi úsp šná 
spolupráce. V letech 1891 až 1899 byl editelem matematicko-p írodov decké sekce 
a velmi výrazn  ovliv oval publika ní i p ednáškové aktivity chorvatské akademie v d.27

 Díky svým odborným publikacím byl zvolen p espolním lenem Královské eské 
spole nosti nauk v Praze, dopisujícím lenem eské akademie v d císa e Františka 
Josefa I. pro v dy, slovesnost a um ní, Královské srbské akademie v d v B lehradu, 
Circolo matematico di Palermo a Deutsche Mathematiker-Vereinigung. V letech 1900 až 
1907 byl lenem zemské školní rady pro markrabství Moravské.28

Karel Zahradník krom  výuky, povinností s ní spojených a odborné práce vyvíjel 
adu aktivit, které podporovaly chudé talentované studenty v Brn . Od roku 1899 byl 

p edsedou a estným lenem Spolku k podporování chudých student . Zasloužil se o to, 
že „Cyrillo-Method jská záložna“ v Brn  spolku v novala ro ních 1000 korun a dalších 
1000 korun na vyplácení p ti ro ních stipendií. Byl také aktivním lenem výboru 
Podp rného spolku Hlávka, který v roce 1899 založil Josef Hlávka, eský architekt 
a mecenáš v dy, um ní a student . V následujícím roce byl jmenován estným lenem 
Akademického tená ského spolku Zora; jeho inností se sice p íliš neú astnil, ale 
v noval mnoho knih jeho ítárn . O osm let pozd ji se stal lenem Spolku Kaunicových 
studentských kolejí. Když roku 1909 v Brn  35 jihoslovanských student  založilo spolek  
Akademsko udruženje Jugoslavija sdružující Chorvaty, Srby a Slovince, byl Karel 
Zahradník spolu s profesorem Michalem Ursínym zvolen jeho estným lenem, nebo
oba pomáhali Jihoslovan m p i jejich studiu v Brn . 

6 Publika ní výsledky 

Karel Zahradník je autorem tém  stovky odborných i populariza ních prací, 
vysokoškolských i st edoškolských u ebnic, které vycházely v n meckém, eském, 
chorvatském a francouzském jazyce.29 Následující tabulka p ehledn  zachycuje jeho 
odborné publika ní aktivity: 

Jazyk Po et prací První práce 
n mecký 39 1873 
eský  36 1872 

chorvatský 20 1877 
francouzský 1 1899 

Jeho práce zasahují do algebry (determinanty, logaritmy), matematické analýzy 
(základy infinitezimálního po tu, diferenciální rovnice) a geometrie (analytická, 

                                                          

27 Ljetopis Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 2(1877–1887), Zagreb, 1887, a 3(1888) až 14(1899), 
Zagreb, 1888 až 1899. 
28 O Zahradníkových spolkových aktivitách viz [3] a [8]. 
29 Sepsal 7 u ebnic a monografií, 82 odborných lánk  a 14 metodicko-didaktických p ísp vk . P eložil 
monografii G. Bellavitise nazvanou Methoda equipollencí ili rovnic geometrických (Praha, J M, 1874). lánky 
uve ej oval v asopisech: Zprávy ze zasedání Královské eské spole nosti nauk, Archiv der Mathematik und 
Physik, Sitzungsberichte der kaiser. Akademie der Wissenschaften in Wien, V stník Královské eské spole nosti 
nauk, asopis pro p stování mathematiky a fysiky, Archiv mathematiky a fysiky, Rad Jugoslovanske akademije 
znanosti i umjetnosti, Nastavni vjestnik a Nouvelles annales de mathématiques. První práci publikoval roku 
1872, poslední roku 1912. 
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syntetická, projektivní a algebraická geometrie, problematika vyu ování geometrie na 
st edních školách).30  

Hlavním oborem jeho odborné práce byla analytická, algebraická a syntetická 
geometrie. V dob  svého p sobení v Praze a p edevším pak v Záh ebu se v noval 
zejména teorii racionálních k ivek a algebraických k ivek t etího a tvrtého stupn , 
k jejichž studiu používal analytické metody založené na hledání nejjednoduššího 
parametrického vyjád ení (k ivky vyjad oval nap íklad jako obálky p ímek, které mají 
definovánu pevnou vzdálenost od po átku sou adnic a svírají pevný úhel s osou x). 
Studoval také speciální vlastnosti rovinných k ivek, zejména jejich transformace 
a involuce, a vlastnosti kuželose ek a množin bod  daných vlastností odvozených 
z kuželose ek. Jeho velmi oblíbeným tématem byly vlastnosti speciálních k ivek 
(kisoida, kardioida, strofoida, lemniskáta a Descart v list). V ad lánk  popisoval 
tzv. trojiny bod , tj. množiny bod  daných vlastností neboli speciální trojice bod
ležících na kuželose kách nebo algebraických k ivkách t etího a tvrtého stupn
a spl ující p edem zvolené netriviální podmínky. Dalšími oblastmi, které p itahovaly 
jeho pozornost, byly základy diferenciálního po tu a jejich jednoduché aplikace 
v analytické geometrii k ivek a ploch a základy analytické a elementární geometrie 
(viz jeho práce v nované kvadraturám, základ m trigonometrie, Pythagorov i Pappov
v t ). 

V dob  svého p sobení v Brn  sepsal více než patnáct lánk , v nichž pojednal 
o svých oblíbených tématech – trojiny bod  a jejich vlastnosti, speciální k ivky 
(cisoidála, fokála a Descart v list), algebraické k ivky t etího a tvrtého stupn , 
biracionální transformace kubik, diferenciální rovnice a elementární geometrie.31

7 Výchova talent

Karel Zahradník m l i jako vysokoškolský profesor v Záh ebu zájem o kvalitní 
výuku matematiky na st edních školách. Uv domoval si, že talentované studenty je nutné 
podchytit již v mládí, jejich nadání podporovat a rozvíjet. Proto od po átku sedmdesátých 
let 19. století až do prvního dvacetiletí 20. století psal metodické, didaktické 
a populariza ní práce v nované elementární, analytické a syntetické geometrii, 
trigonometrii a základ m matematické analýzy. Jeho lánky obvykle obsahovaly r zné 
zajímavé pohledy na elementární matematické poznatky, drobná vylepšení 
a zjednodušení d kaz , netradi ní motiva ní p íklady, r zné aplikace determinant
a diferenciálního po tu v analytické geometrii. Sepisoval je pro talentované studenty 
a u itele, aby je motivoval k dalšímu studiu a p edevším aby poukázal na neobvyklé 
souvislosti. P ísp vky mnohdy m ly dv  i t i jazykové verze ( eskou a chorvatskou, 
eskou a n meckou, resp. eskou, n meckou a chorvatskou), které se od sebe v tšinou 

tém  nelišily. Je zajímavé, že texty psané pro studenty neobsahovaly úplná, detailní 
odvození i d kazy, ale jen p edpoklady, náznaky postupu a výsledky. Odvození, d kazy, 
výpo ty, konstrukce i ná rtky ponechávaly tená m. Byly proto náro n jší než lánky 
jeho koleg , nebo  vyžadovaly nemalou samostatnou práci tená e. 

Na ukázku Zahradníkova postupu uve me dva zajímavé lánky. Roku 1878 
uve ejnil v asopisu pro p stování mathematiky a fysiky krátký lánek nazvaný 

                                                          

30 Nejnov jší seznam Zahradníkových prací je uve ejn n v [3]. 
31 Podrobn jší hodnocení Zahradníkových odborných prací lze najít v publikacích [1], [3] a [8]. 
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P ísp vek k trigonometrii,32 který v témže roce vyšel v nezm n né n mecké verzi 
v asopisu Archiv der Mathematik und Physik v oddílu Miscellen pod názvem Beitrag zur 
Trigonometrie.33 Elementárním zp sobem dokázal t i základní v ty rovinné 
trigonometrie (sou et vnit ních úhl  v trojúhelníku, sinová v ta a kosinová v ta). Vyšel 
ze soustavy  

,coscos

,coscos

,coscos

cba

bac

acb

=+
=+
=+

αβ
γα
βγ

kterou získal tak, že vyjád il sou et pr m t  dvou stran trojúhelníku ABC do strany t etí. 
Nejprve ji chápal jako homogenní soustavu t í lineárních rovnic pro t i neznámé a, b, c, tj. za 
neznámé považoval délky stran. Podmínku existence netriviálního ešení vyjád il pomocí 
determinantu matice soustavy a užitím elementárních goniometrických úprav dokázal, že 
sou et vnit ních úhl  v trojúhelníku je roven 180o. Pak eliminoval jednu stranu a jí protilehlý 
úhel, elimina ní podmínku napsal op t pomocí determinantu a jeho jednoduchou úpravou 
odvodil sinovou v tu. V poslední ásti lánku eliminací dvou úhl  obdržel vztah mezi 
zbývajícím úhlem a stranami, které jej svírají, tj. dokázal kosinovou v tu. 

Problém m z matematické analýzy v noval Karel Zahradník pouze okrajovou 
pozornost, nebo  se jeho zájem koncentroval spíše na syntetickou a algebraickou 
geometrii, zejména na geometrii k ivek a ploch, ale p esto vytvo il n kolik p kných 
p íklad . Roku 1876 uve ejnil v asopisu Archiv für Mathematik und Physik v oddílu 
Miscellen zajímavou a inspirativní úlohu nazvanou Eine Quadratur,34 která m la toto 
zn ní: In den Hippokrateschen Halbmond soll der grösste Kreis eingeschrieben werden. 
Welches ist der Ort seines Mittelpunktes, wenn sich der Scheitel des gegebenen 
rechtwinkligen Dreiecks auf der Peripherie des ihm umgeschriebenen Kreises bewegt.35

                                                          

32 PMF 7(1878), str. 245–248. 
33 AMP 62(1878), str. 330–332. 
34 AMP 59(1876), str. 448. 
35 Zadání úlohy lze p eložit takto: Do Hippokratova m sí ku má být vepsána nejv tší kružnice. Jaké je 
geometrické místo jejích st ed , když se vrchol daného pravoúhlého trojúhelníku pohybuje po obvodu 
opsané kružnice. 
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V polárních sou adnicích uvedl rovnici pr vodi e k ivky, který popisoval polohu výše 
zmín ného st edu 

( )1sincos
2

++= ϕϕa
r , 

kde a je polom r kružnice k opsané danému pravoúhlému trojúhelníku ABC. Odvození 
uvedené rovnice není náro né. Z výše uvedeného obrázku vyplývá, že pr m r FE
hledané kružnice m vepsané do Hippokratova m sí ku vypo teme takto: 

aaaSFDESD −+=−+ ϕϕ sincos . 

Polom r kružnice m vepsané do Hippokratova m sí ku je 

2

sincos aaa
RF

−+= ϕϕ
, 

a tudíž pr vodi  bodu R je 

( )1sincos
2

++=+= ϕϕa
FRSFr . 

tvrtina hledané k ivky je znázorn na na následujícím obrázku. 

Poznamenejme, že odvození rovnice pr vodi e je hezké a podn tné cvi ení ze 
st edoškolské matematiky a je dob e srozumitelné i pro studenty.  

Ve druhé ásti lánku podle známého Leibnizova vzorce  

ϕ
ϕ

ϕ

drS =
2

1

2

2

1

po ítal Karel Zahradník obsah plochy ohrani ené k ivkou r = f( ) a pr vodi i r1 = f( 1) 
a r2 = f( 2). Aniž by uvedl jednotlivé kroky výpo tu, zapsal výsledek integrace:  

( )5
2

+= πa
S . 
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Ve t etí ásti lánku napsal: Die Fläche der Curve zerfällt in zwei Teile, in einen 
rationalen und einen irrationalen Teil. Schreiben wir in den festen Kreis ein Quadrat ein 
und dem Quadrat wieder ein Quadrat ein, dessen Seiten die Diagonalenhälften des 
grösseren halbiren werden, und beschreiben aus dem gemeinschaftlichen Mittelpunkte 
einen Kreis, dessen Radius gleich ist der Seite des kleineren Quadrats, so ist die Summe 
dieser drei Flächen gleich der Fäche der Curve.36

Z jeho popisu vyplývá, že m l na mysli situaci znázorn nou na výše uvedeném 
obrázku, tedy  

( ) ,
222

4
5

2

2222 aaaa
S

ππ ++=+=

neboli obsah útvaru omezeného výše popsanou k ivkou je roven sou tu obsahu tverce 

ABCD o stran ,2a  obsahu tverce EFGH o stran
2

2a
 a obsahu kruhu k2

o polom ru .
2

2a
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AL-CHVÁRIZMÍHO ARITMETICKÝ  
A ALGEBRAICKÝ TRAKTÁT 

MARIE BENEDIKTOVÁ V TROVCOVÁ

Abstract: Al-Khwarizmi’s books Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-muqabal  (The 
Book of Aljabr and Almuqabala) and  Al-Kitab al-jam wa-t-tafriq bi-hisab al-Hind (a source 
for Dixit Algorizmi) stand on the origin of mathematics of calculations, arithmetics and 
algebra. In 2009, there became the first Czech translation of this book with commentary by 
Petr Vop nka. In the 2nd edition (2010), there are two new additional texts. The purpose of 
this contribution is an introduction to this sources books with pointing out origins of arabic 
mathematics of calculations and touch of Indian and Greek mathematics.

1 Aritmetický traktát 

1.1 Úvod 

Al-Chvárizmího Aritmetický traktát je arabským uvedením do sv ta indického 
po ítání s ísly nejv tšími, ale i nejmenšími, jak se uvádí v preambuli. Jde však o ísla, 
která, a  se zdají na první pohled do té doby dostupnými prost edky neuchopitelná, 
mohou se ukazovat ve všech svých plnostech. Cílem traktátu je ukázat, jak tato velká 
(nebo velmi malá) ísla pojmout a pracovat s nimi i v praktickém život . Jedná se tedy 
o u ebnici po ítání ve dvou íselných soustavách – desítkové pro ísla kladná celá 
a šedesátkové pro zlomky (rozum jme indické), o u ebnici aritmetického kalkulu. Užívá 
p itom íselných pozi ních soustav, které byly v Mezopotámii (viz [4])1 dlouho 
zako en né, p esto se p i svém psaní odvolává výhradn  na Indy. Vrcholem traktátu je 
po ítání se zlomky o libovolném základ  (nejspíše vlastní al-Chvárizmího práce). 

P vodní arabský text se nedochoval a není ani znám jeho vlastní název.2 Vycházíme 
proto z latinského textu asto ozna ovaného jako Algoritmi de numero Indorum (Kniha 
o indickém po ítání). Nejedná se však o p esný p eklad, ale spíše o výklad al-
Chvárizmího po inu soudobými prost edky (používání ímských íslic, chyb jící arabské 
figury i vlastní výpo ty), proto je v druhém eském vydání al-Chvárizmího 
Aritmetického a algebraického traktátu za azen i pokus o rekonstrukci p vodního 
arabského textu ([2]). V prvním vydání [3] tento text chybí, je zde jen eský p eklad 
po ízený z vydání [1]. eská vydání jsou po ízena p ekladem z ruštiny [1]. P eklad 
z latiny do ruštiny vznikl na základ  rukopisu uloženého v knihovn  University of 
Cambridge. Srovnání navazujících pozd jších al-Chvárizmímu podobných traktát
Algorithmi de numero indium a Liber Algorismi de pratica arismetrice, vydaných 
souhrnn  v ím  roku 1857, najdeme v [11]. 

Poznamenejme (a p ipome me), že Aritmetický traktát stojí na po átku historie 
algoritmu a vlastní slovo algoritmus pochází z latinizované podoby al-Chvárizmího 
jména Algorizmi. Úvodní pasáže traktátu latinského vydání totiž za ínají slovy „Dixit 

                                                          

1 Al-Chvárizmí pracoval na svých traktátech v Bagdádu v Dom  moudrosti (Bajt al hikma) na dvo e chálifa al 
Mamúna – [15], str. 20, a [14], str. 156.  
2 Al-Chvárizmího arabsky psaný spis se patrn  jmenoval al-Kitab al-džam c wa-l-tafrígh bi-hisáb al-Hind, 
tj. kniha o s ítání a od ítání podle indického po tu. 
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Algorizmi“ – Algorizmi pravil. Aritmetický traktát je pramenným textem základ
evropské vzd lanosti. 

Metodicky jsou oba traktáty psány tak, aby téma bylo vyloženo nejprve velmi stru n
v obecném pojednání. Následuje n kolik názorných p íklad , které se snaží postihnout 
všechny p ípady, které mohou nastat. Samy p íklady vlastn  popisují algoritmus, jak 
po ítat. Vždy postupuje názorn , od jednoduššího ke složit jšímu. O metod , kterou al-
Chvárizmí otevírá nového sv t matematiky kalkulací, se m žeme podrobn ji do íst 
v [12]. 

1.2 Obsah 

Al-Chvárizmí nejprve p edstaví východoarabskou i západoarabskou podobu íslic. 
Aby ale íslice nebyly pouhými symboly pro nic, hledá podstatu ísel, kterou opírá 
o íslo jedna. A podstatu jednotky velice pe liv  uchopuje, p esto pro n j ješt  není 
plnohodnotným íslem.3 „Každé íslo je složené z jednotek. […] Jednotka je základ 
každého ísla a leží vn ísel. […] Ona ur uje každé íslo. Vn ísel je proto, že je ur ena 
sama sebou. […] Ostatní ísla se bez jednotky nemohou vykytovat. […] Tedy íslo není 
nic jiného, než soubor jednotek.“4 Dodejme, že ohledn  ustanovení jednotky se al-
Chvárizmí odvolává na sv j d ív jší Algebraický traktát, nicmén  zde je s výkladem 
precizn jší. 

ísla, která následují, jsou vy íslována potenciáln  do nekone na. Ovšem zacházení 
s nimi pomocí pozi ní desítkové soustavy, p evzaté od Ind , se jevilo v té dob  jako 
revolu ní. Nula jako íslo není uvažována v bec. Pro vyjád ení nuly v pozi ním systému 
užívá symbol kroužku. Postavení, které má jednotka, se nule ješt  zdaleka nedostává. 
Z dnešního pohledu jsou nula i jednotka z hlediska aritmetiky velmi významnými 
entitami – jsou to konstanty algebraického kalkulu.5

Al-Chvárizmího p evzatý zápis pozi n  sledoval sémantiku ísel (kolik jednotek, 
desítek, tisíc , desítek tisíc , stovek tisíc , tisíc  tisíc , …, tisíc  tisíc  tisíc , …). P i 
tení latinského p ekladu psaného pomocí ímských ísel nám p ipadá, že se sm šuje 

psaní ísel s jejich výkladem. V p vodním textu nejspíš tyto ( ímské) íslice nebyly, 
protože se nejprve pojednává o zavedení pojm  jednotlivých ísel (sémantiku), a teprve 
poté jde o psaní ísel pomocí znak  (syntax). ímská ísla/ íslice jsou tedy asto 
zkratkou pro slovní zápis ísel, jak mohl být v arabském originále. Al-Chvárizmí p ebírá 
od Ind  dev t znak  pro jedni ku až íslo dev t, pro vyjád ení prázdné pozice ( ádu) má 
kroužek. Zp sobem zápisu do pozi ní desítkové soustav, který se dodnes u í na za átku 
výuky matematiky, mohl uchopit velká ísla velmi rychle a snadno. Na rozdíl od dnešní 
zvyklosti ísla psal zprava doleva. Konkrétn  zápis 325 je velmi efektivní zkratkou za 
vyjád ení 5 jednotek, 2 desítky a 3 stovky (ve stejném smyslu jako 5 jablek, 2 hrušky a 3 
švestky). Zp sob zapisování ísel je uzav en sémantikou ád  v p íkladu zápisu ísla 
1 180 703 051 492 863 ([5], str. 117–118). Tímto se dokládá, že zám rem al-Chvá-
rizmího bylo uchopit a mít možnost pracovat s do té doby neuchopitelnými velkými ísly 

                                                          

3 A koli d lá al-Chvárizmí velký rozdíl mezi podstatou jednotky a ísla, dovolím si psát o jednotce jako o íslu, 
protože p i zápisu pomocí íslic a vlastním po ítání s ní jako s íslem pracuje. Al-Chvárizmí zastává pozici 
nastolenou eckou matematiku, pro kterou íslo jedna ješt íslem není (viz Servítova poznámka v [13], str. 103, 
doprovázející vým ry VII. knihy Eukleidových Základ ). Ani pro Isidora ze Sevilly ješt  jedni ka není íslem –
viz [10], str. 283. 
4 Srov. Eukleides: „Jednotka jest, dle níž každé v ci se íká jedna. íslo pak jest množství složené z jednotek.“ 
[13], str. 103. 
5 Petr Vop nka dokonce v [15], str. 65–76, uvádí popis arabského algebraického kalkulu (pouze s konstantou 1), 
který upravuje na indický (algebraický kalkul) p idáním konstant 0 a –1. 
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jako s ísly b žnými. Algoritmy, které následují, p edznamenávají písemné po ítání, 
které nejspíše Indové provád li zpam ti. 

Následuje pojednání o tom, jak tato velká ísla s ítat a od ítat – dnešními slovy tedy 
písemn  s ítat a od ítat. Výb r p íklad  pro metodu je ale pozoruhodný: nejprve ode ítá 
polovinu ísla, jehož všechny ády jsou sudé (dnešní symbolikou 6422 – 3211 = 3211), 
což dokládá velký význam zacházení a práci s polovinou a fakt (dnešní symbolikou) 1  –
1/2 = 1/2. Tato polovina je p itom ideální, dosažená však nikoliv konstrukcí, ale 
kalkulem. Druhý p íklad dokládá, jak pozice v zápisu fungují (dnešní naší symbolikou 
1144 –144 = 1000). T etí p íklad v latinském p ekladu chybí, jednalo se z ejm  o od ítání 
s p echodem p es desítku. Petr Vop nka v komentá i uvádí 952 – 874 = 78. 

Pokra uje p lení a zdvojení ísla. P edpokládá se p itom znalost p lení sudého ísla 
(rozp lení osmi, šesti, ty  a dvou) a p i p lení lichého ísla se jednotka p lí na 30/60 (30 
minut). Text se p ímo v nuje až p lení ísel v tších než 10, p i emž d lení ádu eší 
pomocí kroužku a ísla 5. Dvojnásobek ísla provádíme od vyššího ádu k nižšímu. 

Po dvojnásobku následuje pou ení o násobení libovolných ísel, ímž se rozši uje 
pojednání z Algebraického traktátu. Zde je však popsán postup, jak (písemn ) násobit 
v desítkové pozi ní soustav  od vyšších ád  k nižším (p íklad má 2326  214 = 497764). 
Pro doklad správnosti postupu (ne o pravdivosti názoru) se dodává devítková zkouška 
(srv. [15], str. 34, a [2], str. 124–125). 

Al-Chvárizmí dodává i algoritmus pro d lení (v oboru kladných p irozených ísel). 
V eském p ekladu latinského vydání v [3] je však velmi ledabylé. V [2], str. 97–102, je 
d lení rozvedeno do algoritmické podoby, jakou dosud al-Chvárizmí používá. V [1], 
str. 165–167,  je i další komentá . 

Pokud se al-Chvárizmí v nuje zlomk m, je si sice v dom, že mohou mít r zné 
základy, p esto z tradice mezopotamské za íná nejprve zlomky indickými, které jsou 
založeny na šedesáti. Je si zárove  v dom potenciáln  nekone ného množství zlomk  ve 
smyslu reciprocity potenciáln  nekone ného množství ísel (kladných p irozených). 

Se zlomky založenými na šedesáti zachází stejn  elegantn  jako s ísly kladnými 
p irozenými. Z dnešního pohledu s nimi zachází zp sobem, jakým se vyu uje práce 
s úhlovou mírou. Používá pro to šedesátkovou soustavu zapisovanou pomocí ísel 
vyjád ených v desítkové pozi ní soustav . Jednotlivé ády následující jednotky sm rem 
k nižším pak jsou minuty, sekundy, tercie, kvarty, kvinty, sexty, atd.  

Samotné po ítání se zlomky p edstavuje násobení a d lení. Nejprve násobí zlomky 
celým íslem ( i stupni), pak následuje násobení zlomk  (vlastních i nevlastních) mezi 
sebou. Podobn  jako s velkými ísly je pot eba i zde dávat pozor na ády a pro prázdný 
ád užívat kroužek. P i d lení ísel, z nich jedno je necelé, je d ležité um t p evád t ísla 

do stejných ád  (až na úrove  toho nejnižšího). 
Teprve až po násobení a d lení provádí s ítání, od ítání a zdvojení ísla (op t od 

nejvyššího ádu k nejnižšímu, jak b žn  po ítáme z pam ti). 
Aritmetický traktát je v eském vydání [2] i [3] uzav en prací se zlomky o jiných 

základech. Slibované pojednání o odmoc ování chybí. Možná ani sou ástí p vodního 
textu nebylo, protože bylo odvoditelné z algebry a almukabaly (obsažených 
v Algebraickém traktátu). Pozd jší aritmetické traktáty ho ale b žn  uvád ly (srv. [8], 
str. 98–125), nikoli ve tvaru výpo tu i algoritmu, ale pouze se slovním popisem. 
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2 Algebraický traktát 

2.1 Úvod 

Algebraický traktát je text starší, Aritmetický traktát p edur uje, ale zárove
i doprovází. M žeme se na n j dívat jako na praktickou p íru ku, jak s ísly zacházet „p i 
d lení majetk , v záležitostech soudních, v obchod , p i uzavírání smluv a také p i 
vym ování p dy, vedení kanál , ve stavitelství a p i nejr zn jších jiných pracích”. ([2], 
str. 165). Zachoval se nám v arabštin  jako Al-Kitáb al-muchtasar fí hisáb al-džebr wa-l-
muqábala, v latinském p ekladu jako Liber algebrae et almucabalae continens 
demontrationes aequationum regularum Algebrae (Robert z Chesteru). Al-džebr znamená 
p enos od ítaných výraz  z jedné strany rovnice na druhou tak, abychom nahradili 
od ítání p i ítáním. Al-muqábala je krácení. Pro Evropu se naukou algebry a almukabaly 
rozum la nauka o (algebraických) rovnicích druhého i vyšších stup  o jedné, ale i více 
neznámých.  

V samotném Algebraickém traktátu se však setkáváme se studiem rovnic 
kvadratických s kladnými p irozenými koeficienty (místy na jejich míst  i racionálními 
ísly), ešenými v oboru kladných celých ísel. Cílem bylo asto získat kvadrát nikoli 

ko en. Kvadratické rovnice, na které se nej ast ji odkazuje, však nebyly jedinou sou ástí 
tohoto traktátu. To, že Algebraický traktát byl p edstupn m pro Aritmetický traktát, 
sv d í praktické oddíly – o algebraickém násobení ísel a zv tšování a zmenšování. 
Stejn  tak m žeme pohlížet i na hledání ko ene jako na jednu z možností, jak ve 
speciálních p ípadech odmoc ovat.6

Poznamenejme, že podobn  jako slovo algoritmus (algorithmus, argorismus, 
algorismus, alchorismus) má p vod ve jménu arabského u ence (po zp sobu 
Algorizmiho), pojem algebra zna í zp sob práce s rovnicemi, al-džebr a al-muqábaly. 

2.2 Obsah 

Jak jsme se zmínili u Aritmetického traktátu Algebraický traktát jednotku rovn ž eší, ne 
však tak d kladn . Všechna ísla jsou sestavena z jednotek a jednotka je p ítomna 
v každém ísle. Jednotky jsou ísla v tší než jedna do deseti. 

ísla rozd luje do t í druh : ko en (v dnešním smyslu x), kvadrát (dnes x2) a íslo 
(dirhemu, dnes c, d, atd.), které se nevztahuje ani ke ko enu, ani ke kvadrátu. Al-
Chvárizmí rozlišuje v šesti oddílech (vlastn  šesti p ípadech) úlohy vedoucí na ešení 
toho, emu dnes íkáme kvadratické rovnice. K popisu práce s tímto matematickým 
jevem zde budeme užívat velkou zkratku – dnešní zna ení a dnešní pojmy rovnice, 
neznámé, koeficient, umoc ování, odmoc ování, atd., ale i zápis ísel v desítkové 
pozi ní soustav , z d vodu snazšího porozum ní.7

                                                          

6 Odmoc ování totiž v Aritmetickém traktátu je p edznamenáno, ne však v nejstarších p ekladech-výkladech 
vysv tleno. Domníváme se tedy, že se al-Chvárizmí odvolával na Algebraický traktát. 
7 Uve me zde zn ní Prvního oddílu Algebraického traktátu v eském p ekladu ([5], str. 140), kde se pojem 
rovnice, natož kvadratické, nevyskytuje: „Co se tý e kvadrát  rovných ko en m; to pokud nap íklad ekneš: 
Kvadrát je roven p ti svým ko en m, potom je ko en kvadrátu p t a kvadrát dvacet p t, což je rovno p ti jeho 
ko en m. Pokud ekneš: T etina kvadrátu je rovna ty em ko en m, potom celý kvadrát je roven dvanácti 
ko en m, to znamená, že je roven sto ty iceti ty em a jeho ko en dvanácti. Pokud nap íklad ekneš: P t 
kvadrát  je rovno deseti ko en m, pak jeden kvadrát je roven dv ma ko en m, ko en kvadrátu je dva a kvadrát 
ty i. Tímto zp sobem, a  je kvadrát  mnoho i málo, p evede se vše na jeden kvadrát a stejn  se pracuje s jim 

rovnými ko eny, které se p evedou tak, jako se p evedl kvadrát.“ 
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1. oddíl eší rovnice tvaru ax2 = bx. Po úprav x2 = (b/a)x, a odtud x = b/a. Tyto úpravy 
jsou zcela vpo ádku, nezapome me, že pracujeme v oboru kladných p irozených 
ísel. Jedná se tedy o krácení.  

P íklady k tomu podává x2 = 5x, 1/3x2 = 4x a 5x2 = 10x. 
2.  oddíl se v nuje odmoc ování ax2 = b, kde b/a je ve tvaru druhé mocniny n jakého 

kladného p irozeného ísla. Doprovodné p íklady: x2 = 9, 5x2 = 80 a 1/2x2 = 18. 
3.  oddíl umoc uje: najít kvadrát ko enu rovnice bx = c.  

P íklady: x = 3, 4x = 20, 1/2x = 10. 
4.  oddíl se zabývá rovnicí tvaru x2 + bx = c s ešením x = ((b/2)2+c) – b/2. 

Doprovodné p íklady: x2 + 10x = 39, 2x2 + 10x =4 8 (nejprve krátíme dv ma) 
a 1/2x2 + 5x = 28. 

5.  oddíl probírá rovnici tvaru ax2 + c = bx. V p íkladu x2 + 21 = 10x al-Chvárizmí 
neopomene si povšimnout, že vychází dva r zné kladné p irozené ko eny x1 = 3 
a x2 = 7. Rovn ž zde provádí i rozbor po tu ešení kvadratické rovnice v etn
p ípadu, kdy rovnice nemá žádné, dv i jedno ešení. Jedno ešení p itom ješt
neznamená nutn  zdvojený ko en, protože po ítáme v oboru kladných p irozených 
ísel. 

6. oddíl završuje rovnicí typu bx + c = ax2.  
P íklad pro tento typ rovnice uvádí 3x + 4 = x2. 

První t i oddíly jsou z hlediska arabského algebraického kalkulu zcela 
neproblematické, zbylé t i vyžadují d kaz. Ty jsou provád ny p evodem na geometrii 
Eukleidových Základ . Poznamenejme, že téže dob , kdy píše al-Chvárizmí svá 
pojednání, v Dom  moudrosti p sobí první p ekladatel Eukleidových Základ  Ibn Júsuf 
ibn Matar al-Hajjáj (al-Hadždžádž) a jejich komentátor al-cAbbás ibn Sacíd al-Džauhárí.8

O t chto pracech al-Chvárizmí tém  jist  v d l, ale v textu se na Eukleida p ímo 
neodkazuje, Základy pouze ve svých d kazech užívá, obzvlášt  II. knihu. Úse ky i 
plošné útvary zde figurují jen jako pom cka lepší názornosti. To, o co jde, jsou ísla. 
Vlastní algebraický d kaz ve smyslu propojení geometrie a algebry, jak známe od 
Descarta, to ješt  ale není. Nicmén  geometrie se ukazuje zde v úpln  novém sv tle – 
jako užitá, aplikovaná matematika. 

Po ešení kvadratických rovnic následuje oddíl o násobení – v naší matematice 
o úprav  algebraických výraz  typu (a ± x)  (b ± x). Významn  zde p itom vystupuje 
íslo deset. P íklady (zapsané v naší dnešní notaci) (10 + 1)  (10 + 2), (10 – 1)  (10 – 1), 

(10 + 2)  (10 – 1) propojují algebru s aritmetikou. Následují p íklady ryze algebraického 
typu (10 – x)  10, (10 + x)  (10 + x), (10 – x)  (10 – x). Velmi zajímavý je p íklad se 
zlomky (1 – 1/6)  (1 – 1/6), který eší algebraicky, ale i aritmeticky. Oddíl o násobení al-
Chvárizmí zakon uje úpravou algebraických výraz  typu (10 – x)  (10 + x), (10 – x) x, 
(10 + 1/2x)  (1/2 – 5x) a (10 + x)  (x – 10) = (x + 10)  (x  –  10). Je z ejmé, že tato pasáž 
Algebraického traktátu podává návod na násobení dvouciferných ísel. Ten má oporu 
v ecké geometrii a svou povahou, a koli by m la spíše spadat pod Aritmetický traktát, 
má opodstatn né místo zde, nevyžaduje totiž užití desítkové pozi ní soustavy. Další 
post eh, který je nutno zmínit, je ten, že nejspíše ješt  v této dob  nebyla z ejmá 
komutativnost násobení a s ítání. 

Oddíl o zv tšování a zmenšování se v nuje dv ma jev m – jednak po ítání 
s odmocninami a jednak po ítání s polynomy. Dokládají to tvrzení o úpravách výraz
s odmocninami: 

                                                          

8 Viz [14], str. 156, i [6], str. 40. 
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„ko en ze dvou set bez deseti p i tený ke dvaceti bez ko enu ze dvou set je deset“ ,9 tj.  
( (200) – 10) + (20 – (200)) = 10; 

„ko en ze dvou set bez deseti, ode tený od dvaceti bez ko enu ze dvou set je t icet bez 
dvou ko en  ze dvou set a dva ko eny ze dvou set je ko en z osmi set“,10 tj.  

(20 – (200)) – ( (200) – 10) = 30 – 2 (200), kde 2 (200) = (800). 
Následují dv  tvrzení o úpravách kvadratických polynom :  

(100 + x2 – 20x) + (50 + 10x  – 2x2) = 150 – x2 – 10x  
a (100 + x2 – 20x) – (50 + 10x – 2x2) = 50 –  3x2 – 30x. 

K t mto tvrzením je pozd ji ve spise p iloženo vysv tlení podle obrázku, tedy pomocí 
Eukleidovy geometrie. 
 Dalšími po etními úkony s odmocninami jsou násobení ko enu kvadrátu, polovina 
ko enu kvadrátu, podíl ko en  (podíl odmocnin), násobení ko en  mezi sebou (násobení 
odmocnin) a násobení r zných násobk  r zných ko en  mezi sebou (nap . 2 9  3 4). 
 Oddíl o šesti úlohách doprovází typovými p íklady s podrobným vysv tlením 
prvních šest oddíl , rozebírajících možnosti p i ešení kvadratické rovnice v oboru 
kladných p irozených ísel. Oddíl o rozli ných úlohách je již sbírkou ešených úloh ke 
stejné problematice. N které z nich jsou i praktického rázu a dnešními slovy je m žeme 
ozna it za slovní úlohy na kvadratické rovnice. 
 Oddíl o obchodování se zabývá výkladem a po ítáním s troj lenkou (p ímou 
a nep ímou úm rou): „V z, že d lení se lidí o n co, stejn  jako nákup i prodej, vým na 
i nájem a jiné mají co do in ní se tvero ísly, stanovenými tázajícím a to s mírou, 
cenou, množstvím a hodnotou. íslo, odpovídající mí e, stojí proti íslu odpovídajícímu 
hodnot  a íslo odpovídající cen  proti íslu odpovídajícímu množství. Z t chto ty ísel 
jsou vždy t i známé a jedno je neznámé a o n m hovo ící íká „kolik“ a táže se tázající.“11

Tento oddíl al-Chvárizmí doporu uje užívat v otázkách obchodování, vým ny, objemu 
nebo váhy. U tohoto oddílu kon í p eklad Algebraického traktátu Robertem z Chesteru. 
V eském vydání [2] i [3] je ješt  oddíl o m ení, ve kterém se podle Donalda E. Knutha 
[12], str. 3-4 porovnává Mishnat ha-Middot, sepsaný židovským rabínem Nehemjanem, 
a al-Chvárizmího Algebraickým traktátem: 
 Oddíl o m ení propojuje geometrii s algebrou a uvádí do arabského sv ta 
Archimedovy výsledky z oblasti ploch rovinných i prostorových geometrických útvar . 
Al-Chvárizmí nejprve zavádí plošné míry p es plochu tverce. Jednotkovou plochu sice 
zavádí jako násobek stran obrazce se stejnými stranami a úhly (tj. obecn  jako plochu 
pravidelného polygonu), uvažuje však o tverci. Od plochy tverce je naopak schopen 
odvodit délku strany jako ko en (odmocninu) plochy. Dále uvádí vztah pro obsah 
trojúhelníku pomocí výšky a poloviny základny, pro obsah koso tverce pomocí sou inu 
úhlop í ek. 
 Vlastnosti kruhu a jeho ástí jsou zde rozvedeny pe liv ji. Obvod kruhu eší jako 
Archimedes p es 3 1/7násobek pr m ru (tj. pomocí násobku 3,142857), pro astronomy 
p es 62832násobek pr m ru d lený 20000 (tj. z dnešního pohledu p esn jším násobkem 
3,1416).  Z obvodu dostane pr m r obráceným postupem. Plochu kruhu po ítá z pr m ru 
a obvodu. Rovn ž se zabývá mírami kruhové výse e pomocí míry oblouku a délky t tivy. 
 Následují tvrzení o objemu prostorových t les pomocí plochy podstavy a jejich 
výšky. N která z nich al-Chvárizmí p ebírá i od Eukleida.12

                                                          

9 Viz [2], str. 128. 
10 Viz [2], str. 128. 
11 Viz [2], str. 178. 
12 Tvrzení „Co se tý e jehlanu trojúhelného, tvercového a kruhového, mají tu vlastnost, že sou in t tivy plochy 
jejich podstavy s výškou je objem.“ p ebírá z XII. knihy Eukleidových Základ . Viz [2], str. 182. 
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 Al-Chvárizmí uvádí Pythagorovu v tu o rovnosti sou tu tverc  sestrojených nad 
odv snami se tvercem sestrojeným nad p eponou. Ovšem ve zn ní více algebraickém: 
„Každý pravoúhlý trojúhelník má tu vlastnost, jestliže vynásobíš ob  kratší strany samy 
sebou, pak sou et t chto sou in  je roven sou inu nejdelší strany samy se sebou.“13

Rovn ž d kaz je jiný, než jaký známe od Eukleida.14

 Dále rozlišuje p t ty úhelník  – tverec, obdélník, koso tverec, kosodélník 
a obecný ty úhelník. Pro n  uvádí na názorných p íkladech vztahy pro výpo et jejich 
plochy. „Co se tý e ostatních ty úhelník , definování jejich plochy se p evádí na 
pravidla výpo tu ploch trojúhelník  s pomocí úhlop í ek.“15

 Rozd lení trojúhelník  a výpo tu jejich plochy v nuje dosti pozornosti. Rozlišuje 
trojúhelníky pravoúhlé, ostroúhlé a tupoúhlé. Trojúhelníky mezi sebou porovnává podle 
jejich obsahu ve vztahu k Pythagorov  v t  (ostroúhlé trojúhelníky mají sou et kvadrát
kratších stran v tší než kvadrát nejdelší strany, u tupoúhlých trojúhelník  je to naopak). 
U ostroúhlých trojúhelník  uvádí i vlastnosti pro rovnoramenný a rovnostranný 
trojúhelník. Obsah tupoúhlého trojúhelníka máme provád t pomocí výšky spušt né na 
nejdelší stranu (aby pata výšky nebyla vn  trojúhelníku). 
 V posledních záv re ných p íkladech al-Chvárizmí eší výpo et objemu komolého 
jehlanu se tvercovou podstavou (s poznámkou pro kruhovou podstavu) a výpo et délky 
tverce vepsaného do rovnoramenného trojúhelníku (výpo et velikosti pozemku). 

3 Záv r 

Al-Chvárizmího traktáty dokázaly p ivést do Evropy novou aritmetiku, založenou na 
indické matematice kalkulací s velkými ísly, a algebru oko en nou eckou matematikou 
geometrického názoru. Jsou velmi d ležitým sv dectvím vývoje matematiky a p ichází 
s naprosto novým p elomovým zp sobem uvažováním o matematice. Nová aritmetika 
p edstavuje znalost indického aritmetického kalkulu, který dokáže velmi rychle 
p edpov d t výsledek po ítání s velkými ísly. P i znalosti algebraického kalkulu bylo 
možné pouhou kalkulací se znaky p edpov d t ešení složité úlohy. K jejich vzájemnému 
plnohodnotnému propojení s geometrií, o kterou se algebraický kalkul opíral, dochází až 
s nástupem doby Reného Descarta:16 Díky algeb e tak m žeme navrhnout geometrickou 
konstrukci a dále otev ít geometrii (algebraických) objekt , které antika nemohla uchopit. 
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DIELO KARLA ZAHRADNÍKA 
(GEOMETRICKÉ PRÁCE) 

JÁN IŽMÁR

Abstract: This paper describes main topics and characteristic outline of the scientific work of 
Karel Zahradník, the founder of the Croatian university mathematical education and one of 
the first members of Czech geometrical school. His papers are devoted almost exclusively to 
the theory of plane algebraic curves, particularly to the theory of both conic sections and some 
classes of curves deduced from them. 

1 Úvod 

Vedecké dielo Karla Zahradníka (1848–1916), zakladate a chorvátskeho univerzit-
ného matematického vzdelávania a príslušníka prvej generácie eskej geometrickej školy, 
je podstatnou as ou svojho objemu venované geometrickej tematike, a to temer výlu ne 
teórii rovinných algebrických kriviek, z ve kej asti teórii kuže ose iek a teórii kriviek 
odvodených z kuže ose iek, ako aj niektorým novým poh adom na známe krivky 
antického obdobia a matematiky 16.–18. storo ia a ur itým zovšeobecneniam týchto 
kriviek. Za iatky Zahradníkovej publika nej innosti spadajú do obdobia, ke  sa 
v strednej Európe, špeciálne v nemecky hovoriacich krajinách a v echách za ala 
v geometrii vidite ne usta ova  koncepcia tzv. novšej geometrie (neuere Geometrie), o 
z retrospektívy znamená projektívnu geometriu s výraznou prevahou syntetickej metódy 
v skúmaní objektov projektívneho priestoru reprezentovaného rozšíreným euklidovským 
priestorom ako temer jediným a výlu ným modelom. V eskom prostredí k vytvoreniu 
tejto koncepcie zaiste výdatne prispelo aj pôsobenie Wilhelma Fiedlera (1832–1912) 
v rokoch 1864–1867 na nemeckej technike v Prahe. W. Fiedler bol vynikajúcim 
predstavite om a propagátorom tohto smeru projektívnej geometrie, pre ktorý výdatným 
zdrojom motivácie a nesmierne roz ahlou oblas ou aplikácie bola deskriptívna geometria 
s jej konjunktúrou tvorby zobrazovacích metód a štúdia hlavných geometrických 
objektov, ktorými boli teoreticky zaujímavé a aplika ne dôležité krivky a plochy. Toto 
zameranie si v stredoeurópskej a osobitne v rakúskej a eskej deskriptívnej geometrii 
udržiavalo dominantné postavenie až do 30. rokov 20. storo ia, o je zrete ne zjavné 
z monografickej a u ebnicovej tvorby tohto obdobia. Významnými reprezentantmi tohto 
spojenia deskriptívnej a projektívnej geometrie boli v eskom prostredí o. i. Karel Pelz, 
Jan Sobotka a František Kade ávek, ktorý s ur itým historickým oneskorením fakticky 
uzatváral onú epochu.  

Klasickou cestou sa spomedzi prvých tvorcov eskej geometrickej školy vydal Emil 
Weyr (1848–1894), ktorý rozvíjal rýdzo projektívnogeometrickú líniu hlavne syntetickou 
metódou v duchu tradície rozpracovanej najmä J. Steinerom a M. Chaslesom. Nepodlieha 
pochybnosti, že tak ako K. Pelz aj Em. Weyr bol vo svojom vedeckom smerovaní silno 
ovplyvnený W. Fiedlerom. Vo Fiedlerovom celoživotnom diele sú pomerne vyvážene 
zastúpené a rozvíjané obe hlavné línie rozvoja projektívnej geometrie – línia syntetická 
i línia analytickogeometrická. Pre druhú koncepciu mal v nemecky hovoriacom prostredí 
neocenite ný význam Fiedlerov preklad a úprava monografie G. Salmona o analytickej 
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geometrii. K osobitostiam eskej geometrickej školy patrí výrazná dominancia po tu prác 
opierajúcich sa o syntetickú metódu. Medzi neve ký po et tých autorov, ktorí vä šinu 
svojich vedeckých a odborných výsledkov dosahovali prevažne analytickou metódou, 
patril K. Zahradník. Od za iatkov jeho publika nej innosti r. 1872 to bola hlavne teória 
rovinných algebrických kriviek, za ínajúca sa analytickým spracúvaním špeciálnych 
typov racionálnych kriviek, ktorá cez riešenie po etných problémov o objektoch 
zviazaných s kuže ose kami až po niektoré drobnejšie problémy elementárnej povahy 
pútala Zahradníkovu pozornos  až do posledného obdobia jeho života. Jednotiacou rtou 
Zahradníkových vedeckých, odborných i metodických prác je zru né, obratné a vysoko 
produktívne používanie analytickej metódy vhodne doplnené menším rozsahom 
syntetických úvah v pasážach všeobecne prístupných a zrozumite ných dobovému 
okruhu priemerne vysokoškolsky vzdelaných itate ov-matematikov. Výber námetov 
i variabilita metód a prostriedkov Zahradníkových prác sú výrazne monotematické, o 
výstižne charakterizoval už Matyáš Lerch ([1]).  

2 Prelimináriá 

 Zo 114 položiek úplného zoznamu publikácií K. Zahradníka, vypracovaného 
M. Be vá ovou ([1]), 90 položiek zaznamenáva publikácie priamo späté s geometriou. Z toho 
po tu približne 67 možno ozna i  za pôvodné práce, hoci nieko ko z nich je v identickom 
alebo temer identickom znení publikovaných v dvoch a v niektorých prípadoch dokonca 
v troch jazykoch – v eštine, nem ine a chorvát ine. Taktiež originalita prác je rozdielna – 
kolíše od drobných doplnení a poznámok k známym vetám až po zovšeobec ujúce výsledky 
o niektorých triedach rovinných algebrických kriviek.  

 Pre orientáciu itate a je potrebné uvies  nieko ko poznámok o charaktere ambientnej 
roviny geometrických objektov skúmaných Zahradníkom, ako aj o metódach a prostriedkoch, 
pomocou ktorých toto skúmanie prebiehalo. Výlu ným typom roviny, s ktorým K. Zahradník 
pracoval, bola reálna euklidovská rovina doplnená množinou nevlastných bodov všetkých 
priamok euklidovskej roviny; množina všetkých takých bodov tvorila nevlastnú priamku, 
ktorou doplnená euklidovská rovina sa nazývala rozšírenou euklidovskou rovinou. Inciden ná 
štruktúra tejto roviny bola izomorfná s inciden nou štruktúrou projektívnej roviny a tento 
model projektívnej roviny bol po desa ro ia temer výlu ným reprezentantom projektívnej 
roviny. (Vysokoškolskí u itelia z radov absolventov u ite ského štúdia matematiky 
a deskriptívnej geometrie v I. (medzivojnovej) eskoslovenskej republike ho používali vo 
výu be projektívnej geometrie ako hlavný model ešte v 60. rokoch 20. storo ia.) Konfúznos
tohto modelu spo ívala v tendencii využíva  metrické vlastnosti jeho vlastnej asti 
(t. j. euklidovskej roviny) na štúdium projektívnych objektov, a v následnom zahmlenom 
chápaní vz ahu metrických a projektívnych vlastností a invariantov. Bez prehá ania možno 
konštatova , že K. Zahradník (ako vä šina jeho sú asníkov) neprekonal chápanie projektívnej 
roviny v koncepcii, v akej ju prezentoval napr. J. Steiner v rozsiahlej práci Constructionen 
ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises [Konštrukcie realizované 
pomocou priamky a pevnej kružnice, 1833]. Pritom bola už dostato ne dlhý as k dispozícii 
koncepcia projektívnej geometrie zbavená metriky a založená na rýdzo inciden nom základe 
harmonickosti, predstavená Christianom von Staudtom (1798–1867) v jeho knihe Geometrie 
der Lage [Geometria polohy, 1847] ([2]).  

 V rozšírenej euklidovskej rovine sa spravidla používala pravouhlá alebo kosouhlá 
karteziánska sústava súradníc so všetkými jej možnos ami využi  nehomogénne súradnice na 
analytickú reprezentáciu metrických objektov a metrických vlastností vlastnej asti tejto 
roviny. To, samozrejme, zase vylu ovalo možnos  rovnocenne formulova  projektívne 
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vlastnosti vlastných a nevlastných prvkov používaného modelu roviny. Prostriedkom, ktorý 
umož oval zrovnoprávnenie vlastných a nevlastných prvkov, ako aj použitie duality medzi 
množinami všetkých bodov a všetkých priamok projektívnej roviny, bolo používanie 
homogénnych súradníc, exaktne prezentovaných napr. Juliusom Plückerom (1801–1868) 
v jeho diele Theorie der algebraischen Curven (Teória algebrických kriviek, 1839) ([2]). 
K. Zahradník používal homogénne súradnice ojedinele, i ke  ich metódu nepochybne 
ovládal: na vyjadrovanie metrických a podobnostných vlastností – a hlavne o tie v Zahradní-
kových prácach ide – sú homogénne súradnice nevhodné.  

 Používanie nehomogénnych reálnych súradníc na charakterizáciu ur itých množín daných 
alebo h adaných bodov i priamok v niektorých situáciách, ke  tieto množiny boli 
definované algebrickými rovnicami medzi súradnicami predmetných bodov alebo priamok, 
prinášalo vágne výsledky spôsobené faktom, že korene vyskytujúcich sa algebrických rovníc 
(s reálnymi koeficientmi) boli imaginárne. Dobové východisko spo ívalo v deklarácii bodov 
alebo priamok s týmito súradnicami za imaginárne body, resp. priamky, jednoducho doplnené 
k existujúcim reálnym bodom, resp. priamkam (t. j. k bodom a priamkam, ktorých všetky 
súradnice boli reálne) rozšírenej euklidovskej roviny bez vyjasnenia zmeny štruktúry, ktorú 
akceptácia imaginárnych objektov prináša. (Všeobecne známym príkladom imaginárnych 
bodov sú kružnicové body (chybne nazývané kruhovými) v rozšírenej euklidovskej rovine 
doplnenej imaginárnymi prvkami: sú to body doplnenej nevlastnej priamky, ktorých 
zodpovedajúce súradnice sú združené komplexné ísla formálne vyhovujúce rovnici každej 
kružnice euklidovskej roviny.) Zahradníkova doba nedospela k explicitnému pochopeniu 
zástoja algebrickej štruktúry, tvoriacej základ u analytickej definície ambientného priestoru, 
ani k pojmu aritmeticko-algebricko-geometrickej komplexifikácie tohto priestoru. (Tento 
proces sa nemohol uskuto ni  z objektívnych historických prí in: teória algebrických štruktúr 
bola v štádiu zrodu a jej geometrické aspekty boli predmetom výskumu vo vzdialenej 
budúcnosti.) Ani Kleinov grupový princíp klasifikácie geometrií na rtnutý r. 1872 
v Erlangenskom programe nemohol z rozli ných – vä šinou objektívnych – prí in aktuálne 
vstúpi  do komplexného diania v geometrii vedeckého prostredia, v ktorom žil, pôsobil 
a vedecky pracoval K. Zahradník.  

3 Geometrické práce K. Zahradníka 

 Zo 67 publikovaných geometrických prác, ktoré možno ozna i  za samostatné a v istej 
miere originálne, po vynechaní duplicitných lánkov, prác menšieho významu a menšej 
originality, ako aj lánkov výrazne metodického zamerania zostáva približne 45 – 48 prác, 
ktoré výstižne charakterizujú geometrické vedecko-odborné dielo K. Zahradníka. Pod a 
vecného tematického kritéria a detailnejšieho zamerania na partikulárne témy možno ich 
rozdeli  do týchto skupín: 

1. Teória kuže ose iek 
a. Vlastnosti kuže ose iek – 7 prác 
b. Množiny bodov na kuže ose kách a bodové korešpondencie – 6 prác 

2. Krivky odvodené pomocou kuže ose iek – 3 práce 
3. Špeciálne krivky – 8 prác 
4. Všeobecnejšia teória niektorých typov algebrických kriviek 

a. Typy kriviek a ich vlastnosti – 11 prác 
b. Korešpondencie v sústavách bodov na krivkách – 4 práce 
c. Transformácie a všeobecnejšie korešpondencie – 2 práce 

5. Rôzne – 6 prác  
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 Úplný zoznam publikácií K. Zahradníka, podrobná analýza vä šiny prác uvedených 
piatich skupín a ich zhodnotenie budú okrem súvisiacej tematiky o živote a diele 
K. Zahradníka predmetom kompletnej monografie M. Be vá ovej ([1]). Tento príspevok, 
rešpektujúc zameranie letnej školy histórie matematiky a všeobecné pokyny organizátorov, sa 
orientuje na výber typických reprezentatívnych prác jednotlivých skupín, ich obsahový opis 
a stru nú charakteristiku. Základný obraz o obsahu a kvalitách Zahradníkovho vedecko-
odborného diela bude možné touto prezentáciou nadobudnú , pretože vä šina prác v ur itej 
skupine má rovnakú alebo ve mi podobnú schému a rozdiely medzi prácami sú založené skôr 
na konkrétnej povahe sledovaných objektov a na rôznych modifikáciách globálnej témy.  

3.1 Teória kuže ose iek 

 a) Vo vä šine prác tejto skupiny sa K. Zahradník zaoberá formulovaním a dokazovaním – 
s ve kou prevahou analytickou metódou – tých vlastností regulárnych kuže ose iek, ktoré sa 
neuvádzajú v prvoplánových kurzoch analytickej geometrie kuže ose iek. Napr. v práci 
Prilog teoriji unjosje ica [Príspevok k teórii kuže ose iek] (Rad Jugoslavenske akademije 
znanosti i umjetnosti 131(1897), 63–71), v jej eskej verzii P ísp vek k theorii kuželose ek 
( asopis pro p stování mathematiky a fysiky 28(1899), 37–45) a v nemeckej verzii Zur 
Kegelschnittlehre [K teórii kuže ose iek] (Archiv der Mathematik und Physik 17(1899), 89–
96) ukazuje netriviálnu syntetickú konštrukciu doty níc regulárnej kuže ose ky a správnos
konštrukcie potvrdzuje analytickým výpo tom. Predpísaním ur itých projektívnych alebo 
metrických vlastností pre h adané množiny bodov a vyh adaním týchto množín analytickou 
metódou získava alšie krivky vyšších stup ov. Na odvodenie vlastností elipsy používa aj 
perspektívnu afinitu (bez tohto pomenovania) medzi kružnicou a elipsou.  

 Zahradníkove okruhy problematiky a metódy jej riešenia názorne a extrémne detailne 
demonštruje rozsiahla dvojdielna práca Teorija parabole na temelju racinalnoga parametra
[Teória paraboly na základe racionálneho parametra] (Rad Jugoslavenske akademije znanosti 
i umjetnosti 64(1882), 105–152; 72(1885), 145–154). K. Zahradník v práci rozvíja tradi nú 
líniu projektívnej teórie paraboly s plným využívaním euklidovskej metriky vo vlastnej asti 
rozšírenej euklidovskej roviny, zaoberá sa metrickými vlastnos ami trojuholníkov opísaných 
parabole a vpísaných do paraboly, skúma vz ah kružnice a paraboly, vlastnosti štvoruholníka 
vpísaného do paraboly, harmonickos  a ekvianharmonickos , oskula né kružnice, normály, 
evolútu, trojuholník normál, úpätnicu, obsahy trojuholníkov a štvoruholníkov súvisiacich 
nejakým spôsobom s parabolou, alšie objekty asociované s parabolou, bodové a doty nicové 
involúcie na parabole, kuže ose ky a najmä paraboly odvodené rôznymi spôsobmi od 
paraboly. Záber siaha od elementárnogeometrického prístupu cez projektívnogeometrické 
studium až po diferenciálnogeometrické skúmanie, pravda, bez exaktného diferenciálnogeo-
metrického aparátu.  

 b) Pä  zo šiestich prác tejto skupiny je venovaných jednej téme, a to bodovej (3, 3)-
korešpondencii, ktorú na regulárnej kuže ose ke v rozšírenej euklidovskej rovine tvoria tieto 
objekty: ubovo ný bod ako spolo ný bod troch oskula ných kružníc, ktoré majú tento bod za 
oskula ný, a trojica bodov, ktoré sú štvrtými spolo nými bodmi kuže ose ky s uvedenými 
tromi oskula nými kružnicami. Obrátene, každým vlastným bodom kuže ose ky prechádzajú 
tri oskula né kružnice, ktorých body oskulácie ležia separovane vždy s daným bodom na 
jednej kružnici z tejto trojice; tak je každému bodu kružnice priradená trojica oskula ných 
bodov kružnice. Pri vo be bodu kuže ose ky racionálnym parametrom sú parametre bodov 
priradenej trojice ur ené ako korene istej kubickej rovnice. Toto priradenie trojice bodov 
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kuže ose ky k jednému bodu, ku ktorému existuje v zmysle korešpondencie priradenie 
inverzné tej istej defini nej vlastnosti, nazýva Zahradník v duchu dobových kánonov 
kubickou involúciou. Opisuje ju v práci Vlastnosti jistých trojin oskula ních na kuželose ce 
(Archiv mathematiky a fysiky 2(1878), 227–235), v jej mierne modifikovanom nemeckom 
preklade Osculationstripel am Kegelschnitte [Oskula né trojice na kuže ose ke] (Archiv der 
Mathematik und Physik 69(1883), 419–426), v rozsiahlej dvojdielnej štúdii Prilog k teoriji 
kubi ne involucije na unjoseku [Príspevok k teórii kubickej involúcie na kuže ose ke] (Rad 
Jugoslavenske akademije znatnosti i umjetnosti 92(1888), 73–101; 95(1889), 1–23) a vracia 
sa k nej v práci Einige Eigenschaften der Oskulationstripel am Kegelschnitte [Niektoré 
vlastnosti oskula ných trojíc na kuže ose ke] (V stník Královské eské spole nosti nauk V, 
1910, 6 strán) a v jej eskom preklade N které vlastnosti oskula ních trojin na kuželose ce 
( asopis pro p stování mathematiky a fysiky 41(1912), 519–523). V zmysle dnešného 
chápania pojmov a terminológie, ke  sa involúciou nazýva cyklické projektívne zobrazenie 
stup a 2, by sa opísané priradenie nazvalo 0-rozmernou algebrickou korešpondenciou stup a 
(3, 3).  

3.2  Krivky odvodené pomocou kuže ose iek 

 V práci O míst  bodu, jehož t tiva styku má pro danou kuželose ku stálou délku ( asopis 
pro p stování mathematiky a fysiky 6(1877), 139–142) K. Zahradník vyšetruje obálku 
všetkých priamok euklidovskej roviny, ktoré pretínajú danú kuže ose ku v tetivách 
konštantnej d žky. Zis uje, že obálkou je krivka 4. stup a. alej sa zaoberá zväzkom takýchto 
kriviek – jednoparametrickou sústavou, pre ktorú parametrom je d žka uvedenej tetivy.  

 V práci O nekih krivuljah izvedenih iz sjeka unja [O niektorých krivkách odvodených od 
kuže ose ky] (Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 40(1877), 166–171) a v jej 
eskom preklade O n kterých k ivkách z kuželose ky odvozených ( asopis pro p stování 

mathematiky a fysiky 7(1878), 168–173) vyšetruje množinu všetkých bodov v rovine 
kuželose ky, ktoré s dotykovými bodmi doty níc prechádzajúcich daným bodom ku 
kuže ose ke tvoria trojuholník konštantného obsahu. H adaná množina bodov je krivka 
6. stup a, pre ktorú sa alej h adajú singularity a podmienky rozložite nosti.  

3.3 Špeciálne krivky  

 Tri kratšie lánky z raného obdobia Zahradníkovej vedeckej tvorby (1877) sa zaoberajú 
drobnejšími problémami, ktoré sa v miernych obmenách vyskytujú v rôznych Zahrad-
níkových prácach po as celého jeho aktívneho pôsobenia. Prvým problémom je h adanie 
množiny všetkých bodov v euklidovskej rovine, ktoré s dotykovými bodmi doty níc 
prechádzajúcich bodom k cisoide tvoria trojuholníky konštantného obsahu. H adanou 
množinou je krivka 5. stup a. Rovnako formulovaná úloha pre kardioidu vedie ku krivke 
8. stup a. Tretia úloha sa opä  týka kardioidy a spo íva v h adaní množiny vrcholov 
dotykových trojuholníkov rôznych od dotykových bodov, ke ažisko týchto trojuholníkov 
prebieha ur itou krivkou. Ak je touto krivkou algebrická (rovinná) krivka stup a n, h adaná 
krivka je algebrickou rovinnou krivkou stup a 4n. 

 V lánku Geometrijske opazke [Geometrické poznámky] (Rad Jugoslavenske akademije 
znanosti i umjetnosti 75(1885), 211–220) sú vyšetrované niektoré konchoidy vytvárané 
pohybom bodu zviazaného s kružnicou pohybujúcou sa po pevnej kružnici. Pod a schémy 
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asto opakujúcej sa aj v iných prácach sú predmetom výskumu aj metrické charakteristiky 
(d žka a obsah) nieko kých sprievodných útvarov.  

 V práci Contribution a la théorie des cubiques cuspidales [Príspevok k teórii 
kuspidálnych kubík] (Nouvelles annales de mathématiques, 3. série, 181(1899), 381–407) 
K. Zahradník vyšetruje štandardným postupom analytickými metódami tematiku obvyklú pre 
racionálnu rovinnú krivku tretieho stup a a tretej triedy biracionálne ekvivalentnú s priamkou. 
Osobitnú pozornos  venuje projektívnemu zobrazeniu dvoch sústav priamok asociovaných 
ur itým spôsobom vzh adom na krivku.  

 V lánku Einige Bemerkungen zu den zirkularen Zissoidalen als Fusspunktkurven 
[Nieko ko poznámok k cirkulárnym cisoidálam ako úpätniciam] (V stník Královské eské 
spole nosti nauk III, 1909, 8 strán) sa Zahradník zaoberá nieko kými konštrukciami 
viazanými na racionálnu cirkulárnu kubiku, ktorú možno považova  za cisoidálu generovanú 
regulárnou kuže ose kou a priamkou. Ukazuje, že tieto kubiky možno vytvori  ako 
úpätnicové krivky paraboly. Uvádza podrobnú tabu ku, v ktorej je zachytené, ako od vo by 
základných charakteristík paraboly závisí konštrukcia jej úpätnicovej krivky na jednej strane 
a konštrukcia týchto kriviek ako cisoidálnych kriviek na druhej strane.  

 Posledná práca tejto skupiny Zur Theorie der Fokale [K teórii fokály] (V stník eské 
královské spole nosti nauk IV, 1911, 16 strán) je venovaná štandardnej metrickej 
a projektívnej problematike fokály ako rovinnej algebrickej krivky. (Fokála je množina 
všetkých ohnísk všetkých kuže ose iek zväzku.)  

3.4 Všeobecnejšia teória niektorých typov algebrických kriviek 

Ústrednou témou temer všetkých prác tejto skupiny je teória racionálnych rovinných 
algebrických kriviek tretieho stup a. Sú to unikurzálne kubiky s jedným dvojnásobným 
bodom, ktoré sú biracionálne ekvivalentné s priamkou, o v tomto prípade znamená – ke že 
rozmer krivky sa rovná 1 – že okrem kone ného po tu bodov existuje vyjadrenie súradníc 
každého bodu krivky pomocou racionálnych funkcií jedného reálneho parametra 
ozna ujúceho nehomogénnu súradnicu ur itého bodu priamky (to je zobrazenie priamky na 
kubiku), a obrátene, temer ku každému bodu krivky existuje racionálna funkcia 
nehomogénnych súradníc x, y bodu, ktorej hodnota ako reálny parameter je súradnicou 
ur itého bodu priamky v lokálnej sústave súradníc na priamke. „Jednoparametrickos “ 
ireducibilnej kubiky s jedným dvojnásobným bodom vyplýva z faktov, že a) ireducibilná 
kubika nemôže ma  viac singulárnych bodov než jeden dvojnásobný a b) každá priamka 
incidujúca s dvojnásobným bodom kubiky pretína kubiku – okrem kone ného po tu prípadov 
– v jedinom alšom bode. Z týchto faktov s prihliadnutím na druh dvojnásobného bodu ( i 
ide o uzlový bod alebo o bod vratu) vyplývajú pod a Plückerových vzorcov závery pre triedu 
krivky, o je pre danú krivku maximálny možný po et jej doty níc incidujúcich s jedným 
bodom.  

 Touto tematikou sa K. Zahradník zaoberal od prvých rokov svojej vedeckej innosti (prvá 
publikácia r. 1873) temer do posledných rokov svojich publika ných aktivít (posledná 
publikácia r. 1908). Okrem základných geometrických vlastností kriviek asto skúmal také 
otázky, akými sú incidencia kone ného po tu bodov kubiky s algebrickou krivkou stup a n, 
oskulácia, vlastnosti normál a evolút, útvary odvodené od doty níc, otázky d žok a obsahov 
útvarov pridružených ku krivke, korešpondencia sústav bodov na krivke at . Formuláciu 
problémov a riešenia mnohostranne približuje napr. trojdielna štúdia Rationale ebene Curven 
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der dritter Ordnung [Racionálne rovinné krivky tretieho rádu] (Archiv der Mathematik und 
Physik 56(1874), 134–152; 58(1876), 23–36; 61(1877), 1–18). Všeobecné metódy a teore-
tické výsledky sú neraz konkretizované na špeciálnych krivkách, akými sú napr. cisoida, 
strofoida, Descartov list. Zaujímavý zjednocujúci poh ad na niektoré známe krivky prináša 
obšírny lánok Einheitliche Erzeugung der bekannten rationalen Kurven dritter Ordnung als 
Zissoidalen [Jednotný výtvor známych racionálnych kriviek tretieho rádu ako cisoidál] 
(V stník Královské eské spole nosti nauk XXX, 1906, 19 strán). Príklon k všeobecnejším 
projektívnym metódam prináša práca Konstruktion der rationalen Kurven dritter und vierter 
Ordnung, respektive Klasse vermittels der kollinear incidenten Elemente [Konštrukcie 
racionálnych kriviek tretieho a štvrtého rádu, resp. triedy, prostredníctvom kolineárne 
incidentných prvkov] (Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse der 
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 117(1908), 1167–1190). Temer monogra-
fický charakter má rozsiahla dvojdielna práca O krivuljah u ravnini [O rovinných krivkách] 
(Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 64(1882), 1–65; 75(1885), 79–180), kde 
je syntézou diferenciálnogeometrických a v menšej miere projektívnych prostriedkov 
prezentovaná teória rovinných algebrických i transcendentných kriviek s množstvom detailne 
vypracovaných príkladov. 

Práce v astiach b) a c) reprezentujú projektívnogeometrické prístupy k tradi nej 
problematike projektívnej geometrie v oblasti rovinných algebrických kriviek. 

3.5 Rôzne 

 Tematicky rozptýlené práce tejto skupiny sú vä šinou venované hlbšiemu skúmaniu 
elementárnogeometrických problémov s výsledkami, ktoré neboli v dobe vzniku známe a ani 
dnes nepatria do obsahu základnej teórie. Hodnotný je v niektorých smeroch ich metodický 
prínos. 

lánok Ein geometrischer Lehrsatz [O istej geometrickej vete] (Archiv für Mathematik 
und Physik 56(1874), 11–15) opisuje situácie, pri ktorých isté viazané pohyby vrcholov 
trojuholníka majú za následok pohyb ažiska trojuholníka po racionálnej krivke tretieho 
stup a; za zovšeobecnených podmienok pohybu opisuje ažisko krivku štvrtého stup a. as
základnej formulácie vety bola známa už Pappovi. 

 V práci Ueber einige Winkel- und Längenrelationen am Dreiecke [O istých vz ahoch 
uhlov a d žok v trojuholníku] (Archiv für Mathematik und Physik, 2. Reihe, 6(1888), 415–
423) K. Zahradník skúma dotykové konfigurácie dvoch kružníc a tetivy jednej z týchto 
kružníc, opisuje krivky, ktorými prebiehajú isté body pri ur itých pohyboch základných 
útvarov a odvodzuje numericky pomerne komplikované vz ahy týkajúce sa ve kostí uhlov, 
d žok niektorých charakteristík vyskytujúcich sa trojuholníkov a obsahov týchto trojuholníkov 
v závislosti od lineárnych charakteristík. lánok je hlavne demonštráciou Zahradníkovho 
spo ahlivého ovládania analytickej metódy a vh adu do geometrických vz ahov. 

 Z h adiska neskorších teoretických výskumov a výsledkov je zaujímavý lánok 
Cissoidalcurven [Cisoidálne krivky] (Archiv für Mathematik und Physik 56(1874), 8–10), 
v ktorom je uvedená zovšeobecnená konštrukcia pod a vzoru konštrukcie Dioklovej cisoidy. 
Kružnica Dioklovej konštrukcie je nahradená ubovo nou regulárnou kuže ose kou 
a doty nica kružnice ubovo nou priamkou. V lánku sú zrete né zárodky neskoršej 
rozvetvenej teórie cisoidálnych kriviek a racionálnych kriviek tretieho stup a.  
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4 Záver

 Geometrické práce Karla Zahradníka, ktoré tvoria podstatnú as  jeho vedeckého 
a odborného diela, zaujímajú osobitné postavenie v tvorbe prvej generácie eskej 
geometrickej školy. V protiklade s prevládajúcou dominanciou syntetickej metódy ide 
u Zahradníka o jednozna nú prevahu analytickej metódy, ktorou sa dosahovala jasnos
a presnos  výsledkov, nie vždy dosiahnute ná pri používaní syntetických prostriedkov. 
Napriek povrchnému zdaniu, že vo ba Zahradníkových tém a problémov nesiahala do 
náležitých výšok teórie, jeho prechod od jednoduchého zovšeobecnenia Dioklovej cisoidy cez 
cisoidálne krivky až po teoretické spracovanie racionálnych kriviek 3. stup a zaradil 
K. Zahradníka k európskej vedeckej garnitúre slušnej úrovne a po zásluhe mu mal zaisti  aj 
estné miesto v zozname tvorcov eskej geometrickej školy a eských matematikov 

19. storo ia. Ak sa tak doteraz nestalo v zaslúženej miere, je úlohou sú asnej historiografie 
matematiky tento dlh splati .  
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KDO JE AUTOREM AXIOMATIKY 
PODMÍN NÝCH PRAVD PODOBNOSTÍ? 

FRANTIŠEK FABIAN 

Abstract: The development of probability theory and mathematical statistics was 
enabled by introducing axioms of probability which are connected with the famous 
names such as A. N. Kolmogorov (1933). His approach was later enlarged to the 
concept of the axioms of conditional probability in some works by Alfred Rényi 
(1954, 1955, 1956). Nevertheless, a Czech author Otomar Pankraz published an 
article presenting the same conclusions as Rényi in 1939. We would like to remember 
this fact as an important confirmation of the high level of Czech probability theory 
before the second world war.   

1 Úvod  

Teorie pravd podobnosti a matematická statistika se b hem svého vývoje 
vypracovaly jak po teoretické tak aplika ní stránce na p ední místo pozornosti v rámci 
matematických obor . Je tedy p irozené, že jejich postupnému rozvoji je v nována 
stále v tší pozornost i z hlediska historického, a to nejen z p ínos  autor
zahrani ních (nap . [1], [2]), ale i eských ([3], [5], [12], [13], [15]). Vysoce 
hodnotím zapojení pracovník  Katedry pravd podobnosti a matematické statistiky 
MFF UK v Praze do inností historické povahy, zejména p ipomínání osobností 
zahrani ních v naší zemi ne zcela známých (nap . [14], [17]) i domácích, které 
neprávem upadly v zapomenutí ([16]). Tento p ísp vek inspirovaný uvedenými 
snahami si klade za cíl vzpomenout zásluh jednoho ze zapomenutých eských 
badatel  na poli teorie pravd podobnosti. Otomar Pankraz byl stru n  zmín n v textu 
[3] , nyní se na jeho osobu a p ínos podíváme podrobn ji. 

2 Axiomatika teorie pravd podobnosti 

Výchozím pojmem teorie pravd podobnosti a matematické statistiky respektive 
dalších navazujících matematických disiplín je pravd podobnost, která sama o sob
má i z historického hlediska svérázné postavení. V rámci matematiky získala 
špi kový význam formulováním axiomatiky spojované se jmény významných 
sv tových matematik , zejména A. N. Kolmogorova (viz [4]).  

  P estože Kolmogorov v p ístup bezpochyby zahájil novou etapu ve vývoji teorie 
pravd podobnosti, objevily se problémy, jejichž ešení nebylo možno beze zbytku 
zvládnout. Byla proto otev ena cesta k dalšímu rozší ení Kolmogorovovy teorie. Jako 
možné východisko se ukázala myšlenka formulovat axiomatický p ístup pro tzv. 
podmín nou pravd podobnost jako základní výchozí pojem. Jestliže 0 P(A )  1 je 
funkce definující pravd podobnost nastání náhodného jevu A, symbolem P(A|B)
zna íme pravd podobnost jevu A za podmínky, že nastal jev B, jako funkci dvou 
náhodných jev . Po matematické stránce je zpracování uvedené problematiky 
publikováno v u ebnici teorie pravd podobnosti A. Rényiho [9] z roku 1972. Autor se 
zabýval tímto p ístupem již v padesátých letech ([6], [7], [8]). Zajímavá je také 
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Rényiho poznámka v tom smyslu, že idea takového rozší ení pochází od 
A. N. Kolmogorova, který však žádné práce v tomto sm ru nepublikoval.  

3 P ínos O. Pankraze 

P ed adou let zaujal moji pozornost rozsáhlý lánek [10] otišt ný v Rozpravách 
Jednoty pro v dy pojistné, jehož autorem byl doc. Dr. Otomar Pankraz. P ipome me 
nejprve základní fakta o jeho život  a profesní karié e. Narodil se 25. 3. 1903 
v Nových Dvorech u Písku. V letech 1914–1918 studoval na klasickém gymnáziu 
v Písku, v letech 1919 až 1923 absolvoval vyšší státní pr myslovou školu v Praze 
a poté vystudoval formou mimo ádného studia na P írodov decké fakult  Karlovy 
univerzity matematiku a fyziku. V roce 1931 byl promován doktorem p írodních v d. 
Nad rámec rigorózních zkoušek složil na P F UK zkoušku z pojistné matematiky 
a matematické statistiky, p i emž již p edtím byl zam stnán na pozici pojistného 
matematika ve Všeobecném penzijním ústavu v Praze. Aby mohl v decky pracovat, 
nastupuje od kv tna 1931 na místo asistenta na II. ústavu matematiky Vysoké školy 
strojního a elektrotechnického inženýrství VUT, kde setrval až do uzav ení eských 
vysokých škol v roce 1939. V listopadu 1935 se habilitoval pro obor pojistná 
matematika a matematická statistika na Karlov  univerzit , v b eznu 1938 se 
habilitoval pro obor matematika na VUT. Pedagogicky p sobil na UK v letech 1936 
až 1939 a na VUT ve školním roce 1938/1939.   

Ve své odborné práci se v noval pojistné matematice a matematické statistice,
pozd ji matematické analýze a logice. Publikoval adu v deckých lánk , nap íklad 
v asopise pro p stování mathematiky a fysiky, zmi me [11], p ipravoval knihu 
Matematická logika s použitím na fysikální a hospodá ské myšlení, která ale nikdy 
nevyšla. Po uzav ení eských vysokých škol odmítl ministerstvem školství nabízenou 
možnost zam stnání st edoškolského u itele. Svou pracovní situaci nevy ešil b hem 
celé války, n kolikrát neúsp šn  žádal o p id lení k pražské Hospodá ské správ
vysokých škol, pro kterou byl nakonec pov en inventarizací p ístroj  a sbírek eské 
techniky v Praze. Válka zásadn  ovlivnila jeho osud, nebo  za své postoje b hem ní 
byl v roce 1946 odsouzen k p ti let m t žkého žalá e. Zem el v Praze 12. prosince 
1976. Další údaje o jeho životní dráze lze najít v internetovém zdroji [18].   

 P i prvním setkání s lánkem [10] jsem si závažnost jeho obsahu po historické 
stránce neuv domoval. Teprve po seznámení s texty A. Rényiho jsem si uv domil 
jeho dalekosáhlý význam jak po stránce obsahové tak p edevším historické. O vysoké 
matematické úrovni p ístupu O. Pankraze sv d í názvy n kterých kapitol jeho lánku, 
které mají bezprost ední souvislost s naším tématem: 

- N které teoreticko-množinové pojmy. Isomorfismus. 
- Axiomy Kolmogorovovy a jejich kritika. 
- Úpln jší axiomatický systém po tu pravd podobnosti. 

Oba auto i, O. Pankraz i A. Rényi, v podstat eší otázku, zda pravd podobnost je 
definitoricky množinová funkce jednoho i dvou argument . Docházejí ke stejnému 
záv ru, ovšem O. Pankraz o adu let d íve. Je tedy z ejmé, komu pat í priorita 
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uvedeného zam ení. Necitování ze strany A. Rényiho patrn  souvisí s neznalostí 
existence eské publikace nejen v oné dob , ale v podstat  dodnes. Jde p itom 
o významné rozší ení axiomatiky pravd podobnosti a je pro nás, eskou republiku, 
podstatné, že je zemí p vodu jeho autora. Mimo jiné uvedená priorita dokumentuje 
i vysokou úrove  teorie pravd podobnosti jako p ední disciplíny matematiky v té 
dob  na eském území. 
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BRUNO DE FINETTI (1906–1985) A FILOSOFIE 
PRAVD PODOBNOSTI 

MAGDALENA HYKŠOVÁ

Abstract: The contribution commemorates the Italian mathematician and statistician 
Bruno de Finetti who died 25 years ago. The main stress is put on his philosophical 
conception of probability: Finetti promoted its subjective interpretation that identifies 
probability with the degree of personal belief in the occurance of a given event. The asset 
of this approach to didactics of mathematics is stressed, too. 

1 Bruno de Finetti 

Bruno de Finetti se narodil 13. ervna 1906 v rakouském Innsbrucku. Otec Gualtiero 
byl inženýr p vodem z Terstu, který v Innsbrucku pracoval jako železni ní konstruktér. 
Po jeho náhlé smrti v roce 1912 se rodina p est hovala do rodného m sta Brunovy mat-
ky, italského Trenta. Zde Bruno navšt voval základní školu a gymnázium. Protože m l 
pokra ovat v rodinné inženýrské tradici, nastoupil v roce 1923 na polytechniku v Milán . 
Ve t etím ro níku však p estoupil na nov  založenou milánskou univerzitu, na níž bylo 
možné studovat matematiku; studia zakon il v roce 1927 úsp šnou obhajobou diserta ní 
práce z oblasti afinní geometrie. Po absolutoriu Finetti nastoupil do statistického ú adu 
Instituto Centrale di Statistica (ISTAT) v ím , v roce 1930 se navíc habilitoval pro 
matematickou analýzu na ímské univerzit , kde pak p ednášel jako soukromý docent. 
V roce 1931 odešel do Terstu, kde do roku 1946 pracoval jako pojistný matematik pro 
pojiš ovnu Generali. Krom  toho u il matematickou analýzu, finan ní a pojistnou mate-
matiku a po et pravd podobnosti na univerzit  v Terstu a dva roky také v Padov . V roce 
1946 byl jmenován ádným profesorem finan ní matematiky a statistiky na univerzit
v Terstu, v roce 1954 získal profesuru na univerzit  v ím , kde p sobil až do svého 
odchodu na odpo inek v roce 1976. Bruno de Finetti zem el 20. ervence 1985 v ím . 

V decky byl Finetti aktivní v celé ad  obor : v matematické analýze, ekonomii, teo-
rii rozhodování, hodnocení rizika, výpo etní technice a finan ní a pojistné matematice. 
Nejvýznamn jší jsou však jeho práce z oblasti teorie pravd podobnosti a matematické 
statistiky; z nich se v tomto p ísp vku zam íme na práce týkající se samotných základ
pravd podobnosti. 

2 Filosofie pravd podobnosti 

Finetti poukazoval na problémy r zných p ístup  k pravd podobnosti a jediné výcho-
disko vid l v d sledném subjektivismu. Jak sám pozd ji uvedl ve svých p ednáškách [5], 
na tuto myšlenku jej p ivedla etba Czuberovy knihy [1], která za íná diskusí r zných 
p ístup  k pravd podobnosti. Své nové základy pravd podobnosti Finetti popsal v p ed-
nášce na Mezinárodním sjezdu matematik  v Bologni v roce 1928, která byla publiková-
na o ty i roky pozd ji [4], a dále pak nap íklad v pojednáních [2] a [3]. Z dalších prací1

zde uve me již jen posmrtn  vydanou knihu [5], která zachycuje, jak Finetti pohlížel na 

                                                          

Práce vznikla za podpory grantu GA R 401/09/1850. 
1 Úplný seznam publikací týkajících se filosofie pravd podobnosti lze nalézt nap íklad v [7]. 



134

teorii pravd podobnosti ke konci svého života. Dnes je Finetti všeobecn  uznáván jako 
jeden ze zakladatel  subjektivní interpretace, která pravd podobnost ztotož uje s mírou 
osobního p esv d ení o výskytu ur itého jevu i o platnosti ur ité hypotézy. Druhým uz-
návaným zakladatelem je Frank Plumpton Ramsey (1903–1930), jehož pojednání [8] 
vyšlo posmrtn  v roce 1930. Finetti a Ramsey své práce vytvo ili nezávisle na sob , bo-
hužel však také nezávisle na pojednáních [10] a [11] Václava Šimerky (1819–1887), 
v nichž je podrobn  rozebírána myšlenka využití po tu pravd podobnosti k vyjád ení 
r zných stup  p esv d ení. Na druhou stranu je t eba dodat, že Finetti nechápal svou 
teorii jako interpretaci pravd podobnosti, ale jako její jedinou smysluplnou definici. 

2.1 Kritika jiných než subjektivních p ístup  k teorii pravd podobnosti 

Klasickou definici, podle níž je pravd podobnost ur itého jevu podílem po tu p ízni-
vých a všech možných, „stejn  pravd podobných” p ípad , Finetti kritizuje ze stejného 
d vodu jako ada matematik  p ed ním i po n m: jedná se o definici kruhem, která je za-
ložená na pojmu „stejn  pravd podobný” nebo „stejn  možný”, jehož nezávislá definice 
není nikde dána. Finetti kritizuje i etnostní definici, podle níž je pravd podobnost limi-
tou relativní etnosti výskytu daného jevu v opakovaných pokusech spl ujících ur ité 
podmínky. Myšlenku nekone né posloupnosti pokus  Finetti považuje za nesmyslnou: 
vynecháme-li v posloupnosti libovolný kone ný po et len , její limita se nezm ní. My 
jsme však opakováním pokusu schopni zjistit práv  jen tyto „zbyte né” leny, protože 
náš život i celý vesmír trvá jen kone n  dlouho. Navíc nás asto zajímá pravd podobnost 
n jakého konkrétního neopakovatelného jevu. V pozd jších pracích Finetti kritizuje mi-
mo jiné také Kolmogorovovu axiomatickou definici [6]. Uvažuje nap íklad v tu: Kolega, 
jehož o ekávám, pravd podobn  p ijde. Jak ji p eložit do jazyka teorie množin? Máme 
hovo it o „množin  všech možných sv t “ a rozlišovat sv ty, v nichž kolega dorazí, od 
t ch, ve kterých nedorazí? N co podobného Finetti považuje za absurdní komplikaci. 

2.2 Subjektivismus 

Finetti byl p esv d en, že nemá smysl se ptát, jaká je pravd podobnost ur itého jevu 
sama o sob  – pravd podobnost má podle n j pouze subjektivní význam a vždy závisí na 
osob , která ji udává, a na jejích znalostech. Ve svých pracích používá následující termi-
nologii. Jevem rozumí kategorické tvrzení, které lze ov it, ale o n mž zatím nevíme, zda 
je pravdivé nebo nepravdivé (nap íklad skute nost, že dnešní expres z Milána dorazí se 
zpožd ním mezi 30 a 35 minutami, nikoli tvrzení obecné, týkající se nap íklad všech tratí 
nebo všech dn ). Pro názornost Finetti rovn ž používá vyjád ení, že daný jev „nastal“ i 
„nenastal“. Pro jevy E′ , E ′′  uvažuje obvyklé logické operace; jevy E′ , E ′′  nazývá ne-
slu itelnými práv  tehdy, když je jev EE ′′∧′  nemožný. || E  zna í pravdivostní hodnotu 
jevu E, tj. 1|| =E , resp. 0|| =E , je-li jev E  pravdivý, resp. nepravdivý.  

2.3 Koherentní sázky 

Ke stanovení pravd podobnosti pEP =)( , kterou daná osoba p i azuje jevu E, Finetti 
ve svých prvních pracích navrhl využít princip spravedlivé sázky: osoba je postavena do 
pozice bookmakera a je vyzvána, aby stanovila kurz sázky p jako ástku, kterou musí sá-
zející zaplatit, aby v p ípad , že nastane jev E, dostal 1 K . Je však upozorn na na to, že 
musí p ijmout jakoukoli sázku S, a to kladnou i zápornou (sama tedy m že být postavena 
do role sázejícího). Jestliže jev E nenastane, bude zisk sázejícího pSEZ −=¬ )( , jestliže 

nastane, získá SpEZ )1()( −= . Celkem lze psát: SpEZ )|(| −= . Pro n jev nEEE ,,, 21

je zisk lineární kombinací nnn SpESpESpEZ )|(|)|(|)|(| 222111 −++−+−= . V pojed-
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nání [2] se poprvé objevuje požadavek, aby p i azení pravd podobností bylo koherentní: 
nesmí se stát, že by byl zisk Z vždy kladný, bez ohledu na to, jaký jev nastane. Kdyby 
tomu tak bylo, m l by sázející zajišt nou výhru, a  se stane cokoli. D sledky této kohe-
rence jsou mimo ádn  zajímavé z hlediska didaktiky matematiky; krom  toho, že je pro 
danou osobu nejvýhodn jší stanovit p zcela up ímn , z koherence plynou základní axio-
my teorie pravd podobnosti. 

1. Pro každý jev E musí být )(EP  jediné reálné íslo spl ující 1)(0 ≤≤ EP . 

Kdyby bylo 0<p  (resp. 1>p ), byl by pro libovolné 0>S  (resp. 0<S ) zisk sázejícího 
v každém p ípad  kladný. Kdyby byly pro jeden jev stanoveny dv  r zné hodnoty 

pp ′′>′ , pak by sázející mohl uzav ít dv  sázky, SpE ′′− )|(|  a SpE ′′′′− )|(| , s celkovým 
ziskem SSSpSpSpSpEZ ′′+′+′′′′−′′−=′′′′−+′′−= )1()1()( ,  SpSpEZ ′′′′−′′−=∼ )( . Pro 

0>′′S , 0<′′−=′ SS  by pak platilo: 0)()( >′′′′−′= SppEZ , 0)()( >′′′′−′=∼ SppEZ , což 
op t odporuje požadavku koherence. 

2. Pro jistý jev E platí 1)( =EP , pro nemožný jev je 0)( =EP . 

Pro jistý jev je SpSpEZ )1()|(| −=−= . Pro 1<p  by sta ilo zvolit libovolné 0>S
a zisk by byl vždy kladný, což odporuje koherenci. Pro nemožný jev je pSZ −= ; pro 

0>p  by sta ilo zvolit libovolné 0<S  a zisk by byl op t vždy kladný. 

3. Aditivita: pro libovolné neslu itelné jevy 1E , 2E platí: )()()( 2121 EPEPEEP +=∨ . 

Ozna me pEP =)( 1 , qEP =)( 2 , rEEP =∨ )( 21  a uvažujme t i sázky s celkovým ziskem 

).)1(|(|)|(|)|(| 2121 SrEESqESpEZ −−∨+−+−=  Zisk v jednotlivých možných p ípa-

dech je po úprav  roven .)()()()( 212121 SqprEEZEEZEEZ −−=¬∧¬=∧¬=¬∧  Pro 
rqp <+  (resp. rqp >+ ) by sázející volbou 0>S  (resp. 0<S ) docílil za každé situace 

kladného zisku, proto musí být rqp =+ . 

V pojednání [2] Finetti rovn ž uvažoval alternativní definici pravd podobnosti, zalo-
ženou na kvalitativní relaci „pravd podobný alespo  jako“. V 60. a 70. letech 20. století 
se pak p iklonil k definici založené na penalizaci: doty né osoby se zeptáme, jakou prav-
d podobnost p p isuzuje jevu E, p i emž ji upozorníme, že jí budou ud leny ur ité trestné 
body závisející na uvedené odpov di a na tom, zda jev E nastane i nikoli. Nejjednodušší 
je tzv. Brierovo skóre, které se používá k hodnocení úsp šnosti p edpov di po así a které 

stanoví penalizaci 2|)|( Ep − . V knize [5] Finetti objas uje pomocí jednoduché mecha-
nické p edstavy, pro  je dotázaná osoba nucena udat hodnotu pravd podobnosti p, kterou 
si skute n  myslí: Uvažujme dv  kuli ky o hmotnostech p a p−1 , zav šené na opa ných 
koncích ty e konstantní hustoty. St ední hodnota penalizace je v p ípad , že daná osoba 

udá pravd podobnost q, rovna 22 )1()1( qpqp −+− ; v mechanickém modelu tento výraz 
vyjad uje moment setrva nosti soustavy vzhledem k bodu Q. 
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Minimalizace o ekávané penalizace tedy odpovídá nalezení bodu, vzhledem k n muž je 
moment setrva nosti soustavy minimální. Jak je známo ze Steinerovy v ty, jedná se 

práv  o t žišt ; jinde je moment setrva nosti v tší o 2)( qp − . Stejný výsledek lze odvodit 
i algebraicky, uvedená fyzikální p edstava je však velmi názorná a jednoduchá. 

3 Záv r 

Pojednání, která Finetti publikoval ve t icátých letech, bohužel z stala dlouho tém
nepovšimnutá; do širšího pov domí se dostala až díky knize [9] L. J. Savage a pozd ji ta-
ké díky p eklad m do angli tiny. Cílem tohoto p ísp vku bylo stru n  nazna it základní 
myšlenky subjektivismu, který Finetti považoval za jediný akceptovatelný p ístup k prav-
d podobnosti. Zájemci o celou tuto teorii mohou nahlédnout nap íklad do knihy [5]. 
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MÉN  ZNÁMÍ U ITELÉ 
DESKRIPTIVNÍ GEOMETRIE 

VLASTA CHMELÍKOVÁ

Abstract: The aim of this article is to point out some descriptive geometry teachers 
at secondary schools who are not known for writing textbooks on descriptive geometry or 
teaching at polytechnic schools or universities but they contributed to the progress 
of descriptive geometry by teaching it and they are authors of interesting original treatises 
in this area which were published in the annual reports of secondary schools. 

1 Úvod 

1.1 Osobnosti eské deskriptivní geometrie 

Deskriptivní geometrie zaznamenala v našich zemích ve druhé polovin
devatenáctého století velký rozvoj, který p etrvával ješt  v první polovin  století 
dvacátého. Zasloužila se o to ada osobností, jejichž jména jsou asto více i mén  spjata 
s pražskou polytechnikou.1 Za všechny jmenujme nap íklad Rudolfa Skuherského,2 

Františka Tilšera,3 Vincence Jarolímka,4 Bed icha Procházku,5 Karla Pelze,6 Jana 
Sobotku,7 Josefa Kounovského,8 Josefa Klímu9 nebo Františka Kade ávka10. Známe je 
jako významné profesory a autory rozší ených st edoškolských a vysokoškolských 

                                                          
1 Pražská polytechnika m la v jednotlivých obdobích r zné názvy; v letech 1806 až 1840 se tato škola jmenovala 
Královské eské Stavovské U ilišt  Technické v Praze, v letech 1840 až 1847 Technické eské Stavovské 
U ilišt  v Praze, v letech 1847 až 1848 eské Stavovské Polytechnické U ilišt  v Praze, v letech 1848 až 1861 

eský Stavovský Polytechnický Ústav v Praze, v letech 1861 až 1864 Královský eský Polytechnický Zemský 
Ústav v Praze, v letech 1864 až 1869 Polytechnický Ústav Království eského, v letech 1869 až 1875 eský 
Polytechnický Ústav Království eského, v letech 1875 až 1879 C. k. eský Polytechnický Ústav Království 

eského, v letech 1879 až 1918 C. k. eská Vysoká Škola Technická v Praze, v letech 1918 až 1920 eská 
Vysoká Škola Technická, od roku 1920 do sou asnosti nese název eské Vysoké U ení Technické ( VUT).
V roce 1869 došlo navíc k rozd lení pražské polytechniky na eskou a n meckou (viz [2], str. 27).  
2 Rudolf Skuherský (23. 4. 1828 – 9. 10. 1863), první profesor deskriptivní geometrie na pražské polytechnice. 
3 František Tilšer (12. 7. 1825 – 5. 2. 1913), nástupce prof. Skuherského na pražské polytechnice (pozd ji eské 
technice v Praze). 
4 Vincenc ( en k) Jarolímek (25. 6. 1846 – 14. 12. 1921), nejprve u itel, editel reálek, pozd ji profesor 
deskriptivní geometrie na eské technice v Praze. 
5 Bed ich Procházka (4. 7. 1855 – 3. 1. 1934), nejprve u itel reálek, pozd ji profesor deskriptivní geometrie na 
eské technice v Brn  a na eské technice v Praze (pozd ji VUT). 

6 Karel Pelz (2. 10. 1845 – 16. 6. 1908), asistent na n mecké technice v Praze, profesor deskriptivní geometrie na 
technice ve Štýrském Hradci, pozd ji na eské technice v Praze. 
7 Jan Sobotka (2. 9. 1862 – 10. 5. 1931), profesor deskriptivní geometrie na technice ve Vídní, první profesor 
deskriptivní geometrie na eské technice v Brn , profesor matematiky na Filosofické fakult  Karlo-
Ferdinandovy univerzity, pozd ji na P írodov decké fakult  Univerzity Karlovy. 
8 Josef Kounovský (25. 8. 1878 – 22. 12. 1949), u itel eské reálky v Praze na Novém M st , pozd ji profesor 
deskriptivní geometrie na VUT. 
9 Josef Klíma (8. 3. 1887 – 30. 9. 1943), asistent prof. Procházky na eské technice v Praze, u itel reálek, 
profesor deskriptivní geometrie na eské technice v Brn . 
10 František Kade ávek (26. 6. 1885 – 9. 2. 1961), profesor deskriptivní geometrie na eské technice v Praze 
(pozd ji VUT). 
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u ebnic. Vedle nich však p sobili mnozí další, jejichž jména se citují podstatn  mén
nebo v jiných souvislostech než s deskriptivní geometrií. 

eskou deskriptivní geometrii výrazn  obohatili mnozí u itelé st edních škol, 
p edevším reálek, na kterých se deskriptiva vyu ovala ve velké mí e. Tito u itelé m li ve 
svém oboru úctyhodné znalosti. Vedle pedagogické innosti sepisovali odborné stat , 
které publikovali zpravidla ve výro ních zprávách st edních škol, n kte í i v dalších 
periodikách (jako byl nap . asopis pro p stování mathematiky a fysiky,11 Archiv 
mathematiky a fysiky,12 Zprávy Královské eské Spole nosti nauk aj.) a mnohdy 
cizojazy n . 

1.2 Historie reálek13

Za první reálnou školu na území habsburské monarchie (jejíž sou ástí byly i echy 
a Morava) lze považovat reálnou obchodní akademii (Real-Handlung-Akademie) ve 
Vídni z ízenou již roku 1770, tedy za vlády Marie Terezie. K dalšímu rozvoji reálného 
školství došlo za vlády Františka I, m l na n m nemalou zásluhu František Josef 
Gerstner.14 Reálky v té dob  hrály roli obchodních škol nebo sloužily jako p ípravné 
kursy ke studiu polytechniky. První takovou reálkou u nás byla reálka v Brn  (z ízena 
roku 1811). 

Výrazným zlomem ve vývoji reálného školství v našich zemích byla Exner-Bonitzova 
reforma (1849), v jejímž rámci vyšel Nástin organisace gymnasií a reálek v Rakousku
(Entwurf der Organization der Gymnasien und Realschulen in Oesterreich). Reálky byly 
ustanoveny jako šestileté st ední školy (nižší reálka – 3 roky, vyšší reálka – 3 roky). První 
reálkou tohoto typu byla reálka pražská (s eským jazykem vyu ovacím15). 

Povinná maturitní zkouška byla na reálkách zavedena roku 1869. Sou asn  došlo 
k rozší ení reálek na školy sedmit ídní (nižší reálka – 4 roky, vyšší reálka – 3 roky). 
V roce 1875 byla ministerským výnosem schválena u ebná osnova pro eské reálky. Dle 
ní má reálka poskytovati žactvu vyšší obecné vzd lání zvlášt  na základ  nauk 
matematicko-p írodov deckých a p ipravovati je pro vyšší odborné ústavy (techniku, 
lesnickou, horní akademii aj.) (viz [13], str. 139).

Poslední v tší úpravou st edních škol p ed vznikem eskoslovenské republiky byla 
Marchetova reforma (1908), v jejímž rámci byla uzákon na reformní reálná gymnázia 
a sou asn  se reálná gymnázia vznikající již od šedesátých let 19. století mohla stát 
státními. 

Výnosem ministra kultu a vyu ování Lva Thuna ze dne 16. zá í 1849 bylo editel m 
rakouských st edních škol uloženo, aby na konci každého školního roku podávali zemské 
školní rad  podrobnou výro ní zprávu o vn jším i vnit ním stavu školy a redigovali 

                                                          
11 Vydávala Jednota eských mathematik  od roku 1872. 
12 Vydávala Jednota eských mathematik  od roku 1875, vyšly však pouze dva svazky, v roce 1878 bylo 
vydávání zastaveno. 
13 Více o vzniku a historii reálek viz [5], [12]. [13]. 
14 František Josef Gerstner (23. 2. 1756 – 25. 6. 1832), profesor vyšší matematiky na Karlo-Ferdinandov
universit , profesor hydrauliky a mechaniky na Královském eském stavovském u ilišti technickém v Praze. 
15 N které p edm ty byly vyu ovány v eštin , n které zpo átku ješt  v n m in . Až roku 1866 byl vydán 
zemský zákon, podle kterého byly reálky v Praze, Kutné Ho e, Písku, Litomyšli, Plzni a Pardubicích ustanoveny 
jako školy výhradn eské. 
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tišt nou zprávu výro ní, skládající se vždy z v decké rozpravy, n kterým lenem sboru 
u itelského sepsané, a ze zpráv školních (viz [3], str. 5). Práv  tyto v decké rozpravy 
byly p íležitostí pro vyu ující st edních škol k publikaci jejich odborné práce. 

2 Reálka Karlín16

2.1 Vojt ch Smolík 

Vojt ch Smolík se narodil 13. dubna 1849 ve Studené (plze ský kraj). Navšt voval 
hlavní školu v Praze na 
Starém M st , poté zde 
dva roky pokra oval ve 
studiu na nižší reálce, 
t etí rok dokon il na 
c. k. n mecké reálce 
v Praze, kde pokra oval 
ve studiích na reálce 
vyšší. V letech 1860 až 
1864 studoval na 
polytechnice v Praze. 
Po celou dobu byl 
výborným studentem. 

Po studiích spolu-
pracoval dva roky na 
tvorb  stavebních plán
pro dráhu císa e 
Františka Josefa. Od 
1. kv tna 1866 p sobil 
ve školství, nejprve u il 
na n mecké vyšší reálce 
v Praze, od roku 1874 
na reálce v Karlín , kde 
se roku 1876 stal 
skute ným u itelem. 

Zem el 9. ervna 
1899 v Praze na nás-
ledky zápalu plic.17

Obr. 1: Pr m ty ar k ivosti na hyperboloidu

                                                          
16 Reálka v Karlín  byla založena roku 1874 nejprve jako soukromá ty letá (nižší) reálka. Prvním editelem byl 
zvolen Bartolom j Pavlí ek (1938–1918). V roce 1876 bylo ministerstvem povoleno reálku postupn  rozší it na 
sedmiletou. Status „státní“ získala roku 1883, obec Karlín však nadále spravovala budovu a p ispívala na 
pom cky a vybavení školy [7]. Reálku navšt vovali studenti z velkého okolí, jejich po et do p elomu 19. a 
20. století neustále stoupal (podle [12] m la v roce 1900 tém  500 student ), teprve na po átku 20. století se 
po et student  snížil v d sledku otev ení dalších reálek v blízkém okolí (Praha Vinohrady, Praha Žižkov). Ze 
známých geometr  na této reálce p sobili nap íklad Josef Pithardt (1874–1955), František Šanda (1831–1893), 
Vincenc ( en k) Jarolímek nebo Bed ich Procházka. 
17 Více o život  Vojt cha Smolíka viz [4]. 
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V roce 1877 vyšla ve výro ní zpráv  karlínské reálky Smolíkova práce O árách 
k ivosti na hyperboloidu o jednom povrchu a hyperbolickém paraboloidu [10] (obr. 1, 2). 
Autor v ní p ináší zajímavé ešení, jak sestrojit kolmé pr m ty (p dorys a nárys) 
jednodílného trojosého hyperboloidu a hyperbolického paraboloidu. Jeho ešení je 
založeno na v t  Dupinov .18 Dále volí vhodné plochy, které se ou hyperboloid (resp. 
hyperbolický paraboloid) a metodami analytické geometrie vypo ítává pr se né k ivky 
a jejich kolmé pr m ty do p dorysny a nárysny. Pro hyperboloid tak odvodí, že kolmými 
pr m ty ar k ivosti do p dorysny jsou elipsy a ásti hyperbol, do nárysny ásti elips 
a ásti hyperbol. U hyperbolického paraboloidu získává v obou p ípadech paraboly. 
V záv ru lánku se V. Smolík zmi uje o práci C. F. A. Leroye,19 který se zabýval 
stejným problémem, avšak jeho postupy jsou (oproti Smolíkovým) zna n  složit jší. 

Obr. 2: Pr m ty ar k ivosti na hyperbolickém paraboloidu

                                                          
18 Charles Dupin (1784–1873), francouzský matematik a inženýr. Zn ní Dupinovy v ty: Mají-li t i soustavy 
ploch takovou vlastnost, že plochy soustavy jedné plochy dvou ostatních pravoúheln  sekou, jest každá pr se ná 
ára arou k ivosti ploch, kterýmž p ináleží (viz [10], str. 3). 

19 Traité de géométrie descriptive (Paris, 1834); autor Charles Francois Antoine Leroy (1780–1854). 
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2.2 František Machovec 

František Machovec se narodil 24. prosince 1855 ve Lná ích (okres Blatno). Ve svém 
rodišti navšt voval obecnou školu, od roku 1866 studoval reálku v Písku, kde koncem 
školního roku 1871/1872 maturoval s vyznamenáním. Poté pokra oval ve studiích na 
eské polytechnice v Praze. 

Ve školním roce 1875/1876 p sobil jako asistent geometrie na vyšší reálce v Kutné 
Ho e, další rok jako pomocný u itel na reálném a vyšším gymnáziu v Klatovech, kde 
roku 1877 složil zkoušku u itelské zp sobilosti z matematiky a deskriptivní geometrie 
pro vyšší školy reálné s prosp chem výborným. Od roku 1878 p sobil na reálce 
v Karlín , nejprve jako provizorní, o rok pozd ji již jako skute ný u itel. 

Kolegy i studenty byl 
hodnocen jako lov k umír-
n ný, vážný a p ísný, avšak 
laskavý. B hem svého peda-
gogického p sobení psal po-
sudky na u ebnice, uvád l 
zkušebné kandidáty do praxe (za 
tuto innost získal od 
ministerstva kultu a vyu ování 
pochvalný dekret) a v nepo-
slední ad  se v noval v decké 
innosti. Dnes je znám p e-

devším jako autor st edoškol-
ských u ebnic matematiky.20 Ve 
školním roce 1885/1886 získal 
dovolenou pro studijní pobyt na 
univerzit  ve Štrasburku, kde 
navšt voval p ednášky prof. 
Dr. Theodora Reye21 v nované 
nov jší geometrii. Tento pobyt 
ovlivnil zam ení Machovcovy 
v decké práce v oblasti geo-
metrie; po návratu se v noval 
p edevším p ímkové geometrii. 

Ve školním roce 1891/1892 
F. Machovec suploval p ednáš-
ky z deskriptivní geometrie na 
eské technice v Praze za ne-

mocného profesora Františka 
Tilšera. M l je suplovat i v dalším školním roce, avšak onemocn l zán tem srde ních 
blan (endokarditidou) a na následky nemoci 8. íjna 1892 zem el.22

Obr. 3: ást obrazové tabule k práci „O úloze Apollonic-
ké v descriptivní geometrii“

                                                          
20Algebra pro vyšší t ídy škol st edních (1886, zvláš  vydání pro reálky a pro gymnázia), Aritmetika pro nižší 
t ídy gymnasií (1886, spoluautor Václav Starý). 
21 C. T. Reye (1838–1919), n mecký fyzik a geometr, autor klasického díla Geometrie der Lage (Hannover, 
1866–1868). 
22 Více o život  Františka Machovce viz [17]. 
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František Machovec byl publika n  velmi inný. Vedle již zmín ných u ebnic 
publikoval tém  40 prací, v tšinu z nich v asopisu pro p stování mathematiky a fysiky, 
dále v Archivu mathematiky a fysiky, ve výro ních zprávách st edních škol, ve Zprávách 
Královské eské Spole nosti nauk, v Rozpravách eské akademie a v asopisu 
Monatshefte für Mathematik und Physik. V tšinou se zabýval vlastnostmi ploch 
a kuželose ek. Je také autorem publikace Zobrazování te en a st ed  k ivosti k ivek na 
základ  nové methody (1883); základní myšlenkou jeho „nové metody“ je ešení 
planimetrických úloh pomocí deskriptivní geometrie. Tato idea sice v jeho dob  zcela 
nová nebyla, avšak F. Machovec, jak sám v p edmluv  k této knize uvádí, použil n které 
zcela nové postupy. 

Roku 1879 F. Machovec publikoval ve výro ní zpráv  karlínské reálky práci O úloze 
Apollonické v descriptivní geometrii [6] (obr. 3). Metodami deskriptivní geometrie v ní 
eší jednu z Apolloniových úloh, konkrétn  úlohu „sestrojit kružnici, která se dotýká t í 

daných kružnic“. Stejným problémem se d íve zabývala celá ada osobností, 
F. Machovec však uvádí, že jeho postupy (a jsou hned t i) jsou zcela nové. Všechna jeho 
ešení se zakládají na p evedení této rovinné úlohy do prostoru. První dva postupy 

vycházejí z myšlenky považovat t i dané kružnice k, k , k  za ídící k ivky t í shodných 
p ímých kuželových ploch K, K , K . Hledá se tvrtá kuželová plocha, která má s každou 
z ploch K, K , K spole nou práv  jednu p ímku. T etí zp sob využívá kulové plochy, na 
jejímž povrchu jsou kružnice shodné s kružnicemi k, k , k , a stereografické projekce. 

2.3 Václav Tlu ho

Václav Tlu ho  se narodil 22. zá í 1858 v Pardubicích. V letech 1870 až 1876 zde 
vystudoval reálku a pokra oval ve studiích na c. k. vysoké škole technické ve Vídni, kde 
se p ipravoval na dráhu st edoškolského u itele. Aproboval z matematiky a deskriptivní 
geometrie s vyu ovací e í eskou. Jako asistent nebo suplent p sobil v letech 1885 až 
1897 na reálkách v Pardubicích, Ji ín , Karlín  a Plzni, na reálném gymnáziu v Kolín
a na státní pr myslové škole v Praze. Od ervence 1897 zastával funkci editele reálky 
v Kostelci nad Orlicí. Od 1. zá í 1909 p sobil jako editel reálky v Karlín , vedle toho od 
roku 1910 p evzal vedení pokra ovací školy pr myslové tamtéž. Zem el 15. prosince 
1914.23

V. Tlu ho  byl výborným editelem i u itelem, p itom si našel as i na v deckou 
innost; dokladem je jeho dev t odborných studií, které vyšly ve výro ních zprávách 

st edních škol (Kolín, Plze , Kostelec nad Orlicí, Karlín) nebo v asopiu pro p stování 
mathematiky a fysiky. Jeho práce se v nují, stejn  jako Machovcovy, kuželose kám 
a plochám, p edevším pak plochám druhého stupn . 

V roce 1914 uve ejnil V. Tlu ho  ve výro ní zpráv  karlínské reálky práci Sestrojení 
te en bodem ke kuželose ce a pr se ík  p ímky s kuželose kou [14] (obr. 4). Ob
konstrukce eší metodami projektivní geometrie. Vychází z toho, že libovolnou 
kuželose ku lze zadat lineárními podmínkami a následn  ji p evést na kuželose ku 
ur enou dv ma te nami s body dotyku a další te nou (nebo bodem). P i dalších 

                                                          
23 Více o život  Václava Tlu ho e viz [16]. 
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konstrukcích využívá Pascalovu v tu.24 Úlohu „sestrojit te nu z bodu ke kuželose ce“ 
popisuje jak pro p ípad vlastního bodu, tak pro p ípad bodu nevlastního (tedy konstrukce 
te ny v daném sm ru). 

Obr. 4: ást obrazové tabule k práci „Sestrojení te en bodem ke kuželose ce a pr se ík
p ímky s kuželose kou“

Obr. 5: Reálka Karlín

                                                          
24 Pr se íky t í dvojic prot jších stran šestiúhelníka vepsaného kuželose ce leží v jedné p ímce. 
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3 Reálka Pardubice25

3.1 Antonín Barborka 

Antonín Barborka se narodil 7. ledna 1835 v Horaž ovicích. V letech 1850 až 1855 
studoval eskou reálku na Novém M st  v Praze, poté pražskou polytechniku. Od roku 
1860 u il na téže reálce v Praze, na které studoval, a od roku 1863 na reálce 
v Pardubicích, kde byl i lenem m stského zastupitelstva. Je také autorem regula ního 
plánu Pardubic.26 Zem el 14. dubna 1891 tamtéž [9]. 

Ve výro ní zpráv  pardubické reálky za školní rok 1866/1867 je zve ejn n Barbork v 
lánek Perspektiva, její vývoj historický a nyn jší stanovisko [1], který stru n  nasti uje 

historický vývoj perspektivy od dob starov kého ecka a íma p es období rozkv tu 
perspektivy v dobách renesance až po sou asnost. Vývoj perspektivy p i ítá A. Barborka 
p irozenému pudu um lc . V lánku vyjmenovává jednotlivé osobnosti a upozor uje na 
spisy v nované perspektiv . Rovn ž projevuje lítost nad nedostatkem esky psané 
literatury v tomto oboru, svou krátkou statí se snaží tuto mezeru alespo áste n  zaplnit. 
Zmi uje, že snad první, by  stru n  podané zprávy o perspektiv  v eském jazyce jsou 
v u ebnici Zobrazující m ictví pro vyšší reální školy (1862/3) Dominika Ryšavého. 
Z našich autor  dále vyzdvihuje spis Františka Tilšera System der technischmalerischen 
Perspektive (1865–1867). 

Obr. 6: Reálka Pardubice

                                                          
25 Vyšší reálka byla v Pardubicích otev ena v roce 1863 (p edtím zde byla již od roku 1854 reálka nižší). Jejím 
prvním editelem byl Jan Chmelík (1821–1895). Pod státní správu p ešla v roce 1879. Ze známých matematik
a geometr  vyu ujících na této reálce m žeme jmenovat nap íklad Bed icha Procházku, Josefa Smolíka (1832–
1915) nebo Václava Lavi ku (1846–1911). Pardubická reálka pat ila k v tším školám svého druhu, již v roce 
1870 ji navšt vovalo p es 300 student  a jejich po et nadále stoupal – v roce 1910 p esáhl již 450 (podle [12]). 
Více o historii pardubické reálky viz [9]. 
26 Podle tohoto regula ního plánu vypracovaného roku 1882 vznikla výstavba ásti Pardubic, více viz [15]. 
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4 eská reálka v Praze na Novém M st 27

4.1 Dominik Ryšavý 

Dominik Ryšavý se narodil 12. íjna 1830 v Bítovanech na Chrudimsku. Od roku 
1842 navšt voval n meckou hlavní školu v Poli ce, roku 1845 p ešel do Prahy na hlavní 
školu malostranskou, kde z stal další dva roky. V letech 1847 až 1851 studoval na 
pražské polytechnice. Od roku 1853 p sobil na eské reálce v Praze na Novém M st , 
kde se roku 1860 stal ádným u itelem a setrval zde (vyjma let 1869 až 1883, kdy 
pracoval ve funkci dozorce obecných škol) až do smrti. Zem el 26. zá í 1890 v Praze.28

K jeho zásluhám pat í velký podíl na po átcích eské výuky deskriptivní geometrie 
a tvorb eské terminologie. Vedle u ebnic rýsování pro 1. a 2. t ídu nižší reálky29 je 
autorem první esky psané st edoškolské u ebnice deskriptivní geometrie nazvané 
Zobrazující m ictví pro vyšší reální školy (1862–1863). 

Ve výro ní zpráv eské reálky pražské z roku 1858 je zve ejn n Ryšavého lánek 
O rejsování krystal  [8] (obr. 7). Autor se v n m snaží podat názorný návod ke zhotovení 

Obr. 7: ást obrazové tabule k práci „O rejsování krystal “

                                                          
27 eská reálka v Praze na Novém M st  byla založena již v roce 1849 (byla to tehdy první eská reálka v bec). 
Je známá také jako „reálka v Je né“, školní budova v Je né ulici však byla postavena až v letech 1873 až 1875. 
Do té doby reálka sídlila v Panské ulici. Jejím prvním editelem byl jmenován Josef Wenzig (1807–1875). Ze 
známých geometr , kte í zde vyu ovali, m žeme uvést nap íklad Vincence ( e ka) Jarolímka, Antonína 
Suchardu (1854–1907) nebo Josefa Kounovského. Reálka pat ila k nejv tším v našich zemích, v letech 1870 až 
1910 po et jejích student  neklesl pod 500 a po átkem 20. století dokonce p esáhl 600 (podle [12]).Více 
o historii eské reálky v Praze na Novém M st  viz [11]. 
28 Více o život  Dominika Ryšavého viz [18]. 
29 Základové m ictví a kreslení pro 1. t ídu nižších realních škol (1867), M ictví a rýsování pro 2. t ídu nižších 
realních škol (1868). 
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rys  r zných krystal  založený na zákonech zobrazujícího m ictví (deskriptivní 
geometrie), které studenti ze st ední školy znají. Popisuje v podstat  jen konstrukce os 
krystal , protože po správném sestrojení os je již jejich dorýsování snadné. Uvádí ty i 
odlišné situace, které mohou pro osy krystal  nastat, a sice: t i osy krystalu jsou navzájem 
kolmé; dv  osy jsou na sebe kolmé a t etí je k jedné z nich šikmá; t i osy jsou k sob
navzájem naklon né; t i osy leží v pr m rech šestiúhelníka a tvrtá je na n  kolmá. 
Tomuto rozložení os skute n  odpovídají jednotlivé soustavy krystal  vyskytujících se 
v p írod . Autor lánek rozd lil do dvou ástí, v první popisuje zp sob, jak zobrazit 
pr m ty os v kolmém promítání. Postup údajn  uvádí podle jistého Neumanna.30 Ve 
druhé ásti ukazuje jiný, vlastní p ístup, a sice zobrazení os v kosoúhlém promítání. 
Tento postup se jeví výrazn  snadn jší a názorn jší, než zobrazení pravoúhlé. 

5 Záv r 

5.1 P ínos u itel  reálek 

U itelé p sobící na eských reálkách se podíleli na rozvoji eské v dy, v tomto 
p ípad  deskriptivní geometrie. Osobnosti zde vybrané jsou jen malým zlomkem všech 

Obr. 8: Reálka v Praze Je né ulici

                                                          
30 Celé jméno autora ani název spisu není v Ryšavého práci citován. 
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eských pedagog  p sobících na reálkách ve druhé polovin  devatenáctého století a na 
po átku století dvacátého. Ve výro ních zprávách vyšlo nespo et odborných prací, které 
prokazují vysokou úrove  jejich autor . Svým obsahem zpravidla výrazn  p evyšují 
úrove  u iva na st ední škole, asto reflektují nové poznatky a nez ídka (jako je tomu 
t eba v pracích Františka Machovce) také nové poznatky p inášejí. 
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MATEMATICKÉ APLIKACE  
V DÍLE WILHELMA MATZKY 

MICHAELA CHOCHOLOVÁ

Abstract: W. Matzka (1798–1891) was an important mathematician and university 
professor in the Czech countries in the middle of the 19th century. His main interest was 
algebra, analysis and elementary geometry; however he paid attention to many 
applications of mathematics as well. In this article, there are presented especially his 
works on chronology, astronomy and geodesy to demonstrate the broad-spectrum of his 
interests.  

1 Životní dráha Wilhelma Matzky 

Wilhelm Matzka se narodil dne 4. listopadu 1798 v Litobrat icích na jižní Morav , 
studoval na gymnáziu v Chomutov  (1809–1817) a na filozofické fakult  v Praze (1817–
1819). Poté vstoupil do rakouské armády, kde sloužil nejprve jako bombardýr, poté jako 
(vrchní) ohn str jce a nakonec jako poru ík víde ského sboru bombardýr , bezmála 
osmnáct let (až do roku 1837).  

Roku 1837 byl jmenován ádným profesorem elementární matematiky na filozofické 
škole v Tarnov , kde p sobil až do roku 1849. Roku 1843 složil na univerzit   
v Olomouci rigorózní zkoušky z obecné historie a obecné filozofie a stal se doktorem 
svobodných um ní a filozofie.    

Roku 1849 se vrátil do Prahy, kde byl jmenován ádným profesorem elementární 
matematiky a praktické geometrie na polytechnice. Již o rok pozd ji byl povolán jako 
ádný profesor matematiky s n meckou vyu ovací e í na pražskou univerzitu, kde 

p ednášel až do roku 1871. 

Jako univerzitní profesor byl lenem zkušební komise gymnaziálního u itelského 
ú adu pro p edm t matematika a opakovan  byl d kanem a prod kanem profesorského 
sboru filozofické fakulty. Roku 1850 se stal ádným lenem Královské eské spole nosti 
nauk. V témže roce byl císa em Františkem Josefem I. vyznamenán zlatou medailí Literis 
et artibus (V dy a um ní). Jako ocen ní dlouholetých pedagogických a v deckých aktivit 
mu byl ud len estný titul císa ského rady (der Ehrentitel eines kaiserlichen Rathes, 
1869) a pozd ji i estný titul vládního rady (der Ehrentitel eines Regierungsrathes, 
1873). 

W. Matzka zem el dne 9. ervna 1891 v úctyhodném v ku nedožitých 93 let; byl 
pochován na Olšanském h bitov .1  

                                                          

1 Podrobné informace o život  W. Matzky, jeho pedagogickém p sobení a v decké innosti viz Chocholová M.: 
Wilhelm Matzka and his Position in the Austro-Hungarian Mathematics, in Be vá ová M., Binder Ch. (eds.): 
Mathematics in the Austrian-Hungarian Empire, History of Mathematics, volume 41, Matfyzpress, Prague, 2010, 
str. 81–92, a Chocholová M.: Prague University Professor Wilhelm Matzka, in Šafránková J., Pavl  J. (ed.): 
WDS 07 Proceedings of Contributed Papers, Part I, Matfyzpress, Praha, 2008, str. 241–245.   
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2 V decké zájmy 

B hem více než šedesátileté v decké innosti uve ejnil W. Matzka 69 prací. Vydal je 
n mecky jako pojednání v odborných asopisech nebo samostatn  jako monografie, 
u ebnice, historické, metodické a populariza ní práce.2  

Velkou ást prací v noval matematice a fyzice. V matematice se zabýval zejména 
otázkami základ  geometrie a trigonometrie. Zlákala ho však i moderní témata: 
komplexní ísla, determinanty a logaritmy.3 Jeho práce se vyzna ují srozumitelným 
zpracováním matematických témat, prohloubením a rozší ením výkladu a zavedením 
originálních aplikací. Ve své dob  byly známy ostatním matematik m a pro adu z nich 
se staly inspirací. Citace, hodnocení a ocen ní n kterých jeho d l nacházíme v odborné 
literatu e do dnešní doby.      

Krom  matematických a fyzikálních prací se Matzk v zájem upínal k ad  dalších 
témat. Publikoval také odborná pojednání o chronologii, astronomii, geodézii i hudb . 
Jeho zám rem bylo zmín né v dy, obecn  nebo v n kterých speciálních ástech, vyložit 
na matematickém základ .   

Bei den Bestimmungen von Ereignissen und Handlungen wird die Angabe der Zeit 
und des Ortes gefordert, wann und wo sie entweder bereits geschehen sind, oder 
gegenwärtig geschehen oder erst noch geschehen sollen. Darum werden die Chronologie 
und Geographie, als Zeit- und Erdkunde, schon längst treffend die beiden Augen der 
Weltgeschichte genannt. Andererseits dient allen Wissenschaften, deren Objecte Größe 
besitzen, die Mathematik, als Größen- und Zahlenlehre, nicht blos zur Begründung, 
sondern auch zur Ausbildung und Vervollkommnung. Daher dürfte es wohl nicht 
unverdienstlich sein, auch die Chronologie, als eine der nützlichsten und schwierigsten 
Hilfswissenschaften der Weltgeschichte und Urkundenlehre (Diplomatik), so weit als 
möglich, durch die Lehren der höheren Arithmetik (théorie des nombres) zu begründen 
und zu vereinfachen. ([16], str. V)           
                                                          

2 Matzkovy práce jsou otišt ny v asopisech: Abhandlungen der königlichen böhmischen Gesellschaft der 
Wissenschaften, Annalen der Physik und Chemie, Annalen der Wiener Sternwarte, Archiv für Mathematik 
und Physik, Astronomische Nachrichten, Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Sitzungsberichte der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Z jeho innosti se 
dochovalo rovn ž 7 rukopis  uložených v Národní knihovn eské republiky a v knihovn  víde ské 
univerzity (Universitätsbibliothek Wien). 
3 Podrobný rozbor a hodnocení Matzkových prací o komplexních íslech a determinantech viz Chocholová M.: 
Wilhelm Matzka (1798–1891) and his Algebraical Works, in Barbin E., Stehlíková N., Tzanakis C. (ed.): History 
and Epistemology in Mathematics Education, Proceedings of the 5th European Summer University, 
Vydavatelský servis, Plze , 2008, str. 845–853, a Chocholová M.: Wilhelm Matzka (1798–1891) a historie 
komplexních ísel, in Doležalová J. (ed.): Sborník 17. ro níku seminá e Moderní matematické metody  
v inženýrství (3μ 2008), Edi ní st edisko Vysoké školy bá ské – Technická univerzita Ostrava, Ostrava, 2008, 
str. 79–83. O logaritmech publikoval W. Matzka t i odborná pojednání, Beiträge zur höheren Lehre von den 
Logarithmen, Archiv der Mathematik und Physik 15(1850), 121–196 + 1 tabulka, Ein kritischer Nachtrag zur 
Geschichte der Erfindung der Logarithmen, Archiv der Mathematik und Physik 34(1860), 341–354 + 1 tabulka, 
Ein Beitrag zur systemmässigen Abhandlung der natürlichen Logarithmen in der Algebra, im Geiste Nepper’s 
und Euler’s, Sitzungsberichte der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1878, 206–235,  
a obsáhlou u ebnici nazvanou Elementarlehre von den Logarithmen auf einen neuen, verständlicheren und 
umfassenderen Begriff vieler Hilfszahlen gegründet, blos die Kenntniß der gewöhnlichsten Zifferrechnungen 
vorausetzend, ohne Algebra gemeinfaßlich zergliedert. Vorzugsweise bestimmt zur Verbreitung dieser im 
Zifferrechnen so vielseitig nützlichen Lehre im Kreise der praktischen Rechner, in Untergymnasien, Gewerbs- 
und Bürgerschulen (Prag, 1850, 128 stran), ur enou zejména pro studenty nižších gymnázií a nižších reálných 
škol.  
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3 Chronologie 

3.1 Krátký úvod do chronologie 

D jiny lidské spole nosti se odehrávají v prostoru a ase. Již od nejstarších dob se lidé 
pokoušejí as pochopit, filozofové vysv tlit a p írodov dci podat jeho obecnou definici. 
Komplikovanost celé záležitosti vystihuje výpov  sv. Augustina (ca. 354 až 430): Vím, 
co je to as, ale když se mne n kdo zeptá, nedovedu mu to íci. 

P edstavy o ase, jeho pojetí a d lení se v r zných kulturách, epochách, náboženstvích 
i spole enských vrstvách odlišovaly. V pr b hu d jin se jako samostatná v decká 
disciplína rozvinula chronologie – nauka o ase.4 V r zných obdobích se chronologie 
orientovala na ešení rozli ných problém . Mezi nejvýzna n jší pat ily stanovení 
p esného data k es anských (pohyblivých) svátk  (zvlášt  Velikonoc), snahy  
o opravu kalendá e (vyvrcholily roku 1582 gregoriánskou reformou), synchronizace dat 
událostí nejstarších období d jin, nalezení obecných metod k p evád ní dat mezi r znými 
kalendá i apod. 

Ve snaze po objektivním poznání asu nezávislém na jeho morálním a náboženském 
významu zasáhli do chronologie rovn ž matematikové. Jmenujme nap . Isaaca Newtona 
(1643–1727), Carla Friedricha Gausse (1777–1855) [3] i Augusta De Morgana (1806–
1871), kte í svým zájmem inspirovali i n které další matematiky; z nich zejména  
W. Matzka p isp l do chronologie p vodními výsledky. 

Den Impuls zur höheren arithmetischen Behandlung der Zeitrechnung gab der 
geniale deutsche Mathematiker Herr Hofrath Gauß durch seine … Berechnung des 
Datums des christlichen und jüdischen Osterfestes [3]. Sie veranlaßte mehrere, zum Theil 
berühmte Mathematiker, wie Delambre, Cisa de Crésy, Cavaliere de Ciccolini, Tittel  
u. a., entweder die Gaußischen Rechnung zu beweisen, oder Fragen der Zeitrechnung 
ähnlich zu bearbeiten. ([16], str. VI)  

3.2 Chronologie v Matzkov  díle  

První z Matzkových odborných pojednání vyšlo pod názvem Analytische Auflösung 
dreier Aufgaben der Calendarographie [14] v roce 1828 v asopise Journal für die reine und 
angewandte Mathematik a bylo v nováno chronologii. W. Matzka v n m p edložil ešení t í 
praktických úloh inspirovaných juliánským a gregoriánským kalendá em. Aby ukázal 
matematickou podstatu chronologie, užil algebraické vzorce, objasnil jejich význam, odvodil 
r zné souvislosti a získané výsledky aplikoval na ešení konkrétních p íklad , ímž zd raznil 
praktickou použitelnost vyloženého tématu a srozumiteln  nazna il zp sob jeho využití  
v praxi. 

Pro lepší p edstavu o obsahu pojednání [14] a jako ukázku algebraického zp sobu ešení 
chronologických úloh prezentujme jeden z Matzkových p íklad :  

                                                          

4 Spolu s paleografií (nauka o písmu), diplomatikou (nauka o ú edních písemnostech), heraldikou (nauka  
o znacích, vyznamenáních a ádech), numismatikou (nauka o platidlech) apod. tvo í chronologie komplex 
 tzv. pomocných v d historických. Chronologie je nauka o m ení asu, jeho zp sobech a prost edcích k tomu 
používaných … Matematická (astronomická) chronologie využívá poznatk  astronomie a jiných p íbuzných v d, 
sleduje pohyby nebeských t les, … a stanoví na jejich základ  objektivní jednotky m ení asu. Technická 
(historická) chronologie studuje zp soby m ení asu a jejich vývoj u r zných národ , respektive v jednotlivých 
kulturních okruzích. ([2], str. 24) Více o vývoji chronologie, jejích metodách a významných osobnostech viz [2].  
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Die katholische Kirche feiert das Schutzengelfest stets an demjenigen Sonntage, welcher 
der nächste an dem 1. September ist; man fragt nun: in welchen Jahren unseres Jahrhunderts 
fällt dieses Fest auf den 1. September selbst? ([14], str. 341) 

Roky, v nichž m l katolický svátek Sv. And l  strážných (Schutzengelfest) v 19. století 
p ipadnout na ned li 1. zá í, je možno ur it z následujícího vzorce:  
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Postupným dosazením hodnot 0, 1, 2 a 3 za b  a ϑ  dostaneme (po vylou ení let  
20. století) adu trnácti let, 1805, 1811, 1816, 1822, 1833, 1839, 1844, 1850, 1861, 1867, 
1872, 1878, 1889, 1895, ve kterých svátek Sv. And l  strážných odpovídá p esn  ned li  
1. zá í.5  

Vrcholem Matzkovy odborné innosti v oblasti chronologie je obsáhlá (543 stran) 
monografie Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange, mit vorzüglicher Rücksicht auf 
ihre Anwendung in der Astronomie, Weltgeschichte und Urkundenlehre, nebst einem 
Vorschlage zu einer streng wissenschaftlich geregelten Zeitrechnung; durch höhere 
Arithmetik begründet und erläutert [16], kterou publikoval v roce 1844 ve Vídni.6  

V úvodní ásti nazvané Vorbegriffe zur Chronologie (tém  60 stran) vyložil základní 
pojmy a v ty vyšší aritmetiky (kongruence a d litelnost v plné obecnosti, funkce, ady apod.), 
jež v chronologii nacházejí etná uplatn ní. Tento p ehled sepsal tak obecn  a podrobn , že 
mohl být používán rovn ž jako dodatek k u ebnicím vyšší algebry. 

Hlavní téma historické chronologie rozd lil W. Matzka do dvou ástí. V ásti Allgemeine 
Chronologie d kladn  vysv tlil p edm t chronologie, zavedl odborné pojmy, objasnil v ty  
a používané metody. Vypracoval zásady pro vyrovnání ob anského roku se st edním 
astronomickým a uvedl p evody dat. V ásti Besondere Chronologie velmi podrobn  pojednal 
o k es anském datování, p i emž v noval zvláštní pozornost stanovení p esných dat 
k es anských (pohyblivých) svátk . Vše podložil a zd vodnil pomocí matematických vzorc
vyvozených v úvodu a tím ukázal, že vyšší matematika je základem chronologie. Poté  
v podobném duchu popsal ješt ímský, egyptský, babylónský, ecký, židovský, arabský, 
perský a francouzský republikánský „letopo et“, tj. dataci, kalendá  a m ení asu. 

Ve zvláštním dodatku podal návrh na úpravu našeho kalendá e. Vyložené metody  
(s matematickým základem) m ly pomoci p edevším práci historik  a astronom . V záv ru 
monografie [16] uvedl pomocné tabulky, aritmetická schémata a vzorce umož ující p esné  
a rychlé ur ení dat k es anských svátk .  

Rozsah Matzkovy Chronologie [16] a p edevším její p ísn  logické zpracování na základ
teorie ísel byly a do dnešního dne jsou bezpochyby obdivuhodné. Náro nost díla, množství 
matematiky a logických operací, jej však u inily pro historiky p íliš náro ným a obtížn
srozumitelným. V tomto smyslu se o n m vyjad uje též [2] (str. 41) a [25].  

Die Arbeiten von Gauss über die Osterberechnung regten mehrfach die Mathematiker zur 
Beschäftigung auch mit der technischen Chronologie an; das bedeutendste der 
einschlagenden Werke ist das von W. Matzka, Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange, 
Wien 1844. So gelehrt und geistreich indessen auch dieses Buch ist, so wird die Mehrzahl der 
Historiker doch vorziehen, die erforderlichen Berechnungen auf einfachere und bequemere, 
wenn auch weniger wissenschaftliche Weise auszuführen. ([25], str. 4) 

                                                          

5 Ze zadání a ešení p íkladu je evidentní, že byl katolický svátek Sv. And l  strážných (Schutzengelfest)  
v 19. století pohyblivým svátkem, který p ipadal na první ned li po 1. zá í. V dnešní dob  ho katolická církev 
slaví pravideln  2. íjna.  
6 W. Matzka tuto práci v noval svému bývalému univerzitnímu u iteli Franzi Ignaci Cassianovi Hallaschkovi 
(1780–1874). Dem hochwürdigsten Herrn Fr. Ser. Cassian Hallaschka, … in tiefster Ehrerbietung und mit der 
Pietät eines ehemaligen Schülers. ([16], str. III) 
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Poznamenejme, že na po átku roku 2010 byla po více než 160 letech Matzkova rozsáhlá 
monografie [16] op tovn  vydána, což jednozna n  dokazuje její význam a úrove . 
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Uve me nyní pro dokreslení Matzkova matematického p ístupu k chronologii úryvek 
z dodatku monografie [16], který uvádí p epo et mezi „historickým“ a k es anským 
letopo tem ([16], str. 505–506).  

Zájem o aritmetické zkoumání otázek k es anského kalendá e si W. Matzka zachoval  
i v pozd jším v ku. Po átkem osmdesátých let 19. století navázal na výsledky obsáhlé 
monografie [16] prací Zur christlichen Zeitrechnung und für deren Verbesserung [21] 
vydanou v Abhandlungen der königlichen böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften  
(75 stran).  
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V její první ásti se pokusil o zjednodušení výpo tu významných dat k es anského roku 
(nap . stanovení data Velikonoc). Ve druhé ásti nazvané Erforschung, Entwurf und 
Vorschlag einer universellen rationalen Zeitrechnung vyšel z „obecných“ a astronomických 
znalostí ro ního cyklu a podal návrh na vylepšené uspo ádání ob anského roku ( ízeného 
podle gregoriánského kalendá e). Matzkovy úvahy hodnotí [27] z dnešního pohledu takto:  

Der böhmische Mathematiker Wilhelm Matzka schlug 1880 [21], also lange nach der 
Gregorianischen Reform, einen Kalender mit einer Zyklus-Dauer von 62 Jahren vor. Darin 
sind 15 Schalttage enthalten. Nach 7 oder 6 olympischen Schalt-Perioden á 4 Jahre wird erst 
nach dem 5. Jahr erneut geschaltet. Dann folgt der zweite Teil des Zyklus mit 6 oder 7 
olympischen Schalt-Perioden und erneuter Schalt-Verzögerung bis zum Ende des Zyklus’. 
Das Matzka-Jahr ist 365,241936 Tage lang, ist also ein zu kurzes Kalender-Jahr. Man müsste 
nach ca. 3.795 Jahren einen zusätzlichen Schalt-Tag einfügen. ([27], str. 11)  

Dnes až na výjimky celosv tov  používaný gregoriánský kalendá , zavedený v roce 1582 
papežem eho em XIII., zajistil (tém  dokonale) soulad kalendá ního roku s astronomickou 
skute ností. Již od dob jeho zavedení se p íležitostn  objevovaly návrhy na další vylepšení. 
V tšinou se však zabývaly detaily, jež v celkovém pohledu nedosahovaly požadované 
obecnosti a p esnosti. 

Matzk v cyklus se neujal, p estože z úvodu a záv ru jeho práce [21] je z ejmé jeho 
p esv d ení o uplatn ní p edložených výsledk . P ipome me, že poskytoval tu výhodu, že by 
po átek jara p ipadal pravideln  (dlouhou dobu) na stejný b eznový den v týdnu. Ne ešil však 
dostate n  problém rozd lení p estupných let.7  

3.3 Chronologie v díle Matzkových sou asník

W. Matzka byl prvním autorem, který v asopisu Journal für die reine und angewandte 
Mathematik uve ejnil odborný lánek o chronologii (viz [14]). V následujících letech se 
v asopisu objevilo n kolik dalších statí pojednávajících o tomto tématu, jež se odkazovaly na 
práce C. F. Gausse [3], W. Matzky i výsledky n kterých (známých) astronom  a historik . 
Uve me nap íklad práce G. H. F. Nesselmanna Beiträge zur Chronologie [22] a F. Pipera Zur 
Kirchenrechnung [24], které popisovaly základní chronologické úlohy (stanovení data 
Velikonoc, stanovení po átku arabského i židovského letopo tu a jejich vztah ke 
k es anskému letopo tu apod.). Z velké ásti využívaly metody a výsledky jiných autor ; 
zavedením pomocných tabulek a použitím jednoduchých matematických vzorc  (bez jejich 
odvození) se snažily o zjednodušení a zp ístupn ní tématu.  

V pr b hu devatenáctého století vycházely etné práce vztahující se k chronologii, 
které byly více i mén  provázány s matematikou. Odlišovaly se nejen rozsahem, ale  
i zam ením a zp sobem zpracování. Velká ást z nich byla psána zejména pro pot eby 
historik ; a  už se zám rem podat souhrnný pohled na d jiny lidstva, nebo podrobn
popsat konkrétní historické období. Jiná se pokoušela chronologii vystav t na v deckém 
základ  nebo ji naopak populárn  zprost edkovat a ukázat její užití v b žném ob anském 
život . Vedle dvoudílného, velmi hodnotného díla L. Idelera Handbuch der 
mathematischen und technischen Chronologie [11] zmi me ješt  podn tné práce  
F. J. D. Aragoa Astronomie populaire (4. díl) [1], J. F. Kulika Der tausendjährige 
                                                          

7 Reformou gregoriánského kalendá e se ve stejné dob  jako W. Matzka (viz [21]) zabýval též n mecký 
astronom Johann Heinrich von Mädler (1794–1874) v lánku Die Kalender-Reform (Deutsche Naturforscher, 
40(1865), str. 81). Podrobné zhodnocení a analýza Mädlerových myšlenek viz [27].   
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Kalender [12], F. Rühla Chronologie des Mittelalters und der Neuzeit [25] nebo  
B. M. Lerscha Einleitung in die Chronologie oder Zeitrechnung verschiedener Völker 
und Zeiten [13]. 

4 Astronomie 

4.1 Krátký úvod do astronomie 

Astronomie, jedna z nejstarších v d, byla již od svých po átk  velmi úzce spjata 
s praktickými pot ebami. Astronomické poznatky m ly vždy velký význam, a  se jednalo 
o problémy spojené se zem d lstvím, ur ováním asu i s navigací, zámo skými 
plavbami a objevy.  

V prvních obdobích vývoje astronomie nešlo ješt  o v du v dnešním slova smyslu, 
nýbrž spíše o neusp ádané díl í poznatky získávané pozorováním oblohy, tedy pohyb
Slunce, M síce a hv zd. Po átky v decké astronomie lze klást do období starého ecka. 

e tí astronomové se nespokojovali jen s pouhým zaznamenáváním a p edpovídáním 
periodicky se opakujících astronomických jev , ale snažili se je vysv tlit. Z vrcholných 
prací p ipome me Aristarchovo (asi 320 až 250 p . n. l.) dílo O velikosti a vzdálenosti 
Slunce a M síce, Archiméd v (asi 287 až 212 p . n. l.) spis O po tu pískovém i 
Ptolemaiovo (asi 85 až 165) st žejní dílo Almagest.  

Byli to pak významní v dci 16. a 17. století, Mikuláš Koperník (1473–1543), Tycho 
Brahe (1546–1601), Galileo Galilei (1564–1642) a Johannes Kepler (1571–1630), kte í 
vytvo ili moderní pohled na slune ní soustavu a položili základy dnešní v decké 
astronomii. Po adu století byla astronomie velkou výzvou též pro matematiky a fyziky, 
nebo  v ní mohli aplikovat a zúro it své odborné znalosti. Jmenujme nap . Isaaca 
Newtona (1643–1727), Leonharda Eulera (1707–1783) a Carla Friedricha Gausse (1777–
1855).   

V dnešní dob  se astronomie definuje jako v da o vesmíru, zabývající se vznikem, 
vývojem, stavbou, rozložením, pohybem a vzájemným p sobením vesmírných t les  
a jejich soustav. Zahrnuje celou adu speciálních témat, problém , obor  a objekt  zájmu, 
využívá poznatky p íbuzných p írodních v d (zejména matematiky a fyziky).8  

4.2 Astronomie v Matzkov  díle 

Matzk v zájem o astronomickou problematiku dokládají dva kratší odborné lánky 
[17] a [20] a jeden dochovaný rukopis [18].   

Rukopis nadepsaný Tafel der Zeitgleichungen oder der Zeit-Intervalle zwischen 
wahren und mittleren Mittage für den Wiener Meridian [18] je datován rokem 1828.9

Ve ty ech dvoustránkových tabulkách W. Matzka uvedl koeficienty asové rovnice pro 
každý den roku v rozmezí let 1828 až 1872 (tabulky se opakují ve ty letém cyklu, podle 
p estupného roku). Tyto koeficienty slouží k vyrovnání rozdílu mezi pravým  
(tj. astronomickým) a st edním (tj. civilním) slune ním asem, který vyvolává ob h Zem

                                                          

8 O historii a vývoji astronomie podrobn  viz [23] a [26]. 
9 Rukopis je uložen v knihovn  víde ské univerzity (Universitätsbibliothek Wien). 
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po eliptické dráze a její sklon vzhledem k rovníku.10 Použití tabulek W. Matzka vysv tlil 
na ešených p íkladech. 

Uve me na ukázku jeden z ešených p íklad  v etn  p íslušné tabulky. Steht jedoch 
vor der Zeitgleichung das Zeichen –, so muß man die nebenstehende Zahl von Minuten 
und Sekunden von dem, was die Sonnenuhr zeigt, abziehen, oder um eben so viel geht die 
Sonnenuhr in Hinsicht auf die mittlere Uhr zu früh. So z.B. am  
10. November 1830 also nach Tafel III ist die Zeitgleichung –15M 54S, gibt nun die 
Sonnenuhr 10 Uhr, 45 Min. so ziehe ich hiervon 15 Min. 54 Sek. ab, und erhalte 10 Uhr, 
29M 6S, oder eine richtige Räderuhr soll 10 Uhr 29 Minuten zeigen; weiset jedoch eine 
Uhr zu eben dieser Zeit statt 10 … 26 … so wird sie, um 3 Minuten zu früh gehen. 

                                                          

10 M ení pravého slune ního asu je možno provád t slune ními hodinami. O konstrukci slune ních hodin viz 
P íhoda P.: Slune ní hodiny, Štefánikova hv zdárna hl. m. Prahy, Praha, 1970, Schumacher H.: Sonnenuhren, 
Eine Anleitung für Handwerk und Liebhaber, Gestaltung, Konstruktion, Ausführung, D. W. Callwey, München, 
1973.   
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V pojednání Über die Bestimmung jener Puncte der Erdoberfläche, welche eine 
gegebene Mondesfinsterniss sehen [20] uve ejn ném v roce 1829 v asopisu Annalen 
der k. k. Sternwarte in Wien se W. Matzka zabýval stanovením ástí zemského povrchu, 
na nichž je pozorovatelné probíhající zatm ní M síce.11 D vtipným zavedením vhodných 
prom nných pro astronomické veli iny podal matematické ešení tohoto problému, 
doplnil jej slovním výkladem a aplikoval na reálnou situaci zatm ní M síce dne 12. zá í 
1829. Výsledky zobrazil do p ehledné tabulky a (p i p edstav  glóbu) vý tem 
konkrétních míst na pevnin  znázornil hrani ní linie pro za átek a konec zatm ní plným 
stínem a polostínem. 

V roce 1846 W. Matzka publikoval v asopisu Astronomische Nachrichten kratší 
lánek pod názvem Einige Gedanken über Sonnenuhren [17]. Nejprve vysv tlil 

konstrukci slune ních hodin a princip jejich fungování, pak vyzdvihl n které jejich 
vlastnosti a poukázal na možnosti jejich užití.12

4.3 Astronomie v díle Matzkových sou asník

V první polovin  19. století se systematickému astronomickému výzkumu v noval jen 
malý okruh lidí, jenž byl obvykle úzce spjatý s hv zdárnou, a tak zam ení práce zna n
záviselo na vedoucí osobnosti. P íležitostn  se astronomickými problémy zabývali  
i n kte í další odborníci, mezi nimi také profeso i p íbuzných obor  na univerzitách, 
technikách a st edních školách. 

V kontextu Matzkovy práce je vhodné p ipomenout p ísp vky Johanna Augusta 
Grunerta (1797–1872), profesora matematiky na univerzit  v Greifswaldu a vydavatele 
asopisu Archiv der Mathematik und Physik, Ueber Aristarch’s Methode, die Entfernung 

der Sonne von der Erde zu bestimmen [8], v n mž v moderní matematické symbolice 
zprost edkoval a dále rozvinul Aristarchovu metodu ur ení vzdálenosti Slunce a Zem ,  
a Ueber die Berechnung der Parallaxen [10], ve kterém pojednal o zp sobech m ení 
paralaxy.13  

5 Geodézie 

5.1 Krátký úvod do geodézie 

Geodézie je v dní obor zabývající se zkoumáním tvaru, rozm ru a fyzikálních 
vlastností zemského povrchu a jeho ástí. Její historický p vod je spojen s pot ebou 
rozd lovat, definovat a dokumentovat hranice území stát , m st i majetku soukromých 
osob. V pr b hu asu kartografie a navigace kladly stále vyšší nároky na p esnost 
m icích i zobrazovacích postup . Zejména užití matematických, geometrických  
a fyzikálních metod m ení a výpo t  poskytuje geodézii p esné a spolehlivé výsledky.14

                                                          

11 Zatm ní M síce je astronomický jev, p i kterém je M síc zastín n planetou Zemí. Dochází k n mu p i úpl ku, 
pokud se Slunce, Zem  a M síc ocitnou v jedné p ímce, což nastává p ibližn  dvakrát až t ikrát do roka. 
12 Slune ní hodiny udávají pravý slune ní as a jsou nejrozší en jším typem tzv. elementárních asom rných 
p ístroj . Sluncem oza ovaný p edm t vrhá stín, podle jehož aktuální pozice lze ur it as. Astronomicky  
a matematicky je ur ování asu odvozeno z rotace Zem  kolem své osy a rotace Zem  kolem Slunce. 
13 Paralaxa ozna uje úhel, který svírají p ímky vedené ze dvou r zných míst v prostoru k pozorovanému bodu. 
V astronomii se m ení paralaxy používá zejména pro stanovení vzdáleností vesmírných t les.   
14 O historii geodézie více viz Pudr J.: D jiny geodézie a kartografie, SNTL, Praha, 1959. 
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W. Matzka se zajímal p edevším o tzv. nižší geodézii, která se zabývá podrobným 
polohopisným a výškopisným m ením, m ickými metodami, konstrukcí a popisem 
užívaných m ících p ístroj  a pom cek; obecn  tedy zp soby m ení, po ítání  
a zobrazování nam ených hodnot.   

5.2 Geodézie v Matzkov  díle 

V roce 1849 otiskl asopis Archiv der Mathematik und Physik dv  Matzkova 
pojednání [15] a [19] týkající se nižší geodézie. 

V práci Berechnung der Fehler der Horizontalwinkel bei geneigter Ebene des 
Messtisches oder des Horizontalkreises am Winkelmesser [15] se W. Matzka zabýval 
stanovením velikosti chyby horizontálního úhlu, resp. nejvyšší možné chyby zp sobené 
odchýlením roviny m ického stolu od horizontální roviny. 

Nejprve definoval základní veli iny (odchylku ε , horizontální úhel α , chybu 
horizontálního úhlu αΔ , výškový úhel h  atd.) a poté diskutoval podmínky pro parametry 

αε ,, h  v závislosti na αΔ .   

Dále ukázal n kolik zp sob  výpo tu chyby horizontálního úhlu αΔ . A to pomocí 
vzorc   
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nebo využitím rozvoje ad. Uvedené metody aplikoval na ešení n kolika praktických 
p íklad , a tak problematiku ješt  d kladn ji vysv tlil. 

Na záv r uvedl v p ehledné tabulce hodnoty udávající pro zadanou odchylku 
m ického stolu ε  a výškový úhel h , velikost horizontálního úhlu α  a nejv tší možnou 
chybu horizontálního úhlu αΔ , což urychlovalo výpo ty v ad  speciálních m ení  
a zejména jejich dalším zpracování.  



161

W. Matzka se cítil pobou en skute ností, že mnozí zem m i i p i geodetickém 
zkoumání používali zastaralé nástroje, zp soby m ení a výpo t  a nekriticky d v ovali 
takto získaným nep esným výsledk m. Bez váhání své rozho ení vepsal do úvodu druhé 
práce o geodézii Ueber trigonometrische Höhenmessung [19] a p edsevzal si p isp t  
k jejímu rozvoji moderním matematickým aparátem (zejména užitím logaritm , 
goniometrických funkcí a rozvoj ad).  

... Denn es kann einen besonnenen Mathematiker nur zum Lächeln bewegen, wenn er 
die Lobpreisungen der Uebereinstimmung mancher barometrischen Höhenmessung mit 
einer oft noch alten und mittels mangelhafter Instrumente oder Methoden ausgeführten 
trigonometrischen liest, nachdem man doch, unbekümmert um das Wieweitsicher des 
Endergebnisses, beiderlei Formeln durch allerhand Weglassungen von sogenannten 
unmerklich kleinen Grössen zu beliebten Filigranformeln zugeschnitten hat, um auch 
wissenschaftlichen Dilettanten, wie wenig sie auch von Logarithmen und Goniometrie 
verstehen mögen, das Vergnügen zu verschaffen, derlei Höhenberechnungen vornehmen 
und mit ihren Resultaten prunken zu können. Viel Schuld an der Sucht, diese 
Höhenformeln so zuzustutzen, hat das Vorurtheil der meisten praktischen Mathematiker, 
die gesuchte Grösse selbst aus einem einzigen geschlossenen Ausdrucke sämmtlicher 
Rechnungsangaben zu berechnen ... ([19], str. 1–2)    

  

     Ve dvou ástech práce [19] pojednal o trigonometrickém m ení výšek na krátkých  
a dlouhých vzdálenostech. Uvedl nejen základní pojmy (základna, výškový rozdíl, odchylka 
horizontu atd.), obecn  platné v ty a vztahy, ale diskutoval také adu speciálních p ípad
v závislosti na poloze základny a ukázal možnosti jejich ešení. Vše podložil odvozenými 
matematickými vzorci a doplnil grafickými schématy. Odkázal rovn ž na n které práce  
a výsledky jiných matematik .15

     P edve me nyní ešení jedné z uvedených úloh ([19], str. 9–10, tab. I., obr. 7). 

                                                          

15 V pojednání [19] se W. Matzka odkazuje p edevším na následující díla: Netto F. W.: Handbuch der 
gesammten Vermessungskunde, die neuesten Erfindungen und Entdeckungen in derselben zugleich enthaltend; 
oder vollständige Anleitung zur Meßkunst, für Offiziere, Forstbediente, Bergleute und Feldmesser, Berlin, 1825, 
Crelle A. L.: Handbuch des Feldmessens und Nivellirens in den gewöhnlichen Fällen, Berlin, 1826. Cituje také 
Gaussovy, Laplaceovy a Delambreovy výsledky.  
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5.3 Geodézie v díle Matzkových sou asník

Matematické zpracování geodetických úloh zaujímalo v asopisu Archiv der 
Mathematik und Physik ve ty icátých a padesátých letech 19. století vedle aritmetiky, 
geometrie, astronomie a fyziky stálé místo. Krom  výše popsaných Matzkových prací  
([15] a [19]) byly otišt ny etné p ísp vky J. A. Grunerta (nap . [7] a [9]) a Christiana 
Ludwiga Gerlinga (1788–1864), profesora matematiky na univerzit  v Marburgu (nap . 
[4], [5] a [6]), které p inášely matematická ešení speciálních a aktuálních geodetických 
problém , nabízely postupy vedoucí ke zp esn ní výpo t  a kompenzaci chyb 
nam ených hodnot. 
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6 Záv r 

Wilhelm Matzka plodn  využil matematické znalosti v chronologii, astronomii  
a geodézii. Vhodnými aplikacemi ešil praktické a speciální úlohy t chto obor . Budoval 
je na matematických tvrzeních, zp es oval používané metody, rozši oval jejich teoretické 
základy a vnášel kritický pohled na získané výsledky. 
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ZOBECN NÍ BUFFONOVY ÚLOHY O JEHLE 

ANNA KALOUSOVÁ

Abstract: The Buffon needle problem is one of the best–known problems of the 
geometric probability. We show some generalizations of this problem made by Buffon 
and Laplace. 

1 Úvod 

Úloha o jehle, kterou formuloval a vy ešil Georges-Louis Leclerc (1707–1788), 
pozd jší hrab  de Buffon, je základní úlohou geometrické pravd podobnosti. Poprvé se 
objevila v roce 1733 v pojednání Solutions de problèmes sur le jeu du franc-carreau
(záznam o tení tohoto pojednání ve francouzské Akademii v d najdeme v [3]). Rozší ení 
z roku 1736 se sice nezachovalo, ale v roce 1777 bylo spolu s dalšími matematickými 
texty zahrnuto do [2]. Buffon zde navíc ešil úlohu, kde je jehla házena na tvercovou sí , 
nevy ešil ji ale správn . V roce 1812 uvedl v [6] úlohu o jehle Pierre-Simon de Laplace 
(1749–1827), aniž by zmínil jejího autora. Ud lal další zobecn ní, místo tvercové 
uvažoval obdélníkovou sí  a úlohu správn  vy ešil.  

Další zobecn ní se týkala tvaru p edm tu, který byl házen na sí  rovnob žek. V roce 
1857 byla publikována u ebnice integrálního po tu [7] Isaaca Todhuntera (1820–1884). 
Najdeme zde úlohu, kde je na sí  rovnob žek házena elipsa nebo tverec, ve 2. vydání 
z roku 1862 pak libovolná uzav ená konvexní k ivka bez singulárních bod . Podobný 
výsledek zve ejnil v roce 1860 také Joseph-Émile Barbier (1839–1889) v lánku [1]. 
Více o tomto tématu je v [4] a [5]. V [7] je také úloha, ve které je na sí  ekvidistantních 
rovnob žek házena ty ka, jejíž délka je r-násobkem vzdálenosti mezi rovnob žkami 
a hledá se pravd podobnost, že protne r rovnob žek. To je poprvé, kdy obrazec mohl 
protnout více než jednu rovnob žku.  

2 Úloha o jehle  

2.1 Základní úloha 

P ipome me nejprve základní úlohu, jak je formulována v [1]: P edpokládám, že 
v místnosti, jejíž podlaha je jednoduše rozd lena rovnob žnými spárami, je do vzduchu 
hozena ty ka & že jeden z hrá  sází, že ty ka neprotne žádnou rovnob žku na podlaze, 
& že druhý naproti tomu sází, že ty ka n které z nich protne; ptáme se na šance t chto 
dvou hrá . Hru je možné hrát na šachovnici s jehlou na šití nebo se špendlíkem bez 
hlavi ky.1 Nejsou zde uvedeny další p edpoklady, totiž že vzdálenost mezi spárami je 
stejná a délka ty ky je nejvýše rovna této vzdálenosti. Buffon hledá pom r mezi délkou 
ty ky a vzdáleností spár (ší kou prken), aby hra byla spravedlivá, tedy aby šance obou 
hrá  byly stejné. To se trochu liší od toho, jak bývá úloha formulována dnes, kdy se 
hledá pravd podobnost, že ty ka protne n jakou spáru. 

                                                          

1 Je suppose que dans une chambre, dont le parquet est simplement divisé par des joints parallèles, on jette en 
l'air une baguette, & que l'un des joueurs parie que la baguette ne croisera aucune de ces parallèles du parquet, & 
que l'autre au contraire parie que la baguette croisera quelques-unes de ces parallèles; on demande le sort de ces 
deux joueurs. On peut jouer ce jeux sur un damier avec une aiguille à coudre ou une épingle sans tête. 
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Uvedeme zde p vodní Buffonovo ešení, protože je dále využívá i p i ešení úlohy 
o jehle na tvercové síti. Situace je znázorn na na obrázku, který je kopií obrázku z [2]. 
Buffon nejprve zvolí na dvou sousedních rovnob žkách body A,B a C,D tak, aby tvo ily 
obdélník. Jedna strana obdélníka je rovna vzdálenosti rovnob žek (ozna í ji 2a), druhou 
ozna í f. Délka ty ky je ozna ena 2b a v obdélníku ABDC jsou vedeny ve vzdálenosti b
rovnob žky se stranami AB a CD. Symbolem c je ozna ena tvrtina kružnice 

s polom rem b, tedy c=b 2. Buffon uvažuje jen 
(horní) polovinu obdélníka ABDC, v dolní 
polovin  je situace (díky symetrii) stejná. Je 
z ejmé, že pokud st ed ty ky padne do obdélníka 
abdc, nem že ty ka protnout žádnou rovno-
b žku. Tomu odpovídá hodnota f (a-b) c. Pokud 
st ed ty ky padne do zbylé ásti, m že ty ka 
rovnob žku protnout a také neprotnout. 
Nap íklad když st ed ty ky padne do bodu , 
odpovídá oblouk G t m p ípad m, kdy ty ka 
protne p ímku AB a oblouk GH p ípad m, kdy 

ty ka p ímku neprotne. Potom Buffon ozna í symbolem y oblouk G. Ozna íme-li x

vzdálenost bodu  od p ímky AB, je vlastn arccos .
x

y b
b

= ⋅  P ípad m, kdy jehla protne 

p ímku AB, potom odpovídá ,f y dx⋅  p ípad m, kdy p ímku AB neprotne, odpovídá 

( ).f bc y dx⋅ −  Integra ní meze Buffon neuvádí, je ale z ejmé, že dolní mez je 0 a horní 

je b. P i teme-li d íve vypo tenou hodnotu f (a-b) c, získáme pro p ípady, kdy ty ka 

neprotne žádnou p ímku, hodnotu ( ) ( ) ( ).f a b c f bc y dx f ac y dx⋅ − ⋅ + ⋅ − = −  Mají-li 

být šance hrá  stejné, musí platit ( ),f y dx f ac y dx⋅ = −  neboli 

y dx ac y dx= − a tedy 2 .ac y dx=  Protože 2,y dx b=  dospívá Buffon k záv ru, že 

má-li být hra spravedlivá, musí být ty ka o n co delší než ¾ vzdálenosti mezi 

rovnob žkami (p esný výsledek je 
4

b a
π= ⋅ ). 

2.2 Buffonovo rozší ení na tvercovou sí

V další ásti Buffon tuto úlohu rozši uje. Ty ka je házena na podlahu, která je 
vydlážd na tvercovými dlaždicemi. Máme tedy dva na sebe kolmé systémy 
ekvidistantních rovnob žek, jejich vzdálenost je op t ozna ena 2a. Délka ty ky je 2b a c
je tvrtina kružnice o polom ru b.  

Uvažujme jednu takovou dlaždici. Vepíšeme do ní tverec, 
jehož strany jsou od stran dlaždice vzdáleny o b. Buffon 
vyšet uje jen jednu tvrtinu dlaždice ( tverce). Je op t z ejmé, 
že to (díky symetrii) sta í. Pokud st ed ty ky padne do tmav
vybarvené ásti tverce, ty ka žádnou rovnob žku neprotne. 
Tomu odpovídá hodnota c (a-b)2. Pokud st ed ty ky padne do 
zbylé ásti, jejíž obsah je b(2a-b), ty ka n kterou rovnob žku 
protnout m že, ale také nemusí. Buffon po ítá hodnotu, která 
odpovídá p ípad m, kdy ty ka protne n kterou rovnob žku, 
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stejn  jako v p edchozí úloze; vyjde mu (2 ) .a b y dx−  Tato hodnota ovšem není správná. 

Lze ji použít pouze v p ípadech, kdy st ed ty ky padne do bílých ástí a m že protnout 
pouze svislou nebo pouze vodorovnou p ímku. Ve sv tle šedém 
tverci ale m že ty ka protnout p ímku vodorovnou i svislou. Ur ité 

poloze st edu ty ky (na obrázku bod ) tak mohou odpovídat dva 
oblouky (na obrázku G a H), p ípadn  celá tvrtkružnice. Podobn
jako v p edchozí úloze pak Buffon porovnává šance obou hrá
a dosp je k záv ru, že hra je spravedlivá, když délka ty ky je p ibližn
rovna polovin  vzdálenosti mezi rovnob žkami.  

  

2.3 Laplaceovo rozší ení na obdélníkovou sí

Pierre-Simon de Laplace p edstavuje úlohu o jehle i její zobecn ní ve tvaru, který 
používáme v dnešní dob , a také p esn  formuluje všechny p edpoklady. V základní 
úloze uvažuje rovinu rozd lenou ekvidistantními rovnob žkami ve vzdálenosti a, na niž 

je házen velmi úzký válec délky 2r a. P íznivé jevy mají míru 2

0
2 4 cos 8 ,r d r

π

ϕ ϕ⋅ =

všechny jevy pak 2a π⋅ . Pravd podobnost, že válec protne n jakou rovnob žku, je 
8 4

.
2

r r

a aπ π
=  V zobecn ní Laplace uvažuje dva systémy na sebe kolmých ekvidistantních 

rovnob žek; vzdálenost vodorovných je a, svislých b, ob  hodnoty jsou v tší nebo rovny 
délce úzkého válce ozna ené 2r. Uvažujme jeden takový obdélník a narýsujme uvnit

n ho rovnob žky s jeho stranami ve vzdálenosti r. 
Tím vznikne menší obdélník se stranami ( 2 )a r−
a ( 2 )b r− , dva malé obdélníky se stranami ( 2 )a r−
a r, další dva se stranami ( 2 )b r−  a r a ty i tverce 
se stranou r. Jestliže padne st ed válce do menšího 
obdélníka (bílý), nem že válec protnout žádnou 
rovnob žku. Když st ed padne do jednoho z malých 
(sv tle šedých) obdélník , dá se míra p íznivých jev
spo ítat podobn  jako v základní úloze, je rovna 

2 ( 2 ) 4 8 ( 2 ),a r r r a r⋅ − ⋅ = −  p íp. 2 ( 2 ) 4 8 ( 2 ).b r r r b r⋅ − ⋅ = −  Zbývají ty i malé tverce. 
V nich máme tmav  šed  vybarvené tvrtiny kruh  o polom ru r. Pokud st ed válce 
padne do tohoto tvrtkruhu, válec musí protnout aspo  jednu (vodorovnou nebo svislou) 

p ímku. V jednom tverci mají tyto jevy míru 
2 2 2

2 .
4 2
r rπ ππ⋅ =  Pokud st ed válce padne 

do zbylé (nevybarvené) ásti tohoto tverce, válec m že protnout jednu p ímku (svislou 
nebo vodorovnou), ale také žádnou p ímku protnout nemusí. Ozna me S místo dopadu 
st edu válce, x jeho vzdálenost od svislé rovnob žky a y jeho vzdálenost od vodorovné 
rovnob žky. Otá ejme válcem kolem jeho st edu a ozna me , resp. ' maximální 

odchylku od svislého, p íp. vodorovného sm ru, pro kterou válec 
protne vodorovnou, p íp. svislou p ímku. P íznivé jevy pak mají míru 

4 ( ' ) ,dx dyϕ ϕ+  kde x nabývá hodnot od 0 do r a y od 2 2r x−  do r. 

Protože je cos 'x r ϕ= ⋅  a cos ,y r ϕ= ⋅  dostaneme po substituci 
24 ( ' ) 'sin sin 'r d dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+  (Laplace). Úhel  nabývá hodnot od 0 
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do /2, úhel ' hodnot od 0 do ( /2- ), po integraci dostaneme 2 21
(12 ).

2
r π−  V celém 

tverci tedy mají p íznivé jevy míru 
2 2

2 2 21
(12 ) 6

2 2
r

r r
ππ− + =  a v celém obdélníku míru 

2 28 ( 2 2 ) 4 6 8( ) 8 .r a r b r r a b r r− + − + ⋅ = + −  Možných jev  je 2 ,abπ ⋅  pravd podobnost, že 

válec protne n kterou p ímku, je 
2 28( ) 8 4( ) 4

.
2

a b r r a b r r

ab abπ π
+ − + −=  Uvedený Laplace v 

postup je pon kud komplikovaný. Mnohem jednodušší 
zp sob výpo tu je uveden v [8]. Ozna me a vzdálenost 
mezi vodorovnými a b mezi svislými rovnob žkami, 2r 
délku ty ky, která je menší než a i b. Nech  ty ka svírá 
se svislými p ímkami úhel . Potom ty ka neprotne 
žádnou p ímku práv  tehdy, když její st ed padne do šed
vybarveného obdélníku se stranami 2 sinb r θ−

a 2 cos .a r θ−  Aby ty ka protnula n kterou rovnob žku, musí její st ed padnout do oblasti 
vn  šedého obdélníka, která má plochu ( 2 cos )( 2 sin )ab a r b rθ θ− − − , tedy 

22 ( sin cos ) 4 sin cos .r a b rθ θ θ θ+ −  Pravd podobnost, že ty ka n jakou rovnob žku 

protne, je 
2 2(2 ( sin cos ) 4 sin cos ) 4 ( ) 4

.
r a b r d r a b r

ababd

θ θ θ θ θ
πθ

+ − + −=
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PROBLÉMY DIRACOVY ROVNICE 1928–1933 

JAN KOT LEK

Abstract: Dirac’s electron theory is considered to be one of the highlights of inter-war 
mathematical physics. The historical depiction of its genesis is often distorted by taking 
a starry-eyed point of view of much later recollections. The idealized picture of heroic 
Dirac achievements are closely inspected and history of problems with negative energies 
and its interpretation by hole theory is put straight.  

Ve v tšin  studií o Diracov  rovnici je historický obraz zkreslen pohledem p es 
r žové brýle mnohem pozd jších vzpomínek a rozhovor .1 Dobové prameny však jasn
ukazují, že Dirac musel za svou relativistickou teorii elektronu tvrd  bojovat. Související 
problém negativních energií se mu neda ilo vy ešit tém  dva roky a i poté navrženou 
teorii elektronových d r musel vzhledem k ostré kritice upravit. Nejpal iv jší problémy 
se však na p elomu let 1932–33 vyjasnily a Diracovi byla ud lena Nobelova cena. Punc 
jednoho z nejv tších úsp ch  mezivále né matematické fyziky získala jeho teorie až 
v poslední dob . 

1 Prameny a literatura 

Pro studium rané historie Diracovy rovnice máme k dispozici celou adu pramen , 
zejména Diracovy lánky,2 korespondenci,3 p ednášky, vzpomínky, nap . [9], [10], [11], 
nebo rozhovory, nap . [1], [2]. Tyto prameny jsou ale v drtivé v tšin  sekundární. Ani 
Diracovy práce nelze považovat za primární pramen a citovat je bez kritiky a souvislostí.4

Téma Diracovy rovnice nepat í v literatu e mezi opomíjené. Existují dv  velmi 
obsáhlé Diracovy biografie,5 n kolik tematických studií6 a také ada lánk  v ‚oslavných‘ 
Diracových sbornících.7  

Historický obraz je bohužel velmi asto kontaminován nekritickým citováním 
vzpomínek ze 60.–70. let.8 Tyto práce jsou tak více i mén  popisem heroických výkon

                                                          

1 Zejména Mehra nebo Pais, viz níže poznámky 7, 9 a 11, ale místy i jinak výborné monografie [12], [15]. 
2 P edevším [5], [6] a [8]. Kompletní edicí Diracových prací z daného období do roku 1948 je [3]. 
3 Diracova korespondence je uložena v The Paul A. M. Dirac Collection, Florida State University, USA. 
Pr vodce fondem je dostupný online: http://www.lib.fsu.edu/find/dlc/findingaids/FTaSUdirach.html. Dále je 
velmi d ležitá edice korespondence Wolfganga Pauliho, Diracova nejv tšího v deckého oponenta, viz [4].  
4 „Relying on the end product will only distort the historical reconstruction towards an inductivist and too logical 
pattern,“ [14], s. 53. 
5 Kragh [15] se soust edí na v deckou ást Diracova života, kdežto Farmelova práce [12] se zabývá spíše jeho 
soukromým a ‚vnit ním‘ životem, leží na pomezí mezi historickou studií a psychologickým románem. 
6 Mezi nimi vynikají [14], ší í svého záb ru a d razem na kritiku, a [16] psaná z pohledu dnešního stavu bádání 
v kvantové teorii.  
7 Aspects of Quantum Theory (1972) a The Physicist’s Conception of Nature (1973) k jeho sedmdesátinám; 
Reminiscences about a great physicist: Paul Adrien Maurice Dirac (1987) plánovaný k osmdesátinám, ale 
vydaný až posmrtn ; Tributes to Paul Dirac (1987) s p ednáškami ze vzpomínkové slavnosti v roce 1985; Paul 
Dirac, the man and his work (1998) ze slavnosti k umíst ní Diracovy pam tní plakety ve Westminster Abbey 
v roce 1995; Proceedings of the Dirac Centennial Symposium (2002) ke stému výro í Diracova narození.  
8 Viz rozhovory vedené T. Kuhnem a kol. na za átku 60. let [1], [2]. Digitalizovaný transkript rozhovoru 
s Diracem je v [1]. Vzpomínky tvo í velkou ást jeho pozd jší publika ní innosti, srov. bibliografii v [3]. 
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hlavního hrdiny, Paula Diraca.9 Pokud je v jeho vzpomínkách n jaká nesrovnalost, dá se 
podle t chto autor  v tšinou n jak vysv tlit nebo alespo  omluvit. Kragh sice 
upozor uje, že „recollections of events forty years back in time are likely to contain 
distortions and inaccuracies,“ [14], s. 53, ale problém leží hloub ji. Vzpomínky se také 
liší podle zám ru, se kterým jsou vypráv ny. V Diracových p ednáškách v novaných 
historii kvantové mechaniky (p evážn  ze 70. let) lze tyto zám ry asto dešifrovat. Tím 
se jejich spolehlivost dostává do zcela jiného sv tla, než jak k nim bylo ve studovaném 
p ípad  p istupováno.10  

Dirac m l z ejm  neoby ejné charisma, nebo  vzpomínky jeho koleg  podstatn
p isp ly k r stu Diracova mýtu.11 Ten se utvá el postupn , nejpozd ji od druhé sv tové 
války, ale možná již od 30. let. Dnes je Dirac považován za jednoho z nejv tších fyzik
a Diracova rovnice za jeden z vrchol  fyziky 20. století. Ve své dob  to však byl jen 
jeden z mnoha objev , sou asníci na n m v tšinou nevid li nic úžasného ani 
neodolatelného.12 O  jsou dobové reakce st ízliv jší a kriti t jší, o to pompézn jší jsou 
pozd jší komentá e. Výrazy jako magie, sen, i zázrak se objevují až od 60. let.13

2 Diracova kariéra 

Diracovo d tství a mládí bylo, zdá se, poznamenáno p ísnou otcovskou výchovou. 
Psychologicky citlivý rozbor podal nedávno Farmelo [12], který ale sám dodává, že si 
lí ením nem žeme být zcela jisti.14 Na druhou stranu by to vysv tlovalo nejen mnohé 
z Diracovy povahy a chování, ale také jeho zp sob práce.  

V letech 1918–21 vystudoval v Bristolu elektrotechniku (jako nejlepší ve t íd ), za 
další dva roky vystudoval matematiku na Bristolské universit  a v srpnu 1923 byl p ijat 
k doktorskému studiu v Cambridge. Na rozdíl od Wernera Heisenberga, jen o necelý rok 
staršího, neprokázal svou genialitu již b hem doktorského studia: „His contributions were 
interesting, but not remarkably so, and not of striking originality,“ [15], s. 12. Pomalejší 
za átek Diracovy kariéry by se snad dal p ipsat malé sebed v e zap í in né tvrdou 
výchovou bez pochval a odm n. Diracova doba však m la teprve p ijít, byl ve správnou 
dobu na správném míst : doktorát dokon oval v roce 1925, kdy za ala ‚kvantová 
revoluce‘, jeden ze t í nejv tších mezník  ve fyzice 20. století.15  

Po doktorské promoci v ervnu 1926 strávil Dirac rok v Kodani a Göttingen a po 
návratu do Cambridge v listopadu 1927 byl zvolen lenem St. John’s College. Formulace 
relativistické rovnice pro jeden volný elektron na p elomu let 1927–28 mu pak p inesla 

                                                          

9 Zejména Pais A.: Playing with equations, the Dirac way. In Kursunoglu B. N., Wigner E. P. (ed.): 
Reminiscences about a great physicist: Paul Adrien Maurice Dirac, CUP, Cambridge, 1987, 93–116. Pais navíc 
p ebírá Diracovy vzpomínky bez jakékoliv kritiky. Tzv. heroické pojetí historie kvantové teorie kritizoval již 
Forman v [13], obecn ji a úpln ji k heroickému pojetí v dy viz Applebyová J., Huntová L., Jacobová M.: Jak 
íkat pravdu o d jinách. CDK, Brno, 2002.  

10 Lehkovážný p ístup ke vzpomínkám kritizoval (ovšem v jiných souvislostech) nap . Forman, viz [13]. 
11 „These works, written by scientists who knew Dirac personally, express physicists’ homage to a great 
colleague,“ [15], s. ix. Tím trpí také rozsáhlý šestidílný výtvor Mehra J., Rechenberg H.: The Historical 
Development of Quantum Theory. Springer, 1982. K Diracovi viz zejména díl 4. Srov. kritickou recenzi [13]. 
12 Je t eba si uv domit, že v roce 1928 ješt  všichni prožívali opravdovou ‚kvantovou revoluci‘ odstartovanou 
roku 1925 Wernerem Heisenbergem. 
13 Viz nap íklad [2], citováno zde v poznámce 24 níže. 
14 M žeme se totiž op ít jen o Diracovy vzpomínky, jimž ale dobové prameny neposkytují oporu. 
15 Tento zvrat v Diracov  život  podrobn  popsal Kragh, [15], kapitola 2, Discovery of Quantum Mechanics. 
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opravdovou slávu.16 Roku 1930 napsal a vydal jednu z prvních a v bec nejvlivn jších 
u ebnic kvantové mechaniky, The Principles of Quantum Mechanics [7] a byl zvolen 
lenem Royal Society of London (v 28 letech). Roku 1932 se stal Lukasiánským 

profesorem matematiky a natrvalo se usídlil v Cambridge. O rok pozd ji, v 31 letech, 
získal Nobelovu cenu. 

3 Diracova rovnice 

The Quantum Theory of the Electron [5] je Dirac v pravd podobn  nejlepší, jist
však nejslavn jší lánek. Jelikož elegantní odvození Diracovy rovnice ze základních 
princip  kvantové mechaniky a speciální teorie relativity je notoricky známé,17 v nujeme 
se zde pouze otázce Diracových motivací a následným komplikacím, zejména problému 
negativních energií a jeho ešení.  

3.1 Motivace 

Dodnes nepanuje shoda v tom, jaké byly vlastn  Diracovy zám ry. On sám se o tom 
vyjád il n kolikrát, jednotlivé verze si však odporují. Jeho p íhoda se váže ke konverzaci 
s Nielsem Bohrem. Na jeho otázku, na em zrovna pracuje, odpov d l Dirac, že se snaží 
nalézt uspokojivou relativistickou elektronu. Bohr se prý podivil, protože podle n j tento 
problém již vy ešili Klein a Gordon. Dále se jednotlivé verze podstatn  liší: 

1963: „I remember it disturbed me quite a lot that Bohr was so satisfied with it 
because of the negative probabilities that it led to.“18

1974: „I was quite taken aback. It rather surprised me that such an emminent physicist 
as Bohr should be satisfied with the Klein–Gordon equation and I started to explain why 
I was not satisfied with it. But just then the lecture started and I was never able to finish 
it.“ [10], s. XXXII-8. 

1977: „I didn’t have time to explain my objections fully to Bohr on that occasion, but 
I could see where his opinions lay, and that was the opinion of most physicists of that 
time, perhaps all of them.“19

1978: „It rather opened my eyes to the fact that so many physicists were quite 
complacent with a theory which involved a radical departure from the basic laws of QM, 
and they did not feel the necessity of keeping to these basic laws.“20  

P íb h je další z Diracových pozdních historek. Má jej ukázat jako proroka, který 
p edvídá vývoj kvantové teorie dokonce lépe než samotný Bohr. Kragh historku p ijímá 
za pravdivou, p estože p iznává, že „Dirac’s accounts of the event are not entirely 
consistent.“21 Kloním se k názoru, že Dirac cht l formulovat relativistickou rovnici pro 

                                                          

16 Jeho první velké objevy (zavedení Poissonových závorek, teorie poruch a tzv. Fermiho–Diracova statistika) 
byly publikovány pouhý m síc po konkurentech (Born–Jordan–Heisenberg, Heisenberg a Fermi). To m že být 
také jeden z d vod  pro  nejrad ji pracoval sám a hlavn  pro  se necht l d lit o své know-how.  
17 Diracovo p vodní odvození je minimalistické, viz [5], ale podrobn jší verzi obsahuje každá dobrá u ebnice 
relativistické kvantové mechaniky. Výbornou moderní monografii napsal Thaller B.: The Dirac equation. 
Springer, Berlin–Heidelberg, 1992. Ryze historický komentá  viz [14], kapitola 6. 
18 [1]. Kragh však ukázal, že problém negativního rozd lení pravd podobnosti se objevuje až mnohem pozd ji, 
viz [14], s. 64.  
19 [11], s. 10. Mimochodem, Dirac dob e v d l, že si i jiní fyzikové snažili vylepšit nebo nahradit Kleinovu–
Gordonovu rovnici, srov. nap . dopis J. Kudara Diracovi z 21. 12. 1926, citovaný v [15], s. 54. 
20 Dirac P. A. M.: Directions in Physics: lectures delivered during a visit to Australia and New Zealand 
August/September 1975. Wiley, New York, 1978. Citováno podle [15], s. 57. 
21 [15], pozn. 23 ke s. 56. Kupodivu mu nejvíce vadí rozpor mezi [1], kde tvrdí, že se rozhovor udál u Bohra 
v Kodani a pozd jším tvrzením, že to bylo na Solvayské konferenci v Bruselu. 
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kvantovou ástici. Zahrnutí spinu bylo cílem druhotným, který byl p idán do programu až 
p i ešení sestavených podmínek. 

Z Diracovy relativisticky invariantní rovnice vyplývá správný magnetický moment 
elektronu, vysv tluje tedy p vod spinu. Rychle se ukázalo, že také správn  reprodukuje 
jemnou strukturu vodíkového spektra. Jeden problém p vodní Kleinovy–Gordonovy 
teorie však z stal nevy ešen, každému jejímu ešení totiž p ísluší ješt  další ešení 
s negativní energií. Nakonec, Dirac to sám p iznal.22

3.2 Reakce na Diracovu teorii: prvotní uznání a následná kritika 

Z dobové korespondence lze vy íst velmi kladné bezprost ední p ijetí Diracovy 
práce.23 Pozd jší vzpomínky na reakce jsou však až nekriticky oslavné. V roce 1928 to 
bylo prosté kolegiální uznání, kdežto od 60. let šlo o vzdání holdu legend  kvantové 
fyziky.24 Dirac pozd ji zleh oval sv j úsp ch tvrzením, že na ešení p išel „by playing 
around with mathematics,”25 ale Pais to povýšil na Dirac v obecný zp sob práce, viz. 
poznámka 9. 

V polovin  roku 1928 se situace obrátila. V ervnu Dirac p ednášel na Heisenbergovo 
pozvání o své teorii v Lipsku (18.–23. ervna 1928). Nepoda ilo se mu však rychle 
vy ešit problém negativních energií, což jeho hostitele velmi zklamalo.26 Dirac si byl 
problému v dom již p i psaní lánku [5], ale odsunul jeho ešení na pozd ji. Nejd íve jej 
totiž ve srovnání s úsp chem své teorie nepovažoval za natolik závažný.27  

Na konci roku 1928 se situace ješt  zhoršila. Oskar Klein ukázal, že i v jednoduchém 
p ípad  pohybu elektronu proti potenciálové barié e dává Diracova rovnice absurdní 
výsledky, známé jako Klein v paradox. 

3.3 Hole theory – teorie elektronových d r  

Dirac se s problémem negativních energií dlouho trápil. V tšinou se nezd raz uje, že 
mu trvalo tém  dva roky, než v prosinci 1929 p išel s pokusem o ešení bohužel jen 
formou fyzikální interpretace.28 Je zjevné, že to bylo východisko z nouze, ale k formulaci 
chyt e použil Pauliho vylu ovací princip, tedy teorii svého nev tšího kritika a oponenta.29

                                                          

22 „One gets over the difficulty on the classical theory by arbitrarily excluding those solutions that have 
a negative [energy] W. One cannot do this on the quantum theory,…“ [5], s. 612. 
23 „Dirac has got a new system of wave equations which does the whole spinning electron correctly, Thomas 
correction, relativity and all,“ Darwin Paulimu, 11. 1. 1928, [4], díl I., s. 424; „I admire your last work about the 
spin in the highest degree,“ Heisenberg Diracovi, 13. 2. 1928, citováno podle [15], s. 62.  
24 Nap . Leon Rosenfeld se roku 1963 vyjád il, že odvození spinu „was regarded as a miracle. […] It was 
regarded really as an absolute wonder,“ [2]. 
25 Jde o další pr povídku pozd jšího data, poprvé se objevuje v roce 1963, viz [1]. 
26 „I am much more unhappy about the question of the relativistic formulation and about the inconsistency of the 
Dirac theory. Dirac was here and gave a very fine lecture about his ingenious theory. But he has no more of an 
idea than we do about how to get rid of the difficulty e e→ − ,“ Heisenberg Bohrovi, 23.7. 1928, citovaný podle 
[15], s. 66. 
27 „The resulting theory is therefore still only an approximation, but it appears to be good enough,“ [5], s. 612. 
28 „…all the states of negative energy are occupied except perhaps a few of small velocity. […] Only the small 
departures from exact uniformity, brought about by some of the negative-energy states being unoccupied, can we 
hope to observe. The holes in the distribution of negative-energy electrons are the protons,“ [6], §2. Na šesti 
stranách práce jsou pouhé 4 rovnice, jde tedy o ešení spíše filozofické než matematické. 
29 Zprost edkovanou informaci: „Was ich höre klingt hoffnungsvoll,“ Pauli Jordanovi, 30. 11. 1929, [4], díl I., 
s. 526, ale na základ  studia Diracovy práce p ehodnotil, „Ich glaube jetzt gar nicht mehr daran!“ Pauli Kleinovi, 
10. 2. 1930, [4], díl II., s. 4. (D raz je p vodní, Pauliho.)  
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Pro Diraca byla teorie velmi atraktivní tím, že postuluje existenci pouze jedné ástice – 
elektronu. Dirac ale dodává, že teorie nevysv tluje nesymetrii mezi protonem 
a elektronem, zejména rozdíl v jejich hmotnosti. 

Reakce na teorii elektronových d r byly spíše skeptické,30 neoficiáln  byla 
považována dokonce za holý nesmysl.31 Ztotožn ní elektronové díry s protonem p estalo 
být udržitelné, Dirac proto musel svou teorii v lét  1931 opravit. Nezbylo mu nic jiného 
než postulovat nové ástice, anti-elektron32 a také anti-proton. Objev positronu 
Andersonem v USA a pozd ji jeho potvrzení Blackettem a Occhialinim p ímo 
v Cambridge na podzim 1932 zp tn  prokázal opodstatn nost Diracovy hole theory.33

I když tím byla teorie v o ích mnoha fyzik  rehabilitována, opozice slábla pomalu.34  

4 Nobelova cena 

Koncem roku 1933 se rozhodovalo o ud lení Nobelových cen za léta 1932 a 1933. 
P estože zpráva, kterou pro výbor akademie pro Nobelovu cenu vypracoval Carl Wilhelm 
Oseen, je vzhledem k dnešnímu hodnocení Diraca velmi kritická35 a p estože dostal jen 
dv  nominace (Bragg a Bialobrzeski),36 rozhodlo na doporu ení výboru plenární zasedání 
akademie o rozd lení ceny za rok 1933 mezi Schrödingera a Diraca, který se tak stal 
jejím nejmladším laureátem-teoretikem.37

Oseen také ve své zpráv  píše, že Dirac m že svých nejlepších výsledk  teprve 
dosáhnout. Dirac dále publikoval n kolik d ležitých prací v jiných oblastech fyziky, ale 
zdánliv  dosažitelné up esn ní své teorie již nep inesl a n které interpreta ní problémy 
tak p etrvaly dodnes. Pozd ji se Dirac postavil proti vývoji v kvantové elektrodynamice, 
zejména kv li tzv. teorii renormalizace (1948), a tím se dostal mimo hlavní proud 
teoretické fyziky. Jeho sláva však p esto rostla a jeho myšlenky byly postupn  p ijaty. 

Diracova rovnice byla, je a také z stane fenomenálním úsp chem. Zejména zp sob, 
jakým ji Dirac odvodil – na základ  obecných princip , ne empiricky – byl do té doby 
nevídaným a stal se pozd ji standardní metodou matematické fyziky. Problém m, které 
rovnice p inesla nep ikládal Dirac prvo adou d ležitost. Navrhnutá ešení také nebyla 
okamžit  kladn  p ijata. P estože se hodnota jeho myšlenek ukázala až s odstupem asu, 
bylo by chybou nevid t Diracovu teorii v dobových souvislostech. 

                                                          

30 „It is certainly a great progress. […But] I cannot see yet, how the ratio of the masses etc. will come out,“ 
Heisenberg Diracovi, 7. 12. 1930. Bohrovi se o teorii vyjád il otev en  skepticky (dopis z 20. 12. 1929). 
31 Krom Fermiho a Pauliho se tak vyjád il i Lev Landau, který prý Diracovu p ednášku na kongresu BAAS 
v Bristolu zhodnotil jediným slovem: „Quatsch.“ (P eloženo v [12] jako rubbish, v [15] jako nonsense.)
32 „a new kind of particle unknown to experimental physics, having the same mass and opposite charge to an 
electron,“ [8], s. 61. 
33 Dirac p esto váhal se ztotožn ním svého anti-elektronu s Andersonovým positronem. Bohr, Heisenberg a Pauli 
šli ješt  dál: „I do not believe on your perception of ‘holes’, even if the existence of the ‘antielectron’ is proved.“ 
Pauli Diracovi, 1. 5. 1933, [4], díl II, s. 159. 
34 Pauli utlumil svou kritiku hole theory koncem ervna 1933: „ich bin also nicht abgeneigt, an eine Art 
reformierte Löchertheorie zu glauben,“ Pauli Heisenbergovi, 14. 7. 1933, [4], díl II, s. 187. Jeho nep átelství v i 
Diracovi lí í Kragh, [15], s. 112–114, asi trochu p ehnan  a Farmelo [12] z n j p ímo d lá hlavní zápornou 
postavu svého ‚románu‘: Diracova úhlavního nep ítele. 
35 „[Dirac’s] work is not fundamental in the same sense as Heisenberg’s. […] He is independent… but 
a successor in relation to Heisenberg. If one asks if Dirac is a scientific pioneer of the same dimension as Planck, 
Einstein or Bohr, the answer must for the present be, I think, definite no. …so far it has not left him the time for 
really great innovative work… It is noteworthy that Dirac’s most original papers stem from the last years,“ 
Nobel archive, citováno podle [15], s. 115–116. 
36 Schrödinger jich m l 11 (mj. od Bohra a Einsteina). Také všichni ostatní nominovaní: Sommerfeld, Bridgman, 
Davisson a Paschen jich m li více než Dirac, viz [15], s. 116. 
37 Cenu za rok 1932 získal Werner Heisenberg.  
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ZAPOMENUTÉ PRÁCE OTAKARA BOR VKY 

MILAN K ÁPEK

Abstract: The article contains description of some not very known texts of O. Bor vka 
and F. Her ík, which concern on the four-dimensional space and ideas if this space can 
exist without our realising. The next part concerns on the extension of this idea to the 
existence of the four-dimensional organisms. 

1 Úvod 

Profesor Otakar Bor vka, byl velmi významným matematikem. Celý sv j život 
strávil rozvojem matematiky zejména v Brn  a také v Bratislav . Jeho studenti, mezi 
které se dá za adit v tšina absolvent  matematiky v Brn  jej popisují jako skv lého 
u itele a organizátora v deckého života. Rozsah obor  kterými se zabýval je 
ohromující, pat í mezi n  klasická matematická analýza, diferenciální geometrie, 
algebra, teorie graf  a oby ejné diferenciální rovnice. Každý z t chto obor  obohatil 
novými znalostmi. Jeho práce v uvedených okruzích jsou jist  velmi zajímavé, ale 
v tšina tená , kte í mají hlubší p ehled o v decké práci našich významných 
matematik  je zná. 

V tomto lánku bych cht l p iblížit n kolik prací, které se nezabývají ani jedním 
z výše zmi ovaných témat a také nejsou moc známé a rozší ené.  

Na presentovaném spolupracoval s profesorem Ferdinandem Her íkem, který byl 
výborným biologem. Po druhé sv tové válce se podílel na obnov  a rozvoji léka ské 
fakulty v Brn  m.j. vybudoval pracovišt  zabývající se studiem biofyziky a vlivem 
radiace na organismy. Tento význa ný lov k velmi pomohl eskému léka ství 
hlavn  ve výzkumu bakteriofág  a radiobiologie. 

Oba jmenovaní, kte í ve svých oborech pat ili k našim nejlepším v dc m, 
spole n  ve 40. letech napsali n kolik lánk , v nichž kombinovali matematiku, 
biologii, a filozofii.  

2 ty rozm rný prostor 

První lánek s touto tématikou napsal Otakar Bor vka sám. Zabýval se 
myšlenkou jak by vypadal a fungoval sv t, pokud by nebyl trojrozm rný, což je 
takový jak jej vnímáme my, ale místo toho by byl ty rozm rný. lánek vyšel 
v asopise V da a Život VIII v roce 1941 pod názvem O ty rozm rném prostor. 
Tento lánek byl ovšem zam ený spíše matematicky a obsahoval pouze nejasnou 
p edstavu o tom, jak by mohl takový sv t vypadat a fungovat. 

V následujícím textu uvedu alespo  n které zajímavé ásti tohoto lánku. 
V úvodu autor popisuje motivaci která jej vedla k napsání tohoto pojednání. 

Základem všeho p írodov deckého poznání jest zkušenost, jak nám ji podávají 
naše smysly. Jimi chápeme, že p edm ty tohoto sv ta mají t i rozm ry: délku, ší ku 
a výšku. Každý cítí, co se tím rozumí; ale popis obsahu slova „rozm r“ jest 
nesnadný a vyžaduje hlubších úvah. 

Poznání pojmu ty rozm rného prostoru a obecn ji vícerozm rného prostoru 
znamenalo v matematice pokrok neoby ejn  významný. 
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Proslulý rumunský matematik G. Tzitzéica napsal: „Studujeme vícerozm rné 
prostory proto, abychom našli odpov  na otázky, vztahující se k našemu prostoru, 
podobn  jako studujeme organisaci cizích zemí, abychom p inesli užitek zemi 
vlastní.“ 

Z tohoto je vid t, že považoval studium ty  a více rozm rných prostor  za 
d ležité, z d vodu hledání obecn jších vztah  platných pro trojrozm rný prostor. 
Rozsáhlou ást lánku v noval otázce, „zda je možná, existence více rozm r  aniž 
bychom si je sami uv domovali. 

Abychom na tuto otázku odpov d li, uvažme p edevším, z eho by bytosti 
dvojrozm rné, které si m žeme p edstaviti jako stíny na p . v rovin  stolu, mohly 
souditi na existenci t etího rozm ru, který chápeme my. Dvojrozm rné bytosti svými 
p edpokládanými dvojrozm rnými smyslovými orgány mohly by patrn  vnímati 
jenom takové d je, které se odehrávají v jejich sv t , tedy v rovin  stolu. Jim by se 
na p . tverec jevil tak, že by nevid li do té ásti roviny, kterou nazýváme vnit kem 
tverce. Aby se do té ásti dostaly, musely by projíti otvorem v n které stran
tverce, podobn , jako my nevidíme skrze st ny dovnit  domu a chceme-li se tam 

dostati, musíme projíti otvorem ve st n . Pro nás, trojrozm rné, jest však zcela 
pochopitelné, že by se dvojrozm rná bytost mohla dostati z vn jšku tverce do jeho 
vnit ku, aniž by prošla otvorem v jeho stran . Prost  tak, že by se vn tverce zvedla 
do t etího rozm ru nad rovinu svého sv ta a uvnit tverce se zase do této roviny 
spustila. Pro každou dvojrozm rnou bytost, chápající jenom d je, odehrávající se 
v té rovin  a nechápající existenci t etího rozm ru, vypadala by ovšem taková v c 
zázra n  a to jako zmizení bytosti ze sv ta vn tverce anebo – ekn me - vn  jejího 
p íbytku a op tné náhlé objevení bytosti uvnit  p íbytku. 

Kdyby se na našem sv t  vyskytovaly d je jako zmizení a op tné objevení 
p edm t  a lidí, zm ny podobné jako p em na levé rukavice v pravou ... apod., 
mohli bychom k vysv tlení t chto jev  p edpokládati existenci tvrtého rozm ru. 

První spole ný lánek profesor  Bor vky a Her íka vyšel v asopise Sborník 
Léka ský v roce 1943 a jmenoval se Prostorový model života. Tato práce využívá 
a áste n  obsahuje p edcházející úvahy a dále tuto jist  zajímavou myšlenku rozvíjí 
.  

Po úvodu je v lánku popsán ty rozm rný prostor. Z této ásti nemusím mnoho 
popisovat, nebo  jist  každý ze tená ty rozm rný prostor a jeho definici zná. 
Proto te  uvedu jen n které pojmy d ležité pro další popis. Prostory A2, A3, A4 jsou 
íselnými modely prostor , ímž rozumíme prostory v matematickém smyslu, t.j. 

množiny n-tic reálných ísel a pravidla jak s t mito n-ticemi operovat. Oproti tomu 
R2 a R3 jsou reálné prostory (dvojrozm rný a trojrozm rný), takové jaké je vnímáme 
svými smysly, a prostor R4 je uvažovaný ty rozm rný prostor. Víme, že prostory A2 

a A3 nám popisují prostory R2 a R3, jen pro jednozna nost tohoto popisu je nutné 
zvolit m ítko pro jedni ku. Auto i pak p edpokládají, že prostor R4 je íselným 
prostorem A4 popsán stejn , jako to platí pro prostory R3 a A3 a také pro R2 a A2.

Tedy že mezi t mito prostory existuje bijekce (prosté zobrazení množiny na 
množinu). D sledkem toho se ty rozm rný prostor chová stejn  jako prostory, které 
známe a vnímáme svými smysly, tedy platí v n m i stejná pravidla, která se týkají 
bod , p ímek, rovin a nadrovin, ur ování vzdáleností, pr nik  a podobn . Velmi 
d ležitý pro další výklad bude následují poznatek který z výše uvedeného vyplývá. 

M žeme tedy íci, že prostor R3 rozd luje prostor R4 na dv ásti, na ást + a na 
ást –. Tento poznatek byl hlavním cílem p edcházejících úvah a má pro náš další 

výklad základní význam. 
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3 ty rozm rné organismy 

Pravd podobn  díky profesoru Her íkovi se tento lánek posunuje ješt  dále a to 
k p edpokladu, že ne jen sv t ale i organismy jsou ty rozm rné. 

Na po átku biologických úvah, k nimž nyní m žeme p istoupiti, stojí dva základní 
p edpoklady: 

1. Organismy jsou ty rozm rné útvary v prostoru R4, které zasahují do 
našeho trojrozm rného prostoru R3, a jakýmsi difusním d jem prostorem 
R3 pronikají. 

2. Trojrozm rné organismy v našem prostoru R3, jsou pr niky t chto 
ty rozm rných organism  s prostorem R3. 

P edstavujeme si, že n jaký ty rozm rný organismus v prostoru R4 zasahuje do 
našeho prostoru R3 a proniká jaksi diffusním d jem nap . z ásti + prostoru R4 do 
ásti -. P i tom vytvo uje v míst  pr niku s prostorem R3 stopu, kterou my chápeme 

jako trojrozm rný organismus. Podle této p edstavy vznikají tedy živé organismy 
našeho prostoru R3 pr nikem ty rozm rných organism  s atomy a molekulami 
našeho prostoru R3. p i této difusi dochází podle našeho názoru ku vzájemnému 
p sobení mezi prostorem R3 a pronikajícím organismem. Vedle toho se zdá 
p irozené, že na sebe p sobí korelativn  i ásti ty rozm rného organismu, takže 
m že docházeti ku zm nám, které se projevují sekundárn  v trojrozm rném 
organismu, jež si však nedovedeme vysv tliti na podklad  našich v domostí 
o prostoru R3, a to proto, že se tyto zm ny z ásti odehrávají v prostoru R4, který 
nevnímáme. 

Tento popis existence ty rozm rných organism  je pro nás velmi neobvyklý. 
A to i v dnešní dob  kdy se s podobnými myšlenkami dost asto setkáváme ve 
filmech i knihách. Proto nás tyto úvahy již tolik nep ekvapují.  

V našem p edpokladu o difusním pronikání ty rozm rných organism  prostorem 
R3 jest jistá libov le a nezastíráme, že by bylo možno navrhnouti i jiná ešení, která 
by svou povahou zapadala do p edcházejícího rámce. 

Jestliže se omezujeme na ho ejší p edpoklad, iníme tak proto, že nám dob e 
vyjad uje asový p íznak živých organism . Podle naší p edstavy jest doba 
difusního d je totožná s dobou trvání trojrozm rného organismu jest jen ur itou fází 
tohoto d je. Organismus se m ní s asem. Tyto zm ny mohou býti zp sobeny jednak 
podmínkami v prostoru R3, ale stejn  dob e též tím, že ty rozm rný pronikající 
organismus není morfologicky stejn  utvá ený, takže jeho trojrozm rné pr ezy by 
byly v každém okamžiku od sebe odlišné. Tento neustálý sled zm n se skládá 
v souvislý „žijící“ trojrozm rný organismus, podobn  jako se skládají obrazy 
v kinematografu v pohyb. 

Jaký jest asový p íznak ty rozm rného organismu? Podle našich p edstav 
organismus „žije“ v prostoru R4 a v jisté fázi svého „života“ difunduje naším 
prostorem R3. 

Pojmy zrození a smrt nejsou potom n ím podobným jako za átek a konec v ty, 
nýbrž jsou spíše jenom jistými okamžiky jakéhosi kolob hu organism , jehož 
vlastnosti po ínáme teprve tušiti. 

Dle t chto úvah žije ty rozm rný organismus déle než jen po dobu prolínání 
naším prostorem R3. Tyto myšlenky již velmi p ekra ují matematiku i biologii 
a zasahují filosofii a náboženství. To jist  nebyl prvoplánový cíl této práce a podle 
slov autor  bylo smyslem nastínit pouze možnost jak hledat hypotézy. 

Úkolem tohoto lánku bylo upozorniti na možnosti plynoucí z aplikace pojmu 
ty rozm rného prostoru v biologii. Nechceme ovšem tvrditi, a ostatn  jsme to již 
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d íve nazna ili, že naše úvahy popisují skute ný stav v cí, a v tom smyslu mluvíme 
v nadpisu našeho lánku jenom o modelu života. 

lánek obsahuje také n kolik p íklad , které mají dokládat možnost existence 
ty rozm rného prostoru. Hlavn  se zam ují na vlastnost, že organismy které jsou 

v trojrozm rném prostoru daleko od sebe, se mohou ve ty rozm rném prostoru 
dotýkat. ímž vysv tlují mimo ádný ichový smysl zví at a také n které 
parapsychické jevy. 

Poslední citát, který uvedu, op t upozor uje, že se jedná pouze o myšlenku, která 
nemusí mít v bec žádný reálný základ, ale také obsahuje zajímavý p íklad, který by 
mohl nazna ovat, že lidé mohou ty rozm rný prostor (pokud existuje) odhalit 
a n kte í jej postupn  odhalují. 

Ostatn  podle n kterých autor  není pojem ty rozm rného prostoru tak 
vzdálený našemu smyslovému vnímání, jak by se mohlo míti za to. Tak na p . Hinton 
(R. Weitzenböck, l.c.p. 107) p ipomíná, že n které staroegyptské sochy mají dva 
rozm ry správn , kdežto t etí jest skreslený. Jestliže tedy tehdejší socha i vnimali 
trojrozm rný prostor mén  "prostorov " než my, není vylou eno, že vývoj pokra uje 
k chápání dalšího rozm ru. 

Je pravd podobné, že zvažované „chybné vnímání” t etího rozm ru nemusí být 
zp sobeno jiným vid ním trojrozm rného sv ta, ale pouze mohlo jít o jiný styl 
zobrazování. Ovšem v p ípad , že by tento vývoj byl reálný, pak bychom mohli 
závid t našim potomk m, že možná jednou odhalí zda a jak moc m li profeso i 
Bor vka a Her ík pravdu a nebo zda se zcela mýlili. 
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EDUARD ECH (1893–1960) 
A JEHO ST EDOŠKOLSKÉ U EBNICE 

MARTIN MELCER

Abstract: This article is devoted to the outstanding Czech mathematician – Eduard ech, 
whose semi-centennial death is commemorated this year. The first part describes important 
moments of his life, above all his contribution to mathematics during the twenties and thirties 
of the 20th century (mainly Differential Geometry and Topology). The second part deals with 
his textbooks Arithmetic in the period of the Bohemian and Moravian Protectorate and their 
amended reprints at the beginning of the fifties with a focus on financial mathematics text 
problems. 

1 Stru n  ze života Eduarda echa 

Eduard ech se narodil 29. ervna 1893 ve Stra ov . Po 
absolvování gymnázia v Hradci Králové v roce 1912, na které 
p estoupil z reálného a vyššího gymnázia v Novém Bydžov , 
za al studovat matematiku na eské Filozofické fakult  Karlo-
Ferdinandovy univerzity v Praze. V roce 1915 byl povolán do 
armády1 a studia tak dokon il až po válce v roce 1919, kdy 
složil poslední zkoušky. Absolvoval také zkoušku u itelské 
zp sobilosti a získal aprobaci pro výuku matematiky 
a deskriptivní geometrie (krátce u il na st ední škole v Praze 
Podskalí a na Novém M st , na reálkách v Je né ulici 
a v Praze-Holešovicích). Následující rok p edložil na Filozo-
fické fakult  Univerzity Karlovy v Praze pojednání O k ivkovém a plošném elementu 
t etího ádu a po úsp šném ízení se stal doktorem filozofie. O další dva roky pozd ji se 
na Univerzit  Karlov  habilitoval pro projektivní geometrii a roku 1923 byl jmenován 
mimo ádným profesorem matematiky na Masarykov  univerzit  v Brn . ádnou 
profesuru získal roku 1928. 

Od t icátých let se Eduard ech za al intenzívn  v novat topologii, zú astnil se 
konference o kombinatorické topologii v Moskv  (1931). V roce 1935 byl pozván 
k p ednáškovému pobytu do matematického st ediska Institute for Advanced Study 
v Princetonu. Po návratu z USA založil roku 1936 v Brn  topologický seminá , který byl 
inný i po uzav ení vysokých škol až do roku 1941.2 Po válce p ešel na P írodov deckou 

fakultu Univerzity Karlovy. V roce 1947 se stal prvním editelem Ústavu pro matematiku 
p i eské akademii v d. V roce 1952 byl jmenován lenem SAV a pov en vedením 
Matematického ústavu. V roce 1954 p ešel na Matematicko-fyzikální fakultu UK 

                                                
1 Za války si výrazn  prohloubil znalosti n m iny a nau il se italsky. 
2 O echov  topologickém seminá i viz nap . A. Lukášová: Eduard ech, str. 216–220, Bed ich Pospíšil, 
str. 221–223, in E. Fuchs (ed.): Matematika v prom nách v k  IV, Akademické nakladatelství CERM, Brno, 
2007. 
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a vybudoval zde Matematický ústav Univerzity Karlovy. Eduard ech zem el v Praze 
dne 15. b ezna 1960. 

Jeho v decké práce zasahují p edevším do diferenciální geometrie a topologie. 
B hem svého života publikoval 94 v deckých prací a 10 monografií. Od konce t icátých 
let v noval také velkou pozornost výuce matematiky na nižším stupni st edních škol, 
didaktice a metodice na vyšším stupni. Byl autorem ady st edoškolských u ebnic, které 
sepisoval ve vále ných i povále ných letech. Usiloval o zlepšení výuky na eských 
st edních školách a d kladn jší p ípravu budoucích u itel . Již od p edvále ných let 
organizoval pro st edoškolské u itele seminá e a p ednášky o st edoškolské a elementární 
matematice. 

Eduard ech je považován za význa ného eského matematika a ve sv t  je znám 
p edevším svými p ísp vky k diferenciální geometrii, algebraické topologii, o homologii 
a kohomologii v obecných topologických prostorech a zavedením pojmu „ echovy 
homologické a kohomologické grupy“.3

2 Témata odborných prací 

Matematice se Eduard ech intenzívn  v noval od studií na Filozofické fakult
pražské univerzity až do prvních let druhé sv tové války. V povále ném období byl 
výrazn  zaneprázdn n pedagogickými a organiza ními aktivitami, které byly spojeny 
s rozvojem vysokých škol a budováním matematických ústav  a výzkumných pracoviš . 
Hlavními oblastmi jeho zájmu byly diferenciální geometrie a topologie. 

2.1 Diferenciální geometrie 

Diferenciální geometrie se zabývá zkoumáním k ivek, ploch a variet vyšších dimenzí 
pomocí metod diferenciálního po tu. Klasickými objekty, které studuje, jsou k ivky 
a plochy v trojrozm rném euklidovském prostoru. P i analýze geometrických útvar  se 
soust e uje na vlastnosti, které nezávisejí na volb  systému sou adnic. Její ko eny 
m žeme vystopovat v pracích význa ných matematik  konce 17. století (G. W. Leibniz 
(1646–1716), I. Newton (1643–1727)). 

2.1.1 echova práce v oblasti diferenciální geometrie 

Diferenciální geometrií se E. ech zabýval od konce první sv tové války až do konce 
dvacátých let dvacátého století. Ve školním roce 1921/1922 pobýval na univerzit
v Turín  a spolupracoval s italským matematikem Guidem Fubinim (1879–1943), který 

                                                
3 O život  a díle Eduarda echa viz nap íklad: M. Kat tov, J. Novák, A. Švec: Akademik Eduard ech, asopis 
pro p stování matematiky 85(1960), str. 447–491; Z. Frolík: Osobnost Eduarda echa. Zamyšlení k nedožitým 
80. narozeninám, asopis pro p stování matematiky 18(1973), str. 237–247; J. Vyšín: echovy podn ty 
k vyu ování matematice, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 24(1979), str. 313–317; I. Kolá : Zamyšlení 
nad diferenciáln  geometrickým dílem Eduarda echa, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 25(1980), 
str. 306–312; A. Lukášová: Eduard ech, str. 216–220, in E. Fuchs (ed.): Matematika v prom nách v k  IV, 
Akademické nakladatelství CERM, Brno, 2007; M. Kat tov a P. Simon (eds.): The Mathematical Legacy of 
Eduard Cech, 1st edition, Birkhäuser, Boston – Basel – Berlin, 1993, 441 stran; B. Balcar, V. Koutník and 
P. Simon: Eduard Cech 1893–1960, Mathematica Slovaca 43 (3) (1993), str. 381–392; V. Koutník: Eduard 
Cech, 1893–1960, European Mathematical Society Newsletter 8(1993), str. 5–7; J. J. Gray: Eduard Cech, The 
Mathematical Intelligencer 16 (4) (1994), str. 48–49. 
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byl znám tzv. Fubiniovou v tou charakterizující jednu z vlastností vícerozm rného 
integrálu. Sepsali spolu dv  významné monografie o projektivní diferenciální geometrii, 
které poprvé vyšly až v letech 1926 a 1927 pod názvy Geometria proiettiva differenziale4

a Introduction á la géometrie projective différentielle des surfaces.5 Tyto práce získaly 
sv tový ohlas a bezesporu p isp ly k echovu jmenování ádným profesorem Masary-
kovy univerzity v Brn . 

Násilné p erušení další odborné spolupráce zp sobila druhá sv tová válka. G. Fubini 
byl donucen emigrovat z fašistické Itálie do Spojených stát  amerických. E. ech se 
k diferenciální geometrii vzhledem k uzav ení eských vysokých škol n meckými 
okupanty, omezení v decké práce i mezinárodních kontakt  mohl pln  vrátit až 
v povále ných letech. V noval se jí pak až do konce svého života. 

2.2 Topologie 

Topologie se zabývá obecným výkladem a zkoumáním pojmu prostor, resp. topologický 
prostor, tj. matematická struktura umož ující formalizovat a zobec ovat zejména pojmy 
konvergence, kompaktnost a spojitost. Studuje vlastnosti geometrických útvar , které se 
nem ní p i oboustrann  spojitých transformacích, jež nevytvá ejí „trhliny“ ani ostré skoky, 
jedná se o rozší ení pojmu spojité funkce. V topologii nezáleží na b žných geometrických 
vlastnostech, jako je vzdálenost i k ivost. Hlavními výsledky jsou kompaktnost každého 
uzav eného intervalu i spojitého obrazu kompaktního prostoru. Podle studijních metod 
rozlišujeme algebraickou (kombinatorickou) a množinovou topologii. 

Podobn  jako diferenciální geometrie vznikla topologie p i hledání ešení n kterých 
geometrických problém . Známá úloha o sedmi mostech v Königsbergu vy ešená 
švýcarským matematikem Leonardem Eulerem (1707–1783) je považována za první 
topologický výsledek. Sou asná topologie využívá vedle geometrie p edevším teorii 
množin Georga Cantora (1845–1918). 

2.2.1 echova práce v oblasti topologie 

Spojovacím lánkem mezi diferenciální geometrií a topologií byla pro Eduarda echa 
algebraická geometrie, která na rozhraní algebry a geometrie používá metody 
komutativní algebry pro ešení geometricky formulovaných problém . Algebraická 
geometrie pat í mezi stále se rozvíjející oblasti moderní matematiky a je úzce spjata 
mimo jiné oblasti (nap . teorie ísel) práv  s topologií. 

Objektem echova zájmu byla nejen obecná topologie, ale také algebraická. Sepsal 
12 prací z obecné topologie (první vyšla v roce 1930). V roce 1932 publikoval lánek 
Théorie génerale de l'homologie dans un espace quelconque,6 v n mž vybudoval první 
ucelenou obecnou teorii homologie a uvedl první nekombinatorickou definici homo-
logie,7 dodnes nesoucí jeho jméno. V jeho topologických pracích se poprvé objevují 

                                                
4 Vyšlo v Bologni u vydavatele Nicola Zanichelliho, Vol. II, 1927, 406 stran. 
5 Dnes známé p edevším z upraveného vydání Gauthier-Villars et Cie, Paris, 1931, vii + 291 stran. 
6 Fundamenta Mathematicae 12 (1932), str. 149–183. 
7 V algebraické topologii je echova kohomologie založena na pr niku vlastností otev ených pokrytí 
topologických prostor . Jeho myšlenka spo ívá ve vhodném výb ru pokrytí složeném z dostate n  malých 
spojených otev ených množin nutných k vytvo ení kombinatorického modelu prostoru. 
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postupy projektivního vytvá ení.8 V lánku Höherdimensionale Homotopie-gruppen9

zavedl a definoval pojem vyšších homotopických grup v prostoru.10 Od roku 1934 se 
za al zabývat problematikou lokální homologie. Jeho nejznám jší eská kniha 
o základech topologie vyšla roku 1936 a nesla název Bodové množiny.11 Na sklonku 
života v roce 1959 shrnul své poznatky v knize Topologické prostory,12 na jejíž koncepci 
za al pracovat již v dob  druhé sv tové války. 

3 Protektorát echy a Morava a eská v da 

Roku 1939 po z ízení Protektorátu byla sestavena protektorátní eská vláda. Jedinou 
politickou stranou se stalo Národní souru enství. Rozhodující moc v protektorátu však 
drželi p edstavitelé nacistického N mecka a brzy vytvo ili orgány a instituce okupa ní 
správy. 

eská v da procházela obdobím hluboké stagnace. Po násilném uzav ení vysokých 
škol nacisty v roce 1939 se zastavila p íprava mladé eské inteligence. Brzy byla 
omezena i innost dalších eských v deckých institucí. eští profeso i byli posláni na 
„dovolenou“ s malou penzí, docenti a ostatní v de tí pracovníci museli hledat nová 
zam stnání nebo byli nasazeni do vále né výroby. Omezený prostor zbyl v n kterých 
výzkumných ústavech p evážn  pr myslových podnik , které sloužily vále ným 
pot ebám, na léka ských pracovištích, v knihovnách a archívech. Eduard ech v této 
dob  za al psát st edoškolské u ebnice matematiky. Naše školství však bylo dále výrazn
pod izováno jednotným osnovám, které sm ovaly ke germanizaci a úplné likvidaci 
eské vzd lanosti. Po vysokých školách se okupanti zam ili na omezování st edního 

školství. Postupn  zrušili adu gymnázií, reálek a odborných škol, snižovali po ty 
p ijímaných student  a také absolvent , perzekuovali židovské studenty a u itele apod. 

4 Vále né u ebnice aritmetiky pro st ední školy 

echovy Aritmetiky pro st ední školy [1], [2], [3] vydané v edici U ebnice a pomocné 
knihy Jednotou eských matematik  a fyzik  v roce 1943 se staly nejrozší en jšími 
u ebnicemi na našich st edních školách v období Protektorátu. Byly však dosti obtížné 
a náro né jak pro žáky, tak pro samotné u itele, nebo  uvád ly správné a úplné zn ní 

                                                
8 Pod pojmem projektivní vytvá ení rozumíme zp sob vytvo ení geometrického objektu (nap . projektivní 
vytvá ení kuželose ek). Projektivní vytvá ení pat í do teorie kategorie, která zobec uje pohled na matematické 
struktury a vztahy mezi nimi. Poprvé se kategorie za aly objevovat ve ty icátých letech práv  v souvislosti 
s algebraickou topologií. 
9 In Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-Kongress, Zürich, Band 2, 1932, page 194. Walter Saxer, 
Zürich, 1932, 203 pages. Reprint, Kraus, Nendeln, Liechtenstein, 1967. 
10 Homotopie umož uje postihnout n které topologické vlastnosti topologických prostor  a nazna uje p edstavu 
spojité deformace prostor  a zobrazení. Homotopická grupa zachycuje pojem jednoduché souvislosti a „m í“ 
homotopickou stejnost. 
11 echova kniha Bodové množiny (první vydání, Prometheus, Praha, 1936, xi + 280 stran) vyšla s dodatkem 
O derivovaných íslech funkcí jedné prom nné, který sepsal Vojt ch Jarník (1897–1970). 
12 Kniha s dodatky Konstrukce ur itých d ležitých topologických prostor  (Josef Novák (1905–1999)) a Zcela 
normální prostory (Miroslav Kat tov (1918–1995)) vyšla v nakladatelství eskoslovenské akademie v d 
(1. vydání, Praha, 1959, 524 stran); byla významn  dopln na o výsledky, jichž dosáhl brn nský topologický 
seminá . 
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i obtížn jších v t a jejich d kazy, nezanedbávaly p edpoklady, d sledn  užívaly kvantifiká-
tory a jako ilustra ní p íklady i náro n jší úlohy. A koli byly dob e didakticky promyšlené 
a propracované, nepat ily ve své dob  mezi nejoblíben jší. 

Poznamenejme pro úplnost, že E. ech sepsal také adu u ebnic nazvanou Geometrie pro 
st ední školy.13

5 Povále né u ebnice aritmetiky pro st ední školy 

V prvních povále ných letech se matematika na našich školách vyu ovala p evážn
podle upravených u ebnic, které vyšly ješt  p ed válkou nebo v jejím pr b hu. echovy 
u ebnice aritmetiky z roku 1943 se do kaly neobvykle velkého množství dotisk : 

pro první t ídu: 1945, 1946, 1947, 1948, 1949; 
pro druhou t ídu: 1945, 1946, 1947, 1948, 1949; 
pro t etí t ídu: 1946, 1947. 

Jednalo se o dotisky áste n  pozm n ných u ebnic, v nichž byla p edevším upravena 
zadání slovních úloh, aby lépe odrážela politický a hospodá ský vývoj v naší zemi. 

Na tvorbu nových u ebnic matematiky soust edila pozornost ada zkušených 
vysokoškolských i st edoškolských u itel .14 Do roku 1953 vyšlo n kolik desítek nových 
u ebnic a sbírek. Zam íme se jen na u ebnice, na nichž pracoval i spolupracoval 
Eduard ech. 

V roce 1951 kolektiv autor  (Jan Bílek, Eduard ech, Karel Hruša, Vít zslav Jozífek, 
Karel Prášil, Karel Rakušan, Václav Krauman) z Výzkumného ústavu pedagogického 
Jana Amose Komenského15 vedený Eduardem echem vydal ve Státním nakladatelství 
v Praze ty dílnou adu u ebnic Aritmetika pro st ední školy [4], [5], [6], [7]. 

Druhý kolektiv autor  (Eduard ech, Alfons Fišer, Vít zslav Jozífek, Karel Komínek, 
Jan Vyšín, Rudolf Zelinka) pod echovým vedením v téže dob  vydal ty dílnou adu 
u ebnic Geometrie pro st ední školy. 

6 Finan ní matematika v echových u ebnicích 

Ve „vále ných“ u ebnicích byly základy finan ní matematiky obsaženy v Aritmetice 
pro II. t ídu st edních škol [2]. Kapitola Úrok v rozsahu 12 stran poskytovala žák m 

                                                
13 Jednalo se o adu u ebnic paralelních k u ebnicím Aritmetika. První a druhé povále né vydání napsal Eduard 

ech sám; vyšla v letech 1949 a 1950. erpal ze svých starších vydání z vále ných let. Další vydání (t etí až 
páté) vydával níže zmín ný kolektiv autor  pod echovým vedením v letech 1951 až 1953. 
14 O vývoji eských u ebnic matematiky v letech 1900 až 1945 viz Pot ek J.: Vývoj vyu ování matematice na 
eských škálách v období 1900–1945, Pedagogická fakulta Z U, Plze , 1993. Analýza u ebnic matematiky 

vydaných po roce 1948 je obsažena v lánku Hrubý D.: Postavení matematiky na gymnáziích, str. 47–70, in 
Be vá ová M. (ed.): O škole a vzd lávání, Matfyzpress, Praha, 2007. 
15 Výzkumný ústav pedagogický Jana Amose Komenského se sídlem v Praze byl z ízen dekretem prezidenta 
republiky ze dne 27. íjna 1945. Jeho hlavním úkolem byla v decko-výzkumná práce v oboru výchovy 
a vyu ování a p íprava ú elného využití jejích výsledk  ve školství. 
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první seznámení s touto tématikou. Tomu odpovídala také náro nost p íklad . Úlohy 
byly stru né, jasné a „nezáludné“. Byly p im ené v ku a schopnostem žák . 

Úloha 1 
Vypo t te úrok z jistiny 4758 K za 7 m síc  p i úrokové mí e 5¾ %. ([2], str. 70) 

Celá kapitola obsahovala 7 ešených p íklad  s velmi podrobnými p ehlednými komentá i 
a pom rn  velké množství (celkem 52) úloh k procvi ení, jejichž zn ní nep esahovalo délku 
jednoho ádku. Hlavním cílem bylo zautomatizování základních výpo t  p i jednoduchém 
úrokování, aby žák m p i dalším studiu ne inily výrazn jší problémy. Náro nost numeric-
kých výpo t  od prvních úloh postupn  nar stala od celo íselných s „malými“ ísly až po 
pom rn  velká ísla s nutností použití desetinných ísel i zlomk . Odpov di si žáci mohli 
zkontrolovat v samostatném oddíle Výsledky na konci u ebnice. Žáka tedy nerozptylovaly 
a neovliv ovaly výsledky p edem. 

V povále né u ebnici Aritmetiky pro druhou t ídu st edních škol [5] z stal p vodní 
rozsah u iva z finan ní matematiky zachován. Kapitola doznala jen minimum zm n, 
které souvisely se zm nami politické situace v naší zemi a se zm nou zp sobu ozna ení 
len ní u ební látky.16

V tší rozsah finan ní matematiky byl v u ebnicích pro gymnázia. Matematika pro 
t etí ro ník gymnasií [8]. Celou adu sepsal kolektiv pod vedením Eduarda echa ve 
složení František Balada, Eduard ech, Josef Holubá , Karel Hruška, Marta Chytilová, 
Vanda Janová, Bed ich König, Emil Mastný, Karel Rössler, Antonín Srb, Josef Šimek, 
Antonín Tulá ek a Rudolf Zelinka. U ebnice obsahovala jako sou ást kapitoly Posloup-
nosti (22 stran) podkapitolu Užití geometrických posloupností (6 stran), do níž auto i 
za adili také pen žní úlohy. Vyzdvihli aplikace aritmetické posloupnosti p i jednoduchém 
úrokování a geometrické posloupnosti p i složeném úrokování. Podkapitola nebyla 
v nována jen finan ní matematice, ale ukazovala ji jako jednu z d ležitých aplikací 
posloupností. Po et úloh s finan ní tématikou byl p es celkov  velmi malý rozsah 
vyložené látky uspokojivý.17

Úloha 2 
Kolik musím ukládati po átkem každého roku po 10 let, chci-li mít koncem 10. roku 
nast ádáno 10 000 K  p i 2 % složeném úrokování? ([8], str. 21) 

Porovnáme-li u ební texty pro nižší ro níky st edních škol (nap . [1], [2], [3]) s touto 
u ebnicí pro gymnázia, z eteln  vidíme nár st nárok  kladených na studenty. Zásadní rozdíl 
byl p edevším v délce a tématech slovních úloh a pojetí výkladu. Pr m rná délka textu 
slovních úloh se pohybovala kolem p ti ádk , výjimkou nebyly úlohy s textem nad deset 
ádk . Vždy byla podrobn  popsána p evážn  praktická situace, na niž m l student aplikovat 

                                                
16 Povále ná u ebnice na rozdíl od p edcházející neobsahovala nap íklad slovní úlohu o splácení dluhu N mecka 
za škody zp sobené v první sv tové válce, v teoretické ásti nebyla uvedena srovnávací tabulka p i azení pojm
v itel, dlužník, jistina, úrok termín m domácí, nájemník, byt, inže. Velkou zm nu zaznamenalo také zna ení 
kapitol a podkapitol. D ív jší u ebnice byla rozd lena na šest paragraf  a íslování pod ástí bylo od jedni ky 
v prvním paragrafu až po osmat icítku v šestém paragrafu. Nov jší u ebnice zna ila kapitoly ímskými íslicemi 
a jejich ásti arabskými íslicemi vždy od jedné. 
17 O zm nách výuky finan ní matematiky na našich st edních školách viz nap . [9], [10], [11]. 
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své znalosti. „Um lé“ úlohy byly z eteln  v menšin . Ve výkladových ástech s adou 
komentovaných ešených p íklad  se pracovalo s obecným vyjád ením neznámé ze vzorce 
bez p edešlého dosazení ísel. íselné hodnoty se dosazovaly až v záv ru. Výsledky úloh na 
procvi ení si studenti mohli ov it v záv re ném oddíle Výsledky. U slovních úloh byla 
d sledn  vyžadována odpov  celou v tou. 

7 Záv r 

P ínos Eduarda echa k rozvoji matematiky p ekro il hranice našeho státu. Jeho 
odborné práce ovlivnily vývoj diferenciální geometrie a topologie, jeho u ebnice 
zanechaly podn tné didaktické myšlenky pro další autory, jeho populariza ní publikace 
p itáhly pozornost ve ejnosti.18 Jeho p ísp vek eskoslovenské a sv tové matematice 
i jejímu vyu ování nelze ani dnes opomíjet.19
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JAKUB FILIP KULIK V OLOMOUCI, 
ŠTÝRSKÉM HRADCI A PRAZE 

LUBOŠ MORAVEC

Abstract: The main aim of the article is to map the life and teaching activities of Jakub 
Filip Kulik (1793–1863) in Olomouc, Graz and Prague. He came from Lviv, but since his 
21 years he lived subsequently in these three cities and worked there as a university 
professor of mathematics, physics or astronomy. 

1 P ipomenutí osobnosti J. F. Kulika 

Jakub Filip Kulik se narodil 1. kv tna 1793 v hali ském Lvov , kde vystudoval 
gymnázium a filosofickou fakultu tamní univerzity. P sobil jako profesor matematiky, 
fyziky, resp. astronomie na vysokých školách v Olomouci, Štýrském Hradci a Praze. 

Krom  pedagogické innosti je znám rozsáhlou prací v teorii ísel, p edevším 
sestavováním rozli ných tabulek prvo ísel a d litel . Jeho nejv tším dílem z této oblasti 
je nedokon ený osmisvazkový rukopis tabulek nejmenších d litel ísel od 3 033 001 do 
100 330 201.1

V noval se také aplikované matematice; mezi jeho všeobecn  známá díla pat í 
i tisícileté kalendá e a matematické tabulky pro technickou praxi. Sepsal vysokoškolské 
u ebnice matematiky, resp. fyziky a práce s matematickou a fyzikální tématikou 
publikoval v dobových odborných asopisech (nap . Zeitschrift für Physik und 
Mathematik nebo Abhandlungen der königlichen bömischen Gesellschaft der Wissen-
schaften).2

2 Olomouc 

Univerzita v Olomouci3 byla založena jako jezuitská kolej v roce 1566. Promo ní 
právo získala roku 1573, výuka na filosofické fakult 4 za ala roku 1576. Škola 
pokra ovala v innosti i po zrušení jezuitského ádu, avšak pouze do roku 1778, kdy byla 
p eložena do Brna. Po p ti letech byla navrácena do Olomouce, ovšem byla omezena na 
lyceum5 bez možnosti ud lovat hodnost magistra. Jako ádná a plnohodnotná univerzita 
byla obnovena až roku 1827. 

                                                          
1 Rukopis Magnus Canon divisorum pro omnibus numeris per 2, 3 et 5 non divisibilibus et numerorum 
primorum interjacentium ad milies centena milia je uložen v Archivu Akademie v d ve Vídni. Více viz [6, 11].  
2 Podrobn ji o Kulikov  život  a díle viz [7, 8]. 
3 Sou asná Univerzita Palackého v Olomouci. Základní informace o historii samotné univerzity a podrobný 
popis výuky matematiky lze najít v [9]. 
4 Matematika byla vyu ována práv  na filosofických fakultách; studium na nich bylo chápáno jako p íprava pro 
postup na další fakulty. Sou ástí povinné výuky byl obvykle kurz elementární matematiky. 
5 Císa  Josef II. v rámci reformy univerzitního školství ponechal v monarchii jen t i univerzity – ve Vídni, 
v Praze a ve Lvov . 
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Na po átku 19. století vyu oval v Olomouci matematiku Franz Konrad Bartl,6 který 
na tamní univerzit  p sobil až do své smrti roku 1813. Po roce 1805 p ednášel latinsky 
v prvním ro níku elementární a aplikovanou matematiku (9 hodin týdn ), ve druhém pak 
pouze aplikovanou matematiku (4 hodiny týdn ). Jako základní studijní literaturu 
doporu oval Wolffovy u ebnice7 a své vlastní spisy. Po jeho smrti byla výuka 
matematiky dva roky suplována. 

Roku 1814 byl vypsán konkurz na místo profesora elementární matematiky 
v Olomouci. Jakub Filip Kulik tehdy na p ání otce studoval práva ve Lvov . Jeho velkou 
zálibou však byla matematika a na tento konkurz se bez v domí otce p ihlásil. I p es sv j 
velmi nízký v k projevil nejlepší kvalifikaci a konkurz vyhrál. Dne 14. listopadu 1814 
byl ustanoven ádným profesorem elementární matematiky. Studium práv proto 
nedokon il. 

P ednášet za al až v akademickém roce 1815/1816. Vedl latinské p ednášky z ele-
mentární matematiky v rozsahu 7 hodin týdn ; doporu oval Appeltauerovu u ebnici8

a své vlastní poznámky. Krom  tohoto povinného kurzu plánoval také t íletý kurz 
volných p ednášek z vyšší a aplikované matematiky, jehož sou ástí m la být vyšší 
analýza, aplikace matematiky v mechanice nebo astronomii a historie matematiky. 
Vzhledem k tomu, že p sobil v Olomouci pouze jeden rok, byl z n j realizován 
pravd podobn  jen první ro ník v rozsahu šesti hodin týdn . V letním semestru se 
J. F. Kulik podílel také na výuce užívání praktických geometrických nástroj
p i astronomickém pozorování. 

Krom  výuky se v noval i dalším aktivitám v etn  takových, které nem ly žádnou 
p ímou souvislost s matematikou. Vytvo il nap íklad systematický soupis lastur 
vlastn ných filosofickou fakultou.9  

Po jediném roce výuky J. F. Kulik Olomouc opustil a odešel na lyceum do Štýrského 
Hradce. Jeho nástupcem se po krátkém suplování stal Joannes Fuchs.10 D vody jeho 
krátkého olomouckého pobytu nejsou zatím z dochovaných archívních materiál  dob e 
rekonstruovatelné. 

                                                          
6 Franz Konrad Bartl (1750–1813) byl pražský matematik a fyzik, autor n kolika u ebnic matematiky a fyziky. 
V letech 1779 až 1782 p sobil jako mimo ádný profesor elementární matematiky na pražské univerzit , poté 
odešel do Olomouce, kde na postu profesora elementární a aplikované matematiky setrval až do své smrti. Více 
viz http://cs.wikipedia.org/wiki/Franz_Konrad_Bartl.
7 Wolff Ch.: Anfangsgründe aller mathematischen Wissenschaften. Frankfurt und Leipzig, 1750. Christian Wolff 
(1679–1754) byl slavný n mecký filosof. P sobil jako soukromý docent na univerzit  v Lipsku (1703 až 1706) 
a jako profesor matematiky a p írodní filosofie na univerzitách v Halle (1706 až 1723, 1743 až 1754) 
a v Marburgu (1723 až 1743). Více viz http://de.wikipedia.org/wiki/Christian_Wolff_(Universalgelehrter). 
8 Appeltauer I.: Elementorum matheseos pureo. Vindobona et Trieste, 1814–1817, 344 + 414 stran. Ignaz 
Appeltauer, též uvád ný jako Appeltaner, (1769–1829) byl profesorem matematiky na víde ské univerzit . Více 
viz Poggendorff J. C.: Biographisch-Literarisches Handwörterbuch der exakten Naturwissenschaften. Band I, 
Leipzig, 1863, str. 53. 
9 Kulik J. Ph.: Die Conchylien-Sammlung der philosphischen Facultaet an dem k. k. Lyceum in Olmütz in einem 
systematischen Verzeichnisse. Olmütz, 1816. 
10 Joannes Fuchs, též uvád ný jako Johann Fux, (1785–1848) byl rakouský piarista, který p sobil nejprve jako 
st edoškolský u itel. P ed p íchodem do Olomouce, kde setrval až do své smrti, byl profesorem filosofie na 
univerzit  v ernovicích (1815 až 1818). Mimo jiné p eložil Appeltauerovu u ebnici Elementorum matheseos 
pureo (Appeltauer I.: Elementar-Mathematik. Wien und Triest, 1825). Více viz [9]. 
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3 Štýrský Hradec 

Univerzita ve Štýrském Hradci11 byla založena roku 1585 rakouským arcivévodou 
Karlem II. V roce 1782 byla stejn  jako olomoucká univerzita transformována na pouhé 
lyceum. Status ádné univerzity jí byl navrácen až roku 1827 císa em Františkem I. 

Fyziku a aplikovanou matematiku na zdejší filosofické fakult  od roku 1806 vyu oval 
Johann Philipp Neumann,12 který p ednášky vedl podle vlastní u ebnice.13 Po jeho 
odchodu p išel na místo profesora fyziky a aplikované matematiky J. F. Kulik. 

První p ednášky vedl v akademickém roce 1816/1817; jako literaturu k nim 
doporu oval Döttlerovu u ebnici.14 Po dobu jeho výuky patrn  nedocházelo k v tším 
zm nám, a tak výše uvedenou knihu používal tém  do konce svého p sobení na štýrsko-
hradeckém lyceu, pouze ji postupn  dopl oval vlastními poznámkami. V posledním roce 
své výuky (1825/1826) však v seznamu p ednášek15 uvedl nov  vydanou t ídílnou 
Baugartnerovu knihu nazvanou Naturlehre.16

Od roku 1817/1818 J. F. Kulik p ednášel astronomii také na štýrskohradeckém 
Joanneu.17 Na této technické škole byl nejspíše jejím prvním vyu ujícím. Kurzy vedl 
podle Bohnenbergerovy Astronomie.18

J. F. Kulik ve Štýrském Hradci v roce 1822 p edložil diserta ní práci De phaenomenis 
Iridis – ist  fyzikální pojednání v nované problematice duhy. Toto téma bylo asté ve 
v deckých pracích vzniklých na jezuitských univerzitách v 17. a 18. století.19 Je pravd -
podobné, že na n  J. F. Kulik navazoval. Za práci získal doktorát filosofie. Pln  se mu tak 
otev el prostor k další akademické karié e, nebo  již v následujícím akademickém roce 
1822/23 byl zvolen rektorem filosofické fakulty lycea. 

                                                          
11 Sou asná Karl-Franzens-Universität Graz, více o historii viz http://de.wikipedia.org/wiki/Universität_Graz
a http://www.uni-graz.at/. 
12 Johann Philipp Neumann (1774–1849) byl rakouský fyzik a básník narozený v T ebí i. Ze Štýrského Hradce 
odešel na víde skou polytechniku, kde p sobil jako profesor (1815 až 1845) a knihovník (1816 až 1843). Více 
viz http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Philipp_Neumann. 
13 Neumann J. Ph.: Compendiaria Physicae Institutio. Graecii, 1808. 
14 Döttler R.: Elementa Physicae mathematico-experimentalis in usum auditorum suorum conscripta. 
Vindobona, 1815, 529 stran. Remigius Döttler (1748–1812) byl rakouský piarista, p sobil jako profesor fyziky 
na víde ské univerzit . Více viz Poggendorff J. C.: Biographisch-Literarisches Handwörterbuch der exakten 
Naturwissenschaften. Band I., Leipzig, 1863, str. 586. 
15 Seznam p ednášek a další informace o historii výuky matematiky a fyziky viz [15]. 
16 Baumgartner A.: Die Naturlehre nach ihrem gegenwärtigen Zustande, mit Rücksicht auf mathematische 
Begründung. Wien, 1824. Andreas von Baumgartner (1793–1865) byl rakouský fyzik a politik. V letech 1817 až 
1823 p sobil jako profesor fyziky na lyceu v Olomouci, od roku 1823 u il fyziku a aplikovanou matematiku na 
univerzit  ve Vídni. Po roce 1833 se musel kv li onemocn ní krku univerzitní výuky vzdát a pracoval na 
editelských postech v n kolika podnicích. Roku 1848 byl jmenován ministrem hornictví a ve ejných prací, ímž 

byla nastartována jeho politická kariéra. Více viz http://de.wikipedia.org/wiki/Andreas_von_Baumgartner. 
17 Dnešní Technische Universität Graz byla založena jako technická škola roku 1811 arcivévodou Johannem. 
Výuka zpo átku zahrnovala fyziku, chemii, astronomii, mineralogii, botaniku a technologii. Postupn  byly 
p idávány další obory. Více viz http://de.wikipedia.org/wiki/Technische_Universität_Graz#Geschichte. 
18 Bohnenberger J.: Astronomie. Tübingen, 1811, 710 stran. Johann Gottlieb Friedrich von Bohnenberger 
(1765–1831) byl v letech 1798 až 1831 profesorem matematiky a astronomie na univerzit  v Tübingenu. Více 
viz http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Gottlieb_Friedrich_von_Bohnenberger. 
19 Tématu se v novali nap íklad Baltasar Conradus nebo Jan Nepomuk Polanský. Podrobn ji o historii optiky na 
jezuitských školách viz http://www.jcmf.cz/lib/i_hopto.html#kap211b.  
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Obr. 1: Ukázka z Kulikovy diserta ní práce 

B hem svého pobytu ve Štýrském Hradci se J. F. Kulik stal velmi oblíbeným 
u itelem a za al zde také publikovat své první práce,20 p esto roku 1826 odešel do 
Prahy. Jeho nástupcem na lyceu byl jmenován Ferdinand Hessler,21 který zde 
nejprve p sobil jako suplent, pozd ji jako ádný profesor. 

4 Praha – první období (1826 až 1849) 

Pražskou univerzitu není nutné p edstavovat. Její filosofická fakulta m la na 
po átku 19. století dv  matematické stolice – stolici elementární matematiky 
a stolici vyšší matematiky. Stolice elementární matematiky zajiš ovala výuku zá-
kladního kurzu, který byl povinný pro všechny studenty. Jeho cílem bylo dopln ní, 
prohloubení, upevn ní a rozší ení st edoškolských znalostí student . Úkolem stolice 
vyšší matematiky bylo vypisovat volné (nepovinné) p ednášky z pokro ilejších 
partií matematiky, které sloužily k rozší ení znalostí student  a jako p íprava pro 
studium mechaniky, astronomie apod. 

Stolici elementární matematiky vedl od roku 1805 profesor Josef Ladislav 
Jandera.22 Na stolici vyšší matematiky p sobil František Josef Gerstner.23 Jeho 

                                                          
20 V letech 1817 až 1826 publikoval šest monografií (p edevším rozli né matematické tabulky) a dva odborné 
lánky pojednávající o fyzikální problémech v hodiná ství a v kávovarnictví. 

21 Ferdinand Hessler (1803–1865) byl v letech 1826 až 1835 profesorem fyziky a aplikované matematiky na 
štýrskohradeckém lyceu, v letech 1835 až 1844 na univerzit  v Praze a roku 1844 se stal profesorem fyziky na 
víde ské polytechnice, kde p sobil až do své smrti. Více viz [10]. 
22 Josef Ladislav Jandera (1776–1857) byl eský matematik a kn z (p íslušník premonstrátského ádu). Bývá 
oce ován p edevším pro svou dlouholetou pedagogickou innost na pražské univerzit  (v letech 1803 až 1805 
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p ednášky tvo ily t íletý kurz, v n mž byla probírána vyšší analýza, mechanika 
i hydraulika. Jeho obdobu cht l J. F. Kulik realizovat již p i svém p sobení v Olo-
mouci. Po Gerstnerov  odchodu, který zap í inil jeho zhoršující se zdravotní stav, 
tuto stolici od roku 1823 nejprve suplovali Franz Krži  a Franz Xaver Moth,24 roku 
1826 na ni nastoupil J. F. Kulik. 

J. F. Kulik za al na pražské univerzit  u it od akademického roku 1826/1827. 
Kurz vyšší matematiky omezil na dvouletý; pro oba ro níky p ednášel n mecky t i 
hodiny týdn 25 v zimním i letním semestru. Tuto podobu lekcí zachoval až do roku 
1848/1849. Výuka na univerzitách byla tehdy totiž svázána p ísnými p edpisy, a tak 
J. F. Kulik nemohl provád t zásadn jší zm ny bez souhlasu z Vídn . V pr b hu let 
alespo  postupn  inovoval doporu ovanou literaturu. Nejprve v seznamech 
p ednášek [12,13] uvád l Ettingshausenovu dvoudílnou u ebnici26 – první díl pro 
první ro ník, druhý díl pro druhý ro ník. Tato kniha mu z ejm  p íliš nevyhovovala, 
protože již roku 1831 vydal první vydání své u ebnice Lehrbuch der höheren 
Analysis [5]. Oficiáln  doporu enou pro první ro ník se tato kniha stala až od 
akademického roku 1839/1840 (asi vlivem dlouhého schvalování ve Vídni). Je však 
pravd podobné, že ji doporu oval student m již d íve. 

Tato tém  p tisetstránková u ebnice, rozd lená na ty i základní kapitoly 
(Metoda neur itých koeficient , Diferenciální a integrální po et, K ivky jednoduché 
k ivosti, K ivky a plochy dvojí k ivosti) však byla po oficiálním schválení doporu-
ena pouze ty i roky. 

V roce 1839/1840 se v seznamu p ednášek objevila nová u ebnice pro druhý 
ro ník p ednášek z vyšší matematiky. Jednalo se o druhý díl Poissonovy knihy 
Lehrbuch der Mechanik,27 i ona byla používána jen následující ty i roky. 

K další zm n  v doporu ované literatu e došlo v akademickém roce 1843/1844, 
v jehož pr b hu vyšly dv  Kulikovy knihy – druhé vydání vyšší analýzy [5] a nová 
u ebnice vyšší mechaniky [4]. Již v tomto akademickém roce byly ob  uvedeny 
v seznamu p ednášek jako základní literatura. 

                                                                                                                                                                                       
suplent, v letech 1805 až 1857 profesor elementární matematiky). Více viz Otavová M.: Ladislav Jandera – 
sou asník Bernarda Bolzana. In Be vá  J., Be vá ová M. (ed.): 30. mezinárodní konference Historie 
matematiky, Matfyzpress, Praha, 2009, str. 164–166.
23 František Josef Gerstner (1756–1832) byl eský matematik a fyzik. P sobil jako profesor vyšší matematiky na 
pražské univerzit  (1787 až 1822) a na polytechnickém ústavu v Praze (1806 až 1832), jehož byl editelem 
a zárove  na n m p ednášel mechaniku a hydrauliku. Na po átku 19. století se podílel na reorganizaci 
rakouského technického školství. Více viz [10] a http://cs.wikipedia.org/wiki/František_Josef_Gerstner. 
24 Franz Xaver Moth (1802–1879) pracoval jako st edoškolský profesor v Dolním Rakousku, v letech 1849 až 
1879 byl profesorem elementární matematiky na univerzit  ve Vídni. V noval se p edevším diferenciálnímu 
po tu. Více viz [10]. 
25 Výjimku tvo ily roky 1827/1828 a 1828/1829, kdy byla p ednáška pro první ro ník dotována ty mi hodinami 
týdn . 
26 Ettingshausen A.: Vorlesungen über die höhere Matematik. Wien, 1827, 443 + 240. Andreas von 
Ettingshausen (1796–1878) byl profesorem fyziky na univerzit  v Insbrucku a pozd ji p ednášel vyšší 
matematiku na víde ské univerzit . Více viz Würzbach C.: Biographisches Lexikon des Kaiserthurms 
Oesterreich. Band IV, Wien, 1858, str. 109–110. 
27 Poisson S. D.: Lehrbuch der Mechanik. II. Theil, Berlin, 1836, 603 stran. Siméon Denis Poisson (1781–1840) 
byl významný francouzský matematik, fyzik a geometr. Od roku 1802 p sobil jako suplent na École 
Polytechnique; roku 1806 se zde stal profesorem – nástupcem Jeana Baptiste Josepha Fouriera (1768–1830), 
kterého Napoleon Bonaparte odeslal do Grenoblu. Více viz http://en.wikipedia.org/wiki/Siméon_Denis_Poisson. 
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Druhé vydání analýzy J. F. Kulik zna n  rozší il – u ebnici rozd lil do dvou 
tém ty setstránkových svazk  (Lehrbuch der höheren Arithmetik und Algebra 
a Die Integralrechnung und die analytische Geometrie). První svazek obsahoval t i 
základní kapitoly. V první – Aritmetika – p ipomn l základy aritmetiky, vyložil 
d litelnost, et zové zlomky, mocniny a odmocniny, binomickou v tu a logaritmy. 
Druhou kapitolu pojmenoval Algebra a zmínil v ní práci s polynomy, Fermatovu 
v tu, primitivní ko eny polynom , ešení rovnic (v etn  rovnic vyšších ád ) 
a aritmetické i geometrické posloupnosti. Poslední kapitolu prvního svazku 
nazvanou Algebraická analýza v noval funkcím – vyložil zde metodu neur itých 
koeficient , goniometrické funkce, diferenciální po et, Taylorovu v tu a numerické 
metody ešení rovnic. 

Druhý svazek rozd lil také na t i základní kapitoly. První z nich, která je celkov
ozna ována jako tvrtá, je nazvána Integrální po et. Byl v ní výklad od elemen-
tárních integrál  až k integrování diferenciálních rovnic. Následující kapitola 
Rovinná geometrie obsahovala krom  úplných základ  (nap . ur ování te en) také 
problematiku k ivek druhých i vyšších stup  (kardioida, konchoida, logaritmická 
spirála, epicykloida atd.). Poslední kapitola dvousvazkového díla nazvaná Geometrie 
v prostoru pojednávala o sférické trigonometrii v etn  jejího použití v astronomii i 
geografii, o plochách prvního a druhého stupn , o k ivkách dvojí k ivosti, 
o objemech t les a varia ním po tu. 

Obr. 2: Titulní listy obou vydání Kulikovy analýzy 
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J. F. Kulik v p edmluv  p edeslal, že u ebnice má sloužit p edevším k p íprav
na další studium matematiky. Jejím cílem tedy nebylo ani pe liv  vyložit nejnov jší 
poznatky, ani p edvést d slednou výstavbu matematiky, proto z stala na úrovni 
Eulerových kompendií. Nové poznatky za azovala nesystematicky a z ídka, mnohdy 
navíc nep íliš p esn . I p esto lze podle po tu doposud zachovaných výtisk  soudit, 
že se jednalo o pom rn  rozší enou a mezi studenty oblíbenou knihu. 

Obr. 3: Kulikova u ebnice vyšší mechaniky 
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Ve vyšší mechanice [4] shrnul své poznatky a zkušenosti z tém  dvaceti let 
univerzitních p ednášek. Vyložil statiku pevných t les, dynamiku, hydrostatiku, 
hydrodynamiku a hydrauliku. Jednotlivá témata doplnil aplikacemi a ukázkami 
z praxe. 

V letech 1837/1838, 1838/1839 a 1845/1846 J. F. Kulik suploval na univerzit
také výuku teoretické a praktické astronomie. Její asová dotace byla nejprve ty i 
hodiny týdn , v roce 1845/46 už jen dv  hodiny týdn . P ednášel podle t ídílné 
Schubertovy u ebnice.28 Krom  výuky p sobil na univerzit  také v akademických 
funkcích, nap íklad roku 1829 byl d kanem filosofické fakulty.

 J. F. Kulik se nev noval jen výuce a odborné práci, velké zm ny se udály v jeho 
osobním život . Dne 4. listopadu 1828 se ve Lvov  oženil s dcerou zámožného 
lvovského ob ana Kate inou Deglovou (1809–1883). V roce 1837 se mu narodil syn 
Justin, který se pozd ji stal významným pražským právníkem. O ty i roky pozd ji 
p išla na sv t i dcera Angela, jež se pozd ji provdala za rytí e Antonína Randu, 
známého profesora ob anského práva na pražské univerzit  (více viz [3]). Díky jeho 
rodin  byla zachována ást Kulikovy korespondence [16]. 

V dob  pražského p sobení se J. F. Kulik v noval samoz ejm  i v decké práci. 
Publikoval n kolik knih a odborných lánk 29 a aktivn  pracoval také v Královské 
eské spole nosti nauk. Roku 1831 se stal jejím mimo ádným a o rok pozd ji 
ádným lenem. P i zasedáních matematické sekce p ednesl n kolik p ísp vk  na 

téma teorie ísel. Zastával v ní také r zné funkce – v letech 1833 až 1840 byl 
knihovníkem, roku 1837 direktorem a v letech 1840 až 1841 jednatelem mate-
matického odboru. 

5 Praha – druhé období (1849 až 1863) 

Reforma školství z let 1848 až 1849 zm nila pom ry i na pražské univerzit  (více 
viz [1]). Rozší ení výuky matematiky na st edních školách umožnilo zrušit 
univerzitní kurz elementární matematiky. Filosofická fakulta tak získala dv
rovnocenné stolice matematiky. Profesor J. L. Jandera nov  vypisoval výb rové 
p ednášky na nejr zn jší témata (i p esto, že byl již v penzi). Po roce 1850 p išel na 
Janderovu stolici nový profesor Wilhelm Matzka.30 Nové p edpisy p inesly svobodu 
v p ednášení; výuka matematiky se zna n  rozší ila, a to jak z hlediska asové 
dotace, tak okruhem a náplní probíraných témat.  

J. F. Kulik vedl matematicky a fyzikáln  zam ené p ednášky v celkovém 
rozsahu 4 až 10 hodin týdn . V každém semestru vypisoval kurzy zam ené na 

                                                          
28 Schubert F. T.: Theoretische Astronomie. Petersburg, 1798. Friedrich Theodor von Schubert (1758–1825) byl 
od roku 1785 astronomem na Akademii v d v Petrohrad . Napsal adu spis  o astronomii. Více viz 
http://de.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Theodor_von_Schubert. 
29 V letech 1827 až 1849 publikoval sedm matematických, resp. fyzikálních monografií a dev t odborných 
lánk  pojednávajících v tšinou o teorii ísel nebo vyšší geometrii. 

30 Wilhelm Matzka (1798–1891) byl d lost elcem rakouské armády a profesorem matematiky na sborové škole 
ve Vídni, na lyceu v Tarnovu, na pražské technice a nakonec na pražské univerzit . Více viz Chocholová M.: 
Wilhelm Matzka (1798–1891) a jeho práce z teorie determinant . In: Be vá ová M. (ed.): 28. mezinárodní 
konference Historie matematiky, Matfyzpress, Praha, 2007, str. 41–44. 
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n kolik r zných témat. 
Jeho záb r byl široký – 
diferenciální a integ-
rální po et, vyšší ana-
lýza, vyšší geometrie, 
teorie rovnic vyšších 
stup , vyšší mechanika 
a hydrodynamika v etn
aplikací, astronomie, ale 
také chronologie i té-
mata související s histo-
rií matematiky. 

V seznamech p ed-
nášek pražské filoso-
fické fakulty nalezneme 
v daném období n kolik 
zajímavostí. Nap íklad 
v akademickém roce 
1851/1852 J. F. Kulik 
vedl praktické cvi ení 
z astronomie – pozo-
rování hv zd na no ní 
obloze. P estože v Praze 
po celou dobu svého 
p sobení p ednášel n -
mecky, v akademickém 
roce 1853/1854 m l dva 
kurzy vyu ované v la-
tin . Zvláštní byl i rok 
1855/1856, kdy ze za-
tím nezjišt ných p í in 
v bec neu il v letním 
semestru. V zimním se-
mestru roku 1862/63 m l vypsánu pouze jedinou t íhodinovou p ednášku z vyšší 
analýzy. Tentokrát bylo pravd podobným d vodem onemocn ní, nebo  dne 28. úno-
ra 1863 ve v ku 69 let J. F. Kulik zem el. Zda a v jakém rozsahu zimní semestr 
odu il, z stává zatím otázkou. Stolici vyšší matematiky po jeho úmrtí p evzal Karl 
Hornstein.31

I po roce 1849 se J. F. Kulik nev noval pouze pedagogické innosti. Nadále se 
angažoval v Královské eské spole nosti nauk, a to nejen jako adový len. Roku 
1860 byl op t direktorem a v letech 1861 až 1863 pokladníkem. Stal se také velkým 
podporovatelem studentského Spolku pro volné p ednášky z matematiky a fysiky, 
z n hož roku 1869 vznikla Jednota eských mathematik . T sn  p ed smrtí mu 

Obr. 4: Jakub Filip Kulik ve vyšším v ku. Z rodinného archivu 

                                                          
31 Karl Hornstein (1824–1882) byl astronom a pedagog. P sobil na hv zdárnách ve Vídni a v Krakov , vyu oval 
na gymnáziu ve Vídni a pozd ji se stal profesorem matematiky nejprve ve Štýrském Hradci a následn  na 
pražské univerzit , kde p ednášel p edevším astronomii. Od roku 1867 byl editelem hv zdárny v Klementinu. 
Více viz [10]. 
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odkázal v tšinu své soukromé odborné knihovny. Jednalo se o tém  800 svazk
a jeho knihovna se tak stala dobrým základem budoucí knihovny Jednoty. 
V sou asnosti jsou Kulikovy knihy sou ástí fondu Knihovny Matematického ústavu 
Akademie v d eské republiky. V n m lze nalézt také záznam Kulikových p ednášek 
z mechaniky vedených v akademickém roce 1840/1841, které zapsal Václav 
Šimerka.32  

6 Záv r 

I p esto, že je všeobecn  známa jen Kulikova práce z teorie ísel, výše uvedené 
informace ukazují, že byl i významným pedagogem, který ovlivnil mnoho student –
matematik  i nematematik  na školách ve Štýrském Hradci a v Praze. Pat il ke 
vst ícným a oblíbeným u itel m, na n ž studenti rádi vzpomínali. Uve me 
vzpomínku profesora Gabriela Blažka [14]:33

Jakub Filip Kulik byl v té dob  již sta i kým pánem, hubené, kostnaté postavy 
a nápadn  zapadlých lící. P ednášel t ikráte týdn  obden po dvou hodinách, od 9–11

Obr. 5: Šimerk v zápis Kulikovy vyšší mechaniky 

                                                          
32 Václav Šimerka (1819–1887) byl eský katolický kn z a u itel matematiky, který v letech 1853 až 1862 
vyu oval na gymnáziu v eských Bud jovicích a pozd ji p sobil jako fará  na r zných místech v echách. 
Sepsal n kolik u ebnic a odborných prací. Více viz [10]. 
33 Gabriel Blažek (1842–1910) byl eský matematik a politik. V roce 1864 se stal asistentem profesora Andrease 
von Ettingshausena; od roku 1866 byl mimo ádným a v letech 1871 až 1907 ádným profesorem matematiky na 
pražské polytechnice. Pat il k zakladatel m Spolku pro volné p ednášky z matematiky a fyziky. Více viz [1, 2] 
a http://cs.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Blažek. 
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hodin dopoledne, a sice od 9–10 hodiny úvod do vyšší analyse a do po tu 
differenciálního a integrálního, od 10–11 hodiny n kterou partii vyšší mechaniky na 
základ  vyšší analyse. Vykládal doslovn  podle svých knih, jež s nevšední liberálností 
darovával každému ze svých poslucha , ovšem i leckterému, jenž toho nebyl valn
hoden, nebo  u antikvá  Kulikových knih se jen hemžilo. P ednášel velmi rychle, což 
seznati lze již z toho, že týdn  3hodinnou p ednáškou vy erpal celý po et differenciální 
a integrální za zimní semestr. ídil se dle staré školy, nenávid l differenciální pom ry 
a tvo il rad ji differenciály. Kulik mluvil polským p ízvukem, vyslovuje k a q velmi tvrd
a ost e. Nullu jmenoval pravideln  zéro. Co typická postava pražská zamyšlen  krá el 
obden k desáté hodin  z Vodi kovy ulice Husovou t ídou ku Klementinu, pojídaje p l 
housky po cest ; druhou polovici požil v p estávce mezi první a druhou svou p ednáškou. 
Byl v literatu e mathematické velmi obeznalý, ve styku s poslucha i velmi vlídný 
a zdvo ilý, a  t chto styk  nevyhledával. Jeho výklady net šily se té pozornosti, jíž by 
byly zasluhovaly, pon vadž Kulik zkušebním komisa em nebyl. 

Velmi mile byl spolek p ekvapen, když spolku neo ekávan  daroval velkou ást 
své knihovny. Když záhy po tomto velkomyslném daru Kulik zem el, všichni jsme byli 
p esv d eni, že toliko v p edtuše blížícího se konce rozlou il se s milými družkami 
svých studií. Vd n  jsme nesli jeho t lesné poz statky z bytu ve Vodi kov  ulici skrz 
Klementinum p es Karl v most až k Újezdské brán . 
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LADISLAV JANDERA A P STOVÁNÍ PO ETNÍ 
ZDATNOSTI NA PRAŽSKÉ UNIVERSIT

MIROSLAVA OTAVOVÁ

Abstract: L. Jandera, the definitive professor at the Prague University in years 1805 – 
1857, follower of Stanislav Vydra and head of the department of elementary 
mathematics. The Latin textbook Prima calculi exponentialis elementa, published in 
1812, illustrates his accent to computational algorithms and precision explanation with 
exact definition of mathematical concepts.  

1 Výuka matematiky na pražské universit  v 1. polovin  19. století 

Nejvýznamn jší matematik, který p sobil v echách v první polovin  19. století, je 
bezesporu Bernard Bolzano (1781–1848). Jeho dílo však vešlo do pov domí evropské 
odborné ve ejnosti až s velkým zpožd ním a ani v echách mimo úzký okruh 
Bolzanových soukromých žák  nebylo p íliš známé. Ur ující vliv na ší ení 
matematického vzd lání m la samoz ejm  universita, kde byla matematika za azena do 
povinného programu 1. ro níku studia na filosofické fakult . Osobností, která 
representuje výuku matematiky v tomto období, je Ladislav Josef Jandera.  

Pokud je dnes p i studiu matematiky jeho jméno v bec zmín no, pak v jediné 
souvislosti – Jandera je ten, jemuž p i obsazování Vydrovou smrtí uvoln né katedry 
matematiky byla dána p ednost p ed Bolzanem. Už tato samotná informace nestaví 
Janderu do p íznivého sv tla a m že být p i neznalosti dobového kontextu vykládána 
jako jedna z mnoha k ivd zp sobených Bolzanovi b hem jeho universitního p sobení. 
I když zvlášt  z našeho asového horizontu je srovnání Janderova a Bolzanova p ínosu 
pro rozvoj matematiky mimo diskusi, je na míst  zaujmout stanovisko oprošt né od 
apriorních klišé. 

Josef Jandera, vrstevník a p ítel Bolzan v, se narodil roku 1776 v Ho icích 
v Podkrkonoší. Po absolvování gymnasia v Hradci Králové studoval filosofii a teologii na 
pražské universit . Velký vliv na n j m l jeho i Bolzan v u itel matematiky Stanislav 
Vydra. V roce 1800 Jandera vstoupil do premonstrátského kláštera na Strahov  (od té 
doby užívá eholní jméno Ladislav) a krátce na to p ijal kn žské sv cení. Premonstrátský 
ád v celé své historii klade d raz na intelektuální aktivity, v deckou innost a výuku na 

školách. Svým len m p itom zajiš uje nejen materiální zajišt ní, ale i záštitu instituce. 
Jandera proto i nadále pokra oval ve studiu matematiky a po složení rigorosa se r. 1804 
stal doktorem filosofie. Po Vydrov  smrti si oba p átelé podali žádost o katedru 
matematiky, Bolzano se navíc hlásil i na nov  ustavenou stolici teologie ur enou pro 
výuku náboženství student  filosofické fakulty. (Katedra pro pokro ilé studium na 
teologické fakult  samoz ejm  existovala na universit  už od jejího založení.) Na tomto 
míst  je vhodné p ipomenout, že od poslední t etiny 18. století byly na pražské universit
dv  katedry matematiky – elementární a vyšší. Katedru vyšší matematiky v letech 1788 
až 1823 držel F. J. Gerstner, jeho p ednášky v té dob  zapisovalo kolem 10 poslucha
ro n , menší ást tvo ili studenti university, v tšinou se jednalo o zájemce z polytech-
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niky. Úkolem držitele katedry elementární matematiky byla výuka matematiky 
v 1. ro níku filosofického studia (tzv. logika). Jednalo se tedy o p ednášku masovou, 
která p edstavovala pro u itele zna né asové zatížení. V letech 1772 až 1804 zde p sobil 
Stanislav Vydra. Práv  na tuto katedru se hlásili Jandera s Bolzanem. Komise hodnotila 
oba uchaze e jako zp sobilé, ádným profesorem matematiky byl jmenován díky 
p edchozí pedagogické praxi 29letý Jandera, o 5 let mladší Bolzano získal katedru 
náboženství.  

2 Janderovo u itelské p sobení  

  
Vzhledem k ur ení katedry elementární matematiky, jejíž p ednášky zapisovalo ro n

v pr m ru 300 student  (absolvování kursu bylo povinné i pro poslucha e, kte í 
plánovali studium na právnické, léka ské nebo teologické fakult ), obsahová nápl
nep esahovala oblast sou asné st edoškolské matematiky, ve srovnání s dneškem je 
výrazný akcent na zvládnutí složitých po etních algoritm , které v sou asné dob
ustoupily do pozadí a jsou v cí výpo etní techniky (aproximace odmocnin, práce 
s logaritmy etc.).  

Obr. 1: P íloha v [1] s induk ním krokem v d kazu binomické v ty 

Ve svých p ednáškách Jandera navazoval na svého p edch dce a velký vzor 
Stanislava Vydru. (V roce 1806 vydal jeho eskou u ebnici Po átkové arytmetyky.) 
Musel však p edevším respektovat z Vídn  závazn  p edepsanou literaturu, nebo
veškerá universitní výuka podléhala státnímu dozoru. Tato okolnost sehrála svoji roli 
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i v sesazení Bolzanov  v roce 1819. Sta í p ipomenout lavinu udání, když Bolzano 
odmítal p ednášet bez úprav podle schválené Frintovy u ebnice náboženství, která 
obsahovala chyby. P átelský vztah Jandery a Bolzana možná dokresluje následující 
skute nost: Od roku 1808 byl direktorem filosofických studií na pražské universit
strahovský opat Milo Grun, tedy Jander v eholní p edstavený, který Bolzana hájil 
a povolil mu p ednášet podle osobního p esv d ení. Po Grunov  smrti 1816 však jeho 
nástupce prohlásil Bolzanovy výklady za zhoubné a netrvalo dlouho a Bolzano byl 
penzionován.  

Pro Jander v kurs byla doporu enou literaturou u ebnice Ignáce Appeltauera. Jandera 
ji respektuje tematicky, ale uv domuje si její nedostatky. U Appeltauera chybí 
jednozna né vymezení matematických pojm , u obtížn jších partií je patrné, že je autor 
p ejímá odjinud bez hlubšího pochopení. Janderovou devizou b hem celého p lstoletého 
p sobení je podle sv dectví jeho žák  (nap . J. Durdík) jasnost a srozumitelnost 
p ednášek. Precisnost výkladu ilustruje Janderova vlastní latinsky psaná u ebnice Prima 
calculi exponentialis elementa nova partim methodo in usum auditorum suorum 
proposita [1] z roku 1812. Pod hlavi kou „exponenciálního kalkulu“ se skrývá 
st edoškolská algebra, ovšem d kladn  vybudovaná ve stylu definice – v ta – d kaz 
s akribií p ipomínající výklady Jarníkovy. Jandera nejd íve mapuje vlastnosti p irozených 
ísel, studuje prvo ísla, upozor uje na specifika zápisu ísel v dekadické soustav .  

Obr. 2: Ukázka odvození n-té mocniny mnoho lenu v [1] 

T žišt m kapitoly De numeris exponentialibus je exaktní zavedení mocniny ísla 
nejprve jako ozna ení pro sou in kone ného po tu stejných initel  v p ípad
p irozeného exponentu, poté zobecn ní pro záporný celý exponent. P ípad s exponentem 
ve tvaru p evrácené hodnoty p irozeného ísla n, tj. n-tou odmocninu, definuje jako ko en 
p íslušné rovnice, tedy radix gradus n-ti ex A, a proto na rozdíl od sou asných zvyklostí 
doporu uje zna ení r, „signum r e litera r raptim scripta”, tj. písmenem „r” chvatn
psaným. P i této p íležitosti vyloží též rozdíl mezi ísly racionálními a iracionálními. 
V kapitole De logarithmis využije p ipravenou teorii k definici logaritmu ísla p i 
libovolném p ípustném základu jako exponentu a tvrzení pro logaritmy pak získá jako 
d sledky formulí z p edchozí kapitoly. P vabná je Janderova zmínka o etymologii slova 
logaritmus z eckého logón arithmos (voln  p eloženo „ íslo dávající smysl”). Kapitola 
De elevatione numerorum ad potentias rozvíjí p edchozí myšlenky sm rem k po etnímu 
kalkulu a odvozování algebraických formulí. Je d kladn  dokázána binomická v ta 
(indukcí – viz obr. 1), poté zobecn na postupn  pro celý záporný exponent (zde je 
komentován nekone ný po et len  rozvoje a náznakov  zmín na konvergence této 
ady). Jiné zobecn ní binomické v ty se týká n-té mocniny mnoho lenu o libovolném 

kone ném po tu s ítanc . I toto tvrzení je dokázáno indukcí, tentokrát p es po et s ítanc
(viz obr. 2). Tyto formule umož ují v kapitole De extractione radicum vybudovat 
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algoritmy, jejichž význam byl dnes potla en užíváním výpo etní techniky. Práv  z v ty 
o n-té mocnin  mnoho lenu odvozuje Jandera numerický postup aproximace n-té 
odmocniny libovolného zadaného ísla. Po etní p íklady uvedené v textu se pohybují od 
druhé do šesté odmocniny, odmocn nec bývá n kdy i íslo devíticiferné. 

Dokladem, že tyto partie u ebního textu se výrazn  uplat ovaly i p i výuce, sv d í 
vlastní rukopisy Janderových p ednášek [2] z roku 1853, kdy vedl pokro ilý kurs 
z diferenciálního a integrálního po tu. P i výpo tu integrálu z p evrácené hodnoty 
odmocniny dvoj lenu krom p ímé integrace upozor uje na možnost aproximovat 
integrand s využitím zobecn ného binomického rozvoje z [1].  

Když v 90. letech minulého století klášterní knihovna restituovala poz stalosti 
p íslušník  strahovské kanonie, ve fondu Literárního archivu PNP v Praze z staly 
Janderovy materiály v rozsahu sedmi karton . Podle popisu [4] provedeného v 70. letech 
Pavlem K ivským obsahují další universitní p ednášky, matematické spisy a zejména 
Sbírku úloh z matematiky [3]. Tato Sbírka však ve skute nosti není cvi ebnicí, jak by 
nazna ovalo K ivského ozna ení, ale souborem více než 1600 volných lístk
osmerkového formátu se zadáním p íklad , které byly patrn  užívány p i zkouškách. 
Soubor zjevn  pokrývá celou dobu Janderova p sobení, zadání jsou zpo átku v latin , 
pozd ji v n m in . Po et úloh kolísá mezi 4 a 5. Tematicky se pohybují v oblasti 
sou asné st edoškolské matematiky, náro nost po etních p íklad  je však výrazn  vyšší. 
Na rozdíl od sou asné doby se testuje schopnost provád t numerické postupy, kterým je 
v nována tak velká pozornost v [1] (aproximace odmocnin, práce s logaritmy etc.). 
Velmi asto jsou zadávány soustavy 2 lineárních, resp kvadratických i iracionálních 
rovnic o 2 neznámých v závislosti na 2 nebo 3 parametrech. Vyskytují se p íklady na 
geometrickou posloupnost, binomickou formuli i požadavek dokázat algebraické tvrzení. 
I to je d kazem nezanedbatelné míry matematického vzd lání typického absolventa 
university té doby bez ohledu na obor studia, by  pouze v oblasti po etní zdatnosti.  
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T I ROKY V ZÍM V D LITELNOSTI 

KAREL PAZOUREK

Abstract: Divisibility of numbers and polynomials can be found to be an uncomplicated 
part of secondary education of mathematics. However it faces some didactical problems. 
We show especially a problem of existence of integer factorization and termination 
of Euclidean algorithm. 

1 Úvod 

D litelnost je obvykle prezentována jako jednoduchá a základní partie st edoškolské 
matematiky. Po t íletém studiu d litelnosti jsem dosp l k názoru, že toto tvrzení je 
pravdivé pouze áste n . V následujícím textu si p edstavíme n kolik bod , ve kterých se 
st etává didaktická a teoretická stránka d litelnosti. 

2 Induktivní charakter d litelnosti a jiné nesnáze 

2.1 Dva p ístupy k d litelnosti 

D litelnost (p irozených) ísel je v eských st edoškolských u ebnicích vystav na 
vesm s následovn : Za íná se s pojmem d litelnosti, d litele a násobku. Poté se dokazují 
základní tvrzení (nap . o d litelnosti sou tu a rozdílu). Zavádí se pojmy prvo íslo, 
složené íslo, spole ný násobek, spole ný d litel, soud lná a nesoud lná ísla. Další 
možný postup je dvojí. Bu  je uveden prvo íselný rozklad, nebo Eukleid v algoritmus. 

Použití prvo íselného rozkladu se zdá být názorn jší. D litele a násobky sestavujeme 
z p íslušných initel  pomocí násobení. Snadno se i ov í vztah 

( ) ( ) abbaNSNbaNSD =⋅ ;; , Nba ∈, . 
Rovn ž m žeme snadno popsat po et d litel  daného ísla. 

Oproti tomu Eukleid v algoritmus vychází z d lení, tedy základního procesu 
d litelnosti. D lení tak lze prost ednictvím Eukleidova algoritmu opakovat a upev ovat. 
Eukleid v algoritmus pro polynomy umož uje procvi ovat d lení polynom . Pokud 
po ítáme p íklady, ve kterých volíme vhodné celo íselné násobky d lenc  a d litel
v r zných krocích algoritmu, ukazujeme na rozdíl mezi d litelností p irozených ísel 
a polynom  – nejednozna nost nejv tšího spole ného d litele. Zobecníme-li dále 
algoritmus i pro délku úse ek (jak nazna il Hora [3]), dosp jeme se k nesoum itelnosti 
(a odtud i k iracionálním a racionálním ísl m; tento sm r však v u ebnicích není ani 
nazna en). 

2.2 Induktivní charakter pojm  d litelnosti 

V u ebnicích vydaných do první poloviny 20. století jsou asto prezentovány oba 
postupy. Je však t eba si uv domit, že je tak in no s úmyslným zaml ením induktivní 
povahy obou postup : indukce (pop . dobré uspo ádání p irozených ísel) u Eukleidova 
algoritmu zaru uje kone nost algoritmu, u prvo íselného rozkladu jeho existenci. 
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Kone nost Eukleidova algoritmu komentuje nap íklad Šimerka [4]: D lení takové 
musí se jednou ukon iti; pon vadž každý zbytek menší jest než d litel jemu náležící, tak že 
ísla ta stále klesají a zápornými státi se nemohou. (str. 56)  

Hora [3] nastínil kone nost algoritmu takto: … jest patrno, že p i takovémto d lení 
n který zbytek musí se rovnati nulle, pon vadž jest zbytek pokaždé íslo celistvé 
a nejmén  o 1 menší nežli d litel, jenž byl zbytkem p edešlým. (str. 46) 

Existence prvo íselného rozkladu plyne z existence prvo íselného d litele 
libovolného ísla a jeho opakovaném hledání. A práv  v tomto opakování je indukce 
schována. Stejn  jako Šimerka uvedl u Eukleidova algoritmu, m žeme konstatovat, že 
opakované hledání prvo íselného d litele se zastaví, protože tento d litel je vždy (až na 
poslední krok, kdy hledáme prvo íselný d litel prvo ísla) menší než samo íslo a d litel 
záporný být nem že. Jiné zd vodn ní se m že opírat o dobré uspo ádání p irozených 
ísel, ostatn  poznámky v tomto smyslu se v n kterých algebrách vyskytují. Nap íklad 

Hora [3] napsal: Každé složené íslo možná rozvésti aspo  na dva initele; jsou-li to ísla 
složená, lze je op t rozvésti na initele, kte ížto jsou bu  již prvo ísla aneb op t ísla 
složená; pokra ujeme-li v posledním p ípad  v rozvád ní, musíme posléz obdržeti pouhé 
prvo initele. Kdyby bylo jinak, muselo by dané íslo se skládati z nekone ného množství 
initel  vesm s v tších nežli 1, muselo by tedy samo býti nekone né, což se neshoduje 

s podmínkou. (str. 43–44). 

2.3 D litelnost polynom  dvou prom nných 

D litelnost polynom  byla b žn  probírána v u ebnicích pro vyšší odd lení gymnázií, 
reálných gymnázií a reálek v 19. století a na za átku 20. století.  Postupn  však 
ustupovala do pozadí. P itom d lení polynom  a n které metody ešení algebraických 
rovnic lze pomocí d litelnosti názorn  dokreslit.  

Zajímavé p íklady k Eukleidovu algoritmu z teoretického a didaktického hlediska 
nalezneme ve Fleischerov  algeb e [2]. Hledá se zde nejv tší spole ný d litel polynom

dvou prom nných, nap . 
3223 33 axaaxx −+−  a 

22 45 aaxx +− . Z teorie ale víme, že 
obecn  v oboru polynom  dvou prom nných nemusí Eukleid v algoritmus pro dva dané 
polynomy vést k nalezení jejich nejv tšího spole ného d litele. 

2.4 D litelnost zpam ti 

V u ebnicích pro nižší odd lení st edních škol se vyskytují p íklady na po ítání 
zpam ti. V Mukov  u ebnici [4] se hledají nap íklad nejmenší spole né násobky dvojic 
(nap . 5 a 12, 5 a 15, ale i 32 a 48, 20 a 45), trojic (nap . 2, 3 a 7; 9, 18, a 54; 8, 12 a 18), 
tve ic, p tic, šestic (nap . 2, 3, 4, 6 a 8), a dokonce jedné sedmice (nap . 2, 3, 4, 5, 10, 

12, 15). Zpam ti se zde zkoumá soud lnost dvojic, trojic i tve ic (nap . 35, 49, 70, 84) 
ísel, nejv tší spole ný d litel dvojic a trojic ísel (nap . 18, 45, 63). 

V n kterých u ebnicích není výslovn  zna eno, že se mají dané úlohy ešit zpam ti, 
lze však o nich tak soudit z jejich umíst ní mezi prvními cvi eními a použití malých 
ísel. V u ebnicích ur ených pro vyšší odd lení škol se po ítání zpam ti v d litelnosti 

neobjevuje. 

2.5 Možný kompromis mezi teorií a praxí 

Zajímavý p ístup k otázce, zda vykládat d litelnost více prakticky než teoreticky, je 
zvolen v u ebnici [1]. Ve výkladu prvo íselného rozkladu je konstatováno: Je patrné, že 
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tak m žeme rozložiti každé íslo na prvo initele. Dá se dokázat, že dojdeme vždy k témuž 
výsledku, i když rozklad provádíme r znými zp soby (viz o tom l. 7). (str. 17) Tedy 
existence rozkladu je pokládána za samoz ejmou. 

lánek 7. Jednozna nost rozkladu na prvo initele v záv ru kapitoly o d litelnosti je 
glosován poznámkou pod arou: V tomto lánku dokážeme jednozna nost rozkladu na 
prvo initele. Je ur en pro ty žáky, které zajímá p esné matematické usuzování, a m že být 
p i vyu ování vynechán. (str. 35) Po ty ech tvrzeních o násobcích a spole ných 
násobcích jsou zde vyslovena a dokázána t i tvrzení o prvo íslech: 

Jestliže ani íslo a, ani íslo b není násobkem prvo ísla p, potom také sou in ab není 
násobkem prvo ísla p. (str. 37) 

Jestliže žádné z ísel a1, a2, a3, …není násobkem prvo ísla p, potom také sou in všech 
ísel … není násobkem prvo ísla p. (str. 38) 

Žádné íslo se nedá dv ma r znými zp soby rozložit na prvo initele, jestliže ovšem 
rozklady, které se liší pouze po ádkem initel , nap . 

532260 ⋅⋅⋅= , 252360 ⋅⋅⋅= , 

považujeme za dva stejné rozklady. (str. 38) 

Tvrzení v této u ebnici jsou nazývána pou ky. 

3 Záv r 

Ml ení o matematické indukci má zjevn  didaktický d vod: Je to idea p íliš složitá 
pro žáky úvodních ro ník , a  už nižšího nebo vyššího gymnázia, ve kterých se 
d litelnost probírá. Stejn  tak se bere jako samoz ejmost dobré uspo ádání p irozených 
ísel. 

Rovn ž hlavní význam d litelnosti (a teorie ísel v bec) ve st edoškolské matematice 
je vid n v podpo e dalších oblastí – p edevším práce se zlomky a lomenými výrazy. 
Protože je toto téma pro žáky relativn  snadno p ístupné, používají se poznatky 
d litelnosti k demonstraci d kazových metod – paradoxn  se základní kámen d litelnosti, 
prvo íselný rozklad, vykládá bez d kazu existence. 

D litelnost považujeme asto za nezajímavé téma, ale s odstupem a nadhledem se 
mohou díky ní p ed námi vyno it znepokojivé didaktické otázky. M j odstup a nadhled si 
vyžádal t i roky. 
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GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ: 
UNIVERZÁLNÍ E

DAVID PELIKÁN

Abstract: This article reports about Leibniz’s attemption to create new language that 
would be easy, popular and that contains syntactic method how to verify the true 
sentences. Leibniz created sufficient theory how to make the language, but it was too 
difficult to use it. In spite of that difficulty we can show some great ideas in his 
attemption. 

1 Historické pozadí 

1.1 Leibnizova univerzální e

Leibniz se narodil v roce 1646, v dob  zvýšeného zájmu vzd lanc  o jazyk, avšak 
rovn ž v dob , kdy se jiní velcí u enci1 snažili vytvo it jazyk um lý. Také u Leibnize je 
patrný zájem o vytvo ení nové e i. Text [1], ze kterého v tomto lánku budu vycházet, 
sepsal Leibniz v roce 1678, i když však pozd ji tuto myšlenku opustil, i nadále se snažil 
vytvo it univerzální e  na jiném základu. 

1.2 Gödelovo íslování 

Když v roce 1931 v [2] Kurt Gödel zavedl íslování formulí aritmetiky p irozenými 
ísly, jednalo se o významnou ást jeho d kazu v t o neúplnosti. Dnes podobné kódování 

používáme nap íklad pro kódování kone ných posloupností p irozených ísel. Jak si však 
ukážeme pozd ji, podobné myšlenky byly k nalezení už v práci Leibnizov . 

2 Univerzální e

1.3 Požadavky na novou e

Když se Leibniz snažil vytvo it novou e , kladl na ni n kolik požadavk . N které 
požadavky jsou zcela p irozené. Mezi n  pat í. že se tato e  musí dát lehce nau it, lehce 
používat, lehce zapamatovat, ale také že musí být p íjemná a po všech stránkách 
dokonalá. Krom  t chto požadavk  m l však ješt  jeden neobvyklý. Tímto požadavkem 
bylo, že tento jazyk musí obsahovat metodu na rozpoznávání pravdivých v t a platných 
úsudk .2 Pro tento požadavek Leibniz našel inspiraci v jazyce matematiky. Všímá si, že 
v jazyce matematiky nelze íci v tu, která není pravdivá (dokazatelná), protože p ímo 
v jazyce matematiky existuje postup, jak ov it její pravdivost. V ta, u které se tato 
pravdivost nedá ov it, se pak íci nesmí. 

Aby bylo možné dosáhnout požadavk , které Leibniz m l, bylo by nutné zobrazit 
p irozený sv t p ímo ve struktu e této nové e i. Leibniz se toho snažil dosáhnout pomocí 
charakteristických ísel. 

                                                          
1 Nap íklad Francis Bacon nebo René Descartes. 
2 Je z ejmé, že Leibniz uvažuje metodu, která používá ist  syntaktických prost edk .  
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1.4 Vytvá ení nové e i 

Jak bylo e eno výše, Leibniz nejprve pot eboval p i adit všem pojm m reálného 
sv ta n jaké charakteristické íslo. Tato ísla ale nemohou být vybírána náhodn . Je 
d ležité rozlišovat základní pojmy a pojmy složené.3 Základním pojm m musí být 
p i azeny prvo ísla, pojm m složeným pak ísla složená. P i emž íslo, kterým bude 
charakterizován n jaký složený pojem, se získá tak, že se vynásobí ísla t ch základních 
pojm , ze kterých se výsledný pojem skládá. To nap íklad znamená, že pojem 
s charakteristickým íslem 969 musí mít vlastnost s charakteristickým íslem 51, a i tato 
vlastnost se musí skládat z jiných vlastností s charakteristickými ísly 3 a 17. P i azení 
základních pojm  k prvo ísl m si Leibniz p edstavoval tak, že se vytvo í jakási 
encyklopedie. O ní se vyjád il: „Myslím, že by to mohlo urobi  n ko ko vybraných udí 
za pä  rokov; za dva roky by bezpe nou metódou kalkulu mohli spracova  tie náuky, 
ktoré sú v praktickom živote nejpotrebnejšie, totiž morálku a metafyziku.“4

Další ásti procesu vytvá ení této e i už Leibniz rozpracoval více podrobn . N které 
dokonce v n kolika variantách. Dále se budu v novat pouze jedné z t chto variant.  

V okamžiku, kdy by byly všechny pojmy sv ta charakterizovány n jakým íslem, 
bylo by možné mluvit jen v t chto íslech. Leibniz si ale uv domuje, že mluvit v íslech 
je velmi nepohodlné. Proto navrhl tení ísel jiným zp sobem tak, aby jejich tení bylo 
více p íjemné. Leibniz si uv domuje, že každé íslo zapsané v desítkové soustav 5 je 
p esn  ur eno svými ciframi, a každá cifra je p esn  ur ena svým ádem a íslicí. To 
znamená, že sta í najít zp sob, jak jednoduše p e íst ád a íslici každé cifry. Leibniz to 
eší následujícím zp sobem: každé z íslic 1 až 9 p i adí jednu souhlásku (b, c, ..., m). 

Stejným zp sobem ádu jednotek p i adí samohlásku a, ádu desítek samohlásku e, 
obdobn  pak ád m stovek, tisíc  a desetitisíc  samohlásky i, o, u. Pokud by bylo 
pot eba, tak pro vyšší ády Leibniz navrhuje použití dvojhlásek.6 V tomto okamžiku je 
každá cifra p esn  ur ena dvojicí hlásek. Každá dvojice hlásek pak tvo í slabiku. To 
znamená, že každá slabika ur uje jednu cifru, a naopak každá cifra ur uje jednu slabiku. 
Pokud ze všech slabik, které získáme z jednotlivých cifer daného ísla, utvo íme slovo,7

utvo ili jsme vlastn  kratší a jednodušší zp sob, jak dané íslo p e íst.8  

Posledním a zásadním procesem p i vytvá ení nové e i je vytvo ení kalkulu, pomocí 
kterého by bylo možné ov ovat platnost úsudk . Leibniz jako ukázku p edvádí 
jednoduchý kalkul pro obecné kladné výroky.9 Tento kalkul pracuje se t emi základními 

                                                          
3 Na tomto míst  je pot eba íci, že Leibniz zastává teorii, že každý pojem je jednozna n  ur en n kolika 
(kone n  mnoha) základními pojmy (vlastnostmi). Tyto základní pojmy jsou dále ned litelné. 
4 P eklad Ján Šebestík v [3]. 
5 Odkaz na desítkovou soustavu je zcela na míst , protože Leibniz uvažoval i o použití jiných íselných soustav, 
pokud by byly vhodn jší než soustava desítková. 
6 Pro podrobn jší vysv tlení viz [3]. 
7 P i emž na po adí jednotlivých slabik nezáleží. 
8 Je z ejmé, že bez použití dvojhlásek lze takto íst jen ísla od 1 do 99 999. S použitím dvojhlásek se jejich 
po et zv tší. I p esto se m že zdát, vzhledem ke zp sobu jakým vytvá í charakteristická ísla pojm , že takto lze 
íst pouze ísla nedostate n  velká. Myslím, že tato námitka je oprávn ná, Leibniz ji však neuvažuje. 

9 Obecnými kladnými výroky v tomto p ípad  jsou myšleny výroky typu „a je b“, kde a a b jsou n jaké pojmy, 
které pro tento p ípad m žeme ztotožnit s jejich charakteristickými ísly. Obdobn  ve v t  „ab je c“ pojem ab
znamená pojem složený z pojm a a b. 
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v tami (dnes bychom ekli se t emi axiomy) a jedním základním úsudkem (dnes bychom 
ekli s jedním odvozovacím pravidlem). Základní v ty jsou: „ab je a“; „ba je a“;10

„a je a“. Základním úsudkem je pak: Jestliže „a je b“ a „b je c“, tak „a je c“. Pomocí 
t chto základních pravidel pak generuje platné úsudky.11

Dá se tedy íci, že i když Leibniz nedokázal vytvo it e , která by spl ovala ty 
podmínky, které si stanovil,12 objevil n kolik zajímavých myšlenek. P edevším pokus 
o aplikaci formálního kalkulu v oblasti ov ování platnosti úsudk , ale také jakési 
„kódování“ objekt  p irozeného sv ta p irozenými ísly. 

3 Gödelovo íslování 

1.5 Kódování v jazyce aritmetiky 

Pro pot eby d kazu v t o neúplnosti Kurt Gödel pot eboval zakódovat formule 
predikátové logiky, rozší ené o jazyk aritmetiky, pomocí p irozených ísel. Toto 
kódování provedl následujícím zp sobem. 

Nejprve se rozhodl, jaké symboly v zápisu formule bude považovat za základní, 
a které vezme jako odvozené. To nap íklad znamená, že nebude používat symbol „  “ 
pro implikaci, protože jej m že odstranit pomocí symbol  pro disjunkci a negaci.13 Dále 
si všímá, že zápis každé formule aritmetiky je kone nou posloupností symbol . A to bu
symbol  pro logické konstanty, nebo pro prom nné n kterého typu.14 Protože logických 
konstant je pouze kone n  mnoho a prom nných každého typu je nejvýše spo etn
mnoho, lze každému symbolu p i adit n jaké p irozené íslo. Gödel p i azuje logickým 
konstantám lichá ísla od 1 do 13 a prom nným n-tého typu n-té mocniny prvo ísel v tší 
než 13. V tomto okamžiku m že kódovat jakoukoli formuli (transformovanou tak, aby 
obsahovala jen povolené symboly) jako kone nou posloupnost nenulových p irozených 
ísel. Každá kone ná posloupnost p irozených ísel lze zakódovat p irozeným íslem. 

Gödel ji kóduje následujícím zp sobem. Nejprve každé pozici p i adí odpovídající 
prvo íslo. To znamená, že k první pozici p i adí první prvo íslo, ke druhé pozici druhé 
prvo íslo a k n-té pozici n-té prvo íslo. Následn  všechna prvo ísla umocní na íslo na 
odpovídající pozici a tyto mocniny mezi sebou vynásobí. Nap íklad jednoduchá formule 
„s(0)=0“ lze napsat jako posloupnost „3; 11; 1; 13; 289; 1“15, která m že být kódována 
íslem 23·311·51·713·11289·131. To je rovno p ibližn  8,186·10319 . 

Pro pot eby d kazu v t o neúplnosti je podstatné, že celé toto kódování lze provést 
uvnit  aritmetiky. Z hlediska našeho srovnání je však zajímavé to, že Gödel p i azuje 

                                                          
10 Je zajímavé, že a koli Leibniz vytvá í charakteristická ísla pomocí neuspo ádaného vý tu vlastností, pro 
pot eby kalkulu rozlišuje po adí jednotlivých složek. 
11 Pro podrobn jší vysv tlení a ukázku odvození úsudku viz [3]. 
12 I kdyby byla takto vytvá ená e  realizovatelná, byl by výsledek p íliš složitý pro jakékoli (natož b žné) 
použití. 
13 Toto omezení jen na jednodušší sadu logických konstant není d ležité z hlediska vlastního kódování. Jeho 
význam spo ívá pouze v zjednodušení vlastního teoretického aparátu. 
14 Gödel používá syntax více ádové predikátové logiky. To znamená, že prom nné prvního typu jsou 
individuové prom nné, prom nné druhého typu jsou prvo ádové predikáty, prom nné t etího typu jsou 
druho ádové predikáty atd. 
15 Gödel neuvažuje „=“ mezi základními konstantami, ale jako prom nnou druhého typu, kterou definuje pomocí 
druho ádové definice. Více viz [2]. 
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každému znaku n jaké prvo íslo (mocninu prvo ísla) a výsledný kód formule pak získá 
jejich vynásobením. 

4 Záv r 

1.6 Shrnutí 

V tomto lánku jsem se pokusil rámcov  p edstavit jeden z pokus  o vytvo ení 
univerzálního jazyka. V rámci tohoto pokusu Leibniz vytvo il pom rn  rozsáhlý 
teoretický aparát, jenž je zajímavý zejména pro vytvo ení kalkulu generujícího pravdivé 
v ty,16 a také pro pokus o íslování objekt  reálného sv ta p irozenými ísly. 

Dále jsem se pokusil ukázat na zajímavou schodu mezi Leibnizovým íslováním 
objekt  reálného sv ta a Gödelovým íslováním formulí predikátové logiky. V obou 
p ípadech se pomocí prvo ísel kódují základní pojmy, p ípadn  konkrétní znak. Jejich 
vynásobením lze následn  získat p íslušný složený pojem p ípadn  konkrétní formuli. 
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KAZIMIERZ ORAWSKI  
AND THE CRACOW MATHEMATICAL SCHOOL 

ZDZISŁAW POGODA

Abstract: Kazimierz orawski was one of greatest mathematicians working in Cracow 
(Kraków) at the end of the XIXth century. We will review orawski’s most important results, 
in particular those in geometry, published, forgotten and then rediscovered. We will pay 
attention to the significance of his activities in Cracow and their influence on the development 
of the Cracow center and of mathematics in Poland. 

Kazimierz orawski 
22.06.1866 – 23.01.1953 

In between the wars two strong mathematical centres were created in Poland: 

- Lvov where then new functional analysis was being developed. Among the most 
prominent representatives we should mention Hugo Steinhaus, Stefan Banach, 
Stanisław Mazur, Juliusz P. Schauder, and Stanisław Ulam. 

- Warsaw where the foundations of mathematics, topology and the theory of real 
functions were the main domains of research. Zygmunt Janiszewski, Wacław 
Sierpi ski, Stefan Mazurkiewicz, Kazimierz Kuratowski, and Karol Borsuk worked at 
that time in Warsaw. 

Then we should mention Kraków (Cracow) where the classical domains such as 
mathematical analysis (calculus) and theory of differential equations were preferred as 
research topics. Stanislaw Zaremba, after his studies in Paris, settled there and worked on 



212

mathematical analysis and differential equations. However, even earlier in 1895, Kazimierz 
orawski, whose main interest was differential geometry, began his scientific work in 

Cracow. 

Topology, set theory, theory of differential equations, mathematical analysis and 
foundations of mathematics are commonly mentioned as the parts of mathematics developed 
by Poles. Differential geometry is rarely if at all mentioned although the results obtained by 
Polish mathematicians are of fundamental and durable importance. Topology and set theory 
were singled out by Zygmunt Janiszewski as young domains giving chances of quickly 
obtaining important and valuable results, which was vital to the rapid development of Polish 
mathematics. Functional analysis was being developed in Lvov due to Steinhaus and Banach, 
and their students. 

Differential geometry in its classical version of the theory of curves and surfaces was 
a mature discipline, but its generalized version was not certain of its direction of development. 
Some results later included in differential geometry, firstly, were considered as results of the 
theory of differential equations or analysis. Although differential geometry was not among the 
leading domains studied by Polish mathematicians, some of the first major results obtained by 
Poles belonged to differential geometry. Kazimierz orawski was their author. His activities 
had a major influence on the development of the Cracow centre at the Jagiellonian University. 

 Kazimierz orawski was born on 22nd June 1866 in Szczurzyn (not Szczuczyn as all 
his biographical notes say) in Ciechanów district. From 1884 to 1888 he studied at the 
Warsaw University (then a Russian university) obtaining a Russian equivalent of a Ph.D. 
degree in mathematics for a treatise in astronomy. Thanks to a Copernicus scholarship he 
studied mathematics at Leipzig and Göttingen for three years. At Leipzig he met Sophius Lie 
who then was developing the theory of continuous groups, later called the theory of Lie 
groups. This theory attracted many eminent mathematicians like Engel, Killing, Cartan, Klein, 
and Picard. orawski also became interested in this theory and its applications to differential 
geometry and various parts of mathematical analysis.  

His preferred research topic was the equivalence of two analytical or geometrical 
objects with respect to some group of transformations. His first work was dedicated to this 
problem – his Ph.D. thesis first published in Polish in Rozprawy Wydziału Matematyczno-
Przyrodniczego Akademii Umiej tno ci, the publication of the Academy of Arts and Sciences 
in Cracow (cf. [12]), and subsequently in German in Acta Mathematica (cf. [13]). 

The discussed work was written very clearly and all considerations and calculations were 
carried out up to the complete resolution of the problem. The paper was highly esteemed by 
the specialists and cited for many years. Let us recall an opinion of Sophius Lie on 

orawski’s work which can be found in the third volume of his fundamental work Theorie 
der transformationsgruppen (vol. III, p. 810, Teubner, Leipzig, 1893): 

From among Leipzig theses let us also mention a beautiful orawski’s work about 
invariants of bending […] orawski carried out difficult and complicated 
calculations with great skill which were necessary to the solution of the problem. 
Since the work belongs also to the chapter of differential invariants I mention it 
here only briefly and hope to return to it in the planned work on differential 
invariants. 
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orawski’s results were also noticed by Felix Klein and mentioned in his work on the 
development of mathematics in the XIXth century (cf. [6]). orawski is the only Polish 
mathematician mentioned by name in this book.  

To be precise, the paper dealt with the following problem: there are given two surfaces 
(or more precisely two proper patches as the problem is local) in a Euclidean space. Check 
when one of them can be obtained from the other by bending and perhaps a reflection. The 
surfaces are equipped with metrics induced from the surrounding Euclidean space. The 
metrics are defined using the fundamental forms, i.e. differential forms of suitable form 
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transforming one of the forms into the other. To that effect it is necessary to create a complete 
system of invariants of the fundamental form. By a differential invariant of rank p we 
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F, G of the fundamental form and their derivatives up to order p which does not change its 
value when transformed by elements of the group.  

orawski devised a method of determining these invariants, calculated their number for 
each order, and found effectively some. He also studied a more general problem. He 
considered the case when to the fundamental form there were added some functions of 
variables u and v, or an equation of the form )(ufv = . He presented a way how to determined 
the invariants for any of such two systems. These invariants carry the name of Beltrami and 
Minding.  

In the journal Berichte über die Verhandlungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften der math.-phys. Klasse, I 59(1907), 160–186; II 60(1908), 20–52 
(cf. [14]), he studied invariants of bending using finite transformations and differential 
invariants of quadratic forms of n variables, and in Über Invarianten gewisser Formensysteme
(ibidem 66(1914), 103–117 cf. [15])  he studied invariants of pairs of such forms. 

He was also interested in differential equations which found some applications in 
differential geometry. In the work [16] (also published in Czech) he presented a construction 
of differential invariants of the systems of such equations  
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with respect to the general group of point transformations ),...,( 1 nii xxxx =  and solved the 
corresponding equivalence problem. This work has a lot in common with some parts of 
differential geometry, which were created and developed after the publication of this paper. In 
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orawski’s considerations appear quantities λμνA , which are generalizations the coefficients of 

the parallel displacement in the space with an affine connection, i.e. of the Christoffel 
symbols. One can also find a counterpart of the covariant derivative and curvature tensor. 
There are also some generalizations of the theory of a space with an affine connection, the 
theory which was created and developed later by J. A. Schouten and H. Weyl. Naturally, it is 
a purely analytical generalization in the language of the theory of invariants without any 
geometrical interpretation of the considered quantities. orawski’s paper inspired 
constructions of geometries with more general connections, let us mention among others 
D. D. Kosambi (cf. [7]), E. Cartan (cf. [2]), and W. lebodzi ski (cf. [11]). 

In orawski’s oeuvre there are works which according to lebodzi ski (cf. [10]) are 
(purely) geometrical. Particular attention should be paid to paper Über die Differen-
tialinvarianten der Flächen in Bezug auf die lineare Gruppe und über die Translationsflächen
(Bull. Int. de l’Ac. de Cracovie 1906, 865– 901, [17])  which contains the complete systems 
of differential invariants of a subspace of the three dimensional affine space. The differential 
geometry of affine spaces was developed in the second decade of the XXth century among 
others by W.Blaschke and G. Pick, and recently has been the scene of renewed interest, 
(K. Nomizu, T. Sasaki, Affine Differential Geometry, 1993). Although orawski obtained 
some pioneering and very important results, most of them were not noticed. Let us recall 

lebodzi ski’s comments (cf. [10] and [9]). 

Regretfully, […] one has to admit that some significant results […] have 
been lost for the Polish science. It happened so as they were published 
only in Polish and because the author, of great modesty, while writing an 
introduction to his work usually belittled his achievements. Therefore 
some of his results went unnoticed, and they were rediscovered by other 
mathematicians some time later and are commonly considered as their 
scholarly achievement. 

Perhaps it is a bit strange that a scientist of that stature did not create a mathematical school 
in Cracow, similar to those of Lvov and Warsaw. In [5], Stanisław Goł b writes:  

When at the end of the XIXth century, the chair of mathematics at the 
Jagiellonian University was offered to Kazimierz orawski, a pupil of Lie, 
it seemed that this nomination would lead to a great development of 
geometry at the university. However, it turned out that orawski belonged 
to that class of recluse scientists. He had no success in bringing up young 
mathematicians. 

However, we should remember that orawski was interested in one of those well-
developed parts of mathematics and to begin a research work in one of them necessitated 
further intensive studies after graduation. It was very difficult as at that time there were no 
assistant positions for those who on one hand could help the professor with his teaching duties 
and on the other hand could be introduced into the research work. Professors were obliged to 
give both lectures and classes, and had little time to prepare advanced research lectures. 
Therefore most students of mathematics chose teachers’ careers seeing no future in research 
work. 

However, orawski through his lectures, works and personal contact influenced a few 
young men arousing in them interest in differential geometry and Lie group theory. He had 
also one student, Władysław G siorowski, whom he sent to Giessen, thanks to a scholarship 
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of the Kretkowski Foundation, where F. Engel, an eminent student of Lie, taught. In Giessen, 
G siorowski obtained a Ph.D. for the thesis [4]. Unfortunately, the premature death stopped 
the career of this talented mathematician.  

Finally, orawski’s work in Cracow was born its fruit. Antoni Hoborski, a Ph.D. 
student of Stanisław Zaremba, started to work on differential geometry. Antoni Maria 
Hoborski, born on 1st April 1879 in Tarnów, entered the Jagiellonian University in 1897 and 
began to study mathematics and physics at a very good moment as orawski was at the peak 
of his research, and in 1900 Stanisław Zaremba, already well-known for his results in the 
theory of differential equations, arrived in Cracow (cf. [5] and [9]). 

Hoborski himself did not create a school of differential geometry. However, he lectured 
regularly from 1922 to 1939 on differential geometry. The lectures notes were edited by 
S. Goł b (Geometria ró niczkowa. Cz. I Teoria krzywych – Differential Geometry. Part I 
Curves theory) and by A. Turowicz and S. Turski (cz. 2. Teoria powierzchni i zarys teorii 
tensorów – Theory of surfaces and outline of theory of tensors). In 1932–1933 he published 
two volumes on the theory of curves and was working on a book on the theory of surfaces. 
Unfortunately, the war and death in 1940 did not permit him to complete this work (cf. [5]). 

Hoborski’s work was continued by Stanisław Goł b and Władysław lebodzi ski. 
St. Goł b formalized a very important notion of a pseudogroup as well as of a concomitant 
and that of the equivalence of objects. He supervised over fifty Ph.D.’s. 

St. Goł b was not only a great scientist but also a very good teacher and tutor. He 
managed to attract group of young and talented young mathematicians and get them 
interested in the part of mathematics not so popular in Poland as some others. He was greatly 
esteemed by his former students (cf. [1] and [8]). 

Władysław lebodzi ski in Wrocław and Stanisław Goł b in Cracow, after the Second 
World War, they created mathematical centres at which regular research into various 
problems of differential geometry was carried out and important results obtained. They had 
many students, who started new research directions, which constituted important parts of the 
development of differential geometry.  

After orawski died his family received a telegram from Bronisław Knaster, Edward 
Marczewski, Hugo Steinhaus, and Władysław lebodzi ski which read: 

… we wish to express to the family of Professor Kazimierz orawski our deep 
compassion. He was the first of the scientists of his generation to bring the name 
of Poland to the forefront of world mathematics. 
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O ET ZOVCE A HYPERBOLICKÝCH 
FUNKCÍCH 

ANTONÍN SLAVÍK

Abstract: This contribution describes the early investigations of the catenary curve, i.e. 
the problem of determining the shape of a hanging cord. It is now well known that the 
result involves the hyperbolic cosine function; however, the 17th century mathematicians 
described the catenary in geometric terms, and the hyperbolic functions were introduced 
by Riccati and Lambert only later in the 18th century. 

1 et zovka 

Historie úlohy o et zovce je popsána v mnoha knihách i láncích (viz nap . [1], [2], 
[3], [4]). Galileo si jako jeden z prvních položil otázku, jaký tvar má et z zav šený ve 
dvou pevných bodech, a všiml si, že tato k ivka nápadn  p ipomíná parabolu. Huyghens 
si již uv domoval, že ve skute nosti se musí jednat o jinou k ivku. Roku 1690 byl v Acta 
Eruditorum uve ejn n lánek, kde Jakob Bernoulli vyzval ostatní matematiky, aby se 
pokusili nalézt p esný matematický popis et zovky. T i správná ešení od Johanna 
Bernoulliho, Leibnize a Huyghense byla publikována roku 1691. 

Ukažme si stru n  postup Johanna Bernoulliho. Místo et zu budeme pracovat s jeho 
idealizací, homogenním vláknem zav šeným ve dvou bodech. Matematicky je popíšeme 
jako graf funkce )(xyy = . Bez újmy na obecnosti p edpokládejme, že nejnižší bod 
et zovky P má nulovou x-ovou sou adnici. Nech Q je libovolný jiný bod o sou adnicích 

))(,( xyx . Na ást et zovky mezi body P a Q p sobí t i síly: gravita ní síla, která je 
úm rná délce oblouku PQ, vodorovná nap ová síla v bod P, která nezávisí na volb Q, 
a kone n  nap ová síla v bod Q, která má sm r te ny k et zovce. Tyto síly musejí být 
v rovnováze, tj. jejich vektorový sou et je nulový.  

Odsud je snadno vid t, že )(' xy  je p ímo úm rná délce oblouku PQ, neboli 

+=
x

dtty
c

xy
0

2)('1
1

)('

pro jistou konstantu c. Derivováním podle x dostaneme diferenciální rovnici  
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2)('1
1

)('' xy
c

xy +=        (1) 

s po áte ní podmínkou 0)0(' =y (nebo  v nule má funkce minimum). Toto byla jedna 
z prvních diferenciálních rovnic, se kterou se matematikové v 17. století setkali. 
Bernoulli ji dokázal pom rn  komplikovaným postupem vy ešit a nalézt tak tvar 
et zovky, ímž prokázal užite nost a sílu nedávno objeveného infinitezimálního po tu. 

ešením rovnice (1), které spl uje p edepsanou po áte ní podmínku, je funkce 

d
c

x
cxy +⋅= cosh)( (d je libovolná konstanta). K tomuto výsledku dojdeme nap . tak, že 

v rovnici (1) provedeme substituci zy =' . Tím dostaneme rovnici prvního ádu se 
separovanými prom nnými, kterou vy ešíme pomocí známého algoritmu. P itom je 

pot eba najít primitivní funkci + 2)('1/ xzdz , což se nejsnáze provede pomocí 

substituce tz sinh= . V lánku [4] je ukázán alternativní postup, který nep edpokládá 
znalost hyperbolických funkcí. 

Hyperbolické funkce a jejich vlastnosti však nebyly na konci 17. století ješt  známy, 
pokusme se proto p iblížit zp sob, kterým et zovku popsal Bernoulli. Pro jednoduchost 
uvažujme et zovku, která je grafem funkce 2/)(cosh)( xx eexxy −+==  (tj. položili jsme 

1=c  a 0=d ). Zvolíme-li nap . pravou polovinu této et zovky, m žeme ji popsat také 

jako funkci x  v závislosti na y , tj. )1ln( 2 −+= yyx . Tento výraz se tém  shoduje 

s délkou l oblouku paraboly 18/2 += xy  mezi body )1,0(  a ),)1(8( yy − , platí totiž 

1)1ln()4/(1 22
)1(8

0

2 −+−+=+=
−

yyydxxl
y

. 

Dodate ný len 12 −y  Bernoulli chápal jako x-ovou sou adnici bodu, který leží na 

hyperbole 122 =− xy . Jeho popis et zovky byl tedy geometrický: Bod ve výšce y

dostaneme tak, že vyjdeme z bodu v levé ásti hyperboly 122 =− xy  a posuneme se 

o vzdálenost, která je délkou oblouku paraboly 18/2 += xy . 
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2 Hyperbolické funkce 

Historii hyperbolických funkcí dob e popisuje lánek [2]. P ipome me, že 
hyperbolický sinus a kosinus jsou definovány vztahy

++++=−=
−

!7!5!32
sinh

753 xxx
x

ee
x

xx

, ++++=+=
−

!6!4!2
1

2
cosh

642 xxxee
x

xx

. 

Tyto funkce najdeme již u Eulera, zdá se však, že jim nep isuzoval v tší d ležitost 
(nezavedl pro n  ani žádné pojmenování). V jeho výpo tech hrály pomocnou roli p i 
odvozování vyjád ení sinu a kosinu pomocí nekone ných sou in ; Euler nap . zjistil, že 
platí  

+++=− −

2

2

2

2

2

2

9
1

4
11

2 πππ
xxx

x
ee xx

a z tohoto vztahu dosazením zix ⋅=  dostal známé vyjád ení sinu ve tvaru nekone ného 
sou inu. 

V tší pozornost v novali hyperbolickým funkcím až Johann Heinrich Lambert 
a Vincenzo de Riccati (syn Jacopa Riccatiho, po kterém je dnes pojmenována 
diferenciální rovnice). V práci Mémoire sur quelques propriétés remarquables des 
quantités transcendates circulaires et logarithmiques z roku 1761 (v této práci byla 
rovn ž poprvé dokázána iracionalita π ) se Lambert p edevším snažil popsat analogii 
mezi goniometrickými a hyperbolickými funkcemi. 

Zvolíme-li na kružnici 122 =+ yx  libovolný bod C, pak jeho sou adnice jsou 
)sin,(cos ttC = , kde t je velikost orientovaného úhlu OAC, ale také dvojnásobek obsahu 

kruhové výse e OAC. Lambert zjistil, že pro libovolný bod B na hyperbole 122 =− yx
platí podobný vztah, totiž )sinh,(cosh uuB = , kde u je dvojnásobek obsahu k ivo arého 
trojúhelníku OAB. Jak k tomuto poznatku dosp l? Ozna íme-li ))(),(( ugufB = , pak 
Lambert pomocí geometrických úvah našel diferenciály funkcí f a g; p i použití dnešní 
symboliky m žeme íct, že došel ke vztah m )()(' uguf = , )()(' ufug = . Uv domíme-li 
si ješt , že 1)0( =f  a 0)0( =g , pak je jasné, že Taylorovy rozvoje funkcí f a g jsou 
totožné s rozvoji hyperbolických funkcí. 

Je zajímavé, že názvy „hyperbolický sinus“ a „hyperbolický kosinus“ se objevují až 
v Lambertov  práci Observations trigonometriques z roku 1768. Lambert ozna uje za 



220

autora t chto názv  Riccatiho; ten se hyperbolickým funkcím v noval ve dvoudílné práci 
Opuscula ad res physicas et mathematicas pertinentium (1757–1762). I když Riccati 
pravd podobn  objevil výše popsaný geometrický význam hyperbolických funkcí o n co 
d íve než Lambert, zdá se, že oba dosp li ke svým objev m nezávisle. 

Není zcela jasné, kdy si matematikové uv domili, že et zovka je grafem 
hyperbolického kosinu. Tato skute nost byla nejpozd ji koncem 19. století dob e známa, 
Riccati ani Lambert se však o ní nezmi ují. 

3 P íbuzné úlohy 

S et zovkou a hyperbolickými funkcemi jsou spojeny i další zajímavé úlohy. 
Hledáme-li nap . rovinnou k ivku, která prochází zadanými dv ma body a jejíž rotací 
kolem osy x vznikne plocha s co nejmenším povrchem, dostaneme op t et zovku. 
K tomuto výsledku dosp l Euler roku 1744 a dá se pom rn  snadno odvodit užitím 
varia ního po tu. 

Roku 1675 si Robert Hooke uv domil, že ideálním tvarem klenebního oblouku je 
et zovka p eklopená podle osy x (ideální oblouk je definován podmínkou, že výslednice 

všech sil v libovolném bod  má sm r te ny k oblouku). Známým p íkladem je památník 
Gateway Arch. v St. Louis, jehož konstrukce je popsána v lánku [5]. 

Brat i Bernoulliové se také zabývali obecn jší úlohou ur it tvar zav šeného 
nehomogenního vlákna. Johann Bernoulli vy ešil i obrácenou úlohu, tj. nalezení lineární 
hustoty zav šeného vlákna, známe-li jeho tvar (viz op t [5]). 
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TRIGONOMETRIE V EVROP  15.–17. STOLETÍ 

RADKA SMÝKALOVÁ

Abstract: In this text we will talk about trigonometry in the 15th – 17th century. 

1 Úvod 

Po šesti stoletích v decky neplodného raného st edov ku (konec 5. až za átek 
12. století), kdy se evropští u enci zabývali výhradn  náboženskými a scholastickými 
úvahami, nastalo v Evrop  postupné oživování v d a um ní, které bylo spojeno se 
vznikem m stské kultury. V dob  obchodních výprav a k ižáckých válek se Evropané 
seznámili nejen s vymoženostmi východní kultury, ale i s kulturními poklady dávno 
zapomenutého antického sv ta. To vše dalo mohutný podn t k samostatné tv r í innosti 
evropských u enc . Pozvolna za íná jedno z nejkrásn jších a na památky nejbohatších 
období v d jinách Evropy – renesance. 

Neopomenutelný význam pro rozvoj matematiky m ly p eklady z e tiny 
a arabštiny do jazyka latinského, který se stal spole ným pro všechny západoevropské 
u ence té doby. Nap íklad do latiny p eložený Ptolemai v Almagest (z e tiny 
i arabštiny) mohli st edov cí evropští matematici a astronomové studovat již ve druhé 
polovin  12. století. 

Podoba a p ehlednost trigonometrických tabulek ve st edov ké Evrop  byly závislé 
na zp sobu zapisování ísel a jejich vyjad ování zlomky. S naší moderní desítkovou 
pozi ní soustavou a s indo-arabskými íslicemi byla Evropa seznámena v 8. století. Tento 
indo-arabský systém nebyl ihned p ijat širokou ve ejností, která dávala p ednost zápis m 
ísel pomocí ímských íslic. Nicmén  evropští u enci vnímali výhodu nového systému 

a nadšen  ho obhajovali. Hlavn  díky výkladu o indo-arabských íslicích v díle Liber 
abaci (1202) od Leonarda Pisánského získala desítková pozi ní soustava všeobecnou 
podporu ve v deckých kruzích. 

První trigonometrické tabulky využívající nového systému byly sestaveny okolo 
roku 1460 rakouským astronomem a matematikem Georgem Peurbachem (1423–1461). 
Narozdíl od Ptolemaia, který položil polom r kruhu r rovný 60 jednotkám a následn
délky t tiv vyjad oval pomocí šedesátinných zlomk , Peurbach kombinoval systém 
o základu šedesát se systémem o základu deset. Zvolil polom r kruhu r = 600,000 
jednotek a hodnoty trigonometrických veli in vyjad oval celými ísly v desítkovém 
systému. Peurbach v žák Regiomontanus, o n mž se více zmíníme v následujícím 
odstavci, nejd íve zv tšil polom r kruhu na r = 6,000,000, ovšem velice brzy se 
šedesátkového systému vzdal a roku 1467 sepsal první ist  desetinné trigonometrické 
tabulky p i polom ru kruhu r = 710 . Hodnoty trigonometrických veli in byly op t 
zapisovány celými ísly. P i p echodu od r = 710  ke kone nému r = 1, jak je tomu dnes, 
se význam t chto tabulek neztratil: zapsaná celá ísla se stala itateli desetinných zlomk
(desetinná árka se posunula o sedm míst doleva). Ke skute nému p echodu 
k desetinným zlomk m dosp l ve svých trigonometrických tabulkách až F. Viète. Pro 
zajímavost uvedeme Vièt v zápis hodnoty jedné z goniometrických veli in (p i r = 710 ): 
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37,540|602,8660sin =o . Svislá ára odd luje itatele zlomku od celého ísla 
(jmenovatele Viète vynechává) a árky slouží k seskupování ád  od nuly vždy po t ech. 

Dnes bychom jeho výsledek zapsali smíšeným íslem ve tvaru 510
54037

8660260sin =o . 

2 Regiomontanus 

Až do 16. století stáli u rozvoje trigonometrie hlavn  astronomové. Není tedy 
žádným p ekvapením, že jím byl i vynikající n mecký matematik Johannes Muller alias 
Regiomontanus (1436–1476), který napsal dílo O trojúhelnících všelikých knih patero – 
první evropskou práci, v níž byla trigonometrie chápána jako samostatná matematická 
disciplína. V této významné práci, která se skládala z p ti knih, Regiomontanus 
metodicky uspo ádal trigonometrické znalosti Ptolemaia a indických a arabských u enc . 
První kniha za íná zavedením základních pojm . Funkce sinus je zde uvedena po vzoru 
indické definice. Ta pravá trigonometrie (tedy ešení obecných trojúhelník ) se objevuje 
až v knize druhé. Sinová v ta, stejn  tak jako všechna ostatní pravidla, je uvedena 
pomocí slovních spojení, nikoli v symbolech. Objevuje se zde také poprvé vzorec pro 

obsah S trojúhelníka ABC ve tvaru 
2

sinαbc
S = . Je neobvyklé, že Regiomontanus nikdy 

nepoužil funkci tangens, p estože ji musel znát, a  už od svého blízkého p ítele 
Peurbacha, nebo z arabských výpo t  stín . 

Zbývající t i knihy pojednávají o sférické geometrii a trigonometrii – obou 
nezbytných nástrojích astronomie. Regiomontanus celé dílo dokon il roku 1464, avšak 
publikováno bylo až roku 1533. 

Nyní se zmíníme o jedné Regiomontanov  úloze, v níž se hledá maximum. Byla to 
mimochodem první úloha tohoto druhu od dob staro ecké matematiky. Jelikož žil 
Regiomontanus dv  st  let p ed objevením diferenciálního po tu, problém ešil 
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elementární metodou. Zadání zní: Ty AB dané délky je zav šena svisle tak, že se 
nedotýká podlahy. Vzdálenost mezi spodním koncem ty e B a podlahou je dána délkou 
úse ky BO (viz obrázek). Otázka zní: V jaké vzdálenosti od bodu O se nachází na 
podlaze bod P, z n hož je ty  vid t pod nejv tším úhlemγ ? 

3 John Napier 

V první polovin  17. století se o podstatný p ínos pro praxi trigonometrických 
výpo t  zasloužil anglický matematik John Napier (1550–1617), když roku 1614 objevil 
logaritmy. Myšlenka zavedení logaritm  má své ko eny práv  u výpo t  podle 
trigonometrických vzorc , a to ve snaze p evést sou in i podíl trigonometrických veli in 
na jejich sou et nebo rozdíl. Astronomové si totiž uv domili, že po ítání bude jednodušší 
a kratší, když hledané sou iny a podíly vypo ítají pomocí s ítání a od ítání. 

Pro rozvoj matematiky m la základní význam hlavní p írodní v da té doby – 
astronomie. Není tedy divu, že stejn  jako v Indii, rovn ž v islámských zemích byli 
matematikové v tšinou i astronomy. lánkem, který spojoval matematiku a astronomii, 
byla práv  trigonometrie. 

Dnes mluvíme o logaritmech jako o funkcích. Hlavním zájmem Napierovy doby 
však bylo sestavení logaritmických tabulek. Mezi všemi pr kopníky byl John Napier 
první, který sestavil p ímo tabulky logaritm  hodnot sin , nikoliv logaritm ísel. Znovu 
p ipome me, že ješt  v 17. století byly hodnoty sinu stále chápány jako délky. Aby dostal 
Napier požadovanou p esnost, položil 71090sin == ro  (stejn  jako Regiomontanus). Na 
ukázku uvedeme jeden ádek z Napierovy tabulky, která se sestává ze sedmi sloupc . 
První sloupec udává velikost úhlu α , druhý hodnotu sinu pro daný úhel α . V posledním 
sloupci se do teme velikost úhlu dopl kového )90( α−o  a v p edposledním hodnotu 

)90sin( α−o , což je hodnota αcos  (hodnoty sinu a kosinu jsou tedy p irozená ísla menší 

než 710 ). T etí resp. pátý sloupec uvádí tzv. Napierovy logaritmy sinu ze druhého, resp. 
kosinu ze šestého sloupce. Podle této (dnes již zapomenuté) konstrukce se “logaritmem” 
ísla x nazývalo íslo y = NapLog x ur ené rovností yx )101(10 77 −⋅= . Kone n

prost ední sloupec udává hodnotu rozdílu zápis  ve t etím a pátém sloupci, rovnou 
hodnot  Napierova logaritmu pro tangens úhlu v prvním sloupci. Jednotlivé ádky 
Napierovy tabulky odpovídají hodnotám úhlu α  s krokem 1 minuta. 
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VÝVOJ LINEÁRNÍ PERSPEKTIVY 
VE VÝTVARNÉM UM NÍ 

PETRA SURYNKOVÁ

Abstract: This contribution deals with the major development steps in using of the linear 
perspective in painting during the history. We describe principles of the linear 
perspective. We mention several incorrect methods used in imaging and focus on the 
analysis of some known artistic paintings. Applications of perspective projection are 
shown in the paper, for example non-linear perspective. 

1 Úvod 

1.1 Výtvarné um ní 

Výtvarné um ní – malí ství, socha ství i architektura, výrazn  napomohlo k rozvoji 
geometrie, matematiky a v dy v bec. P i hledání správného zobrazování prostoru se díky 
výtvarnému um ní rozvinuly techniky, které se pozd ji vyvinuly v klasické geometrické 
zobrazovací metody, jak je známe dnes. V našem pojednání se budeme zabývat p evážn
malí stvím, p i emž se zam íme pouze na jednu složku výtvarného díla. Budeme se 
v novat snaze o geometrické ovládnutí prostoru v dílech malí  a zp soby zobrazování 
trojrozm rného prostoru na ploše obrazu. Nutno podotknout, že toto hledisko rozhodn
není jediným m ítkem, podle kterého by se mohla posuzovat kvalita a velikost 
um leckého díla. N kdy je tato složka dokonce ned ležitá. Musíme si uv domit, že každá 
historická epocha má své estetické normy a své vlastní zp soby um leckého vyjad ování. 
V minulosti šlo ve v tšin  kultur o jiné priority než realistické zobrazování prostoru. 
Nemluv  o soudobém výtvarném um ní. V n kterých historických obdobích by dokonce 
realistické zobrazování prostoru ( i lépe zobrazování odpovídající lidskému vid ní) vedlo 
zcela jist  k nesprávné interpretaci zobrazované situace. 

Budeme-li studovat um lecká díla, zjistíme, že malí  vždy musí ešit t i základní 
úlohy – zobrazení postav, zobrazení vztah  mezi postavami a zobrazení prostoru, do 
n hož jsou postavy umíst ny. Alespo  jedna z t chto složek bývá v díle p ítomna.  

1.2 Lineární perspektiva 

Existuje celá ada druh  promítání, pomocí kterých lze zobrazovat prostorové útvary 
na n jakou plochu, nej ast ji rovinu. Od nepam ti se lov k snažil zobrazovat p edm ty 
a osoby kolem sebe tak, jak je vidí. Samotné vid ní je ale velmi složitý proces. Díváme-li 
se na n jaký objekt ob ma o ima, vznikají tak dva nestejné obrazy pozorovaného 
p edm tu. Náš mozek tyto dva obrazy p etransformuje do trojrozm rné podoby. Tento 
proces je ješt  mnohem komplikovan jší. Ur ité prostorové informace lze totiž získat 
i pozorováním jedním okem, protože logicky p edpokládáme nebo díky zkušenostem 
odhadujeme, jak daleko je od nás pozorovaný p edm t umíst n. 

Chceme-li v rovinném obraze co nejlépe vystihnout lidské vid ní a zobrazovat 
objekty realisticky, pracujeme s tzv. st edovým promítáním, speciáln  s lineární 
perspektivou. P ipouštíme tedy jakési zjednodušení, nebo  p edpokládáme, že objekty 
pozorujeme jen jedním okem. Pro malí ské pot eby je však tento postup dosta ující. 

St edové promítání je ur eno pr m tnou (rovina, do které promítáme) a st edem 
promítání, který v pr m tn  neleží. St edový obraz libovolného bodu prostoru r zného 
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od st edu promítání konstruujeme jako pr se ík spojnice tohoto bodu a st edu 
s pr m tnou. Spojnicím zobrazovaných bod  se st edem íkáme promítací p ímky. Aby 
bylo možno ze st edového obrazu zrekonstruovat prostorový objekt, dopl uje se st edový 
pr m t ješt  pravoúhlým pr m tem do pr m tny. 

Jediná podmínka, kterou jsme pro obecné st edové promítání vyžadovali, byla ta, aby 
st ed promítání neležel v pr m tn . Takto ale mohou vznikat velmi zkreslené obrazy. 
Chceme-li, aby se dojem vyvolaný st edovým promítáním co nejvíce p iblížil lidskému 
vid ní, musíme se ídit jistými podmínkami. Vzdálenost st edu promítání od pr m tny, 
tzv. distanci, zna íme d , volíme nejmén  20 až 25 cm, což je minimální vzdálenost, ze 
které je lidské oko schopné z eteln  pozorovat objekty. Navíc pozorovaný objekt leží 
uvnit  rota ní kuželové plochy, tzv. zorného kužele, s vrcholem ve st edu promítání, osou 
kolmou k pr m tn  a vrcholovým úhlem v rozmezí °20  až °45 . Pr nik zorného kužele 
s pr m tnou se nazývá zorné pole. Objekty, které leží mimo zorný kužel, se zobrazují 
s v tším zkreslením. Volba velikosti zorného pole vyplývá ze zkušenosti. Promítání, 
které vyhovuje t mto podmínkám, ozna ujeme jako lineární perspektivu. 

Popišme si celou situaci pomocí 
správné terminologie a uve me si 
další podmínky, které nejsou 
nezbytné, ale asto se p i zadávání 
lineární perspektivy objevují. 
Sledujme obr. 1. V lineární 
perspektiv  volíme pr m tnu ν  ve 
svislé poloze. Zobrazované p edm ty 
stojí v tšinou na vodorovné rovin
π , tzv. základní rovin , obvykle za 
pr m tnou ν . St ed promítání O
nazýváme oko a umis ujeme ho nad základní rovinu zpravidla ve výšce 1,5 – 2 m 
(odpovídá výšce lov ka). Pr m tna ν  protíná základní rovinu ve vodorovné p ímce, 
kterou nazýváme základnice a zna íme z . Hlavní bod H  je pravoúhlým pr m tem oka 
do pr m tny ν , rovina ω  vedená okem rovnob žn  se základní rovinou π  je tzv. 
obzorová rovina a její pr se nice s pr m tnou ν  je tzv. horizont, zna íme h . 
Z konstrukce plyne, že horizont prochází hlavním bodem a je rovnob žný se základnicí. 

Lineární perspektiva je ur ena, známe-li horizont, hlavní bod, distanci (tedy 
vzdálenost oka od pr m tny) a vzdálenost základnice a horizontu (tedy výšku oka). 
Perspektivním obrazem p ímky, která prochází okem, je jediný bod a to její pr se ík 
s pr m tnou .ν  K ur ení obrazu p ímky, která neprochází okem a je r znob žná 
s pr m tnou, sta í nalézt obrazy dvou jejích bod . Speciáln  se volí pr se ík p ímky 
s pr m tnou ν , tzv. stopník. Tento bod už nikam nepromítáme, protože leží v pr m tn , 
je tedy snadné sestrojit jeho obraz. Druhým bodem je obraz nevlastního bodu p ímky, 
tzv. úb žník. Sestrojíme ho jako pr se ík rovnob žky se zobrazovanou p ímkou vedené 
okem s pr m tnou ν . Úb žník p ímky m žeme také chápat jako perspektivní obraz 
bodu, který leží na této p ímce nekone n  daleko. Snadno si uv domíme, že úb žníky 
všech p ímek rovnob žných se základní rovinou leží na horizontu. Jinými slovy horizont 
je množinou úb žník  všech p ímek rovnob žných se základní rovinou. Je z ejmé, že 
p ímky, které jsou vzájemn  rovnob žné, se zobrazují do r znob žek se spole ným 
úb žníkem. Další podrobné informace o lineární perspektiv  nalezne tená  nap . ve [2]. 

Ve svých dílech úb žníky ani jiné d ležité body malí i samoz ejm  nezobrazovali. 
Ú inným a osv d eným zp sobem, jak roz lenit obraz do hloubky a usnadnit si tak 
zobrazování složit jších obrazc , bylo zakreslování tvercové dlažby, tzv. pavimenta.  

Obr. 1: Perspektivní obraz A′  bodu A
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Z tohoto d vodu byla v dobách minulých v nována nalezení správné konstrukce 
pavimenta zna ná pozornost. Obr. 2. vlevo ukazuje konstrukci perspektivního obrazu 
pavimenta v pr elné poloze, tj. jedna dvojice stran tverc  je rovnob žná se základnicí 
a druhá je tedy kolmá k pr m tn ν . P ímkám, které jsou kolmé k pr m tn ν , íkáme 
hloubkové p ímky, jejich úb žníkem je hlavní bod H . Obr. 2. vpravo znázor uje situaci 
v pr m tn ν . Sestrojeny jsou také úhlop í ky tvercové dlažby a jejich spole né 
úb žníky na horizontu. Náro n jší konstrukcí je obraz pavimenta v nepr elné poloze. 

2 Vývoj v zobrazování prostoru 

2.1 Nejstarší um ní 

Nejstarší stopy lidské um lecké innosti spadají až do prav ku – do starší doby 
kamenné. Jeskynní malby z tohoto období (cca 40 000 – 10 000 p . Kr.) p ekvapují svým 
realismem p edevším u zobrazování zví at. Osoby byly naopak zobrazovány velmi 
jednoduše, n kdy pouze symbolicky pomocí znaku nebo n jakého charakteristického 
p edm tu. D ležitou roli hrály vztahy mezi osobami, p ípadn  i zví aty. Velikost postav 
p edstavovala vztah nad azenosti i pod ízenosti, nem la zpravidla nic spole ného se 
snahou o znázorn ní prostoru, ta byla v t chto dobách minimální. 

 Více d kaz  um lecké innosti se dochovalo ze starov ku. Jednou z oblastí, kde 
malí ství zaznamenalo pokrok, byl Egypt (cca od 4. tisíciletí p . Kr.). Hlavním výtvarným 
prvkem byla obrysová kresba. Lidské t lo bylo asto zobrazováno z r zných pohled . 
Trup byl zobrazen zep edu, hlava z profilu. Nebyly tedy používány perspektivní zásady 
promítání. Velikost postav op t vyjad ovala váhu a spole enské postavení lov ka. 
Problém hloubky prostoru byl zprvu ešen pouhým p ekrýváním postav, pozd ji se ale 
objevovaly náznaky prostorového zobrazení. Obrazy byly rozd leny na pásy, které se 
kladly na sebe, p i emž každý vyšší pás znamenal ústup do hloubky. 

V tší pokrok byl zaznamenán v etruském výtvarném um ní (8. až 4. století p . Kr.). 
Postavy byly zobrazovány zcela realisticky. Docházelo k prvním pokus m o použití 
perspektivního zobrazení. P edm ty se zmenšují s rostoucí vzdáleností od pr m tny, 
navíc se obrazy rovnob žných p ímek kolmých na pr m tnu sbíhají v jednom nebo více 
blízkých úb žnících. Drobné p edm ty na obrazech ale bývaly znázorn ny spíše ve 
volném rovnob žném promítání a p ípadné nesrovnalosti byly r zn  maskovány. 

ecké um ní (8. až 4. století p . Kr.) dosahovalo zna ných úsp ch  v oblasti 
stavitelství a socha ství, v malí ství však nezaznamenalo výrazn jší úsp ch. Z pozdního 
období eckého antického malí ství se do dnešních dob nedochovalo tém  nic. 

Obr. 2: Pavimentum v pr elné poloze a jeho perspektiva

Obr 2: Pavimentum v pr elné poloze a jeho perspektiva
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V um ní antického íma (8. století p . Kr. až 5 století po Kr.) zaujímalo malí ství 
jednu z p edních pozic. Malovaly se divadelní kulisy, které m ly navodit dokonalou iluzi 
prostoru. Perspektivního zobrazování bylo využíváno p i malb  iluzivních pr hled  do 
p edstíraných prostor . D ležitým odv tvím ímského malí ství byla také knižní 
ilustrace. Po zániku ímského impéria mizí i nad je na další rozvoj perspektivního 
zobrazování. Další podrobné informace je možné nalézt nap . v [1]. 

2.2 P edrenesan ní období 

V prvních stoletích našeho letopo tu má sv j po átek k es anské um ní západních 
zemí. Po uznání k es anství byla malba úzce spjata s Písmem a omezena pouze na jeho 
ilustrování. K es anství nastolilo tvrdá dogmata, podle kterých se um lci museli ídit. 
Bylo zavrhnuto antické um ní. Zobrazovali se pouze výjevy ze života svatých a i to m lo 
svá p ísná pravidla. Jak je vid t, první k es anské doby byly malí ství i socha ství krajn
nep íznivé. V této dob  se neobjevovaly žádné pokusy o znázorn ní prostoru. 

Postupem asu se ale situace stává p ízniv jší. Pro d jiny malí ství byla zvlášt
významná doba gotiky. Gotika obnovila staré znalosti realistického ztvárn ní postav, 
dokonce se objevovaly snahy um lc  o perspektivní znázorn ní p edm t , nelze však 
ješt  hovo it o lineární perspektiv , nebo  tehdejší malí i tvo ili svá díla spíše intuitivn . 
V poslední fázi docházelo i k pokus m o realistické zobrazování prostoru. Avšak 
uv dom lé hledání zákonitostí perspektivy je prokazatelné až ke sklonku doby gotické 
a p evážn  pak v období nastupující renesance. 

Mezi p edstavitele vrcholné gotiky pat í Ambrogio di Bondone,1 zvaný Giotto, který 
jako jeden z prvních malí  usiloval o realistické zobrazování skute nosti. Jeho obrazy 
nejsou výsledkem geometrických konstrukcí, ale výsledkem intuice a dlouhodobého 
pozorování. Na tehdejší pozorovatele p sobily jeho obrazy tak ka jako skute nost, i když 
v jeho dílech nalézáme ješt  chyby v perspektivním zobrazování. Rovnob žné p ímky se 
jednou zobrazují jako rovnob žky, podruhé jako r znob žky. Ovšem jeho ztvárn ní 
s náznaky perspektivy, t lesnost postav byly základem, na n mž se mohlo dále vyvíjet 
renesan ní malí ství. 

2.3 Renesance 

Tento um lecký sloh a zárove  i historická epocha se vyzna oval zesv tšt ním, 
individualismem a návratem k antice. Um lci vid li v renesanci znovuzrození pravého 
um ní a kultury. Datuje se p ibližn  od 14. do 17. století, kolébkou nového um ní byla 
Florencie. Hospodá ský rozvoj a bohatství italských m st byly hlavními p í inami vzniku 
tohoto um leckého sm ru. Prosperita m st vedla k rozvoji stavitelství, socha ství 
i malí ství. Po ínaje renesancí za ali být významní um lci, zejména ve Florencii, 
zahrnováni poctami a spole nost je za ala pokládat za intelektuály a ne za pouhé 
emeslníky, jak tomu bylo ve st edov ku. Základem um ní byla v da. Um lci té doby 

studovali optiku, zabývali se geometrií, mechanikou, pitvali zví ecí i lidská t la, aby 
pochopili jejich anatomii, pozorovali p írodu. Celkov  se velmi zasloužili o rozvoj 
p írodních v d. 

Renesance dávala um lc m prostor pro to, aby mohli navázat na své st edov ké 
p edch dce a jejich intuitivní používání lineární perspektivy geometricky od vodnili. 
S rozvojem renesance se mezi malí i rozši ovala znalost pravidel lineární perspektivy 
                                                          

1 Italský malí  a architekt, žil v letech 1267 až 1337. Mezi jeho nejznám jší díla pat í série fresek ze života 
sv. Františka v Assisi, výzdoba kaple signora Enrika Scrovegniho v Padov  zobrazující život Panny Marie 
a Ježíše Krista. Další jeho díla jsou Vyhnání ábl  z Arezza, Sen biskup v, Vzk íšení Drusiany, Nanebevzetí 
Jana Evangelisty, … 
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a um lci t chto zásad pln  využívali. První renesan ní um lec, který si prokazateln
osvojil principy lineární perspektivy, byl Filippo Brunelleschi.2 Brunelleschi zt les oval 
renesan ní ideál všestrann  vzd laného lov ka s univerzálními zájmy. Je autorem 
mnoha matematických a architektonicko-teoretických studií. Poprvé ur il a dokázal 
základní prvky lineární perspektivy. Mezi malí i však jeho metody nebyly p íliš p ijaty. 
Leon Battista Alberti3 ve svém spise O malí ství uvedl základní poznatky o lineární 
perspektiv  v systém. Upozornil na chybnost florentské metody konstrukce pavimenta 
a popsal dv  správné konstrukce pavimenta tzv. costruzione legittima a costruzione 
albertina. Krom  skute n  p esných konstrukcí pavimenta v pr elné poloze užívali 
mnozí malí i adu dalších postup  – v tšinou ale chybných. Krom  florentské metody to 
byla nap . Holbeinova konstrukce. Chybn  zkonstruované pavimentum však nemuselo 
být na obraze nápadné. V tšinou byla zakreslena jen jeho ást a úhlop í ky tvercové 
dlažby, u kterých docházelo nej ast ji k chybnému zobrazování, se v dílech v tšinou 
nijak nezd raz ovaly. O r zných konstrukcích pavimenta se do teme nap . v [1] nebo 
[5]. 

Dalším teoretikem lineární perspektivy byl Piero della Francesca.4 Pat il k p edním 
tv rc m rané renesance, soust edil se p edevším na barvy a sv tlo v obraze. Jeho obraz 
Bi ování Krista je pozoruhodnou ukázkou p esné perspektivní konstrukce. Hloubkové 
p ímky se na tomto obraze sbíhají do jednoho bodu, je možné ur it i horizont. 
V zobrazení pavimenta se však objevují ješt  nep esnosti. 

Krom  zobrazování tvercové dlažby se malí i setkávali i s dalšími úkoly jako nap . 
se sestrojením perspektivního obrazu kružnice ve vodorovné rovin . První z malí , který 
ve své malb  zobrazil obraz kružnice ve vodorovné rovin  p esn , byl Sandro Botticelli.5

Z ejm  první, kdo si uv domil význam Brunelleschiho experiment  s perspektivou, 
byl Masaccio.6 Masaccio je považován za pr kopníka renesan ní malby. Jeho slavná 
freska Svatá trojice p edstavuje dokonalou perspektivní konstrukci. Lidé si zprvu mysleli, 
že um lec ud lal do zdi otvor, tak bylo zobrazení imaginární architektury, výklenku 
a valené klenby p esv d ivé. 

Velkým inovátorem v oblasti perspektivního zobrazování byl bezesporu slavný 
Leonardo da Vinci (1452–1519). P edstavoval prototyp tv r ího renesan ního lov ka, 
nebo  prokazoval znalosti ve všech oblastech tehdejších p írodních v d, techniky, 
architektury, socha ství i malí ství. Za zmínku jist  stojí, že se zabýval i nelineárními 
perspektivami. Jeho touha po absolutní dokonalosti ho stále nutila zlepšovat dosažené 
výsledky, což bylo p í inou, že dokon ených d l zanechal velmi málo. P íkladem je jeho 
skica Klan ní t í král  s podrobným rozborem použité perspektivy. Mezi jeho další 
slavná díla pat í Zv stování, Poslední ve e e, Madona ve skalách i Mona Lisa. Zajímavé 
je, že Leonardo ve svých obrazech používá výhradn  pr elné polohy pavimenta. 

P edstavitelem vrcholné renesance byl Michelangelo di Lodovico Buonarroti Simoni 
(1475–1564). Proslavil se jako socha  (socha Davida, Pieta), architekt (bazilika sv. Petra 
– úst ední prostor a kupole chrámu) a malí . Byl geniálním um lcem, posedlý hledáním 
dokonalosti a snahou dokázat, že je nejlepší. Mnohdy svá díla po dokon ení zám rn

                                                          

2 Významný italský socha  a architekt, žil v letech 1377 až 1446. Proslavil se stavbou velkolepé kupole na ka-
tedrále Santa Maria del Fiore ve Florencii, podílel se na výstavb  baziliky San Lorenzo ve Florencii. Nev noval 
se pouze církevní architektu e, ale je také autorem florentských renesan ních palác . Další informace je možné 
nalézt ve [3] a [6]. 
3 Italský humanista, architekt, teoretik um ní, spisovatel a matematik, žil v letech 1404 až 1472.  
4 Italský malí  a teoretik um ní, žil v letech 1416 až 1492. 
5 Italský malí , žil v letech 1445 až 1510. Mezi jeho nejslavn jší díla pat í Zrození Venuše, Primavera nebo ilu-
strace k Božské komedii. 
6 Významný italský malí , žil v letech 1401 až 1428. Je považován za zakladatele renesan ního malí ství. 
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poškodil, když s nimi nebyl spokojen. V malí ství se nejvíce proslavil výzdobou 
Sixtinské kaple ve Vatikánu. Jako um lec, který znal perspektivu v takové mí e, že mohl 
využívat její p ednosti, si ale také uv domoval svazující rysy jejího užívání. V d l, že 
lov k neobsáhne velkou plochu obrazu jedním pohledem a že obrazy jsou navíc na 

okrajích zkresleny. Proto se nedal strhnout celkovou plochou stropu Sixtinské kaple, ale 
rozd lil ho na n kolik odd lených ástí, které perspektivn  vy ešil zvláš  a vzájemn
kompozi n  propojil. 

Další významní um lci renesan ního období a jejich význa ná díla jsou popsány ve 
[3], [4] a [6]. 

Úplné znalosti zásad lineární perspektivy bylo dosaženo v období renesance. V tomto 
období i v obdobích pozd jších, jako nap . v baroku, se již setkáváme s obrazy se 
správným perspektivním zobrazováním prostoru.  

2.4 Další vývoj 

Postupem asu malí i lineární perspektivu op t opoušt li. V n kterých moderních 
um leckých sm rech nebylo hlavním úkolem zobrazovat co nejv rn ji skute nost. Malí i 
v lineární perspektiv  již nemohli objevit nic nového. Obrazy z t chto období nejsou 
svázány tradi ním perspektivním vid ním. Postupn  se vyvíjí abstraktní malí ství. 

3 Záv r 

Podali jsme p ehled vývoje v zobrazování prostoru. Zam ili jsme se p edevším na 
období renesance, kdy došlo k úplnému odhalení zákonitostí lineární perspektivy. 
Podrobn jší popis vývoje perspektivního zobrazování a dalšího vývoje v zobrazování 
prostoru v n kterých moderních um leckých sm rech by mohl být zajímavým nám tem 
nap íklad pro diplomovou práci. 
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RUKOPIS BAKHŠHÁLÍ 

IRENA SÝKOROVÁ

Abstract: The Bakhshali Manuscript is the name given to an ancient Indian mathematical 
work written on birch-bark. It was discovered in 1881 near the village Bakhshali. The 
manuscript is incomplete, its author and date are unknown. In the Bakhshali Manuscript 
there are several interesting problems such as solving of linear equations, solving of 
quadratic equations and the methods for calculating square root, examples of the rule of 
three, progressions and so on. 

1 Úvod 

1.1 Objevení rukopisu  

Na severozápad  Indického poloostrova, v dnešním Pákistánu, poblíž vesnice 
Bakhšhálí objevil v roce 1881 sedlák pracující na poli pod hromadou kamení popsané 
kousky b ezové k ry. Sv j zajímavý nález oznámil, rukopis se dostal až ke guvernérovi 
Pandžábu. Ten jej na radu britského archeologa a indologa A. Cunninghama (1814–1893) 
na ídil poslat do Kalkaty, kde jej za al studovat britský orientalista A. R. Hoernle (1841–
1918). Po jeho smrti se s ním zabýval G. R. Kaye  (1866–1929) a mnozí další. 

1.2 Popis 

Rukopis se skládá ze 70 lístk  b ezové k ry, z n kterých se však zachovaly jen 
fragmenty; nejv tší lístek m í 14,5 krát 8,9 centimetru. V dobrém stavu je 35 lístk , 
pouze mírn  poškozených je 16, siln  poškozených je 7, z 11 lístk  se zachovaly pouze 
torza a 1 lístek je zcela prázdný, tj. nepopsaný. Pozd ji se poda ilo z n kterých úlomk
rekonstruovat ást p vodní stránky. Lístk m byla p id lena ísla 1 až 70 (viz [5]). Dnes 
je rukopis uložen v Bodleian Library, univerzitní knihovn  Oxfordské univerzity. 

Nalézt správné po adí lístk  popsaných z obou stran bylo obtížné, protože chyb lo 
íslování list  na levém okraji rubové strany, které bývá obvyklé u starých sanskrtských 

rukopis . Podle G. R. Kaye o íslování lístk  neodpovídalo jejich po adí v rukopise 
a navrhl jejich nové uspo ádání (viz [5]). Po adí lísk  pomohl ur it nejen obsah textu, 
nap . íslování n kterých pravidel nebo pokra ování p íkladu na dalším lístku, ale 
i zkoumání k ry, stopy suk  nebo barevn  odlišné skvrny v k e. 

Rukopis bohužel není kompletní, není ani jasné, jak velká ást se zachovala, v tší ást 
je patrn  zni ená. Za átek i konec rukopisu je ztracený, není tedy znám ani autor ani 
p vodní název. 

Rukopis je napsán písmem šáradá používaným hlavn  na severozápad  Indie. Jazyk, 
kterým je rukopis napsán, považoval G. R. Kaye za sanskrt s nezvyklou gramatikou 
užívaný v 11. a 12. stol. n. l. na severozápad  Indie, zatímco A. R. Hoernle tvrdil, že jde 
o dialekt ghátá nebo n jakou formu severozápadního prákrtu, které se používaly kolem 
3. stol. n. l. a p edcházely klasickému sanskrtu. 
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Stá í rukopisu je p edm tem mnoha diskusí. A. R. Hoernle považoval rukopis za práci 
ze 3. nebo 4. stol. n. l., zatímco G. R. Kaye datoval jeho vznik až do 12. století, 
a dokonce zpochyb oval pravost rukopisu. Objevily se i názory, že dílo pochází ze 
7. stol. n. l. (T. Hayashi, viz [6]) nebo, že se jedná o pozd jší kopii p vodního díla 
z po átku našeho letopo tu (viz [4]). 

2 Obsah rukopisu 

2.1 Struktura rukopisu, zápis ísel 

Dochovaná ást rukopisu Bakhšhálí je p evážn  aritmetická a algebraická, text se 
skládá z pravidel a p íklad . Pravidla (sútram) jsou psána ve verších a obvykle íslována, 
není však uvedeno, jak byla odvozena. Zp sob vyjád ení pravidel není p íliš srozumi-
telný, ke správnému pochopení bylo nutné studovat p ipojené p íklady (udáharanam). 
P íklad za íná zkratkou udá a kon í otázkou. Zadání jsou zapsána slovy, pak n kdy 
následují ješt  formální vyjád ení (sthápanam) se zkratkami a ísly. V ešení (karanam) 
jsou n kdy citovány ásti použitých pravidel. Nakonec je provedena zkouška 
(pratyayam). Konec každého pravidla je za posledním p íkladem ozna en symbolem 

              a  také íslo pravidla je uvedeno až na konci. 

U n které zkoušky je ješt  p ipojen termín pratyaya-trai-rášikena (zkouška pravidlem 
t í) nebo pratyaya-rúponá-karanena (zkouška metodou rúponá). Zkouška se v n kterých 
úlohách provád la dosazením výsledku do zadání, n kde jako prov ení správnosti vý-
po tu sloužilo ešení p vodního problému provedené jiným zp sobem. 

V rukopise se už používal pozi ní zápis ísel v desítkové soustav , v ešení p íklad
se vyskytovala velká ísla (obsahující až 23 íslic). Byla v tšinou zapsána do „bun k“, 
n kdy byla pouze odd lena jednou nebo dv ma svislými arami, b žné bylo používání 
zlomk . V textu se asto vyskytují zkratky, a to nejen místo matematických symbol
nebo k vyjád ení jednotek,  ale i místo b žných slov. 

V rukopise se používají základní aritmetické operace – s ítání, od ítání, násobení 
a d lení, chybí však popis, jakým zp sobem se operace provád ly. Nalezneme jen 
formální vyjád ení výraz  a výsledky. Symboly pro aritmetické operace ješt  ne-
existovaly, proto jsou operace vyjád eny slovy nebo zkratkami, nap . bhá (bhága) 
umíst né za výrazem znamenalo, že jde o d litele, še (šesha) ozna ovalo zbytek, mú
(múla) byla zkratka pro ko en, tj. druhou odmocninu, pha (phala) znamenalo odpov , 
ešení. Zvláštností rukopisu je výskyt znaménka „+“, které bylo umíst né za íslem 

a zna ilo zápornou hodnotu, resp. ozna ovalo íslo, které se m lo ode íst. 

V algebraické ásti rukopisu Bakhšhálí ješt  není ozna ení neznámých ustáleno; 
n kde je pro neznámou použit stejný symbol jako pro nulu, tj. te ka (neznámé, 
nep ítomné množství), n kde jsou neznámé veli iny ozna ené zkratkami slov. 

2.2 Pravidlo t í 

Pro pravidlo t í se ve staré Indii užíval název trairášika (t i leny); bylo azeno mezi 
aritmetické operace, což bylo b žné i pro arabské a st edov ké texty. T i dané leny jsou 
p (zkratka slova pramána, d vod), f (zkratka slova phala, výsledek) a i (zkratka slova
icchá, požadavek). Pravidlem t í se ešily úlohy založené na p ímé úm rnosti: jestliže p
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dává f, kolik dá i? Hledalo se tedy íslo x z rovnice  
p

if
x

p

i

f

x ⋅==  (viz [3]). 

Pravidlo t í bylo ve staré Indii velmi cen né, protože bylo snadné a bylo možné je 
jednoduchým zp sobem použít p i ešení b žných problém . V rukopise Bakhšhálí se 
vyskytuje jako p ímá metoda výpo tu nebo slouží ke kontrole správnosti výpo tu. 

2.3 Metoda regula falsi 

Metoda regula falsi byla popsána ve všech starých indických matematických dílech. 
Tato metoda je známá už ze starého Egypta a Mezopotámie (2. tis. p . n. l.), s její pomocí 
se obcházelo p ímé d lení (viz nap . [1]). V tšinou se užívala k ešení rovnice typu 

pax = . Postupovalo se tak, že se zvolilo za x vhodné íslo 0x  (odhad), vypo ítal se 

sou in  00 pax = , a pak se ešení p vodní rovnice vypo ítalo ze vztahu 
0

0

p

x
px =  (viz [3]). 

P i vhodné volb   0x  byl výpo et neznámé ze vztahu 
0

0

p

x
px =  jednodušší než ze vztahu 

a

p
x = . V rukopise Bakhšhálí se touto metodou ešila i rovnice pbax =+ . Zvolila se 

hodnota 0x  a vypo ítala se hodnota 00 pbax =+ . Správná hodnota x se pak vypo ítala 

podle vzorce 
a

pp
xx 0

0

−
+=  . 

2.4 Metoda rúponá 

Metodou rúponá se po ítal sou et prvních n len  aritmetické posloupnosti (viz [5]). 
Ozna íme-li první len posloupnosti 1a , diferenci d, pak výpo et sou tu prvních n len

takové aritmetické posloupnosti odpovídá užití vzorce  
( )

na
dn

s +−= 12

1
. V rukopise 

je první len aritmetické posloupnosti ozna ován zkratkou  ( di-dhana, první len), 
diference u (uttara, diference, p ebytek) a po et len pa (pada, krok, tedy po et krok
v posloupnosti). Také úlohy o posloupnostech byly známé už v Egypt  a Mezopotámii 
(viz nap . [1]). 

Na lístku ozna eném folio 9 recto je zajímavá úloha, kterou A. R. Hoernle formuloval 
takto (viz [5]): 

Na jistou hostinu je první den pozván jeden bráhman a každý následující den další 
bráhman. Na jinou hostinu je pozváno každý den deset bráhman . Za kolik dní bude 
po et bráhman  stejný a kolik jich bylo pozváno? 

Po et bráhman  na první hostin  tvo í aritmetickou posloupnost, kde 11 =a  a 1=d . 

Dnes bychom podobnou úlohu ešili pomocí rovnice 
( )

nna
dn

10
2

1
1 =+−

, ze které se 

vyjád í n, tj. 
( )

1
102 1 +

−
=

d

a
n , a po dosazení se vypo ítá 

( )
191

1

1102 =+−=n . P vodní 

postup výpo tu odpovídá tomuto vzorci, není však zcela jasné, jakým zp sobem byl 
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chápán. V p ipojené zkoušce se po et bráhman  pozvaných na první hostinu po ítal 
metodou rúponá (viz poslední ádek na obr. 1).

Obr. 1. Folio 9 recto 

                     

                   

2.5 Výpo et druhé odmocniny 

Pozoruhodný je pom rn  p esný výpo et druhé odmocniny (viz [5]). Pravidlo je sice 
poškozené, ale vyskytuje se na t ech lístcích, proto je bylo možno spolehliv  rekon-
struovat. Výpo et p ibližné hodnoty druhé odmocniny ísla, které není tvercem, bychom 

dnes mohli vyjád it vzorcem 1
2

2
q

a

b
abaQ =+≈+= ,  kde  222 )1( +<+=< abaQa .  

Platí totiž 1

22
22

222
q

a

b
a

a

b
a

a

b
babaQ =+=+=++<+= , tedy Qq >1 . 

Podobným zp sobem byla po ítána i druhá aproximace hledané odmocniny. Protože 
první aproximace 1q  byla v tší než hledaná odmocnina, bylo t eba tuto hodnotu zmenšit. 

Ozna íme 
2

2
1 2

=−=
a

b
Qqr a pak druhou aproximaci dané odmocniny lze po ítat 

jako
+

−+=−=+−<−=

a

b
a

a

b

a

b
a

q

r
q

q

r
rqrqQ

2
2

2
222

2

1
1

2

1

2
1

2
1 . 
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Na listu folio 65 verso je po ítána 481 . První aproximace je .95238,21
42

922
481 =≈

Na listu folio 56 recto je uvedena druhá aproximace jako .93172,21
19362

424642
481 =≈

Tato hodnota se liší od správné hodnoty 21,9317121… až na pátém míst  za desetinnou 
árkou. Takto po ítali hodnotu druhé odmocniny již ve staré Mezopotámii (viz nap . [1]) 

a podobn  se po ítaly odmocniny i ve st edov ku (viz nap . [2]). 

2.6 Další typy p íklad

Rukopis obsahuje n kolik p íklad , které vedou na soustavy lineárních rovnic, na 
kvadratické rovnice, dále na úlohy o pohybu, na r zné úlohy o majetku, nalézají se zde 
i p íklady na posloupnosti apod. 

P i ešení soustav lineárních rovnic nebylo jednotné zna ení neznámých, nap . na listu 
s ozna ením folio 29 verso je soustava p ti lineárních rovnic s p ti neznámými, které jsou 
ozna ené jako pra, dvi, tr, ca, pam, což jsou zkratky slov první, druhý, t etí, tvrtý a pátý. 
Lístek je hodn  poškozen, proto je zadání úlohy nejasné. Je zde však uveden postup e-
šení soustavy rovnic 1621 =+ xx , 1732 =+ xx , 1843 =+ xx , 1954 =+ xx , 2015 =+ xx . 

Nejprve se od tvrté rovnice ode etla t etí, p i etla druhá a ode etla první, tím se získala 
rovnice 21617181915 =−+−=− xx . Odtud se vyjád ilo 5x  a dosadilo do poslední 

rovnice, tj. 2022 1 =+x . Tato rovnice je jednoduchá, mohla by se ešit p ímo. P íklad 
však m l pravd podobn  sloužit jako „demonstra ní“, proto se pro ešení této rovnice 
užila metoda regula falsi. Zvolilo se 10~

1 =x  a pak se postupným dosazováním do prvních 

ty  rovnic dopo ítaly další neznámé 6~
2 =x , 11~

3 =x , 7~
4 =x  a 12~

5 =x . Potom by 

poslední rovnice byla 2022~~
015 =≠==+ ppxx . Nyní se užitím metody regula falsi

vypo ítala správná hodnota podle vzorce 
a

pp
xx 0

11
~ −

+= , tedy 9
2

2220
101 =−+=x , 

a z dalších rovnic se získaly správné hodnoty i ostatních neznámých 72 =x , 103 =x , 

84 =x  a 115 =x . 

Obr. 2. Folio 29 verso  
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Na listu folio 27 verso je ješt  zkouška. 

                  

                 

Na listu ozna eném folio 3 verso jsou neznámé ozna ené a, ha, ú, tj. zkratkami slov  
ašva, haya (druhy koní) a úshtra (velbloud). Zadání p íkladu lze vyjád it takto (viz [5]): 

Jeden vlastní 7 koní ašva, druhý 9 koní haya, t etí 10 velbloud  úshtra. Každý dá 
jedno své zví e každému z ostatních, a pak jejich majetky mají stejnou hodnotu. 
Pot ebujeme nalézt p vodní  majetek každého kupce a cenu každého zví ete. Jsi-li chytrý, 
roz eš hádanku. 

Ozna íme-li neznámé (ceny zví at) x, y, z (v rukopise a, ha, ú), pak po darování mají 
všichni stejn , tedy platí zyxzyxzyx 875 ++=++=++ , a po snadné úprav  lze 

rovnice upravit do tvaru ( ) ( ) ( )zyxzzyxyzyxx +++=+++=+++ 764 . Odtud je z ej-

mé, že kzyx === 764 , pro jednotlivé neznámé platí 
4

k
x = , 

6

k
y = , 

7

k
z = , jejich sou et 

je roven k
kkk

zyx
168

242842

764

++=++=++ . Pro pohodlné po ítání se zvolilo 168=k , 

pak 42=x , 28=y  a 24=z . Zbývá ješt  ur it hodnotu majetku každého kupce, první 
kupec m l 2947 =x , druhý 2529 =y  a t etí 24010 =z . Za ešením patrn  následuje 
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zkouška, kterou se ov uje rovnost majetk  po darování, tj. 2622428425 =++⋅ , 
2622428742 =+⋅+ , 2622482842 =⋅++ . 

Postup výpo tu je v rukopise popsán takto (viz [5]): 

Dané majetky 7 a, 9 ha, 10 ú zmenšené o 3, [jsou] 4, 6, 7. Násobením každého 

ostatními 168, 168, 168, d lení [každým z nich]  
4

168
, 

6

168
, 

7

168
dává 42, 28, 24. 

Po áte ní majetky 294, 252, 240, stejné majetky 262, 262, 262. 

Obr. 3. Folio 3 verso 

                         

                  

3 Záv r 

Úlohy uvedené v rukopise podávají zajímavá sv dectví o život  spole nosti ve staré 
Indii. V p íkladech se objevují jména r zných boh , kterým byly p inášeny dary a ob ti 
(Šiva, Vásudeva), jsou zmín ny historické události i legendy. Jsou uvedeny i názvy 
starých jednotek délky, váhy, objemu, asu a m ny. Také je možno nalézt stará jména 
r zných zví at (slon, k , velbloud, kráva, had, sup), názvy potravin a ko ení (pšenice, 
je men, rýže, s l, šafrán) i výrazy pro zlato a železo. V n kterých úlohách jsou cenné 
informace o tehdejších znalostech vesmíru (denní dráha Saturnu). 
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Rukopis Bakhšhálí je rozhodn  velmi zajímavá práce, i když okolnosti jejího vzniku 
ješt  nejsou zcela vyjasn ny. P ipome me, že roku 1931 vyšla krátká recenze v PMF 
(viz [7]). 
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PO ÁTKY TEORIE MATIC U NÁS, 
OBZVLÁŠT  WEYROVA TEORIE 

MARTINA ŠT PÁNOVÁ

Abstract: The aim of the paper is to introduce main results which are connected with 
the theory of matrices and which were enunciated in the Czech lands to the end of 
the 19th century. Czech mathematician Eduard Weyr published his original worldwide 
reputable results in the second half of the 19th century. We also mention some Czech 
textbooks on algebra which were written in this period. 

1 Úvod 

1.1 Vývoj teorie matic v eských zemích v kontextu vývoje sv tového 

Teorie matic je pom rn  mladou oblastí matematiky, pojem matice lze však 
vystopovat již v dob  p ed naším letopo tem ve spojení s ešením soustav lineárních 
rovnic. Na mysli máme zejména ínský postup ešení soustavy lineárních rovnic, který 
odpovídá Gaussovu elimina nímu algoritmu. Teorie matic se však nevyvinula p ímo ze 
studia koeficient  t chto rovnic, jak by se dalo p edpokládat. Za jakési mezistupn
m žeme ozna it vznik a následný rozvoj teorie determinant  a teorie bilineárních 
a kvadratických forem. ada sv tových matematik  sestavovala koeficienty vyskytující 
se v soustavách lineárních rovnic do algebraických výraz , které vyjad ovaly jednotlivé 
neznámé. K výrazu, který dnes nazýváme determinantem, dosp l n mecký matematik, 
filozof a diplomat G. W. Leibniz (1646–1716), za zrod teorie determinant  je nej ast ji 
považováno zve ejn ní tzv. Cramerova pravidla v monografii švýcarského matematika 
G. Cramera (1704–1752) Introduction à analyse des lignes courbes algébriques z roku 
1750.1

N mecký matematik, astronom a fyzik C. F. Gauss (1777–1855) p i azoval na 
p elomu 18. a 19. století kvadratickým formám jejich diskriminant,2 koeficienty 
kvadratických forem za al umis ovat do tabulek. Uspo ádání koeficient  však zavedl 
jiným zp sobem, než jsme dnes zvyklí. Symetrickou matici reprezentující kvadratickou 
formu v dnešním tvaru, uvedl až Gauss v žák F. G. M. Eisenstein 
(1823–1852). Postupn  se schylovalo ke vzniku teorie matic. Za tento okamžik je 
nej ast ji ozna eno publikování práce anglického matematika A. Cayleyho nazvané 
sugestivn A memoir on the theory of matrices z roku 1858.3 Trvalo však ješt  asi p t 
desetiletí, než se maticová e  ujala. 

Vznik teorie determinant  tedy p edcházel zrodu teorie matic o více než jedno století. 
I po vzniku teorie matic však byla stále v tšina poznatk  formulována v e i bilineárních 
a kvadratických forem a p etrvával d raz na teorii determinant . 
                                                          

1 Cramerovo pravidlo však znal již roku 1729 skotský matematik Colin Maclaurin, který je však nepopsal 
dostate n  p esn  (neuvedl nap íklad zp sob ešení soustavy se singulární maticí). Diskuzi k ozna ení 
zakladatele teorie determinant  m že tená  nalézt v [1]. 
2 Slovo diskriminant je zde uvedeno vzhledem k dnešní terminologii, Gauss toto íslo nazval determinant. 
3 Rovn ž otázka zakladatele teorie matic je stále diskutována. Pro bližší seznámení s problematikou viz op t [1]. 
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Situace v eských zemích odpovídala evropskému vývoji. eští matematikové 
publikovali práce z teorie determinant  výrazn  d íve než z maticového po tu. P esto 
mezi nimi m žeme nalézt v dce, který pracoval jiným zp sobem, než bylo tehdy ve sv t
b žné. Touto výjimkou je Eduard Weyr, který v dob  p etrvávajícího užívání e i forem 
vyjad oval své výsledky již v e i matic a snažil se jako jeden z prvních matematik  na 
evropském kontinent  sjednotit teorii matic s teorií bilineárních a kvadratických forem. 
Jeho znalost matematického aparátu byla na sv tové úrovni, k n kterým otázkám 
p istupoval ze zcela jiného, modern jšího pohledu než ostatní sv toví matematici. 

1.2 První práce z teorie forem a první u ebnice algebry 

Pomineme-li st edov ké po etnice a n které algebraické výsledky, které byly 
formulovány v rámci prací zam ených na jiné oblasti matematiky,4 nelze v souvislosti 
s eskými zem mi až do poloviny 19. století mluvit o dílech, která by se soustavn ji 
v novala algeb e. Tato situace se však po polovin  století za ínala m nit. 

Víde ská akademie v d vydala roku 18585 práci fará e a suplujícího gymnaziálního 
profesora Václava Šimerky (1819–1887) Die Perioden der quadratischen Zahlformen bei 
negativen Determinante, která byla p edtím, z ejm  v jiné podob , odmítnuta Královskou 
eskou spole ností nauk. V novala se v té dob  zna n  zkoumané teorii kvadratických 

forem; autor zjednodušil a upravil Legendreovu metodu pro skládání dvou kvadratických 
forem a zkoumal mimo jiné aplikace kvadratických forem k ešení neur ité rovnice 
ax2 + bxy + cy2 = pzm. 

Roku 1863 byla v Praze vydána Šimerkova Algebra ili po tá ství obecné, ke které 
autor p ipojil základní poznatky z diferenciálního a integrálního po tu. Publikace byla 
schválena ministerstvem jako u ebnice pro st ední školy, zmín ný p ipojený p ehled 
matematické analýzy byl následujícího roku vydán samostatn  pod názvem P ídavek 
k algeb e.  

Šimerka byl prvním eským matematikem, který publikoval lánek o teorii 
determinant .6 Jeho odborné práce však nevzbudily v tší pozornost.7 V jisté mí e se na 
této skute nosti podílela i jeho izolovanost od matematické komunity, která mu zna n
komplikovala práci. Augustin Pánek (1843–1908) uvádí v [10], že se ji z ejm  snažil 
p ekonat alespo  svoji oddaností matematice: ... lze poznati, s jakou láskou myslitel náš 
p stoval královskou v du mathematickou až do posledního dechu.  

Rok po Šimerkov  algeb e, tj. roku 1864, vyšla Algebra pro st ední školy od Josefa 
Smolíka (1832–1915).8  

                                                          

4 Nap . Bolzanovo zp esn ní Gaussových d kaz  základní v ty algebry z roku 1817 uvedené v rámci práce 
v nované teorii ad a teorii funkcí. 
5 Rok 1858 je uveden v láncích [10] a [12]. Literatura [7] však zmi uje rok 1857, což je rok odmítnutí práce 
Královskou eskou spole ností nauk. 
6 Jde o sta Bestimmte Gleichungen des ersten Grades mit n Unbekannten gelöst mittels der Permutationslehre
vydanou ve Vídni roku 1858. Pojednává o ešení soustavy lineárních rovnic pomocí Cramerova pravidla. 
7 Ur itou výjimkou je spis Síla p esv d ení. Viz asopis pro p stování matematiky a fysiky, 11(1882), 75–111. 
Jeho n mecká p epracovaná verze Die Kraft der Ueberzeugung byla publikována roku 1883 ve Vídni. 
8 Bližší informace o život  a díle Josefa Smolíka lze nalézt v [4], mén  podrobn ji v kapitole St edoškolští 
u itelé v [3]. 
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2 Teorie determinant  ve 2. polovin  19. století 

Ve druhé polovin  19. století bylo u nás v algeb e snad nejvíce pozornosti v nováno 
teorii determinant . M žeme íci, že se jednalo v tšinou o kratší práce, které významné 
p vodní myšlenky nep inášely, ale spíše opakovaly výsledky tou dobou již známé 
v zahrani í, rozvíjely nepodstatné vylepšení teorie i její aplikace v ostatních 
matematických disciplínách.. 

Martin Pokorný (1836–1900) vydal roku 1865 knihu Determinanty a vyšší rovnice, 
která je první esky psanou u ebnicí, jež je z velké ásti v nována nauce 
o determinantech. P eložil též 1. díl u ebnice Richarda Baltzera (1818–1887) Die 
Elemente der Mathematik. 

V teorii determinant  pracovali F. J. Studni ka, K. Zahradník, Ed. Weyr, J. Valenta, 
M. Lerch, W. Matzka, L. Kraus, V. Jung, M. N. Van ek, F. Hoza, M. Pelná , O. Ježek, 
A. Puchta a další. Nejsoustavn ji se této problematice v noval František Josef 
Studni ka (1836–1903). 

2.1 Determinanty v pracích Františka Josefa Studni ky 

František Josef Studni ka byl výraznou osobností eské matematické komunity 
2. poloviny 19. století. Svojí neúnavnou prací pro adu odborných spolk  (nap . pro 
Jednotu eských matematik  a fyzik , Královskou eskou spole nost nauk), 
pedagogickou a organiza ní inností a vydáváním esky psaných u ebnic pomáhal 
velkou m rou k rozkv tu eské matematiky.  

Teorii determinant  je v nována zna ná ást Studni kových prací. Ani v nich však 
nenacházíme p vodní výsledky, ale spíše jen pozm n né postupy a speciální p ípady 
v zahrani í známých skute ností. Velkou pozornost Studni ka v noval n kterým 
základním poznatk m, nap . výpo t m determinant , typ m úprav i Laplaceov  v t . 
Zabýval se nulovostí determinantu v závislosti na vlastnostech p íslušné matice, 
determinanty symetrických, antisymetrických, persymetrických,9 reciprokých a jiných 
speciálních matic i r znými funkcionálními determinanty.  

Zna nou pozornost v noval pojm m mocninný a sestavný determinant. Mocninným 
determinantem p itom nazýval determinant tvaru  
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kde a1, a2, ... , an jsou libovolná ísla, m1 = 0 < m2 < ... < mn jsou ísla celá. Jedná se 
tedy o obecn ji koncipovaný Vandermonde v determinant, s nimž již pracoval 
Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796), Pierre-Simon Laplace (1749–1827), 
Étienne Bézout (1730–1783) a jiní. 

                                                          

9 V persymetrické matici se rovnají prvky se stejným sou tem ádkového a sloupcového indexu. 
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Sestavným (kombina ním) determinantem ozna oval Studni ka determinant 
uspo ádaný ze symetrických funkcí K0, K1, ... , Kn vytvo ených z prvk a1, a2, ... , an.
Tyto funkce jsou do ádk  v uvedeném po adí vepsány tak, aby byl každý další ádek 
„posunut alespo  o jeden prvek doprava”. 

P íkladem sestavného determinantu je 
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,  

kde  

K0 = 1,
K1 = a1 + a2 + ... +an,
K2 = a1a2 + a1a3 + ... + a1an + a2a3 + a2a4 + ... + an–1an,
.......................................................................................... 

Kn = a1a2a3. ... .an. 

Studni ka také nacházel n které vztahy mezi mocninnými a sestavnými determinanty. 

Ve své ty icetistránkové práci A. L. Cauchy als formaler Begründer der 
Determinanten-Theorie. Eine literarisch-historische Studie z poloviny osmdesátých let, 
vyslovil názor, že skute ným zakladatelem teorie determinant  je Cauchy. Za adil se tak 
i mezi uznávané historiky matematiky. 

P ehled prací F. J. Studni ky se nachází nap . v [6] (viz též [8]), p ipome me zde ješt
jeho u ebnice pojednávající o determinantech: útlá knížka O determinantech, která vyšla 
i n mecky a rusky,10 u ebnice Úvod do nauky o determinantech a spis O determinantech 
mocninných a sestavných, který roku 1897 získal cenu Královské eské spole nosti nauk. 

3 Teorie matic ve 2. polovin  19. století 

Teorií matic se v našich zemích ve druhé polovin  19. století zabývali jen Eduard 
Weyr (1852–1903) a Ludvík Kraus (1857–1885), jehož p ed asná smrt byla velkou 
ztrátou pro naši matematickou obec. Zmín ní matematikové se znali osobn , byli 
p átelé;11 byl to z ejm  práv  Kraus, který vzbudil Weyr v zájem o maticový po et. 

                                                          

10 N mecká verze se jmenuje Einleitung in die Theorie der Determinanten. Für Studierende an Mittelschulen 
und technischen Anstalten, ruská Na al’naja osnovanija teorii Determinantov’ ili opred’litelej. 
11 Uve me pro zajímavost n která pochvalná vyjád ení Eduarda Weyra na adresu Krause uve ejn ná v [15]: 
… úvahy dra. Krause vynikají takovou p esností a obsahují tolik duchaplných myšlének, že je lze nazvati 
pravými perlami. … Hlavním cílem života jeho bylo poznati pravdy mathematické; za tím cílem krá el neohlížeje 
se ani po zevní sláv  ani po hmotných výhodách … 



243

3.1 Krátká poznámka o Ludvíku Krausovi 

Ludvík Kraus absolvoval p ednášky Felixe Kleina (1849–1925) v Mnichov  a po ty i 
semestry poslouchal v Berlín  Karla Weierstrasse (1815–1897) a Leopolda Kroneckera 
(1823–1891). Roku 1881 se stal soukromým docentem na pražské univerzit , kde se 
snažil své zahrani ní zkušenosti p edávat dál. Jeho odborné schopnosti dokumentuje 
skute nost, že roku 1884 znal obecný d kaz Cayleyovy–Hamiltonovy v ty.12  

3.2 Eduard Weyr 

Rovn ž Eduard Weyr získal mnohé své znalosti a zkušenosti studiem v zahrani í 
(Göttingen, Pa íž), roku 1874 se habilitoval na eské polytechnice, roku 1876 na pražské 
univerzit . Od téhož roku byl mimo ádným a od roku 1881 ádným profesorem na eské 
polytechnice, od roku 1890 suplujícím profesorem na eské univerzit  v Praze. Bližší 
informace o život  Eduarda Weyra uvádí [2] nebo [11].  

Uve me nyní v chronologickém sledu jeho nejd ležit jší práce13 a výsledky týkající 
se teorie matic; nejprve však zmi me pokus o vydání trojdílné u ebnice Základové vyšší 
algebry, kterou m l Eduard Weyr napsat se svým asistentem a p ítelem Václavem 
Karlem eho ovským (1849–1911).14 Zatímco první, eho ovským sepsaný svazek 
Theorie soum rných funkcí ko en  vyšel roku 1883, zbývající dva, které se m ly týkat 
eliminace, resultant  a determinant , resp. teorie invariant  a kovariant , publikovány 
nebyly.  

3.3 P ehled nejd ležit jších prací a výsledk  Eduarda Weyra 

Dne 25. dubna 1884 vystoupil Eduard Weyr na zasedání Královské eské spole nosti 
nauk s p ednáškou O základní v t  v theorii matric. Uvedl zde Kraus v d kaz 
Cayleyovy–Hamiltonovy v ty a poté svou pozm n nou verzi.  

V témže roce v práci Sur la théorie des quaternions sestrojil pro matici M druhého
ádu matici  
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, 

kde E je jednotková matice a μ1, μ2 jsou tzv. charakteristické ko eny matice M. 
Charakteristickými ko eny matice p itom Weyr rozum l její vlastní ísla.  

Definoval také p irozený logaritmus log M matice M vztahem 

elog M = M,

a byl tak jedním z prvních matematik , kte í s exponenciálou s maticovým argumentem 
a logaritmem matice pracovali. 
                                                          

12 Vyslovení Cayleyovy–Hamiltonovy v ty bylo nejd ležit jším výsledkem již zmín ného lánku A memoir on 
the theory of matrices z roku 1858. D kaz této v ty však A. Cayley podal pouze pro matice ádu dva, nazna il 
pro matice ádu t i a podotkl, že si nemyslí, že by bylo nutné p edložit obecný d kaz. 
13 P ehled prací Eduarda Weyra sestavený na základ  seznamu Karla Petra z roku 1905 je uveden v [2]. 
14 Bližší informace o V. K. eho ovském lze nalézt nap . v [14]. 
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V roce 1885 vyšel v asopise pro p stování matematiky a fyziky Weyr v lánek 
O ešení lineárních rovnic týkající se ešení soustav lineárních rovnic a ve francouzském 
asopisu Comptes Rendus dva jeho krátké lánky Sur la théorie des matrices 

a Répartition des matrices en espèces et formation de toutes les espèces. V nich ve 
stru nosti prezentoval svoji teorii charakteristických ísel a s ní spojenou problematiku 
typických tvar  matic. Vystav l ji na pojmu nulita matice.15 V lánku Sur la théorie des 
matrices uvedl sv j odhad nulity sou inu dvou matic:  

n (Ai) n (A1A2) n (A1) + n (A2), i = 1, 2. 

Problematiku uvedenou v obou láncích pozd ji rozvedl a podrobn  vysv tlil v práci 
O theorii forem bilinearných a v její n mecké verzi Zur Theorie der bilinearen Formen. 

Vedle obecn  známého pojmu charakteristické ko eny (dnes vlastní íslo) zavedl 
Weyr i sv j termín charakteristické íslo. Jestliže je A komplexní matice n-tého ádu a λ
její s-násobný charakteristický ko en, potom existuje p irozené íslo r, pro které je 

n (A – λE) < n (A – λE) 2 < … < n (A – λE) r = n (A – λE) r + 1 = … .

Ozna íme-li 

n (A – λE) = α1, 
n (A – λE) 2 = α1 + α2, 
………………………

n (A – λE) r = α1 + α2 + … + αr, 

potom p irozená ísla α1, α2, … , αr nazveme charakteristická ísla p íslušná 
k charakteristickému ko enu λ. Platí pro n  vztahy 

α1 α2 …  αr, α1 + α2+ … + αr = s. 

Eduard Weyr uvedl velmi d ležitý poznatek: systém všech charakteristických ko en
a p íslušných charakteristických ísel tvo í úplný systém invariant  podobnosti matic 
a ke každé p ípustné volb  t chto invariant  je p idružena t ída podobných matic. Soubor 
všech charakteristických ísel p íslušných ke všem charakteristickým ko en m se nazývá 
Weyrova charakteristika. Dále sestrojil konkrétní matici M ádu n mající dané 
charakteristické ko eny a charakteristická ísla a k této matici nalezl s využitím vztahu 
X = Q –1M Q všechny matice X pat ící do stejné t ídy podobných matic. P itom matice M
má velmi jednoduchý tvar, který Ed. Weyr nazval typický tvar. Až na uspo ádání prvk  je 
to Jordanova matice. 

                                                          

15 V té dob  užívaný pojem nulita matice znamená (pro tvercovou matici) rozdíl ádu a hodnosti matice. Pojem 
nulita matice definoval James Joseph Sylvester (1814–1897) roku 1882 v práci On the properties of a split 
matrix. Pojem hodnosti zavedl roku 1879 Georg Ferdinand Frobenius (1849–1917) ve dvou láncích (v jednom 
pro tvercovou matici, ve druhém pro obdélníkovou matici). 
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V roce 1887 vyšlo ve V stníku Královské eské spole nosti nauk Weyrovo pojednání 
O binarných matricích. Binarnými matricemi p itom Weyr nazýval matice druhého ádu, 
vyložil základní poznatky o t chto maticích a operacích s nimi. Práce sloužila p edevším 
pro popularizaci teorie matic a k objasn ní vztahu mezi maticemi a hyperkomplexními 
ísly. Pod pojmem kvaternion rozum l Eduard Weyr kvaternion s komplexními 

koeficienty,16 k odlišení kvaternionu s reálnými koeficienty pak používal p ívlastku 
reálný. Pozornost v noval op t i kanonickým tvar m.  

Rovn ž dokázal, že celou i racionální funkci matice M druhého ádu lze redukovat na 
lineární funkci tvaru αM + βE, kde skaláry α, β je možno vyjád it pomocí 
charakteristických ko en  (E je jednotková matice). Jestliže jsou absolutní hodnoty 
charakteristických ko en μ1, μ2 matice M menší než je polom r konvergence ady 

ϕ (z) = 
∞

=0j

j
j za , 

potom je definována i matice  

ϕ (M) = 
∞

=0j

j
j Ma , 

a platí ϕ (M) = αM + βE. Skaláry α, β se ur í pomocí ady ϕ (z). 

Eduard Weyr se v noval i komplanárním maticím; maticí komplanární s maticí M
p itom rozum l každou matici tvaru αM + βE. Ukázal, že všechny matice komplanární 
s ur itou maticí M jsou komplanární navzájem a že výsledkem s ítání a násobení 
komplanárních matic je op t matice komplanární s maticemi, s nimiž operace provádíme. 

  
Popsal též vztah mezi maticemi druhého ádu a hyperkomplexními ísly,17 konkrétn ji 

kvaterniony. Jsou-li J1, J2, J3, J4 ty i lineárn  nezávislé matice druhého ádu, pak lze 
každou matici M druhého ádu psát ve tvaru 

M = ρ1J1 + ρ2J2 + ρ3J3 + ρ4J4

a matice druhého ádu považovat za systém hyperkomplexních ísel se ty mi základními 
jednotkami. Násobení v tomto systému je zavedeno pomocí tzv. strukturních konstant. 

Eduard Weyr rovn ž uvedl n které konkrétní volby základních matic. Velmi 
jednoduchá je následující varianta: 

J1 = 
00

01
 , J2 = 

00

10
 , J3 = 

01

00
 , J4 = 

10

00
. 

                                                          

16 Kvaternion s komplexními koeficienty se v tšinou nazývá bikvaternion. 
17 Krom  Eduarda Weyra se problematikou hyperkomplexních ísel v eských zemích ve druhé polovin
19. století zabývali i August Seydler (1849–1891), Matyáš Lerch (1860–1922), František Josef Studni ka, Jan 
Odstr il (1837–1888) a jiní. 
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Pro volbu  

J1 = 1 = 
10

01

nalezl Ed. Weyr matice 

J2 = i = 
− 01

10
 , J3 = j = 

−
−
01

10
 , J4 = k = 

−−
−

10

01
 , 

pro které platí J2 J2 = J3 J3 = – J1 a dále J2 J3 = – J3 J2 = J4. 

Souvislost mezi maticemi a kvaterniony pak vyjád il t mito slovy: 

Nyní jest patrné, že theorie matric jest totožná s theorií kvaternion ; sta í libovolnou 
matrici  

M =
dc

ba

uvést do tvaru w + xi + yj + zk, kde w, x, y, z jsou skalary, t. j. do tvaru kvaternionu, aby 
ona shoda byla patrna. 

Dnes bychom ekli, že každou matici M druhého ádu lze zapsat jako lineární 
kombinaci ty  matic druhého ádu, které tvo í bázi vektorového prostoru dimenze ty i. 
Mezi množinou uspo ádaných tve ic ísel uvažovaného t lesa , která jsou koeficienty 
lineární kombinace, a množinou kvaternion  s koeficienty z tohoto t lesa T existuje 
bijektivní zobrazení. 

Nyní se ješt  vra me k Weyrovu dalšímu spisu O theorii forem bilinearných, který již 
byl výše zmín n a jeho hlavní poznatky p edstaveny. Vydala jej Královská eská 
spole nost nauk v roce 1889 a vyznamenala svou cenou. Ve spisu je již užíván termín 
matice, v p edchozích publikacích používal autor termín matrice a matrix. N mecky 
psaná verze Zur Theorie der bilinearen Formen, jejíž n které ástí jsou oproti eskému 
zn ní rozvinuty a n které naopak zkráceny nebo dokonce vynechány, byla publikována 
roku 1890 v asopisu Monatshefte für Mathematik und Physik. Znovu p ipome me, že 
jsou v t chto dvou pracích podrobn  vyloženy výsledky uve ejn né v krátkých, 
francouzsky psaných láncích z roku 1885. A nejen v nich. Práce vysv tlují základní 
fakta o maticích, pojednávají o soustavách lineárních rovnic, o charakteristických 
ko enech, zpracovávají problematiku kanonických (typických) tvar  a s ní spojenou 
otázku podobnosti matic, snaží se o p iblížení teorie matic s teorií bilineárních forem 
a jejich transformací.  

Eduard Weyr rovn ž ukázal, že pomocí charakteristických ísel lze vy ešit i problém, 
který v maticové e i lze formulovat takto: jak nalézt nutnou a posta ující podmínku pro 
existenci regulárních matic H, K, pro které je 

P’ =HPK, Q’=HQK,
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kde P, Q, P’, Q’ jsou matice ádu n, a metodu k ur ení transforma ních matic H, K.18

Na záv r uvedeme ješt  dva dosud nezmín né výsledky. K danému polynomu f nalezl 
Ed. Weyr všechny matice, pro které f (M) = 0 a dokázal další vztah týkající se nulity 
sou inu matic. Uvažujeme-li dva nesoud lné polynomy ϕ a ψ, potom nulita sou inu 
matic ϕ (M) a ψ (M) je rovna sou tu nulit t chto matic, tj. 

n (ϕ (M) . ψ (M)) = n (ϕ (M)) + n (ψ (M)) . 

4 Záv r 

P estože v teorii matic v našich zemích do konce 19. století pracoval soustavn ji 
v podstat  jediný matematik, a to Eduard Weyr, byly jeho zásluhou n které eské 
výsledky známy i v zahrani í (nap . J. J. Sylvesterovi) a byly na úrovni tehdejší sv tové 
matematiky. Se zájmem v tšího po tu eských matematik  se teorie matic setkala až ve 
20. století. 

A koli dnes není Weyrova teorie charakteristických ísel b žn  zmi ována, vracejí se 
k ní i na p elomu tisíciletí n kte í matematikové a pokoušejí se o její vyložení z pohledu 
dnešní matematiky. Nap íklad roku 1999 vyšel v asopisu The American Mathematical 
Monthly lánek Helen Shapiro The Weyr characteristic [13], ve kterém se k výsledk m 
eského matematika autorka vrací a snaží se o jejich moderní výklad. 
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OD SHODNOSTI K TRANSFORMACÍM 

DANA TRKOVSKÁ

Abstract: The article deals with the historical background of the notion geometric 
transformation from ages up to the 19th century. Significant moments when basic types 
of transformations (isometry, similarity, geometric motions, axial affinity, central dilatation, 
circular inversion, projection, stereographic projection, affine and projective transformations) 
were introduced are mentioned as well as prominent mathematicians and their works. 

1 Úvod 

První náznaky pojmu geometrická transformace lze nalézt již ve starém ecku p ed 
více než dv ma tisíci lety. Zpo átku se jednalo pouze o vztah mezi dv ma rovinnými, 
p ípadn  prostorovými objekty, který umožnil jednoduché ešení ady geometrických 
problém . S postupným rozvojem matematiky se transformacím v novala stále v tší 
pozornost, získané poznatky se prohlubovaly a zobec ovaly, zavád ly se stále složit jší 
typy transformací. Jejich aplikace v dalších oborech lidské innosti jsou všestranné, 
p íkladem je využití perspektivy v malí ství nebo stereografické projekce p i konstrukci 
map. V dnešní dob  se transformace využívají k ešení ady netriviálních problém   
z r zných oblastí matematiky, v etn  nap . neeukleidovské geometrie. 

V p ísp vku se pokusíme nastínit postupný vývoj chápání jednotlivých typ
geometrických transformací od nejstarších dob až zhruba do 19. století. U každého typu 
transformace popíšeme základní myšlenku, poukážeme na její pravd podobn  první 
výskyt a uvedeme p ední osobnosti, které s daným typem transformace pracovaly. 

2 Shodnost a podobnost 

Nejstarším p íkladem geometrické ekvivalence je shodnost. Již sta í ekové 
považovali dva objekty za shodné, pokud existoval ur itý pohyb, reálný nebo 
myšlenkový, který jeden objekt p emístil na druhý tak, že se kryly. Nevýhodou tohoto 
p ístupu byla skute nost, že byl pohyb vždy chápán pouze v souvislosti s jednotlivým 
objektem, s nímž byl pevn  svázán. Skládání pohyb  dvou r zných objekt  tedy nebylo 
možno uvažovat, a tudíž se ekové ješt  nemohli ani vzdálen  p iblížit k pojmu grupa. 
Další p ekážkou mohlo být chápání roviny jako omezené ásti plochy.1

Geometrické pohyby se v p edeukleidovské geometrii pom rn  hojn  využívaly. 
Sv d í o tom nap . skute nost, že matematik a filozof Proklos (410–485) ve svých 
komentá ích k Eukleidovým Základ m poukázal na fakt, že Eudemus ve své Historii 
geometrie p ipsal Thaletovi z Milétu (7.–6. stol. p . n. l.) d kazy tvrzení, že kruh je svým 
pr m rem rozd len na dv  shodné ásti, že úhly p i základn  rovnoramenného 
trojúhelníku jsou shodné, že vrcholové úhly jsou shodné a že dva trojúhelníky, které se 
shodují v jedné stran  a dvou úhlech, jsou navzájem shodné. 

                                                          

1 Významným krokem, který pozd ji vedl k využití teorie grup v geometrii, byla myšlenka rozší ení pohybu 
svázaného s jedním objektem na pohyb celé roviny. Tento nový pohled již dával skládání r zných pohyb  smysl. 
Autorem této, z pohledu geometrických transformací revolu ní myšlenky byl August Ferdinand Möbius (viz [2]). 
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Thaletovy d kazy t chto tvrzení nemohly být založeny na žádných axiomech ani 
pomocných v tách, nebo  v jeho dob  ješt  nebyl vybudován ani axiomatický systém, ani 
systém základních v t. Výše uvedená tvrzení se týkají shodnosti objekt  (p lkruh , úhl , 
trojúhelník ), Thales je patrn  dokázal na základ  p edstav o ztotožn ní uvažovaných 
objekt  pomocí „geometrických transformací“, i když je toto ozna ení v jeho dob  ješt
hodn  nadnesené. V dnešním smyslu shodné objekty Thales nazýval podobné. Zdá se, že 
ozna ení shodné pro objekty stejného tvaru a velikosti zavedli Pythagorejci (6.– 4. stol. 
p . n. l.), kte í v ili, že takové objekty jsou tvo eny shodným po tem bod . Termín 
podobné objekty pozd ji získal moderní, obecn jší význam, Eukleides a jeho žáci shodné 
objekty (v dnešním smyslu) nazývali podobné a stejné.2

Eukleides z Alexandrie (asi 300 p . n. l.) uvádí v I. knize Základ  následující t i v ty 
o shodnosti trojúhelník  a v dalším textu se na n  odkazuje. 

Když mají dva trojúhelníky dv  strany (st ídav ) s dv ma stranami stejné a úhly 
stejnými stranami sev ené mají stejné, budou i základnu základn  míti rovnou  
a trojúhelník s trojúhelníkem bude stejný i ostatní úhly s ostatními úhly, proti nimž leží 
stejné strany, (st ídav ) budou stejné. ([1], kniha I, v ta IV, str. 4) 

Když mají dva trojúhelníky dv  a dv  strany st ídav  stejné a mají též základnu 
základn  rovnou, budou též úhly stejnými p ímkami sev ené míti stejné. ([1], kniha I, 
v ta VIII, str. 6) 

Když mají dva trojúhelníky dva úhly dv ma úhl m jednotliv  rovné a jednu stranu 
jedné stran  rovnou bu  p i stejných úhlech nebo proti jednomu ze stejných úhl , 
budou míti též ostatní strany rovné ostatním stranám i zbývající úhel úhlu 
zbývajícímu. ([1], kniha I, v ta XXVI, str. 14) 

3 Pohyby v geometrii 

První p edstavy o pohybu, tj. v našem pojetí transformace, využívali Pythagorejci 
pom rn asto. Nap . p ímku chápali jako stopu pohybujícího se bodu, rovinu jako stopu 
pohybující se p ímky. 

Archytas, len pythagorejské školy, využil pohyb p i ešení klasické ecké úlohy 
zdvojení krychle (tzv. Délský problém). Ozna me a délku hrany uvažované krychle. 
Archytas uvažoval (v dnešní symbolice a ve vhodn  zvolené soustav  sou adnic) válec 

,2
22

axyx =+  kužel 
2222

4xzyx =++  a anuloid (torus) ,
22222

2 yxazyx +=++

který vznikl rotací kružnice axzx 2
22 =+  kolem sou adné osy z. Všechny t i uvedené 

útvary se protnou v bod P, jehož sou adnice [x, y, z] spl ují rovnosti 
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Vzdálenost bodu P od po átku zvolené soustavy sou adnic p edstavuje hledanou délku 
hrany zdvojené krychle. 

                                                          

2 Stejné pak i podobné (shodné) jsou útvary t lesové omezené rovinami podobnými, stejnými po tem i velikostí.
Viz [1], kniha XI, definice 10, str. 238. 
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Eukleides ve svých Základech definoval kružnici, aniž by využil pohyb. Jeho definice 
koule, kužele a válce jsou však již kinematické, pohyb v sob  zahrnují. Koule dle Eukleida 
vznikne rotací p lkruhu kolem jeho pr m ru, kužel vznikne rotací pravoúhlého trojúhelníku 
kolem jedné jeho odv sny a válec vznikne rotací obdélníku kolem jedné jeho strany. 

Kruh jest útvar rovinný, objímaný jednou arou (jež se nazývá obvodem), k níž od 
jednoho bodu vnit  útvaru vedené p ímky všecky sob  rovny jsou. ([1], kniha I, 
definice 15, str. 1) 

Koule jest útvar omezený tím, že se kolem pevného pr m ru polokruhu polokruh oto í, 
až se op t vrátí na totéž místo, odkud se po al otá eti. ([1], kniha XI, definice 14,  
str. 238) 

Kužel jest útvar omezený tím, že se trojúhelník pravoúhlý oto í kolem pevné jedné ze 
stran pravý úhel svírajících, až se op t vrátí na totéž místo, odkud se po al otá eti. 
([1], kniha XI, definice 18, str. 238) 

Válec jest útvar omezený tím, že se rovnob žník pravoúhlý oto í kolem pevné jedné ze 
stran rovnob žníku pravý úhel svírajících, až se op t vrátí na totéž místo, odkud se 
po al otá eti. ([1], kniha XI, definice 21, str. 238) 

Uvedený zp sob definování základních rota ních t les patrn  odráží starší tradici, 
pozd ji ustoupil do pozadí. Theodosius (1.–2. stol. n. l.) ve svém díle Sphaerica definuje 
kouli staticky, podobn  jako Eukleides definuje kružnici. 

Na druhou stranu, nap . Aristoteles ze Stageiry (384–322 p . n. l.) byl proti využití 
pohybu v geometrii, matematické objekty považoval za nehybné. Zastával názor, že rovina 
je obecn jší (abstraktn jší) než t leso, protože postrádá jeden jeho rozm r, p ímka je 
obecn jší než rovina, protože postrádá její ší ku, a bod je obecn jší než p ímka, protože 
postrádá její délku. Tedy p ímka nem že být složena z bod , rovina z p ímek a t leso  
z rovin. Podle Aristotela tedy nic, co je spojitého, nelze složit z jednotlivostí. Proto tedy 
nelze p ímku získat pohybem bodu, rovinu pohybem p ímky a t leso pohybem roviny. 

Arabští matematici Th bit Ibn Qurra (9. stol.) a Ab  Al  Ibn al-Haytham (10.–11. stol.) 
tento Aristotel v p ístup kritizovali a pohyb  v geometrii hojn  využívali. Naopak Omar 
Khayyam (11.–12. stol.) Aristotelovy názory sdílel a ve svých komentá ích k Eukleidovým 
Základ m kritizoval Ibn al-Haythama. Namítal, že není žádných pochyb, že p ímka m že 
existovat pouze v rovin , je její ástí, a nem že jí tedy p edcházet, nem že se bez ní 
pohybovat. Stejn  tak p ímka nem že vzniknout pohybem bodu, protože p ímka svou 
podstatou, svou existencí, bodu p edchází. 

Další matematici blízkého a st edního východu i západní Evropy ve svých 
geometrických pracích pohyby využívali celkem pravideln  a systematicky. 

Prvními doloženými geometrickými transformacemi, které jsou složit jší než 
jednoduché pohyby, jsou osová afinita a stejnolehlost (homothetie). 

4 Osová afinita 

Osová afinita je ur ena osou afinity o a tzv. charakteristikou k. Jedná se o zobrazení, 
které úse ku zobrazí op t na úse ku, p i emž p ímky, v nichž ob  úse ky leží, se 
protínají na ose afinity. Charakteristika ur uje pom r vzdáleností obrazu bodu a jeho 
vzoru od pr se íku jejich spojnice s osou afinity (viz obr. 1). 
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Obr. 1: Osová afinita s osou afinity o a charakteristikou k = 2 

Osová afinita se poprvé objevila v pojednání O konoidech a sféroidech (Peri 
k noeide n kai sphairoeide n), jehož autorem je Archimedes ze Syrakus (287–212 p . n. l.). 
Týká se výpo tu objem  rota ních elipsoid , vrchlík  dvoudílných rota ních 
hyperboloid  a rota ních paraboloid . V ta 4 tohoto pojednání íká, že pom r obsahu 
libovolné elipsy a obsahu kruhu sestrojeného nad její hlavní osou je stejný jako pom r 
délek vedlejší a hlavní osy. 

Nech  je dána elipsa (viz obr. 2). Nad její hlavní osou uvažujme kruh H. Sestrojme 

další kruh K tak, aby pro jeho obsah platilo .:: EGBDSS HK =  Potom obsah kruhu K je 

roven obsahu dané elipsy. Archimedovo zd vodn ní je následující (d kaz je veden sporem). 

Obr. 2: Archimed v d kaz využívající osovou afinitu 

Kdyby byl obsah kruhu K v tší než obsah elipsy, vepíše Archimedes do kruhu K  
n-úhelník (n je sudé íslo), jehož obsah je také v tší než obsah dané elipsy, do kruhu H
vepíše jemu podobný n-úhelník, spojí úse kami dvojice jeho vrchol , které jsou 
soum rn  sdruženy podle hlavní osy elipsy, ozna í jejich pr se íky s elipsou a ukáže, že 
z t chto bod  vzniklý mnohoúhelník je k vepsanému mnohoúhelníku v pom ru BD : EG; 
vepsaný mnohoúhelník je p itom ve stejném pom ru k mnohoúhelníku vepsanému kruhu K. 
Tedy mnohoúhelník vepsaný uvažované elipse má stejný obsah jako mnohoúhelník 
vepsaný kruhu K, což je spor s p edpokladem, že mnohoúhelník vepsaný kruhu K má 
obsah v tší než elipsa. P edpoklad, že obsah kruhu K je menší než obsah elipsy se vyvrátí 
zcela analogicky. 
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Archimedes v tomto d kazu využívá pravoúhlou osovou afinitu ur enou osou AC, 
jejíž charakteristika je rovna pom ru hlavní a vedlejší osy elipsy. Ukazuje, že pom r 
obsah  ploch vepsaných n-úhelník  je roven pom ru obsah  ploch geometrických útvar , 
které získáme z t chto n-úhelník  pro n jdoucí do nekone na. Odvodil, že obsah elipsy 

mající poloosy a a b je roven π ab a polom r kruhu K je roven ab  (geometrickému 
pr m ru délek obou poloos). 

5 Stejnolehlost 

Stejnolehlost (homothetie, centrální dilatace) je ur ena st edem stejnolehlosti S a tzv. 
koeficientem stejnolehlosti .0≠  Jedná se o podobné zobrazení, které úse ku zobrazí na 
úse ku s ní rovnob žnou, p i emž st ed stejnolehlosti, bod a jeho obraz jsou kolineární. 
Absolutní hodnota koeficientu stejnolehlosti ur uje pom r podobnosti, jeho znaménko 
ur uje umíst ní obrazu vzhledem ke st edu stejnolehlosti (viz obr. 3). 

Obr. 3: Stejnolehlosti se st edem S a koeficienty  = 2 a 
2

1
−=

První výskyt stejnolehlosti lze nalézt již v Eukleidových Základech.3 Stejnolehlost 
dále zmínil Apollonios z Pergy (3.–2. stol. p . n. l.) v pojednání Rovinná místa (Peri topoi 
epiphanoi), o n mž se dochoval záznam díky historické práci Synag g  math matik , 
jejímž autorem je Pappos z Alexandrie (3. stol. n. l.). Apollonios pravd podobn  znal 
základní vlastnosti stejnolehlosti, podrobn jší informace nejsou známy. 

6 Kruhová inverze 

Apollonios ve výše uvedené práci Rovinná místa rovn ž poprvé uvažuje kruhovou 
inverzi. Jedná se o zobrazení, které je ur eno st edem S a tzv. koeficientem inverze 

.0≠  St ed inverze, bod a jeho obraz jsou kolineární, p i emž sou in vzdáleností obrazu 
a vzoru od st edu inverze je roven absolutní hodnot  koeficientu inverze, znaménko 
koeficientu inverze ur uje umíst ní obrazu vzhledem ke st edu inverze. Obraz st edu 
inverze se klade do nevlastního bodu . Kruhová inverze je involutorním zobrazením,4

zobrazuje zobecn né kružnice (p ímky nebo kružnice) op t na zobecn né kružnice. Dva 
základní zp soby konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi se st edem S a koeficientem 

inverze 
2

r=  jsou uvedeny na obr. 4. 

                                                          

3 Na dané p ímce narýsuj útvar p ímkový danému útvaru p ímkovému podobný a podobn  položený (stejnolehlý).
Viz [1], kniha VI, v ta XVIII, str. 93. 
4 íkáme, že zobrazení f je involutorní, jestliže složeno samo se sebou dává identitu, tj. f f = identita. 
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Obr. 4: Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi 

Apollonios znal základní vlastnosti kruhové inverze. Ve svém dalším díle Pojednání  
o kuželose kách (K nika) se již v noval obecn  inverzím na všech (regulárních) 
kuželose kách, tedy nejen na kružnici, ale rovn ž na elipse, hyperbole a parabole. 
Kruhová inverze byla potom po adu století matematiky opomíjena a nep íliš využívána. 

Kruhové inverzi se patrn  po Apolloniovi jako první blíže v noval až Jacob Steiner 
(1796–1863). Je mu p isuzován objev inverze v plné obecnosti (1824), on sám v této 
souvislosti hovo il o „Wiedergeburt und Auferstehung“ (znovuzrození a vzk íšení). 
Steinerovy stat  v nované inverzní geometrii nebyly publikovány, našly se až v jeho 
poz stalosti. 

Belgický matematik Adolphe Quetelet (1796–1874) kolem roku 1827 odvodil známé 
analytické vyjád ení kruhové inverze. První systematické zpracování kruhové inverze 
patrn  sepsal Giusto Bellavitis (1803–1880) roku 1836 pod názvem Teoria delle figure 
inverse e loro uso nella geometria elementare (Teorie inverzních útvar  a její využití  
v elementární geometrii). Z názvu pochází dnešní termín kruhová inverze. Autor zde 
zformuloval definici a vyložil základní vlastnosti inverze; pozd ji inverzi zobecnil do 
trojrozm rného prostoru. 

B hem dalších let inverzi znovu objevila ada dalších matematik , nap . William 
Thomson (lord Kelvin, 1824–1907), který v letech 1845 až 1847 v rámci studia 
elektrostatiky hovo il o transformaci s reciprokými pr vodi i a rozší il svoje fyzikální 
úvahy na geometrický prostor. Tento termín od W. Thomsona p evzal Joseph Liouville 
(1809–1882) a modifikoval jej na transformace reciprokými polom ry (transformation 
par rayons vecteurs réciproques).5 Dokázal, že jde o jedinou nelineární transformaci 
v prostoru, která je konformní (zachovává úhly). 

Studium kruhové inverze završil August Ferdinand Möbius (1790–1868). V práci Die 
Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung z roku 1855 provedl 
významné zobecn ní inverze, kdy ist  geometrickými prost edky položil základy obecné 
rovinné transformace, která kružnice zobrazuje op t na kružnice (tzv. kruhové 
transformace). Za základ takového zobrazení vzal následující p edpoklady: zobrazení je 
bijekcí, obrazem tve ice bod  ležících na kružnici jedné roviny musí být tve ice bod
incidentních s kružnicí druhé roviny (kružnicemi nazýval i p ímky, tj. uvažoval tzv. 
zobecn né kružnice), posledním p edpokladem je zachování spojitosti (dv ma nekone n
blízkým bod m jedné roviny odpovídají dva nekone n  blízké body druhé roviny). 

                                                          

5 Viz Journal de Mathématiques Pures et Appliquées 12(1847), 265–290. 
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ist  syntetickými úvahami dosp l A. F. Möbius po vylou ení lineárních zobrazení  
k záv ru, že v každé z rovin existuje práv  jeden bod, který se v eukleidovském prostoru 
nem že zobrazit do žádného bodu druhé roviny (centrální bod, st ed) a ke každé z rovin 
je t eba p idat po jednom bodu, který bude obrazem, resp. vzorem centrálního bodu 
roviny vzor , resp. obraz  (odtud Möbiova rovina). Viz nap . [9]. Na jeho práci navázali 
Carl Friedrich Gauss (1777–1855), který položil základy analytického vyjád ení 
kruhových transformací v komplexní rovin , a Arthur Cayley (1821–1895), který ukázal, 
že kruhová transformace je složením kruhové inverze v Möbiov  rovin  a libovolného 
pohybu (1858).6

7 Promítání 

Promítání (projekce) se podle dochovaných záznam  hojn  využívalo již ve starém 
ecku a ím . Známý ímský stavitel a architekt P. M. Vitruvius (1. stol. p . n. l.) ve 

svém díle Deset knih o architektu e (De architectura libri decem) popisuje t i projekce 
hojn  využívané staviteli. Dle jeho slov se jedná o ichnografii, orthografii a scénografii. 
Ichnografie (ichnos = stopa, grapho = psaní) spo ívá ve vytvo ení obrazového modelu 
(projektu, plánu) prostorové situace pomocí pravítka a kružítka, v dnešní terminologii jde 
o konstrukci horizontální projekce, orthografie (orthos = kolmý) spo ívala v zakreslení 
nárysu, v dnešní terminologii jde o konstrukci frontální projekce, a kone n  scénografie 
(sk n  = scéna) spo ívala v zahrnutí perspektivy. Lze se domnívat, že tyto t i projekce 
byly známy již ek m n kolik století p ed naším letopo tem. 

Pappos z Alexandrie (3. stol. n. l.) v VII. knize Synag g  math matik  uvádí 
geometrické vlastnosti st edového promítání a perspektivy. Odkazuje zde na Eukleidovo 
ztracené dílo Porismata,7 které se tomuto tématu možná také v novalo. Pappos zde uvádí 
následující v tu (viz obr. 5): 

Jsou-li dány t i r zné p ímky AB, AC a AD, které protínají dv  další p ímky FB a FE, 
potom platí následující rovnost 
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Protože body F, E, G, H získáme z bod F, B, C, D projekcí z bodu A, je výše 
uvedená Pappova rovnost speciálním p íkladem obecné vlastnosti každé projekce, podle 
které se p i projekci zachovává dvojpom r ty  kolineárních bod . 

                                                          

6 Viz Cayley A.: Note on the "Circular Relation" of Prof. Möbius. Quarterly Mathematical Journal 2(1858), 
str. 162. 
7 Spis Porismata tvo ily t i knihy, úryvkovit  se jejich obsah zachoval v pracích, jež sepsal Pappos kolem roku 
300 n. l. Porisma jest úkol, jímž se žádá, by se na základech daných vyhledala veli ina ur itých vlastností.  
V Eukleidových Základech porisma zna í pou ku, jež z d kazu pou ky jiné vysvítá jasn  sama sebou (d sledek).
Viz [1], první strana nestránkovaného Úvodu. 
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Obr. 5: Zachování dvojpom ru ty  kolineárních bod  p i projekci 

8 Stereografická projekce 

P íkladem jedné z nejvýznamn jších projekcí, která byla využívána již ve starov ku, 
je stereografická projekce. Jedná se o pr m t sféry z jednoho jejího bodu (pólu) do te né 
roviny vedené diametráln  protilehlým bodem, nebo do roviny s ní rovnob žné (viz obr. 6). 
P i této projekci se kružnice procházející pólem zobrazí do p ímek, ostatní kružnice se 
zobrazí op t do kružnic. Stereografická projekce je konformním zobrazením (zachovává 
úhly mezi dv ma k ivkami). 

Obr. 6: Stereografická projekce 

Základy stereografické projekce položil patrn  Hipparchos (2. stol. p . n. l.).8 První 
písemné zmínky o stereografické projekci však nacházíme až u Vitruvia v díle Deset knih 
o architektu e a v Ptolemaiov  pojednání Zobrazení sféry do roviny (Apl sis epiphaneias 
sphairas, Planisphaerium). 

                                                          

8 Hipparchos byl jeden z nejv tších antických astronom , který sestavil první velký katalog hv zd, jenž 
obsahoval p esné polohy více než 800 stálic. Hipparchos zd raz oval p esná pozorování a matematické výpo ty. 
Vymyslel nové p ístroje pro m ení výšky hv zd, stanovil sklon zemské osy k ekliptice, ur il délku slune ního 
roku s chybou jen 6 minut. Cht l prov it heliocentrický model vesmíru. Vyšel ze správné úvahy, že pokud 
Zem  obíhá kolem Slunce, pak se musí v pr b hu roku m nit vzájemná poloha hv zd na no ním nebi. P íslušná 
m ení skute n  provedl, ale zm ny ve vzájemné poloze hv zd nezaznamenal. Proto heliocentrický model zavrhl.
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Klaudios Ptolemaios (1.–2. stol. n. l.)9 sepsal spis O projekci (Peri anal mmatos, 
Analemma), v n mž se zabýval ortogonální projekcí nebeské sféry do horizontální 
roviny, kterou využíval k ešení r zných problém  sférické astronomie. 

Vitruvius i Ptolemaios se v novali astronomickým pozorováním a m ením nebeské 
sféry, k jejímu znázor ování využívali p ístroje arachné a astroláb (astrolabon 
organon).10 Astroláb je založen na stereografické projekci nebeské sféry z nebeského 
pólu (viz obr. 7). Ve st edov ku byla stereografická projekce nazývána tast h al-asturl b, 
termín stereografická projekce (stereon = t leso) zavedl Francois D'Aguillon (1566–1617) 
v díle Šest knih o optice (Opticorum Libri VI, 1613). Jak Vitruvius, tak Ptolemaios ve 
svých pracích využívali základní vlastnosti stereografické projekce, avšak bez d kaz . 

Obr. 7: Astronomický p ístroj astroláb 

První souhrnn jší pojednání o stereografické projekci v etn  d kaz  základních 
vlastností sepsal až Ahmad al-Fargh n  (9. stol.) pod názvem Kniha o konstrukci 
astrolábu. Stereografické projekci zde v nuje první kapitolu a dokazuje mimo jiné, že 
kružnice procházející pólem se zobrazí do p ímek a ostatní kružnice op t do kružnic, 
p i emž není obecn  obrazem st edu kružnice st ed kružnice získané zobrazením;  
v dalších kapitolách se pak již v nuje konstrukci samotného astrolábu. 

Další matematici st edov ku se pokoušeli využít pro konstrukci astrolábu jiné 
geometrické transformace. Ab  H mid al-Sagh n  (10. stol.) ve svém díle Kniha o projekci 
do roviny navrhl nahradit stereografickou projekci sféry do roviny z jejího pólu projekcí  
z libovolného bodu sou adnicové osy. V takové projekci se kružnice na sfé e zobrazí 
obecn  do kuželose ek. 

                                                          

9 Klaudios Ptolemaios je autorem Almagestu (Mathématiké syntaxis, Megalé syntaxis), astronomického 
spisu, který p edstavoval encyklopedii tehdejšího hv zdá ského v d ní. Byl zastáncem geocentrického 
systému, pokládal Zemi za st ed vesmíru, okolo n hož obíhají Slunce, M síc, planety a hv zdy. Jeho popis 
Slune ní soustavy byl považován za správný po celých patnáct století. Z nejjasn jších viditelných hv zd 
sestavil 48 souhv zdí, která mu p ipomínala ur ité obrazce postav, zví at nebo v cí. Mnohá z jeho 
souhv zdí se používají v moderní astronomii dodnes. 
10 Astroláb je st edov ký astronomický p ístroj, který v sob  zahrnuje zjednodušenou mapu hv zdné oblohy 
(nebeské sféry). Obsahuje pevné i pohyblivé ásti, které umož ují modelovat pohyby nebeských t les, m it 
jejich úhlovou výšku nad horizontem, zem pisné sou adnice i místní as. Hlavní ciferník je rozd len na dvanáct 
díl  podle znamení zv rokruhu, st ed ciferníku p edstavuje nebeský pól. 



258

V knize P ehled možností konstrukce astrolábu, kterou sepsal Ab  l-Rayh n al-B r n
(10.–11. stol.), autor nejprve popisuje r zné zp soby a metody konstrukce tohoto 
p ístroje. V dalším textu navrhuje za základ konstrukce tzv. válcovou projekci, tj. 
ortogonální projekci podle osy, která je limitním p ípadem projekce al-Sagh n ho, pokud 
st ed projekce klademe do nekone na. P i této projekci se kružnice zobrazí bu  na 
kružnice, nebo na elipsy. 

Stereografická projekce se využívá k zobrazení povrchu Zem  do roviny, tj. p i tvorb
map. Vzhledem k tomu, že je konformním zobrazením, jsou takové mapy velmi užite né 
nap . pro mo eplavce. 

Využití stereografické projekce p i tvorb  map se v nuje již Ab  l-Rayh n al-B r n   
v díle Pojednání o zobrazení souhv zdí a o zakreslení zemí na mapu, v n mž též popisuje 
další typ projekce sféry do roviny, jejímž autorem je al-B r n  a která je dnes známa jako 
tzv. kulová projekce (globular projection).11 V této projekci se polosféra zobrazí do kruhu, 
jehož obvod je rozd len na 360 stejných dílk  a jehož vodorovný a svislý pr m r jsou 
rozd leny na 180 stejných ástí. Zakreslení bodu polosféry majícího zem pisnou délku λ
a zem pisnou ší ku ϕ se provádí následujícím zp sobem (viz obr. 8). 

Od st edu kruhu vyneseme λ dílk  na vodorovném pr m ru a sestrojíme kruhový 
oblouk procházející tímto bodem a koncovými body svislého pr m ru. Dále vyneseme od 
st edu kruhu ϕ dílk  na svislém pr m ru a od koncových bod  vodorovného pr m ru ϕ
dílk  na obvodu kruhu a sestrojíme kruhový oblouk procházející všemi t emi uvedenými 
body. Požadovaný bod reprezentující zvolený bod na sfé e získáme jako pr se ík obou 
kruhových oblouk . 

Obr. 8: Kulová projekce 

Tvorbou map se zabýval také Ptolemaios, který zavrhnul využívání válcové projekce, 
nebo  siln  zkresluje vzdálenosti v rovnob žkovém sm ru. Místo této projekce doporu oval 
své dv  dokonalejší projekce – prostou kuželovou a pseudokuželovou délkojevnou. 

                                                          

11 Tuto projekci pozd ji znovu objevili Giovanni Battista Nicolosi (1610–1670) a Aaron Arrowsmith (1750–1823). 
Ke konstrukci astrolábu ji využil Philippe de La Hire (1640–1717). 
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Z pozd jších prací, které se využití stereografické projekce p i tvorb  map v novaly, 
uve me alespo  dv  práce Leonharda Eulera (1707–1783) nazvané O reprezentaci 
sférické plochy v rovin  (De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, 1778)  
a O geografické projekci sférické plochy (De projectione geographica superficiei 
sphaericae, 1778). L. Euler se v nich zabýval otázkou existence a konstrukce obecného 
konformního zobrazení sféry do roviny. Využil stereografickou projekci sféry do roviny, 
která bodu sféry majícímu zem pisnou délku t a zem pisnou ší ku v p i adí bod 

reprezentovaný komplexním íslem . )sin  i  (cos
2

tg tt
v

z +=  Konformní zobrazení roviny 

poté definoval pomocí komplexní funkce. 

Belgický matematik a inženýr Pierre Germinal Dandelin (1794–1847) popsal kolem 
roku 1827 základní vlastnosti stereografické projekce a využil ji k ešení n kterých 
matematických problém , nap . k ešení Apolloniovy úlohy spo ívající v sestrojení 
kružnice, která se dotýká t í pevn  zadaných kružnic. 

9 Afinní transformace 

Stejnolehlost a osová afinita jsou speciálními p íklady afinních transformací, 
nejobecn jších vzájemn  jednozna ných transformací roviny, p i nichž se p ímky zobrazí 
op t na p ímky. Afinní transformace zachovávají rovnob žnost p ímek. Obecná afinní 
transformace má analytické vyjád ení ve tvaru 
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 nazýváme p íslušné zobrazení ekviafinní. 

Ekviafinní zobrazení poprvé nalézáme v práci Kniha o ezech válce a jeho povrchu, 
jejímž autorem je Th bit Ibn Qurra (9. stol.). Dokazuje zde, že obsah elipsy, jejíž poloosy 

mají délky a a b, je roven obsahu kruhu o polom ru ,ab  a dále uvádí (v etn  d kazu 
pomocí exhaustivní metody), že ekviafinní transformace zobrazí libovolnou úse  elipsy 
na úse  kruhu o stejném obsahu. 

Obecné afinní transformace se poprvé objevují v práci Kniha o m ení paraboly, 
jejímž autorem je Ibr h m ibn Sin n ibn Th bit (10. stol), vnuk Ibn Qurry. Dokazuje zde, 
že afinní transformace zachovává pom r ploch mnohoúhelník ; tento výsledek pomocí 
exhaustivní metody dále rozši uje i na dv  úse e paraboly. 

Systematické vybudování afinní geometrie u inil až Leonhard Euler (1707–1783), 
který rovn ž zavedl termín afinní,12 jímž cht l poukázat na skute nost, že a koliv 
geometrický útvar a jeho afinní obraz nejsou p ísn  vzato podobné, jsou p esto ur itým 
zp sobem p íbuzné. 

                                                          

12 Latinsky affinitas znamená sp ízn nost, p íbuznost. 
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10 Projektivní transformace 

Afinní transformace jsou speciálním p íkladem obecn jších, tzv. projektivních 
transformací. Obecná projektivní transformace má v afinních sou adnicích analytické 
vyjád ení ve tvaru 
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Abychom mohli projektivní transformace roviny definovat, je t eba p idat k obvyklé 
eukleidovské rovin  nevlastní body jakožto pr se íky navzájem rovnob žných p ímek. 
Tato nutnost souvisí s požadavkem, aby projekce jedné roviny do druhé byla vzájemn
jednozna ným zobrazením. Projektivní transformace (kolineace projektivní roviny) 
zobrazují p ímky op t na p ímky. 

Myšlenku nevlastních bod  poprvé explicitn  zmi uje astronom a matematik 
Johannes Kepler (1571–1630) v práci Astronomiae pars optica z roku 1604. Podtitul 
Dodatek k Vitellovi (Ad Vitellionem paralipomena) nazna uje, že J. Kepler touto svou 
prací navazoval na dílo polského fyzika Vitella (13. stol.). V kapitole O kuželose kách
Kepler uvádí, že ezem kužele rovinou m že být v závislosti na poloze roviny p ímka, 
kružnice, elipsa, hyperbola nebo parabola a popisuje p echod mezi jednotlivými 
kuželose kami (p ímka p echází p es hyperbolu do paraboly, a ta dále p es elipsu až do 
kružnice). Dále zde J. Kepler zavádí ohniska kuželose ky jako takové body, že úse ky 
spojující tyto body s libovolným bodem kuželose ky svírají s te nou v tomto bod
shodné úhly. V p ípad  paraboly pak druhé ohnisko klade do nekone na. 

V roce 1613 vydal Francois D'Aguillon (1566–1617) Šest knih o optice (Opticorum 
Libri VI), v nichž se krom  stereografické projekce v noval rovn ž obecné centrální 
projekci, kterou nazýval scénografie. J. Kepler i F. D'Aguillon ve svých dílech 
navazovali na adu prací o perspektiv , které byly sepsány b hem 14. a 15. století.13

                                                          

13 Uve me alespo  pojednání O kreslení (Della pittura, Florencie, 1435), které sepsal Leon Battista Alberti 
(1404–1472) a O perspektiv  v kreslení (De perspectiva pingendi, ím, asi 1480), jehož autorem je Piero della 
Francesca (1416–1492). V souvislosti s využitím perspektivy v malí ství bychom m li zmínit také dílo Leonarda 
da Vinciho (1452–1519) nazvané Pojednání o kreslení (Il trattato della pittura) a vydané až po jeho smrti (1651) 
a dv  práce Albrechta Dürrera nazvané Návod pro m ení kružítkem a pravítkem (Unterweysung der Messung 
mit Zirckel und Richtscheyt, 1525) a O proporcích lov ka (Von menschlicher Proportion, 1528). Oba malí i, 
Leonardo da Vinci a A. Dürrer, se ve svých pracích v novali geometrickým otázkám v etn  geometrických 
zobrazení. 
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První souhrnné pojednání o projektivních transformacích sepsal Girard Desargues 
(1591–1661) pod názvem P edb žný ná rt pokusu o pochopení jev  p i vzájemném styku 
kužele a roviny (Brouillon project d'une atteinte aux événements des rencontres d'un cone 
avec un plan, 1639). K obvyklé eukleidovské rovin  p idal celou nevlastní p ímku a na 
hyperbolu poté pohlížel jako na uzav enou k ivku, jež nevlastní p ímku protíná ve dvou 
bodech. Asymptoty hyperboly považoval za její te ny v nevlastních bodech. Parabolu 
chápal jako uzav enou k ivku, jež se nevlastní p ímky dotýká. 

G. Desargues studoval rovn ž dvojpom r ty  kolineárních bod , byl si v dom jeho 
invariantnosti p i projektivních transformacích. Pro projektivní transformace, jejichž 
dvojím složením získáme identitu, zavedl termín involuce, jenž se používá dodnes. Jako 
první zkoumal polární transformace vzhledem ke kuželose kám. Ke zvolenému bodu P
hledal množinu všech bod X takových, že body P a X harmonicky d lí body Q a R,  
v nichž p ímka PX protne danou kuželose ku.14 Ukázal, že množinou všech hledaných 
bod X je p ímka (dnes tuto p ímku nazýváme polárou bodu P vzhledem k dané 
kuželose ce, bod P nazýváme jejím pólem).15

11 Záv r 

Historie geometrických transformací je velmi bohatá, sahá až do doby p ed 2500 lety, 
kdy lze podle dochovaných informací vystopovat jejich první náznaky. Jednotlivé typy 
transformací byly asto objevovány v souvislosti s ešením r zných praktických úloh  
a byly využívány nejen v geometrii, ale i v dalších oborech lidské innosti. P íkladem je 
užití perspektivy v malí ství, promítání ve stavitelství nebo konstrukce map pomocí 
stereografické projekce. 

Teprve kolem 18. století za aly být sepisovány souhrnn jší práce v nující se 
jednotlivým typ m transformací, byly položeny základy obecné teorie, k nimž v té dob
p isp la celá ada matematik  (podrobn ji o tzv. Cremonových transformacích viz [8]). 
Velký zájem o tuto problematiku v 18. a 19. století souvisel s tehdejším obecným 
trendem v matematice, jímž byla jednak snaha o systematizaci dosavadních poznatk , 
jednak touha zobec ovat již dosažené výsledky, a  už do vyšších dimenzí, nebo pro stále 
složit jší objekty. Tento trend se nemohl vyhnout ani geometrii, kde se od lineárních 
transformací rychle p ešlo k transformacím vyšších stup , od bodových transformací  
k transformacím spojitým nebo nejednozna ným, kdy jednomu bodu mohou být 
p i azeny dva nebo dokonce nekone n  mnoho bod . 

Brzy se proto za ala zkoumat možnost klasifikace všech známých typ  transformací. 
První krok v tomto sm ru u inil již zmi ovaný A. F. Möbius v Barycentrickém po tu [2] 
(podrobn ji viz [9]). Pouze nedostatek algebraického aparátu neumožnil A. F. Möbiovi 
uskute nit jeho zamýšlené pojetí klasifikace r zných geometrií. K n mu dosp l až Felix 
Klein (1849–1925) ve svém Erlangenském programu (1872). Využil nejnov jší poznatky 
teorie grup a teorie invariant  a aplikoval je na geometrii. Pracoval s grupami transformací, 
které zachovávaly geometrické vlastnosti útvar , a které mu umožnily zformulovat 
jednotnou definici r zných typ  geometrií. Na základ  uspo ádání grup geometrických 
transformací poté dosp l i k uspo ádání p íslušných geometrií. Podrobn ji o Erlangenském 
programu a s ním souvisejících záležitostech viz [5], [6] a [7]. 
                                                          

14 íkáme, že body P a X harmonicky d lí body Q a R, jestliže jejich dvojpom r je roven –1, tj. (Q, R, P, X ) = –1. 
15 Termín pól je odvozen z eckého slova polos (osa) a p vodn  zna il pr se ík sféry s osou rotace. Názvy 
polára bodu a pól p ímky vzhledem k dané kuželose ce zavedli nezávisle na sob  François Joseph Servois 
(1767–1847) a Joseph Diaz Gergonne (1771–1859). 
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V p ísp vku jsme se snažili p ipomenout d ležité okamžiky z historie geometrie, kdy 
se v souvislosti s transformacemi poprvé objevily n které nové myšlenky. Náš vý et není 
v žádném p ípad  úplný, nebo  se n které informace nedochovaly, navíc není jednoduché,
a n kdy to ani nejde, p esn  ozna it okamžik objevu a autora nové myšlenky. Vývoj 
n kterých pojm  obsáhl n kolik století, m nila se základní terminologie, postupn  se 
objevovaly nové souvislosti. 

V tšina výše uvedených informací historického charakteru vychází z údaj
obsažených v [3], kde je geometrickým transformacím v nována samostatná kapitola. 
Další souvislosti týkající se historie této problematiky lze nalézt nap . v [4]. 
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ZÁKLADNÍ U EBNÍ TEXTY Z MATEMATIKY NA VŠE 
PRAHA V LETECH 1954–2009 

EVA ULRYCHOVÁ 

Abstract: The basic textbooks used for courses of mathematics at the University of 
Economics in Prague (VŠE) since its establishment in 1953 are presented and compared 
with the textbooks used at the present time. 

1 Úvod 

Základní kurz matematiky na VŠE Praha prošel od založení školy v roce 1953 mnoha 
zm nami, a to nejen co do po tu vyu ovacích hodin a obsahové nápln , ale i formy výkladu. 
Snad k nejradikáln jší zm n  došlo v letech 2005 – 2006, kdy byl v rámci p echodu školy na 
ECTS (European Credit Transfer and Accumulation System) postupn  na všech jejích fakul-
tách zkrácen základní kurz matematiky z dvousemestrálního na jednosemestrální, p i týdenní 
hodinové dotaci 2 hodiny p ednášek a 2 hodiny cvi ení. Tato razantní zm na s sebou p inesla 
nejen nutnou redukci obsahu u iva, ale na žádost odborných kateder i zm nu zp sobu výkla-
du – co nejjednodušší formulaci pojm  a d raz zejména na po etní postupy. Je proto zajímavé 
srovnat podle dochované literatury ur ené pro základní kurz matematiky jak obsah, tak formu 
výkladu vyu ované látky. 

V 2. a 3. ásti p ísp vku jsou uvedeny základní u ební texty (které byly v n kterých p ípa-
dech dopln ny samostatnými cvi ebnicemi nebo skripty rozši ujícími u ivo pro obory s rozší-
enou výukou matematiky i pro výb rové p ednášky). Jednotlivé u ebnice jsou stru n  cha-

rakterizovány, dále je uveden vý et vykládaných pojm ; tyto údaje však mohou poskytnout 
jen rámcovou p edstavu – krom  obsahových rozdíl  se texty odlišují i rozsahem v novaným 
jednotlivým témat m, podrobností vysv tlujících komentá , po adím vykládaných pojm , 
náro ností p íklad  apod. Abychom alespo áste n  p iblížili rozdíly ve výkladu pojm
v pr b hu let, uvádíme ve 4. ásti definici limity posloupnosti a pojm  s ní bezprost edn  spo-
jených – tak, jak jsou podávány v jednotlivých u ebních textech. 

Uvádíme pouze základní literaturu k povinnému kurzu matematiky na VŠE. V p ípad  ví-
cerých (i pozm n ných, odlišn  nazvaných) vydání u ebnice téhož autora (nebo kolektivu) 
uvádíme jen první a poslední vydání s vyzna ením zm n v posledním vydání oproti prvnímu. 
Názvy kapitol jsou kurzívou; pokud jsou kapitoly rozsáhlejší, jsou pro lepší orientaci názvy 
menších tématických celk  (dle jednotlivých u ebních text ) zvýrazn ny podtržením.  

2 U ební texty pro jednosemestrální kurz (od r. 2006) 

Kolektiv katedry matematiky: Matematika pro 4MM101, 2006 ([1]) 

144 str. A4. Nejsou ozna eny definice – zavád né pojmy podtrženy; místo v t tvrzení uvede-
ná slovem „Platí“; neobsahuje d kazy, neužívá kvantifikátory, užívá zjednodušené formulace, 
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asto slovní místo symbolických zápis , jednodušší p íklady. ada ešených p íklad , cvi ení 
(ne ešené p íklady) s výsledky, obsahuje obrázky. Neobsahuje aplika ní p íklady. 

I. Lineární algebra 
Lineární závislost vektor , hodnost matice – aritmetické vektory, lineární závislost a nezávis-
lost, hodnost matice. Soustavy lineárních rovnic – Frobeniova v ta, Gaussova a Jordanova eli-
mina ní metoda, homogenní soustava. Maticová algebra – operace s maticemi, regulární mati-
ce, inverzní matice, maticové rovnice, ešení soustav užitím inverzní matice. Determinanty – 
rekurentní definice, rozvoj, úpravy v matici, Cramerovo pravidlo. 
II. Limita posloupnosti, spojitost a limita funkce 
Posloupnost – rozší ená reálná osa, okolí bodu, reálná posloupnost, vlastnosti, limita, v ty. 
Funkce – reálná funkce jedné reálné prom nné, vlastnosti, inverzní funkce, cyklometrické 
funkce, limita funkce, v ty. 
III. Diferenciální po et funkcí jedné prom nné 
Derivace – definice, geometrický význam, vzorce, (f + g)´, (fg)´, (f/g)´, (f[g])´, l’Hospitalovo 
pravidlo. Extrémy na množin  – extrémy spojité funkce na intervalu, souvislost f´ a mono-
tonie, lokální extrémy, pr b h funkce. 
IV. Diferenciální po et funkcí dvou a více prom nných 
Funkce dvou a více prom nných – reálná funkce dvou prom nných, r prom nných, vlastnosti 
množin v rovin , parciální derivace. Extrémy – extrémy funkcí dvou prom nných (dodatek 
i pro funkce více prom nných) – vázané, uvnit  množiny, na kompaktních množinách 
s vnit ními body (spec. extrémy lineární funkce na konvexním mnohost nu), parciální 
derivace 2. ádu, lokální extrémy funkce dvou prom nných. 
V. Integrál 
Integrál – primitivní funkce, neur itý integrál, per partes, substituce, integrace funkcí speciál-
ního tvaru, Newton v ur itý integrál, nevlastní integrál. Nekone né ady – sou et, konver-
gentní, divergentní ada (jen definice), geometrická ada.  
VI. Diferenciální rovnice 
Diferenciální rovnice – základní pojmy, diferenciální rovnice 1. ádu, separace prom nných, 
lineární diferenciální rovnice ádu k s konstantními koeficienty, zkrácená, speciální tvar pravé 
strany – ešení pro rovnice 2. ádu.  

Ka ka M., Coufal J., Kl fa J.: U ebnice matematiky pro ekonomy, 2007 ([2]) 

198 str. B5. Podobný charakter jako [1], pon kud exaktn jší formulace, obecn jší odvozová-
ní, v ty nejsou pozna eny. 

Obsahov  odpovídá [1], navíc obsahuje: Úvod1 – množiny (jen zp soby zápisu množin), 
kartézský sou in, íselné množiny (jen ozna ení), zobrazení a jeho vlastnosti, reálná funkce 
jedné reálné prom nné – vlastnosti, polynom, racionální lomená funkce, exponenciální, 
logaritmická, goniometrické. Derivace – výpo et derivace podle definice, rovnice te ny ke 
grafu funkce. Integrály – druhá metoda integrace substitucí, per partes a substituce v ur itém 
integrálu.2  

Batíková B. a kol.: U ebnice matematiky pro ekonomické fakulty, 2009 ([3]) 

Stejný kolektiv autor  jako [1]. 
206 str. B5. Stejný charakter jako [1], oproti [1] obsahuje aplika ní p íklady z ekonomie. 

                                                
1 V základním kurzu se nevyu uje, pouze jako opakování – p edpokládá se znalost ze st ední školy. 
2 Uvedené pojmy nejsou v osnovách základního kurzu matematiky. 
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Oproti [1] navíc: Úvod3 – opakování – funkce a její vlastnosti, posloupnost a její vlastnosti 
Dodatek I4 – vlastní ísla a vlastní vektory matice, Taylor v polynom, diferen ní rovnice, 
autonomní diferenciální a diferen ní rovnice, ekvilibrium. Dodatek II5 – aplikace matematiky 
v ekonomických disciplínách. 

3 U ební texty pro dvousemestrální kurz (1953–2005)  

Pro zestru n ní textu jsou uvád ny pouze obsahové odlišnosti oproti sou asnému stavu (tj. 
oproti osnovám jednosemestrálního kurzu 4MM101). 

Veselý F.: Úvod do po tu infinitesimálního, 1954 ([4])
162 str. A4. Obsahuje definice, v ty (i pomocné k d kaz m), d kazy, adu ešených p íklad , 
cvi ení (ne ešené p íklady i d kazy tvrzení) bez výsledk , neužívá kvantifikátory, obsahuje 
obrázky. V textu podrobná vysv tlení, ada ešených p íklad . Aplika ní p íklady ojedin le 
a pouze ve cvi eních (polom r filtru na svítiplyn, ujetá vzdálenost lokomotivy p i dané 
spot eb  uhlí).
  
Logické vztahy v matematice – definice, v ta, d kaz, výrokový po et. Množiny – operace 
s množinami, rozklad množiny, Kartézský sou in, zobrazení – na, prosté, inverzní, ekvivalen-
ce množin. Uspo ádání množin, spo etná, nespo etná, kone ná množina, indukce, podobnost 
množin. P irozená ísla, mohutnost množiny, kardinální íslo, ordinální íslo. Reálná ísla, 
ezy, operace s ezy, skoky, mezery. Omezená množina, suprémum, infimum, maximum, mi-

nimum. Nerovnosti, absolutní hodnota. Odmocniny. Posloupnosti (definice obecn , dále jen 
reálná). Mocniny s reálným exponentem a logaritmy. Funkce – intervaly, parciální funkce, 
operace s funkcemi, omezená funkce, racionální celistvá funkce, racionální lomená funkce, 
irracionální, exponenciální, logaritmické, goniometrické, hyperbolické funkce; funkce sudá, 
lichá, periodická. Spojitost funkce – okolí bodu v prostoru. Limita funkcí – limita (v úvodu: 
lim xn = x0, pak lim f(xn) = A, definice pak bez komentá e „epsilon, delta“). Inverzní funkce – 
hyperbolometrické. 

Veselý F.: Úvod do po tu infinitesimálního II, 1955 ([5])

173 str. A4. Stejný charakter jako [4]. Aplika ní p íklady pouze ve cvi eních, ne ekonomic-
kého charakteru (rozm ry románského okna, rozm ry krabice, dráha ety tank , výška, ze 
které je vrženo t leso apod.). 

Derivace – jednostranné derivace, derivace inverzní funkce. Pr b h funkce – funkce rostoucí, 
resp. klesající v bod , Rolleova v ta, Lagrangeova v ta o st ední hodnot , konvexnost, resp. 
konkávnost v bod , te na funkce. Nekone né ady – v ty, kritéria konvergence – Cauchyovo, 
d’Alembertovo, absolutní konvergence, Leibnizovo, výpo et sou tu, Taylorova ada. 
Primitivní funkce – diferenciál, druhá v ta o substituci, v etn  užití hyperbolických funkcí.  
Ur itý integrál – Riemann v, vlastnosti, výpo et p íklad  (celkem 27 str. A4), Newton v, per 
partes a substituce v ur itém integrálu. Numerická integrace – metoda obdélníková, metoda li-
chob žníková, Simpsonovo pravidlo. Nevlastní integrál – existence, vlastnosti. 

                                                
3 V základním kurzu se nevyu uje, pouze jako opakování – p edpokládá se znalost ze st ední školy. 
4 V základním kurzu se nevyu uje – pouze jako studijní materiál pro poslucha e obor , které uvedené pojmy 
pot ebují. 
5 V základním kurzu se nevyu uje. 
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Není obsaženo (v obou dílech): lineární algebra, funkce dvou prom nných, diferenciální 
rovnice. 

Veselý F., Rychlý R.: Matematika – díl první, 1959 ([6]) 

212 str. A4. Úvod: látka v podstat  ve stejném rozsahu jako skripta F. Veselého ([4], [5]), 
omezeny n které obtížn jší partie, p idána kapitola o interpolaci a o funkcích dvou prom n-
ných; snaha látku více p iblížit chápavosti poslucha . Obsahuje definice, v ty (i pomocné 
k d kaz m), d kazy, adu ešených p íklad , nejsou cvi ení, neužívá kvantifikátory, obrázky 
jako samostatná p íloha. Aplika ní p íklady (délka ty e jako funkce její teploty, závislost 
po tu výrobk  na ase). 

I. Logické vztahy v matematice
Výroky, operace s výroky, definice, v ta, axiom.  
II. Množiny 
Operace s množinami, Kartézský sou in. Zobrazení – prosté, na, inverzní, ekvivalence mno-
žin, uspo ádání množin.  
III. P ehled o racionálních íslech  

ísla p irozená, matematická indukce. ísla celá, racionální a jejich vlastnosti, s ítání a náso-
bení nerovností.  
IV. ísla reálná

ezy na množin  racionálních ísel, uspo ádání ez , operace s ezy. Reálná ísla. Absolutní 
hodnota, komplexní ísla, intervaly. Nerovnosti – kvadratické, se zlomky, s absolutní hodno-
tou, okolí bodu. Omezené množiny. Suprémum, infimum, maximum, minimum.  
V. Posloupnosti
Posloupnosti – aritmetická, geometrická, závory posloupnosti, suprémum, infimum. Mocniny 
s reálným exponentem, logaritmy. Nekone né ady – s nezápornými leny, kriterium srovná-
vací, Cauchyovo, d’Alembertovo. ady alternující, ady s libovolnými leny, absolutní kon-
vergence.  
VI. Funkce  
Reálná funkce jedné reálné prom nné – logaritmické stupnice na osách, parciální funkce, 
operace s funkcemi, racionální celistvá funkce, racionální lomená funkce, iracionální, expo-
nenciální, logaritmické, goniometrické.  
VII. Spojitost funkce
Definice „epsilon, delta“.  
VIII. Limita funkce  
Definice (lim xn = x0, pak lim f(xn) = A i definice „epsilon, delta“), nerovnosti mezi limitami, 
funkce nekone n  malé.  
IX. Derivace  
Derivace inverzní funkce, te na ke grafu funkce, diferenciál funkce. 

Veselý F., Rychlý R.: Matematika – druhý díl, 1959 ([7]) 

168 str. A4. Stejný charakter jako [6]. Aplika ní p íklady (minimalizace ceny dopravy, fyzi-
kální aplikace – viz užití integrálu). 
  
X. V ty o spojitých funkcích  
V ty, stejnom rná spojitost, funkce rostoucí, resp. klesající v bod , v ty o st ední hodnot . 
XI. Vyšet ování pr b hu funkce 
Funkce ryze konvexní, resp. konkávní v bod . 
XII. Interpolace funkce  
Interpola ní mnoho len, Lagrange v vzorec, Newton v vzorec, diference k-tého ádu.  
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XIII. Taylor v rozvoj  
Taylor v mnoho len, Taylor v rozvoj se zbytkem, užití Taylorova rozvoje pro vyšet ování 
funkce, nekone ná Taylorova ada.  
XIV. Ur itý integrál  
Reimann v ur itý integrál (25 str. A4), ur itý integrál jako funkce horní meze. 
XV. Neur itý integrál  
Per partes pro ur itý integrál, druhá v ta o substituci, substituce v ur itém integrálu.  
XVI. Numerická integrace
Obdélníková, lichob žníková, Simpson v vzorec. 
XVII. Zobecn ný integrál 
Laplace v integrál. 
XVIII. Užití ur itého integrálu 
Objem rota ního t lesa, délka oblouku k ivky, povrch rota ního t lesa, dráha p i pohybu rov-
nom rn  zrychleném, tlak kapaliny na svislou obdélníkovou st nu, efektivní hodnota st ída-
vého proudu.  
XIX. Funkce dvou prom nných  
K ivky v rovin  (parametrická rovnice, implicitní funkce), rovinné obrazce, množina bod
v prostoru, v n-rozm rném prostoru, limita funkcí dvou prom nných, geometrický význam 
parciální derivace, totální diferenciál, parciální derivace složené funkce. Vyrovnání p ímkou. 

Není obsaženo (v obou dílech): lineární algebra, topologické vlastnosti množin – otev ená, 
uzav ená, omezená, kompaktní, vázané extrémy, absolutní extrémy spojité funkce na kom-
paktní množin , diferenciální rovnice.  

Rychlý R.: Základy vyšší matematiky, díl první, 1962 ([8]) 

170 str. A4. Obsahuje definice, v ty, d kazy, adu ešených p íklad , cvi ení i s výsledky, ne-
užívá kvantifikátory, obsahuje obrázky. Omezena matematická analýza – vynechány složit jší 
d kazy a mén  d ležité pojmy, poprvé základy lineární algebry. Aplika ní p íklady pouze 
ojedin le ve cvi ení (vektor výroby, cenový vektor). 

I. Shrnutí a opakování elementární matematiky 
Logické vztahy v matematice, množiny, zobrazení, reálná ísla, absolutní hodnota, podmno-
žiny reálných ísel (intervaly), suprémum, infimum, maximum, minimum.  
II. Základy analytické geometrie v rovin   
Orientovaný úhel, pr m t orientované úse ky, transformace sou adnic, rovnice p ímky 
(parametrická, obecná, úsekový tvar, sm rnicový tvar), kružnice, rovinné obrazce.  
III. Základy analytické geometrie v prostoru  
Pr vodi  bodu, úhel dvou sm r , p ímka, rovina, kulová plocha, prostorové útvary, dodatek 
o vícerozm rných prostorech.  
IV. Základy lineární algebry  
Vektorový modul (= množina vektor  uzav ená vzhledem k sou tu a násobku), ur ující sku-
pina, báze. Determinanty – definice (p es permutace), lineární substituce.  
V. Posloupnosti 
Limita – definice „epsilon, delta“. 
VI. Funkce  
Lineární funkce, kvadratická funkce, suprémum, infimum, parciální funkce.  
VII. Limita a spojitost funkce  
Limita (dv  definice: lim xn = x0, pak lim f(xn) = A a „epsilon, delta”, d kaz ekvivalence 
obou).  
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Rychlý R.: Základy vyšší matematiky, díl druhý, 1962 ([9])  

165 str. A4. Stejný charakter jako [8]. Aplika ní p íklady (okamžitá rychlost jako derivace 
dráhy podle asu, pom rný p ír stek výroby, náklady na dopravu uhlí). 

VIII. Derivace funkce  
Derivace jako limita pom rného p ír stku, jednostranné derivace, regulární funkce, derivace 
inverzní funkce, se na a te na ke grafu funkce, diferenciál. 
IX. Užití derivací  
Funkce rostoucí, resp. klesající v bod , Rolleova v ta, v ty o st ední hodnot , ryzí konvex-
nost, resp. konkávnost v bod . K ivky v rovin  – parametrické vyjád ení, jednoduchý oblouk, 
uzav ená k ivka. 
X. Funkce dvou a více prom nných  
Úplný diferenciál, parciální derivace funkce složené. Základní úloha vyrovnávacího po tu. 
Funkce t í a více prom nných – jen parciální derivace.  
XI. Neur itý integrál 
Druhá v ta o substituci, integrace n kterých funkcí iracionálních.  
XII. Ur itý integrál 
Riemann v integrál, ur itý integrál jako funkce horní meze. Numerická integrace – metoda 
obdélníková, lichob žníková, Simpson v vzorec. Objem rota ních t les, délka oblouku k iv-
ky.  

Není obsaženo (v obou dílech): Jordanova metoda, topologické vlastnosti množin – otev ená, 
uzav ená, omezená, kompaktní, vázané extrémy, absolutní extrémy spojité funkce na kom-
paktní množin , diferenciální rovnice.  

 V letech 1968 až 1987 byly vydávány u ebnice Z. Horského:  

Horský Z.: U ebnice matematiky pro poslucha e VŠE, 1968 ([10]) 

258 str. B5. Obsahuje definice (nejsou ozna eny), v ty, d kazy, cvi ení (i d kazy) bez vý-
sledk , neužívá kvantifikátory, obsahuje obrázky. Stru ný text (nep íliš podrobná vysv tlení), 
obecné formulace, málo ešených p íklad . Aplika ní p íklady (vektor výroby, elasti nost 
funkce). 
  
I. Úvod  
Logika, výrokový po et, množiny, operace s množinami, rozklad na množin , zobrazení, p i-
rozená ísla, uspo ádání množiny reálných ísel (nerovnosti), ez na množin , skok, sou ad-
nicový systém v rovin  a v prostoru, kružnice a koule. 
II. Základy lineární algebry 
Vektory – vektorový modul – axiomatická definice, podmodul, n-rozm rný prostor, ur ující 
skupina, báze, hodnost modulu, vektorový zápis soustavy lineárních rovnic. Soustavy line-
árních rovnic – zm na báze v prostoru Vn, lineární formy. Analytická geometrie – n-rozm rný 
prostor, body a vektory, p ímka v En, rovina v En, podprostory v En, skalární sou in, vzdále-
nost, lineární kombinace bod , konvexní množiny, poloprostory. Maticová algebra – modul 
matic, rozd lení matic na pole. Determinanty – permutace, definice determinantu p es permu-
tace, lineární forma p íslušná k dané ad  determinantu, determinanty vybrané z matice. 
III. Základy matematické analýzy 
Suprémum a infimum. Posloupnosti (def. obecn , dále jen reálné) – úplná indukce, Funkce – 
polynomy, exponenciální funkce, goniometrické funkce. Spojitost – spojitost v bod  (dv  for-
mulace definice), Bolzanova v ta. Limita funkce – dv  formulace definice. Derivace – deriva-
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ce a spojitost, derivace inverzní funkce, diferenciál, te ný vektor prostorových k ivek, elasti -
nost. Pr b h funkce – v ta o st ední hodnot , Taylor v rozvoj. Funkce dvou prom nných – 
válcové plochy, ezy plochy rovnob žné s rovinami os, limita posloupnosti v E2, totální dife-
renciál, te ná rovina, vyrovnání p ímkou. Integrály – rekurentní formule, dodatek: nástin Rie-
mannova ur itého integrálu, p ibližné vzorce – Simpsonova formule. Nekone né ady – ady 
s nezápornými leny, kritéria konvergence, alternující ady, Leibnizovo kritérium, absolutní 
konvergence, Taylorova ada, funk ní ady, stejnom rná konvergence, integrování ad. 
Diferenciální rovnice – variance konstant, soustavy diferenciálních rovnic, komplexní ísla. 

Není obsaženo: ešení soustav užitím inverzní matice, topologické vlastnosti množin – 
otev ená, uzav ená, omezená, kompaktní, posta ující podmínka pro lokální extrém funkce 
dvou prom nných, vázané extrémy, absolutní extrémy spojité funkce na kompaktní množin . 

Horský Z.: U ebnice matematiky pro poslucha e VŠE I, 1987 ([11]) 

7. vydání. 310 str. B5. Stejný charakter jako [10], ješt  více od obecného ke speciálnímu. 
  
Obsahové zm ny oproti 1. vydání: 
I. Základní pojmy matematiky 
Kartézské sou iny, rozklady na množin , ekvivalence. Uspo ádané množiny, p irozená induk-
ce. Struktury – operace na množin , grupy, t lesa, funkce s hodnotami v daném t lese. Reálná 
ísla, reálná osa – množina E, rozší ená reálná osa, suprémum, infimum. 

II. Základy lineární algebry 
Lineární vektorový prostor – množina, která vzhledem ke s ítání tvo í komutativní grupu, 
násobení – axiomy, skaláry = reálná ísla, zmínka i o obecném t lese (jediný p íklad – mno-
žina funkcí s hodnotami v t lese E), podprostor, lineární obal, lineární závislost (v [3]: aspo
jeden vektor lineární kombinací ostatních; zde: [Si] = [S] aspo  pro jedno i). Lineární zobra-
zení, lineární rovnice, lineární algebraická rovnice, soustava. Matice – zavedena jako schéma 
popisující soustavu. Geometrická interpretace soustav – lineární afinní prostory. Matice – 
funk ní pojetí. Kvadratické formy. 
III. Základy matematické analýzy 
Konvergen ní prostor, konvergence na množin . Limita posloupnosti – obecn  (nejen pro 
reálnou), standardní konvergence na E*. Speciální zobrazení, spojitost zobrazení – obecn , 
pak spec. pro reálné funkce, stejnom rná spojitost (Cvi ení – d kazy: Dirichletova funkce 
není spojitá v žádném bod  reálné osy ...). Limity zobrazení – obecn  (hromadný bod 
množiny). Numerické ešení rovnic – metoda regula falsi. Funkce více prom nných, 
zobrazení typu (r, s), standardní konvergence na euklidovských prostorech, implicitn
definovaná funkce. Integrály – za ínají Reimannovým ur itým integrálem, primitivní funkce, 
Newton v ur itý integrál, neur itý integrál. Funk ní ady – ady typu a jejich vlastnosti, 
mocninné ady – polom r konvergence, integrace, derivace. Komplexní ísla – t leso 
komplexních ísel, polární tvar, binomické rovnice, komplexní funkce jedné komplexní 
prom nné, exponenciální funkce a logaritmus v komplexním oboru, derivace komplexní 
funkce jedné komplexní prom nné, mnohozna né funkce.

Není obsaženo: lokální extrémy, vázané extrémy – dosazovací metoda, Lagrangeovy multi-
plikátory, extrémy lineární funkce na konvexním polyedru. 

 V letech 1994 až 2003 byly vydávány dvojdílné u ebnice dvojic autor  J. Kl fa, J. Coufal 
a M. Ka ka, J. Henzler: 
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Coufal J., Kl fa J.: Matematika I (pro Vysokou školu ekonomickou), 1994 ([12]) 

230 str. A4. Obsahuje definice, v ty, d kazy, adu ešených p íklad , cvi ení (i d kazy) bez 
výsledk , užívá kvantifikátory, neobsahuje obrázky (ani k pojm m spojitost, limita), jen p í-
loha graf  základních funkcí. Ekonomické aplikace (funkce nabídky, nákladová funkce). 
Obsahuje p íklady ešené programem MATHEMATICA. 
  
I. Úvod  
Prolog aneb ars coniectandi – historie. Jazyk matematiky – množiny, matematická logika, ar-
chitektura matematiky (axiom,definice, v ta, d kazy), množinové operace, relace, uspo ádání, 
ez, skok, mezera, zobrazení, operace, grupa, t leso, íselné množiny, matematická indukce, 

suprémum, infimum. Speciální zobrazení – reálné funkce (nejen reálné prom nné), operace 
s funkcemi, suprémum, infimum, maximum, minimum funkce, komplexní funkce jedné reál-
né prom nné, posloupnost (obecn , nejen reálná).  
II. Základy lineární algebry 
Lineární prostory – axiomatická definice (nad reálnými ísly), p íklady, podprostor, ur ující 
skupina, báze, hodnost prostoru, prostory se skalárním sou inem, ortogonální a ortonormální 
báze. Matice – prostor matic. Maticová algebra, symetrické matice, lineární transformace, re-
dukce symetrických matic na diagonální, elementární matice. Determinanty a kvadratické for-
my – permutace, definice determinantu p es permutace, výpo et inverzní matice, Wronského 
determinant, charakteristická ísla, kvadratické formy a jejich klasifikace. Sylvestrova v ta. 
III. Matematická analýza  
Konvergence – konvergen ní prostor, limita posloupnosti (obecn ), standardní konvergence 
na R a R*, v ty. Standardní konvergence na Rn. Spojitost zobrazení (obecn ),  

Ka ka M., Henzler J.: Matematika II (pro Vysokou školu ekonomickou), 1995 ([13]) 

355 str. A4. Stejný charakter jako [12], n která cvi ení i s výsledky, obsahuje obrázky, ne-
obsahuje p íklady ešené programem MATHEMATICA.  
  
I. Diferenciální po et jedné reálné prom nné 
Wronského determinant, v ty o st ední hodnot , Taylor v polynom. 
II. Integrály 
Riemann v integrál, per partes a substituce v ur itém integrálu, funkce beta a gama. 
III. Nekone né ady 
Obecné vlastnosti ad, ady s kladnými leny – kritéria konvergence (srovnávací, podílové, 
odmocninové, integrální), alternující ady (Leibnizovo kritérium), ostatní ady, absolutní kon-
vergence, funk ní ady (Weierstrassovo kritérium), mocninné ady – obor konvergence 
a absolutní konvergence, sou et pomocí integrování a derivování, Taylorovy ady. 
IV. Funkce více prom nných  
Konvergence v Er, množiny v Er (otev ená, uzav ená, omezená, kompaktní), zobrazení typu 
(r, s), spojitost a limita zobrazení typu (r, s), reálné funkce r reálných prom nných, zúžení 
a rozší ení funkce, hladké funkce, diferenciál, te ná nadrovina ke grafu funkce, derivace slo-
žené funkce, derivace zobrazení typu (r, s), implicitn  definované funkce, extrémy funkcí více 
prom nných (v etn  lokálních vázaných extrém ). Dodatek – komplexní funkce komplexní 
prom nné. 
V. Diferenciální rovnice 
Variace konstant, rovnice ádu vyššího než 2. 
VI. Diferen ní rovnice 
Diference, vyšší diference, diferen ní rovnice 1. i vyšších ád , lineární diferen ní rovnice 
s konstantními koeficienty a speciální pravou stranou. 
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Kl fa J., Coufal J.: Matematika 1, 2003 ([14]) 

222 str. B5. Oproti [12] nejsou d kazy, cvi ení jsou s výsledky. 

Obsahové zm ny oproti [12]: Úvod – není relace, uspo ádání, ez, skok, mezera, zobrazení, 
operace, grupa, t leso, matematická indukce. Lineární algebra – je geometrická interpretace 
soustav lineárních rovnic, konvexní množiny, poloprostory. Matematická analýza – není kon-
vergen ní prostor, limita posloupnosti jen pro reálnou posloupnost, spojitost jen pro reálnou 
funkci jedné reálné prom nné. 

Ka ka M., Henzler J.: Matematika 2, 2003 ([15]) 

214 str. B5. Oproti [13] nejsou d kazy, cvi ení jsou s výsledky, více ekonomických aplikací. 

Obsahové zm ny oproti [13]: Nejsou funk ní ady. Navíc jsou u funkcí více prom nných fun-
kce homogenní, kvazikonvexní a kvazikonkávní. 

4 Definice limity posloupnosti 

Pro zajímavost porovnejme, jakým zp sobem je v jednotlivých u ebních textech podána 
definice limity posloupnosti. Pojem limity posloupnosti je vyu ován po celou dobu existence 
základního kurzu matematiky na VŠE. Definice limity posloupnosti je jedna z t ch, které se 
asto studenti u í nazpam  bez jakéhokoliv porozum ní. I p es bezchybnou znalost definice 

nejsou schopni doprovodit ji obrázkem, i na rtnout graf posloupnosti se zadanou limitou 
apod. Proto byla definice limity posloupnosti p i koncipování zkráceného jednosemestrálního 
kurzu 4MM101 ozna ena za nepovinnou (s možností vyžadovat ji u zkoušky od student
aspirujících na jedni ku); d raz m l být kladen spíše na správnou p edstavu. Tendence do bu-
doucnosti je definici op t za adit mezi povinné a od student  vyžadovat její p esné zn ní.  

Veselý F.: Úvod do po tu infinitesimálního, 1954 ([4]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Nevlastní limita samostatn  pozd ji. Není obrázek. Jsou p í-
klady ešené podle definice.

Definice limity posloupnosti: íslo a je limitou posloupnosti an, když ke každému libovoln
malému kladnému íslu  existuje vždy íslo n0 takové, že pro všechna n > n0 vždy platí: 

|an – a| < . 

Veselý F., Rychlý R.: Matematika – díl první, 1959 ([6]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Nevlastní limita samostatn  pozd ji. Není obrázek. Jsou p í-
klady ešené podle definice.

Definice limity posloupnosti: Posloupnost {an} má vlastní limitu a, jestliže ke každému íslu 
existuje íslo n0 tak, že pro všechna n > n0 platí nerovnost |an – a| < . 

Rychlý R.: Základy vyšší matematiky, díl první, 1962 ([8]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Nevlastní limita samostatn  pozd ji. Dopln no obrázkem. 
Jsou p íklady ešené podle definice. 

Definice limity posloupnosti: Posloupnost {an} má vlastní limitu a, jestliže ke každému 
kladnému íslu  existuje íslo D tak, že pro všechna n > D platí nerovnost |an – a| < . 
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Horský Z.: U ebnice matematiky pro poslucha e VŠE, 1968 ([10]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Nevlastní limita samostatn  pozd ji. Dopln no obrázkem, 
okomentováno. Jsou p íklady ešené podle definice. 

Definice limity posloupnosti: Pravíme, že posloupnost a1, a2, a3, … má limitu rovnou íslu A, 
když ke každému kladnému  existuje íslo D tak, že platí implikace n > D => |an – A| < . 

Horský Z.: U ebnice matematiky pro poslucha e VŠE, 1987 ([11]) 

Pro posloupnost obecn  (nejen pro reálnou). Není obrázek. Nejsou p íklady ešené podle 
definice. 

Nejprve definován konvergen ní prostor: Neprázdná množina M (prvk  jakékoliv povahy) se 
nazývá konvergen ní prostor, spl uje-li tyto axiómy: 

I. Každý bod a M vyzna uje jisté podmnožiny množiny M. T mto podmnožinám budeme 
íkat okolí bodu a.

II. Každý bod a M je prvkem každého svého okolí. 
III. Jsou-li a, b dva libovolné navzájem r zné body z M, potom existuje okolí bodu a a okolí 
bodu b tak, že ob  tato okolí jsou disjunktní. 

Zobrazení , které každému bodu a M p i azuje systém (a) všech okolí bodu a, se nazývá 
konvergence na množin . (Dopln no obrázky.) 

Definován p-zbytek posloupnosti: Budiž x1, x2, x3, … posloupnost. Pro každé p irozené íslo p
sestrojíme množinu {xp, xp + 1, xp + 2, …} [tj. množinu všech len  posloupnosti x1, x2, x3, … , 
jejichž index je v tší nebo roven íslu p]. Množinu {xp, xp + 1, xp + 2, …} nazýváme zbytkem 
(p esn ji p-zbytkem) posloupnosti x1, x2, x3, …

Definice limity posloupnosti: Budiž M konvergen ní prostor, x1, x2, x3, … posloupnost 

obsažená v M a dále a M. Pravíme, že bod a je limita posloupnosti x1, x2, x3, …, když každé 
okolí bodu a obsahuje n jaký její p-zbytek. Zapsáno symbolicky: 

 (U (a))  (p P)  (n p) xn U. 

Coufal J., Kl fa J.: Matematika I (pro Vysokou školu ekonomickou), 1994 ([12]) 

Pro posloupnost obecn  (nejen pro reálnou). Není obrázek. Nejsou p íklady ešené podle de-
finice. 

Nejprve definován konvergen ní prostor: Nech A je neprázdná množina. Konvergen ní pro-

stor je uspo ádaná dvojice [A, ], kde  je zobrazení, které každému prvku a A p i azuje ne-
prázdný systém podmnožin množiny A takový, že platí: 

I.  (a A)  (U (a)) (a U) 

II.  (a A)  (b A) (a b =>  (U (a))  (V  (a)) (U V = )). 
(Není obrázek ani slovní popis I, II.) 
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Definice limity posloupnosti: Nech  [A, ] je konvergen ní prostor, (an) posloupnost obsažená 

v množin A a a A. ekneme, že posloupnost (an) má limitu a v množin A, jestliže  

 (U  (a))  (d R)  (n N) (n d => an U). 
Poznámka: lim an = a práv  tehdy, jestliže v každém okolí bodu a leží všechny leny 
posloupnosti (an) od ur itého indexu po ínaje. 

Kl fa J., Coufal, J.: Matematika 1, 2003 ([14]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Sou asn  pro vlastní i nevlastní limitu. Nejsou obrázky. Je
p íklad ešený podle definice. 

Nejprve definováno okolí bodu:  
(i) Nech c je reálné íslo a  kladné reálné íslo. Potom -okolí reálného ísla c je interval  
U(c, ) = (c – , c + ). 

(ii) Nech  je reálné íslo. Potom -okolí bodu  je interval U( , ) = ( , >. 
(iii) Nech  je reálné íslo. Potom -okolí bodu –  je interval U(– , ) = <– , ). 

Definice limity posloupnosti: Nech  (an) je reálná posloupnost a a R*. ekneme, že po-
sloupnost (an) má limitu a, jestliže 

 (U (a))  (n0 N)  (n N) (n n0 => an U). 
Poznámka: zápis lim an = a je ekvivalentní tvrzení: v každém okolí bodu a leží všechny leny 
posloupnosti (an) od ur itého indexu po ínaje. 

Ka ka M., Coufal J., Kl fa J.: U ebnice matematiky pro ekonomy, 2007 ([2])  

Pouze pro reálnou posloupnost. Sou asn  pro vlastní i nevlastní limitu. Není obrázek ani vy-
sv tlení definice. Podle definice ukázáno, že lim n = . 

Nejprve definováno okolí U(a) bodu a R o polom ru  > 0 jako každý symetrický otev ený 
interval U (a) = (a – , a + ), okolí bodu +  jako každý polouzav ený interval Us( ) = (s,

>, kde s je libovolné reálné íslo, a analogicky okolí bodu –  jako každý polouzav ený 
interval  
Ur(– ) = <– , r), kde r je libovolné reálné íslo. (Dopln no obrázky.) 

Definice limity posloupnosti: ekneme, že posloupnost (an) má limitu a R*, jestliže ke 

každému okolí U(a) bodu a existuje íslo n0 N tak, že pro všechna n n0, n N, platí an 

U(a).  

Batíková B. a kol.: U ebnice matematiky pro ekonomické fakulty, 2009 ([3]) 

Pouze pro reálnou posloupnost. Sou asn  pro vlastní i nevlastní limitu. Dopln no obrázky. 

Nejprve definováno okolí U(a) reálného bodu a jako každý otev ený interval, jehož st edem 
je a, tedy U(a) = (a – d, a + d) pro d > 0, okolí U( ) nevlastního bodu jako interval (k, > 
a okolí U(– ) nevlastního bodu –  jako interval <– , k), kde k je libovolné reálné íslo. 
(Dopln no obrázky.)

Definice limity posloupnosti (jakožto nepovinná pouze v poznámce pod arou): Posloupnost 
(an) má limitu L, jestliže v každém (i sebemenším) okolí bodu L leží všechny leny po-
sloupnosti (an) od ur itého lenu po ínaje, neboli  
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lim an = L < = >  (U(L))  (n0 N)  (n N) (n n0 => an U(L)). 

V textu: íkáme, že posloupnost (an) má limitu L, jestliže se s rostoucím n hodnoty len
posloupnosti (an) p ibližují k ur ité hodnot L. (Dopln no obrázky.) Nejsou p íklady ešené 
podle definice. 

5 Záv r 

 A koliv by u ební texty jist  m ly být p izp sobeny úrovni kurzu, pro který jsou ur eny, je 
míra zjednodušování výkladu diskutabilní a názory na tuto problematiku jsou do zna né míry 
subjektivní. Proto není cílem tohoto lánku jakékoliv hodnocení uvedených text . 
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HISTORICKÉ VÝPO ETNÍ POM CKY  
A NETRADI NÍ METODY ARITMETICKÝCH 

VÝPO T

ZUZANA VÁCLAVÍKOVÁ

Abstract: There will be described history of mechanical calculators and their mechanical 
construction, in this paper. The methods of elementary arithmetical operation – adding, 
subtracting, multiplying and dividing will be illustrated, specially the prof. Töpfer 
method of square root extraction. 

1 Úvod 

1.1 Historie výpo etních pom cek  

Již od pradávna se lidé snažili uleh it si práci s aritmetickými výpo ty. Velký zlom 
p inesl vnik pozi ní soustavy, který umožnil vývoj mechanických pom cek. S nástupem 
po íta  upadly tyto mechanické stroje do zapomn ní, a koliv možnosti, které ve své 
dob  nabízely vzbuzují úžas i dnes.  

První a nejdéle používanou pom ckou byl tzv. abakus, u nás známý jako „po ítadlo“. 
Byl pravd podobn  babylonského p vodu, jednalo se o soustavu rýh, po kterých se 
posouvaly drobné p edm ty – kamínky, zrna, atp. Nejstarším dochovaným d kazem je 
tzv. Salamínská tabule z období cca 300 let p . n. l. objevená v 19. století na ostrov
Salamis.  

V ímském období se odd lil abakus na dva typy – západní a východní. Západní typ 
se p es orient dostal do Evropy, kde dostal nový název Abakus. Speciáln  pak v Rusku 
byl západní typ známý pod názvem s ot, který se tam používá dodnes. P esto, že se to 
m že zdát nemožné, „sta í po tá i“ um li na t chto pom ckách nejenom s ítat a ode ítat, 
ale také násobit, d lit a lze je využít také k výpo tu druhé a t etí odmocniny. 

1.2 První mechanické stroje 

Mezi pr kopníky mechanických kalkula ek pat il zejména Wilhelm Schickard (1592–
1635), který v roce 1623 vynalezl tzv. po ítací hodiny – mechanický stroj, schopný s ítat, 
ode ítat, násobit a d lit. Objevení popis  Schickardova kalkulátoru p ipravilo posmrtn
o prvenství Blaise Pascala, který ve svých 18 letech sestrojil tzv. pascalínu, aby pomohl 
svému otci, který p sobil jako výb r í královských daní, se zpracováváním velkého množství 
dat. Jednalo se o osmimístní s ítací stroj, poslední dv  místa ur eny pro drobné peníze + 6 
míst pro 6-ciferné hodnoty „zlatých“ pen z.  

Pozd ji následoval vynález Gottfrienda Wilhelm von Leibnize (1646–1716), který 
cht l nejprve dovybavit Pascal v po ítací stroj schopností násobení a d lení. To se mu 
neda ilo, a tak se rozhodl rad ji pro zcela nový návrh po ítacího stroje. V roce 1673 sestrojil 
sv j vlastní stroj, ve kterém použil válec se stup ovitým ozubením, známý také jako tzv. 
Leibnitzovo kolo. Výsledkem byl po ítací stroj, který dokázal pracovat s 5 až 12-místnými 
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ísly, a spl oval tehdejší požadavky matematik . Jeho principy se používaly ješt  dalších cca 
300 let. 

Kolem roku 1820 vytvo il Charles Xavier Thomas první úsp šný sériov  vyráb ný 
kalkulátor – Thomas v Arithmometr, schopný s ítat, od ítat, násobit a d lit. Ten byl p evážn
založen na Leibnitzov  p ístroji. Technologie mechanických po ítacích stroj  se udržela až do 
70. let 20. století. 

2 Konstrukce mechanických kalkula ek 

2.1 Mechanické kalkula ky Odhnerova typu 

Z hlediska konstrukce m žeme rozd lit sériov  vyráb né mechanické kalkula ky do 
t í skupin. První z nich, tzv. „pinwheel calculators“, byly stroje s klikou složené ze 
speciálních ozubených kol s prom nným po tem zub  (soustava paprskového soukolí), 
opat ené v tšinou pá kovou klávesnicí. První z t chto typ , tzv. Odhner v arithmometr, 
sestrojil v roce 1873 W. T. Odhner (proto se tyto kalkula ky zvyknou nazývat jako 
„kalkula ky Odhnerova typu“). O dva roky pozd ji dostal patent, který podstoupil 
Peterburgské továrn . Odner v syn po revoluci uprchnul do Švédska, kde pokra oval 
s výrobou mechanických kalkula ek s originální zna kou „Original Odhner“, zatímco co 
v Sov tském svazu se díky konstruk ním plán m a p enechanému patentu vyráb ly 
Odhnerovi dvojníci pod zna kou Felix. „Ruský“ Felix byl v polovin  minulého století 
neodmyslitelnou sou ástí všech bank, ú etních kancelá í a obchod  i u nás. V eské republice 
byly z Odhnerových typ asté také mechanické kalkula ky n meckých firem Walther, 
Mellita, nebo Mira (od roku 1927 v Dolním Hanychov , po válce p ejmenovaná na firmu 
Nisa).  

2.2 Mechanické kalkula ky se soustavou stup ovitých válc

Druhým typem konstrukce byla soustava stup ovitých válc , zvaná také Thomasovou 
soustavou. Byla podkladem p evážn  mechanických stroj  s násobnou klávesnicí, u nás 
používané p edevším stroje zna ky Archimedes, Madas, atd. 

2.3 Mechanické kalkula ky se soustavou úm rných ramen 

Tento typ konstrukce se také nazýval soustavou proporcionálních pák a byl 
vynálezem Ing. Hamanna. U nás byly zastoupeny hlavn  u výrobk  n mecké zna ky 
Mercedes-Euklid. Krom  t chto zmín ných konstrukcí se objevovala ada dalších 
soustav, které se však neuchytily a nebo nedosáhly ani stadia prototypu. P esto že se 
asem u stroj  vylepšoval tvar, zvyšovala rychlost, i byl nahrazen mechanický pohon 

elektromotorem (typy adíme již mezi tzv. elektromechanické kalkula ky), princip 
mechanické konstrukce z stával po ád stejný, až do nástupu elektroniky. 

2.4 S ítací stroje 

Speciální kategorii mechanických stroj  tvo í s ítací stroje, ur ené primárn  pro 
ú etní pot eby – v tšinou vybavené pouze funkcí sou tu a ode ítání, dopln né tiskovým 
výstupem na pásku.  

Na t chto strojích je vid t vývoj numerické klávesnice od násobných klávesnic až 
po dnes standardizovaný typ na všech kalkula kách, nebo mobilech (patent firmy 
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Sundstrand, z roku 1914). Za zmínku stojí také patent firmy Astra-Werke z roku 1922 – 
tzv. multinulové klávesy, které dnes b žn  vidíme na klávesnici bankomat . 

3 Metody výpo tu 

3.1 Základní operace 

Základní operace, kterými byly mechanické stroje vybaveny byl sou et a ode ítání (ve 
v tšin  p ípad  odlišen sm rem otá ení kliky, u pozd jších elektromechanických 
kalkula ek bylo p epínání ru n ). U neautomatických stroj  se pak násobení a d lení 
provád lo využitím posuvného ramene nebo válce- nap íklad pokud se násobilo 24135 ⋅ , 
nastavilo se v tší z ísel na horní výsledkové po ítadlo, oto ilo se klikou 4-krát, posunulo 
se rameno o jednu pozici k „desítkám“ a oto ilo se ješt  2-krát. 

Podobn  se využilo posouvání ramene i u d lení. U elektromechanických kalkula ek 
(pohon elektromotorem) byl tento proces v tšinou již automatický. 

3.2 Odmoc ování 

Na mechanických strojích se k výpo tu odmocniny využívalo n kolik metod, jedna 
z nich byla metoda prof. Töpfera. 

Podle metody prof. Töpfera odmoc ujeme ode ítáním lichých hodnot v ad  za sebou 
od mocn nce, rozd leného na skupiny dvoj ísel od desetinné árky doleva. 

Nap íklad hledáme-li odmocninu 100489 . íslo rozd líme na dvoj íslí 10-04-89. 
Od prvního dvoj íslí ode ítáme postupn  lichá ísla- 1,3,... dokud je íslo ve zbytku 
obsaženo: 

890401

5

890406

3

890409

1

890410

−

−

−

Celkem jsme oto ili 3-krát klikou (ode ítali jsme t i ísla), což se nám objeví na 
výsledkovém po ítadle. 

Další liché íslo 7 již ode íst nem žeme, tedy poslední ode ítané liché íslo 5 
zv tšíme o jedna na nejbližší sudé, tj. 6 a za n j napíšeme op t první liché íslo 1, 
dostaneme tedy liché íslo 61. Posuneme rameno nebo válec o jedno místo vlevo 
a ode ítáme od 104-89, tedy 

8943

61

89104

−

Celkem jsme oto ili 1-krát klikou (ode ítali jsme jedno íslo), což se nám objeví na 
výsledkovém po ítadle za íslem 3 z p edchozího ode ítání, tedy máme 31. 
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Další liché íslo 63 již ode íst nem žeme nebo  není ve 43 obsaženo. Poslední 
ode ítané íslo 61 zm níme na nejbližší sudé, tj. 62 a za n j napíšeme op t první liché 
íslo 1, dostaneme tedy liché íslo 621. Posuneme rameno o jedno místo vlevo 

a ode ítáme od 4389, tedy 

1893

627

2520

625

3145

623

3768

621

4389

−

−

−

−

,     dále pak     

0

633

633

631

1264

629

1893

−

−

−

Zbytek nula ukon uje proces a dále již nepo ítáme. Celkem jsme v posledním ode ítání 
oto ili 7-krát klikou (ode ítali jsme sedm ísel), což se nám objeví na výsledkovém 
po ítadle za p edchozími ciframi, obdržíme tedy 317 a to je výsledek odmoc ování. 

Další využívané metody byly nap íklad tzv. americká metoda (podobná popsané 
metod , ale rychlejší) nebo také Collacova metoda odmoc ování. 

4 Záv r 

Samotných výpo etních metod, i „návod “ na zrychlení výpo tu byla ve své dob
publikována celá ada. Dobové návody dokonce uvádí, že „elektromechanický kalkula ní 
automat je sice nejpohodln jší, ale nikoliv nejrychlejší, nebo  po tá  dokonale ovládající 
techniku po ítání pracuje asto na ru ním stroji rychleji...“. V tšina t chto metod s nástupem 
elektroniky zanikla. 
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MATURITNÍ ZKOUŠKY Z MATEMATIKY  
NA P ELOMU 19. A 20. STOLETÍ  

A NA ZA ÁTKU 21. STOLETÍ 

JAN ZAHRADNÍK

Abstrakt: Comparison of school-leaving examinations in mathematics at the C. k. eské 
gymnasium in eské Bud jovice (later Jirsíkovo státní gymnasium) in the period 1899–1906 
on the basis of the records, kept in the State District Archives in eské Bud jovice, and of the 
present-day tasks included in the school-leaving examinations at the Gymnázium J. V. Jirsíka 
in eské Bud jovice. 

V sou asné dob  probíhá v eské spole nosti diskuse o podob  a významu maturitní 
zkoušky na st edních školách. V mém p ísp vku na této konferenci chci ukázat, jak vypadala 
maturitní zkouška z matematiky na gymnáziu p ed více než sto lety a porovnat ji s maturitní 
zkouškou na gymnáziu v sou asné dob . Toto srovnání provedu v rámci jednoho gymnázia, 
a to C. k. eského gymnasia, které v sou asné dob  nese název Gymnázium Jana Valeriána 
Jirsíka v eských Bud jovicích. 

Ve Státním okresním archivu v eských Bud jovicích se totiž nachází soubor 
dokument  z historie této školy, která byla vlasteneckým eskobud jovickým biskupem 
Janem Valeriánem Jirsíkem založena roku 1868 jako první eské gymnázium v eských 
Bud jovicích. Ve srovnání s dokumentací ostatních eskobud jovických st edních škol, 
existujících ve druhé polovin  19. století, se jedná o nejrozsáhlejší soubor, obsahující krom
katalog  student  také archiv korespondence a zejména sadu podrobných protokol
o maturitních zkouškách [1], po ínající školním rokem 1898-1899 a kon ící školním rokem 
1906–1907, které obsahují mimo jiné také záznamy p íklad  zadávaných maturant m p i 
ústní zkoušce z matematiky a p íklad , navržených pro zkoušku písemnou.  

Z uchovaných protokol  je možné vytvo it si p edstavu o tom, jak vypadala maturitní 
zkouška na gymnáziu na p elomu 19. a 20. století. V první ad  se student musel vyrovnat 
s p ti povinnými písemnými maturitními pracemi, a to z matematiky, eského jazyka, 
p ekladu z e tiny do eštiny, p ekladu z latiny do eštiny, p ekladu z eštiny do latiny 
a pokud si vybral jako maturitní p edm t n m inu, psal písemnou práci i z ní. Písemné 
zkoušky se konaly obvykle v první polovin  kv tna a jejich témata navrhovali profeso i 
p íslušného gymnázia v n kolika variantách. Kone ný výb r témat provedl zemský školní 
inspektor, který z navržených variant „rudkou zatrhl“ vybrané téma. Známky z písemných 
maturitních zkoušek jsou uvedeny v P ehledu výsledk  zkoušek maturitních [2] a byl na n
brán ohled p i stanovení výsledné známky. 

Ústní maturitní zkoušky probíhaly p ed 110 lety podle modelu, který známe 
i v sou asné dob . V ádném období se zkouška konala na záv r školního roku, tedy v m síci 
ervnu, p ípadn  i v první polovin ervence. V dopoledním i odpoledním termínu skládala 

maturitní zkoušku zpravidla tve ice student  a to ze všech p edm t  ústní zkoušky. 
Povinnými p edm ty byly eský jazyk, latina, e tina a matematika. Jako nepovinný p edm t 
si studenti mohli vybrat druhý zemský jazyk, tedy n m inu, dále se mohli p ihlásit ke zkoušce 
ze soukromé etby z latiny nebo e tiny. Platilo také, že ti studenti, kte í nesplnili 
v záv re ném ro níku požadavky z fyziky nebo d jepisu, museli se podrobit ústní zkoušce 
i z t chto p edm t . 
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Klasifikace v jednotlivých p edm tech maturitní zkoušky se ídila šestimístnou 
stupnicí (v etn  stupn  „zcela nedostate ný“), výsledné hodnocení pak zn lo tak, že žákovi 
bylo vydáno „vysv d ení dosp losti ke studování na universit “ [1], p ípadn  „vysv d ení 
s vyznamenáním“. Neúsp šnému abiturientovi mohlo být povoleno opakování zkoušky. 

V archivních záznamech C. k. eského gymnasia je v protokolech o maturitních 
zkouškách [1] z matematiky uvedeno celkem 732 p íklad , které byly v uvedených letech 
bu  zadány u ústní zkoušky (604) nebo p ipraveny k výb ru pro písemnou zkoušku (128). Je 
to soubor, který umož uje vytvo it si celkem pravdivý obraz o tom, jakým témat m se 
matematika na tehdejším gymnáziu v novala, jak náro né úlohy museli studenti ešit 
a v neposlední ad  také o tom, jakou známkou byli u maturity klasifikováni. V záznamech se 
nevyskytuje název maturitní otázky, jako je tomu v sou asné dob , jsou uvedeny pouze 
p íklady, které byly maturantovi zadány (v po tu od jednoho do ty ), známka kterou 
zkoušející navrhl u jednotlivých p íklad  a návrh výsledné známky u ústní zkoušky. Úlohy 
jsem rozd lil do 30 témat, z nichž 29 je nazvaných podle sou asných zvyklostí, do 30. tématu 
jsem shrnul netypické úlohy. 

Co se týká maturit v sou asné dob , díky laskavosti koleg  z Gymnázia Jana 
Valeriána Jirsíka v eských Bud jovicích jsem dostal k dispozici sadu maturitních otázek 
a p íklad , které byly zadávány p i maturitních zkouškách v roce 2010. 

Soubor maturitních otázek z matematiky sou asného Jirsíkova gymnázia obsahuje 
30 položek. Každá otázka má dv ásti. V ásti nazvané „teorie“ nacházíme 3 až 5 témat, 
umož ujících maturantovi prokázat znalost teoretických základ . ást nazvaná „p íklady“ 
pak obsahuje dv  úlohy, z nichž žák obvykle eší jednu s cílem prokázat schopnost aplikovat 
teoretické znalosti.  

V následující tabulce uvádím srovnání témat sou asných (levý sloupec tabulky) 
s tématy p íklad , zadávaných p ed 110 lety. V pravém sloupci tabulky jsou tu nou kurzívou 
uvedeny názvy témat z let 1899 – 1906, která podle mého názoru odpovídají témat m 
sou asným. ísla v závorce uvád jí, kolik úloh z celkového souhrnu úloh zadaných p i ústní 
maturitní zkoušce nebo navržených pro písemnou ást do daného tématu náleží a také 
procentový podíl tématu na celkovém po tu úloh. 

Maturitní otázky rok 2010, 
Gymnázium J. V. Jirsíka 

Komentá  s ohledem na maturitní p íklady  
1899 – 1906, C.k. eské gymnasium 

1. Úpravy výraz Úpravy výraz  (9; 1,23%). 
2. Typy d kaz , d litelnost ísel Diofantické rovnice (5, 0,68%), p íklady na typy 

d kaz  se nevyskytují, n kolik p íklad  na d litelnost.
3. Výroky a množiny P íklady na toto téma se nevyskytují. 
4. Definice a vlastnosti funkcí, graf 

funkce, inverzní funkce 
P íklady na pojem funkce a její vlastnosti se 
v souboru nevyskytují. 

5. Lineární a kvadratická funkce Úlohy o maximech a minimech (5; 0,68%). 
6. Mocnina s reálným exponentem, 

lineární lomená funkce 
Numerické výpo ty (8; 1,09%). 

7. Lineární a kvadratická rovnice Rovnice o jedné neznámé (11; 1,50%), Slovní úlohy 
(29; 3,96%), Reciproké rovnice (15; 2,05%). 

8. Lineární a kvadratická 
nerovnice, soustavy rovnic 
a nerovnic 

Soustavy rovnic (30; 4,10%), úlohy na nerovnice se 
v souboru nevyskytují.

9. Rovnice a nerovnice 
s parametrem, s absolutní 
hodnotou, iracionální rovnice 

Iracionální rovnice a jejich soustavy (30; 4,10%),
úlohy na rovnice s parametrem a s absolutní 
hodnotou se nevyskytují. 
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10. Exponenciální a logaritmické 
funkce a rovnice 

Exponenciální rovnice (26; 3,55%), Logaritmické 
rovnice (14; 1,91%). 

11. Goniometrické funkce P íklady na toto téma se nevyskytují. 
12. Vztahy mezi goniometrickými 

funkcemi, goniometrické rovnice 
Goniometrie – úlohy na ešení trojúhelníka (60; 
8,20%), Goniometrické rovnice (25; 3,42%). 

13. Planimetrie V souboru se vyskytují úlohy na konstrukci 
kuželose ek a pouze jeden p íklad na konstrukci 
trojúhelníku. 

14. Zobrazení v rovin Konstrukce algebraických výraz  (8; 1,09%), jiné 
úlohy na zobrazení se nevyskytují. 

15. Trigonometrie Trigonometrie (56; 7,65%). 
16. Stereometrie Povrchy a objemy t les (88; 12,02%), prostorové 

konstruk ní úlohy se nevyskytují.  
17. Vektory, lineární útvary v 2E Analytická geometrie p ímky v rovin  (41; 5,60%), 

úlohy na vektory se nevyskytují. 

18. Vektory, lineární útvary v 3E Úlohy na toto téma se nevyskytují. 

19. Kružnice, kulová plocha, te ny Kružnice a její te ny (36; 4,92%).
20. Elipsa a její te ny Elipsa a její te ny (35; 4,78%).
21. Parabola a její te ny Parabola a její te ny (31; 4,23%).
22. Hyperbola a její te ny Hyperbola a její te ny (27; 3,69%).
23. Kombina ní íslo, faktoriál, 

binomická v ta 
Kombina ní ísla (7; 0,96%), Binomická v ta (11; 
1,50%).

24. Kombinatorika a 
pravd podobnost 

Kombinatorika (7; 0,96%), v souboru se vyskytuje 
jedna úloha na pravd podobnost. 

25. Komplexní ísla Komplexní ísla (12; 1,64%).
26. Posloupnosti Aritmetické posloupnosti (23; 3,14%), Geometrické 

posloupnosti (14; 1,91%), Finan ní matematika (51; 
6,97%).

27. Limita posloupnosti, nekone né 
ady 

Nekone né ady (11; 1,50%), v souboru se vyskytuje 
n kolik p íklad  na limitu posloupnosti. 

28. Limita a spojitost funkce P íklady na toto téma se nevyskytují. 
29. Derivace funkce a její užití P íklady na toto téma se nevyskytují, úlohy na minima 

a maxima byly z ejm ešeny bez použití derivace. 
30. Integrál P íklady na toto téma se nevyskytují, krom  n kolika 

p íklad  na ur ení plochy pod kuželose kou, které 
z ejm  vyžadovaly znalost vzorce. 

Je vid t, že n která sou asná témata se v souboru z let 1899 až 1906 nevyskytují. 
Jedná se nap íklad o výroky a množiny, d kazy matematických v t, nerovnice, funkce, 
konstruk ní úlohy, zobrazení, vektory, analytickou geometrii v prostoru nebo matematickou 
analýzu.  

Naproti tomu maturanti z p elomu 19. a 20. století se museli vyrovnat s daleko v tším 
po tem úloh, vyžadujících krom  schopnosti kombinovat a syntetizovat své poznatky i velkou 
po etní zru nost a nakonec i znalost trik , k ešení mnohých úloh nezbytných. Jsou to 
nap íklad úlohy na ešení zadaných rovnic a jejich soustav, slovní úlohy, reciproké rovnice, 
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numerické výpo ty, provád né s pomocí logaritmických tabulek, velké množství úloh na 
povrchy a objemy t les. Soubor obsahuje širokou škálu úloh z analytické geometrie 
kuželose ek, v nichž se ob as vyskytují pojmy jako pól, polára nebo subtangenta 
a v neposlední ad  mnoho úloh z finan ní matematiky, kam adím všechny úlohy na složené 
úrokování.  

Nyní následují ukázky p íklad  z n kterých témat. U každého p íkladu uvádím rok 
konání ústní maturitní zkoušky, p íjmení a jméno abiturienta, který jej ešil, jeho známku 
z písemné zkoušky z matematiky, známku navrženou zkoušejícím za daný p íklad, návrh 
celkové známky za ústní zkoušku a výslednou známku z matematiky u maturitní zkoušky. Ta 
byla stanovena maturitní komisí s p ihlédnutím k t mto údaj m a také ke známkám 
v posledním ro níku studia. 

1. ešte soustavu rovnic: 
yx

yx
−

+=− 1
1

4

3
, 

                     12=+++ yxyx . (1900, Št drý Karel, 3, 1, 2, výsl. 2) 

2. Stanovte neznámé: 2x  + 2y  + x  + y = 22 
x.y = 4. (1899, Vitoušek Jan, 3, 3, 3, výsl. 3) 

3. Zahradník má n co mén  než 50 strom ; vsadil-li je po p ti do ad, zbývá mu 
jeden, sází-li po sedmi, nedostávají se mu dva; kolik jich je? (1904, Krbec 
František, 3, 1, 1, výsl. 2) 

4. Kdosi má ro n  spláceti 200 K po 10 let; kdy m že vložiti celých 2000 
K najednou p i 4% celoro ním úrokování? (1905, Bláha Karel, 3, 3, 4, výsl. 3) 

5. íslo 27 jest rozd liti na dva s ítance té vlastnosti, aby ty násobný tverec prvého 
a p tinásobný tverec druhého byl co možná nejmenší. (1903, Soukup Josef, 4, 3, 
4, výsl. 4) 

6. Do rovnostranného válce je vepsán kužel a koule; vyhledati pom r jejich obsah .
(1901, Slaba Rudolf, 4, 4, 4, výsl. 4) 

7. Ur iti plochu trojúhelníka omezeného polárou a te nami z bodu (-2, 0) k parabole 
xy 22 = . (1900, Konzal Tomáš, 3, 2, 2, výsl. 3) 

8. Kužel obrácený vrcholem dol  pono í se ve vod  po 
8

7
 výšky. Která je jeho 

specifická váha? (1901, Prell Ladislav, 3, 4, 4, výsl. 4) 

9. Silnice má sm r od západu k východu. Jdeme-li po ní z místa A, od n hož leží jistá 
v ž  p esn  na jih, do místa, z n hož v ž je sm rem jjz, ujdeme 364 m. Jak daleko 
je v ž od silnice? (1905, Tupý Jan, 4, 4, 4, výsl. 4)

10. Které x iní ve výrazu 
8

5

1
3 −

x
x tvrtý len rovný –1. (1902, Novotný František, 

2, 2, 2, výsl. 3)
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Ve skupin  netypických úloh, které byly zadávány zejména premiant m, se kterými se 
z ejm  pan profesor cht l pochlubit, najdeme úlohu na pravd podobnost nebo výpo et 
determinantu, n kolik p íklad  na et zové zlomky nebo nekone né odmocniny i úlohy na 
limitu posloupnosti vedoucí k íslu e nebo p íklady na výpo et obsahu plochy pod 
kuželose kou, na první pohled vyžadující znalost základ  integrálního po tu. Na ukázku 
uvádím n kolik p íklad  z této kategorie. 

1. 24 žák  jest posaditi do 6 lavic po 4; kolikerým zp sobem se to dá provést? (1899, 
Slabý Emanuel, 3, 2, 1, výsl. 2)

2. Pravd podobnost n jakého pokusu je 
8

7
, která jest pravd podobnost toho, že se 

pokus aspo  4 krát zda í, když jej 7 krát opakujeme. (1899, Pátek Jan, 2, 1, 1, výsl. 
1)

3.
n

n
+ 1

1lim (zadání zapsáno v této podob , pozn. aut.). (1900, Šilhá ek Karel, 1, 1, 

1, výsl. 1)

4. Na elipse vyhledati bod, jehož stg = 6. (1901, Saka  Václav, 2, 1, 1, výsl. 2)

5. Stanovte ......434343 ∞−−− (1901, Štefl Josef, 3, 2, 2, výsl. 2)

6. Jest vyhledati krychlový obsah prstenu, jenž vznikne oto ením elipsy kol osy 
rovnob žné s velkou osou, je-li velká osa elipsy 2=a cm, výst ednost 2=e
a vnit ní polom r prstenu je 5 cm. ( 1903, Bílek Rudolf, 1, 1, 1, výsl. 1)

7. Plocha omezená parabolou xy 22 =  a t tivou spole nou s kruhem ( ) .91 22 =+− yx
(1902, Novák Václav, 2, 1, 1, výsl. 1)

8. Drát, jehož pr ez jest kruh o polom ru 721.3=ρ  mm svinut jest v prsten kruhový, 
takže polom r kruhu jeho osou utvo eného 45.16=r cm. Tento kruh leží na 
vodorovné rovin  a na n m a na téže rovin  leží koule, jež se dotýká prstenu 
i roviny; vyhledati jest její krychlový obsah. (1903, Krahulík Ond ej, 1, 1, 1, výsl. 1)

9. Kdosi uloží Ka 000.10=  do banky tak, aby sob  neb svým d dic m po 20 letech 
pojistil pen žitou rentu 20=n  let trvající a každého roku splatnou a rok od roku 
o 100 K se zv tšující, zúro uje-li se 4%. Jak velká bude první renta. (1903, Roubal 
Jan, 1, 1, 1, výsl. 1)

10. Hospodá  koupil za 1200 K ovcí, z nichž si 15 ponechal a prodal ostatní za 1080 K, 
p i každé vyd lal 4 K; kolik jich bylo? (1904, Renz Theodor, 2, 1, 1, výsl. 1)

Záv rem konstatuji, že praprad dové sou asných maturant  se museli p i studiu na 
gymnáziu na za átku dvacátého století vyrovnat nejen s latinou a e tinou, eštinou, 
n m inou, d jepisem, zem pisem nebo fyzikou, ale také s velmi náro nou matematikou. 
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Náro nost maturitní zkoušky a také velmi p ísná klasifikace maturant  byla na p elomu 
19. a 20. století p edm tem diskusí nejen odborných, ale také rodi ovských. Jejich výsledek – 
Marchetovy reformy z roku 1908 [3] – p inesly mimo jiné zrušení povinné písemné maturitní 
zkoušky z matematiky.  

O více než sto let pozd ji se op t diskutuje o stupni náro nosti maturitní zkoušky 
a o míst  matematiky v ní. Státní maturita by op t m la být vysv d ením „dosp losti 
k návšt v  univerzitní“, e eno slovy za átku dvacátého století. To ale podle mého názoru 
není možné bez matematiky. Proto si dovoluji p ipojit se k t m, kte í volají po za azení 
matematiky jako povinného p edm tu u maturitní zkoušky i na za átku století 
jednadvacátého.  

P i psaní tohoto p ísp vku jsem vycházel mimo jiné z textu, který jsem jako návrh 
lánku „Jak maturovali gymnazisté na p elomu 19. a 20. století“ poslal do redakce asopisu 

Matematika, fyzika a informatika. 
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LINEÁRNÍ MODEL V DÍLE  
DÁNSKÉHO STATISTIKA T. N. THIELEHO 

JITKA ZICHOVÁ

Abstract: The text is dedicated to the life and selected topics of work of an outstanding 
Danish statistician of the 19th century Thorvald Nicolai Thiele. His professional career is    
mentioned at the beginning. The rest of the paper deals with the theory of linear model, 
which represents a widely used statistical methodology with many practical applications. 
The contribution of Thiele to this part of mathematical statistics is described in detail.    

1 T. N. Thiele 

Thorvald Nicolai Thiele se narodil 24. 12. 1838 v Kodani. V roce 1860 ukon il 
studium astronomie na tamní univerzit , kde dále p sobil v letech 1860 až 1870 jako 
v decký asistent na astronomické observato i. V roce 1875 byl ustanoven profesorem 
astronomie a editelem  observato e. Tyto funkce zastával až do odchodu do penze v roce 
1907. Na univerzit  rovn ž vyu oval a v letech 1900 až 1906 byl jejím rektorem. Byl 
postižen silným astigmatismem, a proto nemohl konat astronomická pozorování, obrátil 
tedy svou pozornost k matematice. Seznam jeho publikací obsahuje tém  padesát titul , 
z toho dv  monografie v nované statistické inferenci a jednu na téma interpola ní teorie. 
Další jsou lánky o astronomii, statistice, pojistné matematice a numerické analýze. 
V tšina z nich byla inspirována praktickými problémy. Ve statistice se v noval teorii 
pravd podobnostních rozd lení, lineárního modelu, filtrování, Gramových-Charlierových 
ad a procesu Brownova pohybu. Thiele byl velmi aktivní a m l organiza ní schopnosti. 

Má zásluhu na vzniku dvou v deckých spole ností, a to  Dánské matematické spole nosti 
v roce 1873 a Dánské aktuárské spole nosti v roce 1901. Zem el 26. zá í 1910 v Kodani. 
Podrobn ji se o jeho život  a díle lze do íst v knize [4] a lánku [9].   

2 Lineární model 

Lineární model pro náhodný vektor Y je v dnes používaném zna ení definován 
p edpisem  

βμ XEY == .   (1) 

Symbol E ozna uje operátor st ední hodnoty, X je pevná matice typu n-krát m s hodností 
m < n, β  je m-rozm rný vektor neznámých parametr  a rozptyl složek nYY ,...,1  vektoru Y

nezávisí na β  (viz [1]). Jednoduchým p íkladem je model regresní p ímky proložené 
dvourozm rnými daty se zápisem 

nEY

EY
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to znamená iii eXY ++= 10 ββ , kde nee ,...,1  jsou náhodné odchylky s nulovou st ední 

hodnotou a konstantním rozptylem. 

 První formulace lineárního modelu byly spojeny s ešením problém  geodézie 
a astronomie. V roce 1686 Edmund Halley odvodil lineární relaci mezi nadmo skou 
výškou a pozorovanou výškou sloupce barometru. Model regresní p ímky procházející 
po átkem vyšet uje Roger Cotes v roce 1722. N mecký kartograf a astronom Tobias 
Mayer, profesor matematiky a editel observato e v Göttingen, použil v roce 1750 
lineární model s trojrozm rným vektorem parametr    p i vyšet ování pohybu M síce. 
Problematikou odhadu vektoru  se dále zabývali v polovin  18. století Roger Joseph 
Boscovich a Johann Heinrich Lambert, na konci 18. století Pierre Simon Laplace 
a po átkem 19. století Adrien Marie Legendre a Carl Friedrich Gauss. Poslední dva 
navrhli dodnes používanou metodu nejmenších tverc . Zájemc m o historii uvedené 
problematiky lze doporu it knihy [3] a [5].  

Thieleho d ležitým p ínosem pro teorii lineárního modelu je formulace tzv. kanonické 
formy lineární hypotézy v práci [6]. Nech  jsou složky nZZ ,...,1  náhodného vektoru Z

nezávislé normáln  rozd lené se st edními hodnotami 0iiEZ η= , i = 1, ..., n – m

a iiEZ η= , i = n – m + 1, ..., n. První sada st edních hodnot je známá, druhou sadu 

neznáme. P edpokládejme stejný neznámý rozptyl 2
Zσ  u všech veli in nZZ ,...,1 . M žeme 

jej odhadnout z pozorování mnzz −,...,1  t chto veli in podle vzorce  

.)(
1

1

2
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−
=
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iiZ z
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Thiele se zabývá problémem p evedení lineárního modelu (1) s nezávislými normáln
rozd lenými veli inami  nYY ,...,1  s rozptylem 2

Yσ  do výše popsané kanonické formy.  

Rozd lí vektor   na dva podvektory délek n – m a m tak, že  
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a tvercová matice )2(X  má plnou hodnost m. Dále definuje lineární transformaci 
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mnI −  je jednotková matice rozm ru n – m, symbol T zna í transpozici. Z ejm  je 

,)( )2(1)2( μβ −= X )2(1)2()1()1( )( μμ −= XX  a odtud plyne .0)1( === μTT AEYAEZ
Transformací (2) vektoru Y jsme p ešli ke kanonickému modelu pro vektor Z, v n mž 

00 == iiEZ η  pro i = 1, ..., n – m. 

Odhad st ední hodnoty βXXEYXEZ TT ==)2(  metodou nejmenších tverc  je 

yX T  p i pozorované hodnot y náhodného vektoru Y. K získání odhadu vektoru 
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parametr β  máme soustavu normálních rovnic .yXXX TT =β  P i použití Gaussova 
algoritmu k nalezení jejího ešení násobíme ob  strany dolní trojúhelníkovou maticí G 

s vlastností },...,{ 1 m
TT dddiagDXGGX == . Dostáváme vztah 

.yGXXGX TT =β    (3)   

Složky iU  náhodného m-rozm rného vektoru YGXU T= jsou nezávislé náhodné veli iny 

s rozptyly .2
iY dσ  K dispozici máme vektor jejich pozorování .yGXu T=  Thiele zavádí 

nový vektor parametr , pro který platí .θβ TG=  Soustavu (3) pak lze psát ve tvaru 

uD =θ s ešením ,11 yGXDuDt T−− ==  p i emž složky náhodného vektoru UD 1−  jsou 

nezávislé s rozptyly iY d/2σ . V publikaci [6] Thiele odvozuje vlastnosti odhadu tGb T=
vektoru parametr a odhadu Xb  st ední hodnoty EY pomocí vlastností odhadu t.   
Zabývá se též zobecn ními modelu, nap íklad p ípadem matice X, která nemá plnou 
hodnost m, což vede k soustav  normálních rovnic s nejednozna ným ešením.   

3 Analýza rozptylu 

Analýza rozptylu je jednou z aplikací teorie lineárního modelu (viz [1]). V knize [6] 
Thiele studuje její speciální p ípad dvojné t íd ní, které  spo ívá ve vyšet ení vlivu dvou 
faktor  na n jakou m enou veli inu. Motivací jsou mu pozorování pr chod k hv zd 
skrze m paralelních vláken nitkového k íže v astronomickém m ícím p ístroji. St ední 
as pr chodu i-té hv zdy j-tým vláknem lze psát ve tvaru  

.
i

j
iijij h

EY
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αμ +==   (4)   

Faktor α  s úrovn mi i = 1, ..., k p edstavuje as pr chodu i-té hv zdy st edovým 
vláknem nitkového k íže známou rychlostí ih , zatímco faktor β  s úrovn mi j =1, ..., m 

reprezentuje vzdálenost j-tého vlákna od vlákna st edového. O veli inách ijY

p edpokládáme, že jsou nezávislé normáln  rozd lené s rozptylem .2
Yσ

   
Vztah (4) je rovnicí lineárního modelu (1) se speciálním tvarem matice X s neúplnou 

hodností, kde T
kmkm YYYYY ),...,,...,,...,( 1111=  a vektor parametr  vyjad ujících vliv faktor

,α β je T
mk ),...,,,...,( 11 ββαα . Aby byla ešitelná soustava normálních rovnic pro odhad 

parametr iα , jβ ,  je nutné p idat do modelu fiktivní pozorování z. Ozna íme-li  
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 Thiele poznamenává, že bez p idání z nelze sestrojit odhady parametr iα , jβ , ale je 

možné odhadnout lineární parametrické funkce typu kkcc αα ++ ...11  a  ,...11 mmdd ββ ++
 platí-li reparametriza ní podmínky 0...1 =++ kcc  a .0...1 =++ mdd  St ední hodnoty 

ijμ  se odhadují podle p edpisu 

).(
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1
rrj
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r
r

i
iij yyh

wh
ym −+=
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Thiele ukazuje, že platí 

= =
−−=−

k

i

m

j
Yijij mkmYE

1 1

22 ,)1)(1()( σ

což umož uje odhadnout rozptyl .2
Yσ  Model dvojného t íd ní je zmín n i v publikacích 

[7] a [8], na n ž navázal jeden z velikán  matematické statistiky první poloviny 
20. století R. A. Fisher, který ve své knize [2] adí Thieleho k osobnostem s nejv tším 
p ínosem k rozvoji statistiky.      
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DODATEK K LÁNKU  

INTERPRETACE MATEMATICKÝCH 
VÝSLEDK  NAŠICH P EDK

JIND ICH BE VÁ

 Teprve p ed n kolika m síci jsem se s p ekvapením dozv d l, že jeden z našich 
koleg , doc. RNDr. Jan Slavík, CSc., z Katedry fyziky Západo eské univerzity v Plzni se 
krom  fyziky v nuje i ínské kultu e a poezii. I on p eložil jednu z nejznám jších ínských 
básní, jejíž p eklady jsem uvedl ve výše zmín ném lánku ve sborníku jubilejní, 
30. mezinárodní konference Historie matematiky (Jeví ko, 21. 8. – 25. 8. 2009, Praha 2009, 
59–86) na stranách 78–79. Jako dopln k tohoto svého lo ského textu si zde dovolím uvést 
i jeho p eklad. 

    Myšlenka tiché noci 

    P eložil Jan Slavík (2007) 

    P ed postel mi jasný m síc svítí. 

    Divím se: na zemi že jíní mám. 

    Pozvednu hlavu, z ím jasný m síc. 

    Skloním ji, na domov vzpomínám. 
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