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Véazené kolegyné, vazZeni kolegové,

piedkladame vam sbornik obsahujici texty t¥i vyzvanych prednéasek, texty delSich
a kratSich sdéleni, které byly piihlaSeny na 31. mezinarodni konferenci Historie
matematiky. VSechny prispévky byly graficky a typograficky sjednoceny, n&které byly
upraveny i jazykové. Zatrazen byl téZ program konference a seznam v3ech G¢astnika, kteti
se prihlasili do 15. ¢ervna 2010. Sbornik vznikl diky podpoie grantu GA CR
P401/10/0690 Prameny evropské matematiky, finanéni pomoci Katedry didaktiky mate-
matiky MFF UK a Ustavu aplikované matematiky FD CVUT.

V Gvodu shborniku ptipomindme Stefana Schwabika (1941-2009) a lvana Saxla
(1936-2009), vynikajici matematiky, pedagogy a Skolitele, dobré a nezapomenutelné
pratele, pravidelné ucastniky konferenci Historie matematiky, piiznivce matematiky, jeji
historie i vyugovani. Otisténa fotografie S. Schwabika je z kolekce, kterou potidil
M. Tvrdy z MU AV CR, fotografie I. Saxla je dilem S. Schwabika.

V prvni ¢asti sborniku jsou otisteny texty hlavnich piednédSek, onéz byli pozadani
zkuSeni prednasejici, ktefi se vénuji matematice, déjinam matematiky, souvislostem matema-
tiky s ostatnimi sférami lidské ¢innosti, vychové doktorandu, tizeni a organizaci védecké pra-
ce a mnoha dalSim aktivitam.

Ve druhé &asti sborniku jsou publikovany prispévky jednotlivych Géastniki. Konference
neni monotematicky zameétena, snaZili jsme se poskytnout dostate¢ny prostor k aktivnim
vystoupenim, diskusim a neformalnim setkdnim viem prihldSenym, tj. matematikiam, histo-
rikim matematiky, ucitelam vysokych i stiednich Skol, doktorandim oboru Obecné otazky
matematiky a informatiky i vSem daldim zdjemcim o matematiku a jeji historii. Prispévky
vSech doktoranda recenzovali jejich Skolitelé, peclive je prosli a doporuili k otisténi.

Program letoSni konference je pomérné pestry. V&iime, Ze kazdy najde fadu témat, ktera
ho zaujmou a poté&si, Ze objevi nové kolegy, pratele a spolupracovniky, ziska inspiraci, fadu
podnétt, motivaci i povzbuzeni ke své dalsi odborné praci a ke svému studiu.

Podrobnéjsi informace o letosni konferenci i 0 vSech piedchozich konferencich a letnich
Skolach Ize najit na adrese

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html.

Martina Becvarova, Jindrich Becvar

V Praze, v ¢ervnu 2010



Stefan Schwabik (1941-2009)

Vzpominame a dékujeme.



Ivan Saxl (1936-2009)

Vzpominame a dékujeme.
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JAZYK MATEMATIKY AKO PREDMET
HISTORICKEHO VYSKUMU

LADISLAV KVASZ

Abstract: In the paper different aspects of the changes of language that occurred during
the long history of mathematics are discussed. Several parameters of language, such as its
logical, expressive, methodological, integrative, explanatory and metaphorical power are
introduced and are used to characterize the linguistic innovations in mathematics.

0 Uvod

V matematike je pomerne ¢asty jav, Ze vysledky tvoriace vrchol matematickej tvorby
géniov minulosti, ktoré boli vysledkom systematického Usilia mnohych generacii, dnes
predstavuju pre priemerného vysokoSkolského Studenta matematiky nendroc¢né cvicenie.
Napriklad asi 20 kvadratdr a kubatdr, ktoré tvoria vrchol Archimedovho celoZivotného
snazenia, dneSny vysokoskolak zvladne behom niekorkych malo hodin v rdmci kurzu
matematickej analyzy viacerych premennych. Podobne odvodenie gravitaéného zakona
z Keplerovych zakonov, ktoré predstavuje jeden z kl'G¢ovych vysledkov Newtonovych
Principii, a ktoré Newtonovi prinieslo obdiv sucasnikov, je dnes nie moc naroénym
cvi¢enim z klasickej mechaniky. Tato skuto¢nost’ nie je dokladom rastu intelektualnych
schopnosti v dejinach. Sved¢i skér o zdokonalovani kalkulativnych néstrojov ktoré
mame k dispozicii. Tieto nastroje si dnes omnoho silnejSie a vSestrannejSie nez nastroje,
pomocou ktorych ziskavali svoje vysledky Archimedes ¢i Newton.

Podobnym, rovnako rozSirenym javom je skuto¢nost’, Ze dnes i priemerny Student
dokaze najst’ chyby v argumentoch matematikov minulosti, ktoré tito matematici ani ich
sucasnici nevideli. Eulerove pokusy s¢itat” oscilujdce rady dnes vyvolavaju u mnohych
matematikov Usmev, podobne ako Newtonove pokusy zddvodnit’ infinitezimalny pocet.
Ani v tomto pripade asi neméame do ¢inenia s narastom kritickosti myslenia (i ked” kultdra
kritickosti pri pisani matematickych textov asi vzrastla), ale skor ide o to, Ze sa
zdokonalili reprezenta¢né nastroje, pomocou ktorych je omnoho lahSie najst’ priklady
a protipriklady r6znych matematickych tvrdeni.

Ako kalkulativne, tak aj reprezentacné néstroje maju jazykovy charakter. Su to
nastroje, pomocou ktorych dok&Zeme T'ahko a bezpec¢ne viest’ argumentaciu tam, kde
matematici minulosti postupovali po kl'ukatych a nebezpe¢nych chodnikoch, rovnako ako
vieme lahko a efektivne skonStruovat priklady a protipriklady tam, kde ich naSi
predkovia hradali v neprehladnych hastinach. Preto pri vyklade dejin matematiky si na
tejto prednaSke nebudeme vSimat’ ani tak vysledky, ktoré matematici daného obdobia
dosiahli, ale pokUsime sa najst jazykové nastroje, pomocou ktorych svoje vysledky
ziskavali, formulovali a zdévodiovali. Algebra ¢i analytickd geometria pre nas nebudud
v prvom rade tedrie, teda subory definicii, tvrdeni a ddékazov, tradi¢ne radenych do danej
discipliny. Algebra ¢i analytickd geometria budd pre nds poznanim, ziskanym pomocou
urc¢itého jazykového nastroja. Pritom sa budeme snazit' tieto jazykové nastroje ¢o
najpresnejSie opisat’. Budeme sa snazit’ urcit’ ich vlastnosti, ktoré nazveme potenciality,
a ktorych narast je priznacny pre vyvoj matematiky. Rozli$ime $est’ potencialit:*

1. logicku silu, ktord ukazuje ako zlozité formuly mozno v danom jazyku
dokazat’
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2. expresivnu silu, ktora ukazuje, ¢o nového, ¢o sa v predoslych Stadiach
vymykalo vyjadreniu, teraz jazyk umoziuje vyjadrit’

3. metodickd silu, ktord ukazuje, aké metddy umoziuje jazyk zaviest’ tam,
kde na predoSlom Stadiu existoval iba subor nesurodych trikov

4. integrativnu silu, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoziuje vidiet’ jednotu
a poriadok tam, kde sa na baze predoslého jazyka ukazovali len navzajom
nesuvisiace pripady

5. explanatoricku silu, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoziuje vysvetlit’
zlyhania jazyka, ktoré boli na predoSlom Stadiu nepochopitel'né

6. metaforicku silu, ktora ukazuje, ako jazyk umoziuje najst’ vo vzdialenych
a zdanlivo nesuavisiacich oblastiach analdgie pojmov a vztahov discipliny,
v ramci ktorej sa novy jazyk zrodil

Dufam, ze tento zoznam naplnil pojem ,,potenciality jazyka matematiky* konkrétnym
obsahom a zd6vodnil pouzitie tak nezvyklého terminu. Kazda z tychto vlastnosti odkryva
jednu dimenziu, v ktorej jazyk matematiky obohacuje naSe moznosti nie¢o vyjadrit’. Preto
je prirodzené nazvat’ ich potencialitami jazyka matematiky. Narast kaZzdej potenciality
budeme ilustrovat’ na prechodoch od (Egyptskej) elementarnej aritmetiky, cez (Grécku)
syntetick( geometriu a (rano novoveku) algebru po analytickl geometriu, pricom budeme
volit’ problémy, na rieeni ktorych bude nérast prislusnej potenciality najlepSie viditelny.
Samozrejme, daju sa zvolit’ aj iné priklady, ktoré mdzu byt vhodnejsie.

1 Logickasila

Ako prvd budem ilustrovat' logickld silu jazyka, pricom ukazem, ako sa tato sila
v danom Useku dejin matematiky menila.

1.1 Elementarna aritmetika — overenie jedine¢ného tvrdenia

Cisla neumoziiuju explicitne vyjadrit’ vieobecnost. Ako typické tvrdenia elementéarnej
aritmetiky mozno vziat’ napriklad:

135+37=172 alebo 24x19 > 456.

S0 to jedinecné tvrdenia.? Jazyk elementarnej aritmetiky obsahuje pravidla, ktoré
pomocou manipuldcie so znakmi umoziuju takéto tvrdenia overit. V dejinach je to prvy
systém, umoznujlci na baze explicitnych pravidiel manipuléacie so symbolmi, rozhodnat
o pravdivosti nejakého tvrdenia. Aj ked’ st to zatial’ len jedine¢né tvrdenia, vyznam tohto
objavu je nesmierny. Tieto pravidla su totiz formdalne, teda intersubjektivne, explicitné
a preto naugitelné a pristupné kontrole. Treba zdoraznit, Ze tento jazyk sa zasadne
odliSuje od toho, ¢o sa jazykom aritmetiky dnes bezne rozumie, tym, Ze neobsahuje
premenné. To, Ze jazyk aritmetiky neobsahoval premenné viedlo Egyptanov k nutnosti
formulovat’ vSetky Ulohy s konkrétnymi ¢iselnymi hodnotami. Zoberme ako ilustraciu
priklad z Moskovského papyrusu (Kolman 1961, s. 41; resp. Vymazalova 2006, s. 82):

»Spdsob vypoctu pyramidy nemajucej vrchol. Ak maS danu pyramidu bez
vrcholu vysoku 6 (laktov), s dolnou hranou 4 (lakte) a hornou 2, umocni 4 na
druhd, dostane$ 16, zdvojnasob 4, dostane$ 8, umocni 2 na druhd, dostanes 4,

(1) pripo¢itaj tychto 16

(2)ktymto8a4

(3) dostanes 28, vypocitaj

(4) 1/3 zo 6, dostanes 2, pocitaj
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(5) s 28 dvakrat, dostavas 56,
(6) hra: je to skutocne 56. Nasiel si spravne.*

Poctar postupne berie ¢isla figurujlce v zadani a robi s nimi rézne Gpravy, az napokon
dostane to, ¢o hradd. Pomocou konkrétneho vypoétu takto ukazuje vSeobecny postup
rieSenia, ktory sa v jazyku neda vyjadrit. Jazyk elementarnej aritmetiky bol teda prvym
jazykom, ktory umozioval rieSit’” problémy pomocou manipulécie so symbolmi. Jeho
logicka sila sa obmedzuje na odvodenie jedineénych tvrdeni.

1.2 Syntetickd geometria — dokaz vSeobecného tvrdenia

Ikonicky jazyk geometrie bol prvym jazykom umoZiujucim dokazat® vSeobecné
tvrdenia. Je toho schopny vdaka tomu, Ze obsahuje zaujimavi inovéaciu — Usecku
neurcitej dizky — ktora je vlastne predchodcom pojmu neznamej. Ked’ napriklad chceme
dokazat’, Ze sucéet dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne, tak si parne ¢islo znazornime ako
obdiZnik, ktorého vyska je rovna dvom, ale ktorého $irka ostane neuritad. Dokaz sa
potom zaklada na nahliadnuti skutognosti, Ze spojenim dvoch obdiZnikov s vyskou dva
vznikne opat obdiZnik s vyskou rovnou dva. KedZe sme v nasej Gvahe pracovali
s obdiznikmi, ktorych $irka ostala pocas celej ivahy neurgita, dokazali sme tvrdenie pre
Tubovorné dva obdizniky, a teda vlastne pre dve Pubovolné péarne &isla. Toto ukazuje
zésadnu logicku prevahu jazyka geometrie nad jazykom elementarnej aritmetiky.

Tu sa ukazuje jeden zaujimavy aspekt, ktory podporuje vyklad geometrickych
obrazkov ako vyrazov jazyka. Ked v spomenutom dbkaze nakreslime prislusny obdiznik,
tak ho samozrejme musime nakreslit’ s konkrétnymi stranami. Preto to, ¢o je nakreslené
na papieri, neobsahuje Gse¢ku neurgitej diZzky; vietky nakreslené Gse¢ky su presne také
dlhé, ako dlhé sme ich nakreslili. Ale ked’ tieto Usecky pouzivame v dbkaze, tak s ich
dizkami pracujeme, akoby boli neur¢ité. Teda idea neznamej sa v matematike objavuje
najprv v implicitnej podobe — ako konstanta (konkrétna Usecka), s ktorou pracujeme ako
s neznamou (t.j. ako s Gseckou neurcitej dizky).

1.3 Algebra - dokaz modalneho tvrdenia

Jazyk algebry prind3a ako zakladnu inovaciu explicitny symbol pre premennd.
V jazyku geometrie bola idea premennej pritomna iba implicitne, ako Usecka neurditej
dizky. Na tom sa zakladala schopnost’ jazyka geometrie dokazat vieobecné tvrdenie.
KedZze jazyk algebry mé premennu pritomnd v explicitnom tvare, aj on je schopny
dokdazat’ vSeobecné tvrdenia. DokaZe vSak viac. Zoberme vzorec pre rieSenie kvadratickej
rovnice

—b++/b® -4ac
x,, = 2=V —4ac @
2a
Parametre a, b, ¢ davaju tomuto vzorcu vSeobecnost’ analogicku tej, ktor( dava Usecka
neurcitej dizky geometrickym dokazom. Avsak okrem jednotlivych pismen, ktoré hraji
analogicku ulohu ako Gsecka neurditej dizky vzorec vyjadruje aj poradie krokov vypocétu.
Takto sa postup stava vyjadritelnym v jazyku. To je zasadna zmena.

Ked’ si spomenieme na vypocet pyramidy nemajucej vrchol, mézeme si uvedomit’, ze
jednotlivé zlozky, z ktorych v priebehu vypoctu vznika vysledny objem, stracaju svoju
identitu, a vysledkom je ¢islo, na ktorom niet ani stopy po tom ako vzniklo. Naproti tomu
v geometrii sa jednotlivé prvky konStrukcie nestracaju, ale tvoria trvald sucast
vysledného obrazka. Co sa v3ak straca je poradie krokov konstrukcie. Preto je nutné ku
geometrickym konStrukcidm dodat’” komentar v prirodzenom jazyku, nazyvany zapis
konstrukcie, v ktorom je zachytena postupnost’ krokov, pomocou ktorych bol obrazok
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vytvoreny. Zapisy konstrukcie, ktorymi stredoSkolski profesori trapia Ziakov, nie su ani
tak rozmarom pedagogov, ako désledkom nedokonalosti jazyka geometrie. Zapis poradia
krokov konstrukcie je komentar v prirodzenom jazyku, a teda sa odohrava mimo jazyka
geometrie. A tato postupnost’ krokov je v algebre zabudovana do jazyka. K algebraickej
formule netreba dodavat’ ,,zapis vypoctu“ analogicky zéapisu geometrickej konstrukcie.
Nie je to potrebné, lebo vzorec postupnost krokov vypodtu priamo vyjadruje.’

Schopnost” explicitne vyjadrit' poradie krokov vypocétu umoziuje jazyku algebry
dokaza# modalne predikaty, ako napriklad nerieSitel'nost’ rovnice piateho stupna, ktord
dokazali Paolo Ruffini, Niels Henrik Abel a Evariste Galois zaciatkom 19. storocia. Zo
zakladnej vety algebry vieme, Ze kazda rovnica piateho stupfia ma pat’ korenov. V tom
nie je problém. Problém je, Ze tieto rieSenia nie je mozné vyjadrit’ prostriedkami algebry.
Teda v pripade nerieSitelnosti vSeobecnej rovnice piateho stupia rieSenia existuji ako
body komplexnej roviny, ale jazyk algebry nie je schopny tieto body explicitne vyjadrit’.
Jazyk algebry si je vSak tohto svojho nedostatku plne vedomy, vie ho dokonca dokazat’.
V tom je jeho prevaha nad jazykmi aritmetiky a syntetickej geometrie. Preto prave
dbkazy nerieSitelnosti st najlepSou ilustraciou logickej sily jazyka algebry.

V jazyku aritmetiky alebo syntetickej geometrie nemame prostriedky, ktoré by
umoznili vyjadriz, Ze nejakd uUloha je nerieSitel'na. V geometrii sa nerieSitel'nost’ iba
ukazuje napriklad tym, Ze sa napriek systematickému Usiliu nedari najst konStrukciu
trisekcie uhla ¢i duplicity kocky. NerieSitel'nost’ je pre geometriu predikat, ktory sa da
vyjadrit’ iba v prirodzenom jazyku. Jazyk algebry, na rozdiel od geometrie, umoZziiuje
nerieSitelnost’ explicitne vyjadrit. Otazka rieSitel'nosti je z pohladu algebry otazkou
vyjadritel'nosti urcitej veli¢iny v pozadovanom tvare, ¢o sa da technicky uchopit’
pomocou pojmu pola. Dokazy nerieSiternosti maju potom spravidla tvar argumentacie,
Ze dany prvok nie je mozné vyjadrit’ v poZzadovanom tvare, teda Ze dany prvok nepatri do
urcitého pola. Takato stavbu mal Gaussov ddkaz nemoznosti konStrukcie pravidelného
sedemuholnika, a Galoisov ddkaz nerieSitel'nosti rovnice piateho stupna.

1.4 Analyticka geometria — ddkaz existenéného tvrdenia

Carl Friedrich Gauss vo svojej doktorskej dizertacii Demonstratio nova Theorematis
omnem Functionem algebraicam rationalem integram unis Variabilis in Factores reales
primi et secundi Gradus resolvi posse z roku 1799 pouzil pri dokaze zakladnej vety
algebry rovinu ako geometrickd reprezentaciu komplexnych ¢isel. Zakladna veta algebry
tvrdi, Ze pre kazdy polyném f(x) existuje bod o, tejto roviny, pre ktory je f(o) = 0. Cislo
nula na pravej strane je len z historickych dévodov. V algebre je zvykom polynom
upravit’ tak, Ze sa vSetky ¢leny presund na l'avl stranu a na pravej strane ostane nula.
V principe by tam mohlo stat’ 'ubovolné iné komplexné ¢&islo. Zakladna veta algebry
vlastne hovori, Ze polyném zadava surjektivne zobrazenie komplexnej roviny. Preto tato
veta nie je cisto algebraickym tvrdenim. Algebra sliZi na vymedzenie polynomickych
funkcii, ale vlastnost, ktora sa o tychto funkciach v zékladnej vete algebry tvrdi, je skor
geometricka (¢i topologicka).

Gauss podal Styri dokazy zadkladnej vety algebry. Prvy z nich vo svojej doktorskej
dizertacii. Tento dékaz bol analyticky, zakladal sa na vlastnostiach komplexnych funkcii.
O 16 rokov neskdr podal d’alsi dokaz, ktory sa neopieral o geometriu komplexnej roviny,
ale bol vedeny algebraickymi prostriedkami, pomocou teérie symetrickych polynémov.
Tento dbkaz je podstatne dlhsi a narocnejsi. Elementarny dbékaz zkladnej vety algebry
mozno najst v (Courant a Robbins 1941, s. 269-271). Zakladnd veta algebry je
existencné tvrdenie, ktoré moZno povazovat' za vzor radu podobnych tvrdeni pre
diferencialne rovnice, integralne rovnice a pre Ulohy varia¢ného poctu. Pri takychto
tvrdeniach je rozhodujuca jednak existencia ur¢itého formalizmu, prostriedkami ktorého
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sa opisuje objekt, ktorého existencia sa ma& dokézat. Druhou sUc¢ast'ou existenénych
dbkazov je urgity priestor, v rAmci ktorého sa ukaze existencia prislusného objektu. Dany
priestor ma spravidla vlastnost’ urcitej Uplnosti, uzavretosti, spojitosti ¢i kompaktnosti.

Zda sa, ze analyticka geometria bola prvou tedriou, ktora obsahovala obe zlozky
Uspesného existen¢ného ddkazu. Jednak to bol algebraicky formalizmus, v ramci ktorého
je mozné formulovat’ algebraické rovnice, a potom komplexna rovina, teda geometrické
kontinuum, ktorého body su spojené s algebraickym formalizmom pomocou siradnicovej
sustavy. Po tom, ako v 19. storo¢i doslo k aritmetizacii analyzy, geometrické existencné
dbkazy uZ nie si povaZované za dostatocne striktné. Napriek tomu sa zda, Ze jazyk
analytickej geometrie bol prvym jazykom, ktory vébec umoznoval dokazat’ nie¢o takého
ako existenéné tvrdenie pre Siroku triedu tloh.

2 Expresivnasila

Ako druh( potencialitu budem ilustrovat’ expresivnu silu jazyka, pricom rovnako ako
v predoSlom pripade, aj teraz prejdem Styrmi zvolenymi jazykmi.

2.1 Elementarna aritmetika — schopnost’ vyjadrit’ PubovoPne velké ¢islo

Jazyk elementarnej aritmetiky umoZznuje vyjadrit’ T'ubovolne velké prirodzené ¢islo.
Dnes sa to moZe zdat’ malo, lebo sme zvyknuti na zaporné, iracionalne a komplexné ¢isla,
preto prirodzené cisla ndm pripadaji0 ako obmedzeny systém, v ktorom nemoZno
slobodne od¢itat, delit, ani odmocnovat. Ked’ si vSak odmyslime vydobytky neskorSieho
Vvyvoja, mozno sa nam podari precitit’ fascinaciu, ktord musel pocitovat’ egyptsky
(babylonsky, indicky, ¢insky) poctar, ked” si uvedomil, Ze pomocou ¢isel mozno vietko
spoéitar’. Rhindov papyrus zac¢ina slovami: ,,Pravidla pre preniknutie do veci, pre
poznanie vSetkého ¢o je, vietkych zéhad, ..., vSetkého skrytého* (Vymazalova 2006,
s. 102). Tento pocit je zakladom ,,byrokratického univerzalizmu*, podra ktorého vietko
mozno spogitat’, zaznacit’ do vykazov a vziat’ do evidencie. Byrokratické planovanie bolo
jednym z najvacsich objavov egyptskej (babylonskej, indickej a ¢inskej) civilizacie.
Univerzélnost' byrokracie sa zakladd na expresivnej sile jazyka aritmetiky. Zvysky
prvotnej fascindcie pocitanim mozno vidiet' v mytoch, v ich zalube vo velkych ¢&islach,
d’alej v Kabale a u pytagorejcov. Archimedov spis O pocte piesochych z/n asi najlepSie
ilustruje expresivnu silu jazyka elementarnej aritmetiky. Ukazuje, Ze ¢&iselny systém
umoziuje odhadnit’ dokonca aj pocet zrniek piesku vo vesmire:

»SU taki, kral' Gelon, ktori si myslia, Ze podet z/n piesku je nekoneéne velky;
pricom pieskom myslim nie len ten, ktory sa nachddza okolo Syrak(z a na zvysku
Sicilie, ale aj ten, ktory sa nachadza v kazdej oblasti ¢i uz obyvanej alebo nie. A su
taki, ktori bez toho, aby ho povazovali za nekone¢né, si myslia, Ze nemozno vyslovi#’
¢islo, ktoré je dostatocne velké, aby presiahlo ich mnoZstvo. A je tieZ jasné, Ze ti, ¢o
hlasaju tento nazor, keby si predstavili masu tvoren( pieskom tak velku ako masa
Zeme, vratane vSetkych jej mori a dutin Zeme vyplnend do vysky najvysSich hér,
boli by mnohonéasobne viac vzdialeni od uznania, Ze nemozno vyjadrit’ Ziadne ¢islo,
ktoré presahuje mnozstvo zrniek piesku takto vzatych. Ale ja sa pokusim ukazat
vam, pomocou geometrickych dbkazov, ktoré budete schopny sledovat, Ze, &isla
mnou vytvorené a dané v préci, ktord som poslal Zeuxippovi, niektoré presahuju
nielen masu piesku rovnako verka ako Zem vyplnend opisanym spdsobom, ale aj
masu rovnu verkosti univerza. ... Tvrdim, Ze dokonca aj keby bola vytvorend sféra z
piesku tak verkd, ako velké je podla Architasovych predpokladov sféra stélic, tak
eSte stale dokazem, Ze z ¢isel menovanych v Principoch niektoré presiahnu svojou
vel'kost'ou pocet zrniek piesku v prave opisanej sfére...“ (Heath 1921, s. 81-85).
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Samozrejme, geometrické dékazy, pomocou ktorych Archimedes dokazuje, Ze je mozné
vytvorit’ ¢islo, ktoré je vacSie ako pocet zin v celom univerze, nepatria do aritmetiky. Ale
samotny fakt, Ze tak obrovské &islo existuje, ilustruje expresivnu silu jazyka elementarnej
aritmetiky. Egyptski ¢i Babylonski poctari sice podobné tvrdenia, ilustrujice expresivnu
silu jazyka aritmetiky, nevedeli dokazat’, ale vedeli, Ze vietko mozno pocitat’.

2.2 Syntetické& geometria — schopnost’ vyjadrit’ PubovoPnu kvadratickd iracionalitu

Jazyk  syntetickej  geometrie  umoZziuje  prekonat  problémy  spojené
s nesimeratel’'nostou. Pre jazyk aritmetiky predstavuje nesUmeratelnost zavazny
problém, ktory ukazuje, Ze je nemozné pomer strany a uhlopriecky Stvorca vyjadrit
pomocou (prirodzenych) c¢isel. Naproti tomu pre jazyk geometrie neznamend
nesumeratelnost’ Ziadnu prekdzku. S Gse¢kami méZeme robit’ geometrické konstrukcie,
bez ohlradu na to, ¢i si zhodou okolnosti simeratelné alebo nie. Vidime, Ze jazyk
syntetickej geometrie ma expresivnu prevahu nad jazykom elementérnej aritmetiky.

Pomer diZok nesumeratelnych dseciek nie je mozné vyjadrit ako pomer celych &isel.
Napriek tomu jazyk geometrie umoZziiuje takéto pomery porovnavat. Za tymto Gc¢elom
vznikla Eudoxova tedria proporcii. Uvedend je v V. knihe Zakladov a zaklada sa na
nasledovnej definicii:

»,Hovorime, Ze veli¢iny stoja v rovnakom pomere, prva k druhej ako tretia ku
Stvrtej, ked’ pri Tubovornom vynasobeni rovnaké nasobky prvej a tretej oproti
rovnakym ndsobkom druhej a Stvrtej, vzaté v paroch su alebo naraz vacSie alebo
naraz rovné alebo naraz mensie.“ (Euklides V., def. 5)

Tato definicia umoZziiuje porovnat’ nesumeratel'né veliciny, a ukazat, Ze napriklad
obsahy dvoch kruhov st ,,jeden k druhému ako Stvorce nad ich priemermi* (Euklides XII,
2). Obsah kruhu a obsah Stvorca nad jeho priemerom su (ako dnes vieme) nesimeratel'né
veliginy, ale napriek tomu jazyk geometrie umoziiuje dokéazat’ konstantnost’ ich pomeru.
To ukazuje prevahu expresivnej sily jazyka syntetickej geometrie nad expresivnou silou
jazyka elementérnej aritmetiky. Elementarna aritmetika o pomeroch nestmeratelnych
veli¢in nevie ni¢ povedat’.

2.3 Algebra - schopnost’ vyjadrit’ PubovoPné €islo vzniklé radikalovymi rozSireniami

Oproti geometrickému jazyku, ktory ma neznamu v tvare Usecky neurditej dizky, jej
druhd mocninu v tvare Stvorca s neurditou stranou a tretiu mocninu v tvare kocky
s neurcitou hranou, jazyk algebry umoziuje slobodne tvorit mocniny vysSich radov.
Terminoldgia, pomocou ktorej matematici 15. storocia tieto nové mocniny vytvarali, bola
poznacena geometrickymi analégiami, ked’ tretiu mocninu neznadmej nazyvali cubus
aoznacovali ju pismenom c. Ni¢ v3ak nebranilo formalne pokracovat’ aj za tretiu
mocninu, za ktori Euklida nepustil priestor. Nezndmu nazyvali res a oznacovali
pismenom r, jej druhd mocninu nazyvali censo a oznacovali z. Pre Stvrtd mocninu pisali
zz (censo di censo), pre piatu rzz, pre Siestu zzz a tak d’alej. Takto jazyk algebry umoZziiuje
prekrocit’ medze, ktoré geometrii uklada priestor a slobodne tvorit’ mocniny ubovolného
stupna. Tieto vyrazy sice nevieme néazorne interpretovat, nevieme, ¢o si madme pod
sedemnastou mocninou neznamej predstavit, ale to nie je podstatné. Jazyk algebry
obsahuje formaélne pravidla, ktoré umoZziuji s tymito vyrazmi nardbat’ s rovnakou
istotou, s akou Euklides nardbal s prvou ¢i druhou mocninou nezndmej.

Vd’aka tymto inovaciam sa podarilo najst’ rieSenie rovnice tretieho stupna. Je to prvy
vysledok eurdpskej matematiky, ktory prekracuje antické dedi¢stvo. Publikoval ho roku
1545 v knihe Ars Magna Sive de Regulis Algebraicis taliansky matematik Girolamo

Cardano. RieSenie rovnice x = bx + ¢, zapisané v dneSnej symbolike ma tvar
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Cardano nikdy takyto vzorec nenapisal. (Podrobnosti objavu, ako aj pévodna Cardanovu
formulaciu mozno najst’ napriklad v (Kvasz 2008). Na takéto formuly bolo treba ¢akat’
eSte jedno storocie. Tak &i onak, uvedeny vysledok dal algebraikom sebavedomie, vd’aka

ktorému sa postupne emancipovali spod podrucia geometrie. Algebraicka symbolika
umoziuje riesit’ problémy, ktoré geometricky jazyk neumoZznuje ani len sformulovat’.

2.4 Analytickd geometria — schopnost’ vyjadrit’ Pubovol’ni algebraickd krivku

Analyticka geometria priniesla novy spdsob vytvéarania geometrického tvaru. Utvar je
konstruovany bod po bode pomocou sdradnic uréenych pomocou algebraického vztahu.
To je nieco zéasadne iné ako u Euklida. Euklides vytvaral Utvar z Useciek a oblikov
kruznic. Euklidovska konstrukcia je konstrukciou pomocou kruzidla a pravitka. Euklides
mé akési ,,mechanické” formy, ktoré umiestiiuje na papier. Naproti tomu Descartes rozbil
kazdy utvar na body a vynaSa ho bod po bode: ,,Ak budeme braz postupne nekonecny
pocet rdéznych hodnbt pre Usecku y, dostavame nekonechy pocet hodn6t pre Usecku x,
apreto nekonecny pocet bodov takych ako C, pomocou ktorych mozno nakreslis
pozadovanu krivku®“ (Descartes 1637, s. 319). Descartovi sa takto odkryl omnoho bohatsi
svet geometrickych tvarov, nez ako bol svet Euklidov.

Ked sa pozrieme z hradiska analytickej geometrie na geometriu syntetick(, mozno
povedat, Ze aZz na zopar vynimiek (ako Hippiasova kvadratrix, Archimédova 3piréla,
Nikomédova konchoida alebo Dioklova cissoida (Heath 1921, s. 226, 230, 238 a 264)) sa
celd synteticka geometria to¢i okolo kvadratickych kriviek (kriviek, ktorych rovnice su
dané polynémom druhého stupina). Svet analytickej geometrie obsahuje neporovnatelne
vacSie mnozstvo objektov, nez svet euklidovsky. Kazdy vyznamnejSi matematik 17.
storocia priSiel s prikladom novej krivky. Sta¢i spomendt’ Descartov list, Bernoulliho
lemniskatu, Pascalovu ulitu alebo tieZz kardiodu, astroidu ¢i strofoidu. Analyticka
geometria vlastne naplno vyuziva bohatstvo, ktoré ponlka algebra. Staci vziat
polyném, vhodne zvolit’ koeficienty a pred nami sa odkryva tvar, aky Euklides nepoznal.

Pri vyklade algebry sme spomenuli, Ze hlavna prednost’” formuly oproti obrazku
syntetickej geometrie je, Ze formula je schopna vyjadrit poradie jednotlivych krokov
vypoctu. To sa plne vyuZiva pri konstrukcii krivky. Jednotlivé body krivky sa vynasaju
tak, Ze sa vypocita hodnota polynému pre prislusnd hodnotu argumentu. Tu sa formula
pouZiva rovnakym spdsobom ako v algebre: ako vztah uréujdci hodnotu urgitej veli¢iny.
Pre skonStruovanie krivky vSak potrebujeme ist’ za hranice algebry a vyniest’ jej body
vedla seba. Potrebujeme uskutoénit’ nekone¢ny pocet konstrukcii (ako piSe Descartes).
V priebehu tohto nekone¢ného procesu vynasania bodov sa vynori tvar. Ziaden
z jednotlivych bodov tvar nezadava. Az ked’ su vSetky body vynesené, vynara sa tvar
krivky. Tvar krivky tak nevyjadruje vze£ah medzi nezndmymi x ay (na tomto vztahu je
zaloZend logickd sila jazyka algebry); tvar krivky odkryva vzajomna zavislosy” medzi
premennymi x ay. Descartes eSte nemal pojem funkcie, ten prinesie aZ Leibniz pri
budovani jazyka diferencialneho a integralneho poc¢tu. Ale pojem zévislosti premennych
je rozhodujucim krokom smerom k pojmu funkcie. Pripomina pojem Use¢ky neurgitej
dizky. Podobne ako bola Gsecka neurgitej dizky predchodcom pojmu neznamej, je pojem
zavislosti premennych predchodcom pojmu funkcie. Zavislost' premennych eSte nie je
funkcia, podobne ako Use¢ka neurgitej dizky nie je neznama. V oboch pripadoch si to
prvky ikonického a nie symbolického jazyka.
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3 Metodicka sila
Ako tretiu potencialitu budem ilustrovat’ metodickd silu jazyka.

3.1 Elementarna aritmetika — metéda chybného predpokladu

O jazyku elementarnej aritmetiky mozno povedat, Ze je nemetodicky. Je prilis
konkrétny na to, aby viom bolo mozné sformulovat’ nejaky vseobecnejsi postup ¢i
metddu na rieSenie SirSej triedy problémov. Dochované texty to potvrdzuja — su to
zbierky konkrétnych riesenych prikladov bez akychkol'vek metodickych rad & navodov.*

3.2 Synteticka geometria — konstruktivno-deduktivna metdda

Syntetickd geometria prindSa pozoruhodni met6du, ktord pouzil Euklides
v Zakladoch. Jej vyklad moZzno najst’ v komentari Thomasa Heatha (Euclid I, s. 129—
131). D6kaz urgitej propozicie ¢i rieSenie ur¢itého problému pozostava z piatich krokov.
Prvym je prétasis (rpotooic), t.j. vyslovenie tvrdenia vo vSeobecnom tvare. Napriklad
Propozicia 8 Knihy IV znie: ,,Do daného Stvorca vpisat” kruh.“

Druhym krokom je ekthesis (ex0eotig), t.j. preformulovanie tvrdenia do konkrétneho
tvaru, v ktorom sa zavedie oznacenie: ,,Nech ABCD je dany Stvorec, teda pozaduje sa
vpisat’ kruh do daného Stvorca ABCD.“ Ekthesis je sprevadzana naértom, ku ktorému sa
oznacenie vztahuje av ktorom jasne vyznaci, ¢o je dané. Po ekthesis nasleduje ¢asto
diorismos (dropiopog) t.j. upresnenie, v rdmci ktorého sa vyjasni, za akych podmienok
ma Uloha vobec zmysel.

Tretim krokom je kataskeyé (kotockevn), t.j. kondtrukcia, pri ktorej sa prvky dané
v ekthesis postupne dopinaju aby sa vytvoril objekt vyZadovany v Glohe.

Stvrtym krokom je apodeiksis (amodel€lg), t.j. samotny dokaz v uzSom zmysle. Ide
oto, Ze ani pri ¢isto ddokazovych Uloh&ch dbkaz spravidla nemoze nastlpit’ hned po
ekthesis, lebo Utvar, ktory vystupuje v tvrdeni je nutné doplnit’ o pomocné prvky (rézne
body, Usec¢ky aobliky kruznic), ktoré v zadani nevystupujd, ale o ktoré sa opiera
argumentacia dbkazu. Jednou z najkrajSich ilustracii takéhoto doplnenia je Euklidov
dbkaz Pytagorovej vety. Az po tom, ako Euklides spustil vySku na preponu trojuholnika
a rozdelil tak $tvorec nad preponou na dva obdizniky, bolo mozné dokazat’, ze obsah
jedného obdiZnika je zhodny s obsahom $tvorca nad jednou odvesnou, a obsah druhého
obdiZnika je zhodny s obsahom $tvorca nad druhou odvesnou. U Euklida apédeiksis
nasleduje aZz po skonéeni kataskeyé, ¢o znamend, Ze je jasne oddelena konstrukéna cast’
od dbdkazu, ktory je ¢isto logickou argumentaciou.

Zavereénym piatym krokom je sympérasma (cvunepoocua), t.j. zaver, spocivajici
v navrate ku vSeobecnému diskurzu, ktory sme opustili v ekthesis, kedy sme vSeobecné
tvrdenie nahradili konkrétnym pripadom. Sympérasma spociva v zopakovani tvrdenia
(,,Preto v danom Stvorci bol vpisany kruh.”). Vidime, Ze euklidovsky ddkaz kombinuje
analytické kroky so syntetickymi.

3.3 Algebra - analytickd metéda

Euklidovska geometria je zbierkou nestvisiacich konstrukénych trikov. Mnohé Glohy
vyZaduju démyselné pomocné konstrukcie, ktoré davaju Siroky priestor pre predvadzanie
duchaplnosti. Ich zapamétanie je vSak zbyto¢né, lebo d’alSia Uloha vyZaduje Uplne iny
trik. Preto sice inym spdsobom ako egyptské pocty, ale aj geometria je naro¢na na pamat’.
Nemusime sa biflovat’ postupy typu ,,spésob vypoctu pyramidy nemajdcej vrchol®, ako
poctéri, staci si zapamaétat’ triky roznych konstrukcii. Ale aj tychto trikov je vela. Algebra
umoziuje zéaplavu konStrukénych trikov redukovat' a izolované postupy spojit do
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univerzalnej analytickej metddy. Je toho schopna vd’aka mysSlienke, pochadzajucej od
Francoisa Viéta, ktory v knihe In Artem Analyticam Isagoge (Viete 1591) zavadza na
oznacenie veli¢in dva druhy premennych: jeden druh pre nezname, druhy pre parametre
tlohy. Pévodnd Viétova konvencia (pouZivat’ na oznacenie nezndmych vel’ké samohlésky
A, E, I, O, U a na oznac¢enie parametrov velké spoluhlasky B, C, D, F, G) sa neujala
adnes pouzivame Descartovu konvenciu, ktord pre nezname pouziva malé pismena
z konca abecedy (x, y, z, v, w) a pre parametre malé pismena zo zaciatku abecedy (a, b, c,
d, e). Napriek tomu, Ze sa nezachovala konkrétna podoba Vietovej symboliky, jeho idea
zaviest’ dva typy premennych bola prvoradého vyznamu. Vdaka nej sme schopni vyjadrit’
urcity matematicky problém vo vSeobecnom tvare (ked” namiesto konkrétnych hodnét
parametrov zapiSeme aj parametre pomocou pismen) a potom pomocou algebraickych
Uprav hradat' jeho vSeobecné rieSenie v tvare vzorca. Prikladmi takychto vSeobecnych
vzorcov su vztahy (1) a (2) vyjadrujuce rieSenie rovnic druhého a tretieho stupna. Ked’
mame vyrieSit' nejakd konkrétnu rovnicu, nemusime cely postup opakovat, ale staci
dosadit’ do vzorca konkrétne hodnoty parametrov. Vzorec tak vyjadruje v tvare jedinej
formuly nekonec¢ny pocet konkrétnych postupov. Vdaka Vietovmu vynalezu algebra
ziskava jednotu metdd, aka bola v syntetickej geometrii nemyslitel'na.

Viete si bol vedomy vyznamu svojho objavu. Novl metédu nazval analytickym
umenim. Vietova metéda sa stala modelom pre dalSie discipliny. Analyticka metdéda
preSla postupne z algebry cez geometriu (Descartes 1637), matematicky analyzu
nekone¢ne malych (Euler 1748), mechaniku (Lagrange 1788), tedriu vedenia tepla
(Fourier 1822) aZ do logiky (Boole 1847). Univerzalna metdda ukazuje prednost’ algebry
pred geometriou. Euklidovska geometria Ziadne univerzalne metddy nepoznd, je zbierkou
trikov, z ktorych kazdy sa hodi len na zopar pribuznych problémov.

3.4 Analyticka geometria — metéda redukcie

Descartova Geometria je rozdelena do troch knih. Prva ma nazov ,,Problémy, ktorych
konstrukcia vyZaduje iba rovné ¢iary a kruznice* a otvéra sa tvrdenim: ,,Kazdy problém
geometrie mozno lahko redukovat na tvar, v ktorom znalost diZzok urgitych useciek
postacuje pre jeho konStrukciu“. Descartes ukazuje, Ze problémy, ktoré moZno
skonStruovat’ pomocou kruZzidla a pravitka, st ekvivalentné konstrukcii koreiiov rovnic
druhého stupna. Jadrom tejto ¢asti Geometrie je vSeobecnd stratégia na rieSenie vSetkych
geometrickych problémov. Mozno ju rozdelit na tri kroky: pomenovanie, vypisanie
rovnic a konstrukcia. V prvom kroku predpokladame, Ze problém uz bol vyrieSeny
a dame mena vSetkym Useckam, ktoré s potrebné pri jeho rieSeni. V druhom kroku,
ignorujuc rozdiel medzi zndmymi a nezndmymi Use¢kami, ndjdeme vztahy medzi ich
diZzkami, a zapieme ich pomocou rovnic. Treti krok spociva v geometrickej konstrukcii
korenov rovnice. Descartes uzatvara tato ¢ast’ tvrdenim, Ze vSetky problémy Klasickej
geometrie mozZno vyrieSit’ uvedenou metédou. Analytickd geometria umoZiuje redukovat’
geometrické problémy na algebru. Aby sme si ilustrovali silu tejto redukcie, uvedieme
Ulohu zostrojit’ pravidelny patuholnik.

»Zacnime s desatuholnikom. Predpokladajme, Ze pravidelny desatuholnik je
vpisany do jednotkového kruhu a oznaéme dizku jeho strany x. Ked’Ze uhol
ASB je 36, a zvysné dva uhly st rovnaké, su oba rovné 72°. Preto prerudovana
¢iara, ktora rozpoluje uhol SAB, deli trojuholnik na dva rovnoramenné
trojuholniky (plynie to z velkosti uhlov). Preto preruSovana ciara rozdeli
polomer SB na dve Usecky dihé x a 1 — x. Z podobnosti trojuholnika SAB
s mensim z trojuholnikov vieme, Ze 1/x = x/(1 — x), teda x> + x — 1 = 0. Kladné

rieSenie tejto rovnice je x = (\/g —1)/2." (Courant a Robbins 1941, s. 122)
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Tato Gsecku vieme lahko zostrojit. V5 je uhloprietka obdiZznika so stranami 2 a 1.
Odgitame od nej Gsecku dizky 1 a vysledni Gsecku rozpolime. Ked' takto ziskani dizku
zoberieme do kruzidla a zacneme nandSat’ na obvod jednotkovej kruznice, pricom si
budeme vsimat’ iba kazdy druhy bod, dostaneme vrcholy pravidelného patuholnika. Tu
vidime vyhodu metédy redukcie. Ulohu konstruovat’ pravidelny patuholnik previedla na
Glohu skonstruovat Usecku urgitej dizky, presne ako hovori Descartes. Konstrukéna
geometria bola naro¢na, lebo na konStrukciu kazdého dtvaru si bolo treba pamatat
Specialny postup. V analytickej geometrii sa nekonstruuja Utvary. Individualne urcenia
Utvaru sa zapiSu do tvaru algebraickych rovnic a tie sa vSeobecnymi metédami algebry
vyriesia. Konstruuju sa potom iba rieSenia rovnic, ¢o s Gsecky uréenej dizky. Napriklad
namiesto konstrukcie pravidelného desatuholnika sme dostali Glohu zostrojit' Usecku
sdizkou (v5-1)/2. Na konstrukciu Gseciek existuji $tandardné metody. Pozname

postup ako sa konstruuje sucet, sugin, rozdiel, podiel a druha odmocnina Gsecky danej
dizky. A to je vietko, ¢o si z geometrie potrebujeme pamatat’.?

Ked sa z hradiska analytickej geometrie pozrieme na syntetickil geometriu, tak tam,
kde bola povodne iba neprehl'adna splet’ konstrukénych trikov, sa zac¢ina ¢rtat” systém. Uz
si nepotrebujeme pamatat’ triky — metdda redukcie umoziuje rieSit’ kazdy problém
Standardnym postupom. Nezaujima ju elegancia rieSenia. Je mozné, Ze klasicki geometri
dokézali zostrojit’ patuholnik s menSim poétom krokov, ako treba pri postupe uvedenom
vysSie. Vyhoda uvedenej konstrukcie spoc¢iva v tom, Ze nijako nesuvisi s patuholnikom.
V pripade 'ubovorného iného Gtvaru bude postup v hlavnych rysoch rovnaky — zmeni sa
iba rovnica, ktorej koreit budeme konStruovat. Celkova schéma v3ak ostane nezmenena.
Té& schéma sa zaklada na poznani, Ze v geometrii pod zjavnym povrchom, na ktorom sa
zakladaju triky geometrov, lezi vrstva vztahov, vd’aka ktorym su tieto triky vébec mozné.
Je potrebné zmocnit sa tejto hibdej algebraickej Urovne problému a v nej hladat’ rieSenie.
Vzdy sa mozno lahko vratit' spat, ku zjavnému povrchu. Takto analyticka geometria
odharuje hibsiu jednotu, ktord sa skryva za zdanlivou réznorodostou geometrickych
uloh. V3etky ulohy spo&ivaji v zostrojeni Gsegiek, ktorych dizka je zadana nepriamo,
pomocou vztahov k inym Useckdm, a tieto vzt'ahy maju tvar algebraickych rovnic. To je
vSetko. Preto metodicku silu jazyka analytickej geometrie budeme charakterizovat’ jeho
schopnost’ou zjednotit’ postupy syntetickej geometrie.

4 Integrativna sila
Stvrtou potencialitou je integrativna sila jazyka.

4.1 Elementéarna aritmetika — jazyk je neintegrativny

Mozno konstatovat’, Ze jazyk elementérnej aritmetiky je neintegrativny, neumoZziuje
vytvorit’ jednotiaci pohl'ad. Tento aspekt nachddza potvrdenie v dochovanych textoch,
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ktoré su zbierkami rieSenych prikladov bez pokusu o nejaky jednotiaci pohlad. Ak sa na
papyruse vyskytuje nejaké usporiadanie Uloh, toto usporiadanie je dané obsahom
(osobitne sa uvadzaju ulohy na vypocet poli, Ulohy na vypocet dani, Glohy na vypocet
nasypov, Ulohy na vypocet kanalov). Teda jednotiaci princip do problematiky nevnasa
jazyk, ale prameni z toho, ¢oho sa prislusné ulohy tykaju.

4.2 Synteticka geometria — jednota Euklidovych Z&kladov

NajlepSou ilustraciou integrativnej sily jazyka syntetickej geometrie si Euklidove
Z&klady, ktoré spajaju do jedného celku teériu ¢isel, planimetriu, stereometriu a tedriu
proporcii (¢o je anticky ekvivalent tedrie redlnych ¢&isel). Dnes prevladda nazor, Ze
Euklidove Zaklady su len s¢asti origindlnym vytvorom Euklida. Mnohé partie Euklides
prebral z diel, ktoré sa nedochovali. Te6riu proporcii, uvedend v V. knihe Z&kladov,
pravdepodobne prebral od Eudoxa. Od Eudoxa pochadza aj metdda exhaustécie, uvedend
v XII. knihe. Klasifikaciu iracionalit v X. knihe Euklides prebral od Theaiteta a tedriu
cisel, obsiahnutd v VII.-IX. knihe, od Archyta z Tarentu. Euklidovym originalnym
vykonom je tedria Platonskych telies v XIII. knihe, ktora tvori vrchol celého diela.
Vidime, Ze Zaklady st kompilatom, obsahujicim myslienky vyznamnych matematikov.
Napriek tomu tvoria jednotny celok, ktory ¢itatel’'a uputa svojou systematickou vystavbou
a vzajomnou prepojenostou jednotlivych tvrdeni. A tlto jednotu vystavby Zakladom
prepoZi¢iava prave jazyk syntetickej geometrie. Jednota Euklidovych Zakladov je tak
vyjadrenim integrativnej sily jazyka syntetickej geometrie.

4.3 Algebra - jednota Bourbakiho matematiky

Pokus o podobnu syntézu v stucasnej matematike, akd pre anticki matematiku tvoria
Euklidove Zéaklady, uskutoc¢nila v druhej tretine 20-teho storogia skupina franctizskych
matematikov, publikujucich pod pseudonymom Nicolas Bourbaki. Bourbakiho dielo je
fascinujuce a zaslUzene si ziskalo obdiv a uznanie. Jednota, ktord v matematike Bourbaki
nachdadza, je Strukturalna jednota, ktord ilustruje integrativnu silu jazyka algebry.

4.4 Analyticka geometria — ???
Nie je Fahké najst ilustraciu integrativnej sily jazyka analytickej geometrie.® MoZno
by touto jednotou mohla byt jednota, ktoril do matematiky vnasa teoria kategorii.

5 Explanatoricka sila
Ako piatu potencialitu budem ilustrovat’ explanatoricku silu jazyka.

5.1 Elementarna aritmetika — jazyk je neexplanatoricky

Jazyk elementarnej aritmetiky je neexplanatoricky. Dochované texty obsahujd
praktické navody bez akéhokol'vek vysvetlovania. Tito ¢rtu jazyka aritmetiky si vSimli
aj historici. Jeremy Gray piSe v suvislosti s Egyptskou a Babylonskou matematikou
o0 ,,protirecivych a neexplanatorickych vysledkoch* (Gray 1979, s. 3). Je to pochopitel'né.
Ak jazyk nie je schopny vyjadrit’ vSeobecnost’, nie je v iom mozné vysvetl'ovat’ ale iba
ukazovat'.

5.2 Synteticka geometria — schopnost’ vysvetlit’ nerieSiternost’ niektorych tloh

Z pohradu elementarnej aritmetiky je nepochopitel'né, prec¢o uloha
x +y =10, xy =40
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nema riesSenie. Jazyk syntetickej geometrie dokaze vysvetlit’ tato zvlastnu skuto¢nost’:

,»Vyhodu prechodu ku geometrii mdzeme ilustrovat’ narastom explanatorickej
sily. Zrejme neexistuju ¢isla x ay, ktorych stcet je 10 a scin 40, a babylonski
pisari sa vyhli diskusii takychto otadzok. Teraz vSak mdzeme nahliadnut’, preco
také cisla neexistujd. V jazyku prikladania ploch mame za ulohu priloZit
obdiZnik s obsahom 40 na Gsecku dizky 10 so zvy$kom v tvare Stvorca.

a

Obsah x y velkého obdiZnika C sa meni s x (a preto aj s y) a je najvacsi vtedy,
ked’ obdiZnik ma tvar Stvorca. V tomto pripade x = y = a/2, a obsah je a%/4.
Preto dany problém méZeme vyriesit iba za predpokladu, Ze a%/4 bude vacsie
nez dany obsah C. V naSom priklade 100/4 = 25 nie je v&cSie ako 40, preto
Ziadne rieSenie nemdZe existovat. Diskusia moznosti najst’ rieSenie je
obsiahnutd v Euklidovi (Kniha VI, Prop. 27) bezprostredne pred rieSenim
prislusného problému® (Gray 1979, s. 24).

Vidime, Ze jazyk geometrie dokaze vysvetlit' neexistenciu rieSenia urcitej ulohy, ¢o
bolo z ¢isto aritmetického hladiska nepochopitelné. Pritom tento konkrétny priklad
narastu explanatorickej sily jazyka si vSimli aj historici matematiky.

5.3 Algebra - schopnost’ vysvetlit’ nerieSitePnost’ trisekcie uhla

Jazyk algebry umoziuje vysvetlit, pre¢o su tri antické problémy (trisekcia uhla,
duplicita kocky a konStrukcia pravidelného sedemuholnika) nerieSitel'né pomocou
kruzidla a pravitka. VV ramci syntetickej geometrie je nepochopitel'né, pre¢o sa tak
prirodzene formulované Glohy nedari vyriesit’. Jazyk algebry to umoziuje pochopit’, lebo
dokéze charakterizovat’ stbor vSetkych uloh, ktoré su rieSite’né pomocou euklidovskych
konstrukcii. Sa to Glohy, v ktorych sa vyskytuja iba také secky, ktorych dizky st bud’
racionalne ¢&isla, alebo ich mozZno z racionélnych ¢isel dostat’ pouZitim kone¢ného poctu
operacii druhej odmocniny. Na dbkaz toho, Ze uvedené tri Ulohy sG prostriedkami
euklidovskej geometrie nerieSitel'né, sta¢i ukazat’, Ze pri ich rieSeni nevyhnutne vznikna
Usecky, ktorych dizky nemaji uvedeny tvar (Courant a Robins 1941, s. 120-140; Stewart
1989, s. 50-60). V jazyku geometrie nerieSitel'nost’ nie je mozné ani len vyjadrit’, nieto
vysvetlit. Naproti tomu jazyk algebry umoZauje pri¢inu nerieSitel'nosti spomenutych tloh
pochopit. KruZidlo a pravitko umoZiuji totiz vytvorit len Gsecky, ktorych diZzky si
z algebraického hradiska veImi Specialneho tvaru. Jazyk algebry ma teda explanatorickd
prevahu nad jazykom syntetickej geometrie.

5.4  Analyticka geometria — schopnost’ vysvetlit’ casus irreducibilis

Analytickd geometria umoZziiuje pochopit, pre¢o algebraické vzorce niekedy
zlyhéavaja. Myslienka pochadza od Newtona. Musime si uvedomit’, Ze rieSit’ algebraickd
rovnicu znamend hradat’ priese¢niky krivky, zodpovedajicej prislusnému polynému,
sosou x. Keby algebraické vzorce fungovali univerzélne, t.j. pri vSetkych hodnotéach
koeficientov by mali rieSenie, znamenalo by to, Ze vSetky krivky musia pretat’ os x. To je
vSak nemozné. Nie je tazké najst polyném, ktorého graf os x nepretina. Preto musi
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existovat moznost, kedy vzorce zlyhaji a tadto mozZnost’ zodpovedad neexistencii
priesec¢nika. Nie je tazké nahliadnut, Ze je to prave vtedy, ked’ sa pod odmocninou
objavia zaporné ¢isla. Napriklad vzorec

_ —bx+b®-4ac

L2 2a

pre riedenie rovnice ax? + bx + ¢ = 0 prestava fungovat ked’ je &islo b?— 4ac zaporné. To
nastava vtedy, ked’ parabola, dana rovnicou y = ax® + bx + ¢, nepretne 0s x.

Zlyhanie algebraickych vzorcov nie je teda prejavom neSikovnosti algebraikov. Prave
naopak, ked’Zze algebraické rovnice vyjadruju priebeh kriviek, vzorce na ich rieSenie
musia niekedy zlyhat’, aby dopriali krivkam potrebn( slobodu. Zlyhanie vzorcov, ktoré z
hradiska algebry mohlo pdsobit’ ako nedostatok, nim v skuto¢nosti nie je. Nie je to ani
nejaky vynimocny jav, ale ide o systematicky rys algebraickych formdl. Jazyk analytickej
geometrie teda umozZiuje pochopit’ zlyhanie jazyka algebry, ktoré bolo z algebraického
hradiska zéhadou.” Mame tu do &inenia s &imsi podobnym, ako ked’ synteticka geometria
umoznila vysvetlit nerieSitelnost’ niektorych aritmetickych Gloh. V oboch pripadoch
geometricky jazyk odhalil netuSené bohatstvo moznych situdcii a vyg¢lenil tie, ktoré su
zodpovedné za zlyhanie symbolického jazyka. Preto tieto vysvetlenia nie si prejavom
duchaplnosti konkrétnych matematikov. Skor ilustruju explanatoricku silu jazyka.

6 Metaforickd sila
Ako poslednu potencialitu budem ilustrovat” metaforicku silu jazyka.

6.1 Elementarna aritmetika — hudobné ladenie

Metaforicka sila urc¢itého jazyka moéze byt ako pozitivna, kedy metafory otvaraju
pristup k uchopeniu novej oblasti javov, tak negativna, kedy nas metafory systematicky
uvadzaju do omylu. Pozitivnou ilustraciou metaforickej sily jazyka elementarnej
aritmetiky je pytagorejska teoria ¢iselnej harmoénie. Na zvuku, ako ho bezprostredne
vhimame, niet ni¢oho, ¢o by pripominalo &isla. Napriek tomu Pytagoras rozpracoval
tedriu hudobnej harmonie, ktord v hrubych rysoch plati podnes, a ktord bola neskor
zdbvodnena teériou kmitania kontinua a poznatkami fyzioldgie sluchu. Ako priklad
negativnej metafory mozno vziat’ inteligencné testy, ktoré tvoria jednu z poslednych bast
pytagorejskej ¢iselnej mystiky. Na rozdiel od pytagorejcov dnes uz neverime, Ze by ¢isla
mohli merat’ spravodlivost’. Z neznamych prigin v3ak v pripade inteligencie v silu &isel
stale verime.

6.2 Syntetick& geometria — zlaty rez vo vytvarnom umeni; Spinozova etika

Ako ilustraciu metaforickej sily jazyka syntetickej geometrie mozno uviest® teoriu
zlatého rezu vo vytvarnom umeni a celkovl renesanénd snahu redukovat’ estetiku
vytvarnych diel na geometriu. Samozrejme, priklad hudobnej harménie zvéadza, ale na
rozdiel od vlastnych kmitov tekutiny vo vndtornom uchu, ktoré poskytuji vysvetlenie
toho, pre¢o niektoré frekvencie vnimame ako harmonické, v oblasti vizualneho vnimania
nemame Ziadne analogické vysvetlenie, prec¢o by urcité pomery mali stvisiet’ s pocitom
krasy. Preto nemozno povedat, ¢i snahy o vybudovanie geometrickej tedrie vytvarnej
harménie su pozitivnou alebo negativnou ilustraciou metaforickej sily jazyka syntetickej
geometrie.

ESte pozoruhodnejSim prikladom metaforickej sily jazyka syntetickej geometrie je
Spinozov spis Etika. Opéat’ niet dévodu, preco by Struktira Euklidovych Zakladov mala
mat’ nie¢o spolo¢né s etikou. Preto aj tu ide o pouzitie ¢isto metaforické. Na druhej strane
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Spinozov spis je fascinujuce dielo, sved¢iace o metaforickej sile geometrického jazyka.

6.3 Algebra — Quesneho ekonémia, Parkinsonove zadkony

Ako ilustraciu metaforickej sily jazyka algebry moZno vziat' vieru modernych
ekonémov a riadiacich pracovnikov v ,,0bjektivitu“ algebraickych vzorcov. Zda sa, Ze
vtomto pripade, podobne ako v pripade aritmetiky, ma metaforickd sila kladny aj
zaporny pol. Ako kladnu ilustraciu metaforickej sily jazyka algebry mozno vziat’ Tableau
économique Francoisa Quesneya z roku 1758, v ktorom vytvoril model hospodarstva,
pomocou ktorého sa snazil ukazat’ désledky zasahov do ekondémie. Model zachytava siet’
tokov v ekondmii a umozauje sledovat’ dosledky rdéznych zasahov. V zasade predstavuje
velka sustavu rovnic (Quesnay ju znazornil graficky) a je tak svojou povahou
algebraicky.

Na negativne aspekty metaforickej sily jazyka algebry v ekonomii vtipne a vystizne
upozornil C. Northcote Parkinson vo svojej knihe Parkinsonov zakon (Parkinson 1962).
V tejto praci formuloval dolezity zakon, udavajlci ocakavany prirastok Uradnikov
v centrdlnom drade:

2k™ +1
X =
n

kde k je pocet Uradnikov, ktori usiluji o povySenie prijimanim podriadenych, | je rozdiel
medzi vekom pri néastupe a pri odchode do penzie, m predstavuje poc¢et hodin venovanych
na vybavovanie zapisnic a n je pocet skutoc¢ne vybavenych pisomnosti; x udava pocet
kazdoro¢ne pozadovanych novych Uradnikov. Samozrejme, tento priklad je Zart, ale
podobné vzorce vyjadrujuce ,,kvalitu“ vedeckej publikacie uz zartom nie su.

6.4 Analytick4 geometria — ???

Pre metaforickl silu jazyka analytickej geometrie sa mi zatial' nepodarilo njst
vhodnd ilustraciu.

7 Zhrnutie

Na priklade Styroch historickych vrstiev matematiky, predstavovanych elementérnou
aritmetikou, syntetickou geometriou, algebrou a analytickou geometriou som sa pokusil
ilustrovat’ narast ich logickej, expresivnej, metodickej, explanatorickej, integrativnej
a metaforickej sily. Dufam, Ze sa podarilo ukazat, Ze tychto Sest’ potencialit jazyka
objektivne existuje a ich analyza predstavuje legitimny predmet historického vyskumu.

Poznamky

1 -V knihe (Kvasz 2008) su uvedené iba Styri potenciality. Nutnost’ doplnit’ dve d’alSie
(metodickl a metaforickud silu) som si uvedomil az pri praci na systematickom vyklade
potencialit jazyka matematiky v (Kvasz 2010).

2 — V Grundlagen der Arithmetik Frege uvadza ako priklad aritmetického tvrdenia vztah
135 664 + 37 863 = 173 527 (Frege 1884, s. 17). Tento priklad ukazuje, Ze jazyk
elementarnej aritmetiky sa zaklada na formalnych pravidlach manipuléacie so symbolmi.

3 — Je dolezité si uvedomit, Ze algebra dokaze explicitne vyjadrit’ postup vd’aka tomu,

Ze ma implicitny pojem funkcie (alebo ako piSe Frege, matematici ,,dospeli ku skimaniu
jednotlivych funkcii, avSak eSte bez toho, Ze by v matematickom zmysle pouZili toto slovo
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aze by chapali jeho vyznam®). Je to prave odliSenie funkcie aargumentu, ktoré
umoZziuje zo vzorca vycitat’ poradie, v akom jednotlivé operacie po sebe nasleduju.

4 — To, Ze jazyk elementarnej aritmetiky neumoziuje explicitne sformulovas Ziadnu
metddu, neznamena, Ze priklady rieSené napriklad v Rhindovom papyruse neobsahuju
urcitd implicitnd metddu, ktord nie je vyjadrend, ale sa iba ukazuje. Najdenie implicitnej
jednoty postupov pouZitych pri rieSeni urgitej skupiny matematickych dloh je zaujimavy
problém. Podobne, ako si matematici starovekého Egypta a Babyldnu museli byt aspon
do urcitej miery vedomi vSeobecnosti svojich postupov (teda toho, Ze ked’ sa konkrétne
¢isla nahradia inymi, postupovat mozno rovnako), aj ked’ tato vSeobecnost’ nedokazali
explicitne vyjadrit, je mozné, Ze ich postupy maju aj istd metodickd jednotu. Treba si
v8ak uvedomit, Ze takato implicitna jednota nie je prejavom metodickej sily jazyka, ale
prave naopak, vznika ako kompenzéacia jeho nemetodickosti.

5 — Musim sa ospravedInit, ale neodolal som pokuSeniu a ako ilustraciu som zvolil
priklad, ktory je elegantny, a kvoli tomu zastiera pointu. Pri konStrukcii pravidelného
patuholnika som totiz pouZzili trik — jeho nahradenie desatuholnikom. Keby sme to
neurobili, dostali by sme podobni rovnicu, iba by to trvalo o nie¢o dlhSie. Podstatné tu
v8ak nie je, ako rychle dostaneme rovnicu. Podstatnd je skuto¢nost, Ze néasledna
konStrukcia je uz trividlna. V8etku pracu sme presunuli na plecia algebry. Algebra nas
od rovnic priviedla ku koretiom. Nam ostava uz len zostrojit’ koren, ¢o je trivialne.

6 — V (Kvasz 2008) som metodu redukcie uviedol ako ilustraciu integrativnej sily jazyka
analytickej geometrie. Ked” som neskdr dospel k presvedéeniu, ze existuju dve dalSie
potenciality (metodickd a metaforicka sila) zdalo sa mi vhodnejSie metddu redukcie
vziat’ za ilustraciu metodickej a nie integrativnej sily jazyka.

7 — Treba dodat’, Ze s Cardanovym casus irreducibilis to nie je tak jednoduché. Polyném
tretieho stupnia, ktory Cardano skimal, ma tri redlne korene. Mame teda do &inenia
s jemnejSim problémom. Vzorec pre rieSenia rovnice tretieho stupna vyjadruje realne
korene ako kombinacie komplexnych veli¢in. To v3ak ni¢ nemeni na skutoénosti, Ze
reprezentacia polynémov pomocou kriviek umoziuje porozumiet’ javom, ktoré pri
algebraickom pristupe pdsobia tajuplne.
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POZNAMKY K HISTORII FUNKCIONALNICH
ROVNIC

JIRT VESELY

Abstract: The contribution is devoted to the origins and the development of the
theory of functional equations, especially in the 19" and 20" century. It shows how
functional equations assisted the development of mathematics in general (Gamma
function, Cauchy functional equations, convexity, harmonic functions etc.). Special
attention is given to elementary considerations on the real line and to the role which
functional equations could play at the secondary school curricula.

1 Uvod

1.1 Soucasny stav. Nédhledem do databdze MathSciNet zjistime, ze funkcionalni
rovnice (déle jen FR) se v nékolika poslednich desetiletich té&sily velkému a vzris-
tajicimu z4jmu. Neni divu, nebot nachézeji aplikace v mnoha disciplinach, a jak je
zminéno v monografii [23], vysledky se objevuji tak rychle, Ze je obtizné je i v ob-
sdhlé monografii zachytit (srv. s klasickymi publikacemi [1], [2] nebo s neddvno vy-
glou knihou [20]). Uvnitf matematiky FR tzce souviseji s teoril pravdépodobnosti
a s teorii grup nebo teorii dynamickych systémii a vné matematiky jsou intenzivné
vyuzivany v ekonomii, v teorii informace, v biologii a fyzice. Jednotlivé specialni
vysledky lze nalézt prakticky ve vSech odvétvich matematiky a nezanedbatelny je
i jejich didakticky potencial, nebotf umoziuji jednotny piistup k zavadéni elemen-
tarnich transcendentnich funkci a jsou prakticky nepfebernym zdrojem tloh pro
z4jmové matematické soutéze.’!

1.2 Z ¢éeho vyjdeme. Exaktni definice FR neni pfili§ jednoduché. Lze k ni pfi-
stoupit napf. takto: Definujme ¢len pomoci podminek:

(a) nezdvisle proménné x1, xa, ... , T, jsou ¢leny,

(b) je-li f funkce n proménnych a ty,ts,... ,t, jsou ¢leny, pak je

ft1,ta,. .., t,) také ¢len,

(c) zadné jiné €leny, které se netvofi pomoci (a), (b) neexistuji.
Relace t; = to, kde Cleny t1,to obsahuji alespon jednu nezndmou funkci a koneény
pocet nezavisle proménnych, je funkciondlni rovnice. P¥itom je tfeba vymezit obor
funkci, v ramci kterého feseni hledame. Nebudeme vSak tuto definici rozebirat;
zvolime obvykly postup a spokojime se s priklady FR (srv. [2]).2

Velice blizko modernimu pojeti feseni FR se dostal jiz CHARLES BABBAGE,

ktery 15.cervna 1815 prezentoval v Kréalovské londynské spoleénosti (The Royal
Society of London) své Gvahy o piimych a inverznich vypoétech. RozliSoval dva

1 Zakladni pouéeni o FR na velmi dostupné tirovni nalezne ¢tenai napf¥. v [32] a [34], hlubsi
poznatky v monografiich [2], [3], [20] a [23]. Zajimavym Glohdm je vénovana knizka [33].

2 Formalni definice funkcionéalni rovnice se objevuje az ve 20.stoleti, i kdyz se s nimi jiz po
nékolik stoleti pracovalo.
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rizné pristupy: bud lze k dané funkci f hledat vztahy, kterym vyhovuje, nebo
k (danym) vztahtim hledat funkce, které jim vyhovuji. Demonstroval to na hledani
specidlnich zobrazeni (involuc{) a Fesil mnoho dal$ich zajimavych funkciondlnich
rovnic. Na zakladé prezentovanych vysledku prace se stal uznavanym matemati-
kem, kterj byl cenén zejména pro nové piistupy a studium nové problematiky.?>
Piejdéme vsak ke konkrétnim jednoduchym ptikladtm.

Resit funkcionalni rovnici nebo jejich soustavu znamend nalézt vsechny funkce
s danym definiénim oborem, které spliiuji rovnice, v nichz vystupuji jejich hodnoty.
Tak napf. mame urcit vSechny posloupnosti realnych ¢isel {ay}72 ), pro néz plati

ak—1+ta
ap = oL TORRL 21,23, (1)
2
tj. jejichz kazdy ¢len je aritmetickym primérem ¢lend sousednich, nebo vSechny
realné funkce f definované na mnoziné vsech realnych cisel R takové, ze

flx+y)=f(x) fly), =z yeR. (2)

V piipadé (1) se jedné vlastné o soustavu spoc¢etné mnoha rovnic, kterym maji vy-
hovovat ¢leny hledané posloupnosti, v pfipadé (2) je téchto rovnic jesté podstatné
vice. Velmi snadno nahlédneme, ze kazda aritmetickd posloupnost bude fesenim
(1) a zkuSen&jsi ¢tenaf kromé ziejmych feSeni f = 0 a f = 1 rovnice (2) uhodne,
7e jejim FeSenim je i exponencidlni funkce f(z) = e, z € R.

Situaci lze dnes pfirovnat k axiomatice: hledané objekty (posloupnosti, funkce)
popisujeme jejich vlastnostmi (axiomy). Tento pFistup je podstatné starsi a uzival
se drive, nez se vytvareni teorii z danych axiomu stalo v matematice zakladnim
nastrojem. Pfitom podstatné ovlivnil vyvoj matematiky, coz budeme ilustrovat na
vybranych ukézkach.

1.3 Trocha rané historie. S posloupnostmi pracovali jiZ matematici ve staro-
véku. Pfipomenime, Ze ARCHIMEDES v souvislosti s kvadraturou parabolické tisece
v podstaté secet]l geometrickou fadu, jejiz ¢leny byly vzdy geometrickym prumeérem
sousednich ¢lend. Jeho metoda komprese aplikovana na vypocet priblizné hodnoty
¢isla m uzivd posloupnosti rekurentni povahy: pri zdvojnasobovani poctu stran
pravidelnych n-thelnikd vepisovanych a opisovanych kruznici se velikosti stran
po¢itaji pomoci velikosti stran z pfedchoziho kroku.*

Vzorci (1) lze posunem indexti a upravou dat tvar rekurence

ag =2ak_1—ak_2, k:2, 3, . (17)

3 CwHARIES BABBAGE (1791—1871) pfiSel jako prvni s myslenkou sestrojit programovatelny
pocitac, ktery vsak nikdy nedokoncil. V r. 1991 byl podle jeho zachovanych plana sestaven plné
funkéni pocitaci stroj, a to jen za pouziti prostfedki dostupnych v 19. stoleti. Tak bylo prokazéano,
ze by byl jeho stroj uz tehdy funkéni. Babbage je dnes spiSe znam jako vynélezce pocitace.

4 Vynikajici vysledky, k nimz dospél ARCHIMEDES (287—212 pied n. 1.), jsou véeobecné znamé.
Pomérné podrobny popis jeho vypoétt hodnoty 7 lze nalézt v [12] nebo v Uvodu k [36].
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Drive nezli se rekurencemi budeme zabyvat obecnéji, pfipomenme jesté jeden velmi
znamy priklad. Ve Fibonacciho posloupnosti { Fy, }7° | pochazejici ze 13. stoleti jsou
prvé dva ¢leny rovny 1 a dalsi jsou vzdy souctem dvou ¢lend bezprostiedné pred-
chazejicich. Je tedy

Fi=Fp_1+4 Fr_o, k=3,4,..., a Fi=F=1. (3)
Definujme Fy = 0 a zaménme (3) za (3)
Frp=Fy 1+ Fro, k:273a"'a a Fy=0, F1=1; (3,)

smysl ipravy je v tom, Ze vlastné vhodné dodefinujeme Fj a pracujeme s posloup-
nosti {F}22,. Cisla F}, jsou Fibonacciho ¢isla. Vzorec pro k-t ¢len posloupnosti
{F\} se nazyva Binetiv vzorec a za¢atetniky obvykle pfekvapi jeho tvar

(L+/5)" - (1 - /5"
F = . (4)
2k\/5
Jesté pied Binetem odvodil tento vzorec DE MOIVRE® a polozil tak zéklad diilezité

metodé vytvorujicich funkci. Ukazal totiz, ze pokud oznacime soucet mocninné
fady s koeficienty Fj,

N k : _ z .
f(Z)—ZFkZ 5 Je ./T(Z)—m,
k=0
jednoduchymi tipravami lze pak dospét k (4). Blize viz [35]. My budeme postupovat
jinym zpusobem.

1.4 Jednoduché linearni rekurence. Nalezeni posloupnosti popsané jednodu-
chymi linearnim: rekurencems neni slozité. Vztah

ar =1 ap—1+aap_9o+- -+ aqgar_q (5)

je tzv. homogenni linearni rekurence s konstantnimi koeficienty a1, . .. , aq fadu d.
Budeme hledat posloupnost, ktera ji vyhovuje, ve tvaru {z*}. Po dosazeni, vydéleni
x*=4 (piedpokladame x # 0, nulova posloupnost je trividlnim feSenim) a Gpravé
dostaneme charakteristickou rovnici

d d—1 d—2

¥ —ap 2" T —ag T — - —ag =0,

5 LEONARDO z Pisy (1180—1240) znamy jako Fibonacci sepsal r. 1202 knihu Liber Abaci,
v niz popsal tlohu o rustu krali¢i populace vedouci na zkoumani posloupnosti popsané pomoci (3).
ABRAHAM DE MOIVRE (1667—1754) dokazal vzorec (4) r. 1718. V 19.stoleti jej znovu odvodil
francouzsky matematik JACQUES PHILIPPE MARIE BINET (1786—1856). Pokud jej zname, lze jej
snadno dokéazat matematickou indukci. Fibonacciho ¢isla vS§ak znali jiz indicti u¢enci VIRAHANKA
(asi 600—800), GopPALA (pfed r. 1135) a HEMACANDRA (kolem r. 1150).

31



kde ay4 # 0. Podle zakladni véty algebry ma tato rovnice v komplexnim oboru C
celkem d kofent (je d > 1). Oznadime-li je &, ..., &4 a jsou-li redlné a rtzné, pak
z linearity (5) plyne, ze také kazd4 posloupnost tvaru

{ar} = {c1€F + ol + -+ cath}

je fesenim (5). Kazdé takové feseni zavisi na d konstantch ¢y, ca, ... , cq4, které se
eventualné urc¢i pomoci predepsanych hodnot ag, ai,...,a4_1.

Pokud ¢tenari pripomind tento postup reseni linearnich diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty, neni to ndhoda. Teorie i metody feSeni jsou podobné
a jsou zde i hlubsi souvislosti. Poznamenejme jesté, ze i pripad vicenasobnych
realnych kofent charakteristické rovnice je podobny: je-li &, jejim n-nadsobnym
kofenem, vyhovuji rekurenci (5) jests posloupnosti {kEF}, {k2¢F}, ..., {k4-1¢k}.
Podrobnéjsi zkouméani nebudeme provadét, pro zvladnuti ilustrativnich priklada
nam to postaci.

Vratme se k Fibonacciho posloupnosti popsané vzorcem (3’). Polozme aj, = x*;
dostavame tak rovnici

z* :xk_l—l—xk_Q, resp. z?2=x+1.

Posledni rovnice mé za kofeny ¢isla & = (1+1/5)/2 a & = (1 — /5)/2 = 1/&;.
Cislo & se obvykle nazyvéa zlaty rez. Odtud dostdvame, ze rekurenci v (3’) fesi
i posloupnost

{Cl dﬂ + c2 55}

s libovolné zvolenymi koeficienty c;, co € R. Jestlize nyni polozime Fy = ¢1+co = 0,
Fy = c1&1 + & = 1, snadno uréime ¢; = —cp = 1/\/5 = 1/(& — &). Odtud
dostaneme Binetiv vzorec

F. = (&))" — (&)* _(+ VB)E = (1—/5)F
&1 —& NG :

ktery ukazuje jednu z mnoha prekvapivych souvislosti zlatého fezu s néc¢im, co je
zdanlivé velice odlehlé.

Aplikujeme-li popsany postup na rekurenci (1’), dospé&jeme podobnym zptuso-
bem ke kvadratické rovnici
22 —-22+1=0

s dvojnasobnym kofenem ¢ = 1. Posloupnost, kterd je obecnym feSenim (1’), mé
tvar
{e1&" + e k€F} .

Polozime-li nyni a9 = a, a; = b, pak dostavame ¢; = a, co = b — a, a tedy pii
d:=b— a i znamy vzorec

ar =a+kd, k=0,1,2,...
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PovSimnéme si, Ze tato aritmetickd posloupnost je restrikci linearni funkce
f(t) = a+td, t € R, na mnozinu Ny = N U {0} a Ze restrikce f na mnoZinu
vSech celych ¢isel Z vyhovuje také rekurenci (1°).

2 Dalsi vyvoj

2.1 Druhy pohled do historie. Obratme se ke slozit&jsim p¥ipadtim. Jako jeden
z prvnich prikladt uziti funkciondlnich rovnic se zpravidla uvadi specialni popis
linearni funkce: Funkce f je linearni na intervalu I, jestlize pro kazdou trojici
navzajem ruznych bodui z, y, z € I, je

yor 1) - 1)
ey O ) (6)

V elementarnich ucéebnicich se uziva k definici linedrni funkce vztah

f@)=ax+b. (7)

Vztah (6) umoziiuje dosazenim funkce g za f rozhodnout (alespon teoreticky —
uvazovanych trojic je nekoneéné mnoho), zda je funkce f linedrni na I & nikoli.
Na (7) mizeme pohlizet jako na FeSeni funkcionalni rovnice (6), pokud ovSem
je a # 0.% Pfipometime na tomto misté jinou formu (6): Jednoduchou tpravou

dostaneme z (6)
f(y)_f(m):f(z)_f(y) (6’)
y—u -y
k tomuto vztahu a k podobnému vztahu (znameni = nahradime <) se pozdéji jesté
vratime.

Rovnice (1) fikd, Ze hodnota ¢lenu posloupnosti v bodé & je primérem hodnot
jejich ¢élentt v bodech od k stejné vzdalenych (plati to nejen pro ty ,mejblizsi“).
Zkoumejme nyni realnou funkci redlné proménné s analogickou vlastnosti:

f(:r+y):f(l“)+f(y) s yeR. (7)

2 2 ’

Ziejmé plati (upravujeme pouze rovnost, obory platnosti jsou ziejmé) pro &islo

a:= f(0)

2 2 ’

f(g) _f@)+£0) _ fl@)+a

6 Tuto definici linearity pouzil Nicor.r OrrsME (1323—1382) v dile Tractatus de configura-
tionibus qualitatum et motuum z r. 1352. Oresme studoval jako stipendista od r. 1348 v Parizi,
tedy v obdobi, kdy morova nakaza désila celou Evropu a kdy na jeji nasledky zemfela asi tf¥etina
jejich obyvatel. Studia teologie dokondil r. 1356 a kratce nato se stal predstavenym (grand-
maitre) Navarrské koleje v Pafizi. Od r. 1377 byl biskupem v Lisieux. Byl vSestrannym ucencem,
kanovnikem Karla V. a jeho poradcem. Patrné je mozné ho oznacit za nejvyznamnéjsiho evrop-
ského matematika 14. stoleti. Byl Descartovym predchiudcem v zavadéni souradnic — s tim souvisi
i jeho popis pfimek s nenulovou smérnici. Patrné nejlepsi prehled jeho matematickych vysledku
prinasi [22].
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a odtud dostaneme s vyuzitim (7)

f@)+fly)  ,rx+y\ _ flz+y +a
2 _f( 2 )_ 2 ’

neboli
fle+y)=fl2)+ f(y) —a.

Je-li nyni g(x) = f(z)—a, vyhovuje tato funkce tzv. Cauchyho funkcionalni rovnici
gz +y)=g@)+g(y), zyeR. 8)

Jeji feSeni se nazyvaji aditivni funkce. Pro feSeni rovnice (7) se nékdy uziva nzev
%—linedrm’ funkce.

Cauchyho funkcionélni rovnice jsou vlastné ¢tyii (srv. [2]) a jsou tvaru

flaxy)=f(x)o fy),

kde na misté znakt * a o stoji znaky pro zakladni operace v R, tj. ,+“ nebo ,,-“;
obory, na nichz se tyto rovnice obvykle Tesi, se lisi. Vénujme pozornost nejprve
rovnici z (8)7:

flety)=f@)+fly), xyeR. (A)
Ziejmé je f(2x) = f(z + z) = 2f(x) a matematickou indukci obdobné dostaneme
f(nz) = nf(z) pro vSechna z € R a v8echna n € N. Pro x = m/n je nx = ml,
z ¢ehoz plyne nf(x) = mf(1), a tedy

J@)="" (1) = 2f(1). (9)

Vyuzitim rovnosti f(0) =0 a 0 = f(x) = f(z) — f(—=) dostaneme z (9) rovnost
f(r) =rf(1) pro vSechna r € Q. Jestlize budeme jako Cauchy ptfedpokladat, ze f
je spojitym TeSenim (A) na R, pak odtud limitnim pfechodem pro r, — x, r, € Q,
dostaneme

Fa) = fla1) = F((lim rg) 1) = lim rf(1) = 2f(1),

coz jiz dava f(x) = xf(1), € R. Pomérné podrobny pfedchozi postup ilustruje,
jakym zptisobem se funkcionalni rovnice tohoto typu fesi.® Snadno také nahléd-

7 Tuto rovnici zkoumali jiz r. 1791 ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752—1833) a r. 1809 CARL
FRIEDRICH GAuss (1777—1855), ale teprve Cauchyho vySetfovani v [8] z r. 1821 je z dne$nich
méfitek presnosti dostatecné uspokojivé. Legendre vSak jiz r. 1791 znal vSechna spojitd feSeni
Cauchyho rovnic.

8 Popisme struéné dalsi vyvoj poznatkti o (A). JEAN GASTON DARROUX (1842—1917) 1. 1875
ukézal, Ze linedrni funkce tvaru f(z) = zf(1), « € R, jsou jedinymi FeSenimi (A) spojitymi ale-
spon v jednom bodé. O néco pozdéji, r. 1880 dokazal, ze sta¢i predpokladat existenci intervalu
(0,6) s libovolnym § > 0, na némz je f(z) > 0, z € (0,d). R. 1901 dokézal SATVATORE PIN-
CHERLE (1853—1936) (a pozdé&ji nezavisle i jini), ze k linearité feSeni (A) sta¢i jeho omezenost
na libovolném intervalu. MAURICE FRECHET (1878—1973) dokazal r. 1913, Ze k tomu staci pred-
pokladat jeho méritelnost a konecné r. 1929 ALEXANDER MARKOVIC OSTROVSKI (1893—1986)
ukézal, ze sta¢i napf. jeho majorizace nebo minorizace méfitelnou funkci na mnoziné kladné
Lebesgueovy miry. Naproti tomu jiz r. 1905 dokédzal KARL WILHELM HAMEL (1877—1954) exis-
tenci nespojitych feseni rovnice (A) pomoci konstrukce tzv. Hamelovy baze R nad Q; tato feSeni
jsou vsak patologicka, jejich graf je husty v R? a nejsou ani shora, ani zdola omezena na jakémkoli
(nedegenerovaném) intervalu I C R. Podrobnéjsi informaci nalezne ¢tenar napf. v [3].
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neme, ze kazdé feSeni FR (7) obdrzime z vhodného feseni FR (8) pfi¢tenim kon-
stantni funkce.

Obratme pozornost k jiné Cauchyho rovnici. Jednim ze spojitych netrividlnich
feseni FR

flay) =f@)+ fly), ,y€(0,00), (L)
je i piirozeny logaritmus®, ktery se ¢asto zavadi jako to feSeni f rovnice (L), pro
néz je

-1
£(1) = tim L@ g @D
z—1x—1 x— 0 T

Na tomto misté je vhodné si uvédomit, ze feseni FR velmi zalezi na oboru, na
némyz rovnici fesime. Budeme-li Fesit rovnici z (11), avsak pro pripad z,y € R, pak
pro libovolné = € R bude platit po dosazeni y = 0

f(0) = f(z) + f(0),

a tak v tomto pripadé dostavame jako jediné pouze trividlni feSeni f = 0. Odstra-
nime-li bod 0, tj. budeme-li rovnici z (11) fesit pro z,y € R\ {0}, snadno ovéfime,
Ze jejim FeSenim je napft. funkce log |x|.

Podobné jedinym fesenim f rovnice

které vyhovuje podmince

F0) = tim W =1y @ =1

10
z—0 x—0 z—0 €T ’ ( )

je (pfirozend) exponenciéla. PopiSme jeji zavedeni pomoci (E) trochu podrobnéji,
nebot neni bez zajimavosti i pro piipadné vyuziti na stfedni skole. Resenimi rovnice
(E) jsou zfejmé konstantni funkce f = 0 a f = 1. Je-li f nenulové Feeni (E),
existuje alespoii jedno zg € R, pro néz je f(xo) # 0. Potom z rovnosti

f(xo) = f(x0 +0) = f(z0)f(0)

plyne f(0) = 1, a tedy kazdé nenulové feSeni rovnice (E) nabyvd v bodé 0 hod-
noty 1. Déle plati pro kazdé =z € R

o=1(5+5)- () =0

coz znamend, %e vSechna feSeni (E) jsou nezdporné funkce. Protoze déle je

1=f(0) = fx— =)= f(x) - f(-x), (11)

9 Tuto rovnici jiz implicitné studoval GREGORIUS SAINT-VINCENT (1584—1667) v praci Opus
Geometricum quadraturae circuli et sectionum coni. Toto dilo, v némz se pracuje geometrickymi
prostiedky, ma cca 1250 stran a logaritmu se dotyka studiem vlastnosti ,,plochy pod hyperbolou*.
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vyhovuji nenulovd feeni rovnice (E) vztahu f(—z) = (f (3:))71 a jsou dokonce
vsude kladnd. Konecné ze vztaht

f(22) = f(a +2) = (f(2)),
f((n+1)z) = f(nz +2) = (f(2))" - f(z) = (f(x))"*,

dostavame pomoci matematické indukce

flnz) = (f(z))"

pro vSechna & € R a vSechna n € N. Snadno nahlédneme, Ze uvedené vlastnosti
patii k zdkladnim vlastnostem exponencialnich funkci.

A7 dosud jsme viibec nevyuzili podminku (10). Ta m4 velmi zévazné dusledky,
k jejich ziskani vSsak potfebujeme nékteré zakladni poznatky z diferencialniho poc-
tu. Kazda funkce vyhovujici funkcionalni rovnici (E) a podmince (10) mé derivace
v8ech Fadi, je spojitd, rostouci a konvexni na R a zobrazuje R na interval (0, co).
Plati pro ni f’ = f. Ukazme odkud to plyne.'°

Jiz vime, Ze f’(0) = 1. Snadno spoc¢teme derivaci funkce f ve vSech ostatnich

bodech z € R:

Je tedy f' = f > 0, resp. f™ = f > 0 pro vechna n € N.' Specialné odtud
plyne, Ze f je rostouci na R, a je tedy f > 1 na (0,00) a f < 1 na (—o0,0).

Zderivujme funkci g(z) = f(z) — (x + 1), z € R. Ziejmé je
g'(x)=f(x)—1=f(x) -1,

takze ¢'(z) < 0 pro z € (—00,0) a ¢’(z) > 0 pro = € (0,00). Jelikoz je ¢g(0) = 0,
nabyva g v bodé 0 minima a plati f(x) > x + 1 pro v8echna = € R. Dale podle
tvrzeni o limité funkci a nerovnostech plati

lim f(z) > lim (z+1) = oo,

a s ohledem na (11) je lim,_,_ f(z) = 0. JelikoZ je f rostouci spojita funkce na

R, mé tzv. Darbouxovu vlastnost (nabyvani mezihodnot). Odtud plyne pro obor
hodnot Ry funkce f rovnost Ry = (0, 00).

10 Poznamenejme, Ze pii hledani diferencovatelného feseni (A) bychom snadno dospéli k rov-
nici f/(z + y) = f/(z), ze které plyne, ze f’ je periodicka funkce, jejiz periodou je kazdé y € R
a je tedy konstantni.

11 Soucasné jsme dokazali, ze kazdé Feseni rovnice (E), vyhovujici podmince (10), vyhovuje
diferencialni rovnici y’ —y = 0.

36



Je samoziejmé prilis optimistické predpokladat, ze by v dobé vzniku tohoto
textu bylo mozno probrat na stfedni Skole zédkladni infinitesimalni techniky — po-
kud ano, pak jen na trovni kalkulu. Podminku (10) v8ak lze nahradit podminkou
jednodussi. Plati totiz tvrzeni:

Pro kazdou funkci f vyhovujici funkcionédlni rovnici (E) jsou vSechny t¥i nésle-
dujici podminky ekvivalentni:

1+ < f(x) <(1—2)"! pro viechna z € R, z < 1,
f(x) > x+ 1 pro vSechna =z € R,
hmmzl_

x—0 x

A tak, kromé elementérnich vypoc¢tl, které dokazuji zakladni vlastnosti exponen-
cialy, 1ze predlozit zaktm stfedni skoly pravdivé a srozumitelné tvrzeni: exponenci-
ala je jedinou funkci f vyhovujici funkcionédln{ rovnici (E), pro niz plati f(z) > z+1
pro vSechna z € R.

Poznamenejme jesté, ze Cauchyho rovnice byly vyuzity napf. pii dikazu plat-
nosti binomického rozvoje!?

1+2)*=>(F)2".
k=0

2.2 Dalsi transcendentni funkce. K zavedeni goniometrickych funkci pomoci
FR existuje fada cest.!® Tak napi. uziti rovnice

f(m+y)+f(x_y):2f(x)f(y)a z,y €ER, (12)

saha az k d’Alembertovi.'* Pokud se predpoklads existence druhé derivace f”
funkce f, je feSeni pomérné jednoduché. Viz napf. [32]. Velmi Casto se uziva
k zavedeni zakladnich goniometrickych funkci souc¢tovych (rozdilovych) vzorct pro
funkce sin a cos, které chapeme jako funkcionalni rovnice na R:

flety)=f@)fly) Folx)g(y), =z,yeR,
gz +y) =g(@)g(y) £ f(x)fly), z,yeR.

12 Pouzil je tak jiz LEONHARD EULER (1707—1783), a déle r. 1797 SYLVESTRE FRANCOIS
T.acrOTX (1765—1843), r. 1821 AucusTIN T.outs CAucHy (1789—1857), a kone¢né ve zndmém
memoiru z r. 1826 NI1ELs HENRIK ABEL (1802—1829). V soudobém pojeti je uzit takovy piistup
v [39].

13 Ptistup k zavadéni elementarnich transcendentnich funkci ,,pres FR“ pouzil PAUL TANNERY
(1843-1904) jiz r. 1886. Pokusil jsem se takovy pfistup zpopularizovat v ¢lanku [37].

14 JeaN LE ROND D’ALEMBERT (1717—1783) studoval tuto rovnici jiz r. 1750 a pak r. 1769.
Rovnici se rovnéz zabyvali r. 1804 a r. 1811 SiMEoN DENIS PoissoN (1781—-1840) a r. 1821
Cauchy. Ten také dokézal, ze jedind netrividlni spojitd FeSeni rovnice maji tvar f(x) = cosax
a f(z) = coshaz.
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Z téchto rovnic dvojice ,rozdilovych vzorci“ tvoii jednoduchou soustavu FR, ktera
spolu s podminkou

oy o 9@ =0 g(x)
o= e Ty 19)

umoznuje pohodlny pfistup k soucasnému zavedeni goniometrickych funkei cos
a sin. Ten méa nezanedbatelnou vyhodu v tom, ze na stiedni skole se praveé z téchto

vzorci obvykle odvozuji vSechny ostatni uziteéné vzorce pro tyto funkce a neni
tfeba je proto znovu dokazovat. Viz [36].1°

Nyni se vratime zpét do 18. stoleti, v némz zac¢ina historie funkce gama. Situaci
si priblizime ptikladem: v rovnosti

n(n+1)

L4243+ dn=""

ma leva strana smysl pro pfirozena n, avSak prava strana pro kazdé n € R. Vzorec
nam umoznuje interpolovat a dosazenim do pravé strany odpovédét napi. na po-
nékud posetilou otazku, kolik je takovy soucet ,,do 5,25“. Pro nasobeni studoval
podobnou otézku po ,rozumném rozsifeni“ faktorial@ Euler.'® Dospél k Feseni po-
moci nekoneénych soucini, a tak v podstaté jiz témér ziskal vyjadieni I'-funkce.
Odvodil vzorec

1
n!:/ (—logz)"dzx,
0

ktery po substituci a posunuti dava obvyklé integralni vyjadieni

I'(z):= /000 exp(—t)t" tdx x € (0,00) .

Polozme otazku, v ¢em je toto feseni interpolacniho problému vyjimeéné. Takto
definovana I'-funkce vyhovuje funkcionalni rovnici

fla+1) ==z f(z), x € (0,00), (14)

a také podmince

f1)=1. (15)

15 To, 7e rozdilové vzorce jsou tim ,nejsilnéjsim* parem, dokazal jiz r. 1919 (OSKAR PERRON
(1880—1975). Pozdé&ji v letech 1939—1944 bylo nékolika matematiky nezavisle dokdzano, ze k za-
vedeni obou funkci staéi jedind z téchto étyf rovnic (rozdilova formule pro kosinus) a ze zadné
z ostatnich t¥i FR tuto vlastnost nemd. Od LEOPOL.DA VIRTORISE (1891—2002) pochézi idea
vyuzit k jejimu FeSeni jiz znamé feSeni d’Alembertovy rovnice. Viz [2].

16 Tento interpolaéni problém piedlozil Eulerovi pozdéjsi sekretai Petrohradské akademie
CHRISTIAN GOLDBACH (1690—1764). Euler nalezl jeho Teseni v letech 1729-1930; bylo publiko-
véno v r. 1738. Autorem dnesniho vyjadieni véetné oznaceni ,,gama-funkce“ symbolem I" a nazvt
Euleruv integral prvniho a druhého druhu je Legendre. O Eulerové pfistupu pojednéava [24].
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Takovych funkci, které vyhovuji (14) a (15), je vSak stile mnoho. Nepomohou
ani dalsi dodatecné pozadované vlastnosti jako konvexita ¢i existence spojitych
derivaci viech fadt na intervalu (0, 00). Problém je slozit&jsi, nez se zda. " Existuje
vSak jedina funkce vyhovujici (14) a (15), jejiz logaritmus je konvexni, a tou je
pravé funkce I''8.

Speciélni roli v dikazu této tzv. Bohr-Mollerup-Artinovy véty hraje vyjadieni
I'-funkce tzv. Gaussovym soucinem

x

n*n!

lim
n—oo x(x 4+ 1) - (z+mn)

I'(z) = : x € (0,00),

a charakteristika konvexity funkce pomoci funkciondlnich nerovnosti. Jimi se nyni
budeme zabyvat.

3 Funkcionalni nerovnosti

3.1 Konvexita. Pritomnost funkcionalnich rovnic a nerovnic v béznych definicich
si ¢asto ani neuvédomujeme. Existuje-li a € R\ {0} tak, Ze je

flxta)=f(x), xR,
je f periodicka na R s periodou a. Je-li I interval a

fly) = f(z)
Yy—T

>0, z,yel, x<y,

je funkce f neklesajici na I. Je-li I interval a jestlize je

f) = 1) _ f(2) = f)
y—z = zZ—-y

, r,y,z€l, r<y<z, (16)

je funkce f konvexni na I.°

PrestoZze se jedna o bézné uzivané definice, rozebereme tu posledni, protoze
u konvexity je moznych definic vice, a nékteré jsou patrné i frekventovanéjsi. Po
roznasobeni a upravé dostaneme

FW)((z =)+ (y— ) < f@)(z—y) + f(2)(y — ),

17 Jiz Euler dokazal, ze I'-funkce je transcendentni. Ukazuje se, Ze je viak ,transcendentn&jsi“
nez béziné elementérni transcendentni funkce: R. 1887 OtTo HOLDER (1859—1937) dokazal, ze
I" neni ani fesenim zadné algebraické diferencialni rovnice.

18 Toto tvrzeni r. 1922 dokézali v podstaté (tvrzeni neformulovali) dansti matematici Ha-
RALD BOHR (1887—1925) a JOHANNES MOLLERUP (1872—1937). Jejich dikaz r. 1931 vyznamné
zjednodusil EM11. ARTIN (1898—1962) v [5]. Funkce I' se d4 pomérné jednoduse rozsifit na
C\{0,-1,-2,...}. Podobné lze v tomto oboru jednozna¢né ur¢it funkci I" pomoci podminek
(14) a (15). Je nutno predpokladat, ze funkce spliiuje (14) v Ct := {z € C; Rez > 0}, je zde
holomorfni a je omezena na pasu {z € C; 1 < Rez < 2}. Toto tvrzeni pochdzi od HELMUTA
WIELANDTA (1910—2001) a je z let 1938 az 1939.

19 Tato podminka mé velmi hezkou ,seénovou® interpretaci. Viz napt. [36].
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neboli

F) < f@) =Y 4 p(x) L2

z—x z—x

Polozime-li nyni o = (z—y)/(2—x), je (1—a) = (y—x)(2—x), a snadno dostaneme
nejprve

1) =z 22 12220 < pw) 2 4 p () 222

Z—T Z—X zZ—X zZ—XT

a po dosazeni za « znamou nerovnost

flax+ (1 -a)z) <af(z)+(1—-a)f(z). (17)

Je zfejmé, Ze pokud bod y probéhne interval (z, z), pak « nabude vSech hodnot
z intervalu (0,1). Ponechdme ¢tendii k uvéazeni, ze se lze jednoduSe ,vratit“ od
(17) k (16) a Ze jsme tak obdrzeli jinou moznou (ekvivalentni) definici: Funkce f
definovana na intervalu I C R je konvernina I, jestlize pro kazdé dva body =,z € I
a kazdé a € (0, 1) plati (17). Jednoduchd geometricka interpretace podminky (17)
znamena, ze seéna grafu funkce f prochazejici body [z, f(z)] a [z, f(2)], < z,
lezi ,mezi body“ x a z nad grafem funkce f. Snadno nahlédneme, Ze vynechéani
podminky z < z ndm umozni zabyvat se pouze hodnotami « € (0,1/2]. MnozZina
feSeni (17) se tim nezméni, protoze faktor (1 — «) nabude v8ech hodnot z intervalu
[1/2,1).

Pripomenme, ze mnozina M C R™ se nazyva konvexni, jestlize pro kazdé dva
body z,y € M a kazdé o € (0,1/2] lezi vSechny body z tvaru z = az+ (1 — )y
v M. Jinak Fefeno, konvexni mnozina obsahuje s kazdymi dvéma body celou
usecku, ktera je spojuje. V R jsou konvexnimi mnozinami pravé vSechny inter-
valy, v R? jsou konvexnimi mnoZinami napf. viechny uzaviené kruhy & étverce.
Odstranime-li z konvexni mnoziny R? napt. libovolnou tise¢ku, vyslednd mnozina
jiz nebude konvexni. 2%

Nyni mizeme definovat konvexitu funkce obecnéji v R™: Funkce f je konverni
na konvexni mnoziné G C R™, jestlize pro kazdé dva body z,y € G a kazdé
a€(0,1/2] je

flaz+(1—a)2) <af(z)+(1-a)f(z). (17)

Snadno nahlédneme, ze (17) a (17) pro interval I C R splyvaji. Nadrtneme-li
obrézek, zjistime z ndzoru, ze funkce f definovand na intervalu [0, 1] tak, Ze po-
lozime f(0) = f(1) =1 a f(t) = 0,t € (0,1), je konvexni na [0,1], ale neni
v krajnich bodech intervalu spojita. To se vsak nemtze stat, jestlize je konvexni
funkce definovana na otevreném intervalu I.

20 Konvexita mnozin a funkci tizce souvisi (konvexni funkce ma konvexni ,nadgraf* a obracend
funkce s touto vlastnosti jsou konvexni. Na vagni trovni se konvexitou zabyval jiz Archimedes.
Za jejim modernim pojetim stoji HERMANN MINKOWSKI (1864—1909). Zasadnimi poznatky k ni
prispéli EDUARD HELLY (1884—1943) a JoHANES RADON (1887—1956). Na pocatku 20. stoleti se
konvexitou zabyval i JOHAN JENSEN (1859—1925), na jehoZ pocest je uzivan nézev J-konvexni
funkce.
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3.2 J-konvexita. Jestlize v (17°) zafixujeme o = 1/2, dostaneme definici kon-
vexity v Jensenové smyslu?!: Funkce je J-konvezni na intervalu I C R, jestlize
je

Fyat52) <5 f@)+ s 1), (18)

Porovnanim (7) a (18) nahlédneme, %e J-konvexni funkce jsou zobecnénim funkci,
které jsme jiz zkoumali, a ze kazdé aditivni funkce je téz J-konvexni. Pokud obdob-
nym zpusobem zavedeme také funkce J-konkavni, jsou linearni funkce a aditivni
funkce soucasné J-konvexni i J-konkavni. Podle chovani aditivnich funkci mtzeme
ocekavat, ze napt. spojité J-konvexni funkce budou konvexni. Vsimneme si proto
vysledk, které jsou z této oblasti znamy. Diive vsak uvedeme jesté jednu definici.

Jestlize zvolime pevné « € (0,1/2] a budeme pozadovat, aby funkce f vyhovo-
vala nerovnosti (17) pro kazdé dva body z,y z intervalu I a toto pevné zvolené
«, dostaneme definici a-konvezrni funkce na I. Budou vysledky pro a-konvexni
funkce obdobné jako pro aditivni a J-konvexni funkce? Jiz pomérné davno bylo
dokazano, ze spojit€é a-linearni, resp. a-konvexni funkce jsou linearni, resp. kon-
vexni. Priblizme alespon Castecné elementarni metody, které se k dikazu téchto
vlastnosti pouzivaji.

Je-li funkce f a-linedrni a f(0) = 0, je aditivni. To plyne z této Gvahy:

fety=fla+0-a ) =as(D)+a-ar(L) =

l1-«a 11—«
= (af(3) + =) f@) + (@@ +(1-a) f({ 1)) =
=f(aZ+1-)0) + f(a0+1-0a) =) = @) + ().

Funkce f — f(0) je a-linearni, je-li f a-linedrni. Odtud a z pfedchozi ivahy plyne
aditivita a-linedrni funkce. Jiz vime, Ze spojité aditivni funkce jsou linedrni (jsou
B-linedrni pro vSechna raciondlni 5 € (0,1/2]), takZe tim jsme diikaz dokon¢ili.

O obecnych a-linearnich funkcich a postacujicich podminkach pro jejich spoji-
tost bychom mohli uvést vycet jednotlivych vylepSovani postacujicich podminek
jako u aditivnich funkci??. Zaroven poznamenejme, Ze pro kazdé pevné zvolené
a € (0,1/2] existuji nespojitd Feseni funkciondlni rovnice

flax+(1—a)z) =af(z)+ (1 —a)f(z), z,y €R. (19)

Zajimavéjsi jsou z tohoto hlediska poznatky o a-konvexnich funkcich. Uvedeme
podrobnéji pouze rozdily v chovani s tim, ze kazda a-linearni funkce je také zaroven
a-konvexni. Tak napf. nespojité aditivni funkce zkonstruované Hamelem r. 1905

21 7 hlediska funkcionalnich nerovnosti to znamené zna¢nou redukci mnoziny nerovnosti,
kterymi se zabyvame. Je proto pfirozenou otazkou, zda se tim mnozina feSeni nezvétsi.

22 Podobal by se zna¢éné jiz diive uvedené poznamce o spojitosti aditivnich funkci, nebof
casto studium téchto funkci probihalo souc¢asné.
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jsou J-konvexni a jejich restrikce na interval I C R jsou J-konvexni (a zérover
J-konkavni) na I. Viz [15]. Obdobné konstrukce nespojitych a-konvexnich funkei
(pfipadné s dodateénymi vlastnostmi) lze nalézt v literatute. Viz [10]. Jako ukdzku
vlastnosti funkei tohoto typu ocitujme tvrzeni z [10], str. 117 : Pro libovolné zvolené
a € (0, 1/2] existuje na R™, m € N, a-konvexni (kterd neni a-linedrni!) shora
neomezend funkce, kterd je bud zdola omezend, nebo zdola neomezend. Neni t&zké
si rozmyslet, Ze graf takové funkce na R jiz nemusi byt husty v R2.

Zajimavé je také nésledujici tvrzeni: Je-li G C R™ konvexni oteviend mnozina
a zvolime-li pevné « € (0, 1/2], pak funkce f a-linedrni na G je linedrni, je-li jista
velmi komplikovanad mnozina dosti velka, tj. existuji-li a,b € R, a < b tak, zZe je

M{zeG; fx)<alu{zeq; f(z)>b}) >0, (20)

kde A, je vnitini Lebesgueova mira, ktera je zde uzita vzhledem k neméftitelnosti
nespojitych a-linedrnich funkci na G.

4 Harmonické funkce

4.1 Zakladni vlastnosti. Vratme se k rovnici (7) nebo az k rovnici (1). Obé vyja-
dfuji hodnotu funkce v néjakém bodé z defini¢niho oboru jako aritmeticky priamér
jejich hodnot v bodech, které jsou v R od bodu z stejné vzdaleny. Pfi zobecnovani
do prostoru R™, m > 1, vypliuji tyto body sféry se stredem v bodé z a je jich
nekone¢né mnoho. Budeme se zabyvat pouze pripadem m = 2 a uzivat oznaceni
z = [z,y], i kdyz fadu tvah lze bez obtizi provadét v prostoru R™, m € N. Spoji-
tou funkci v R? lze integrovat na kazdé kruznici vzhledem k ,normalizované délce
oblouku“ a zkoumat tak spojité funkce, pro néz je

1) = Lifszr) = o [ F0 dr). (1)

Zde je r polomér uvazované kruznice a faktor 1/(27r) délkovou miru normalizuje.
Podobné lze pracovat i s obsahovymi praméry a zkoumat (spojité ¢i obecné&jsi)
funkce, pro které je

1
£6) = Alfi ) = [ ) dut), (21)
kde p je Lebesgueova dvourozmérna mira na kruhu
B(z,r) :={u € R?; dist(z,u) < r};

faktor 1/(7r2) m4 opét normalizaéni charakter.

Funkce spojité na R2, které vyhovuji podmince (21) nebo (21°) pro kazdé » € R?
a kazdé r > 0, se nazyvaji harmonické funkce. Je znamo, ze tyto funkce lze charak-
terizovat nejen jako funkce s vlastnosti primeéru (21) ¢ (217), ale téz jako spojité
feseni tzv. Laplaceovy diferencidlni rovnice

02 02

Lf(z):= (ﬁ+8_y2

)z =0. (22)
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Rovnost (22) fikd, ze soucet druhych parcidlnich derivaci funkce f je v kazdém
bodé z € R? roven 0.%2% Ctenai by si mél uvédomit, Ze v R se tato rovnice redukuje
na jednoduchou diferencidlni rovnici ¥/ = 0 a Ze tudy vede i jednoduché cesta
ke zobecnéni do prostord vyssi dimenze (stejné tak lze lehce zobectiovat do vyssi
dimenze pies ,priimérové vlastnosti“ (21) nebo (21°)). V prostoru R? jsou vsak
harmonickymi funkcemi nejen funkce linearni, ale i mnoho dalsich, napt. funkce
f1(z) = e® cosy nebo f3(z) = e” siny, které jsou redlnou a imaginarni ¢asti funkce
e*, z € C. Je pfirozené vySetfovat harmonické funkce na oblasti G, coz je oteviena
souvisld mnozina. Podminky (21) nebo (21°) se pak uvazuji pouze pro ta r > 0,
pro néz je
{u e R™; dist(z,u) <r} C G.

Tato 7 jsou pro dané z € G pripustnd. Systém vSech funkci harmonickych na G
budeme znacit H(G).

Vlastnosti, které se pro linedrni funkce v R jevi jako zfejmé, nejsou zdaleka
ziejmé pro harmonické funkce na G C R2. Tak napf. harmonicka nekonstantni
funkce na oblasti G nemutze nabyvat svého maxima ¢i minima v zadném bodé€ z G.
Toto tvrzeni se obvykle nazyva princip mazima. Viz napt. [17]. V R je takova
funkce rostouci ¢i klesajici v otevieném intervalu a tvrzeni je tedy trivialni. Nyni
se vratime k dalsim poznatkdm pro pripad m = 1.

4.2 Jesté o prumérech. Piipomenme, Ze spojitd funkce na otevieném intervalu
I je lineérni, jestlize pro vSechna x € I a vSechna pfipustné r je (srovnejte se (7))

f(x):f(x—r);f(er?")' (23)

Dokonce staci, je-li tato podminka v kazdém bodé x € I splnéna pro pfipustna
r = pg, k € N, pro néz pro kazdé ¢ > 0 posloupnost {px} (zdvisici na z!) obsahuje
r; < €. Bude vsak analogické tvrzeni platit v pripadé, ze podminku priuméru ana-
logickou k (21) nebo (21’) budeme mit v kazdém bodé x k dispozici jen pro jeden ¢
dva pripustné poloméry r 7 Nezli se za¢neme touto otdzkou zabyvat, uvédomme si,
ze chceme svazat ,lokalni* a ,globalni“ podminky pro chovani funkce. K ovéreni
podminky (22) v bodé z staci znét f na jakémkoli okoli z, ve druhém piipadé jsme
véazani na okoli odpovidajici pfipustnému(-ym) polomértm pro z.

Technicky to znamena fesit otadzku, zda dalsi zmenseni ,,poctu rovnic“ povede
k ekvivalentnim vysledktim. Jiz jednoducha pozorovani ukazuji, Ze napf. funkce

23 Tuto diferencidlni rovnici studovali v riznych souvislostech jiz r. 1752 Euler a v letech
1760 az 1761 JosEPH-Louls LAGRANGE (1736—1813). Pozdéji pak mj. PIERRE-SIMON LAPLACE
(1749—1827), po kterém je operator L a celd rovnice v (22) pojmenovana. Harmonické funkce, kte-
rym dali toto jméno r. 1879 Wir.L.iaM THOMSON (Lord KELVIN) (1824—1907) a PETER GUTHRIE
TarT (1831-1901), se velmi asto objevuji ve fyzice pfi popisu stacionarnich jevi. Oznadéeni ‘har-
monické funkce’ se nejprve uzivalo jen pro polynomy a kolem r. 1900 se zacalo uzivat v dnesnim
pojeti. Vlastnost prumeéru spojitych reseni Laplaceovy rovnice jako prvni patrné dokazal r. 1840
Gauss a to, ze je charakterizuje, dokazal r. 1905 PAUL KoOEBE (1882—1945). Podrobnosti lze
nalézt v [31].
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f(x) =dist(z,N),z € R, nebo funkce g(z) = cosmz, © € R, maji vzhledem ke
své periodicité vlastnost (23) pro vSechna r, kterd jsou pfirozenymi é&isly, a pfesto
nejsou linedrni na R. Pro druhou funkci, a¢ je nekonecnékrat diferencovatelnd,
neexistuje zadny interval, na kterém by byla linearni.

Problém byl vyfesen v r. 1958.24 Bylo dokazano, Ze pro m > 2 dva poloméry
staci, pokud jejich podil nelezi ve vyjimecné mnoziné. Popis této vyjimeéné mno-
ziny je obecné komplikovany, nas vSak zajimé jen jednorozmérny pripad. Tam
touto vyjimecnou mnozinou je mnozina vSech kladnych racionalnich ¢isel. To také
vysvétluje, pro¢ v uvedeném piikladu existuji nelinearni spojita feseni systému
FR. Poznamenejme jesté, ze Hamelav priklad nespojitych aditivnich funkci uka-
zuje, Ze pokud nepredpokladame spojitost funkce f, existuji funkce, které v kazdém
bodé x € (a, b) vyhovuji rovnici (23) pro vSechna pripustnd r > 0 a presto nejsou
linedrni.

Obratme se k nyni k ,,jednoprimeérovym® vétam. Necht je ke kazdému bodu z
z oblasti G € R? pfifazeno jedno ptipustné r =: §(z). TaZeme se, zda rovnosti

f@)=L(f,z,6(z)), z€qG, (24)

nebo rovnosti

flz) =A(f,z,0(z)), 2€G, (24"

zarucuji, napr. za predpokladu spojitosti funkce f, ze funkce f je harmonicka na G.
Nas bude opét nejvice zajimat pripad m = 1, ale bez zajimavosti neni obecnéjsi
informace pro vyssi dimenzi.

I kdyz byl problém patrné znam jiz dfive, explicitné formulovan byl r. 1968.
Ve sbirce tloh [27] ho JOHN EDENSOR LITTLEWOOD (1885-1977) popsal takto:
Je-li w spojitd na uzdvéru D omezené oblasti D, a je-li ,jednoprimérovd®,
tj. je v kazdém bodé rovna svému prameéru pres kruznici opsanou tomuto bodu a le-
Zici spolu se sugm vnitikem v D, pak je w harmonickd v D (Kellogg, [21]). JestliZe
je w omezend, muzZeme pripustit i konecny pocet vyjimecnych bodu na hranici. . ..
Taok vznikd otdzka : Je-li w spojitd na omezené D a md jednoprimeérovou vlastnost,
je jiz w harmonickd ¢ Domnivdm se, Ze odpovéd je NE, i kdyZ by D byl kruh. Je
to obtizny problém, nebot takovd funkce zdvisld pouze na r to bijt nemiZe a nespo-
jitost v jediném bodé hranice to vylucuje také (coZ eliminuje jeden z prirozengch
pristupt). ... Poznamendvam, Ze kladnd odpovéd je slabsi v pripadé integrace pres
kruh, odpovidajici zdpornd odpovéd je piislusné silnéjsi.
Posledni poznamka je jednoduchym dusledkem elementarni véty o stfedni hod-
noté : Pokud pro spojitou funkci h plati v néjakém bodé z rovnost h(z) = A(h, z,79)
pro né&jaké ro > 0, pak existuje 0 < r < ro, pro néz h(z) = L(h, z,r).

Na fesSeni tohoto obtizného problému se ¢ekalo ¢tvrt stoleti. Dnes jsou znamy
napf. piipady, kdy d-harmonicita s ,plosnymi“ praméry (A(f,z,0(z)) = f(z))

24 Vysledky, pochazejici od JeaNna FrREDERICA A. DELSARTA (1903—1968) z [11], byly po
jistou dobu povazovany za kuriozitu. Viz [40]. Srovnejte téz s [13].
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spolu s jistymi dodate¢nymi podminkami zarucuji harmonicitu f. Na druhé strané
se potvrdila Littlewoodova domnénka, Ze pouze ,sférickd“ prumérova vlastnost
(f(2) = L(f,2,8(2)) i pii spojitosti f harmonicitu nezaru¢uje.?> N4s viak zajima
v této souvislosti pouze jednodimenzionalni pfipad.

4.3 Dirichletova tloha. Nezli postoupime déle, pfipometime tzv. Dirichletovu
tilohu. Ta spoc¢iva pro danou omezenou oblast G v R? v uréeni spojité funkce na
uzévéru G oblasti G tak, aby na hranici G splyvala s piedem danou spojitou
funkci g a aby jeji zuzeni na G lezelo v H(G). U oblasti s jednoduchou hranici
(napf. hladkou) je to vzdy mozné. V R je situace obzvlast jednoduché. Oblasti
G je interval a jeho hranici je mnozina jeho koncovych bodi. Pokud predepiseme
hodnotu funkce g v téchto bodech, je feSenim Dirichletovy tlohy pro G linearni
funkce, ktera nabyva v koncovych bodech G téchze hodnot jako g.

V souvislosti s priklady uvedenymi ve spojitosti s Delsartovym vysledkem by
se mohlo zdat, Ze by existence nelinedrnich funkci mohla spocivat v neomezenosti
oboru ¢ s tim, Zze § je uvniti vySetfovaného intervalu ,velmi mald“. Zacnéme
s omezenym intervalem (a,b). Pfifadme kazdému z € (a,b) ¢islo r,, pro néz je
a<x—r, <x<x+71, <b TaZeme se, zda existuje spojitd funkce f a (kladnd)
funkce r,, x € (a,b), takova, ze
fla) = f(x—Tz);-f(x—&-TI)
neni linedrni funkce. Pokud nepiidame dalsi podminku, je odpovéd kladné a ne-
pomiize ani dodateény predpoklad omezenosti funkce. f26

Je-li F primitivni funkce k f na (a,b), tj. F' = f, a jestlize (25) nahradime
vztahem

; z € (a,b), (25)

flaoy= P@tr) = Fla=ra) (25")

2r,

a predpokladdme, Ze existuji obé jednostranné konecéné limity lim, .- F(z) a
lim, .+ F(z), pak je jiz f nutné linedrni funkce. Viz opét [19]. Na pravé strané
v (25%) je jednorozmérny analog priméru v (21’) a toto tvrzeni ma jesté starsi
koieny. 2" Kli¢ovou roli v ném hraje nasledujici jiz d¥ive zminény princip maxima.

25 K ¢asteénym vysledktim piispéla cela plejada matematiki, feSeni podali r. 1994 WOLFHARD
HANSEN (*1940) a N1KOT.AT NADIRASHVITT (¥1955), ktefi dokdzali, ze existuje spojitd (dokonce
nekone¢né krat differencovatelna) funkce f na otevieném jednotkovém kruhu v R? s primérovou
funkci §(z), 0 < 0(2) < 1 — ||z||, kterd vyhovuje podmince L(f,z,d(z)) = f(z) a kterd nent
harmonickéd. Obecnéjsimu problému, kdy jsou d-harmonické funkce zaroven jiz harmonické, se
vénovali v celé sérii ¢lanku, jejichz vysledky se nebudeme zabyvat.

26 Tento vysledek pochazi z r. 1954. Viz [19]. Odpovidajici ’zigzag’ protiptiklad je popsan
i v monogragii [9] z r. 1966, kde je pfipisovan M. Schiffmanovi. Kniha [9] je anglickym pfekla-
dem podstatné prepracovaného vydani dila, které vyslo v Die Grundlehren der mathematische
Wissenschaften. Poznamenejme, ze 1.dil této ¢asti vysel r. 1924 a 2.dil r. 1937; jako autor se
u prepracovaného 2. dilu nékdy uvadi Richard Courant.

27Jiz r. 1909 EucENIO ELIA LEVI (1883—1917) dokazal, ze méritelnd funkce f splitujici v ob-
lasti G podminku praméru typu (21) pro vSechna pfipustna r spliiuje i podminku typu (21’) pro
vSechna pripustna r a je tedy spojitd a harmonicka.
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Je-li f spojita na uzavéru G omezené oblasti G C R™, kde m = 1 nebo m = 2,
a d-harmonickd v G, nabyva svého maxima na hranici dG. Pfiblizme si zakladni
myslenku ditkazu. Mnozina, na niz funkce f nabyva maxima, je uzaviena. Pokud
by cela lezela v G, obsahovala by bod zy, ve kterém by vzdalenost dist(zp,dG)
nabyvala svého kladného minima. Odtud se odvodi spor, nebot stejné hodnoty by
musela vzhledem k podmince priméru nabyvat f i v néjakém bodé se vzdalenosti
od hranice jesté mensi. To se napi. v R vyuzije tak, Ze od f ode¢teme linearni
funkci g, ktera v krajnich bodech G nabyva stejnych hodnot jako f. Protoze rozdil
f — g je rovnéz spojita d-harmonicka funkce, na kterou mtzeme aplikovat princip
maxima, dostaneme odsud jiz snadno f—g = 0. Stoji za to si pov§imnout, Ze celou
uvahu lze snadno provést pro priméry typu (21) nebo (21’) a také prevést i do
prostorti vy$si dimenze. 28

Je jesté jeden divod, pro ktery jsme podnikli malou exkurzi do teorie harmo-
nickych funkei. Jestlize zvolime pevné n € N a budeme se zabyvat v roviné R?
jednoduchymi FR, budou pfirozenymi kandidaty na vysSetfovani funkce f, které
budou v kazdém bodé z € R? aritmetickym préimérem hodnot funkce f ve vrcho-
lech vSech pravidelnych n-thelnikt se stfedem z. Je znadmo, ze feSenimi takového
systému FR jsou harmonické polynomy ve dvou proménnych. Jako jeden z jedno-
dussich vysledkti uvedeme tento: Jestlize je v R? spojitd funkce f v kazdém bodé
z € R? primérem hodnot ve vrcholech kazdého étverce se stiedem z a se stranami
rovnobéznymi se souradnicovymi osami, pak je f harmonickym polynomem stupné
nejvyse ¢tvrtého. Viz [4].2°

4.3 Zavérecna poznamka. Predchozi text je jenom vyiezem z historie funkcio-
nalnich rovnic. Védomé jsme tak pominuli mnoho souvisejicich vysledki a zdjemce
odkazujeme na citované monografie [2] a [20]. Tak napf. v souvislosti s feSenim
diferencialnich rovnic studoval Euler tzv. homogenni funkce.

Je-li dano v € R, pak rovnice

f(tx,ty):ﬂf(x,y), z,y,t € (0700) (26)

se nazyva Fulerovou rovnici a funkce, které ji vyhovuji, nazyvame homogennimi
funkcemi stupné . Jsou to tedy napr. funkce

r+y T
o (=1, ) (y=0), 2®+4° 22y (y=2).

28 Tvrzeni, které jsme dokazali, pochézi z r. 1909 od VITA VOLTERRY (1860—1940). Viz
[38]. R. 1912 Volterriuv dikaz zjednodusil GIUSEPPE VITALI (1875—1932). Od né&j téz pochézi
dukazovy princip, postaveny na triku ,nejblizsiho bodu“. Poznamenejme jesté, zZe na postupném
prumérovani, kde fx(z) = A(fr_1,2,9(z)), fo = f, lze zalozit metody k Feseni Dirichletovy tlohy.
HENRI LEBESGUE (1875—1941) to dokazal v r. 1912 pro 6(z) = dist(z, 0G). Za funkci fo zvolime
libovolné spojité rozsifeni funkce g spojité na G ,dovniti“, tj. spojitou funkci na G, a pak
feSenim Dirichletovy tlohy pro omezenou oblast G a podminku g je f := limg_, o fi. Viz [25].

29 Sta¢i predpokladat daleko méné nez globalni spojitost, napf. omezenost feeni na mno-
ziné kladné dvourozmérné miry. Pomoci aditivnich funkci je popséna i celd struktura nespoji-
tych FeSeni systému FR a jsou FeSeny i pfipady priméra obecnéjsi povahy (pfipad pravidelnych
n-thelnikd).
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Vznika otazka, zda lze popsat vSsechny homomogenni funkce pro dany stupen +.
Pro feseni tohoto problému polozme ¢t = =1 a dostaneme z (26) rovnici

fay)=arf(1,2).

T

Odtud vidime, Ze existuje vzajemna jednoznac¢na korespondence mezi funkcemi g,
definovanymi na intervalu (0, c0) a homogennimi funkcemi, kterou popisuje vztah

fay)=e*(7)

Uvazujme nyni obecnéjsi rovnici
fta, ty) = h(t) - f(z,y), =y, € (0,00). (27)
Polozme
f((tu) @, (tu) y) = h(t) - f(t(ux), t(uy)), ,y,t,ue (0,00),
a upravujme

f((tu) 2, (tu) y) = h(tw) - f(2,y),
f(t(uz), t(uy)) = h(t) - f(uz,uy) = h(t) h(u) - f(z,y).

Z nalezeného vztahu je patrno, ze h vyhovuje zbyvajici Cauchyho rovnici (té,
kterou jsme v pfedchozim textu zcela pominuli) :

h(tu) = h(t) - h(u), t,u€ (0,00).

Neni bez zajimavosti (viz [20]), Ze pro vSechna n € N jsou s Cauchyho rovnici
ekvivalentni FR

[f@+y)]" =)+ FW)]"

Avsak mnohem zajimavéjsi jsou pro nas FR, které zobeciiuji Cauchyho rovnice.3°

flx+y)=g(x)+hy), =yeR,
flz+y)=g(z) -My), =zyeR,
f(@-y)=g(z) h(y), =y€(0,00),
flz-y)=g(x)+h(y), =zy€(0,00).

Tyto rovnice lze chytrym jednoduchym trikem redukovat na Cauchyho rovnice.
Ukazme to velice stru¢né na pfikladu rovnice (A).

30 Tyto rovnice studoval r. 1903 JAN ViLEM PEXIDER (1874—1914), kterému je vénovana
jedna z publikaci edice Dé&jiny matematiky (viz [7]). Tento svazek vySel i v anglické verzi. V ném
Ctenaf nalezne fadu dalsich informaci.
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V rovnici
fle+y)=g(@)+hly), zyeR, (28)

polozme

fO) =) +a+b, g)=¢t)+a, ht)=et)+0b,

takZe dostaneme rovnost

(p( +y) +a+b)=(p(x) +a)+ (p(y) +b).

Odtud vidime, Ze ¢ vyhovuje Cauchyho rovnici (A) pro aditivni funkce. Napiiklad
pro spojité funkce f, g, h, dostaneme (t) = (1)t a

f&=pet+a+b, glt)=e)t+a, ht)=pl)t+b,

kde f(0) =a+b, g(0) =a a h(0) =b.

Bez sirsich souvislosti by se mohly jevit nékteré popisované problémy jako piilis
elementarni a samotucelné. Nékteré se zrodily pfimo ve vicerozmérné verzi a my
jsme je pouze zuzili na jednorozmérny pripad. Doufam, Ze se mi uvedenymi jedno-
duchymi priklady podafilo ¢tenafe presvédcit, ze FR tvori elegantni partii matema-
tiky s mnoha uziteCnymi souvislostmi a ze tato partie nepostrada kromeé elegance
i jistou krasu.
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MATEMATYKA NA ZIEMIACH POLSKI
W EPOCE OSWIECENIA

WITOLD WIESLAW

Abstract: We are going to present the state and development of mathematical sciences on
Polish territories in the years 1740-1832, i.e. in the time of Enlightenment in Poland. After
a cassation of Jesuits in 1773, the Commission of National Education —a first Ministry of
Education in the World — had organized a new educational system in Poland, based on new
programs, new teachers and new textbooks in Polish. Reforms of education in schools and
universities are to be discussed, including the most important, reform of the Commission of
National Education (KEN), based on Educational Laws (1783). Reforms of KEN implied
higher level of mathematics in Poland, in particular in the Main Schools (Cracow and Vilna).
After decline of Poland in 1795, Polish Universities in Cracow and in Vilna still were
working. New parts of mathematics had appeared in university programs. Warsaw University
was founded in the year 1816, closed after November uprising in 1831. Polish mathematicians
started to publish their papers in international journals. Owing to the high level of education,
including mathematics, started by the Commission of National Education, Polish nation saved
his identity during 123 years of the slavery.

0 Wstep

Stan matematyki w | potowie XVIII nie przedstawiat sie najlepiej. W szkotach
nauczano matematyki w bardzo ograniczonym zakresie. Nacisk kfadziono raczej na
przedmioty humanistyczne, w tym nauke ftaciny. Kolegia jezuickie, a tych byta
wigkszos¢, matematyke traktowaty w sposob elastyczny, stosownie do zalecen
w przepisach Ratio Studiorum (1599), normujacych funkcjonowanie tych szkét. Podobne
rzecz sie miata na uniwersytetach, w Akademii Krakowskiej i Akademii Jezuickiej
w Wilnie. Kasata zakonu jezuitow w roku 1773 wymusita koniecznos¢ przeprowadzenia
reform szkolnictwa. Zreorganizowano je w sposob jednolity w skali catego kraju,
przeprowadzajac reforme calego szkolnictwa, w tym uniwersytetow. Wprowadzono
pierwsze w $wiecie ministerstwo edukacji zwane Komisjgq Edukacji Narodowej
(w skrdcie: KEN). Kierowato ono catym szkolnictwem w oparciu o Ustawe Edukacyjng
zroku 1783. W oparciu o Ustawe wprowadzono jednolite programy nauczania,
dostosowujac do nich odpowiednie podreczniki, na ktore ogtoszono konkursy. Nauczanie
miato si¢ odbywa¢ po polsku, a sprawami programéw i podrecznikdw miata sie
zajmowa¢ specjalna agenda, Towarzystwo do Ksigg Elementarnych, kierowane przez
ksiedza Grzegorza Piramowicza. Reformie poddano tez uniwersytety. Niestety, skuteczne
reformy przerwal ostatecznie upadek panstwa polskiego wraz z trzecim rozbiorem
w 1795 roku. Jednak zmiany w nauczaniu pozostaty, nie zmienili ich zaborcy
w poczatkowym okresie. Rosja i Prusy, wzorujac si¢ na modelu KEN, przeprowadzity
podobne reformy do polskich. Dzieki aktywnosci Jana Sniadeckiego, zaréwno na Sejmie
rozbiorowym w Grodnie (1793), jak i p6zniej, w wyniku wizyty w Wiedniu u cesarza
Austrii (1797), zaborcy nie zlikwidowali polskich uniwersytetw, gwarantujac ich
istnienie poprzez zabezpieczenie odpowiednich kwot na ich egzystencje. Po rozbiorach
oba uniwersytety, po krétkim zastoju na przetomie XVIII i XIX wieku, funkcjonowaty
nie najgorzej. Dzieki odpowiedniej polityce rektora Uniwersytetu Wilenskiego, Jana
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Sniadeckiego (w latach 1807-1815), Cesarski Uniwersytet Wilenski stat sie czotowym
uniwersytetem Rosji az do jego likwidacji w 1832 roku. Reformy i system edukacji
w Polsce okazat si¢ by¢ na tyle trwatym i skutecznym, ze jeszcze w latach trzydziestych
XIX wieku na obrzezach dawnej Rzeczpospolitej (Witebsk, Potock, Kamieniec Podolski,
Krzemieniec itd.) funkcjonowaty polskie szkoty, nauczajace po polsku, z polskich
podrecznikow, czesto w oparciu o0 ksigzki elementarne, tzn. w oparciu o podreczniki
zatwierdzone i wydane przez Towarzystwo do Ksiag Elementarnych, albo w oparciu
o0 inne ksiazki polskojezyczne.

Poziom obu uniwersytetow, w Krakowie i w Wilnie, nie odbiegat w tym czasie, ani
w zakresie programoOw nauczania, ani tez w zakresie oferty dla studiujacych, od innych
uniwersytetow w Europie srodkowej (Dorpat, Krélewiec, Berlin, Praga), niekiedy
znacznie przewyzszajac reprezentowany tam poziom. Na naszych uniwersytetach
brakowato jednak twoérczo pracujacych matematykow, ktorzy czasami (cho¢ nie tak
czesto, jak dzis) trafiali sie¢ na innych uczelniach. Po prostu w tamtych czasach profesor
miat naucza¢ matematyki, a nie tworzy¢ ja. Twoércami bywali tylko nieliczni.

System szkolnictwa KEN z pewnoscia dopomogt Polakom w utrzymaniu tozsamosci
narodowej przez caty okres zaboréw, tzn. az do odzyskania niepodlegtosci po | wojnie
$wiatowej, tzn. do 1918 roku.

W omawianym okresu polskie uniwersytety funkcjonowaty pod réznymi nazwami.
Uniwersytet w Krakowie funkcjonowat wtedy jako:

1. Akademia Krakowska (Academia Cracoviensis) do 1773 roku;
2. Szkota Gtéwna Koronna (1773-1797);

3. Universitat Krakau (1797-1809);

4. Uniwersytet Jagiellonski (1809-1830 i p6zniej).

Natomiast w tym okresie Uniwersytet Wilenski funkcjonowat jako:
1. Akademia Wilenska (Academia Vilnensi Societatis Jesu) do 1773 roku;
2. Szkota Gtéwna Litewska (1773-1797);
3. Cesarski Uniwersytet Wilenski (1797-1832).

W 1816 roku powstat Krélewski Uniwersytet Warszawski, ktory istniat do roku 1831. Zostat
zlikwidowany przez wiadze rosyjskie po powstaniu listopadowym.

1 Lata1701-1773

1.1 Szkolnictwo

W tym okresie wigkszos¢ szkdt (srednich) to byty szkoty prowadzone przez jezuitow
(66), pijaréw (tylko 19) i kilka nielicznych innych szkét (kolonie akademickie czy tez
szkoly bazylianéw). Zakres nauczania matematyki sprowadzat sic do elementarnej
arytmetyki i fragmentéw geometrii elementarnej wg Elementéw Euklidesa lub innego
dzieta, wzorowanego na Euklidesie.
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1.1.1  Pijarzy. Collegium Nobilium Stanistawa Konarskiego

Pijarzy rozpoczeli swoja dziatalnos¢ w Polsce w wieku XVII. Pierwsze kolegium
pijaréw powstato w Warszawie w roku 1643 z inicjatywy kréla Wiadystawa V.

Stanistaw Konarski, pijar, po czteroletnich studiach w Rzymie, w latach 1725-1729,
zapoznawszy sie z systemem nauczania w szkotach zgromadzenia pijaréw, postanowit po
powrocie do kraju zatozy¢ szkote, nauczanie w ktérej chciat oprze¢ na najlepszych
wzorach zagranicznych. Szkote taka otworzyt w Warszawie, w roku 1740. Nazwat ja
Collegium Nobilium. Wkrotce model ksztatcenia mtodziezy szlacheckiej, wzorowany na
szkole Konarskiego i zreformowanym programie nauczania, przejma jezuici, organizujac
liczne Collegia Nobilia w catej Rzeczpospolitej.

W modelu ksztatcenia Konarskiego duzy nacisk potozony byt na nauki sciste. Pijarzy
przejawiali bardzo duza aktywnos¢ w zakresie nauk scistych. Zachowato sie wiele
dokumentéw zwiazanych z nauczaniem matematyki w szkotach pijarskich po zatozeniu
Collegium Nobilium. W drugiej potowie XVIII wieku, a w szczegélnosci w okresie
reform KEN, pijarzy wydali wiele bardzo dobrych podrecznikéw matematyki. Czesé
znich funkcjonowata pdzniej réwnolegle z podrgcznikami matematyki Lhuiliera.
Niektore z nich byty pod wzgledem dydaktycznym wartosciowsze od ksiazek Lhuiliera,
aprzede wszystkim od Algebry Lhuiliera, ktéra z wielu wzgledow nie byla
najodpowiedniejszym podrecznikiem tego przedmiotu.

Juz w roku 1742 ukazat si¢ drukiem podrecznik matematyki (Jan Kies albo Kiesius,
Institutiones Mathematicae). Ksiazka zawiera wyklad arytmetyki, geometrii i sze§¢
tablic. Zapewne byl to pierwszy podrecznik matematyki w Collegium Nobilium
Konarskiego. Nowoscia jest wprowadzenie systemu dwojkowego i czworkowego. Czesé
arytmetyczna zawiera elementy algebry, a wiec symbolike literowa, proporcje i réwnania
stopnia 1 i 2, przyktady réwnan liniowych i formalne rézniczkowanie wielomianéw (De
Methodo Differentiarum). Zakres geometrii nie odbiega od przyjetego w XVIII wieku.
Jest to kompendium podstawowych poje¢ planimetrii i stereometrii i trygonometrii
ptaskiej. W ksiazce sa piekne tablice ryte w miedzi, przedstawiajace siatki wielosciandw
i innych bryt.

Poczatkowy program matematyki w Collegium Nobilium mozna odtworzy¢ z popisu
w roku 1754. Wyktady byty jeszcze po tacinie. Wzorowane byty na ksiazkach Christiana
Wolffa, ktorych liczne wydania byty w uzyciu w Europie w XVI11 wieku.

Rok pdzniej, Bernard Siru¢ wydat w Rzymie, w roku 1755, zbidr kilku prostych
zadan z analizy matematycznej. Jest to pierwszy tekst poswigcony analizie
matematycznej, wydany przez Polaka. Jednak po powrocie do Polski, juz jako profesor
Szkoty Gtdwnej Litewskiej, nie zajmowat si¢ matematyka.

Czego naprawde uczono z matematyki w Collegium Nobilium Konarskiego, mozna
dowiedzie¢ sie z rekopiséw Jézefa Mniszecha z lat 1755, 1757 i 1759. Wyktadowca
matematyki w latach 1757-1759 byt Wisniowski. Jego wyktady Elementa Philosophiae
spisane w trzech tomach przez Mniszecha, obejmowaty elementy logiki, elementy
astronomii w ujeciu kopernikanskim, elementy mechaniki, optyki itd. W zakres wyktadu
matematyki wchodzity tradycyjne elementy arytmetyki z poczatkami algebry (zapis
dziesigtny, dziatania na liczbach, symbolika literowa, najprostsze réwnania, wyciaganie
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pierwiastkow stopnia dwa i trzy), a z geometrii (Compendium Geometriae) podstawowe
pojecia i twierdzenia planimetrii wraz z elementami stereometrii, obejmujacymi bryty
obrotowe, przekroje stozkowe i podstawowe formuly na obliczanie powierzchni
i objetosci bryt.

Przytoczony zakres wyktadu jest zblizony do programu wyktadu matematyki Bartscha
w Akademii Wilenskiej (1707/1708) z ta jednak ro6znica, ze w Collegium
Nobilium brakto elementéw geometrii analityczne;j.

Nowa jakos¢ stanowia pijarskie podrgczniki, przede wszystkim arytmetyki i algebry,
wydawane w latach siedemdziesiatych XVIII stulecia: Arytmetyka Skaradkiewicza
(1766), Geometrya Bystrzyckiego (1769), Nauka Matematyczna Marquarta (1772),
Algebra Weglenskiego (1775), Geometrya Skaradkiewicza (1776), Algebra Ustrzyckiego
(1778), Jeometrya praktyczna Zaborowskiego (1786), wreszcie Arytmetyka Bielskiego
(1793). Na osobng uwage zastuguje Arytmetyka prostacka Sirucia (1777), czyli
podrecznik arytmetyki dla analfabetow. Podreczniki algebry  Ustrzyckiego
i Weglenskiego, po nieznacznym rozszerzeniu, mogtyby $miato konkurowaé¢ z Algebrg
Lhuiliera. Zreszta w raportach wizytatorow KEN mozna odnalez¢ informacje wskazujace
na to, ze podreczniki pijaréw byly czesto w uzyciu, mimo ustawowego obowiazku
postugiwania si¢ ksigzkami elementarnymi, tzn. podrecznikami wydanymi przez KEN.
SzczegOlnie duzym powodzeniem cieszyta sie Geometrya praktyczna Zaborowskiego.
Bytfa po prostu tatwiejsza od ksiazek Lhuiliera. Na zakonczenie warto odnotowa¢, ze
Collegium Nobilium Konarskiego byta pierwsza szkota w Polsce, w ktérej do programu
nauczania wkaczono elementarna algebre.

1.1.2 Szkota Rycerska

Szkote Rycerska, zwana tez Korpusem Kadetdéw, utworzyt krol Stanistaw August
Poniatowski w roku 1765, lokujac ja w Warszawie. Celem byto nie tylko ksztatcenie
kadry oficerskiej, lecz takze przygotowywanie urzednikéw do stuzby panstwowej. Szkota
przetrwata do roku 1794. Komendantem Szkoty byt ksiazg Adam Czartoryski, ktory
jednak czesto spedzat wiele czasu poza Warszawa. Korpus zaplanowany byt na dwustu
stuchaczy. Jednak ich liczba nigdy nie przekroczyta osiemdziesieciu. Oprdcz stuchaczy
stacjonarnych byli kazdego roku stuchacze dochodzacy z kwater w Warszawie, nie
odnotowani w oficjalnych dokumentach Korpusu. Do takich stuchaczy nalezat np. Karol
Hube, syn Michata. Szkota zostata zamknigta po trzecim rozbiorze. Odegrata ona wazna
role w historii Polski. Jednym z jej wychowankow byt Tadeusz Kosciuszko.

Wsrod kadry wyktadajacej matematyke byly osoby wybitne. Do takich nalezeli
Christian Pfleiderer’ i Michat Hube. Mniej wybitnym wyktadowca matematyki byt Jozef

! Christian Pfleiderer (1736-1821) byt od samego poczatku (tzn. od roku 1775) czionkiem Towarzystwa do
Ksiag Elementarnych az do wyjazdu z Polski, tzn. do roku 1782. Uczestniczyt aktywnie w pracach
Towarzystwa, recenzujac nadestane prospekty podrecznikéw z matematyki i fizyki. Ponadto brat udziat
w pracach nad ostatecznymi wersjami wszystkich podrgcznikéw Lhuiliera i ksiazki Hubego z fizyki. Na 237
(26. X1 1781) posiedzeniu Towarzystwa powotano zespot w sktadzie: Gawronski, Hottowczyc i Pfleiderer do
czytania Algebry Lhuiliera i Fizyki Hubego. Na 248 posiedzeniu Towarzystwa, w dniu 19 lutego 1782,
Phleiderer pozegnat si¢ z Komisja przed wyjazdem na uniwersytet w Tybindze (Tibingen), na ktérym do konca
zycia byt profesorem matematyki i fizyki. Jego miejsce w Towarzystwie zajat Simon Lhuilier, ktdrego
podreczniki zostaty juz wczesniej zatwierdzone lub wydrukowane. Jako matematyk Pfleiderer zajmowat si¢
gtéwnie Elementami Euklidesa. (vide: Deduction der Euclidischen Definitionen 2, 3, 5, 7 des V. Buchs der
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L eski, ktory wyktadat matematyke w Korpusie Kadetéw w ostatnich latach jego istnienia.
Christian Pfleiderer byt profesorem matematyki i fizyki w Szkole Rycerskiej w latach
1766-1782, a w latach 1772-1782 dyrektorem generalnym nauk. Michat Hube byt
profesorem matematyki w Korpusie i nastepca Pfleiderera na stanowisku dyrektora
generalnego nauk w latach 1782-1794. Jozef t.eski byt wychowankiem Pfleiderera. eski
wyktadat matematyke w Korpusie w latach 1789-1794, tzn. az do jej zamkniecia.

Poniewaz czes¢ szkolenia i musztra odbywaty sie w jezyku niemieckim, w tym tez
jezyku przygotowano podrecznik matematyki. Dwujezyczny tekst przygotowat pijar, ks.
de Brochwic Jelinek, prefekt warszawskiego Collegium Nobilium. Wstep do ksiazki
podpisany jest przez Kaufmana, o ktérym niczego nie wiadomo.

Nowo powstate szkoty, Collegium Nobilium Konarskiego i Szkota Rycerska, pod
patronatem kréla Stanistawa Augusta Poniatowskiego, stworzyty pewien wylom w
starym systemie szkolnictwa polskiego. Stanowity wz6ér reform, ale na petna reforme
edukacji trzeba bylo jeszcze poczekac.

1.2 Uniwersytety

1.2.1 Matematyka w Akademii Krakowskiej przed okresem reform KEN

Niewiele zachowato si¢ dokumentoéw $wiadczacych o stanie matematyki w Akademii
Krakowskiej przed okresem reform Komisji Edukacji Narodowej, a w szczegdlnosci
przed wizyta Hugona KoHataja. O stanie Akademii Krakowskiej pisat Hugo KoHataj:?

24. SZKOLA GEOWNA KRAKOWSKA
Nie bedziemy tu wspomina¢, do jakiego stopnia stawy doszta niegdys Szkota Gtowna
Krakowska w Polszcze i Europie. Te chwalebne dla nauk i umiejetnosci nie moga
naleze¢ do naszych dziejow. Biorac ich epoke od roku 1750 i rozbierajac uwaga czasy
ostatnie, przyzna¢ z zalem potrzeba, ze ta stawna niegdys catej Polski szkota w bardzo
lichym znajdowata sie stanie. [...]

i dalej (loc. cit., s. 58):

26. CO DO UMIEJETNOSCI

[..] Matematyka szta przeciez lepiej. Algebry wprawdzie nie mieszczono jeszcze
migdzy matematyczne nauki, w geometryi jednak trzymano si¢ analisim veterum.
Systema Kopernika, cho¢ byt uczniem i cztonkiem tej szkoty, nie byto przyjete ani w
astronomii, ani w fizyce, i nie mozna si¢ temu dziwi¢, bo astronomia nie miata
obserwatoryjum, a fizyka zatrudniata sie metafizycznymi kwestyjami. Najznakomitsza
osoba w matematycznej szkole byt Regius astrologus; do niego nalezat rzad nad ta
szkota, aprobacyja kalendarzéw z ich prognostykami, ktére miaty wzietos¢ migdzy
domatorami i gospodarzami. [...]

Elemente, Archiv der reinen und angewandten Mathematik herausgegeben von Carl Friedrich Hindenburg, Heft
7,1798; Die Scholien zu Buch |1 der Elemente Euclid’s, Academische Schriften., Stuttgart, 1826).

2 Hugo KoMataj, Stan oswiecenia w Polsce w ostatnich latach panowania Augusta Ill (1750-1764). [Reprint:
Ossolineum, Wroctaw, 1953.]
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Podstawa materialnego bytu Akademii byty stare fundacje i przywileje krolewskie na
druk kalendarzy. Przywilej taki otrzymata Akademia Krakowska od Augusta Il w roku
1714. Wcze$niej takie przywileje otrzymywaly osoby prywatne, np. matematyk torunski
i gdanski, Pawetl Pater wroku 1703. W oparciu o przywilej wydany Akademii
Krakowskiej, Kostkowski wydawat kalendarze w Krakowie.> Zysk z kalendarzy
wspomagat czesciowo Akademie. Stosownie do dokumentu fundacyjnego Akademii
Krakowskiej,4 profesorowie prawa mieli otrzymywaé 280 grzywien, a profesorowie
filozofii 50 grzywien () z zup wielickich, jednak przez stulecia Akademia tych pieniedzy
nie potrafita wyegzekwowaé. W cytowanym dokumencie opisana zostata sytuacja
profesoréw matematyki.

KoMataj (loc. cit) jako wazna posta¢ na Wydziale Filozoficznym Akademii
Krakowskiej wymienia Marcina Swiatkowskiego.

W istniejacej sytuacji finansowej rozwdj nauki, a nawet przetrwanie poszczeg6lnych
dyscyplin naukowych na uniwersytecie byto bardzo utrudnione. Tym niemniej odbywaty
si¢ rézne imprezy naukowe, uzyskiwano stopnie naukowe itd. Przesledzmy na
przyktadzie wybranych dokumentow, jak to wygladato w praktyce.

Jakub Niegowiecki w oparciu o Almagest Ptolemeusza i korzystajac z traktatu
Archimedesa O sferze i walcu twierdzit, ze wykonalna jest nie tylko kwadratura kota, ale
ze mozna skonstruowa¢ bok kwadratu, ktérego objetosé jest rowna objetosci danej kuli,
tzn. przestrzenny analogon kwadratury kota.

W roku 1759 odnotowano wyktady matematyki Michata Mrugaczewskiego i Adama
Jagielskiego® z 1767.

O prdébie reform mdéwiono juz w roku 1767. Indeks dysput akademickich z roku 1767
nie wymienia zadnych tematéw z czystej matematyki. Po hastem Ex Mathesi
odnajdujemy jedynie pytania szczegotowe z astronomii, dotyczace uktadu stonecznego.
Z przytoczonych przyktadéw wynika, ze aktywnos¢ naukowa matematykéw w Akademii
Krakowskiej w XVIII stuleciu, przed pierwszymi reformami akademii, byta bardzo
ograniczona. W tych czasach nie byto, co prawda, wymogu pracy tworczej, a nawet
bywato to Zle widziane. Tym niemniej, byto gorzej, niz Zle.

Zachowat sie spis profesorow z roku 1774 i opis sytuacji uczelni w tymze roku. Na
Wydziale Filozoficznym byto niewiele wyktadéw. Oto lista:

Facultas Philosophica cum suis Praelectionibus.
Magistri Collegiati. [...]

M. Adamus Jagielski Phiae Dr & Regius Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit
Trigonometriam Planam & Sphericam hora 8va in Lectorio Ptolomaei.

% Jerzy Grzegorz Kostkowski, Kalendarz polski i ruski, Krakéw 1710. Na rok Panski 1716. Przywilej krélewski
wystawiony byt imiennie na Kostkowskiego: Augustus Il, Dei gratia rex Poloniae [...] clarissimi magistri
Georgii Gregorii Kostowski, artium liberalium et philosophiae doctoris Collegae Minoris, ordinarii et
privilegiati mathematici Nostri imprimere [...].

* Kazimierza Wielkiego Dyplom Zatozenia Uniwersytetu, 1364, dnia 12 maja, w Krakowie (w: Alamanach
Jubileuszowy Uniwersytetu Jagielloriskiego z Kalendarzem na lata 1900 i 1901).

5 AUJrks 1, s. 700: Cursus Mathematicus Michaeli Mrugaczewski 1759. s. 856: Convocatio 3tio Anno Dni
1766. die 5. Februarii celebrata est convocatio Universitatis et extradita 3tio. ad deferendum Consilium de
extraneo Algebraista, modoque Adamus Jagielski Phil. Dr Matheseos Professor Collego Minor.
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M. Josephus Szabel Phiae Dr & Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit Geographiam
Theoreticam hord 7ma matutina in Lectorio Ptolomaei.

M. Franciscus Matawowski Phiae Dr, Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit
Philosophiam Eclecticam hora 8va in Lectorio Aristotelis.

M. Andreas Znaczekski Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Geometriam Theoreticam hora
2da in Lectorio Ptolomaei.

M. Nepomuceni Gaworski Phiae Dr, Matheseos Pr, Geometra Juratus, praeligit
Architecturam Militarem et Civilem hord 1mé in Lectorio Ptolomaei.

Professores Extranei
Cracoviae Legentes.

M. Josephus Meyzel Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Hydrostaticam hora 4ta in Lectorio
Ptolomaei [...]

M. Sebastianus Czaputowicz Phiae Dr & Pr, praeligit Arithmeticam Vulgarem in integris et
fractis hord 1mé in Lectorio Aristotelis.

M. Stanislaus Kruszynski Phiae Dr, Matheseos Pr, praeligit Tabulas Cassini supputandorum
motuum Caelestium, hord 4ta in Lectorio Aristotelis. [...]

VV. Philosophiae Baccalaurei.

V. Antonius Muszynski [...]

V. Felix Radwanski [...]

V. Joannes Sniadecki [...]

V. Johannes Selbierakowski. [...]

Pierwsi trzej bakatarze zwiazani beda z Akademia przez wiele lat, Radwanski odegra
wazna role w historii tego uniwersytetu, a Sniadecki w historii obu szkét gtéwnych.
Sprébujmy teraz oceni¢ poziom nauczania matematyki.

W Bibliotece Jagiellonskiej zachowat sie rekopis matematyczny z XVIII wieku,
zapewne z pierwszej jego potowy. Poniewaz nie ma proweniencji tego dokumentu, wiec
mozna podejrzewacé, ze rekopis ten zawsze byt w Akademii Krakowskiej. Regkopis sktada
si¢ z 19 zeszytdw i zawiera elementy matematyki i obszerny wyktad fizyki (239 s.).
Notatki prowadzone byty przez kilka lat i niektore hasta powtarzaja sie.

Classis 1™ Scientiarum Mathematicarum: Arithmetica, Geometria, Trigonometriam et
Algebram Complectens

PARS 1™ ARITHMETICA, Caput 1™™. De 5 Speciebus Numerorum. (s. 1-16)

In Physicam (s. 1-239)

Classis 1™ Scientiarum Mathematicarum: Tractatus 1™° Arithmeticae Decimali
Correspondens (24 s.)

Tractatus |1 Geoemetriae Theoricae repondens (23 k.)

Classis 1™ Scientiarum Mathematicarum: De Speciebus Numerorum Integram (14 k.)

De Numeris Fractis

Classis 1™ Scientiarum Mathematicarum: Pars 2 Geometria (8 s.)

D.O.M. In Analysin Speciosam

Caput 1™™. Preliminaria Algebrae: Algebra est Arithmetica Literalis

Caput 2™. De Algorithmis seu suis operationibus Calculi Litteralis.
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Whytozona jest krotko (10 s.) elementarna arytmetyka, w tym dziatania na liczbach
w systemie dziesigtnym (De Logistica Decimali). Dotaczona jest tabliczka mnozenia 9x9
(Abacus Pythagoricus) i utamki (De Numeris Fractis). Ponadto omodwione jest
potegowanie i pierwiastkowanie liczb (pierwiastki stopnia 2 i 3),0raz proporcje.

Wyktad geometrii zawiera informacje o trdjkatach prosto—i krzywoliniowych,
o gnomonie i najprostsze konstrukcje geometryczne (potowienie kata, konstrukcja
trojkata o danych bokach); ponadto mierzenie wysokosci i twierdzenie Pitagorasa.

W czesci algebraicznej wprowadzona jest symbolika algebraiczna, w tym symbole
nieréwnosci (< , >), wz6r dwumienny dla kwadratu i szescianu, dziatania na
wielomianach, najprostsze utamki i zapis poteg, np. a>.

Taki materiat mogtby z powodzeniem by¢ wyktadany w Il potowie XVI1I wieku.

Nauczanie matematyki w Akademii Krakowskiej w 1774 roku obejmowato:

In Ima Classe. Arithmetica (Logistica. Decimalis). Geometria Theorica. Trigonometria
(Plana. Sphaerica). Algebra.

In 2da Classe. Mechanica, Statica, Hydrostatica, Aerometria, Hydraulica.

In 3tia Classe. Optica, Perspectiva, Catoptrica, Dioptrica, Astronomia (Sphaerica,
Theoretica).

In 4ta Classe. Geographia, Hydrographia, Chronologia, Gnomonica. Architectura
(Militaris, Civilis).

Cztery lata pozniej, w czasie wizytacji Hugona KoHataja, zakres nauk
matematycznych nie ulegt zmianie. Szkolnictwo znajdowato si¢ w kryzysie i wymagato
pilnych reform. O tym okresie KoHataj tak pisat:

Matematyka w tej Akademii zna¢, ze niegdys dobrze utozona byla. Kézda jej czesé
jeszcze ma swoja osobna lekcja, a co w innych akademiach bardzo trudno. Arytmetyka,
algebra,® geometria, geografia, astronomia, mechanika, hydraulika, architektury obydwie
i pierrobolika porzadnie co pdtroczne wszystkie dawane bywaja z jakimkolwiek dla
aplikujacych sie pozytkiem, ale dla niedostatku instrumentéw i obserwatorium, jako tez,
ze zadna nadgroda do tej umiejetnosci akademikéw nie wiaze, pochodzi stad, ze
akademicy mniej uzytecznych chwytaja sie czesci, a czesto zamiast matematykow
przestaja na tem, ze sie kalendarznikami staja albo w geometrii praktycznej najwigcej
¢wicza sie. [...]

W roku 1776, KoHataj planowat zmiany w wyktadzie nauk S$cistych, w tym
matematyki. W jego notatkach z 1776 roku czytamy m. in.:

Matematyka dzis w Akademii na cztery dzieli sig¢ klassy, y czterech ma Professoréw [po
czym przytacza program z 1774 roku]. [...] Podziat ten iest dobry, utrzymac go nalezy,
oprocz ze z Czwartey Klassy Architekture Cywilna odesta¢ mozna do pieknych sztuk.

Nad te cztery Lekcye iest ieszcze w Akademii Geometria Praktyczna; y tg zachowac
nalezy, a dla pozytku rzemiost, przystatoby, aby Lekcya Mechaniki co Swigto dawana
byta w iezyku Polskim. Takowa Mechanika powinna bydz obfita w rdzne pozyteczne

® Tu KoMataj si¢ pomylit: algebry, chocby w szczatkowej postaci, jeszcze nie wyktadano.
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modele, y Professor przychyla¢ si¢ do tych experymentdw, ktore w zazyciu bylyby
naytatwieysze, a w wykonaniu nayproscieysze. Potrzebne takze iest iak
naywygodnieysze Obserwatorium, ktoreby stuzyto nie tylko dla ukladania
Experymentow Matematycznych, ale takze dla praktyki Ucznidw. Takowe
Obserwatorium trzeba wystawi¢, y dobremi insrumentami podiug mysli Matematyki
opatrzy¢.

Nauke o Chandlu [!'] iako zasadzaiaca si¢ na proporcyach y Arytmetyce, do Matematyki
przytaczam. Professor tey nauki powinien zna¢ Kombierstwo, Chandel Zagraniczny, Stan
Chandlu Kraiowego y Reprodukcja Kraiowa. [...]

Nie lepiej wyglada ksiazkowa wersja wyktadu matematyki w Akademii Krakowskiej.
Dwujezyczny (polsko-facinski) podrecznik arytmetyki Dla Milodzi uczgcey sie
W AKADEMII KRAKOWSKIEY mozna poréwnaé¢ pod wzgledem tresci i jezyka tylko
z gorszymi podrecznikami arytmetyki z XVII wieku. Tekst sklada sie z pytan
i odpowiedzi w rodzaju:

Wiekszos¢ polskich terminéw zaczerpnieto z Geometry Polskiego Stanistawa
Solskiego (Zabawa XIV): cyfra to zero; jednoé¢ to jedynka; mnozgca to czynnik itd.
Ksiazke napisano zapewne znacznie wczesniej, ale ukazata si¢ w pierwszym roku reform.
Jak wida¢, reforma Akademii Krakowskiej nie przetozyta si¢ od razu na programy
i zakres wyktadow, bo nie mogta si¢ przetozyc¢.

Na nienajlepszy stan nauk matematycznych wskazuje tez brak prywatnych wyktadéw
z matematyki. Tradycja uniwersytetow europejskich, zapoczatkowana w Getyndze
w XVIIl wieku, byly tzw. wykiady prywatne. Odbywaly sie¢ one odptatnie dla
zainteresowanych studentow i byly corocznie ogtaszane. Wyklady prywatne daty
poczatek seminariom naukowym. W roku 1774 nie byto wyktadéw prywatnych z nauk
matematycznych. Mozna przypuszcza¢, ze we wczesniejszych latach byto podobnie.

Mimo zapowiedzianych reform, w dalszym ciagu wyktadano matematyke wedtug
kanonu z poczatku XV wieku.

Wyktad czesci matematycznej oparty jest na zrodtach z  XVII  wieku
i wezesniejszych. Wynika to stad, ze brak jakiejkolwiek symboliki algebraicznej, formuty
matematyczne wyrazane sa stownie. Definicje funkcji trygonometrycznych sa takie jak
u Barttomieja Pitiscusa z konca XVI wieku, mimo, ze od czaséw Newtona postugiwano
sie wyrazeniami analitycznymi. Standardowe zagadnienia to podziat figur ptaskich lub na
prostsze figury o réwnych polach i analogiczne zagadnienie w przestrzeni: konstruowanie
bryt o objetosci réwnej innym danym brytom poprzez rézne konstrukcje przyblizone.
Konstrukcje takie sa tylko opisane, bez jakiegokolwiek uzasadnienia, czy tez obliczen. Po
przeanalizowaniu catego tekstu mozna odnies¢ wrazenie, ze wykladowca dysponowat
notatkami z wyktadu matematyki z XVII wieku i odtwarzat je wiernie na wyktadach, co
byto kanonem od powstania Akademii Krakowskiej. Taki sposob wyktadu byt przyjety
na wszystkich uniwersytetach w Europie az do XVIII stulecia. Wyktady Jagielskiego
poswiecone sa w duzej czesci tematom, ktore dzi$ juz nie naleza do matematyki
(astronomia, fizyka, architektura). Wyk}ad tego materiatu jest réwniez bardzo archaiczny
jak na koniec XVIII wieku. Wkrotce jednak poprawi sie sytuacja na Akademii
Krakowskiej, przemianowanej na Szkole Gtowna Koronna. Okres reform przyniesie
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istotna poprawe sytuacji. Jednak nie uda sie w petni nadrobi¢ zalegtosci w stosunku do
nauki swiatowej. Nie byto zreszta takich priorytetow.

1.2.2 Matematyka w Akademii Wilenskiej przed okresem reform KEN

Praktycznie jedynym zrodiem informacji o zakresie nauczania w dawnych
uniwersytetach sa zachowane podreczniki, rekopisy (notatki i konspekty wyktaddw)
i publikowane przez uczelnie programy wyktadow (Uktady Lekcyi). Sytuacja polityczna
w Polsce w pierwszej potowie XVIII stulecia nie sprzyjata rozwojowi nauki. Przez
ziemie Rzeczypospolitej, szczeg6lnie péinocne, przetaczata sic Wojna Pélnocna, miedzy
Polska, Rosja i Szwecja, z réznym natezeniem, przez okoto trzydziesci lat. Stan
Akademii Wilenskiej nie przedstawiat si¢ najlepiej. Ale i ten ostatni sad nie jest w peni
prawdziwy. Interesujacych informacji na temat matematyki w Akademii Wilenskiej
dostarcza rekopis z 1707 roku, starannie napisany, z licznymi pigknymi rysunkami. Jego
autorem jest Jakub Bartsch [Barszcz], ktéry w tym czasie wykladat matematyke
w Akademii Wilenskiej. Tekst podzielony jest na krétkie numerowane ustepy. Zgodnie
z 6wczesnym kanonem studiéw na wydziale filozoficznym (bo tam wyktadano
matematyke), program oprocz matematyki obejmowat takze dyscypliny, ktére dzis
funkcjonuja juz samodzielnie. Wykiady matematyki w Akademii Wilenskiej w roku
akademickim 1707/1708 obejmowaty arytmetyke z elementami algebry i geometrie.
Program ten, obejmujac mierzenie dtugosci, powierzchni i objgtosci, z zastosowaniami
trygonometrii ptaskiej i uzyciem logarytmow, nie odbiega od obowiazujacego wowczas
kanonu wykfadu matematyki na uniwersytetach. Cze¢s¢ arytmetyczna i algebraiczna
wykladu zawiera arytmetyke liczb catkowitych i wymiernych, dziatania na liczbach
niewymiernych (wyrazenia pierwiastnikowe), rozwiazywanie réwnan liniowych,
uktadéw takich rownan (2x2) i réwnan kwadratowych. Ponadto w tekscie wystepuja
zadania prowadzace do réwnan diofantycznych stopnia 1, ktérych rozwiazania podane sa
W postaci parametrycznej. Na koniec anonimowy autor rekopisu formutuje podstawowe
twierdzenia trygonometrii w postaci réwnosci algebraicznych i rozwiazuje wzorcowe
zadania z geometrii analitycznej. Np. zadania w ustepach 86 i 88 (Caput 3tium,
Problemata Indeterminata) sa niemal identyczne z zadaniami V i VI w ksiazce Newtona
Arithmetica Universalis (1707), s. 104-106 wydania z roku 1720). Rowniez rozwiazania
cytowane przez Bartscha bardzo przypominaja rozwiazania podane przez Newtona.
Z duzym wiec prawdopodobienstwem Jakub Bartsch znat podrecznik Newtona, bo mogt
go zna¢: ksiazka Newtona jest do dzi$ w Bibliotece Uniwersytetu Wileniskiego.

Whynika stad, ze poziom wyktadow matematyki w roku 1707/1708 w Wilnie nie
odbiegat od standardéw europejskich.

Ksiazka Jakuba Nakcyanowicza’ jest wolnym przektadem, a whasciwie streszczeniem
dzieta Christiana Wolffa dokonanym przez Nakcyanowicza. Stuzyla ona zapewne jako
podrecznik akademicki w Wilnie. Znane sa jej dwa wydania: z 1759 i 1761 roku. Wtedy
jeszcze tacina byta jezykiem nauki i zapewne dlatego Nakcyanowicz przygotowat tekst
facinski. Wyktad Nakcyanowicza obejmuje arytmetyke, elementy geometrii (planimetria
i stereometria), oraz trygonometri¢ ptaska. Arytmetyka napisana jest precyzyjnie

T JacoBus NAKCYANOwICZ, PRAELECTIONES MATHEMATICAE EX WOLFIANIS ELEMENTIS
ADORNATAE [..] TOMUS PRIMUS Qui commentationem de Methodo Mathematica Arithmeticam,
Geometriam, Trigonometriam Planam & Analysim complectitur. Vilnae. Typis S. R. M. Academicis. Annd
1759.

60



i staranie, zawiera definicje i twierdzenia, m. in. definicje liczb niewymiernych,
pierwszych, liczb ztozonych i wzglednie pierwszych. Whasnosci liczb sformutowane sg
w postaci dziewieciu aksjomatow, dotyczacych wiasnosci rwnosci i nieréwnosci, np.

Aksjomat I11: A =B implikuje A+C=B +C.

Aksjomat IV: A > B + C implikuje A > B i A > C [wszystkie liczby sa dodatnie]
Aksjomat V: A > B pociagga A+ C>B +C.

Aksjomat VIII: A = B implikuje AC = BC.

W ksiazce wytozone sa logarytmy, utamki dziesigtne i szes¢dziesiatkowe, oraz liczne
algorytmy (Arithmetica calculatoria). Brak zadan zrekompensowany jest przyktadami
numerycznymi ilustrujacymi wprowadzone algorytmy. Geometria wytozona jest scisle
wedtug Euklidesa, ale wykiad geometrii i tygonometrii zawiera juz elementy symboliki
algebraicznej, wéwczas jeszcze niechetnie stosowanej w podrecznikach. Zakres materiatu
przypomina program w rekopisie Bartscha z 1707 roku.

Z powyzszego wynika, ze stan nauczania matematyki na Litwie w XVIII
i pierwszych trzydziestu latach XIX wieku nie by} taki zty, jak mozna by sadzi¢. Rowniez
poziom nauczania uniwersyteckiego nie odbiegat od poziomu nauczania w Akademii
Krakowskiej. Wyktad matematyki w Akademii Wilenskiej, jak o tym $§wiadcza programy
wyktadéw, ktérych z braku miejsca nie bgde omawia¢ szczeg6towo, obejmowat dosé¢
duzy program odpowiadajacy temu, czego nauczano na innych uniwersytetach
europejskich. W przeciwienstwie jednak do nich, w Akademii Wilenskiej nie
prowadzono zadnych badan naukowych w zakresie matematyki. Doktoraty i inne awanse
oparte byly na kompilacjach z klasykéw, gtdwnie z Euklidesa, Apolloniusza, czy tez
Arystotelesa i byly, w istocie pozbawione jakiejkolwiek wartosci naukowej. Co prawda
w  Wilnie profesorem zostat Bernard Siru¢, autor pierwszego polskiego tekstu
z zadaniami z analizy matematycznej, wydanego po tacinie w 1755 roku w Rzymie, ale
w Wilnie otrzymat katedre prawa kanonicznego, ktére wykladat przez wiele lat, nie
angazujac sie w wyktady matematyki.

Szczegbtowy opis sytuacji w naukach scistych w Akademii Wilenskiej podaje
Piechnik.® Prébe reform podjeto w potowie XVIII wieku, wysytajac kolejnych uczonych
na studia do Pragi. Jezuiccy matematycy z Wilna utrzymywali $ciste kontakty
z Akademia w Pradze. Ze zrozumiatych wzgledow matematycy wilenscy nie jezdzili na
studia do Krakowa, bowiem niemal od poczatku powstania Akademii Wilenskiej jej
kontakty z Akademia Krakowska byty dos¢ chtodne. Pamigtano w Wilnie, ze to whasnie
dziatalnos¢ Jana Brozka w XVII stuleciu nie tylko uniemozliwita jezuitom przejecie
wplywow w Akademii Krakowskiej, ale nawet doprowadzita do zamkniecia Kolegium
Jezuickiego w Krakowie, aspirujacego do rangi akademii. W potowie XVIII wieku
mtodzi, uzdolnieni matematycznie jezuici byli wysyfani z Wilna na dwuletnie studia do
Pragi, do Jozefa Steplinga. Tomasz Zebrowski (1714-1758) przebywat w Pradze
w latach 1750-1752, podejmujac pod kierunkiem Steplinga studia astronomiczne
i matematyczne. Podobnie, Kazimierz Naruszewicz (1730-1803) odbyt studia
u Steplinga w latach 1754-1756. W tym samym okresie przebywat w Pradze Marcin
Poczobut (1728-1810), zwany Odlanickim, studiujac u Steplinga matematyke i greke.
Wybuch wojny siedmioletniej w 1756 roku i niebezpieczenstwo oblezenia Pragi zmusity
Poczobuta do powrotu do Wilna.

8 Ludwik Piechnik SJ, Odrodzenie Akademii Wilenskiej 1730-1993, Rzym 1990. Apud ,,Institutum Historicum
Societatis Jesu”.
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Kontakty z Akademia Jezuicka w Pradze zaowocowaty wprowadzeniem
najnowszych osiagnie¢ matematyki do programéw uniwersyteckich. W 1753 roku
zaczeto po raz pierwszy wyklada¢ w Akademii Wilenskiej elementy analizy
matematycznej,® w bardzo ograniczonym zakresie.

W XVIII stuleciu odnajdujemy w Wilnie nastepujacych matematykow jezuitéw: Thomas
Zebrowski wymieniony jest pod data 16. XI 1752 jako professor matheseos. Jacobus
Nakcyanowicz wymieniony jest 10. X 1759 roku jako professor mathematicae, a 15. X 1773
jako professor theologiae. Josephus Powilewicz wymieniony jest 10. XI 1759 jako professor
logices, a w 1771 odnotowany jest jako philosophiae doctor. Casimirus Naruszewicz (1730-
1803) odnotowany jest 3. XI 1764 roku jako professor mechanicae, a rok pézniej, 12. XIlI
1765 jako thypographiae praeses, tzn. jako prefekt drukarni, co§ wiecej niz dyrektor
wydawnictwa uniwersyteckiego, gdyz w zakres jego obowiazkéw wchodzita réwniez
cenzura. Byt on rektorem Collegium Nobilium S. J. w Wilnie w latach 1769-1773, a od roku
1767 sekretarzem prowincji jezuitéw. Martinus Poczbut (1728-1810) odnotowany jest 3. XI
1764 roku jako professor astronomii, a trzy lata pdzniej, 17. XI 1767 jako professor
astronomiae, Regiique observatori ac thypographiae praeses, tzn. administrator Drukarni
Akademickiej. Benedictus Dobszewicz (albo: Doboszewicz) odnotowany jest 14. X 1755 jako
professor arithmeticae et geometriae, dziesie¢ lat pozniej, 12. XII 1765 roku jako professor
Theologiae. Kasata zakonu zastata go 15. X 1773 na stanowisku prorektora (procancellarius
Academiae). Franciscus Narwoysz, odnotowany jest 9. XI 1769 jako professor matheseos,
alb5. X 1773 jako professor philosophiae. Po kasacie zakonu nadal byt profesorem
Uniwersytetu Wilenskiego i pisat najdtuzsze i najbardziej szczeg6towe konspekty swoich
wyktadéw z analizy matematycznej, wzorowanych niemal dostownie na Newtonie. Ksiadz
Josephus Mickiewicz, stryj Adama Mickiewicza, odnotowany jest 15. X 1773 w Laureae
Academicae jako auditor theologiae. P6zniej wyktadat jednak przez wiele lat fizyke; ponadto
kierowat Uniwersytetem Wileniskim (cho¢ formalnie nie byt rektorem) w roku 1794 i w roku
akademickim1806/1807, a w XI1X wieku byt przez kilkanascie lat dziekanem Oddziatu Nauk
Fizycznych i Matematycznych na Cesarskim Uniwersytecie Wileriskim, jak wtedy méwiono.

Oto spis wyktadowcow matematyki w Akademii Wilenskiej:

Jakub Bartsch (1699-1701, 1707-1710); Aleksander Sokolski (1701-1704);
Stanistaw Witakowski (1704-1705); Jan Narbutowicz (1705-1710, 1711-1712);
Aleksander Kulesza (1711-1720); Maciej Karwacki (1720-1731); Jerzy Fursewicz
(1731-1733); Marcin Bystrzycki (1733-1737, 1750-1751); Mikotaj Siemienski (1737-
1738); Jézef Moroz (1738-1739); Kazimierz Schultz (1739-1743); Krzysztof Rzepnicki
(1743-1748); Stanistaw Jurewicz (1742-1746); Kazimierz Hotowka (1749-1750); Jozef
Pazowski (1751-1752); Tomasz Zebrowski (1752-1758); Benedykt Dobszewicz (1754—
1757); Jakub Nakcyanowicz (1759-1760); Joannes Rossignol (1761-1763); Joannes
Fleuret (1761-1762); Kazimierz Naruszewicz (1763-1767); Tadeusz Jodtowski (1766—
1767, 1770-1771); Ludwik Roszkowski (1767-1768, 1771-1772); Franciszek Narwoysz
(1766-1770, 1772-1773); Tadeusz Jurewicz (1768-1769); Jézef Kirkielo (1769-1770);
Michat Sienicki (1770-1772); Onufry Dylewski (1770-1771); Andrzej Strzecki (1771-
1773); Antoni Kode (1770-1773); Ignacy Suchorski (1773-1774). Po niekt6rych z nich
pozostaty rekopisy. Wiadomo tez, co wyktadali niektdrzy z nich. Np. Kulesza wyktadat

® Vide: SPECIMEN MATHEMATICUM Ex Arithmetica, Geometria, Trigonometria & Algebra. In quo,
a Religioso Societatis JESU Matheseos Auditore infra exposita Quaesita, Theoremata, Problemmata definientur,
Demonstrabantur, Resolventur, Praeside R. P. THOMA ZEBROWSKI Societatis JESU, AA. LL. et Philosophiae
Doctore, Actuali Matheseos Professore. EXHIBEBITUR. In Aula Academica Universitatis Vilnensis Societatis
JESU. Annd MDCCLIII1.Mense Juli, Die 27.
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w roku 1715 geografie matematyczna i gnomonike. Karwacki wykfadat w roku 1721
arytmetyke, geometrie i krzywe stozkowe, gnomonike, wyznaczanie wspOtrzednych
geograficznych. W 1727 doszta do tego geodezja, stereometria, chronologia
z elementami astronomii. Wyklad stereometrii zawierat m. in. dowdd twierdzenia
Archimedesa o objetosci kuli.

1.2.3 Podreczniki akademickie

W wieku XVIII byto juz wiele podrecznikéw matematyki na poziomie akademickim.
Wyjatkowym jednak powodzeniem cieszyly sie ksiazki filozofa Christiana Wolffa,
oryginalnie wydawane po niemiecku. Mozna domniemywa¢, ze pomyst przettumaczenia
odpowiednich tomoéw dzieta Christiana Freyherrna von Wolffa, Der Anfangs=Griinde
aller Mathematischen Wissenschaften, z ktérego$ kolejnego wydania tej ksiazki
(pierwsze byto w 1710 roku) zostat podsuniety Nakcyanowiczowi przez jego zakonnych
zwierzchnikéw. Ksiazka sktada sie z dwoch czesci: Elementa Arithmeticae. (151 s.);
Elementa Geometriae. (310 s.+ tabl. I-XVI). Nie wiadomo, czy wydana zostata trzecia
cze$¢ poswiecona analizie. Cze$¢ druga jest typowym wowczas wykladem geometrii
Euklidesa, z naciskiem na zadania o zamianie figur jednego rodzaju na inne o tym
samym polu (Caput VI. De figurarum dimensione, additione, subtractione,
multiplicatione, commutatione, divisione). Trygonometria wytozona zostata tak, jak to
zrobit Bartolomeus Pitiscus z Zielonej Gory na poczatku XVII wieku (funkcje sinus
rectus, sinus versus, tangens, secans definiowane sa w ustalonym kole jako odpowiednio
zdefiniowane odcinki).

Kazda z nich koncza THEOREMATA et PROBLEMATA, podstawowe fakty
dotyczace tych tematéw, wraz z zadaniami w formie probleméw, uzupetniajacych
podstawowy tekst. Tekst mozna traktowa¢ jako konspekt z matematyki wyktadanej
w Akademii Wilenskiej. Po krotkim omoéwieniu przyktadéw liczb niewymiernych,
zebrane sa najprostsze fakty z algebry, w tym ogélny wzér dwumienny Newtona
i informacje o liczbach zespolonych. Nastepnie autorzy cytuja najwazniejsze twierdzenia
planimetrii i stereometrii, wraz z trygonometria w ujeciu z XVI wieku (Bartolomeus
Pitiscus). W czesci Il zebrane sa najprostsze fakty z analizy matematycznej, w ujeciu
rézniczek, tzn. w duchu Leibniza. Tekst jest bardzo ubogi, ale mozna na tej podstawie
odtworzy¢ program wyktadu matematyki.

Akademi¢ Wilenska S.J. zasilito w 1761 roku dwoch matematykéw francuskich:
Jean Fleuret i Jean Rossignol, sprowadzonych przez rektora Hastowskiego na katedre
fizyki doswiadczalnej. Obaj po dwdch latach wyjechali z Polski. Pierwszy podobno
zostat misjonarzem w Chinach, a drugi wyjechat na potudnie Europy nie mogac znies¢
surowego klimatu Wilna. Rossignol zostawit w rekopisie podrgcznik trygonometrii
datowany na 1763 rok. Jest to tekst poswigcony planimetrii i trygonometrii plaskiej,
logarytmom i ich zastosowaniom, a konczy zapowiedziany w tytule wykiad
trygonometrii sferycznej. Do tekstu dotaczony jest dodatek Questiones Arithmeticae,
quae Analytica Methodo facillime solvunt, uti videbit (15 s.), zawierajacy elementarny
wstep do algebry, w tym 20 tatwych zadan prowadzacych do réwnan liniowych, m. in.
zadania dotyczace handlu. Do tekstu Rossignola dotaczony jest dodatek o ogrodnictwie.
Na koncu czytamy: Finitum. Anno 1763. Mense Junio 28. w Czarnobylu.
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2 Reformy Komisji Edukacji Narodowej (1773-1795)

2.1  Szkolnictwo. Komisja Edukacji Narodowej

Kasacja zakonu jezuitbw =z dnia 21. VII 1773 postawita Polske przed
niebezpieczenstwem, ze zaniknie nauczanie w kraju. Z drugiej strony pojawiata sie¢
nieoczekiwanie szansa na zreorganizowanie szkolnictwa w kraju wedtug nowych
koncepcji. Decyzja sejmu z dnia 24. X 1773 roku ustanowiona zostata Kommissyya
Edukacyi Narodowey Korony Polskiey i W. Ks. Litewskiego. Gtéwne cele, ktére stanety
przed KEN, to: przejecie szkdt pojezuickich wraz z ich struktura organizacyjna
i materialna; zorganizowanie nowego, zreformowanego systemu edukacji w Polsce;
wreszcie praktyczne przygotowanie tego systemu poprzez odpowiedni system prawny,
przygotowanie kadry nauczycielskiej i administracyjnej, oraz odpowiednich programéw
szkolnych i dostosowanych do nich podrecznikéw. Nalezy sobie uswiadomi¢, ze KEN
byla, w istocie, pierwszym ministerstwem edukacji. System szkolnictwa miat ksztatt
piramidy: szkotom gtéwnym (uniwersytetom) podlegaty szkoty nizszego szczebla, az na
szkotach parafialnych konczac. Zaleznos¢ szkdt byta hierarchiczna: szkoty gtowne
typowaly wizytatoréw do kontroli szkét nizszego szczebla. Natomiast same byty
wizytowane przez osoby wytypowane przez KEN. Sprawozdania z wizytacji byty
przekazywane do KEN, gdzie w oparciu o nie podejmowano odpowiednie decyzje.

Jak wynika z raportéw posiedzen KEN, gtdwnym tematem posiedzen byly sprawy
finansowe — dotacje dla szkét, trudnosci z przejmowaniem szkét pojezuickich, katedry
uniwersyteckie (np. powotanie katedry chirurgii w Akademii Wilenskiej), pensje
profesoréw i nauczycieli, ktérych nobilitowata Ustawa Edukacyjna w roku 1783,
nazywajac ich profesorami, ale tez takie drobne sprawy, jak zmniejszenie wymiaru
godzin dla konkretnego nauczyciela z powodu ztego stanu zdrowia, zgoda na
prowadzenie przez niego zaje¢ w innej klasie (profesor przypisany byt do konkretnej
klasy), czy tez zgoda na prowadzenie pensji (0 taka zgode prosit de Virion z Poznania).
Podejmowano tez i inne decyzje. Na 91 posiedzeniu KEN (19. X 1774) postanowiono, ze
w szkotach dysydenckich, z ktéremi teraz z przydanym przez Kommissyq funduszem,
szkoty katolickie w niektérych miejscach ztqczone by¢ majq: rektor jeden katolik, a drugi
dysydent réwnej powagi i wiadzy uzywac¢ napotem bedq.[...] Niewiele pdzniej, 11. XI
1774, KEN postanowita: 3) Decydowali kosciét i Kollegium w tucku w wojewddztwie
Wotyriskim odstgpi¢ kapitule tuckiej, z temi kondycjami, ze najprzéd szkoty wygodne
wymurowad i dla profesoréw wygodnego mieszkania na zawsze intra moenia collegii taz
kapituta pozwoli¢ obowigzana bedzie; powtore, ze biskup fucki najskuteczniej przytozyé
sie zechce do ustanowienia szkét parafialnych w swojej diecezyi. [...]

Niezaleznie od spraw biezacych prowadzone byly prace wiadz przygotowujace
przyszta reforme. Rok pézniej gotowy byt juz projekt reformy.

W okresie reform KEN podjeto prébe zreformowania Szkoty Rycerskiej. Inicjatywa
krola spowodowata zmiane programéw nauczania w Korpusie Kadetéw. Komendant
Szkoty, ksiaze¢ Adam Czartoryski, sfinansowat kilkuletni pobyt kapitana artylerii J6zefa
Jakubowskiego, profesora Korpusu, we Francji, w celu odpowiedniego przygotowania go
do przettumaczenia podrecznika Bézouta dla francuskich szkét wojskowych na jezyk
polski. Czterotomowe dzieto Bézouta przettumaczyt Jézef Jakubowski. Wydano je
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w roku 1781.%° Polska terminologie uzgadniat Jakubowski z Towarzystwem do Ksiag
Elementarnych.!! Trudno powiedzie¢, w jakim stopniu korzystano z tej ksiazki w Szkole
Rycerskiej — brak odpowiednich dokumentéw. Biorac jednak pod uwage, ze matematyke
wyktadat wtedy Michat Hube, mozna by¢ niemal pewnym, ze z ksiazki tej korzystat.

2.1.1 Towarzystwo do Ksiag Elementarnych

W 1775 KEN utworzyta nowy organ — Towarzystwo do Ksiag Elementarnych.
Kierowat nim ksiadz Grzegorz Piramowicz. Poczatkowo Towarzystwo miato
przygotowaé¢ reforme podrecznikéw; z czasem doszty do tego dalsze funkcje
organizacyjne, przygotowanie odpowiednich projektow ustaw i przepiséw, reforma
uniwersytetow, nadzor nad wszystkimi szkotami, wyposazenie szk6t w pomoce naukowe.
Caly ciezar pracy nad reforma szkolnictwa spadt na Towarzystwo do Ksiag
Elementarnych. To ono, w catym okresie swojej dziatalnosci (1773-1794) odbylo az 641
wielogodzinnych posiedzen, na ktérych m. in. ustalano programy poszczegélnych
przedmiotéw, zatwierdzano podreczniki szkolne, ktére wygraty konkurs, dyskutowano
i decydowano o polskiej terminologii naukowej, jakiej nalezato uzy¢ w tych
podrecznikach.

2.1.2 Podreczniki Lhuiliera dla Szkét Narodowych

Simon Antoine Jean Lhuilier (1750-1840) byt nauczycielem matematyki w Genewie.
W 1877 wygrat konkurs na podrecznik arytmetyki, ogloszony wczesniej przez
Towarzystwo do Ksiag Elementarnych. Przybyt do Polski, gdzie byt nauczycielem
i bibliotekarzem na dworze ksiecia Adama Czartoryskiego, w latach 1777-1788. Od
1795 byt profesorem uniwersytetu w Genewie. Jego osiagniecia naukowe skupiaty sie
wokoét geometrii i analizy matematycznej. W jednej z prac uogdlnit wyniki A. J. Lexella
dotyczace polygonometrii, tzn. mierzenia wielokatow. Dzi$ wyniki te bardzo fatwo

10 Etienne Bézout, Nauka Matematyki. do uzycia Artyleryi Francuzkjey napisana przez P. Bezout Towarzysza
Akademij Nauk, i Marynarskiéy etc. a dla pozytku pospolitego, osobliwiéy dla Korpusu Artyleryi Narodowey na
Polski igzyk przetozona z Roskazu i Naktadém Jego Krolewskiey MCI. Pana Naszego Mitosciwego do druku
podana. [Ttum. Jozef Jakubowski z dzieta: Etienne Bézout, Cours de mathematiques a I’usage du corps royale
de I’artillerie, 1770. wyd. 1.]

Tom Pierwszy Zawiéraiacy w sobie Fundamenta Arytmetyki i Jeometryi. W Warszawie. w Drukarni XX.
Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXI.

Tom Drugi Zawiéraiacy w sobie Algebre, i przystéséwanie Algebry do Jeometryi. W Warszawie. w Drukarni
XX. Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXI.

Tom Trzeci Zawiéraiacy w sobie Fundamenta powszechne Mechaniki i Hidrostatyki; poprzédzone Rachunkami
stuzacémi za wstep do Nauk Fizyczno-Matematycznych. w Warszawie w Drukarni XX. Missyonarzow.
R. P. M.DCC.LXXXII.

Tom Czwarty Zawiéraiacy w sobie Przystéséwanie zasad powszechnych Mechaniki, do réznych przypadkéw
Ruchu i Réwnowagi. w Warszawie w Drukarni XX. Missyonarzow. R. P. M.DCC.LXXXII.

1 We wstepie do dzieta Bézouta Jakubowski pisat: Ja w ttémaczeniu, staratem si¢ przywigzéwac sie nietak do
stow, iako raczéy do wyrazenia mysli Autora, w sposoéb, ile moznosci prosty, iasny, i krétki. W przetozeniu
wyraz6w wiasciwych tey Nauce, stéséwatém si¢ do stéw, upowaznionych wyborém Przesw. Kommissyi
Edukacyinéy: na ktérych mi zas zbywato, pozwolitém sobie przetozy¢ ie podtug rozumiénia wiasnego, z tym
warunkiém, ze ie gotdw iestém poprawi¢, iak wyida dalsze dziéta téyze Przesw. Kommissyi, podtug ktorey
ustaw, usitowatém takze, zachowac sig i w Pisowni (Orthographia). Jezeli zas, (iak mam przyczyng obawiac sig),
uchybitém w niektérych miéyscach, fundamentéw niespracowanego Autora Grammatyki dla szk6t Narodowych,
Laskawy czytelnik niechay to przebaczy¢ raczy, czescia memu poczatkowému w téy miérze przedsiewzigciu,
czescia Drukarni.
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uzyska¢ stosujac liczby zespolone, ale w tamtych czasach byty daleko niebanalne.
W innej pracy podjat jedna z wielu préb uscislenia podstaw analizy matematycznej,
wtedy jeszcze bardzo mato precyzyjnej. Znany jest tez wzér Lhuiliera w trygonometrii
sferycznej. Jednak najwiekszym osiagnieciem naukowym Lhuiliera jest uogélnienie
wzoru Eulera dla wieloscianoéw: jezeli W jest wieloscianem jednospéjnym (tzn. bez
"dziur"), H liczba jego scian, S liczba wierzchotkéw, A liczba krawedzi, to, jak zauwazyt
Euler w roku 1750: H + S — A = 2. Otéz Lhuilier zauwazyt w roku 1812, ze wzor ten
prawdziwy jest tylko dla wielosciandw rodzaju zero. Natomiast dla wielosciandw rodzaju
n (tzn. majacych n "dziur) H + S — A = 2 — 2n. Liczba ta nazywana jest dzi$
charakterystykqg Eulera wieloscianu W. Argumenty Lhuiliera nie sa jeszcze pethnym
dowodem, ale spostrzezenie byto bardzo wazne. Lhuilier wiele tez publikowat
w czasopi$mie Annales de Mathematiques pures et appliques na poczatku XIX wieku.

W oparciu o przyjete zasady Towarzystwo do Ksiag Elementarnych ogtosito konkurs
na ksiazki elementarne. Wszystkie konkursy na podreczniki matematyki wygrat
w kolejnych latach Simon Lhuilier. Jego podreczniki staty sie podstawa nauczania
matematyki w zreformowanej szkole polskiej. Byty to ksiazki:

SIMON LHUILIER — PODRECZNIKI DLA SZKOt NARODOWYCH:

[1] Arytmetyka dla Szkét Narodowych, w Warszawie, w Drukarni Nadworney
J. K. Mci. Roku 1778. [ttum. X. Andrzej Gawronski] (9 wydan 1781-1799) Cena Zt. 1.
Gro. 5.

[2] Geometrya dla Szkdt Narodowych. Czes¢ I. W Krakowie 1780 Roku. [thum. X.
Andrzej Gawronski] (wyd. 11, 1785) Cena Zt. 3.

[3] Geometrya dla Szkdt Narodowych. Cze$¢ Il W Drukarni  Nadwornéy
J. K. Mci. Roku 1781. (wyd. 11, 1785) Cena Z}. 1 i gro. 3 sreb.

[4] Algiebra dla Szk6t Narodowych. Piérwszy raz wydana. Roku 1782. W Marywilu
u Michata Groélla. Thumaczyt X. Andrzej Gawronski, Kanonik Krakowski, Lektor
J. K. Mci. Nieoprawna Zt. 6.

Procz podrecznikéw Lhuiliera do kanonu nauczania matematyki w polskich szkotach
wiaczono ksiazke:

[5] IGNACY ZABOROWSKI, Logarytmy dla Szkét Narodowych. Piérwszy raz wydané.
W Warszawie Roku 1787.

2.2 Reformy Uniwersytetow

Reforme Akademii Krakowskiej, przemianowanej na Szkole Giéwna Koronna,
stosownie do Ustawy Edukacyjnej z 1783 roku, przeprowadzat Hugo KoHataj,
oddelegowany do Krakowa przez KEN. Scisle z nim wspotpracowali: Jan Sniadecki,
profesor matematyki wyzszej i astronomii i Jan Jaskiewicz, profesor fizyki, wszyscy
bardzo mtodzi, w wieku ponizej 30 lat. Po kilku latach reformy ulegty zahamowaniu,
w zwiazku z przymusowym wyjazdem KoHataja z Krakowa. Upadek panstwa w 1795
roku uniemozliwit dokonczenie reform Szkoty Gtdwnej Koronnej.

Szkote Glowna Litewska zreformowatl Marcin Poczobut, wybitny astronom,
wieloletni rektor tego uniwersytetu. Nieche¢ do reform KEN spowodowata, ze
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przebiegaty one w Wilnie wolniej i mniej skutecznie niz w Krakowie. W okresie reform
KEN, matematyka w Wilnie nieco podupadia. Dopiero za rzaddéw rektora Jana
Sniadeckiego (1807-1815) przywrdcona zastata rola matematyki i nauk scistych na
Uniwersytecie Wilenskim, juz pod rzadami Rosji.

Najwazniejsza jednak sprawa, to préba odpowiedzi na pytanie, dlaczego tak stabo
rozwijano nowe dziaty matematyki, dlaczego nie byto prac twérczych? Odpowiedzia jest
przyjety model nauczania uniwersyteckiego w okresie reform KEN. Na préby ponawiane
przez Jana Sniadeckiego, aby rozwija¢ matematyke wyzsza w Szkole Gtéwnej Koronnej,
odpowiadat prezes KEN, prymas Michat Poniatowski, wyjasniajac w listach do niego, ze
przede wszystkim potrzebni sa absolwenci uniwersytetu w zyciu codziennym.*? Trzeba
wigc najpierw wyksztatci¢ pewna liczbe specjalistow. Potem dopiero bedzie mozna
pomysle¢ o wyktadach matematyki wyzszej dla waskiego grona studentéw. Co prawda w
innych sprawach dotyczacych matematyki (np. utworzenie nowych katedr matematyki,
przyjmowanie nowych profesoréw) Michat Poniatowski, Kierujacy woéwczas KEN,
zdawat si¢ catkowicie na trzydziestolatka, Jana Sniadeckiego. Jednak co do pryncypiow
prymas by} nieugicty. To jeszcze nie czas na przygotowywanie absolwentéw do pracy
tworczej. Panstwu Polskiemu potrzebni sa praktycy, dobrzy fachowcy. W sposéb
zupelnie nie zamierzony poplecznikiem prymasa stat si¢ ksiadz Andrzej Trzcinski,
profesor fizyki, ktéry zamiast studiowa¢ fizyke za granica, zgodnie z zaleceniem KEN,
studiowat medycyne. Po powrocie drukowat paszkwile na matematyke i Sniadeckiego,
osmieszajac i wyszydzajac matematyke jako narzedzie fizyki. Jego wyktady fizyki byty
tak niekompetentne, ze usitowano pozbawi¢ go katedry. Postawa Trzcinskiego moze
$wiadczy¢ o oporze czesci kadry uniwersytetu przeciwko jakimkolwiek zmianom starego
systemu. Punkt widzenia podobny do reprezentowanego przez prymasa Poniatowskiego
przyjeto od roku 1803 na rosyjskim z urzedu, a w praktyce polskim (kadra, studenci,
jezyk wyktadowy) Cesarskim Uniwersytecie Wilenskim. Jezeli Uniwersytet Krakowski
nastawiony byt na ksztatcenie nauczycieli i kadry potrzebnej w gospodarce, to
Uniwersytet Wilenski ktadt gtéwny nacisk na to ostatnie. Ksztatcenie nauczycieli nie
byto tam zbytnio rozwijane.

Wida¢ wiec, ze nie byto zadnych racjonalnych przestanek, aby rozwija¢ najnowsze
dziaty matematyki. Byta juz odpowiednio przygotowana do tego kadra. Zaréwno
w czasach KEN, jak i p6zniej, wysytano pracownikéw nauki na studia zagraniczne,
czesto wieloletnie. Jednak po powrocie uczeni ci zobowiazani byli do realizowania
przyjetych programéw nauczania réznych przedmiotéw, zaliczanych wowczas do
matematyki. Na studiowanie nowych dziatbw matematyki, a tym bardziej na ich
rozwijanie, nie byto ani czasu, ani oczekiwania.

W omawianym okresie w zasadzie nie bylo zadnej aktywnosci naukowej na
uniwersytetach. Poziom i zakres nauczania matematyki uniwersyteckiej byt bardzo
rézny, cho¢ nie byto tak zle, jak pisze niektérzy. Stopniowa poprawa nastepowata
w okresie reform KoHataja, jezyk polski stat si¢ jezykiem wykladowym. Od lat

12 Trzeba pamigta¢, ze wobec braku wyspecjalizowanych uczelni, uniwersytet ksztatcit zaréwno budowniczych,
architektéw, inzynieréw jak i lekarzy. Dlatego studia na wydziatach filozoficznych (a pézniej na oddziatach
fizyczno-matematycznych, jak je wtedy nazywano) obejmowaty nie tylko Elementy Euklidesa, Stozkowe
Apolloniusza, elementy arytmetyki, lecz takze astronomie, mechanike, statyke, hydraulike, architekture cywilna
i militarna, gnomonike itp. Np. na Uniwersytecie Wilenskim duza frekwencja na wyktadach matematyki byta
zapewniona przez studentéw medycyny i studentéw chirurgii (to byty dwa odrebne kierunki studidw w XIX
wieku), ktérzy w programach studiéw mieli wyktady matematyki.
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siedemdziesiatych osiemnastego wieku stopniowo wchodza do nauczania elementy
matematyki wyzszej, tzn. geometria analityczna ptaszczyzny, podstawowe pojecia
analizy matematycznej w ujeciu bardzo archaicznym, czesto niemal dostownie wedtug
Newtona (Narwojsz), elementy trygonometrii ptaskiej i sferycznej, ze wzgledu na
potrzeby astronomii i kartografii, oraz elementarny wstep do algebry, tzn. podstawowe
wiasnosci wielomianow jednej i wielu zmiennych. Réwniez na do$¢ dobrym poziomie
stat wykiad mechaniki, uzywajacy catego dostgpnego aparatu matematycznego. Co
najciekawsze, pierwsze proby wykladania analizy matematycznej odnajdujemy
w niektdrych gimnazjach zakonnych, i to wczesniej, niz na uniwersytetach. Wazng role
odegrata ksiazka Jana Sniadeckiego, pierwszy w jezyku polskim podrecznik akademicki
algebry i geometrii analitycznej.”®> Gdyby nie byt napisany po polsku, niewatpliwie
odegratby wazna rolg w nauczaniu uniwersyteckim w Europie.

Reformy KEN, na ogét udane ujednolicenie zakresu i programu nauczania, w tym
takze matematyki, w dos¢ krétkim czasie daty zastepy miodych ludzi lepiej, niz
poprzednio przygotowanych do stuchania wyktadéw z matematyki wyzszej. Jednakze
tragiczne wydarzenia polityczne w bardzo widoczny sposéb wplynely na stan Szkét
Gtownych i na caly zreformowany system szkolnictwa.

2.2.1 Szkota Gtéwna Koronna (Krakow)

Ponizej przedstawione jest krotkie omodwienie wykladow matematyki w Szkole
Gtownej Koronnej w latach 1781-1793.

Wyktady z nauk matematycznych w latach 1781-1793

Jan Kanty Krusinski, Filozofii Doktor, Matematyki elementarney publiczny Professor,
Szk6t Koronnych Jeneralny Wizytatér: po zakonczonym z Algiebry Traktacie
o0 Funkcyach i Zréwnaniach przestepnych, z poczatkiem nowego roku 1792, zacznie od
naypierwszych poczatkéw Kurs matematyki poczatkowey, maiac traktowa¢ w tym roku
szkolnym Artymetyke teoretyczna, Arytmetyke praktyczng i Jeometrya teoretyczna
1787/88, 1791/92, 1792/93, algebra [wg Sniadeckiego] 1788/89, 1790/91, 1792/93,
Trygonometrya 1790/91, 1792/93, Elementy Euklidesa, DATA, niektére podania
z Archimedesa 1792/93.

Felix Radwarski, Filozofii DOKTOR, Matematyki poczgtkowéy PROFESSOR,
GEOMETRA przysiegly: algebra [wg J. Sniadeckiego] 1782/83, 1785/86, mechanika
praktyczna dla rzemiesInikéw 1782/83, 1790/91, 1791/92, 1792/93, poczatki Jeometryi
Euklidesa, do ktorych przyda célnieysze z Archimedesa Podania o kuli, ostrokregu
i watku [w zastepstwie J. K. rusinskiego]. Trygonometrya ptaska 1783/84, 1785/86,
1786/87, Kurs Matematyki poczatkowey 1783/84, 1786/87, Mechaniki i Hidrauliki
Professor publiczny, Kurs Mechaniki (statyka) 1791/92, 1792/93, Hidrodynamika
1792/93, Hidraulika 1788/89, 1791/92, 1792/93.

'3 Jan Sniadecki, Rachunku algebraicznego TEORYA Przystésowana do Geometryi Linii Krzywych [...] TOM
PIERWSZY Zawieraiacy Algebre na dwie czesci podzielona. [...] TOM Il. w ktérym si¢ przez zréwnania
nieoznaczoné ttémacza wiasnosci LINII i POWIERZCHNI KRZYWYCH. W Krakowie W Drukarni Szkoty
Gtownéy Koronnéy Roku 1783.
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Jan Sniadecki, Filozofii Doktor, Matematyki wyzszey i Astronomii publiczny Professor,
Szkoty Glownéy Sekrétarz, ciagnac Kurs Matematyki wyzszey zacznie Rachunek
integralny, gdzie wytozywszy og6Iné sposoby catkowania zréwnan miedzy dwiema
i wigcéy ilosciami odmiénnémi, uzycie tego Rachunku okaze w ttumaczéniu Praw
biegu, a szczeg6lniéy w teoryi Attrakcyi cial Niebieskich wszystkie Prawa biegu
w Planetach i kometach obserwacya stwierdzone, ze zréwnan dyfferencyalnych
drugiego porzadku wydobywaiac. Przyda do tego Rachunek odmiennosci
przystésowaney do zagadnien fizycznych 1785/86, 1790/91, 1791/92, algebra [wg
wiasnej ksiazki] 1786/87, 1787/88, 1788/89, 1790/91, 1791/92, KOLLEGIUM
FIZYCZNEGO PREZES, Kurs Matematyki Wyzszey 1791/92, Trygonometrya
Sferyczna [w wykladzie astronomii] 1791/92, Kurs Matematyki poczatkowey
(Arytmetyka, Poczatki Euklidesa, fragmenty z dziet Archimedesa) 1787/1788, Poczatki
Rachunku Dyfferencyalnego i Integralnego 1783/84, 1792/93.

Z powyzszego zestawienia wida¢, ze Krusinski wyktadat cyklicznie matematyke
elementarna (arytmetyka, geometria, trygonometria ptaska, algebra), Radwanski gtéwnie
mechanike i jej elementy, oraz mechanike dla rzemieslnikow (w niedziele), a Sniadecki
wyktady przypisane do jego katedr, tzn. matematyke wyzsza i astronomie wraz
z niezbednymi dodatkami z matematyki (geometria analityczna i trygonometria
sferyczna). Wiadomo tez, na czym oparty byt jego wykiad analizy. W jednym
z dokumentow™ czytamy:

JAN CHRZCICIEL SNIADECKI Filozofii DOKTOR, Matematyki wyzszéy
y Astronomii PROFESSOR: w Poniedziatki, Srzody y Piatki od w p6t do trzeciey do
czwartey ttdmaczy¢ bedzie Geometrya wyzsza, ktéra cata teorya linii krzywych
Algebraicznych y przestepnych z natury zréwnan wydobyta zamknie. Przyda do téy
sposdb wyrazania w zréwnaniach zwierzchni ptaskich y krzywych, maiacy stuzy¢
uczacym sie za pomoc do Mechaniki wyzsz8y. Co zakonczywszy przystapi do
wykladania poczatkéw rachunku differencyalnego, z Xiazki JM¢ Pana Cousin
Stawnégo akademii Umieietnosci Geometry. Tenze sam dawa¢ bedzie poczawszy od
Trygonometryi  Sferycznéy, gdzie Skutki Biegébw Niebieskich wyciagnioné
z Obserwacyi przywodzi¢ beda do Zréwnan Algebraicznych, aby Stuchaiacy tém
fatwiéy zwiazki skutkéw niebieskich y wzaiemna poczatkbw Geometryi,
z Obserwacyami zgode za pomoca rachunku obieli. [...]

Wyjasnia to, dlaczego nie zachowaly sie notatki Sniadeckiego z wyktadéw analizy.
By¢ moze takich notatek w ogole nie bylto, a jego wyktad oparty byt, jak pisze, na ksiazce
Cousina.”® Thumaczy to tez, dlaczego Sniadecki planowat napisa¢ dalsze tomy Rachunku
Algebraicznego Teoryi ... (1783). Potrzebny byt podrecznik analizy matematycznej
w jezyku polskim. Do konca zycia Sniadeckim probowat zmobilizowa¢ sie do tej pracy,
ale nie zdazyt.

1 PRELECTIONES AKADEMICAE QU IN PEINCIPE REGNI SCHOLA a Ima Octobris Anni 1782. ad diem
ultimam Junij 1783. publice tradentur.

15 Jacques Antoine Joseph Cousin, Legons de Calcul Différentiel et de Calcul Intégral, Paris 1777. Od 1779 roku
Sniadecki byt w Paryzu, gdzie poznat m. in. Cousina. Zapewne miat wiasny egzemplarz tej ksiazki. Mogt tez
korzysta¢ z egzemplarza, ktdry jest do dzi$ w Bibliotece Jagiellonskiej.
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2.2.2 Szkota Gtdwna Litewska (Wilno)

12. X 1781 Podkanclerzy Litewski Joachim Chreptowicz wiaczyt Akademie Wilenska
do systemu reform KEN. Jest to formalna data powstania Szkoty Gtownej Litewskiej.

Ponizej przytaczam liste wyktadéw z matematyki, publikowana na poczatku kazdego
roku akademickiego.

W latach 1794/95 i 1795-96 nie byto wyktadéw w Szkole Gtdwnej Litewskiej.

Wykiady z nauk matematycznych w latach 1781-1794

X. Tadeusz Kundzicz Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Koadjutor Proboszcz
Kosciota S. Tréycy, Collegii Physici V. Sekretarz, zastepuigcy mieysce Nauczyciela
Matematyki stosowaney: mechanika 1781/82, 1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87,
1788/89, (publiczny i ordynaryyny Matematyki stosowaney Professor) 1788/89, statyka
1789/90, 1790/91, 1791/92, 1792/93, (publiczny i ordynaryyny Matematyki Professor)
Traktat o Sekcyach Konicznych, Traktaty o Rachunkach Differencyalnych i Integralnych,
Traktat Dynamiki 1793/94.

Jozef Mickiewicz Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Fizyki Teoretyczney
i Experimentalney Professor: mechanika, hydrostatyka, elektrycznos¢ (cyklicznie)
1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87, 1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92, 1792/93,
1793/94, arytmetyka, geometrya i mechanika dla rzemieslnikéw (w niedziele i $wigta)
1784/85, 1788/89, 1791/92.

Franciszek Milikont Narwoysz Swietey Teologii Doktor, Matematyk J. K. Mci, Pleban
Sokoldzki, publiczny wyzszey Matematyki Professor: analiza matematyczna (wg Methodus
fluxionum Newtona) 1783/84, 1786/87, 1788/89, 1789/90, (wg Eulera Introductio in
Analysin Infinitorum) 1793/94, algebra i geometria analityczna (wg Newtona Arithmetica
Universalis) 1783/84, 1784/85, 1785/86, 1786/87, 1788/89, 1792/93, 1793/94, teorya linii
krzywych (wg Newtona; w tym opis linii trzeciego stopnia) 1785/86, 1790/91.

Ignacy Reszka [...] publiczny Astronomii Professor: astronomia 1798/99.

Bernard Siru¢'® Prawa Cywilnego Doktor, publiczny Prawa Rzymskiego Professor [...]
thumaczy¢ przed sie bierze Ustawy Justyniana [...] 1781/82.

Andrzey Strzecki S. Theologii Doctor, Collegii Physici Prezydent, Astronom J. K. Mci
y Astronomii publiczny Professor: astronomia (z trygonometria sferyczna) 1781/82,
1783/84, 1784/85, 1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92, 1793/94.

Mikotay Tomaszewski Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Vice Professor Matem:
i Sekretarz Coll: Physici: bedzie dawat lekcye Matematyki poczatkowey dla tych, ktorzy
nie dos¢ w niey ¢éwiczeni, ze szkot mnieyszych na lekcye przychodza Akademickie
1788/89, 1789/90, 1790/91, 1791/92.

% To nie pomylka. Pijara Sirucia cytuje tu dlatego, ze z wyksztalcenia byt matematykiem: studia ukonczyt
w Rzymie, publikujac tam po tacinie zbiér zadan z analizy matematycznej (1755). Byt on réwniez autorem
ksiazeczki Arytmetyka prostacka z 1777 roku, podrgcznika arytmetyki dla analfabetow. Niestety, w Wilnie nie
wyktadat matematyki.
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3 Lata 1795-1832

3.1 Szkolnictwo

Zaréwno Prusy, jak Rosja, przejety w znacznym stopniu model KEN. W Rosji nie
tylko model reform byt wzorowany na polskiej Ustawie Edukacyjnej, ale réwniez
realizacja byta w duzym stopniu w wykonaniu Polakéw. Ksiaze Adam Jerzy Czartoryski
(syn Kazimierza) byt w roku 1803 ministrem spraw zagranicznych Rosji, potem
wspotorganizowat nowy system edukacji w Rosji, oparty na szesciu uniwersytetach, jako
Szkotach Gtéwnych (uniwersytety w Dorpacie, Wilnie, Petersburgu, Moskwie,
Charkowie i Kazaniu, pierwszy z niemieckim jezykiem wyktadowym, drugi z jezykiem
polskim, pozostate rosyjskojezyczne). Uniwersytety kierowaly podlegajacymi im
okregami szkolnymi. Zapewne z wymienionych powodéw podreczniki Lhuilliera stuzyty
w Wileniskim okregu szkolnym do lat dwudziestych XIX wieku, a wiec niemal pét
wieku, a nawet miaty nowe wydania. Pod pozostatymi zaborami dos¢ szybko
wyeliminowano podrgczniki bedace wczesniej w uzyciu.

3.2 Uniwersytety

Jezeli stan matematyki w okresie reform KEN, przed ostatnim rozbiorem, mozna
w przyblizeniu uzna¢ za poréwnywalny w obu szkotach gtéwnych, to w pigtnastoleciu
1815-1830 matematyka w Wilnie rozwijata sie prezniej. Oferta dydaktyczna
z matematyki i pokrewnych dziedzin byta w Wilnie znacznie bogatsza niz w innych
uniwersytetach tego regionu. Zaréwno uniwersytet w Krélewcu, jak i uniwersytet
w Dorpacie, miaty w tym czasie bardzo uboga oferte z matematyki. Na kazdym z tych
uniwersytetéw byto dwdch, okresowo trzech matematykow, ktérzy musieli obstuzy¢ caty
proces dydaktyczny. Réwniez w Krakowie oferta w zakresie nauczania matematyki byta
ubozsza, niz w Wilnie. Dopiero Karol Hube zaczyna odbudowywa¢ po roku 1815 poziom
i zakres wyktadow matematyki w Krakowie.

W Warszawie, w roku 1820, powstaje uczelnia wojskowa, Szkota Aplikacyjna
Anrtylerii i Inzynierii. Musi ona, z powodu braku kadry wyktadowcéw, dzieli¢ si¢ nimi
z Uniwersytetem Warszawskim. Jest kilka ambitnych prob w zakresie wyktadow i préb
zaznajomienia sie z najnowsza matematyka, ale konczy je likwidacja obu uczelni wraz
z catym systemem szkolnictwa nizszego szczebla.

Wiek XIX przynosi nowoczesny wyktad analizy matematycznej, na wszystkich
trzech uniwersytetach (Krakéw, Warszawa, Wilno) wzorowany na dzietach
matematykoéw francuskich, czesto dostownie wedtug Lagrange’a czy tez Lacroix.

3.2.1 Uniwersytet Krakowski

W 1794 roku wojska pruskie zajety Krakéw, a po ich wycofaniu wkroczyty wojska
austriackie. Krakéw byt pod okupacja austriacka do roku 1809, kiedy to znalazt sie¢
w granicach Ksiestwa Warszawskiego (do roku 1815). Przez krotki okres po rozbiorach
Uniwersytet Krakowski byt niemieckojezyczny. W czasie Ksigstwa Warszawskiego
i Krélestwa Polskiego znéw z polskim jezykiem wyktadowym. W okresie 1815-1846
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Wolne Miasto Krakow byto stolica Rzeczpospolitej Krakowskiej, znajdujaca sie pod
kontrola Austrii, Prus i Rosji.

Ponizej przedstawiony jest wyciag z Prospektéw Lekcyy. Obok nazwiska
wymienione sa nazwy wykladanych przedmiotéw, bez rozréznienia poszczegdlnych
dziatéw, a w nawiasie rok akademicki, w ktorym odbywat sie dany wykiad.

Kazimierz Brzuchalski, matematyka elementarna 1810/11, 1811/12.

Karol Hube, wstep do matematyki (algebra, analiza nieoznaczona, trygonometria)
1812/13, 1814/15, 1815/16, 1816/17, rachunek rézniczkowy i catkowy z zastosowaniami
w fizyce i mechanice 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1818/19, 1819/20, 1828/29, 1829/30,
1830/31, 1831/32, teoria roéwnan, trygonometria sferyczna i geometria analityczna
1817/18, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26,
1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, analiza algebraiczna,
trygonometria sferyczna i geometria analityczna z teoria powierzchni drugiego stopnia
wedlug Hachette 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27,
1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, analiza skonczona (analysis finitorum)
1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, astronomia teoretyczna
i praktyczna 1824/25.

Jozef beski, sporzadzanie map geograficznych z pomoca rzutu stereograficznego
1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23,
astronomia 1816/17, 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23.

Filip Menciszewski, geometria wykreslna 1814/15, mechanika i hydraulika 1814/15.
Jozef Tomaszewski, geometria wykreslna 1815/16.

Franciszek Sapalski, geometria wykreslna 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20,
1820/21, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30,
1829/30, 1831/32, mechanika i hydraulika 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1820/21, 1821/22,
1822/23, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32,
algebra i trygonometria 1817/18, gnomonika 1819/20, 1821/22, architektura i mechanika
praktyczna 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30,
1830/31, 1831/32.

Augustyn Frgczkiewicz, matematyka nizsza 1817/18.

Franciszek Szopowicz, matematyka elementarna (arytmetyka, algebra, geometria
elementarna z praktyka wedtug Lacroix) 1818/19, 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23,
1823/24, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, 1831/32, algebra i traktat o przekrojach
stozkowych 1824/25, 1825/26, 1826/27.

Roman Markiewicz, elementy matematyki 1820/21.

Feliks Radwariski, mechanika i hydraulika 1820/21, 1821/22, 1829/30, architektura
1830/31.
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Wincenty Karczewski, astronomia 1823/24, 1824/25.

Maximilian Weisse, astronomia 1825/26, 1826/27, 1829/30, 1830/31.

3.2.2  Cesarski Uniwersytet Wilenski

Spisy planowanych wyktadéw na Uniwersytecie Wilenskim w latach 1800-1831

dostarczaja bogatej informacji o zakresie i réznorodnosci wyktadanych przedmiotow.

Ponizej przedstawiony jest wyciag z tych Prospektéw Lekcyy. Obok nazwiska
wymienione sa nazwy wykladanych przedmiotéw, bez rozréznienia poszczegdlnych

dziatéw, a w nawiasie rok akademicki, w ktérym odbywat si¢ dany wykiad.

X. Tadeusz Kundzicz, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Pratat, Kanclerz Wileriski,
Kanonik Inflantski, Publiczny Ordynaryyny Matematyki Stosowaney Professor:
mechanika, hydrostatyka, mechanika cieczy 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1801/02,
1802/03.

X. Jozef Mickiewicz, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Kanonik Smoleriski,
Proboszcz Wiszniewski, Fizyki Teoryczney i Experimentalney Professor: fizyka (cykl
trzyletni) 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1801/02, 1802/03.

Franciszek Milikont Narwoysz, Nauk Wyzwolonych, Filozofii i Swietey Teologii Doktor,
Matematyk bywszy Krélewski, Jeden z dwonastu Towarzystwa umieietnosci Wihoskiego,
Kanonik Smolesski, Publiczny i Zwyczayny czystey Matematyki wyzszey i rachunku
wysokiego Professor: analiza matematyczna (wg Newtona Methodus fluxionum) 1797/98,
1798/99, 1800/01, 1801/02, 1802/03, 1805/06, 1807/08, 1808/09; algebra (wg Newtona
Arithmetica Universalis) 1797/98, 1798/99.

Ignacy Reszka, Nauk Wyzwolonych i Filozofii Doktor, Publiczny Astronomii Profesor,
astronomia (z trygonometria sferyczna) 1797/98, 1798/99, 1800/01, 1802/03, 1805/06,
1807/08, 1808/09.

Karol Christian Langsdorf, Professor Matematyki Stosowaney w Imperatorskim
Uniwersytecie Wilesiskim, algebra 1804/05, mechanika, hydrodynamika i technologia
1804/05, 1805/06. [wykkadat po facinie]

Michat Szulc, Filoz: Doktor, Architektury Cywilney i Militarney Publicz: zwyczay:
Profes: architektura cywilna i militarna 1805/06, 1807/08, 1808/09, 1810/11, 1811/12.

Stefan Stubielewicz, Filoz: Doktor obrany Professor Fizyki: fizyka 1805/06, 1807/08,
1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14.

Zachariasz Niemczewski, Filoz: Doktor, Uniwersytetu Adjunkt: wstep do matematyki
1805/06, analiza matematyczna 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15, 1815/16,
1816/17, 1817/18, 1818/19, 1819/20.

Michat Kado, Doktor Filozofii, Uniwersytetu Adjunkt: kartografia 1805/06, 1807/08,
1808/09.
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Tomasz Zycki, Filoz. Doktor, Matematyki Professor Extraordynaryyny: matematyka
elementarna (arytmetyka, planimetria, trygonometria ptaska) 1797/98, 1798/99,
1801/1802, 1807/08, algebra z geometria (wg ksiazki Jana Sniadeckiego) 1797/98,
1798/99, 1808/09, 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14, 1814/15, 1815/16.

Cezary Kamienski, Filoz. Doktor, Adjunkt Uniwersytetu: astronomia z trygonometria
sferyczng 1810/11, 1811/12, 1812/13, 1813/14.

Kaietan Krassowski, Fil. Doktor: fizyka 1814/15, 1816/17, 1817/18, 1818/19, 1820/21,
rolnictwo 1821/22.

Felix Drzewinski, Fil. Doktor: mineralogia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1819/20, fizyka
1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Wincenty Karczewski, Filoz. Magister: astronomia 1814/15, 1815/16, 1816/17, 1817/18.

Ignacy Horodecki, Fil. Doktor, Radca Nad., Adjunkt Uniwersytetu: mineralogia 1817/18,
1818/19, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24.

Antoni Wyrwicz, Fil. Doktor: algebra (wg Jana Sniadeckiego) 1817/18, 1818/19,
1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31; astronomia i trygonometria
sferyczna (wg Jana Sniadeckiego) 1820/21, 1823/24, analiza 1824/25, 1826/27, 1827/28,
1828/29, 1829/30, 1830/31.

Piotr Stawinski, Fil. Doktor: astronomia i trygonometria sferyczna (wg Jana
Sniadeckiego) 1818/19, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1826/27, 18 27/28, 1828/29,
1829/30, 1830/31.

Michat Petka-Polinski, Fil. Doktor, Akad. Florenc. Cztonek, Matematyki Prof.: algebra
wyzsza (wg Jana Sniadeckiego) 1819/20, 1820/21, 1821/22, 1822/23, 1823/24,
mechanika 1824/24, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, geometria
analityczna 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31, geodezja wyzsza
1820/21.

Karol Podczaszynski, Magister Filozofii: architektura 1820/21, 1822/23, 1823/24,
1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Jézef Twardowski, Fil. Doktor: algebra z geometrig analityczng 1822/23 (nigdy nie miat
wyktadow).

Michat Oczapowski, Ekonomia 1822/23, 1824/25, 1827/28, 1829/30, 1830/31, rolnictwo
1823/24, 1828/29.

Walerian Gorski, Fil. Doktor: mechanika 22/23, mechanika praktyczna 1823/24,
1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Hipolit Rumbowicz, Fil. Magister: geometria wykreslna 1824/25, 1827/28, 1829/30,
1830/31.
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Antoni Szahin, Fil. Magister: geodezja 1824/25, 1826/27, 1827/28, 1828/29, 1829/30,
1830/31.

Zygmunt Rewkowski, Fil. Magister: rachunek prawdopodobienstwa 1830/31.

Tomasz Zycki, Nauk Wyzwolonych y Filozofii Doktor, Matematyki wyzszey Vice-
Professor: matematyka elementarna 1798/99.

3.2.3  Krolewski Uniwersytet Warszawski

W roku 1815 powstaje w Warszawie nowy uniwersytet, trzeci polski uniwersytet
w srodkowej Europie. Od poczatku istnienia az do jego zamknigcia w 1831 roku
Uniwersytet Warszawski borykat sie z ogromnymi problemami kadrowymi, szczeg6lnie
na Wydziale Fizyczno—Matematycznym. Nie zdotano jeszcze w tak krétkim czasie
ugruntowac¢ poziomu i zakresu nauczania matematyki, gdy wiatr historii zgasit staby
jeszcze ptomien nauki, w tym matematyki.

Na poczatku planowano w Warszawie trzy katedry: katedre matematyki czystej,
katedr¢ matematyki stosowanej i katedrg astronomii oraz osobny profesor do geometrii
wykreslnej. Wyktady na Krolewskim Uniwersytecie Warszawskim obejmowaty:

Franciszek Armirski, rachunek catkowy 1817/18, algebra wyzsza 1820/21.

Antoni Dgbrowski, matematyka elementarna 1817/18, algebra wyzsza i geometria
analityczna 1817/18, 1818/19, 1819/20, 1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26,
rachunek rozniczkowy 1817/18, 1818/19, rachunek rozniczkowy i catkowy 1819/20,
1821/22, 1822/23, 1823/24, 1824/25, 1825/26, rachunek roézniczkowy, catkowy
i wariacyjny 1820/21.

Kajetan Garbirnski, Geometria wykreslna 1825/26, matematyka elementarna 1822/23,
1823/24, 1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, geometria analityczna 1826/27, 1827/28,
1828/29, 1829/30, 1830/31.

Adryan Krzyzanowski, algebra wyzsza 1821/22, 1822/23, 1824/25, 1825/26, 1826/27,
1827/28, 1828/29, 1829/30, mechanika analityczna 1821/22, 1822/23, 1823/24,
1824/25, 1825/26, 1826/27, 1827/28, rachunek loséw 1824/25, rachunek rézniczkowy
i catkowy 1826/27, 1827/28, matematyka elementarna 1828/29, 1829/30, 1830/31.

Rafat Skolimowski,'" algebra wyzsza 1819/20, mechanika analityczna 1819/20,
1820/21, geometria analityczna 1820/21.

Augustyn Frqczkiewicz, algebra wyzsza 1828/29, 1829/30, 1830/31, rachunek
rézniczkowy i catkowy 1828/29, 1829/30, 1830/31.

17 Rafat Skolimowski przeszedt w roku 1820 do nowo powstatej Szkoty Wojskowej Aplikacyjnej.
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PAUL ERDOS A JEHO OBLIBENE PROBLEMY
Z RAMSEYOVY TEORIE

LUBOMIRA BALKOVA

Abstract: Paul Erdés was one of the most prolific mathematicians who have ever lived.
He is an author or co-author of about 1500 papers in the fields of Combinatorics, Number
Theory, and Graph Theory. It is well-known that Erdés loved prime numbers. Here, we
focus also on his interest in the so-called Ramsey theory — a discipline he invented and
enriched with many results.

1 Zazraéné dité
1.1 Bertrandiav postulat

Jiz od utlého détstvi vedél Paul Erdés (26. 3. 1913, Budapest’ — 20. 9. 1996, VarSava),
Ze bude matematikem. Piatele své matky bavil tim, Ze z hlavy podle jejich data narozeni
pocital, kolik vtetin jsou na svété. KdyZz mu bylo deset let, otec mu ukézal Euklidav
dilkaz tvrzeni, Ze prvogisel je nekone¢né mnoho. Paul Erdés byl okouzlen. Pravé hledani
elegantnich diikaza se stalo smyslem jeho Zivota. P. Erdés tvrdil, Ze Bih ma v rukou
Knihu, ve které jsou jen ty nejhez¢i dukazy. Opravdovi matematici jsou ti, jejichZz dikazy
se podobaji tém z Knihy. Pro jeho spolupracovniky bylo nejvétSi pochvalou, kdyz
P. Erdés ohodnotil jejich dikaz slovy: ,,It’s straight from the Book.“ Poprvé okouzlil
P. Erdés madiarské matematické kruhy jako 18-lety. Jeho jednoduchy dtikaz Bertrandova
postuldtu, Ze mezi kazdym piirozenym g&islem a jeho dvojnisobkem lezi prvoéislo,
zdaleka predcil Cebysevav diikaz z roku 1850.

2 Ramseyova teorie

2.1 Problém s happy-endem

Mad’arsti matematici se schazeli ve 30. letech pravidelné u sochy Anonyma, kronikaie
12. stoleti, zacalo se jim proto prezdivat Anonymous Group. Clenkou skupiny se stala
i nadand Esther Kleinova a prisla s feSenim nasledujiciho problému: ,,Kolik bodd, z nichz
Zadné tii nelezi v piimce, je tieba zadat, aby n&které &tyri z nich tvotily vrcholy
konvexniho ¢tyithelniku?” Problém krouzek matematikii zaujal a zanedlouho vyrukovali
s hypotézou, 7e 2"?+1 bodi garantuje, Ze mezi nimi najdeme vrcholy konvexniho n-
Ghelniku. Dosud neni hypotéza dokazana, ale hned po nékolika tydnech naSel Gyérgy
Szekeres pocet bodua postacujici pro existenci konvexniho n-thelniku. Tim si ziskal ruku
Esther a tehdy Paul Erdés nazval Glohu Happy End Problem a tak také vstoupila do
povédomi matematikda. Gyorgy Szekeres mél Stésti, Ze Paul Erdés nemél zajem o Zeny,
protoZe vzapéti podstatng Szekeresovu postagujici podminku vylepsil. Slo o prvni
Erddstv vysledek z Ramseyovy teorie — oblasti matematiky, jejimz byl prikopnikem
a jiz obohatil nescetnymi vysledky.

2.2 Problém spoleéensky

Rok po teSeni problému s happy-endem odjizdi P. Erdés na studia do Anglie.
Antisemitské Mad’arsko pro né&j neni bezpeéné. Styska se mu ale po domovg, je totiz
velmi siln¢ poutdn ke své matce, kterd se o n&j bude starat a doprovazet jej na
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nekonecnych cestach po cely Zivot. Podle slov Bély Bollabéase: ,,0d roku 1934 spi Paul
Erdés jen vyjimegné sedm dni ve stejné posteli.” Utéchu mu pfinasi intenzivni prace.
Vénuje se i nadale Ramseyové teorii, ktera — zjednoduSené fe¢eno — hledd minimalni
pocet prvku, jez garantuji n&jakou vlastnost. Klasickym piikladem je Party Problem:
»Jaky je nejmensi mozny pocet hostii na narozeninové oslaveé, ma-li byt zajisténo, Ze
mezi nimi existuje trojice, kde kazdy zna kazdého, nebo existuje trojice, kde nikdo nezna
nikoho?” Spravna odpovéd je 6 osob. Pokud poZadujeme stejnou vlastnost po ¢tvericich,
pak je minimalni pocet lidi 18. Pro pétice uz se pouze vi, Ze minimalni pocet hosti je
nékde mezi 43 a 49 a pro Sestice mezi 102 a 165. Zobecnéni problému vedlo k zavedeni
Ramseyovych ¢isel, jejichz vlastnosti P. Erdds s oblibou studoval a pti té prilezitosti
vyvinul metodu pravdépodobnostniho dukazu, kterd ma dnes velky vyznam v teoretické
informatice pti snizovani vypocetni naro¢nosti algoritma.

DalSi matematické vysledky P. Erdése, ale i jeho Zivot a jeho svérdzna osobnost jsou
vyborng popsany v [1], [2] a [3].

3 Odpocinek aZz v hrobé

3.1 Erdésovo ¢islo

P. Erdés zustal aktivnim matematikem aZz do své smrti v 83 letech. Na rady piatel, aby
zvolnil, odpovidal: ,,Na odpocinek je ¢as v hrobg.” Na svém konté ma vSak nejen
nepogcitang vlastnich vysledka a elegantnich dakaza, ale nalezi mu jeSté dalSi obrovska
zésluha. Pii svych cestach po svété necekané klepal na dvefe svych kolegd, aby jim
sdelil: ,,Ma mysl je oteviend,” a pustil se s nimi do prace na nékterém z problémda, které
gil svym kolegim piimo na miru. Ze mél opravdu mnoho spolupracovnikii, potvrzuje
pocet ¢lanki, které z této spoluprace vzesly. P. Erdés jich ma na konté 1475 s vice nez
500 spoluautory. Neni divu, Ze na jeho pocest bylo definovano Erdésovo ¢islo [4]:

P. Erdés sam ma ¢islo 0, ti, kdo s nim napsali ¢lanek, maji ¢islo 1, ti, kdo publikovali
¢lanek s ne¢jakym spoluautorem P. Erd6se, maji ¢islo 2 atd. Existuje odhad, Ze 90 procent
aktivnich matematika mé Erdésovo ¢islo mensi nez 8.
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SUDOKU A HISTORIA MAGICKYCH
STVORCOV

ANNA BALINTOVA, R. TROJACKOVA

Abstract: The game Sudoku — named as Rubik cube of the XXI* century — is very
popular in mass media. The classical Sudoku is a magic Latin square. At Middle age Arab
people were the first who gave some their mathematical applications. We will follow
evolution of the magic square from this time up to now.

1 Uvod

1.1 Sagastny stav

Historia magickych Stvorcov je vel'mi bohatd a pestrd — samozrejme — ved’ od
pradavna pritahovali Pudstvo svojou zvlastnou magickou silou. Oficialne ich histdria
zacina v X. storo¢i, ked’ boli po prvykrat Studované ako matematicky objekt. Existuje
obrovské mnoZzstvo ich modifik4cii. V st¢asnosti ich najpopulérnejSiu verziou je hra
Sudoku, nazyvana tiez Rubikovou kockou XXI. storo¢ia. Tato mimoriadne popularna hra
bola zaregistrovand v Japonsku pod ochrannou znackou vydavatel'stva Nikoli
Corporation Oltd. Z tejto krajiny pochéadza aj jej nazov, v japoné¢ine Su znamena ¢&islo
a Doku jediné. Svetovym fenoménom sa vSak stala zasluhou Novozélandana Wayna
Goulda. Tohto advokata na dochodku velmi zaujala kombinatorické hra, na ktord
nahodne natrafil pri svojom pobyte v krajine vychadzajliceho sinka. No a opat’ sa
potvrdilo, ako je osudové mat’ v spravnu chvilu, na sprdvnom mieste ten spravny napad.
Vytvoril pocitacovy program, ktory generuje automaticky mriezky Sudoku a ponukol ho
americkym novindm The Times — a tak zacala ich triumfalna cesta okolo sveta
prostrednictvom médii. Je symbolické, Ze prave tam, kde volakedy vznikla. Jej
uzndvanym autorom z roku 1979 je totiz prave Ameri¢an Howard Garns. Je 0 iiom
zname, Ze bol inSpirovany jednak magickymi Stvorcami vSeobecne, a jednak konkrétnym
problémom, ktory riesil v 18. storo¢i uznavany Svajciarsky matematik Leonhard Euler —
tzv. problém 36 dostojnikov. V anglofénnej oblasti je hra Sudoku zndma ako Nomber
Place. Pripometime si pre Uplnost’ princip klasického Sudoku: cielom je vyplnit dand
Stvorcovu tabul’ku postupnost'ou navzajom rdznych prirodzenych ¢isiel (pripadne pismen
alebo inych symbolov). Kazdé z nich sa nachadza prave jedenkrat v kazdom riadku,
stipci a v kaZdom ¢iastoénom $tvorci. Vo vacSine pripadov st pouZité &islice od 1-9,
skimany Stvorec je typu 9x9 a ciastoéné Stvorce si typu 3x3. Niekolko prvkov
postupnosti je k dispozicii priamo v zadani, Stvorcov( tabulku treba skompletizovat'.
Zanechajme vSak Sudoku a sistredme sa na magické Stvorce Tento ndzov sa v beznej
re¢i pouziva pre Specidlne druhy Stvorcovych schém, ale treba si uvedomit, Ze v pripade
Sudoku ide vlastne o latinské, magické Stvorce. Nie je neuZito¢né pripomendt si ich
definicie i ked’ su ¢asto opakované v literature [2], [3].

Magicky Stvorec radu n — je chapany ako Stvorcova tabul’ka, v ktorej s umiestnené
¢isla 1, 2, ..., n? tak, aby stcet &isel v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach bol
rovnaky. Toto &islo sa nazyva konstanta magického Stvorca a je rovna (n+n)/2. Latinsky
Stvorec radu n je chapany ak Stvorcova tabulka, v ktorej si umiestnené ¢isla 1, 2, ..., n
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tak, aby v kazdom riadku a stipci boli navzajom rozne é&isla. Niekedy je vyhodnejsie
pouzit’ ¢isla 0, 1, 2, ..., n-1.

Priklad latinského Stvorca radu 3 Priklad magického Stvorca radu 3
vytvoreného z prvkov vytvoreného z prvkov
0,12 1,2,3,4,56,7,8,9
11012 4 |13|8
2110 9|5 |1
0]2]1 2 1716

1.2 Vychodzie poznatky

Prv neZz budeme sledovat' histériu magickych Stvorcov, pripomefime si aspon
niekol’ko prvkov z jej ,,predhistdrie”. Notoricky znama legenda, spojend s magickym
zoskupenim prvkov na pancieri korytnagky, znameho ako Diagram od rieky Lo (Cina
niekol’ko storo¢i pred naSim letopo¢tom). Prvy zndmy manuélne vyrobeny exemplar —
gislice st reprezentované geometrickymi Gtvarmi (Cina 300 rokov p. n. I.). Prvy znamy
exemplar zostaveny z ¢islic, ktorym sa zvykneme hovorit’, arabské pochadza z Indie.

Mozeme teda konstatovat’, ako mnohokrat predtym, Ze pravdepodobne pdvod tychto
fascinujucich Gtvarov je v d’alekych vychodnych kultdrach. Je vieobecne zndme, Ze staré
kultdry prikladali ¢islam magicky vyznam. Ako uZz bolo spomenuté v predchadzajlicej
c¢asti, historia ako vedecka disciplina, uzndva magické Stvorce pocéndc X. storoc¢im.
V tomto obdobi boli totiz po prvykrat definované ako matematické pojmy a nie ako
dovtedy mystické. O tento krdcéovy moment sa zaslUZili arabski matematici, ktori
pozivali oznacenie Harmonické usporiadanie cisiel. Pisomné zdroje z tohto obdobia su
veI'mi r6znorodé. Niektoré obsahuji informacie o zakladnych vlastnostiach magickych
Stvorcoch, iné uvadzaju navody na ich konStrukciu. V sOg¢asnosti st uZz k dispozicii
preklady najstarSich zndmych pisomnych dokumentov, ktoré umoziuju zrekonstruovat’
ich vznik a vyvoj. Vezmime do Gvahy aj niekolko neskorSich zdrojov, ktoré sice
nepriniesli nové originalne vysledky, ale zdokonalili tie predchadzajuce. Uved'me z nich
niekol’ko pozoruhodnych, v chronologickom usporiadani:

1. Kniha o harmonickom usporiadani prvkov vo Stvorci, autor Abu’l-Wafa al Buzani
(940-997/998). Je jednym z dvoch najstarSich pisomnych dokumentov, popisuje
vel'mi jasne vSeobecné principy konstrukcii, ale naproti tomu nevysvetl'uje priamo
pouzitelné konkrétne metody. Citatel ziska teoretické vedomosti, ale nie
prakticky navod.

2. Encyklopédia publikovana v Bagdade okolo r. 983, autor Rasa “il Ihkwan al-Safa.
Najdeme v nej prvé magickeé Stvorce radu 5 a 6.

3. Dalsim zdrojom je druha kapitola z knihy Komentar k Aritmetike od Nikomaka,
autor Ali b.Ahmad al-Antaki (zomrel r. 987). Komentér sa tyka diela Uvod do
aritmetiky, ktoré sa venuje partii matematiky dnes znamej ako tedria &isiel. Tento
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spis, iked” neohromi svojou originalitou, je zaujimavy kvdli historickym
informaciam z daného obdobia. Je zaujimavé aj tym, Ze zohralo dolezitd Glohu
v procese prenosu gréckych znalosti zo Strednej Europy do islamského sveta.

4. Zvlastnym pripadom je Abu Ishaq al-Zarkali, ktory Zil v XI. storogi
v moslimskom Spanielsku. Je autorom viacerych astronomickych objavov
nesucich aj jeho meno. Pochadza od neho prispevok k tematike, v ktorom najdeme
7 prikladov Stvorcov radu 3 az 9. Su pridruzené k 7 planétam, ako bolo v tom ¢ase
zvykom. | ked’ st uvedené bez toho, Ze by bola vysvetlena ich konStrukcia, pre
nas maju vyznam v tom, Ze potvrdzuji znalost’ magickych $tvorcoch v Spanielsku
v XI. storo¢i.

5. Abu Hatim Muzafar Asfizani (Perzia), bol skér astroném a mechanik ako
matematik. Svoju reputaciu ohladne skimanej tematiky si ziskal hlavne vysokymi

didaktickym schopnostami. | ked’ bez teoretického zddvodnenia, vysvetl'uje
praktické metédy mimoriadne jasne, ¢o ich robi pristupnymi Sirokému okruhu
citatel'ov.

6. Byzantinec Manuel Moschopoulos (spis z r. 1300) — dlho mu bolo pripisované
otcovstvo niektorych konstrukénych metdd. Stadium starych arabskych textov
vSak prispelo k zaveru, Ze v jeho pripade iSlo o pokus znovu zostrojit’ konStrukcie
zname uz predtym v islamskom svete v X. alebo XI. storogi.

7. Abd al — Wahbab ibn Ibrahim Zanjani (Perzia), stred XIII. storo¢ia. Je autorom
sice malého, ale stdiac podl'a mnozstva zachovalych képii, veI'mi zndmeho spisu.
Hlavna pozornost’ je venovana praktickej stranke, a sice ako vyplnit magické
Stvorce 3. a 4. radu.

8. Egyptan Muhamad Ghabramallisi vydal okolo oku 1600 mimoriadne obsirne
dielo o konstrukciach magickych Stvorcov. Obsahuje vSetky dovtedy zndme
metédy ana viac vela cennych historickych informacii, ktoré chybali. Autor
pojednadva aj o inych magickych utvaroch, ako su napriklad magické kruZnice
alebo magické Stvorce s ,,dierami“ (nechava sa prazdne policko, ¢asto stredové).

Vé&csSina originalnych textov bola preloZend relativne nedavno. Su obsiahnuté
v obSirnom diele, ktorého autorom je st¢asny Svajciarsky matematik a historik Jacques
Sesiano [4].

Prvé Studie v Eurdpe sa objavuju v rukopisoch zo XIV. storocia a nésledne su
spojené stak prestiznymi menami ako Cardano, Fermat, Euler, Franklin. AvSak
v ,,modernej Eurépe*, vSeobecné konstrukéné metédy magickych Stvorcov pochadzajlce
z arabskych krajin, zostali nepovsimnuté az do XX. storocia.

2 Nové vysledky

2.1

| ked’ sa latinské — magické Stvorce teSia velkej pozornosti, siborného diela o nich
sme sa dockali len relativne nedavno [2]. Situaciu vystihol popredny slovensky
matematik, Juraj Bosak, v komentari k tomuto dielu: Kniha predstavuje prvy pokus
o monografiu v latinskych Stvorcoch. VySe dvestoro¢né cakanie na suborné spracovanie
tematiky je pravdepodobne désledkom faktu, Ze seriézny z&ujem matematikov o tdto
partiu bol podmieneny len pomerne nedavno v suavislosti s objavenim hlbSich vzzahov
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k inym disciplinam (algebra, geometria, Statistika, teéria kodovania), tolko citat. Co je
vel'mi cenné, kniha obsahuje aj supis otvorenych problémov v tejto oblasti.

2.2

Niektorych vedcov tematika magickych Stvorcov zaujala natorko, Ze jej venovali
temer celoZivotnd pozornost. Taky je aj pripad, uz spominaného autora J. Sesiana,
ktorého dlhoro¢né badanie vyustilo vydanim monografie: Carrés magiques dans les pays
islamiques [4]. Kniha je vyvrcholenim jeho Stvrt'storoéného badania vo svete magickych
Stvorcov. Predstavuje zjednotenie mnoZstva ¢lankov a Studii, ktoré pocas 25 rokov
publikoval. Je jeho Opus Magnum na tému magickych Stvorcov, ako uvadza Max
Lejbovicz, vo svojom mimoriadne priaznivom komentari k prvému vydaniu knihy v roku
2004. Vydanie vyvolalo velky ohlas a aj ostatné komentare neSetrili superlativmi.
Ukéazkou z knihy je magicky utvar predstaveny na obrazku 1.

Obrazok 1

Zostava dufat’, Ze toto dielo bude spristupnené aj naSim citatefom a doc¢kame sa jeho
slovenského alebo ¢eského prekladu.

2.3

Co sa tyka samotnych konstrukcii, boli zostrojené tzv. multi-magické tvorce.V jani
roku 2001 dokonca prvy zndmy penta-magicky Stvorec rozmerov 1024x1024, autori:
André Viricel a Christian Boyer. Tito dvaja francizski matematici ohlasili mesiac
predtym, teda v maji 2001, aj skonstruovanie prvého tetra-magického Stvorca rozmerov
512x512. Ale ako sa ukazalo neskdr, nebol ani prvym ba dokonca ani najmensim.
Dodato¢ne sa zistilo, Ze uz v roku 1983 skonStruoval Charles Devimeux tetra-magicky
Stvorec 0 rozmeroch 256x256. Ich prvenstvo ohladne penta-magického Stvorca vSak
zostalo neohrozené. Na obrézku ¢. 2 su zobrazené 4 rohy tohto historického exempléaru.
Pozrime sa teraz na jeho vlastnosti:

1. Kazdé z ¢isel od 0 po 1048575 sa nachadza vo Stvorci prave jedenkrat.
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2. Sleet ¢&isiel v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach je rovnaky, teda tvorec
je magicky a magicky sucet S1 = 536870400.
3. Suget stvorcov prvkov v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach je rovnaky
a magicky stcet
S2 =375299432076800.
4. Suget tretich mocnin prvkov v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach je
rovnaky, teda Stvorec je tri -magicky a magicky sucet
S3 =295147342229667840000.
5. Suget $tvrtych mocnin prvkov v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach je
rovnaky, teda Stvorec je tetra-magicky a magicky sicet
S4 = 247587417561640996243120640.
6. Stget piatych mocnin prvkov v kaZzdom riadku, stipci a oboch diagonélach je
rovnaky, teda Stvorec je penta-magicky a magicky sucet
S5 = 216345083469423421693932062720000.

0 733632 419712 .. 628863 314943 1048575
866545 395569 745329 303246 653006 182030
685538 82978 791138 . 257437 965597 363037
685597 83933 790941 257634 964642 362978
867086 395982 744590 303985 652593 181489

1023 733759 418943 .. 629632 314816 1047552
Obrazok 2

Tento matematicky vysledok zaujal natolko, Ze bol dokonca zaznamenany do
Guinnensovej knihy rekordov pod titulom Objavenie prvého znameho penta-magického
Stvorca. O par rokov neskdr nasledovalo vylepSenie oboch spominanych multi-
magickych Stvorcov.

Jan 2003: penta-magicky Stvorec rozmerov 729x729, Li Wen, Cina. .
Februar 2004: tetra-magicky Stvorec rozmerov 243x243, Pen Fegchu, Cina.
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KonStrukcie tychto zlozitych Gtvarov s dosiahnuté pomocou pocitacovej techniky —
pochopitel'ne, manualna konstrukcia je temer nepredstavitel'nd.

2.4

Zaciatok tretieho tisicrocia bol sprevadzany stale narastajicou popularitou hry Sudoku.
Roky 2005 a 2006 spustili hotové ,,sudokové tsunami“. ZaSlo to az tak d’aleko, Zze od
roku 2006 su v tejto organizovana majstrovstva sveta: 2006 — India, 2007 — Ceska
republika (Praha), 2008 — India, 2009 — Slovensko (Zilina). Ne¢udo, Ze popularita je tak
obrovska. Netreba mat $pecialne vedomosti — ¢&islice v riadkoch, stipcoch a Stvorgekoch
su zrozumitel’né vSade na svete.

3. Zaver

O latinskych, magickych Stvorcoch existuje pomerne verké mnozstvo Studii
s rdoznym zameranim. Ciel'om tohto prispevku bolo upozornit’ okrem iného na moment,
ked” zo sveta mystiky vstipili do sveta vedy. Stali sa tak jednym z troch hlavnych
fenoménov, ktorymi arabski matematici prispeli k rozvoju matematiky.

Venovanie sa kombinatorickym hram je dblezitejSie, ako si mozno uvedomujeme.
Predstavuju isty druh intelektualnej gymnastiky a na ich doélezitost’ nas upozorni aj citat
jedného z najvacSich géniov XX. storoc¢ia Alberta Einsteina: Zda sa, Ze podstatnou ¢rtou
intelektualneho myslenia je kombinatoricka hra.
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EULERUV-MACLAURINUV SUMACNI VZOREC

TEREZA BARTLOVA

Abstract: The aim of this paper is to explore the history of the Euler-Maclaurin
summation formula, its applications and related concepts such as the Bernoulli numbers.
It contains a sketch of Euler’s original derivation of the summation formula.

1 Uvod

Euleriv-Maclauriniv sumaéni vzorec byl objeven uz v prvni poloving 30. let 18. stoleti
aidnes je ¢asto vyuzivan v mnoha matematickych oborech. Popisuje vztah mezi s¢itanim
funkénich hodnot né&jaké funkce f a jejim integralem:

Zb:f(k)zif(x)dx+%(f(b)—f(a—l) +i(_ L(f U9 () - f U (a-1))+R

kde a, b jsou celd ¢isla, m je ptirozené ¢islo, f je funkce definovana na intervalu
[a—1,b], kde ma spojité derivace a7 do fadu m a B, jsou Bernoulliho &isla.
Zbytek R,, je dé&n rovnici

R =C 1) i j B, (x) f ™ (x)dx,

kde §m je funkce, ktera vznikne z Bernoulliho polynomu B, na intervalu [0,1] tak, Ze jej
periodicky dodefinujeme na celé realné ose.

Jak uvadi Pengelley v ¢lanku [5], kouzlo Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce
spoc¢iva predevSim v tom, Ze zachycuje jemné rozdily mezi sumou a integralem
a umoziuje ndm tak eSit pomérné slozité priklady pouze jako jeho jednoduchou aplikaci.

2 Objevitelé sumaéniho vzorce

Sumacni vzorec byl objeven dvéma matematiky, Leonhardem Eulerem a Colinem

Maclaurinem. Leonhard Euler se v roce 1730 snazil pokofit basilejsky problém, tedy ur¢it
2

piesnou hodnotu souctu Zniz Byl tehdy piesvédéeny, Ze hodnota tohoto souétu je %
n=1

ale chtél svij vysledek ovérit jeSté numericky. V roce 1735 se mu to podatilo. Euler
objevil sumagni vzorec, pomoci kterého vyjadril soucet pievracenych druhych mocnin na
prvnich dvacet desetinnych mist. Ve své knize, kterou vydal o dvacet let pozdgji a nazval
ji Institutiones Calculi Differentialis, se zamétuje pravé na vztahy mezi diferencialnim
poctem a nekoneénymi radami. Poprvé zde uvadi tvar sumacniho vzorce a ve dvou
kapitolach této knihy se vénuje odvozeni sumacéniho vzorce, jeho nes¢etnym aplikacim,
ale také Bernoulliho ¢islam (viz ¢lanek [5]).
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Zhruba ve stejné dobé& objevil sumaéni vzorec zcela nezéavisle na Leonhardu
Eulerovi také Colin Maclaurin. Oba matematici odvodili sumacni vzorec v podstaté
stejnym zpusobem, ale i piesto Ze jsou pozorovani obou muza velmi podobnd, jsou na
sobé navzajem nezavisla. Maclaurinav piistup je o trochu vice geometricky, nez Euleriv.
Colin Maclaurin své vysledky publikoval roku 1742 v knize A Treatise of Fluxions.
Maclaurin se své praci odvolaval na geometrické metody starovékych Rekd a na
Archimédovu metodu (viz ¢lanek [2]). Ani Euler, ani Maclaurin ve svém tvaru
sumacniho vzorce nespecifikovali tvar zbytku.

3 Bernoulliho ¢&isla a Bernoulliho polynomy

Bernoulliho ¢isla byla objevena Jacobem Bernoullim pied rokem 1695 (viz
¢lanek [6]). Bernoulli na3el vzorec pro souc¢et mocnin ptirozenych gisel

nc+1+énc+Eanc—1+C'(C_1)'(C_2)B nc—3

n 1
S.(n)=) kP =—— +
() kZ;, c+1 2 2 2.3-4 N
Loe-1)-(c-2)-(c-3)-(c-4) Byn®® 4.
2.3-4.5.6

a odhalil pravidlo, kterym se ridi koeficienty B;. Tyto konstanty dnes nazyvédme
Bernoulliho &isly a definujeme je rekurentnim piedpisem:

B -1 B ,=—+5Ms
[ m-1 mk:0 k k*

Podle predchoziho predpisu si miaze vyjadrit nékolik prvnich hodnot Bernoulliho ¢isel:

1 1 1 1
BO=1’ BIZ—E, BZ =g, B3 =0, B4 =—%, BS =O, BG =E,...

Bernoulliho polynomy jsou definovany piedpisem

B, (X) :i(TJkam‘k.

4 Euleriv diikkaz sumaéniho vzorce

Zamétime-li se na Eulerav postup, kterym dospél k sumaénimu vzorci, je nutno
poukazat i na nékteré nedostatky v jeho dukazu (viz kniha [3] a ¢lanek [5]).

Nejprve budeme uvazovat soucty

S=FQ)+FQ2)+F@)+F(4)+---+F(n),
s=FO)+FOQ+F(2)+F@)+:--+F(n-1),

piicemz F je libovolna primitivni funkce k funkci f.
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Vypocitdme rozdil mezi S —s pomoci Taylorovy fady

(x- ) (X=%)" X)

F(X) = F (%) + (X=X )F (%)) +-———F"(xo) + F7(x) +

piicemz dosadime za x=k -1, X, =k :

F(k—1)= F(k) - F’(k)+%F"(k)—%F”’(k)+---,

F'(k) _F(k)  F"(k)

F(k)-Fk-1= m T 2

Odtud pak vyplyv4, Ze rozdil S —s maZeme vyjédfit ve tvaru

F(n)- F(0) =ZH:F'(|<)-%Z”: F/(k)+= ZF<3>(|<) ZF<4>(k)+---.

k =1
Nyni vyuZijeme toho, Ze F' = f
S EH) = [ FOd+ =D R == D )+ =D FO ()=, (1)
P 0 Y iy K sy A=

Rovnice (1) plati pro libovolnou funkci, nejen pro funkci f . MiZeme tedy misto f psat
f’, £” atd. Tim dostaneme rovnice tvaru:

300 = £ ()= £I0)+ S ) -SSR+ ()
k=1 2! k=1 3I k=1 4I k=1

kde i>1.
Pomoci ziskanych vztaht odstranime sumy na pravé strané rovnice (1) a dostaneme
z 00 = [ F00dk—alF () - £(0))+ AF (M) - £(0))-
= 0
= A(f7(n)~ £7(0)+ (" (n) - £7(0)) -

kde o, B, 7, J,... jsou jista &isla. V néasledujicim postupu ukazeme, jak Euler naSel
jejich hodnoty.

)

Jestlize ve vztahu (2) postupné nahradime funkci f jejimi derivacemi f’, f7, f” atd.,
ziskdme

Zn_:f(k) [ £ (dx—e(f (n) - £(0))+ B(f'(n) - £(0)) -

1

%if =__ (f) - 1)+ (f (n)— £/(0))-
1 1 ’
géf f ‘(n)-£/(0)---
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Uvédomme si, Ze soucet levych stran rovnic je roven integrélu J.o"f(x)dx podle

rovnice (1). Rovnice tedy sec¢teme a po Upravé dostaneme
0:(—0{—1)“ (n)— f(O))+(,b’+z+£j(f’(n)— £7(0))+---,
2 21 3
odkud plynou vztahy pro hledané koeficienty «, 3, 7, 9,...

1 o 1 g a 1
a+5—0, /3+5+§—0, 7+5+§+E—0,... ®3)

VyieSenim téchto rovnic zjistime, ze

_Bl _BZ _B3 _B4
a—j, ﬂ—j, 7—5, 6—],...

Nyni zndme jednotlivé koeficienty o, 8, 7, 0,..., vratime se tedy zpét k nasi rovnici (2)
a koeficienty do ni dosadime

kzn:;f(k)=£ 00— (100~ 10)+ 2 (1) - 10)-

B3 ” ” B4 3 3
—j(f (n)— f (O))+Z(f”(n)—f”(O))—---

Euler pracoval s nekone¢nym soucétem na pravé strané rovnosti. Tato Eulerova
Gvaha byla vSak chybna, protoZze fada muze byt divergentni. Proto také dnedni tvar
Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce obsahuje pouze koneéné soucty.

Euler postupoval pri dokazovani sumaéniho vzorce cisté analyticky. Maclaurin se
naopak ve svém dtkazu opiral piedevsim o geometrické souvislosti a velmi ¢asto se
odvolaval na obrdzek znazornujici danou situaci. Ob& odvozeni sumac¢niho vzorce, jak
podle Maclaurina tak podle Eulera, vyuzivaji rozvoje do Taylorovy fady. Zasadni
odliSnost obou dukazu je v pouziti matematického notace — Euler pouzival leibnizovskou
notaci, na kterou jsme dnes zvykli, zatimco Maclaurin pouZival newtonovskou notaci,
tzn. ,,fluxe” a ,,fluenty”. Ptehledné srovnani obou ditkazt poskytuje ¢lanek [4].

5 Aplikace Eulerova-Maclaurinova sumaéniho vzorce

Oba objevitelé vénovali také velkou pozornost pocitani konkrétnich ptiklada
pomoci sumagniho vzorce. Euler jej napf. pouzil na funkci f(x)=x"" a odvodil tak
vzorec pro souéet mocnin prirozenych ¢isel

1" +2" +3" +4"™ +.-.4n",

ke kterému jiZ diive bez dikazu dospél Bernoulli.
Eulerav-Maclauriniv sumacni vzorec je také mocnym nastrojem na vypocet

¢asteénych souc¢ta harmonické fady
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Hn :1+1+£+£+...1
3 4 n

a s ni spojené Eulerovy konstanty y. Dosadime-li do sumac¢niho vzorce funkci f(x) = 1,
X

dostaneme pribliZzny vzorec pro ¢aste¢né soucty harmonicke fady

g (_1)ij‘ 1

H,=Inn+y+

= 1

Pomoci Eulerova-Maclaurinova suma¢niho vzorce mizZeme také ziskat presnou
hodnotu souétu pievracenych mocnin piirozenych &isel

=1 1 1 1 1
Z;n7_1+27+37+47+m+n7’

nebo nalézt pribliznou hodnotu ¢isla 7.

Aplikujeme-li Eulerav-Maclaurintv sumacni  vzorec na funkci f(x)=Inx,
dostaneme vztah pro priblizny vypocet souctu

IN2+In3+In4+In5+---Inn=Innl.

Z n&j pak muzeme odvodit zndmy Stirlingtav vzorec pro aproximaci faktorialu

27 kk*

ek

Ki=

6 Zavér

Z&jemce o ditkaz Eulerova-Maclaurinova suma¢niho vzorce a jeho aplikace odkazuji na
bakalarskou praci [1], kterou jsem sepsala pod vedenim RNDr. Antonina Slavika, Ph.D.
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METODIKA NEKTERYCH PRACI
Z HISTORIE MATEMATIKY

JINDRICH BECVAR, MARTINA BECVAROVA

Abstract: The main aim of the paper is to give an overview of methodical concepts,
methods, tools and processes which can be used for writing monographs on the life and
work of some mathematician or monographs analysing the historical development of
some mathematical discipline.

1 Uvod

Tento prispévek volné navazuje na predchozi ¢lanky Prace historika matematiky [1]
a Interpretace matematickych vysledksz naSich predki [2], které byly otisteny ve
shbornicich piedchozich dvou konferenci. | jeho cilem je metodickd pomoc zaginajicim
badatelim, zejména doktorandim oboru Obecné otazky matematiky (a informatiky).
Doufame, Ze muze byt uziteény pii sepisovani praci, které budou bud’ zcela, nebo alespoii
z&asti vénovany nasledujicim dvéma tématam:

e Zivot a dilo n&jakého matematika (préce zpracovana v duchu monografii edice
D¢jiny matematiky).

e Vyvoj néjaké matematické discipliny, SirSi ¢i uzsi odborné problematiky, problému
nebo okruhu problémi apod., v ur¢itém, vice nebo méné dlouhém ¢asovém obdobi.

Druhé téma se pritom témér jisté objevi (a mnohdy i vicekrat) v komplexnich biografiich
vénovanych osobnostem. Je totiZz nezbytné, aby byly pii zpracovani Zivota a dila konkrétniho
matematika podrobné popsany a zhodnoceny pravé jeho matematické vysledky.

Metodické poznamky k prvnimu tématu vychézeji z bohatych zkuSenosti ziskdvanych
postupné od osmdesatych let 20. stoleti pti zpracovavani monografii vénovanych
Eduardu Weyrovi, Janu Vilému Pexiderovi, FrantiSku Josefu Studni¢kovi, Karlu
Rychlikovi, Vladimiru Kotinkovi a Ladislavu Svante Riegrovi, které vysly v edici Dgjiny
matematiky (svazky 2, 5, 10, 22, 27, 36, 38), Josefu Smolikovi [5], pfi sepisovani
monografii vénovanych zakladatelim Jednoty &eskych mathematiki, piekladatelam
Eukleidovych Zaklad:i, ceské matematické komunité a ¢eskym koienam bulharské
matematiky, resp. pii piipravé monografie o Emilu Weyrovi a jeho studijnim pobytu
v Italii nebo pti praci na Jarnikovych matematickych zapiscich z univerzity v Géttingen
(edice Dgjiny matematiky, svazky 13, 20, 28, 34, 40, 43). Poznamenejme, Ze do
celkového vyvoje naSeho matematicko-historického badani tii uplynulych desetileti byla
aktivita souvisejici s tvorbou biografickych monografii zafazena v pomérné obsahlé stati
Historie matematiky jiz potricaté! [3].

Pozndmky ke druhému tématu jsou shroméazdény na zakladé poznatkt ziskanych pfi
sepisovani celé rady praci o vyvoji matematiky, zejména monografii Matematika ve
stredoveké Evrope, Matematika ve staroveku — Egypt a Mezopotamie, Z historie linearni
algebry, ale i ¢lanka Algebra v 16. a 17. stoleti, Hrdinsky vek recké matematiky I, Il

! Obg témata jsou formulovéna pro matematiku. Metodické Gvahy, které nasleduji, viak maji v fade smeri
univerzalni platnost. Mohou byt uzite¢né i pii sepisovani fady praci tykajicich se d&jin védy obecné.
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(edice Dgjiny matematiky, svazky 19, 23, 35, resp. svazky 12, 1 a 7) a pii vedeni
nékolika doktorskych diserta¢nich praci, které byly zaméieny hlavné na Zivoty a dila
ceskych matematika.

Zakladni a zcela obecny metodicky pokyn. Rozvazte, jakou praci chcete sepsat a co
ma byt jejim cilem. Peclivé si prohlédnéte vétsi pocet publikaci podobného charakteru,
naSe i zahrani¢ni, kriticky je zhodnot'te, rozhodnéte, co je pro vas inspirativni, poucte se
ze struktury téchto praci. Peclivé nac¢rtnéte osnovu svého pripravovaného spisu, dobie
promyslete postup praci, abyste pracovali efektivng, spolehlivé a presng, abyste se
zbyte¢né nevraceli k materidlum, které jste jiz jednou prosli, prostudovali a zpracovali.
Pro zacatecnika je to pomérné teézky ukol; ¢im lépe a preciznéji si v3ak tuto etapu
promysli, pripravi a zvladne, tim Iépe a rychleji se mu bude studovat a zejména psat.

Materialt, které lze vyuzit k takovéto zékladni inspiraci, je cela fada. Jiz jsme zminili
edici D&jiny matematiky, ktera je velmi Gzce spjata s doktorskym studiem oboru Obecné
otazky matematiky (a informatiky).? Soustied'uje témet dvacetileté zkusenosti nasi prace
v d&jinadch matematiky. Vice nez &tyricet svazka této edice muze byt velkou inspiraci pro
dalSi autory, a to jak po strance obsahové, tak po strance metodické.

Existuje vSak rada dalSich monografii, studii, ¢lankt, ¢i dokonce popularizaénich
praci, z nichz muZeme cerpat poznatky nejraznéjsiho charakteru, metodické a inspiracni
podnéty. Pfipomenime napt. edici Osobnosti, kterou ptipravuje Nadace Universitas
Masarykiana, z niz ndm budou jisté nejblizsi knihy Otakar Borivka [12], Kurt Godel [13]
&i Vladimir Ulehla [16], déale publikace vénované M. Zlamalovi [10], V. Jarnikovi [14],
V. Dolejskovi [17] a G. Choquetovi [11] nebo tzv. bilé knihy vydavané v osmdesatych
letech minulého stoleti Jednotou c&eskoslovenskych matematika a fyzikd (Bolzano,
Einstein, Hronec, Zaviska atd.), edici Portréty vydavanou nakladatelstvim Orbis (napf.
Newton) apod. Pojeti téchto knih se v3ak vyrazné odliSuje od koncepce komplexnich
monografii edice Dé&jiny matematiky. Urgitou inspiraci mohou poskytnout i jednotlivé
svazky edice Velké postavy vedeckého nebe, které vydalo v nedavné dobé nakladatelstvi
Prometheus. Jejich charakter je v3ak piedevsim populariza¢ni. Zminme jesté slovenskou
edici Svet vedy, v niZ se objevily knihy vénované S. Schwarzovi a J. Hroncovi.

Rozséahlou edici, v niz vySla fada kvalitnich tituld vénovanych svétovym védcam,
byla Serija Nauc¢no-bibliograficeskaja literatura vydavand sovétskym nakladatelstvim
Nauka. Z dnedni mladé generace v3ak jiz rusky ¢te mélokdo. Viele doporugit Ize i edici
Biographien hervorragender Naturwissenschaftler, Techniker und Mediziner (Gauss,
Newton, Lobacevski, Wiener, Klein, Euler, Stevin, Cantor, Eukleides, Ries atd.).
Z dalSich zahrani¢nich publikaci je mozno pripomenout monografie z edice Vita
mathematica (Nevanlinna, Grassmann, Eukleides, Galois, Bessel, Wiener, Berkeley,
Riemann atd.).

Inspiraci tykajici se vyvoje matematiky jako takové je rozumné hledat jednak
v encyklopediich, vétsich ucebnicich, obecnych a specidlnich monografiich vénovanych
matematice (nebo prislusné uzsi discipling) a jeji historii, jednak v &asopiseckych
¢lancich. Z casopist Ize doporucit zejména Archive for History of Exact Sciences,
Archives internationales d’histoire des sciences, Historia mathematica, ISIS, Istoriko-
matematiceskie issledovanija, Bollettino di storia delle scienze matematiche, N.T.M.,
Annals of Science atd. — vice viz [1]. V edici Dgjiny matematiky vySlo nékolik svazki

20 vzniku a vyvoji této edice, charakteru jejich svazka atd. viz [4].
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(krome¢ jiz vySe uvedenych), které zcela spadaji do druhého vySe vymezeného tématu;
pripomerime tyto tituly: P. Sarmanova, S. Schwabik: Maly privodce historii integréalu,
P.Sisma: Teorie grafi 1736-1963, K. Macak: Pocatky poctu pravdépodobnosti,
J. Be¢vér, E. Fuchs (ed.): Matematika v 16. a 17. stoleti, K. Lepka: Historie Fermatovych
koeficientiz, K. Macak: Vyvoj teorie pravdépodobnosti v ceskych zemich do roku 1938,
A. Slavik: Product Integration, its History and Applications, L. Lomtatidze: Historicky
vyvoj pojmu krivka, V. Chmelikové: Zlaty ez nejen v matematice (svazky 6, 8, 9, 12, 14,
26, 29, 30, 39). Ne&kolik rozséahlejSich ¢lanku tykajicich se vyvoje urcité problematiky je
otidt&no ve shornicich této edice (S. Schwabik; M. Hyk3ova, J. Sim&a, I. Saxl, A. Slavik;
H. Durnova, S. Bilova; V. Svobodova; J. Cizmar, I. Saxl a L. llucova, D. Trkovska,
svazky 3, 24, 25, 32, 33).

Vysoce uzndvana je rozsahla némecka edice vénovana historii exaktnich a piirodnich
véd a osobnostem svétové veédy, kterd vychazi pod nazvem Algorismus. Studien zur
Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften; v soucasné dob&é ma témér
osmdesét svazkia. Vydava ji Menso Folkerts, svétoveé uznavany historik védy.

Z hlediska metodiky je vhodné odkdazat ¢tenare na zajimavou knizku Umberta Eca
(*1932), italského literarniho teoretika, estetika a spisovatele, nazvanou Jak napsat
diplomovou praci [9], v niZ jsou diskutovany c¢etné zkuSenosti tykajici se zadavani
a sepisovani diplomovych praci; mnohé z nich lze rovnéz Gspé&dné vyuZzit pii praci na
disertacich z dé&jin matematiky. Velmi cenné myslenky a podnéty pro studium vyvoje
védy (a tedy i matematiky) jsou v nedavno vydané knize Daniela Speldy Promeény
historiografie vedy [15].

2 Monografie vénované osobnostem

Cilem prvni ¢asti tohoto ¢lanku je shromazdeéni nejdalezitéjSich metodickych pokyni
pro pripravu komplexné pojatych biografickych monografii v duchu vySe uvedenych
svazki edice Déjiny matematiky. Tvorba takovychto monografii podrobné mapujicich
Zivoty a dila vyznamnych &eskych matematika, kteti ovlivnili vyvoj matematického
badani v ¢eskych zemich, nekterymi svymi vysledky se zaradili do svétové matematiky
a vyraznym zpisobem zaséhli do trendii ve vyucovani matematice na naSich stiednich
i vysokych Skolach, byla zapocata na MFF UK jiz v osmdesatych letech 20. stoleti.
Sirsim cilem t&chto monografii je mapovani rozvoje védecké prace v matematice, vyvoje
19. stoleti a v prvni poloving 20. stoleti (sjednocujici monografii je prace [8]). Pravé
k tomuto cili sméfuje pomérné obsahlé studium veSkeré védecké, odborné, pedagogické
a organizacni prace vybranych vyraznych osobnosti — matematikt, véetng podrobného
poznéni jejich Zivotnich osudu, jejich snah a dalSich aktivit. Mnohé préce publikované
v edici Déjiny matematiky navic dobre ukazuji, Ze Ize napsat nejen odbornou, ale v fadé
partif i pomérnég &tivou praci.®

Monografie vénovana zvolené osobnosti X by se méla skladat z nasledujicich vétSich
celki, které vytvori jeji zakladni, ramcovou strukturu:

% Mnohé ¢lanky vénované vyznamnym osobnostem byvaji casto sepisovany pomérng narychlo, nakdy
z povinnosti jako jubilejni ¢lanky ¢i nekrology. Bohuzel se stdva, Ze jsou jen piepisovany a mirng
modernizovany diivéjsi texty. Staré chyby a nedopatieni jsou tak mnohdy prenaseny do novych ¢lanka, nekteré
skute¢nosti zastavaji deformovany, jiné zatemnény. Jen malokdy je provedena hlubsi analyza, byt jen nékteré
diléi odborné problematiky. Sirsi faktografie nejsou vytvaieny vibec.
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Zivotni osudy.

Védecka a odborna ¢innost.
Faktografickeé piilohy.
Obrazova priloha.

Resumé.

gD E

Faktografické pFilohy by meély obsahovat (pokud mozno) Uplny seznam praci
zvolené osoby X (monografii, ucebnic, védeckych a odbornych praci, metodickych
a populariza¢nich ¢lanka, nepublikovanych rukopisi atd.) doplnény presnymi odkazy na
referativni casopisy, na publikované recenze, na webové stranky, kde jsou tyto préace
vystaveny apod., soupis vSech publikovanych recenzi (piipadné i nepublikovanych
posudkt) napsanych osobou X, prehled pedagogické cinnosti, seznam vedenych
a posuzovanych doktorskych praci, seznam dochované korespondence s uvedenim mist
jeitho uloZeni apod.* P¥i vyhledavéani informaci a Gdaji pro faktografické piflohy
v archivech a knihovnach je nutno postupovat systematicky, velmi peclivé a vyvinout
maximalni snahu o Uplnost.

Tato partie by méla byt zpracovavana piednostng, nebot shromazd’uje material,
z néhoz se bude vychazet pti sepisovani ostatnich kapitol pripravované prace — Zivotni
osudy, popis a hodnoceni védecké, odborné, pedagogické a veSkeré dalsi ¢innosti zvolené
osoby X. Bé&hem celé doby, po niZ na tématu pracujeme, je tieba informace pro
faktografické piilohy soustavné dopliovat. Cilem této ¢asti prace je totiz podat co
nejuplngjsi prehled vSech aktivit osoby X.

V matematickych kruzich nebyva zvykem sestavovat podrobnou faktografii ve vySe
uvedeném smyslu; vétSinou se vystaci se soupisem publikaci (mnohdy nedplnym), ktery
nékdy dokonce zcela chybi. Prakticky nikdy nebyva sepsan piehled pedagogického
pisobeni, soupis vedenych a oponovanych doktorskych disertacnich praci, piehled
dochované korespondence apod. Faktografie jsou v matematickych kruzich méalo cenéné,
nebot’ jejich sestaveni nevyZaduje matematickou erudici.

Vytvoieni podrobné faktografie je ¢asové naro¢né, nebot je treba shromazdit,
zpracovat a analyzovat rozsadhly, riznorody a pomérné bohaty material. Lze ji v3ak
pozdgji dobie vyuZzit k naslednému komplexnimu hodnoceni zkoumané osobnosti, nebot’
mé&me k dispozici podrobny piehled v3ech jejich aktivit (védeckych, odbornych,
pedagogickych a dalSich). K danému ¢asovému okamziku pak je mozno snadno zjistit, na
jakych tématech osoba X pracovala, co, kde a v jakém rozsahu vyucovala, zda a jak
souviselo zaméreni védecké prace s vyukou, zda a kdy byly vysledky védecké prace
prezentovany na konferencich, seminérich atd. Lze pomérné lehce usoudit, zda byla nebo
nebyla zpracovdvdna moderni problematika, zda bylo rozpracovdno souc¢asné vice
riznych témat apod. Dale Ize zjistit, jaké doktorské prace osoba X zadavala, oponovala,
zda vysledky doktorandt vyuZivala, nebo zda naopak doktorandi rozvijeli myslenky
sveého ucitele. Lze také vnimat charakter veSkerych aktivit osoby X; zda ptevaZovala
védeckd ¢i pedagogickd ¢&innost, jak vypadala jeji SirSi spolec¢enska, politicka,
narodnostni a kulturni aktivita, zda se do odbornych aktivit promitaly rodinné gi
spolecenské problémy apod. Podrobnou faktografii je mozno vyuzit i pti hlubSim studiu
dil¢iho problému zdanlivé nesouvisejiciho se studovanou osobnosti.

4 Je pochopitelné, Ze se faktografické piilohy riznych osob mohou znaeng lisit svym rozsahem i charakterem —
souvisi to s odliSnym zamétenim préce a aktivit jednotlivych osobnosti a s mnozstvim dochovanych materiala.
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Sestavujeme-li seznam publikaci, vychazime, mame-li Stésti, z diive publikovaného
soupisu praci v nekrologu nebo jubilejnim ¢lanku; ten provéiujeme, dopliujeme
a upresnujeme. Pokud nemame k dispozici starSi soupis praci, opirame se pii prvnim
patrani o Udaje v biografickych a bibliografickych slovnicich, o referativni ¢asopisy,
o jejich elektronické verze, v nichz je zabudovan systém vyhledavani. Dalsi informace
cerpdme z katalogt a databazi knihoven, vyro¢nich zprav stfednich Skol, spolki
a spole¢nosti. Tato prace nékdy predstavuje primo detektivni patrani. Zejména tehdy,
rozhodneme-li se vyhledavat i ¢lanky publikované v dennim tisku nebo v popularizaénich
casopisech. Pak je tieba se obrnit trpélivosti; nejprve vytipovat hlavni ¢i regionalni
periodika, v nichZz by mohly byt takové ¢lanky vytistény, a pak prolistovat stovky a tisice
stranek s nadgji na pozitivni vysledek. Clanky, které takto objevime, viak mohou objasnit
populariza¢ni, ale i politické, socialni ¢i kulturni aktivity a nazory zkoumané osobnosti.
Podobné sestavujeme soupis recenzi.

Sepisujeme-li seznam pedagogického pisobeni a prehled oponovanych doktorskych
praci, je tieba peclivé projit seznamy prednéSek na piislusné univerzitg, resp. technice,
nekdy katalogy posluchaéa, knihy rigoros, archivni fondy jednotlivych Skol (posudky na
doktorské prace, archivované préace, zapisy ze zasedani profesorskych sbora apod.),
vyroéni zpravy stiednich Skol, Skolni kroniky apod. Potiebné informace vSak miZeme
najit i v nekrologu, v osobnich pamétech nebo v pamétech ¢i vzpominkach kolega, Zaka,
pratel apod.

vrvs

Situace s korespondenci je komplikovanéjsi. Nejcastéji zaciname péatrat v osobni
pozustalosti, kterda miZe byt v soukromém vlastnictvi nebo v archivu ¢i nékolika
archivech. Dal$i korespondence casto byva — pokud vibec existuje — rozptylena na
nejrazngjSich mistech ve fondech rodinnych piisludnikd, kolegd, Z&ka, pratel, spolki,
organizaci apod. N&kdy se podafi vyhledat nebo objevit vétsi soubor dopisi; ten je pak
cennym materiadlem hlavné pro biografickou ¢ast monografie. Velmi ¢asto je vSak objem
zachované korespondence nepatrny.

Faktografické piilohy nejsou jen samoucelnym prodlouzenim monografie; stoji na
pocatku seridzniho hodnoceni Zivota a dila osoby X. Opomineme-li sestaveni kvalitni
faktografie, zbavujeme se tak moznosti ziskat kompletni obraz.

Obrazové piilohy vyrazné dokresluji atmosféru doby. Mohou obsahovat podobizny &i
fotografie osoby X, jeji rodiny, kopie zajimavych archivnich materializ (vysveédéeni,
zapisy v matrikach a v katalozich studentii, korespondence, rukopisy apod.), titulni listy
uéebnic ¢i nejvyznamnéjSich praci. Autor pfipravované prace by mél pamatovat na
obrazové piilohy béhem celé doby, kterou vénuje danému tématu, a potizovat si kvalitni
kopie ¢i fotografie vSech materiala, které by mohl pro obrazovou piilohu pouzit. Mél by
je tedy shromazdovat soucasné s informacemi pro faktografické ptilohy. Obsah
obrazovych piiloh vyrazné zéavisi na materidlech, které se dochovaly a podafilo se je
najit, a rovnéZz na typu osoby X. Prilohy se tedy mohou podstatné liSit od jedné
monografie ke druhé. Autor by mél ve své praci uvést soupis viech obrazovych priloh
s udanim mista uloZeni originla. Pii shromazd’ovani a piipravé obrazové prilohy je tieba
vyuzivat nejmoderngjsi technologie (kopirovani, skenovéni, fotografovani, pogitacové
zpracovavani obrazkt apod.). Viz napt. [18].

Informace pro faktografické ptilohy a materialy pro obrazové piilohy je nutno
vyhledavat v knihovnach a archivech, mnohé mohou byt i v soukromém vlastnictvi.
Ze ziskanych materiélu je tieba pozorné a peclive cerpat veskeré informace pro kapitolu
0 Zivotnich osudech osoby X a prabézné je tiidit, porddat, analyzovat, vyhodnocovat
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a soustavné kompletovat. Pii sestavovani seznamu publikaci osoby X je zapotiebi
vyhledat pokud mozno veSkeré publikace, upfesnit jejich citace a pfipadné si pofizovat
kopie téch, s nimiz budeme muset pozdgji intenzivné pracovat. Dale je uzite¢né
shromazd’ovat nejrazngjsi bibliografické odkazy, primarni i sekundarni literaturu
vztahujici se ke zpracovavanému tématu. Veskeré shromazdéné poznatky je tieba utridit
jesté pied zacatkem prace na dva hlavni tematické celky, které jsou vénovany jednak
Zivotu osoby X, jednak jeho védeckym, odbornym, pedagogickym, organizaénim
a spolecenskym aktivitam, a tyto dva celky dale podrobnéji tematicky nebo casové
rozdélit a pripravit pro dalSi zpracovavani. Velmi duleZité je zaznamenavat si i veSkeré
negativni vysledky badani (napi. které materidly byly prostudovany bez jakéhokoli
vysledku).

Prvni kapitola maZe byt nazvana Zivotni osudy osoby X. Podrobné zpracovani bshu
Zivota osoby X je nutno sepsat na zakladé informaci éerpanych z materiala, které byly
vyhledany v archivech, knihovnach, pripadné ziskany od piibuznych, znamych apod.
Nekdy je tieba nahlédnout v prislusném archivu do fonda strednich ¢i vysokych Skol,
vyhledat nejraznéjSi materidly a paméti kolegt, souc¢asniku, rodinnych piislunika apod.
Zivotni osudy je vhodné uvéadst v souvislostech s v&deckou, odbornou i pedagogickou
aktivitou osoby X; tomu vyrazné napomaha jiz zpracovany seznam publikaci, pfehled
pedagogické ¢innosti a dal$i faktografické prilohy. Je zajimavé upozornit na to, v jaké
Zivotni situaci napsala osoba X své nejdulezitejsi prace, zda byly spjaty s jejim tehdejSim
pedagogickym pasobenim (zakladni a vybé&rova vyuka) apod.

Obsahlou partii Védecka a odborna ¢innost osoby X je mnohdy vhodné tematicky
roz¢lenit. Podle charakteru veSkerych aktivit osoby X lze v jednotlivych kapitolach,
piipadné podkapitolach, vénovat pozornost védecké préci, tj. ptivodnim matematickym
vysledkam (tuto partii Ize dale ¢lenit podle obord, disciplin, problémia apod.), dalsi
odborné cinnosti (redakéni prace, recenze, posudky, projekty, patenty apod.), ucebnicim
(pro vysoké Skoly, stiedni Skoly apod.), pedagogickym aktivitam (role piednasejiciho,
ucitele, inspektora, zkuSebniho komisare, Skolitele, oponenta diplomovych, doktorskych
¢i diserta¢nich praci apod.), organizacnim a spolecenskym aktivitam (role ve védeckych
komunitach), popularizacnim aktivitam apod. Pti zpracovavani této partie je tieba opét
vyjit z Uplného seznamu publikaci osoby X, roztiidit veSkeré prace podle jejich typu
aobsahu do jednotlivych kategorii (védecké prace, ucebnice, prace didaktické,
metodické, vzdélavaci, populariza¢ni apod.), postupné charakterizovat jejich obsah,
zhodnotit je z hlediska doby, v niz vznikly, ale i z hlediska soucasnosti, zaradit je do
kontextu vyvoje v naSem regionu, v Evrop¢, pfipadné ve svété. V pasazich vénovanych
ostatnim aktivitAm by meély byt popsany ty cinnosti, které neni moZno piirozenym
zpusobem chépat jako odbornou praci v matematice a které nestaci pripomenout pouze
v biografické ¢asti publikace. Metodice zpracovavéani a hodnoceni védecké prace se
budeme vénovat v dalsi ¢asti tohoto ¢lanku.

Biografické monografie by mély byt uzavieny pomérné obsaznym cizojazyénym
resumé (vétSinou anglickym), které bude stru¢né, ale vystizné charakterizovat obsah
jednotlivych ¢asti knihy. Pavodné jsme se domnivali, Ze prace vénované ceskym
matematikiam vice ¢i méné regionalniho charakteru nemohou byt pro zahranici zajimave.
Rada naSich zku3enosti s prezentacemi nékterych knih na mezinarodnim poli vsak
v posledni dobé& prispéla k zasadni zméné naSich nazori. Zahrani¢ni badatelé totiz maji
piekvapivé velky zajem nejen o témata naSich praci, ale i 0 metodiku, kterd v nich byla
pouZzita. | z tohoto davodu bylo o biografickych monografiich edice D¢&jiny matematiky
referovano v zahranici (viz napt. [6], [7]). Poznamenejme jestg, Ze se v posledni dobg
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pozornost (v evropském i svétovém métitku) vyrazné presunuje od postav svétového
vyznamu, které vybocuji natolik, Ze viibec necharakterizuji svoji dobu (napt. Descartes,
Kepler, Grassmann apod.), k v&dcim néarodniho ¢&i regionalniho vyznamu (napt.
Caramuel®).

Zdiaraznéme jeste, Ze se Uhly pohledu a hodnoceni osoby X obvykle méni jiz za jejiho
Zivota, dalSi nazory se pak objevuji v nasledujicich desetiletich ¢&i stoletich. VV monografii
je nutno podrobné popsat a analyzovat pri¢iny takovychto zmén hodnoceni v souvislosti
s dalSim vyvojem védy, s postupnymi zménami chapani védecké, odborné i pedagogické
prace, s proménou spolecenské atmosféry, ptipadné i v souvislosti s nové objevenymi
materidly apod. D¥ivéjSi hodnoceni je nutno upiesnit, opravit, nebo zcela zménit, nalézt
dal$i aspekty jednotlivych aktivit osoby X, jiné uhly pohledu apod. Prezentovana
stanoviska je treba peclivé zdavodnit, podloZit je padnymi argumenty, objevenymi
archivnimi prameny, nalezenymi souvislostmi, védeckymi pracemi Zaka, nésledovnikt
apod.

Takto koncipované biografické monografie ptind3eji pomérné presny pohled na
Zivotni osudy a dilo jednotlivce, navozuji vSak i fadu dalSich otdzek. Komplexni pojeti
monografie (zejména rozsahlé, podrobné a peclivé sestavené faktografické piilohy)
umoziuji dalsim badatelim hledat nové interpretace, nové pohledy, napt. v ramci
celkového hodnoceni védecké prace ve zvolené discipling, v daném obdobi, v daném
regionu apod.

3 Préce vénované vyvoji matematiky

Pro sepisovani podrobného pojednani o vyvoji n&jaké matematické discipliny, at” uz
se jedna o Sirsi ¢i uzsi téma (které maze, ale nemusi byt soucasti biografické monografie),
je treba mit urcité matematické znalosti. Pokud chybi, je nutno je béhem préce na tématu
nacerpat studiem prislusnych partii vhodnych ucéebnic nebo monografii. Takovéto
studium nelze odkladat, musi se s nim zac¢it hned na samém pocatku celé prace. Co
nejdiive je tieba se seznamit se zdkladnimi matematickymi pojmy a vysledky, ty jsou
totiz nutnym predpokladem hlubSiho pochopeni daného tématu. Poznamenejme, Ze
historik matematiky nemusi studované problematice rozumét do v3ech detaildi, nemusi
(a mnohdy ani nemtze) znat dikazy matematickych tvrzeni, které spadaji do oblasti,
o nichZ svou praci pise.® Musi viak chapat celkovy smysl dané teorie, vyznam jejich
vysledka, musi vnimat SirSi souvislosti, vztah k jinym disciplindm atd. P#i hodnoceni
odbornych aktivit zvolené osobnosti je nejtéZsi partii pravé ¢ast vénovana jejim
matematickym vysledkam.

Situace je velmi casto zna¢né komplikovana tim, Zze matematika je dnes podstatné
odlisnd od matematiky doby vice nebo méné vzdalené. Nekteré matematické discipliny
vice ¢i méné odumiely, dnes se jiZ nepéstuji, jiné se naopak bouilivé rozvijeji, mnohé
oblasti matematiky se nékolikrat zcela zasadné modernizovaly, pietvorily a zobecnily,
byly pieformulovany do moderni ieci, ktera se vyrazné lisi od té starsi, v niz se musime
orientovat. Pti sepisovani stati o vyvoji matematickych vysledk a mySlenek je zcela
nezbytné se vyrovnat s postupnymi zménami a proménami pojmd, termint a symbold,

® V fijnu roku 2006 se v Praze a Hradci Kralové konala velka konference u piileZitosti 400. vyroci narozeni
Juana Caramuela z Lobkovic (1606-1682).

konecné grupy lichého f&du, dikaz Velké Fermatovy véty, diikaz tvrzeni o &tyfech barvach, dikazy spadajici do
teorie popisu jednoduchych grup atd.
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s pieklady, interpretacemi a modernizacemi starSich vysledkia atd. (viz [2]). Matematické
vysledky doby minulé je tieba pochopit v kontextu tehdejSi matematiky, vylozit je
v pojmech a symbolech dne$ni matematiky, ukazat jejich pavodni i soucasny vyznam.

Vhodnym pocatkem k ziskdvani potrebného matematického povédomi o daném
tématu muze byt studium vybranych hesel v modernim matematickém slovniku nebo
encyklopedii; pak lze prejit ke starSim slovnikim a encyklopediim (pokud takové jsou)
z doby vzniku vysledka, jimiz se zabyvame. Velmi uziteénou sluzbu téZ poskytnou staré
ucebnice nebo monografie, které se danou problematikou zabyvaji.” V nich se seznamime
spojmy i tvrzenimi, snimiz se setkdvame pfi studiu pavodnich praci. Soucasné je
nezbytné seznamit se v hrubych rysech s vyvojem piislusné oblasti, pokud je popsan
v n&jaké vétsi monografii z déjin matematiky. Po takovémto SirSim sezndmeni s tématem
je vhodné vyhledat ¢asopisecké ¢lanky, které o vyvoji této problematiky podrobnéji
pojednavaji. VSechny tyto prameny jsou tzv. sekundarni. Pro prvni seznameni s tématem
jsou v8ak uzite¢né. Musime je studovat s porozuménim, i zde se vyplati peclivost
a dislednost.

Po této pripravé je moZno se pustit do vlastniho studia souboru praci (ten tvoii
tzv. priméarni zdroje neboli primarni prameny), které jsou vlastnim tématem nasi préace.
Usp&sné lze piitom vyuZit referativni casopisy, resp. odpovidajici elektronické databéze,
v nichZ jsou c¢asto struéné popsany hlavni vysledky a nékdy téZz ukédzany souvislosti
s dalSimi pracemi. Soucasné je tieba se sezndmit se stavem studované discipliny na
pocatku ¢asoveho intervalu, kterym se budeme zabyvat (vysledky predchuadct), nebot’ je
nutno objevit, co nového ptinesl soubor praci, kterym se zabyvame. Ve stejném smyslu je
zapotiebi se vénovat pracim soucasnikt i nasledovnikd; je dulezité ukazat, na které
myslenky a vysledky zkoumaného souboru praci bylo navazovano a v jakém smyslu, zda
Uspéesné ¢i nedspesng, které vysledky byly nosné a které nikoli. Ke zjistovani navaznosti
jednotlivych praci je nékdy mozno vytéZit uzitecné informace z jejich Gvodi a zavéra,
a zejména z citované literatury.® Hovoiime o zafazeni do celkového kontextu vyvoje.

Souvislosti a navaznosti jednotlivych praci Ize velmi dobie znazornit na tzv. grafu.
Jednotlivé prace ocislujeme, resp. oznac¢ime né&jakymi symboly a vyznacime na papiie
zhruba tak, aby starsi prace byly (ve vrstvach) vzdy nad novéjsimi. Sipkami lze naznagit,
kter4 prace na kterou navazuje, ¢arkovanymi, resp. ¢erchovanymi carami, piipadné
vinovkami lze naznacovat jiné vztahy. Ziskany graf lze postupné dopliiovat o dalSi prace
a dalsi souvislosti. Ruznymi barvami lze zndzoriovat ¢lanky, ucéebnice, monografie
apod.; barvy lze vSak Usp&Sné vyuZzivat i dalSimi zpuasoby. Souvislé komponenty
vytvoieného grafu budou predstavovat prace, které spolu néjak souviseji, izolované body
naopak prace, které jsou zcela singularni. Zpracovani ziskanych informaci v grafu je
nazorné a silné inspirujici. PiemySleni nad takovymto grafem nas casto motivuje
k zajimavym Gvaham o vyvoji dané problematiky, ptichdzejici napady je nutno velmi
pec¢livé a zodpovédné provérovat, abychom neprezentovali lehkomysiné nepodloZené
fantazie, ¢i ptimo omyly. Je tieba se naucit klast rozumné otazky a pokouSet se hledat
odpovedi.

Poznamenejme jeste, Ze zdkladni myslenky pracovni metody je moZno vypozorovat
pii studiu obdobné koncipovanych praci, pii sledovani prace zkuSengjSich kolegu;
dotvotit si ji vSak musi kazdy sdm podle své natury, podle svého pracovniho naladéni.

" Cetné zdroje pro nai praci jsou uvedeny v [1].
® Ve star$i literatuie byvala uZita literatura citovana v pozndmkéach pod carou, v jests star$i se vétSinou
necitovalo viibec nebo jen velmi mélo, obvykle vSak nepiesné a netiplné.
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Pii sepisovani pojednani o vyvoji urcité discipliny, resp. podrobného hodnoceni
vyznamu né&jakého souboru praci je nezbytné zachovavat kriticky pristup, ziskané
informace peclivé provérovat a porovnavat (obcéas se setkavame i se zcela protichudnymi
informacemi), intenzivné dohledavat dalSi adalSi hodnoceni, odliSovat podstatné
a nepodstatné, snazit se o nové pohledy, nalézat zajimavé souvislosti, objevovat
navaznosti praci, vystizné popisovat vyvoj pojmu a vysledki, zrod probléma a historii
jejich redeni atd.

Poznamenejme, Ze kvalitni prace z jakéhokoli oboru, tedy i z d&jin matematiky, musi
obsahovat spravné a netrividlni ptvodni vysledky, musi prokazovat znaény intelektualni
vklad, musi byt napsana kultivovang, musi byt jasné vidét, Zze do ni bylo vloZeno
nezanedbatelné mnozstvi prace. Musi byt doplnéna odpovidajicim seznamem literatury,
ktery obsahuje v8echny tituly, jez byly pfi sepisovani prace pouZity, a Zadné jiné. Kvalita
prace, poctivy a seridzni postup se velmi ¢asto pozna pravé podle seznamu publikaci —
zda nechybi nekteré ze zadkladnich dél, kterd méla byt vyuZzita, zda jsou citace kompletni,
zda jsou r&dné a spravné v textu uvedeny vSechny dileZité odkazy.

4  Zavér

Historie matematiky je vyrazn& mezioborovou disciplinou. Prace v tomto oboru totiz
vyZaduje jak dobré porozuméni matematice a jeji historii, tak Siroké znalosti z obecné
historie, z pomocnych véd historickych, z historie vyu¢ovani matematice, ale velmi ¢asto
i z astronomie, fyziky apod. Kvalitni pojednani z historie matematiky umoZziuji nejen
soustavné a hlubsi poznavani vyvoje matematiky, které je uZite¢né pro Siroké vidéni
vztahti a souvislosti, ale davaji i fadu podnéta pro vlastni matematické badani. MySlenky
vynikajicich matematikt doby minulé mohou byt totiZz dnes v novém kontextu znovu
vyuZzity, mohou inspirovat soucasné tvaréi matematiky k novym sméram vyzkumu.

Dobra znalost vyvoje matematiky prindSi téZ cetné moZnosti popularizace mate-

matiky a poskytuje pestré a napadité motivace pro vyuku matematiky na stfednich
i vysokych Skolach.
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111 LET OD PRICHODU
KARLA ZAHRADNIKA DO BRNA

MARTINA BECVAROVA

Abstract: The main aim of this paper is to inform the reader about Karel Zahradnik and his
work in mathematics and his contributions to other fields in the Czech lands, Moravia and
Croatia. This paper is based on documents about Zahradnik’s life and work that are preserved
in archives and libraries in Prague, Brno, Zamrsk and Litomysl in the Czech Republic, as well
as in Zagreb, Croatia. Some information was gathered from family memoirs and the memoirs
of Zahradnik’s colleagues and friends.

1 Studium

Karel Zahradnik se narodil 16. dubna 1848 v Litomysli v roding m&$tana.> V letech
1860 az 1868 studoval na piaristickém gymnéaziu v Litomysli. Po maturité odeSel do
Prahy; v letech 1868 aZz 1870 navstévoval na prazské polytechnice predevSim pirednéasky
z matematiky a deskriptivni geometrie (F. J. Studnicka, F. TilSer). Roku 1870 piesel na
prazskou univerzitu, kde se jeho zdjem sousttedil na matematiku, fyziku a astronomii
(profesofi H. J. K. Durége, W. Matzka, E. Mach, F. Lippich, K. Hornstein). Studia
ukong¢il v roce 1874, kdy ziskal doktorat z filozofie. Protoze ho lakalo ucitelské povolani,
slozil zkouSky ucitelské zpisobilosti, které ho opraviiovaly k vyuce matematiky a fyziky
na stiednich Skolach. Jesté jako univerzitni student ziskal misto asistenta matematiky na
¢eské technice v Praze, které zastaval aZz do roku 1875. V roce 1874 byl jmenovan
suplujicim profesorem matematiky na I. realném vy$$im gymnasiu v Praze; vyucoval zde
az do roku 1876. Tydné mival 15 az 18 hodin; navic spravoval fyzikalni kabinet a sbirku
fyzikalnich pomucek a pristroja.

2 Chorvatské pisobeni

Roku 1876 odeSel do Zéahiebu na Mudroslovnij fakultet nové zfizené univerzity
Frantika Josefa I. (zaloZena 1874).2 Az do roku 1890 zde byl jedinym vysokoskolskym
profesorem matematiky, ktery ugil chorvatsky algebru, diferencidlni a integralni pocet,
analytickou, syntetickou a projektivni geometrii, teorii cisel, pravdépodobnost
a komplexni analyzu.® Tydn& mival 5 a7z 8 hodin piednasek. Zaméiil se predev$im na
vychovu budoucich stiedoskolskych ugiteli.* Po prichodu do Zahtebu sestavil prvni

1 0 jeho Zivotnim osudu a osudech ¢&leni jeho rodiny bylo referovéno na 25. konferenci Historie matematiky,
Velké Mezitici 2004. Viz téz [1], [3] aZ [6], [10].

2 0 vzniku a vyvoji zéhiebské univerzity viz napi. Sveuciliste u Zagrebu. Spomenica prirodoslovno-
matematickog fakulteta 1874-1974. Prilikom stogodinjice organiziranog znanstvenog i nastavnog rada iz
prirodnih i matematickih znanosti. Matematicki odjel sepsal M. Vugki¢, 1zdao Prirodoslovno-matematicki
fakultet Sveucilista u Zagrebu uz pomo¢ Republi¢kog savjeta za nau¢ni rad, Zagreb, 1974.

® Teprve v roce 1891 byla vyuka matematiky na zahrebské univerzité personalng posilena. Od tohoto roku
D. Segen (prvni Zahradnikiv doktorand) zacal prednéSet geometrii a o &tyfi roky pozd&ji Zahradnikiv zak
V. Vari¢ak zacal prednaSet matematickou analyzu.

4 0d roku 1892 byl &lenem stéatni zkuebni komise pro kandidaty ugitelstvi na stiednich $kolach s chorvatskym
vyucovacim jazykem.

103



matematicka kurikula, pravidla pro dil¢i izavére¢né zkouSky. Dohlizel na zkouSky
ucitelské zpusobilosti pro vSechny aprobace s matematikou na stfednich Skolach
s chorvatskym vyucovacim jazykem. Pfi vSech téchto aktivitdch byl inspirovan praci
svého ugitele a pritele FrantiSka Josefa Studnicky, jehoZ povaZzoval za svaj vzor.
S urcitym ¢asovym zpozdénim rozvijel v Zahtebu obdobné aktivity jako F. J. Studnicka
Vv Praze.

V letech 1883/1884 a 1892/1893 byl dékanem filozofické fakulty, v letech 1896 az
1899 feditelem univerzitniho matematického Ustavu. Od roku 1886 stal v cele
»matematického seminéare“, ktery ziidil pro talentované studenty; zde vznikaly prvni
odborné préace chorvatskych matematikt. V roce 1893 zaloZil ,,matematickou sbirku®,
kterd obsahovala nejraznéj§i matematické pomicky a modely. Bé&hem vice nez
dvacetiletého ptasobeni v Zahiebu vychoval prvni generaci chorvatskych stredoSkolskych
a vysokoSkolskych profesori (napi. D. Segen, V. Vari¢ak), vedl prvni chorvatské
doktorandy, sepsal prvni chorvatské ucebnice matematiky a odborné préce,’ vyrazng také
ovlivnil chorvatskou terminologii v geometrii a algebre.

V sedmdesatych letech prekladal své menSi casopisecké prace do chorvatstiny,
pozdgji vtomto jazyce uverejioval pavodni pradce a sepisoval stredoSkolské
i vysokoSkolské ucebnice. V roce 1878 vydal v Zahiebu malou knize¢ku nazvanou
O determinantih drugoga i trecega stupnja. Za porabu visih srednjih ucilista,® kterou
o rok pozdgji prelozil do ¢estiny avydal v Praze pod ndzvem Prvé pocatky nauky
o determinantech. Pro vy3si st/edni $koly.” Vznikla z jeho prednések, jez mé&l ve $kolnim
roce 1876/1877 pro zaginajici univerzitni studenty. Pro ¢eské studenty sepsal ucebnici
Analyticka geometrie v roving, ktera v3ak nebyla v Cechach kladné ptijata a nedostalo se
ji velkého rozsireni.® Oblibenou se naopak stala jeho sbirka tloh Geometrijska vjezbenica
za viSe razrede srednjih ucilista, kterou sepsal v 90. letech 19. stoleti s Davidem
Segenem.® Na konci 19. stoleti jests vysly jeho chorvatské litografované vysokoskolské
piednésky O determinantima. Predavanja u zimskom semestru godine 1897/8%
a O plohama i o krivuljama u prostoru. Predavanje u ljetnom semestru godine 1898.
Byly to jedny z prvnich chorvatskych vysokoSkolskych uéebnic matematiky.

Pro studenty ceské brnénské techniky na pocatku 20. stoleti upravil a vydal své
chorvatské predndsky z analytické geometrie, teorie determinantd a matematické
analyzy.> Jeho =zasluhou vysly v chorvatitingé Kapesni logarithmické tabulky

® Vice viz [3] a Kuéan Z.: 120 godina nastave prirodoslovlja i matematike na Sveucilidtu u Zagrebu, 21. travnja
1876 — 21. travnja 1996, Spomenica PMF, SveuciliSte u Zagrebu Prirodoslovno-matematicki fakultet, Zagreb,
1996.

® zagreb, 1878, 39 stran.

" Praha, 1879, 48 stran.

® Praha, 1883, 142 stran.

® Geometrijska vjezbenica za vise razrede srednjih ucilista. Svazek I., Planimetrija i stereometrija. Svazek I1.,
Trigonometrija i analiticha geometrija. Svazek I., Zagreb, 1896, 105 stran; 2. vydani, Zagreb, 1905, 119 stran;
3. vydani, Zagreb, 2003, 119 stran; Svazek Il., Zagreb, 1899, 146 stran. V roce 1904 byla shirka pielozena
V. N. Ikonomovem do bulharstiny.

10 Zagreb, 1898, 112 stran.

1 Zagreb, 1898, 152 stran.

12 Nejprve byla publikovana Analytické geometrie v rovine. Prednasky z vy$si mathematiky 1. beh, Brno, 1903—
1904, 198 stran, pak byly otistény ucebni texty O determinantech. Prednasky z vy$Si mathematiky I. beh, cast
Gvodni, Brno, 1903-1904, 62 stran, P;ednasky o integraci differencialnich rovnic obycejnych. Letni semestr
1904, Brno, 1904, 174 stran, a nakonec O plochéach druhého stupné. Z prednasek v zimnim pololeti 1910/1 na
c. k. ceské vysokeé Skole technické v Brné, Brno, 1911, 151 stran.
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F. J. Studnicky. Na konci sedmdesatych let 19. stoleti za¢al do chorvatstiny prekladat
Studnickovu stiedoskolskou ucebnici Algebra pro vy$si tidy strednich $kol,™ jejiz
vydani viak chorvatska vlada nepovolila.*

Karel Zahradnik polozil zaklady chorvatské matematiky a vyrazné prispél k rozvoji
chorvatské matematické komunity. Aktivné se zapojil do prace matematicko-
piirodovédecké sekce chorvatské akademie véd, v niz konal odborné i popularizaéni
piednaSky a publikoval prace. Z&sadnim zptsobem ovlivnil irozvoj matematické ¢asti
¢asopisu Rad Jugoslavenske akademije znanosti iumijetnosti u Zagrebu.'® Zatimco
v Chorvatsku je jeho prace dodnes ocefiovéana a jeho jméno je stale Zivé,*® v Cechach je
nepravem opomijen, ackoliv po cely Zivot spolupracoval s Jednotou ceskych

mathematika.t’

3 Pisobeni na c. k. éeské vysoké Skole technické v Brné

V roce 1899 se Karel Zahradnik vratil do vlasti. Jeho névrat souvisel se vznikem
nové ceske techniky v Brné, ale také s osobni Zivotni krizi (v Z&hiebu mu v prab&hu
nékolika malo let zemiela manZelka i ob& dospélé d&ti)."® V roce 1899 se stal prvnim
rektorem brnénské ceské techniky. Spolu s J. Sobotkou, J. J. Jahnem a H. Schwaigrem
vytvoril prvni profesorsky sbor této Skoly a nemalou mérou prispél k jejimu zdarnému
uvedeni v Zivot i kjejimu dalSimu rozvoji. V rektorském kiesle stanul i v roce
1900/1901. V roce 1908 cisat FrantiSek Josef I. povolil ¢eské technice v Brné oteviit
novy studijni obor nazvany kulturni inZenyrstvi, ktery zahdjil vyuku od Skolniho roku
1909/1910. Ve 3kolnim roce 1910/1911 byl Karel Zahradnik jeho dékanem
a v nasledujicim roce prodskanem.™

Od prvnich dnt se s nesmirnym Usilim pustil do budovani nejenom celé ceské
techniky, ale také jejiho prvniho matematického Ustavu, ktery byl zaloZzen roku 1899,
organizace matematické knihovny, do tvorby novych ucebnich osnov a ucebnich texti.
Kompletné musel zménit styl vyuky, nebot’ jiz nepiipravoval budouci ugitele ¢i odborné
matematiky, ale budouci inZzenyry. Po vzoru ¢eské techniky v Praze a némecké techniky
v Brné zavedl dvoulety cyklus zakladnich matematickych prednasek. Tydn& mival 6 az 8

3 prvni vydani je z roku 1877, druhé z roku 1879. V letech 1878 a 1879 vydal F. J. Studnicka i némeckeé verze
této ucebnice.

¥ Viz Zahradnikovy dopisy uloZené ve fondu ,F. J. Studnicka“ v Literarnim archivu Pamatniku narodniho
pisemnictvi v Praze. Viz téZ Becvarova-Némcova M.: FrantiSek Josef Studnicka (1836-1903), edice Dg&jiny
matematiky, svazek ¢. 10, Prometheus, Praha, 1998.

5\ letech 1878 a7 1899 uveiejnil Karel Zahradnik v Radu vice nez 25 rozsahlych studii. Bez zajimavosti jiste
neni ani to, Ze do roku 1885 byl jedinym autorem matematickych praci otiskovanych vtomto periodiku.
Z prvnich 21 matematickych praci uverejnénych v tomto ¢asopisu je 20 z pera ¢eského autora a ze 43 praci
otiSténych do roku 1898 jich 30 bylo napsano ¢eskymi autory. Jednalo se o rozsahlé Zahradnikovy ¢&lanky
a studie a o drobnégjsi prispévky ceskych autora J. S. Vanécka, A. Strnada, F. J. Studni¢ky a E. Dolezala, které
K. Zahradnik pro spolupréci ziskal, a jejichZ prace doporugil k otisteni.

'8 Jeho portrét byl na diplomech, které udélovalo chorvatské ministerstvo kultury a sportu nejlep$im fesitelim
matematické olympiady v roce 2000.

O pusobeni Karla Zahradnika v Zahtebu viz Be¢véarova M.: Czech Mathematicians and Their Role in the
Development of National Mathematics in the Balkans, str. 9-31. In Be¢varovd M., Binder Ch. (eds.):
Mathematics in the Austrian-Hungarian Empire, Edition History of Mathematics, Volume 41, Matfyzpress,
Prague, 2010.

8 viz t67 [1], [3] aZ [5].

% 0 vzniku a vyvoji ceské techniky v Brng viz Frangk O.: Déjiny Ceské vysoké skoly technické v Brné do roku
1945 (1. dil), Tiskarna Rudého prava, Vysoké u¢eni technické v Brng, Brno, 1965.
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hodin prednasek a cviceni. Od Skolniho roku 1904/1905 byl ¢lenem zkuSebni komise pro
prvni statni zkouSky student stavebniho a strojniho inzenyrstvi, od Skolniho roku
1906/1907 ¢lenem obdobné komise pro zemémérice, od roku 1909/1910 ¢lenem obdobné
komise pro studenty kulturniho inZenyrstvi a od nasledujiciho Skolniho roku zasedal
u prvnich statnich zkousek vSech odbora kromé chemie. Mé&l moznost sledovat rozvoj
¢eské brnénskeé techniky v jejich prvnich patnacti letech. Musel si jisté pIné uvédomovat,
Ze dilo, u jehoZ zrodu stél, se neobycejné zdarilo, nebot’ v roce 1899 Skola zac¢inala
s 53 studenty jednoho oboru v pronajatych prostorach a v roce 1916 v sedmi oborech
studovalo vice nez 500 studentii v novych objektech techniky na Veveii. VaZenym
¢lenem profesorského shoru zistal az do smrti. Zemiel 23. dubna 1916 na zapal plic.

Pro své brnénské studenty uvetejnil dvé ucebnice O determinantech?® a Analyticka
geometrie, . dil, Geometrie bodu, p/imky a kuzelosecek.?* Vzhledem k tomu, Ze je psal
pro techniky, snazil se o jasny, stru¢ny, nazorny a maximalnég srozumitelny styl vykladu.

4 QOcenéni prace

Dne 7. Gnora 1902 ziskal Karel Zahradnik titul ,,dvorniho rady“, coz bylo uznavané
ocenéni udélované v rakousko-uherské monarchii osobnostem, jez se zaslouZily o rozvoj
Skolstvi, vedy, kultury apod.?? Roku 1906 byl za své zésluhy o rozvoj brnénského skolstvi
jmenovan ¢estnym obéanem Kralova Pole (dnes sou¢ast Brna). O dva roky pozdgji obdrzel za
zasluhy o rozvoj Skolstvi a védy pomérné vysoké statni vyznamenani - /ad FrantiSka Josefa
ve stupni komandér (neboli komtur).?

5 Spolkové aktivity

Karel Zahradnik stal pii zrodu Jednoty ceskych mathematikz; od roku 1868 byl totiz
¢lenem Spolku pro volné prednasky z mathematiky a fysiky a v roce 1869 se podilel na
jeho pieméng v Jednotu.”* Prisp&l k tomu, Ze Jednota roku 1870 vydala tzv. Prvni
zpravu® a od roku 1872 zacala vydavat své odborné periodikum Casopis pro péstovani
mathematiky a fysiky. Po névratu do vlasti se aktivné zapojil do budovéni brnénského
odboru Jednoty, v jeho? ele stal od roku 1913.%

V dobé svého puisobeni v Zahtebu znaéné prispél k rozvoji chorvatské matematiky.
Od roku 1879 zacal jako mimotadny ¢len spolupracovat s Jihoslovanskou akademii ved

2 3. Barvi¢, Brno, 1905, 50 stran.

2L A Pi%a, Brno, 1907, 184 stran.

22 Karel Zahradnik byl prvnim profesorem ceské brnénské techniky, ktery obdrZel toto ocenéni.

2 Réd byl zaloZen dne 2. prosince 1849 cisaiem Frantiskem Josefem I. jako odména za ob&anské zésluhy o stat
a panovnicky dam. S jeho udé&lenim nebylo spojeno povyseni do $lechtického stavu. Piavodné mél ti zakladni
stupné: velkokiiz, komandér (neboli komtur) a rytii. V roce 1869 byl ptidan dal3i stupefi nazvany komandér
s hvézdou (tj. komtur s hvézdou), ktery byl viazen mezi stupné velkokiiz a komandér, roku 1901 pak jeste
stupeii dastojnik, ktery byl viazen mezi stupeii komandér a rytii. Rad byl osmihranny, karminové smaltovany,
vykrojeny zlaty kiiz ozdobeny dvouhlavym orlem umisténym mezi rameny kiiZe a nesoucim v zobéku tetéz,
mezi jehoZ ¢lanky bylo heslo VIRIBUS UNITIS, na malém bilém Stitku na lici napis F. J. a na rubu letopocet
1849. Komandérsky (komtursky) kiiz se nosil na ¢ervené nahrdelni stuze. Podrobnosti o udélovani fadu Ize najit
na adrese http://www.franzferdinad.cz/cz/Cisarske-a-kralovske-vojsko/Rady-a-dekorace.

4 \/iz [2] a téZ Houdek V.: Déjepis jednoty ceskych mathematiksi v Praze, Praha, 1872,

% pryni zprava Jednoty ceskych mathematikii, Jednota ceskych mathematiki, Praha, 1870, 87 stran. Spoluedito-
rem zpravy byl M. Neumann.

% O zahradnikovych spolkovych aktivitach viz [1] aZ [3], [5], [6] aZ [10].
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aumeni, jejimz radnym ¢lenem se stal roku 1882. Jeho zasluhou se nejlepsi cesti
matematici stali prespolnimi ¢leny této spolec¢nosti, a tak byla navdzana velmi GspéSna
spoluprace. V letech 1891 az 1899 byl teditelem matematicko-piirodoveédecké sekce
a velmi vyrazng ovliviioval publikagni i piednaskové aktivity chorvatské akademie ved.?’

Diky svym odbornym publikacim byl zvolen prespolnim ¢lenem Kralovské ceské
spolecnosti nauk v Praze, dopisujicim ¢lenem Ceské akademie ved cisaie Frantidka
Josefa 1. pro vedy, slovesnost a umeni, Kralovské srbské akademie ved v Bélehradu,
Circolo matematico di Palermo a Deutsche Mathematiker-Vereinigung. V letech 1900 az
1907 byl &lenem zemské kolni rady pro markrabstvi Moravské.”®

Karel Zahradnik kromé& vyuky, povinnosti s ni spojenych a odborné préace vyvijel
fadu aktivit, které podporovaly chudé talentované studenty v Brné. Od roku 1899 byl
predsedou a ¢estnym &élenem Spolku k podporovani chudych studenti. ZaslouZzil se o to,
Ze ,,Cyrillo-Methodgjské zalozna™ v Brné spolku vénovala roénich 1000 korun a dalSich
1000 korun na vyplaceni péti rocnich stipendii. Byl také aktivnim &lenem vyboru
Podpiirného spolku Hlavka, ktery v roce 1899 zaloZil Josef Hlavka, cesky architekt
a mecendl veédy, umeéni a studentd. V nasledujicim roce byl jmenovéan ¢estnym ¢lenem
Akademického ctendrského spolku Zora; jeho ¢innosti se sice priliS nedcastnil, ale
vénoval mnoho knih jeho ¢itarng. O osm let pozdgji se stal ¢lenem Spolku Kaunicovych
studentskych koleji. KdyZ roku 1909 v Brn¢ 35 jihoslovanskych studentt zaloZilo spolek
Akademsko udruZenje Jugoslavija sdruzujici Chorvaty, Srby a Slovince, byl Karel
Zahradnik spolu s profesorem Michalem Ursinym zvolen jeho &estnym ¢lenem, nebot’
oba pomahali Jihoslovanam pfi jejich studiu v Brné.

6 Publikaéni vysledky

Karel Zahradnik je autorem téméi stovky odbornych i populariza¢nich praci,
vysokoSkolskych i stiedoSkolskych uc¢ebnic, které vychazely v némeckém, c&eském,
chorvatském a francouzském jazyce.” Nasledujici tabulka piehledng zachycuje jeho
odborné publika¢ni aktivity:

Jazyk Pocet praci Prvni préce
némecky 39 1873
cesky 36 1872
chorvatsky 20 1877
francouzsky 1 1899

Jeho prace zasahuji do algebry (determinanty, logaritmy), matematické analyzy
(z&klady infinitezimalniho poctu, diferencidlni rovnice) a geometrie (analyticka,

27 | jetopis Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 2(1877-1887), Zagreb, 1887, a 3(1888) az 14(1899),
Zagreb, 1888 az 1899.

2 0 zahradnikovych spolkovych aktivitach viz [3] a [8].

% gepsal 7 ucebnic a monografii, 82 odbornych ¢lanki a 14 metodicko-didaktickych prispévki. PreloZil
monografii G. Bellavitise nazvanou Methoda equipollenci ¢ili rovnic geometrickych (Praha, JCM, 1874). Clanky
uveiejiioval v casopisech: Zpravy ze zasedani Krélovské ceské spolecnosti nauk, Archiv der Mathematik und
Physik, Sitzungsberichte der kaiser. Akademie der Wissenschaften in Wien, Vestnik Kralovské ceské spolechosti
nauk, Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky, Archiv mathematiky a fysiky, Rad Jugoslovanske akademije
znanosti i umjetnosti, Nastavni vjestnik a Nouvelles annales de mathématiques. Prvni préaci publikoval roku
1872, posledni roku 1912.
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syntetickd, projektivni a algebraickd geometrie, problematika vyucovani geometrie na
stiednich $koléach).®

Hlavnim oborem jeho odborné prace byla analyticka, algebraickd a synteticka
geometrie. V dobé& svého puisobeni v Praze a predevSim pak v Zahrebu se vénoval
zejména teorii racionalnich kiivek a algebraickych krivek tretiho a étvrtého stupné,
k jejichz studiu pouzival analytické metody zaloZzené na hledani nejjednodussiho
parametrického vyjadreni (kiivky vyjadioval naptiklad jako obalky ptimek, které maji
definovanu pevnou vzdalenost od poc¢éatku souradnic a sviraji pevny uUhel s osou x).
Studoval také specialni vlastnosti rovinnych krivek, zejména jejich transformace
ainvoluce, a vlastnosti kuZelosecek a mnoZin bodt danych vlastnosti odvozenych
z kuZelosecek. Jeho velmi oblibenym tématem byly vlastnosti specialnich kiivek
(kisoida, kardioida, strofoida, lemniskata a Descartav list). V tadé ¢lanka popisoval
tzv. trojiny bodi, tj. mnoziny boda danych vlastnosti neboli specidlni trojice bodi
lezicich na kuZeloseckdch nebo algebraickych kiivkach tietiho a c&tvrtého stupng
a spliujici predem zvolené netrivialni podminky. DalS§imi oblastmi, které pritahovaly
jeho pozornost, byly zaklady diferencialniho poc¢tu a jejich jednoduché aplikace
v analytické geometrii kiivek a ploch azaklady analytické a elementarni geometrie
(viz jeho prace vénované kvadraturam, zakladum trigonometrie, Pythagorové ¢i Pappové
VELE).

V dobé svého pusobeni v Brné sepsal vice nez patnact ¢lanki, v nichZ pojednal
o svych oblibenych tématech — trojiny bodd a jejich vlastnosti, specidlni kiivky
(cisoidala, fokala a Descartiiv list), algebraické krivky tretiho a &tvrtého stupng,
biracionalni transformace kubik, diferencialni rovnice a elementarni geometrie.®!

7 Vychova talentd

Karel Zahradnik mél i jako vysokoskolsky profesor v Zahiebu zajem o kvalitni
vyuku matematiky na strednich Skolach. Uvédomoval si, Ze talentované studenty je nutné
podchytit jiz v mladi, jejich nadani podporovat a rozvijet. Proto od po¢atku sedmdesatych
let 19. stoleti az do prvniho dvacetileti 20. stoleti psal metodické, didaktické
a popularizaéni préce veénované elementdrni, analytické a syntetické geometrii,
trigonometrii a zakladam matematické analyzy. Jeho ¢lanky obvykle obsahovaly riazné
zajimavé pohledy na elementdrni matematické poznatky, drobnd vylepSeni
a zjednoduSeni dukazi, netradiéni motivacni piiklady, rtzné aplikace determinantt
a diferencidlniho poc¢tu v analytické geometrii. Sepisoval je pro talentované studenty
a ucitele, aby je motivoval k dalSimu studiu a piedevSim aby poukazal na neobvyklé
souvislosti. Pfispévky mnohdy mély dveé i tii jazykové verze (Ceskou a chorvatskou,
deskou a némeckou, resp. éeskou, némeckou a chorvatskou), které se od sebe vétSinou
témer neliSily. Je zajimavé, Ze texty psané pro studenty neobsahovaly Uplna, detailni
odvozeni ¢i diikazy, ale jen predpoklady, ndznaky postupu a vysledky. Odvozeni, dikazy,
vypocty, konstrukce ¢i nacrtky ponechavaly ¢étenairim. Byly proto naroc¢néjsi nez ¢lanky
jeho kolegt, nebot’ vyzadovaly nemalou samostatnou préci ¢tenaie.

Na ukazku Zahradnikova postupu uvedme dva zajimavé clanky. Roku 1878
uverejnil v Casopisu pro pestovani mathematiky a fysiky kratky ¢&lanek nazvany

% Nejnovsjsi seznam Zahradnikovych praci je uvefejnén v [3].
% podrobna;jsi hodnoceni Zahradnikovych odbornych praci Ize najit v publikacich [1], [3] a [8].
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Prispevek k trigonometrii,®* ktery v témZe roce vy3el v nezménsné némecké verzi
v ¢asopisu Archiv der Mathematik und Physik v oddilu Miscellen pod ndzvem Beitrag zur
Trigonometrie.®®  Elementarnim  zptisobem dokazal tii zakladni véty rovinné
trigonometrie (soucet vnitinich ahla v trojahelniku, sinova véta a kosinova véta). Vysel
ze soustavy

bcosy+ccosf =a,
ccosa+acosy =D,
acosf+bcosa =c,

kterou ziskal tak, Ze vyjadril soucet praiméta dvou stran trojuhelniku ABC do strany treti.
Nejprve ji chapal jako homogenni soustavu tii linedrnich rovnic pro téi nezndmé a, b, c, tj. za
nezndmé povazoval délky stran. Podminku existence netrivialniho teSeni vyjadiil pomoci
determinantu matice soustavy a uZitim elementarnich goniometrickych Uprav dokazal, Ze
soucet vnitinich Ghla v trojuhelniku je roven 180°. Pak eliminoval jednu stranu a ji protilehly
Uhel, elimina¢ni podminku napsal opé&t pomoci determinantu a jeho jednoduchou Upravou
odvodil sinovou vétu. V posledni ¢asti ¢lanku eliminaci dvou Uhla obdrzel vztah mezi
zbyvajicim thlem a stranami, které jej sviraji, tj. dokazal kosinovou vétu.

Problémim z matematické analyzy vénoval Karel Zahradnik pouze okrajovou
pozornost, nebot’ se jeho zajem koncentroval spiSe na syntetickou a algebraickou
geometrii, zejména na geometrii kiivek a ploch, ale presto vytvofil nékolik péknych
piikladii. Roku 1876 uveiejnil v ¢asopisu Archiv fir Mathematik und Physik v oddilu
Miscellen zajimavou a inspirativni Glohu nazvanou Eine Quadratur,® ktera méla toto
znéni: In den Hippokrateschen Halbmond soll der grdsste Kreis eingeschrieben werden.
Welches ist der Ort seines Mittelpunktes, wenn sich der Scheitel des gegebenen
rechtwinkligen Dreiecks auf der Peripherie des ihm umgeschriebenen Kreises bewegt.*®

% CPMF 7(1878), str. 245-248.

3 AMP 62(1878), str. 330-332.

* AMP 59(1876), str. 448.

% zadani Glohy lze pieloZit takto: Do Hippokratova m&sicku mé byt vepsana nejvétsi kruZnice. Jaké je
geometrické misto jejich stredt, kdyZ se vrchol daného pravodhlého trojahelniku pohybuje po obvodu
opsané kruznice.

109



V polérnich soufadnicich uvedl rovnici pravodice kiivky, ktery popisoval polohu vyse
zminéného stredu

r =%(cosq)+sin(p+1),

kde a je polomér kruznice k opsané danému pravouhlému trojuhelniku ABC. Odvozeni
uvedené rovnice neni naro¢né. Z vySe uvedeného obrazku vyplyva, Ze pramér FE
hledané kruznice m vepsané do Hippokratova mésicku vypocteme takto:

SD+ DE-SF =acosg+asinp—a.

Polomér kruznice m vepsané do Hippokratova mési¢ku je

_acosp+asing—a
2

RF ,
a tudiz pravodic¢ bodu R je

r=SF +FR =%(cosgo+sin(p+1).

Ctvrtina hledané kiivky je zndzornéna na nasledujicim obrazku.

Poznamenejme, Ze odvozeni rovnice privodice je hezké a podnétné cviceni ze
stiedoSkolské matematiky a je dobte srozumitelné i pro studenty.

Ve druhé ¢asti ¢lanku podle znamého Leibnizova vzorce
[
s=1 j r’de
2
2]

pocital Karel Zahradnik obsah plochy ohranicené kiivkou r = f(p) a pravodici ri = f(p1)
a r; = f(p2). Aniz by uvedl jednotlivé kroky vypocétu, zapsal vysledek integrace:

a
S=—(7+5).
> (r+5)
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Ve tieti ¢asti ¢lanku napsal: Die Flache der Curve zerfallt in zwei Teile, in einen
rationalen und einen irrationalen Teil. Schreiben wir in den festen Kreis ein Quadrat ein
und dem Quadrat wieder ein Quadrat ein, dessen Seiten die Diagonalenhélften des
grosseren halbiren werden, und beschreiben aus dem gemeinschaftlichen Mittelpunkte
einen Kreis, dessen Radius gleich ist der Seite des kleineren Quadrats, so ist die Summe
dieser drei Flachen gleich der Fache der Curve.*®

Z jeho popisu vyplyva, Ze mél na mysli situaci znazornénou na vySe uvedeném
obrazku, tedy
2 2
S :a_(”+5)=4l+a_+ﬂ,
2 2 2 2

neboli obsah Gtvaru omezeného vySe popsanou kiivkou je roven souétu obsahu étverce

ABCD o strang a+/2, obsahu &tverce EFGH o strang # a obsahu kruhu k;

a2
o poloméru —
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AL-CHVARIZMIHO ARITMETICKY
A ALGEBRAICKY TRAKTAT

MARIE BENEDIKTOVA VETROVCOVA

Abstract: Al-Khwarizmi’s books Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-mugabal (The
Book of Aljabr and Almugabala) and Al-Kitab al-jam wa-t-tafriq bi-hisab al-Hind (a source
for Dixit Algorizmi) stand on the origin of mathematics of calculations, arithmetics and
algebra. In 2009, there became the first Czech translation of this book with commentary by
Petr Vopénka. In the 2nd edition (2010), there are two new additional texts. The purpose of
this contribution is an introduction to this sources books with pointing out origins of arabic
mathematics of calculations and touch of Indian and Greek mathematics.

1 Aritmeticky traktat

1.1 Uvod

Al-Chvarizmiho Aritmeticky traktat je arabskym uvedenim do svéta indického
pocitani s ¢isly nejvétsimi, ale i nejmensimi, jak se uvadi v preambuli. Jde vSak o ¢isla,
kterd, a¢ se zdaji na prvni pohled do té doby dostupnymi prostiedky neuchopitelna,
mohou se ukazovat ve vSech svych plnostech. Cilem traktatu je ukézat, jak tato velka
(nebo velmi mald) ¢isla pojmout a pracovat s nimi i v praktickém zivoté. Jedné se tedy
0 ucebnici pog¢itani ve dvou ¢&iselnych soustavach — desitkové pro c&isla kladna cela
a Sedesatkové pro zlomky (rozumé&jme indické), o ucebnici aritmetického kalkulu. Uziva
piitom &iselnych poziénich soustav, které byly v Mezopotamii (viz [4])* dlouho
zakorenéné, piesto se pri svém psani odvolava vyhradné na Indy. Vrcholem traktatu je
pocitani se zlomky o libovolném zéakladé (nejspiSe vlastni al-Chvarizmiho préace).

Pivodni arabsky text se nedochoval a neni ani znam jeho vlastni nézev.” Viychazime
proto z latinského textu ¢asto oznacovaného jako Algoritmi de numero Indorum (Kniha
o indickém pocitani). Nejedna se vSak o piesny pieklad, ale spiSe o vyklad al-
Chvarizmiho pocinu soudobymi prostiedky (pouzivani fimskych ¢&islic, chybéjici arabské
figury i vlastni vypocéty), proto je v druhém ceském vydani al-Chvérizmiho
Aritmetického a algebraického traktatu zarazen i pokus o rekonstrukci puavodniho
arabského textu ([2]). V prvnim vydani [3] tento text chybi, je zde jen cesky pieklad
pofizeny z vydani [1]. Ceska vydani jsou potizena piekladem z rustiny [1]. Preklad
z latiny do rustiny vznikl na zaklad¢ rukopisu uloZeného v knihovné University of
Cambridge. Srovnani navazujicich pozdgjSich al-Chvéarizmimu podobnych traktatt
Algorithmi de numero indium a Liber Algorismi de pratica arismetrice, vydanych
souhrnng v Rimé roku 1857, najdeme v [11].

Poznamenejme (a pripomenme), Ze Aritmeticky traktat stoji na pocéatku historie
algoritmu a vlastni slovo algoritmus pochazi z latinizované podoby al-Chvarizmiho
jména Algorizmi. Uvodni pasaZe traktatu latinského vydani totiz zaginaji slovy ,,Dixit

! Al-Chvérizmi pracoval na svych traktatech v Bagdadu v Dom& moudrosti (Bajt al hikma) na dvoie chélifa al
Mamdna — [15], str. 20, a [14], str. 156.

2 Al-Chvarizmiho arabsky psany spis se patrné jmenoval al-Kitab al-dZam
tj. kniha o s¢itani a od¢itani podle indického podtu.

C

wa-I-tafrigh bi-hisab al-Hind,
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Algorizmi*“ — Algorizmi pravil. Aritmeticky traktdt je pramennym textem zaklada
evropské vzdélanosti.

Metodicky jsou oba traktaty psany tak, aby téma bylo vyloZeno nejprve velmi stru¢né
v obecném pojednéni. Nésleduje nékolik ndzornych priklada, které se snazi postihnout
vSechny pripady, které mohou nastat. Samy piiklady vlastné popisuji algoritmus, jak
Chvérizmi otevird nového svét matematiky kalkulaci, se muazeme podrobngji dogist
v [12].

1.2 Obsah

Al-Chvarizmi nejprve piedstavi vychodoarabskou i zapadoarabskou podobu ¢&islic.
Aby ale ¢&islice nebyly pouhymi symboly pro nic, hled4d podstatu &isel, kterou opira
o ¢islo jedna. A podstatu jednotky velice peclivé uchopuje, presto pro néj jeSté neni
plnohodnotnym &islem.® , KaZdé &islo je slozené z jednotek. [...] Jednotka je zéklad
kazdého ¢isla a lezi vné ¢isel. [...] Ona urcuje kazdé ¢islo. Vné ¢isel je proto, Ze je uréena
sama sebou. [...] Ostatni ¢isla se bez jednotky nemohou vykytovat. [...] Tedy ¢islo neni
nic jiného, neZ soubor jednotek.“* Dodejme, Ze ohledn& ustanoveni jednotky se al-
Chvarizmi odvolava na svuj drivéjSi Algebraicky traktat, nicméné zde je s vykladem
precizngjsi.

Cisla, ktera nésleduji, jsou vyé&islovana potencialng do nekoneéna. Ovsem zachézeni
s nimi pomoci pozi¢ni desitkové soustavy, pievzaté od Indd, se jevilo v té dobé jako
revoluéni. Nula jako &islo neni uvazovana vibec. Pro vyjadieni nuly v poziénim systému
uziva symbol krouzku. Postaveni, které ma jednotka, se nule jesté zdaleka nedostava.
Z dnedniho pohledu jsou nula i jednotka z hlediska aritmetiky velmi vyznamnymi
entitami — jsou to konstanty algebraického kalkulu.®

Al-Chvérizmiho pievzaty zapis pozi¢né sledoval sémantiku &isel (kolik jednotek,
desitek, tisica, desitek tisici, stovek tisicu, tisicu tisica, ..., tisica tisica tisica, ...). Pri
¢teni latinského prekladu psaného pomoci fimskych ¢isel ndm ptipada, Ze se smé&Suje
psani &isel s jejich vykladem. V pavodnim textu nejspi§ tyto (¢imské) &islice nebyly,
protoZe se nejprve pojednava o zavedeni pojmi jednotlivych ¢isel (sémantiku), a teprve
poté jde o psani &isel pomoci znaki (syntax). Rimska éisla/gislice jsou tedy &asto
zkratkou pro slovni zépis ¢isel, jak mohl byt v arabském originéle. Al-Chvarizmi piebira
od Indi devét znakd pro jednicku az gislo devét, pro vyjadieni prdzdné pozice (fadu) ma
krouzek. Zpuasobem zapisu do pozi¢ni desitkové soustav, ktery se dodnes uci na zacatku
vyuky matematiky, mohl uchopit velka &isla velmi rychle a snadno. Na rozdil od dnesni
zvyklosti ¢&isla psal zprava doleva. Konkrétng zapis 325 je velmi efektivni zkratkou za
vyjadieni 5 jednotek, 2 desitky a 3 stovky (ve stejném smyslu jako 5 jablek, 2 hrusky a 3
Svestky). Zputsob zapisovani ¢isel je uzavien sémantikou fadu v piikladu zépisu ¢&isla
1180 703 051 492 863 ([5], str. 117-118). Timto se doklada, Ze zamérem al-Chva-
rizmiho bylo uchopit a mit moZnost pracovat s do té doby neuchopitelnymi velkymi ¢isly

% Ackoli delé al-Chvérizmi velky rozdil mezi podstatou jednotky a &isla, dovolim si psat o jednotce jako o &islu,
protoZe pii zapisu pomoci ¢islic a vlastnim pocitani s ni jako s ¢islem pracuje. Al-Chvérizmi zastava pozici
nastolenou feckou matematiku, pro kterou ¢islo jedna jesté ¢islem neni (viz Servitova pozndmka v [13], str. 103,
doprovazejici vymery VII. knihy Eukleidovych Zé&kladi). Ani pro Isidora ze Sevilly jesté jednicka neni ¢islem —
viz [10], str. 283.

* Srov. Eukleides: ,,Jednotka jest, dle niz kazdé véci se ika jedna. Cislo pak jest mnoZstvi slozené z jednotek.*
[13], str. 103.

® Petr Vopénka dokonce v [15], str. 65-76, uvadi popis arabského algebraického kalkulu (pouze s konstantou 1),
ktery upravuje na indicky (algebraicky kalkul) ptidanim konstant 0 a —1.
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jako s¢isly b&znymi. Algoritmy, které nasleduji, piedznamenavaji pisemné pogitani,
které nejspiSe Indové provadéli zpaméti.

Nasleduje pojednani o tom, jak tato velka &isla s¢itat a odgitat — dnednimi slovy tedy
pisemné s¢itat a odgitat. Vybér prikladt pro metodu je ale pozoruhodny: nejprve odecita
polovinu &isla, jehoz vSechny rady jsou sudé (dnesni symbolikou 6422 — 3211 = 3211),
coz doklada velky vyznam zachazeni a préci s polovinou a fakt (dneSni symbolikou) 1 —
1/2 = 1/2. Tato polovina je ptitom idealni, dosaZzenid vSak nikoliv konstrukci, ale
kalkulem. Druhy piiklad doklada, jak pozice v zapisu funguji (dnesni naSi symbolikou
1144 -144 = 1000). Treti priklad v latinském piekladu chybi, jednalo se ziejmé o odgitani
s prechodem pies desitku. Petr Vopé&nka v komentati uvadi 952 — 874 = 78.

Pokracuje puleni a zdvojeni ¢isla. Predpoklada se ptitom znalost puleni sudého ¢isla
(rozpuleni osmi, Sesti, étyt a dvou) a pfi pileni lichého ¢isla se jednotka pili na 30/60 (30
minut). Text se piimo vénuje az pileni &isel vétSich nez 10, ptiéemz déleni fadu feSi
pomoci krouzku a ¢isla 5. Dvojnasobek ¢isla provadime od vyssiho fadu k nizsimu.

Po dvojnéasobku nésleduje pouceni o nasobeni libovolnych ¢&isel, ¢imz se rozSituje
pojednéni z Algebraického traktatu. Zde je v3ak popsén postup, jak (pisemng) nésobit
v desitkové pozi¢ni soustavé od vysSich fada k nizsim (ptiklad méa 2326 - 214 = 497764).
Pro doklad spravnosti postupu (ne o pravdivosti ndzoru) se dodava devitkova zkouSka
(srv. [15], str. 34, a [2], str. 124-125).

Al-Chvarizmi dodava i algoritmus pro déleni (v oboru kladnych ptirozenych ¢&isel).
V ¢eském piekladu latinského vydani v [3] je vSak velmi ledabylé. V [2], str. 97-102, je
déleni rozvedeno do algoritmické podoby, jakou dosud al-Chvérizmi pouziva. V [1],
str. 165-167, je i dalSi komentéai.

Pokud se al-Chvarizmi vénuje zlomkiam, je si sice védom, Ze mohou mit rtzné
zéklady, presto z tradice mezopotamské zac¢ind nejprve zlomky indickymi, které jsou
zaloZeny na Sedesati. Je si zaroven védom potencialné nekone¢ného mnoZzstvi zlomka ve
smyslu reciprocity potencialné nekone¢ného mnozstvi ¢isel (kladnych prirozenych).

Se zlomky zaloZenymi na Sedesati zachazi stejné elegantné jako s ¢isly kladnymi
ptirozenymi. Z dneSniho pohledu s nimi zachazi zpasobem, jakym se vyucuje prace
s thlovou mirou. PouZivd pro to Sedesatkovou soustavu zapisovanou pomoci cisel
vyjadienych v desitkové poziéni soustavé. Jednotlivé rady nasledujici jednotky smé&rem
k niz§im pak jsou minuty, sekundy, tercie, kvarty, kvinty, sexty, atd.

Samotné pocitani se zlomky predstavuje ndsobeni a déleni. Nejprve néasobi zlomky
celym gislem (&i stupni), pak nésleduje ndsobeni zlomki (vlastnich i nevlastnich) mezi
sebou. Podobné jako s velkymi ¢&isly je potieba i zde davat pozor na tady a pro prazdny
rad uzivat krouzek. Pii déleni &isel, z nich jedno je necelé, je dalezité umét prevadét ¢isla

Aritmeticky traktat je v ceském vydani [2] i [3] uzavien praci se zlomky o jinych
zékladech. Slibované pojedndni o odmocnovani chybi. MoZna ani soucasti pavodniho
textu nebylo, protoze bylo odvoditelné zalgebry a almukabaly (obsazenych
v Algebraickém traktatu). Pozdéjsi aritmetické traktaty ho ale b&zn& uvadély (srv. [8],
str. 98-125), nikoli ve tvaru vypogctu ¢i algoritmu, ale pouze se slovhim popisem.
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2 Algebraicky traktat

2.1 Uvod
Algebraicky traktat je text starSi, Aritmeticky traktat predurcuje, ale zaroven

i doprovazi. MaZeme se na n¢j divat jako na praktickou piirucku, jak s ¢isly zachazet ,,pfi
déleni majetka, v zéleZitostech soudnich, v obchodé, pii uzavirdni smluv a také pfi
vymeéiovani puady, vedeni kanald, ve stavitelstvi a pii nejriznéjSich jinych pracich”. ([2],
str. 165). Zachoval se ndm v arabstiné jako Al-Kitab al-muchtasar fi hisab al-dZebr wa-I-
mugabala, v latinském piekladu jako Liber algebrae et almucabalae continens
demontrationes aequationum regularum Algebrae (Robert z Chesteru). Al-dZebr znamena
pienos od¢itanych vyrazii z jedné strany rovnice na druhou tak, abychom nahradili
od¢itani pri¢itanim. Al-mugabala je kraceni. Pro Evropu se naukou algebry a almukabaly
rozuméla nauka o (algebraickych) rovnicich druhého i vy3Sich stuptiai o jedné, ale i vice
neznamych.

V samotném Algebraickém traktdtu se vSak setkdvame se studiem rovnic
kvadratickych s kladnymi prirozenymi koeficienty (misty na jejich misté i racionalnimi
¢isly), feSenymi v oboru kladnych celych ¢isel. Cilem bylo ¢asto ziskat kvadrat nikoli
koten. Kvadratické rovnice, na které se nejcastéji odkazuje, vSak nebyly jedinou sougasti
tohoto traktatu. To, Ze Algebraicky traktat byl piedstupném pro Aritmeticky traktat,
svédcei praktické oddily — o algebraickém nésobeni &isel a zvétSovani a zmenSovani.
Stejn¢ tak miaZeme pohlizet i na hledani kofene jako na jednu z moznosti, jak ve
speciélnich pifpadech odmociovat.®

Poznamenejme, Ze podobné jako slovo algoritmus (algorithmus, argorismus,
algorismus, alchorismus) ma ptvod ve jménu arabského ucéence (po zpusobu
Algorizmiho), pojem algebra znac&i zpasob prace s rovnicemi, al-dZebr a al-mugabaly.

2.2 Obsah

Jak jsme se zminili u Aritmetického traktatu Algebraicky traktat jednotku rovnéz iesi, ne
viak tak dukladng. V3echna ¢&isla jsou sestavena z jednotek a jednotka je piitomna
v kazdém ¢isle. Jednotky jsou ¢isla vétsi nez jedna do deseti.

Cisla rozdgluje do ti druhii: koren (v dnesnim smyslu x), kvadrat (dnes x?) a &islo
(dirhemu, dnes c, d, atd.), které se nevztahuje ani ke kofenu, ani ke kvadratu. Al-
Chvarizmi rozliSuje v Sesti oddilech (vlastng Sesti pripadech) uGlohy vedouci na reSeni
toho, ¢emu dnes fikdme kvadratické rovnice. K popisu prace stimto matematickym
jevem zde budeme uzivat velkou zkratku — dnedni zna¢eni a dneSni pojmy rovnice,
neznamé, koeficient, umocniovani, odmocinovani, atd., ale i zapis ¢isel v desitkové
poziéni soustavé, z diivodu snazsiho porozumeni.”

® Odmociiovani totiz v Aritmetickém traktatu je predznamenano, ne vak v nejstarsich prekladech-vykladech
vysvétleno. Domnivame se tedy, Ze se al-Chvarizmi odvolaval na Algebraicky traktat.

" Uved'me zde znéni Prvniho oddilu Algebraického traktatu v ceském piekladu ([5], str. 140), kde se pojem
rovnice, natoz kvadratické, nevyskytuje: ,,Co se ty¢e kvadrati rovnych kofenim; to pokud napiiklad teknes:
Kvadrat je roven péti svym koifenim, potom je kofen kvadratu pét a kvadrat dvacet pét, coz je rovno péti jeho
kotenim. Pokud tekne$: Ttetina kvadratu je rovna &tyiem kotenim, potom cely kvadrat je roven dvanacti
kotenim, to znamend, Ze je roven sto Ctyriceti ¢tyfem a jeho kofen dvanacti. Pokud napiiklad teknes: Pét
kvadratd je rovno deseti korenim, pak jeden kvadrét je roven dvéma kotenaim, kofen kvadratu je dva a kvadrat
Styi. Timto zpasobem, at’ je kvadrati mnoho ¢i malo, prevede se vse na jeden kvadrat a stejné se pracuje s jim
rovnymi koteny, které se prevedou tak, jako se pieved| kvadrat.
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1. oddil fesi rovnice tvaru ax? = bx. Po tpravé x* = (b/a)x, a odtud x = b/a. Tyto tpravy
jsou zcela vporadku, nezapomenime, Ze pracujeme v oboru kladnych piirozenych
¢isel. Jedna se tedy o kraceni.

Priklady k tomu podava x* = 5x, 1/3x* = 4x a 5x* = 10x.

2. oddil se vénuje odmociovéani ax® = b, kde b/a je ve tvaru druhé mocniny n&jakého
kladného prirozeného &isla. Doprovodné piiklady: x*= 9, 5x°= 80 a 1/2x? = 18.

3. oddil umociuje: najit kvadrat korenu rovnice bx = c.

Piiklady: x = 3, 4x = 20, 1/2x = 10.

4. oddil se zabyva rovnici tvaru x* + bx = c steSenim x = V((b/2)*+c) — b/2.
Doprovodné priklady: x? + 10x = 39, 2x* + 10x =4 8 (nejprve kratime dvéma)
a 1/2x% + 5x = 28.

5. oddil probira rovnici tvaru ax? + ¢ = bx. V piikladu x* + 21 = 10x al-Chvarizmi
neopomene si povSimnout, Ze vychazi dva rtizné kladné piirozené koieny x; = 3
axp = 7. RovnéZ zde provadi i rozbor poétu redeni kvadratické rovnice véetné
piipadu, kdy rovnice nema zadné, dvé ¢&i jedno feSeni. Jedno feSeni piitom jeSté
neznamena nutné zdvojeny koten, protoze poc¢itame v oboru kladnych piirozenych
cisel.

6. oddil zavriuje rovnici typu bx + ¢ = ax.

Piiklad pro tento typ rovnice uvadi 3x + 4 = x°.

Prvni tfi oddily jsou zhlediska arabského algebraického kalkulu zcela
neproblematické, zbylé tii vyZaduji dikaz. Ty jsou provadény pievodem na geometrii
Eukleidovych Z&kladii. Poznamenejme, Ze téze dobé, kdy piSe al-Chvarizmi sva
pojednéni, v Domé moudrosti pasobi prvni piekladatel Eukleidovych Zaklad: 1bn Jasuf
ibn Matar al-Hajj4j (al-HadZdZ4d?) a jejich komentator al-°Abbas ibn Sa‘id al-Dzauhari.?
O teéchto pracech al-Chvérizmi téméf jisté védél, ale vtextu se na Eukleida piimo
neodkazuje, Zaklady pouze ve svych dukazech uZiva, obzvlasté Il. knihu. Use¢ky &i
plosné utvary zde figuruji jen jako pomutcka lepSi ndzornosti. To, o co jde, jsou ¢isla.
Vlastni algebraicky dikaz ve smyslu propojeni geometrie a algebry, jak zname od
Descarta, to jeste ale neni. Nicméné geometrie se ukazuje zde v UpIné& novém svétle —
jako uZzita, aplikovana matematika.

Po teSeni kvadratickych rovnic nésleduje oddil o nasobeni — v naSi matematice
0 Upravé algebraickych vyraza typu (a £ x) - (b + x). Vyznamné zde piitom vystupuje
&islo deset. Priklady (zapsané v nasi dnesni notaci) (10 + 1) - (10 + 2), (10-1) - (10 - 1),
(10 + 2) - (10 — 1) propojuji algebru s aritmetikou. Nasleduji ptiklady ryze algebraického
typu (10 — x) - 10, (10 + x) - (10 + x), (10 — x) - (10 — x). Velmi zajimavy je ptiklad se
zlomky (1 — 1/6) - (1 — 1/6), ktery teSi algebraicky, ale i aritmeticky. Oddil o nasobeni al-
Chvérizmi zakoncuje Upravou algebraickych vyrazi typu (10 — x) - (10 + x), (10 — x) - X,
(10 + 1/2x) - (1/2-5x) a (10 + x) - (x = 10) = (x + 10) - (x — 10). Je ziejmé, Ze tato pasaz
Algebraického traktatu podava navod na néasobeni dvoucifernych &isel. Ten mé oporu
v recké geometrii a svou povahou, ackoli by méla spiSe spadat pod Aritmeticky traktat,
ma& opodstatnéné misto zde, nevyzaduje totiz uziti desitkové pozi¢ni soustavy. Dalsi
postieh, ktery je nutno zminit, je ten, Ze nejspiSe jeSt¢ v této dobé& nebyla ziejma
komutativnost nasobeni a s¢itani.

Oddil o zvétSovani a zmenSovani se vénuje dvéma jevim - jednak pocitani
s odmocninami a jednak pocitani s polynomy. Dokladaji to tvrzeni o Gpravach vyrazi
s odmocninami:

8 Viz [14], str. 156, &i [6], str. 40.
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,koien ze dvou set bez deseti pricteny ke dvaceti bez koienu ze dvou set je deset ,° j.
(N(200) - 10) + (20 — V(200)) = 10;

,.koren ze dvou set bez deseti, odecteny od dvaceti bez kotrenu ze dvou set je tricet bez

dvou koifenii ze dvou set a dva koreny ze dvou set je koren z osmi set”, ™ tj.
(20 — V/(200)) — (V(200) — 10) = 30 — 27/(200), kde 2V(200) = \(800).
Nésleduji dve tvrzeni o Gpravach kvadratickych polynoma:
(100 + x* - 20x) + (50 + 10x — 2x%) = 150 — x* — 10x
a (100 + x* — 20x) — (50 + 10x — 2x?) =50 — 3x* — 30x.

K témto tvrzenim je pozdégji ve spise prilozeno vysvétleni podle obrazku, tedy pomoci
Eukleidovy geometrie.

Dal3imi pocetnimi Ukony s odmocninami jsou n&sobeni kotenu kvadratu, polovina
kotenu kvadratu, podil korend (podil odmocnin), nasobeni kotenti mezi sebou (nasobeni
odmocnin) a nasobeni riiznych nasobkii riznych kotenii mezi sebou (napi. 29 - 3v4).

Oddil o 3esti Ulohach doprovazi typovymi ptiklady s podrobnym vysvétlenim
prvnich Sest oddila, rozebirajicich moZnosti pti teSeni kvadratické rovnice v oboru
kladnych ptirozenych ¢isel. Oddil o rozlicnych Ulohach je jiz shirkou teSenych uloh ke
stejné problematice. N&které z nich jsou i praktického razu a dneSnimi slovy je miZeme
oznacit za slovni Ulohy na kvadratické rovnice.

Oddil o obchodovéani se zabyva vykladem a pocitanim s trojélenkou (pfimou
a nepifimou Umérou): ,,Véz, ze déleni se lidi o néco, stejné jako ndkup i prodej, vyména
i ndgjem a jiné maji co do &inéni se &tvero &isly, stanovenymi tazajicim a to s mirou,
cenou, mnozstvim a hodnotou. Cislo, odpovidajici mite, stoji proti &islu odpovidajicimu
hodnot¢ a ¢islo odpovidajici cené proti ¢islu odpovidajicimu mnoZstvi. Z téchto ¢tyi ¢isel
jsou vzdy tii zndmé a jedno je nezndmé a o ndm hovoiici iké , kolik“ a taZe se tazajici.“™*
Tento oddil al-Chvarizmi doporucuje uzivat v otdzkach obchodovani, vymény, objemu
nebo vahy. U tohoto oddilu kon¢i preklad Algebraického traktatu Robertem z Chesteru.
V ceském vydani [2] i [3] je jeSté oddil o me&teni, ve kterém se podle Donalda E. Knutha
[12], str. 3-4 porovnava Mishnat ha-Middot, sepsany Zidovskym rabinem Nehemjanem,
a al-Chvarizmiho Algebraickym traktatem:

Oddil o mereni propojuje geometrii salgebrou a uvadi do arabského svéta
Archimedovy vysledky z oblasti ploch rovinnych i prostorovych geometrickych utvard.
Al-Chvarizmi nejprve zavadi ploSné miry pies plochu ¢tverce. Jednotkovou plochu sice
zavadi jako nasobek stran obrazce se stejnymi stranami a Uhly (tj. obecné jako plochu
pravidelného polygonu), uvaZuje vSak o ¢tverci. Od plochy &tverce je naopak schopen
odvodit délku strany jako kotfen (odmocninu) plochy. Dale uvadi vztah pro obsah
trojuhelniku pomoci vysky a poloviny zakladny, pro obsah koso&tverce pomoci soucinu
Uhlopricek.

Vlastnosti kruhu a jeho &asti jsou zde rozvedeny peclivéji. Obvod kruhu fesi jako
Archimedes ptes 3 1/7ndsobek prameéru (tj. pomoci nasobku 3,142857), pro astronomy
pies 62832nésobek praméru déleny 20000 (tj. z dneSniho pohledu presnéjSim ndsobkem
3,1416). Z obvodu dostane pramér obracenym postupem. Plochu kruhu pogita z praméru
a obvodu. Rovnéz se zabyva mirami kruhové vysece pomoci miry oblouku a délky tétivy.

Nasleduji tvrzeni o objemu prostorovych téles pomoci plochy podstavy a jejich
vysky. Nektera z nich al-Chvérizmi piebiré i od Eukleida.*

% Viz [2], str. 128.

0 viz [2], str. 128.

" viz [2], str. 178.

2 Tvrzeni ,,Co se tyce jehlanu trojihelného, tvercového a kruhového, maji tu vlastnost, Ze soucin tativy plochy
jejich podstavy s vyskou je objem.“ piebira z XII. knihy Eukleidovych Zakladii. Viz [2], str. 182.
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Al-Chvérizmi uvadi Pythagorovu vétu o rovnosti souctu ¢tverci sestrojenych nad
odvésnami se ¢tvercem sestrojenym nad pireponou. OvSem ve znéni vice algebraickém:
,»Kazdy pravouhly trojuhelnik ma tu vlastnost, jestlize vynasobi$ obé kratsi strany samy
sebou, pak soucet téchto sougini je roven soucinu nejdel$i strany samy se sebou.“!®
Rovné? dikaz je jiny, neZ jaky zndme od Eukleida.**

Dale rozliSuje pét &tyruhelnika — ¢&tverec, obdélnik, kosoétverec, kosodélnik
a obecny ¢tyiGhelnik. Pro né uvadi na nazornych ptikladech vztahy pro vypocet jejich
plochy. ,,Co se tyce ostatnich &tyiuhelnika, definovani jejich plochy se pievadi na
pravidla vypogtu ploch trojihelnika s pomoci Ghlopiicek.“™

Rozdéleni trojuhelnikt a vypoctu jejich plochy vénuje dosti pozornosti. RozliSuje
trojuhelniky pravodhlé, ostroahlé a tupoudhlé. Trojuhelniky mezi sebou porovnava podle
jejich obsahu ve vztahu k Pythagorové vété (ostrouhlé trojuhelniky maji soucet kvadrata
kratSich stran vétSi nez kvadrat nejdelsi strany, u tupoudhlych trojihelniki je to naopak).
U ostrothlych trojuhelnika uvéadi i vlastnosti pro rovnoramenny a rovnostranny
trojuhelnik. Obsah tupoudhlého trojahelnika méme provadét pomoci vysky spusténé na
nejdelSi stranu (aby pata vysky nebyla vné trojahelniku).

V poslednich zavérec¢nych prikladech al-Chvarizmi feSi vypocet objemu komolého
jehlanu se ¢tvercovou podstavou (s poznamkou pro kruhovou podstavu) a vypocet délky
étverce vepsaného do rovnoramenného trojihelniku (vypocet velikosti pozemku).

3 Zavér

Al-Chvarizmiho traktaty dokazaly privést do Evropy novou aritmetiku, zalozenou na
indické matematice kalkulaci s velkymi ¢&isly, a algebru okoienénou feckou matematikou
geometrického ndzoru. Jsou velmi dilezitym svédectvim vyvoje matematiky a piichazi
s naprosto novym pielomovym zpasobem uvaZzovanim o matematice. Nova aritmetika
piedstavuje znalost indického aritmetického kalkulu, ktery doké&ze wvelmi rychle
piedpovedét vysledek pocitani s velkymi &isly. Pri znalosti algebraického kalkulu bylo
mozné pouhou kalkulaci se znaky predpovédét fedeni slozZité tlohy. K jejich vzadjemnému
plnohodnotnému propojeni s geometrii, o kterou se algebraicky kalkul opiral, dochézi az
s nastupem doby Reného Descarta:*® Diky algebie tak miZeme navrhnout geometrickou
konstrukci a dale oteviit geometrii (algebraickych) objektt, které antika nemohla uchopit.
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DIELO KARLA ZAHRADNIKA
(GEOMETRICKE PRACE)

JAN CIZMAR

Abstract: This paper describes main topics and characteristic outline of the scientific work of
Karel Zahradnik, the founder of the Croatian university mathematical education and one of
the first members of Czech geometrical school. His papers are devoted almost exclusively to
the theory of plane algebraic curves, particularly to the theory of both conic sections and some
classes of curves deduced from them.

1 Uvod

Vedecké dielo Karla Zahradnika (1848-1916), zakladatel'a chorvatskeho univerzit-
ného matematického vzdelavania a prislusnika prvej generacie ¢eskej geometrickej Skoly,
je podstatnou ¢ast’ou svojho objemu venované geometrickej tematike, a to temer vylu¢ne
teorii rovinnych algebrickych kriviek, z velkej casti teorii kuzeloseciek a teorii kriviek
odvodenych z kuZeloseciek, ako aj niektorym novym pohladom na zname krivky
antického obdobia a matematiky 16.-18. storocia a uréitym zovSeobecneniam tychto
kriviek. Zaciatky Zahradnikovej publika¢nej ¢&innosti spadaju do obdobia, ked’ sa
v strednej Eurépe, 3pecidlne v nemecky hovoriacich krajinach av Cechach zacala
v geometrii viditeI'ne ustal’ovat’ koncepcia tzv. novsej geometrie (neuere Geometrie), ¢o
z retrospektivy znamend projektivnu geometriu s vyraznou prevahou syntetickej metddy
v skiimani objektov projektivneho priestoru reprezentovaného rozsirenym euklidovskym
priestorom ako temer jedinym a vyluénym modelom. V ¢eskom prostredi k vytvoreniu
tejto koncepcie zaiste vydatne prispelo aj pésobenie Wilhelma Fiedlera (1832-1912)
v rokoch 1864-1867 na nemeckej technike v Prahe. W. Fiedler bol vynikajicim
predstavitelom a propagéatorom tohto smeru projektivnej geometrie, pre ktory vydatnym
zdrojom motivéacie a nesmierne rozl'ahlou oblast'ou aplikacie bola deskriptivna geometria
s jej konjunktirou tvorby zobrazovacich metéd aStidia hlavnych geometrickych
objektov, ktorymi boli teoreticky zaujimavé a aplikacne délezité krivky a plochy. Toto
zameranie si v stredoeurdpskej a osobitne v raklskej a ¢eskej deskriptivnej geometrii
udrZiavalo dominantné postavenie az do 30. rokov 20. storodia, ¢o je zretelne zjavné
z monografickej a u¢ebnicovej tvorby tohto obdobia. Vyznamnymi reprezentantmi tohto
spojenia deskriptivnej a projektivnej geometrie boli v ¢eskom prostredi o. i. Karel Pelz,
Jan Sobotka a Frantisek Kaderavek, ktory s urcitym historickym oneskorenim fakticky
uzatvaral onu epochu.

Klasickou cestou sa spomedzi prvych tvorcov ¢eskej geometrickej Skoly vydal Emil
Weyr (1848-1894), ktory rozvijal rydzo projektivnogeometrickl liniu hlavne syntetickou
metodou v duchu tradicie rozpracovanej najma J. Steinerom a M. Chaslesom. Nepodlieha
pochybnosti, Ze tak ako K. Pelz aj Em. Weyr bol vo svojom vedeckom smerovani silno
ovplyvneny W. Fiedlerom. Vo Fiedlerovom celoZivotnom diele sG pomerne vyvazene
zastupené a rozvijané obe hlavné linie rozvoja projektivnej geometrie — linia synteticka
i linia analytickogeometricka. Pre druhd koncepciu mal v nemecky hovoriacom prostredi
neocenitel’ny vyznam Fiedlerov preklad a Uprava monografie G. Salmona o analytickej
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geometrii. K osobitostiam ¢eskej geometrickej Skoly patri vyrazna dominancia poctu prac
opierajucich sa o syntetickl metédu. Medzi nevel’ky pocet tych autorov, ktori vag&Sinu
svojich vedeckych a odbornych vysledkov dosahovali prevazne analytickou metédou,
patril K. Zahradnik. Od zagiatkov jeho publika¢nej ¢innosti r. 1872 to bola hlavne tedria
rovinnych algebrickych kriviek, zac¢inajuca sa analytickym spractvanim Specialnych
typov racionalnych kriviek, ktord cez rieSenie pocetnych problémov o objektoch
zviazanych s kuzeloseckami aZz po niektoré drobnejSie problémy elementarnej povahy
putala Zahradnikovu pozornost’ az do posledného obdobia jeho Zivota. Jednotiacou ¢rtou
Zahradnikovych vedeckych, odbornych i metodickych prac je zru¢né, obratné a vysoko
produktivne pouZivanie analytickej metédy vhodne doplnené menSim rozsahom
syntetickych Uvah v pasadZzach vSeobecne pristupnych a zrozumitelnych dobovému
okruhu priemerne vysokoskolsky vzdelanych gitatelov-matematikov. Vyber ndmetov
i variabilita metdd a prostriedkov Zahradnikovych prac su vyrazne monotematické, ¢o
vystiZzne charakterizoval uz Matyas Lerch ([1]).

2 Preliminéria

Zo 114 poloziek Uplného zoznamu publikacii K. Zahradnika, vypracovaného
M. Becévarovou ([1]), 90 poloZiek zaznamendava publikécie priamo spaté s geometriou. Z toho
poctu priblizne 67 moZno oznacit’ za pdvodné prace, hoci niekolko z nich je v identickom
alebo temer identickom zneni publikovanych v dvoch av niektorych pripadoch dokonca
v troch jazykoch — v ¢eStine, nemcine a chorvatéine. Taktiez originalita prac je rozdielna —
kolide od drobnych doplneni a poznamok k zndmym vetdm aZ po zov3eobectiujlice vysledky
o0 niektorych triedach rovinnych algebrickych kriviek.

Pre orientaciu citatel'a je potrebné uviest’ niekol’ko pozndmok o charaktere ambientnej
roviny geometrickych objektov skimanych Zahradnikom, ako aj o metodach a prostriedkoch,
pomocou ktorych toto skimanie prebiehalo. Vylu¢nym typom roviny, s ktorym K. Zahradnik
pracoval, bola redlna euklidovska rovina doplnend mnoZinou nevlastnych bodov vSetkych
priamok euklidovskej roviny; mnoZina vSetkych takych bodov tvorila nevlastni priamku,
ktorou doplnena euklidovska rovina sa nazyvala rozsirenou euklidovskou rovinou. Inciden¢na
Struktura tejto roviny bola izomorfnd s inciden¢nou Struktdrou projektivnej roviny a tento
model projektivnej roviny bol po desatroc¢ia temer vyluénym reprezentantom projektivnej
roviny. (VysokoSkolski ucitelia zradov absolventov ugitel'ského Stldia matematiky
a deskriptivnej geometrie v 1. (medzivojnovej) Ceskoslovenskej republike ho pouZivali vo
vyucbe projektivnej geometrie ako hlavny model ete v 60. rokoch 20. storo¢ia.) Konfuznost
tohto modelu spocivala v tendencii vyuZivat metrické vlastnosti jeho vlastnej casti
(t. J. euklidovskej roviny) na Stadium projektivnych objektov, av nadslednom zahmlenom
chépani vztahu metrickych a projektivnych vlastnosti a invariantov. Bez prehanania mozno
konstatovat’, Ze K. Zahradnik (ako vacSina jeho stcasnikov) neprekonal chapanie projektivnej
roviny v koncepcii, v akej ju prezentoval napr. J. Steiner v rozsiahlej praci Constructionen
ausgeflihrt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises [KonStrukcie realizované
pomocou priamky a pevnej kruznice, 1833]. Pritom bola uZ dostato¢ne dlhy ¢as k dispozicii
koncepcia projektivnej geometrie zbavend metriky a zaloZena na rydzo incidencnom zéaklade
harmonickosti, predstavena Christianom von Staudtom (1798-1867) v jeho knihe Geometrie
der Lage [Geometria polohy, 1847] ([2]).

V roz8irenej euklidovskej rovine sa spravidla pouzivala pravouhla alebo kosouhla
kartezianska sustava sdradnic so vSetkymi jej moZnostami vyuzit nehomogénne stradnice na
analytickd reprezentaciu metrickych objektov a metrickych vlastnosti vlastnej ¢asti tejto
roviny. To, samozrejme, zase vylucovalo moZnost’ rovnocenne formulovat projektivne
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vlastnosti vlastnych a nevlastnych prvkov pouzivaného modelu roviny. Prostriedkom, ktory
umozioval zrovnopravnenie vlastnych a nevlastnych prvkov, ako aj pouzitie duality medzi
mnozinami vSetkych bodov a vSetkych priamok projektivnej roviny, bolo pouZivanie
homogénnych suradnic, exaktne prezentovanych napr. Juliusom Pliickerom (1801-1868)
v jeho diele Theorie der algebraischen Curven (Tedria algebrickych kriviek, 1839) ([2]).
K. Zahradnik pouzival homogénne slradnice ojedinele, iked ich metédu nepochybne
ovladal: na vyjadrovanie metrickych a podobnostnych vlastnosti — a hlavne o tie v Zahradni-
kovych préacach ide — si homogénne stradnice nevhodné.

PouZzivanie nehomogénnych realnych stradnic na charakterizaciu ur¢itych mnozin danych
alebo hradanych bodov ¢i priamok v niektorych situaciach, ked’ tieto mnoziny boli
definované algebrickymi rovnicami medzi stradnicami predmetnych bodov alebo priamok,
prinasalo vagne vysledky spdsobené faktom, Ze korene vyskytujlcich sa algebrickych rovnic
(s redlnymi koeficientmi) boli imaginarne. Dobové vychodisko spocivalo v deklaracii bodov
alebo priamok s tymito stradnicami za imaginarne body, resp. priamky, jednoducho doplnené
k existujicim redlnym bodom, resp. priamkam (t. j. k bodom a priamkam, ktorych vSetky
stradnice boli realne) rozSirenej euklidovskej roviny bez vyjasnenia zmeny Struktury, ktord
akceptacia imaginarnych objektov prindSa. (VSeobecne zndmym prikladom imaginarnych
bodov su kruznicové body (chybne nazyvané kruhovymi) v rozSirenej euklidovskej rovine
doplnenej imaginarnymi prvkami: st to body doplnenej nevlastnej priamky, ktorych
zodpovedajlce suradnice st zdruzené komplexné ¢isla formalne vyhovujice rovnici kazdej
kruznice euklidovskej roviny.) Zahradnikova doba nedospela k explicithému pochopeniu
zéastoja algebrickej Struktury, tvoriacej zakladnu analytickej definicie ambientného priestoru,
ani k pojmu aritmeticko-algebricko-geometrickej komplexifikacie tohto priestoru. (Tento
proces sa nemohol uskutoénit’ z objektivnych historickych prigin: tedria algebrickych Struktar
bola v Stadiu zrodu ajej geometrické aspekty boli predmetom vyskumu vo vzdialenej
budlcnosti.) Ani Kleinov grupovy princip Kklasifikicie geometrii naértnuty r. 1872
v Erlangenskom programe nemohol z rozliénych — vé&¢Sinou objektivnych — pricin aktualne
vstlpit do komplexného diania v geometrii vedeckého prostredia, v ktorom zil, pdsobil
a vedecky pracoval K. Zahradnik.

3 Geometrické prace K. Zahradnika

Zo 67 publikovanych geometrickych prac, ktoré mozno oznagit' za samostatné a v istej
miere originalne, po vynechani duplicitnych ¢lankov, prac menSieho vyznamu a men3ej
originality, ako aj ¢lankov vyrazne metodického zamerania zostava priblizne 45 — 48 préc,
ktoré vystizne charakterizuji geometrické vedecko-odborné dielo K. Zahradnika. Podla
vecného tematického kritéria a detailnejSieho zamerania na partikularne témy mozno ich
rozdelit’ do tychto skupin:

1. Teoria kuZeloseciek

a. Vlastnosti kuzZeloseciek — 7 prac

b. MnozZiny bodov na kuZeloseckach a bodové koreSpondencie — 6 prac
Krivky odvodené pomocou kuzeloseciek — 3 prace
Speciélne krivky — 8 préac
4. V3eobecnejSia tedria niektorych typov algebrickych kriviek

a. Typy kriviek a ich vlastnosti — 11 prac

b. KoreSpondencie v ststavach bodov na krivkach — 4 prace

c. Transformacie a vSeobecnejSie koreSpondencie — 2 prace
5. Rdzne - 6 prac

wn
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Uplny zoznam publikacii K. Zahradnika, podrobna analyza vaciny prac uvedenych
piatich skupin aich zhodnotenie budld okrem slvisiacej tematiky o Zivote adiele
K. Zahradnika predmetom kompletnej monografie M. Becvarovej ([1]). Tento prispevok,
reSpektujuc zameranie letnej Skoly histérie matematiky a vSeobecné pokyny organizatorov, sa
orientuje na vyber typickych reprezentativnych prac jednotlivych skupin, ich obsahovy opis
astruénd charakteristiku. Zakladny obraz o obsahu a kvalitich Zahradnikovho vedecko-
odborného diela bude mozné touto prezentéciou nadobudnit, pretoZe véacSina prac v urcitej
skupine mé rovnaku alebo velmi podobnu schému a rozdiely medzi pracami su zaloZené skor
na konkrétnej povahe sledovanych objektov a na réznych modifikéciach globalnej témy.

3.1 Tedria kuzelosediek

a) Vo vacsSine préac tejto skupiny sa K. Zahradnik zaobera formulovanim a dokazovanim —
s velkou prevahou analytickou metédou — tych vlastnosti regularnych kuzel'oseciek, ktoré sa
neuvadzaju v prvoplanovych kurzoch analytickej geometrie kuzeloseciek. Napr. v praci
Prilog teoriji ¢unjosjecica [Prispevok k teorii kuzeloseciek] (Rad Jugoslavenske akademije
znanosti i umjetnosti 131(1897), 63-71), v jej ceskej verzii Prispévek k theorii kuZelosecek
(Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 28(1899), 37-45) av nemeckej verzii Zur
Kegelschnittlehre [K teorii kuzelosecéiek] (Archiv der Mathematik und Physik 17(1899), 89—
96) ukazuje netrivialnu syntetick( konStrukciu doty¢nic regularnej kuzelosecky a spravnost’
konstrukcie potvrdzuje analytickym vypoctom. Predpisanim urcitych projektivnych alebo
metrickych vlastnosti pre hr'adané mnoziny bodov a vyhradanim tychto mnoZzin analytickou
metddou ziskava d’alSie krivky vysSich stupiiov. Na odvodenie vlastnosti elipsy pouziva aj
perspektivnu afinitu (bez tohto pomenovania) medzi kruznicou a elipsou.

Zahradnikove okruhy problematiky a metody jej rieSenia nazorne aextrémne detailne
demonstruje rozsiahla dvojdielna praca Teorija parabole na temelju racinalnoga parametra
[Tedria paraboly na zéklade racionalneho parametra] (Rad Jugoslavenske akademije znanosti
i umjetnosti 64(1882), 105-152; 72(1885), 145-154). K. Zahradnik v praci rozvija tradi¢nd
liniu projektivnej teérie paraboly s plnym vyuZivanim euklidovskej metriky vo vlastnej ¢asti
rozSirenej euklidovskej roviny, zaobera sa metrickymi vlastnost'ami trojuholnikov opisanych
parabole a vpisanych do paraboly, skima vztah kruZnice a paraboly, vlastnosti Stvoruholnika
vpisaného do paraboly, harmonickost’ a ekvianharmonickost’, oskulaéné kruznice, normaly,
evolGtu, trojuholnik normal, UGpétnicu, obsahy trojuholnikov a Stvoruholnikov sdvisiacich
nejakym spdsobom s parabolou, d’alSie objekty asociované s parabolou, bodové a dotyénicové
invollcie na parabole, kuZelose¢ky anajmd paraboly odvodené roznymi spdsobmi od
paraboly. Zaber siaha od elementarnogeometrického pristupu cez projektivnogeometrické
studium az po diferencialnogeometrické skimanie, pravda, bez exaktného diferencialnogeo-
metrického aparatu.

b) Pat zo Siestich prac tejto skupiny je venovanych jednej téme, ato bodovej (3, 3)-
koreSpondencii, ktor( na regularnej kuzel'osecke v rozsirenej euklidovskej rovine tvoria tieto
objekty: Tubovolny bod ako spolo¢ny bod troch oskulaénych kruznic, ktoré maju tento bod za
oskulacny, atrojica bodov, ktoré sa Stvrtymi spoloénymi bodmi kuZelosecky s uvedenymi
tromi oskulacnymi kruznicami. Obratene, kazdym vlastnym bodom kuZel'osecky prechadzaju
tri oskula¢né kruznice, ktorych body oskulacie leZia separovane vzdy s danym bodom na
jednej kruznici z tejto trojice; tak je kazdému bodu kruznice priradena trojica oskulacnych
bodov kruZnice. Pri vol'be bodu kuzelosecky raciondlnym parametrom su parametre bodov
priradenej trojice urcené ako korene istej kubickej rovnice. Toto priradenie trojice bodov

124



kuZzelose¢ky k jednému bodu, ku ktorému existuje v zmysle koreSpondencie priradenie
inverzné tej istej defini¢nej vlastnosti, nazyva Zahradnik v duchu dobovych kanonov
kubickou involuciou. Opisuje ju v praci Vlastnosti jistych trojin oskulacnich na kuzelosecce
(Archiv mathematiky a fysiky 2(1878), 227-235), v jej mierne modifikovanom nemeckom
preklade Osculationstripel am Kegelschnitte [Oskula¢né trojice na kuzelosecke] (Archiv der
Mathematik und Physik 69(1883), 419-426), v rozsiahlej dvojdielnej Stadii Prilog k teoriji
kubicne involucije na cunjoseku [Prispevok k tedrii kubickej invollcie na kuzZel'osecke] (Rad
Jugoslavenske akademije znatnosti i umjetnosti 92(1888), 73-101; 95(1889), 1-23) a vracia
sa knej vpraci Einige Eigenschaften der Oskulationstripel am Kegelschnitte [Niektoré
vlastnosti oskulaénych trojic na kuzelosecke] (Véstnik Kralovské ceské spoleénosti nauk V,
1910, 6 strén) a v jej ¢eskom preklade Nekteré vlastnosti oskulacnich trojin na kuzelosecce
(Casopis pro péstovani mathematiky afysiky 41(1912), 519-523). V zmysle dne3ného
chépania pojmov a terminoldgie, ked’ sa involiciou nazyva cyklické projektivne zobrazenie
stupiia 2, by sa opisané priradenie nazvalo 0-rozmernou algebrickou koreSpondenciou stupiia
(3, 3).

3.2 Krivky odvodené pomocou kuzel’ose€iek

V praci O misté bodu, jeho? tetiva styku méa pro danou kuzelosecku stalou délku (Casopis
pro péstovani mathematiky a fysiky 6(1877), 139-142) K. Zahradnik vySetruje obalku
vSetkych priamok euklidovskej roviny, ktoré pretinaji dand kuzelosecku v tetivach
konstantnej dizky. Zistuje, Ze obalkou je krivka 4. stupiia. Dalej sa zaobera zvézkom takychto
kriviek — jednoparametrickou sustavou, pre ktor(i parametrom je dizka uvedenej tetivy.

V préci O nekih krivuljah izvedenih iz sjeka ¢unja [O niektorych krivkach odvodenych od
kuzelosecky] (Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 40(1877), 166-171) a v jej
geskom preklade O nekterych krivkach z kuZelosecky odvozenych (Casopis pro péstovani
mathematiky a fysiky 7(1878), 168-173) vySetruje mnoZinu vSetkych bodov v rovine
kuZelosecky, ktoré s dotykovymi bodmi doty¢nic prechadzajucich danym bodom ku
kuzelosecke tvoria trojuholnik konStantného obsahu. Hl'adand mnoZina bodov je krivka
6. stupiia, pre ktor( sa d’alej hradaja singularity a podmienky rozloZiternosti.

3.3 Speciélne krivky

Tri kratSie ¢lanky z raného obdobia Zahradnikovej vedeckej tvorby (1877) sa zaoberaju
drobnejSimi problémami, ktoré sa v miernych obmenach vyskytuja v roéznych Zahrad-
nikovych pracach pocas celého jeho aktivneho pOsobenia. Prvym problémom je hradanie
mnoziny vSetkych bodov v euklidovskej rovine, ktoré sdotykovymi bodmi dotyénic
prechéadzajucich bodom Kk cisoide tvoria trojuholniky konstantného obsahu. Hradanou
mnoZinou je krivka 5. stupiia. Rovnako formulovana Gloha pre kardioidu vedie ku krivke
8. stupna. Tretia Gloha sa opat’ tyka kardioidy aspoc¢iva v hlradani mnoziny vrcholov
dotykovych trojuholnikov roznych od dotykovych bodov, ked’ taZisko tychto trojuholnikov
prebieha uréitou krivkou. Ak je touto krivkou algebricka (rovinng) krivka stupia n, hradana
krivka je algebrickou rovinnou krivkou stupiia 4n.

V ¢lanku Geometrijske opazke [Geometrické pozndmky] (Rad Jugoslavenske akademije

znanosti i umjetnosti 75(1885), 211-220) su vySetrované niektoré konchoidy vytvarané
pohybom bodu zviazaného s kruznicou pohybujlcou sa po pevnej kruznici. Podla schémy
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casto opakujlcej sa aj v inych pracach si predmetom vyskumu aj metrické charakteristiky
(dlzka a obsah) niekolkych sprievodnych Gtvarov.

V praci  Contribution ala théorie des cubiques cuspidales [Prispevok Kk teorii
kuspidalnych kubik] (Nouvelles annales de mathématiques, 3. série, 181(1899), 381-407)
K. Zahradnik vySetruje Standardnym postupom analytickymi metodami tematiku obvykld pre
racionalnu rovinnu krivku tretieho stupna a tretej triedy biracionalne ekvivalentnl s priamkou.
Osobitnu pozornost’ venuje projektivnemu zobrazeniu dvoch sdstav priamok asociovanych
ur¢itym spdsobom vzhradom na krivku.

V ¢lanku Einige Bemerkungen zu den zirkularen Zissoidalen als Fusspunktkurven
[Niekolko poznamok Kk cirkularnym cisoidalam ako Updtniciam] (Véstnik Krélovské ceské
spole¢nosti nauk 11, 1909, 8 stran) sa Zahradnik zaoberd niekolkymi konStrukciami
viazanymi na racionalnu cirkularnu kubiku, ktori mozno povazovat’ za cisoidalu generovanu
regularnou kuZelose¢kou a priamkou. Ukazuje, Ze tieto kubiky moZno vytvorit' ako
Upétnicové krivky paraboly. Uvadza podrobnu tabulku, v ktorej je zachytené, ako od volby
zakladnych charakteristik paraboly zavisi konStrukcia jej Upatnicovej krivky na jednej strane
a konstrukcia tychto kriviek ako cisoidalnych kriviek na druhej strane.

Posledna préca tejto skupiny Zur Theorie der Fokale [K tedrii fokaly] (Véstnik Ceské
kralovské spole¢nosti nauk 1V, 1911, 16 stran) je venovana Standardnej metrickej
a projektivnej problematike fokaly ako rovinnej algebrickej krivky. (Fokala je mnoZina
vSetkych ohnisk vietkych kuZeloseciek zvazku.)

3.4 VSeobecnejSia tedria niektorych typov algebrickych kriviek

Ustrednou témou temer vietkych prac tejto skupiny je teéria racionalnych rovinnych
algebrickych kriviek tretiecho stupna. Su to unikurzélne kubiky s jednym dvojnasobnym
bodom, ktoré su biracionalne ekvivalentné s priamkou, ¢o v tomto pripade znamena — ked’ze
rozmer krivky sa rovnd 1 — Ze okrem koneé¢ného poétu bodov existuje vyjadrenie suradnic
kazdého bodu krivky pomocou racionalnych funkcii jedného redlneho parametra
oznacujuceho nehomogénnu sdradnicu uréitého bodu priamky (to je zobrazenie priamky na
kubiku), aobratene, temer ku kazdému bodu krivky existuje racionalna funkcia
nehomogénnych sdradnic x, y bodu, ktorej hodnota ako redlny parameter je stradnicou
uréitého bodu priamky v lokélnej slstave sdradnic na priamke. ,,Jednoparametrickost™
ireducibilnej kubiky s jednym dvojnasobnym bodom vyplyva z faktov, Ze a) ireducibilna
kubika nembze mat viac singularnych bodov nez jeden dvojndsobny ab) kazda priamka
incidujica s dvojnasobnym bodom kubiky pretina kubiku — okrem koneéného poctu pripadov
— v jedinom dalSom bode. Z tychto faktov s prihliadnutim na druh dvojnasobného bodu (¢i
ide o uzlovy bod alebo o bod vratu) vyplyvaju podla Pliickerovych vzorcov zavery pre triedu
krivky, ¢o je pre dand krivku maximalny mozny pocet jej dotycnic incidujicich s jednym
bodom.

Touto tematikou sa K. Zahradnik zaoberal od prvych rokov svojej vedeckej ¢innosti (prva
publikécia r. 1873) temer do poslednych rokov svojich publika¢nych aktivit (posledna
publikacia r. 1908). Okrem zakladnych geometrickych vlastnosti kriviek ¢asto skimal také
otazky, akymi sU incidencia kone¢ného poc¢tu bodov kubiky s algebrickou krivkou stupia n,
oskulacia, vlastnosti normal a evoldt, dtvary odvodené od dotyénic, otazky dizok a obsahov
Utvarov pridruzenych ku krivke, koreSpondencia sustav bodov na krivke atd’. Formuléaciu
problémov a rieSenia mnohostranne pribliZzuje napr. trojdielna Stidia Rationale ebene Curven
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der dritter Ordnung [Racionalne rovinné krivky tretieho radu] (Archiv der Mathematik und
Physik 56(1874), 134-152; 58(1876), 23-36; 61(1877), 1-18). VSeobecné metddy a teore-
tické vysledky su neraz konkretizované na Specialnych krivkéach, akymi su napr. cisoida,
strofoida, Descartov list. Zaujimavy zjednocujuci pohl'ad na niektoré zname krivky prindSa
obSirny ¢lanok Einheitliche Erzeugung der bekannten rationalen Kurven dritter Ordnung als
Zissoidalen [Jednotny vytvor zndmych racionalnych kriviek tretieho radu ako cisoidal]
(Veéstnik Krélovské ceské spole¢nosti nauk XXX, 1906, 19 strén). Priklon k vSeobecnejSim
projektivnym metédam prindSa praca Konstruktion der rationalen Kurven dritter und vierter
Ordnung, respektive Klasse vermittels der kollinear incidenten Elemente [KonStrukcie
racionalnych kriviek tretiecho aStvrtého radu, resp. triedy, prostrednictvom Kolinearne
incidentnych prvkov] (Sitzungsberichte der mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse der
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 117(1908), 1167-1190). Temer monogra-
ficky charakter ma rozsiahla dvojdielna praca O krivuljah u ravnini [O rovinnych krivkach]
(Rad Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti 64(1882), 1-65; 75(1885), 79-180), kde
je syntézou diferencidlnogeometrickych av menSej miere projektivnych prostriedkov
prezentovana tedria rovinnych algebrickych i transcendentnych kriviek s mnozstvom detailne
vypracovanych prikladov.

Prace v castiach b) a c) reprezentuji projektivnogeometrické pristupy k tradiénej
problematike projektivnej geometrie v oblasti rovinnych algebrickych kriviek.

3.5 Robzne

Tematicky rozptylené prace tejto skupiny st vacSinou venované hlbSiemu skimaniu
elementarnogeometrickych problémov s vysledkami, ktoré neboli v dobe vzniku zndme a ani
dnes nepatria do obsahu z&kladnej tedrie. Hodnotny je v niektorych smeroch ich metodicky
prinos.

Clanok Ein geometrischer Lehrsatz [O istej geometrickej vete] (Archiv fir Mathematik
und Physik 56(1874), 11-15) opisuje situécie, pri ktorych isté viazané pohyby vrcholov
trojuholnika maji za nésledok pohyb taZiska trojuholnika po raciondlnej krivke tretieho
stupnia; za zovseobecnenych podmienok pohybu opisuje taZisko krivku Stvrtého stupia. Cast
zakladnej formuldcie vety bola zndma uz Pappovi.

V préaci Ueber einige Winkel- und Langenrelationen am Dreiecke [O istych vztahoch
uhlov a dizok v trojuholniku] (Archiv fiir Mathematik und Physik, 2. Reihe, 6(1888), 415
423) K. Zahradnik skima dotykové konfiguracie dvoch kruznic atetivy jednej z tychto
kruznic, opisuje krivky, ktorymi prebiehaju isté body pri urcitych pohyboch zékladnych
Gtvarov a odvodzuje numericky pomerne komplikované vztahy tykajlce sa velkosti uhlov,
diZok niektorych charakteristik vyskytujdcich sa trojuholnikov a obsahov tychto trojuholnikov
v zévislosti od linearnych charakteristik. Clanok je hlavne demonstraciou Zahradnikovho
sporahlivého ovladania analytickej metddy a vhl'adu do geometrickych vztahov.

Z hradiska neskorSich teoretickych vyskumov avysledkov je zaujimavy c¢lanok
Cissoidalcurven [Cisoidalne krivky] (Archiv fur Mathematik und Physik 56(1874), 8-10),
v ktorom je uvedena zovSeobecnena konstrukcia podla vzoru konstrukcie Dioklovej cisoidy.
Kruznica Dioklovej konStrukcie je nahradend Tubovolnou reguldrnou kuzeloseckou
a doty¢nica kruznice Tubovolnou priamkou. V ¢lanku si zretelné zarodky neskorsej
rozvetvenej teorie cisoidalnych kriviek a racionalnych kriviek tretieho stupna.
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4 Zaver

Geometrické prace Karla Zahradnika, ktoré tvoria podstatni ¢ast’ jeho vedeckého
aodborného diela, zaujimaju osobitné postavenie vtvorbe prvej generdcie ceskej
geometrickej Skoly. V protiklade s prevladajucou dominanciou syntetickej metody ide
u Zahradnika o jednoznag¢ni prevahu analytickej metédy, ktorou sa dosahovala jasnost
apresnost’ vysledkov, nie vzdy dosiahnutelnd pri pouZivani syntetickych prostriedkov.
Napriek povrchnému zdaniu, Ze volba Zahradnikovych tém a problémov nesiahala do
nalezitych vysok tedrie, jeho prechod od jednoduchého zovseobecnenia Dioklovej cisoidy cez
cisoidalne krivky aZz po teoretické spracovanie racionalnych kriviek 3. stupnia zaradil
K. Zahradnika k eurdpskej vedeckej garnitire sludnej drovne a po zasluhe mu mal zaistit’ aj
Cestné miesto v zozname tvorcov ceskej geometrickej Skoly a éeskych matematikov
19. storocia. Ak sa tak doteraz nestalo v zaslUZenej miere, je Ulohou sUcasnej historiografie
matematiky tento dlh splatit’.
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KDO JE AUTOREM AXIOMATIKY
PODMINENYCH PRAVDEPODOBNOSTI?

FRANTISEK FABIAN

Abstract: The development of probability theory and mathematical statistics was
enabled by introducing axioms of probability which are connected with the famous
names such as A. N. Kolmogorov (1933). His approach was later enlarged to the
concept of the axioms of conditional probability in some works by Alfred Rényi
(1954, 1955, 1956). Nevertheless, a Czech author Otomar Pankraz published an
article presenting the same conclusions as Rényi in 1939. We would like to remember
this fact as an important confirmation of the high level of Czech probability theory
before the second world war.

1 Uvod

Teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika se b&hem svého vyvoje
vypracovaly jak po teoretické tak aplikacni strance na predni misto pozornosti v rdmci
matematickych obort. Je tedy piirozené, Ze jejich postupnému rozvoji je vénovana
stale vétSi pozornost i z hlediska historického, a to nejen z piinost autort
zahrani¢nich (naptf. [1], [2]), ale i ¢eskych ([3], [5], [12], [13], [15]). Vysoce
hodnotim zapojeni pracovniki Katedry pravdépodobnosti a matematické statistiky
MFF UK v Praze do ginnosti historické povahy, zejména pfipominani osobnosti
zahrani¢nich v naSi zemi ne zcela znamych (napt. [14], [17]) ¢i domacich, které
neprdvem upadly v zapomenuti ([16]). Tento piispévek inspirovany uvedenymi
snahami si klade za cil vzpomenout zasluh jednoho ze zapomenutych ceskych
badatela na poli teorie pravdépodobnosti. Otomar Pankraz byl stru¢né zminén v textu
[3], nyni se na jeho osobu a ptinos podivame podrobngji.

2 Axiomatika teorie pravdépodobnosti

Vychozim pojmem teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky respektive
dalSich navazujicich matematickych disiplin je pravdépodobnost, kterd sama o sobé
mé& i z historického hlediska svérazné postaveni. V rdmci matematiky ziskala
Spickovy vyznam formulovanim axiomatiky spojované se jmény vyznamnych
svétovych matematikii, zejména A. N. Kolmogorova (viz [4]).

Prestoze Kolmogoroviiv pristup bezpochyby zahajil novou etapu ve vyvoji teorie
pravdépodobnosti, objevily se problémy, jejichz feSeni nebylo mozno beze zbytku
zvladnout. Byla proto oteviena cesta k dalSimu rozSiteni Kolmogorovovy teorie. Jako
mozné vychodisko se ukazala mysSlenka formulovat axiomaticky pfistup pro tzv.
podminénou pravdépodobnost jako zdkladni vychozi pojem. Jestlize 0 < P(A) <1 je
funkce definujici pravdépodobnost nastani ndhodného jevu A, symbolem P(A|B)
zna¢ime pravdepodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, jako funkci dvou
nadhodnych jevi. Po matematické strance je zpracovani uvedené problematiky
publikovéno v ucebnici teorie pravdépodobnosti A. Rényiho [9] z roku 1972. Autor se
zabyval timto ptistupem jiz v padesatych letech ([6], [7], [8]). Zajimava je také
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Rényiho poznamka v tom smyslu, Ze idea takového rozSiteni pochazi od
A. N. Kolmogorova, ktery vSak Zadné prace v tomto sméru nepublikoval.

3 P¥inos O. Pankraze

Pted fadou let zaujal moji pozornost rozsahly ¢lanek [10] otistény v Rozpravach
Jednoty pro védy pojistné, jehoZ autorem byl doc. Dr. Otomar Pankraz. Pfipomenme
nejprve zakladni fakta o jeho Zivoté a profesni kariére. Narodil se 25. 3. 1903
v Novych Dvorech u Pisku. V letech 1914-1918 studoval na klasickém gymnaziu
v Pisku, v letech 1919 az 1923 absolvoval vyssi statni primyslovou Skolu v Praze
a poté vystudoval formou mimoradného studia na Piirodoveédecké fakulté Karlovy
univerzity matematiku a fyziku. V roce 1931 byl promovéan doktorem piirodnich véd.
Nad rémec rigordznich zkouSek sloZil na PfF UK zkouSku z pojistné matematiky
a matematické statistiky, pricemz jiz predtim byl zaméstndn na pozici pojistneho
matematika ve VSeobecném penzijnim Ustavu v Praze. Aby mohl védecky pracovat,
nastupuje od kvétna 1931 na misto asistenta na Il. Gstavu matematiky Vysoké Skoly
strojniho a elektrotechnického inZenyrstvi CVUT, kde setrval aZ do uzavieni ¢eskych
vysokych Skol v roce 1939. V listopadu 1935 se habilitoval pro obor pojistna
matematika a matematickd statistika na Karlové univerzité, v breznu 1938 se
habilitoval pro obor matematika na CVUT. Pedagogicky pasobil na UK v letech 1936
a7 1939 a na CVUT ve 3kolnim roce 1938/1939.

Ve své odborné praci se vénoval pojistné matematice a matematické statistice,
pozdgji matematické analyze a logice. Publikoval fadu védeckych ¢lankd, napriklad
v Casopise pro pestovani mathematiky a fysiky, zminme [11], pfipravoval knihu
Matematické logika s pouZitim na fysikaIni a hospodasské mysleni, kterd ale nikdy
nevysla. Po uzavieni ¢eskych vysokych Skol odmitl ministerstvem Skolstvi nabizenou
moznost zaméstnani stiedoSkolského ucitele. Svou pracovni situaci nevyiesil béhem
celé valky, neékolikrat neGspedné Zadal o pridéleni k prazské Hospodarské spraveé
vysokych Skol, pro kterou byl nakonec povéien inventarizaci pristroja a sbirek ceské
techniky v Praze. Vélka zasadné ovlivnila jeho osud, nebot’ za své postoje béhem ni
byl v roce 1946 odsouzen k péti letim téZkého Zalare. Zemiel v Praze 12. prosince
1976. DalSi udaje o jeho Zivotni draze lze najit v internetovém zdroji [18].

Pii prvnim setkani s ¢lankem [10] jsem si zavaZznost jeho obsahu po historicke
strdnce neuvédomoval. Teprve po seznameni s texty A. Rényiho jsem si uvédomil
jeho dalekosahly vyznam jak po strance obsahové tak piedevsim historické. O vysoké
matematické Urovni pristupu O. Pankraze svédéi ndzvy nekterych kapitol jeho ¢lanku,
které maji bezprostredni souvislost s naSim tématem:

- Nekteré teoreticko-mnozinové pojmy. Isomorfismus.
- Axiomy Kolmogorovovy a jejich kritika.
- Uplnéjsi axiomaticky systém poctu pravdépodobnosti.

Oba autofti, O. Pankraz i A. Rényi, v podstaté reSi otdzku, zda pravdépodobnost je
definitoricky mnozinova funkce jednoho ¢i dvou argumentii. Dochazeji ke stejnému
zavéru, ovsem O. Pankraz o fadu let diive. Je tedy ziejmé, komu patii priorita
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uvedeného zaméieni. Necitovani ze strany A. Rényiho patrné souvisi s neznalosti
existence ¢eské publikace nejen v oné dobg, ale v podstaté dodnes. Jde ptfitom
o0 vyznamné rozsiteni axiomatiky pravdspodobnosti a je pro nas, Ceskou republiku,
podstatné, Ze je zemi pavodu jeho autora. Mimo jiné uvedend priorita dokumentuje
i vysokou Uroven teorie pravdépodobnosti jako piedni discipliny matematiky v té
dobé na ¢eském Uzemi.
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BRUNO DE FINETTI (1906-1985) A FILOSOFIE
PRAVDEPODOBNOSTI

MAGDALENA HYKSOVA

Abstract: The contribution commemorates the Italian mathematician and statistician
Bruno de Finetti who died 25 years ago. The main stress is put on his philosophical
conception of probability: Finetti promoted its subjective interpretation that identifies
probability with the degree of personal belief in the occurance of a given event. The asset
of this approach to didactics of mathematics is stressed, too.

1 Bruno de Finetti

Bruno de Finetti se narodil 13. ¢ervna 1906 v rakouském Innsbrucku. Otec Gualtiero
byl inZenyr pivodem z Terstu, ktery v Innsbrucku pracoval jako Zelezniéni konstruktér.
Po jeho nahlé smrti v roce 1912 se rodina prestéhovala do rodného mésta Brunovy mat-
ky, italského Trenta. Zde Bruno navstévoval zakladni Skolu a gymnazium. Protoze mél
pokracovat v rodinné inzenyrské tradici, nastoupil v roce 1923 na polytechniku v Milang.
Ve tretim ro¢niku v3ak prestoupil na nové zaloZzenou milanskou univerzitu, na niz bylo
mozné studovat matematiku; studia zakoncil v roce 1927 Uspé&Snou obhajobou disertaéni
prace z oblasti afinni geometrie. Po absolutoriu Finetti nastoupil do statistického Gradu
Instituto Centrale di Statistica (ISTAT) v Rimg&, v roce 1930 se navic habilitoval pro
matematickou analyzu na fimské univerzité, kde pak prednéSel jako soukromy docent.
V roce 1931 odeSel do Terstu, kde do roku 1946 pracoval jako pojistny matematik pro
pojistovnu Generali. Kromé toho ucil matematickou analyzu, finan¢ni a pojistnou mate-
matiku a pocet pravdépodobnosti na univerzité v Terstu a dva roky také v Padové. V roce
1946 byl jmenovan fadnym profesorem finanéni matematiky a statistiky na univerzité
v Terstu, v roce 1954 ziskal profesuru na univerzité v Rimég, kde puasobil az do svého
odchodu na odpoginek v roce 1976. Bruno de Finetti zemiel 20. gervence 1985 v Rimg.

Védecky byl Finetti aktivni v celé fadé obori: v matematické analyze, ekonomii, teo-
rii rozhodovani, hodnoceni rizika, vypocetni technice a finanéni a pojistné matematice.
statistiky; z nich se v tomto piispévku zamétrime na prace tykajici se samotnych zakladi
pravdépodobnosti.

2 Filosofie pravdépodobnosti

Finetti poukazoval na problémy riiznych piistupt k pravdépodobnosti a jediné vycho-
disko vidél v dasledném subjektivismu. Jak sdm pozdgji uvedl ve svych piedndSkéach [5],
na tuto myslenku jej privedla ¢etba Czuberovy knihy [1], kterd zaciné diskusi riznych
pristupt k pravdépodobnosti. Své nové zaklady pravdépodobnosti Finetti popsal v pied-
nasce na Mezinarodnim sjezdu matematika v Bologni v roce 1928, ktera byla publikova-
na o &tyii roky pozdgji [4], a dale pak napiiklad v pojednénich [2] a [3]. Z dalsich praci®
zde uved’'me jiZ jen posmrtné vydanou knihu [5], kterd zachycuje, jak Finetti pohliZzel na

Prace vznikla za podpory grantu GACR 401/09/1850.

! Uplny seznam publikaci tykajicich se filosofie pravdépodobnosti Ize nalézt napiiklad v [7].
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teorii pravdépodobnosti ke konci svého Zivota. Dnes je Finetti vSeobecné uznavan jako
jeden ze zakladatehi subjektivni interpretace, kterd pravdépodobnost ztotoziuje s mirou
osobniho piesvédeeni o vyskytu urcitého jevu ¢&i o platnosti urcité hypotézy. Druhym uz-
navanym zakladatelem je Frank Plumpton Ramsey (1903-1930), jehoz pojednani [8]
vyslo posmrtné v roce 1930. Finetti a Ramsey své prace vytvorili nezavisle na sobg, bo-
huzel vak také nezavisle na pojednanich [10] a[11] Vaclava Simerky (1819-1887),
v nichZ je podrobné rozebirdna myslenka vyuziti po¢tu pravdépodobnosti k vyjadieni
riaznych stupni presvédéeni. Na druhou stranu je tieba dodat, Ze Finetti nechapal svou
teorii jako interpretaci pravdépodobnosti, ale jako jeji jedinou smysluplnou definici.

2.1 Kiritika jinych nezZ subjektivnich p¥istupi k teorii pravdépodobnosti

Klasickou definici, podle niZ je pravdépodobnost ur¢itého jevu podilem poéctu ptizni-
vych a vSech mozZnych, ,,stejné pravdépodobnych” ptipada, Finetti kritizuje ze stejného
davodu jako fada matematikt pied nim i po ném: jedna se o definici kruhem, ktera je za-
loZena na pojmu ,,stejné pravdépodobny” nebo ,,stejné mozny”, jehoz nezavisla definice
neni nikde dana. Finetti kritizuje i ¢etnostni definici, podle niZ je pravdépodobnost limi-
tou relativni ¢etnosti vyskytu daného jevu v opakovanych pokusech spliujicich urgité
podminky. MysSlenku nekone¢né posloupnosti pokust Finetti povaZzuje za nesmysinou:
vynechame-li v posloupnosti libovolny kone¢ny pocet ¢lend, jeji limita se nezméni. My
jsme vSak opakovanim pokusu schopni zjistit pravé jen tyto ,,zbyte¢né” &leny, protoze
nas zivot i cely vesmir trva jen kone¢né dlouho. Navic nas ¢asto zajima pravdépodobnost
n&jakého konkrétniho neopakovatelného jevu. V pozdéjsich pracich Finetti kritizuje mi-
mo jiné také Kolmogorovovu axiomatickou definici [6]. Uvazuje napiiklad vétu: Kolega,
jehoz ocekdvam, pravdépodobne prijde. Jak ji prelozit do jazyka teorie mnozin? Mame
hovofit o ,,mnozZing vSech moZnych svéta“ a rozliSovat svéty, v nichZz kolega dorazi, od
téch, ve kterych nedorazi? Néco podobného Finetti povaZuje za absurdni komplikaci.

2.2 Subjektivismus

Finetti byl piesvédcen, Ze nema smysl se ptat, jaka je pravdépodobnost urgitého jevu
sama o0 sobé — pravdépodobnost mé podle né&j pouze subjektivni vyznam a vZdy zavisi na
osobé, kterd ji udava, a na jejich znalostech. Ve svych pracich pouziva nasledujici termi-
nologii. Jevem rozumi kategorické tvrzeni, které Ize ovéfit, ale 0 némz zatim nevime, zda
je pravdivé nebo nepravdivé (naptiklad skutec¢nost, Ze dneSni expres z Milana dorazi se
zpozdénim mezi 30 a 35 minutami, nikoli tvrzeni obecné, tykajici se naptiklad vSech trati
nebo vSech dnti). Pro ndzornost Finetti rovnéZz pouziva vyjadieni, Ze dany jev ,,nastal* &i
,henastal“. Pro jevy E’, E” uvaZzuje obvyklé logické operace; jevy E’, E” nazyva ne-
slugitelnymi prave tehdy, kdyzZ je jev E'AE” nemozny. | E | znaci pravdivostni hodnotu
jevu E, tj. |[E|=1, resp. |E|=0, je-li jev E pravdivy, resp. nepravdivy.

2.3 Koherentni sazky

Ke stanoveni pravdépodobnosti P(E) = p, kterou dana osoba pritazuje jevu E, Finetti
ve svych prvnich pracich navrhl vyuZit princip spravedlivé sazky: osoba je postavena do
pozice bookmakera a je vyzvéna, aby stanovila kurz sazky p jako ¢astku, kterou musi sa-
zejici zaplatit, aby v piipadé, Ze nastane jev E, dostal 1 K¢&. Je viak upozornéna na to, Ze
musi piijmout jakoukoli sazku S, a to kladnou i zapornou (sama tedy miiZze byt postavena
do role sazejiciho). Jestlize jev E nenastane, bude zisk sdzejiciho Z(—E)=-pS, jestlize
nastane, ziskd Z(E) = (1- p)S . Celkem lze psét: Z =(|E|-p)S. Pronjeva E;,E,,...,E,

je zisk line&rni kombinaci Z =(|E;|-p1)S1+( E2 |—p2)So+--+ (| Ey | —Pn)Sh- V pojed-
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nani [2] se poprvé objevuje poZadavek, aby piitazeni pravdépodobnosti bylo koherentni:
nesmi se stat, Ze by byl zisk Z vzdy kladny, bez ohledu na to, jaky jev nastane. Kdyby
tomu tak bylo, mél by sazejici zajisténou vyhru, at’ se stane cokoli. Disledky této kohe-
rence jsou mimoradné zajimavé z hlediska didaktiky matematiky; kromég toho, Ze je pro
danou osobu nejvyhodngjsi stanovit p zcela upiimné, z koherence plynou zékladni axio-
my teorie pravdépodobnosti.

1. Pro kazdy jev E musi byt P(E) jediné realné cislo spliiujici 0< P(E) <1.

Kdyby bylo p<0 (resp. p>1), byl by pro libovolné S >0 (resp. S <0) zisk sazejiciho
v kazdém ptipadé kladny. Kdyby byly pro jeden jev stanoveny dvé rtzné hodnoty
p’> p”, pak by sazejici mohl uzaviit dvé sazky, (|E|-p’)S” a (E|-p”)S”, s celkovym
ziskem Z(E)=(@1-p)S'+(1-p")S"=-p'S"-p"S"+S’+S", Z(~E)=-p’S’-p"S”. Pro
§”>0, S’=-5"<0 by pak platilo: Z(E)=(p’-p”)S">0, Z(~E)=(p’-p")S” >0, coz
opét odporuje poZzadavku koherence.

2. Projisty jev E plati P(E)=1, pro nemozny jev je P(E)=0.

Pro jisty jev je Z=(E|-p)S=(1-p)S. Pro p<1 by stadilo zvolit libovolné S >0
a zisk by byl vzdy kladny, coz odporuje koherenci. Pro nemozny jev je Z=-pS; pro
p >0 by stacilo zvolit libovolné S <0 a zisk by byl opét vzdy kladny.

3. Aditivita: pro libovolné neslucitelné jevy E;, E, plati: P(E; v Ep) =P(Ep) + P(Ey).
Oznaéme P(E;)=p,P(E;)=0q, P(E; v Ey)=r auvazujme tii sdzky s celkovym ziskem

Z=(E|-p)S+(Ex|-0)S+(E;VvEy|-(@-r)S). Zisk v jednotlivych moZnych ptipa-
dech je po upravé roven Z(Ej A—Ep)=Z(—-E; AEp)=Z(—=Ey A—Ey)=(r—p—-0q)S. Pro
p+q<r (resp. p+q>r) by sdzejici volbou S >0 (resp. S <0) docilil za kaZzdé situace
kladného zisku, proto musi byt p+q=r.

V pojednéni [2] Finetti rovnéz uvaZoval alternativni definici pravdépodobnosti, zalo-
Zenou na kvalitativni relaci ,,pravdépodobny alespon jako®. V 60. a 70. letech 20. stoleti
se pak piiklonil k definici zaloZené na penalizaci: doty¢né osoby se zeptame, jakou prav-
dépodobnost p prisuzuje jevu E, pticemz ji upozornime, Ze ji budou udéleny urgité trestné
body z&visejici na uvedené odpovédi a na tom, zda jev E nastane ¢i nikoli. Nejjednodussi
je tzv. Brierovo skore, které se pouziva k hodnoceni Uspésnosti piedpovédi pocasi a které
stanovi penalizaci (p —|E |)2. V knize [5] Finetti objasiiuje pomoci jednoduché mecha-
nické predstavy, pro¢ je dotdzana osoba nucena udat hodnotu pravdépodobnosti p, kterou
si skuteéné mysli: Uvazujme dvé kulicky o hmotnostech p a 1—- p, zavéSené na opacnych
koncich ty¢e konstantni hustoty. Stredni hodnota penalizace je v piipadé, Ze dana osoba
uda pravdépodobnost g, rovna p(q —1)2 +(1- p)q2; v mechanickém modelu tento vyraz
vyjadituje moment setrva¢nosti soustavy vzhledem k bodu Q.

l—¢ q

... h
5 T 6 e
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Minimalizace o¢ekavané penalizace tedy odpovida nalezeni bodu, vzhledem k némuz je
moment setrva¢nosti soustavy minimalni. Jak je znamo ze Steinerovy véty, jedna se
pravé o téziste; jinde je moment setrvaénosti vétsi o (p— q)z. Stejny vysledek Ize odvodit
i algebraicky, uvedena fyzikalni piedstava je vSak velmi ndzorna a jednoducha.
3 Zavér

Pojednani, ktera Finetti publikoval ve tricatych letech, bohuzel zistala dlouho témér
nepovSimnuta; do SirSiho povédomi se dostala az diky knize [9] L. J. Savage a pozdéji ta-
ké diky piekladim do angliétiny. Cilem tohoto pFispévku bylo stru¢né naznagit zakladni

myslenky subjektivismu, ktery Finetti povaZoval za jediny akceptovatelny ptistup k prav-
dépodobnosti. Zajemci o celou tuto teorii mohou nahlédnout naptiklad do knihy [5].
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MENE ZNAMI UCITELE
DESKRIPTIVNI GEOMETRIE

VLASTA CHMELIKOVA

Abstract: The aim of this article is to point out some descriptive geometry teachers
at secondary schools who are not known for writing textbooks on descriptive geometry or
teaching at polytechnic schools or universities but they contributed to the progress
of descriptive geometry by teaching it and they are authors of interesting original treatises
in this area which were published in the annual reports of secondary schools.

1 Uvod

1.1 Osobnosti ¢eské deskriptivni geometrie

Deskriptivni geometrie zaznamenala v naSich zemich ve druhé poloving
devatenactého stoleti velky rozvoj, ktery pretrvaval jeSt¢ v prvni poloving stoleti
dvacatého. ZaslouZila se o to rada osobnosti, jejichZ jména jsou ¢asto vice ¢i méné spjata
s prazskou polytechnikou.! Za vdechny jmenujme napiiklad Rudolfa Skuherského,’
Frantiska Tilsera,® Vincence Jarolimka,® Bedricha Prochazku,® Karla Pelze,® Jana
Sobotku,” Josefa Kounovského,® Josefa Klimu® nebo Frantiska Kadefavka'®. Znéme je
jako vyznamné profesory a autory rozSifenych stiedoSkolskych a vysokoSkolskych

! prazska polytechnika méla v jednotlivych obdobich rizné nazvy; v letech 1806 az 1840 se tato $kola jmenovala
Kralovské Ceské Stavovské Uciliste Technické v Praze, v letech 1840 az 1847 Technické Ceské Stavovské
Ucilisté v Praze, v letech 1847 aZ 1848 Ceské Stavovské Polytechnické Ucilisté v Praze, v letech 1848 aZ 1861
Cesky Stavovsky Polytechnicky Ustav v Praze, v letech 1861 a7 1864 Kralovsky Cesky Polytechnicky Zemsky
Ustav v Praze, v letech 1864 a7 1869 Polytechnicky Ustav Kralovstvi Ceského, v letech 1869 az 1875 Cesky
Polytechnicky Ustav Kralovstvi Ceského, v letech 1875 az 1879 C. k. Cesky Polytechnicky Ustav Kréalovstvi
Ceského, v letech 1879 a7 1918 C. k. Ceska Vysokéa Skola Technicka v Praze, v letech 1918 a7 1920 Ceska
Vysoka Skola Technické, od roku 1920 do sougasnosti nese nazev Ceské Vysoké Uceni Technické (CVUT).
V roce 1869 doslo navic k rozdéleni prazské polytechniky na ¢eskou a némeckou (viz [2], str. 27).

2 Rudolf Skuhersky (23. 4. 1828 — 9. 10. 1863), prvni profesor deskriptivni geometrie na prazské polytechnice.

® Frantigek Tilder (12. 7. 1825 - 5. 2. 1913), néstupce prof. Skuherského na prazské polytechnice (pozdgji Geské
technice v Praze).

*Vincenc (Cengk) Jarolimek (25.6.1846 —14.12. 1921), nejprve ucitel, feditel realek, pozdgji profesor
deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Praze.

® Bedrich Prochazka (4. 7. 1855 — 3. 1. 1934), nejprve ugitel realek, pozdgji profesor deskriptivni geometrie na
eské technice v Brng a na &eské technice v Praze (pozdgji CVUT).

® Karel Pelz (2. 10. 1845 — 16. 6. 1908), asistent na némecké technice v Praze, profesor deskriptivni geometrie na
technice ve Styrském Hradci, pozdgji na ceské technice v Praze.

" Jan Sobotka (2. 9. 1862 — 10. 5. 1931), profesor deskriptivni geometrie na technice ve Vidni, prvni profesor
deskriptivni geometrie na ceské technice v Brng, profesor matematiky na Filosofické fakulté Karlo-
Ferdinandovy univerzity, pozdgji na Pfirodovédecké fakulte Univerzity Karlovy.

8 Josef Kounovsky (25. 8. 1878 — 22. 12, 1949), ugitel deské realky v Praze na Novém Mgsts, pozdgji profesor
deskriptivni geometrie na CVUT.

® Josef Klima (8.3.1887 - 30. 9. 1943), asistent prof. Prochazky na ceské technice v Praze, ugitel realek,
profesor deskriptivni geometrie na ¢eské technice v Brng.

10 Frantisek Kadefavek (26.6.1885—9.2.1961), profesor deskriptivni geometrie na eské technice v Praze
(pozdgji CVUT).
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uc¢ebnic. Vedle nich v8ak pusobili mnozi dalsi, jejichZz jména se cituji podstatné méng
nebo v jinych souvislostech nez s deskriptivni geometrii.

Ceskou deskriptivni geometrii vyrazné obohatili mnozi ugitelé stiednich 3kol,
piredevsim realek, na kterych se deskriptiva vyucovala ve velké miie. Tito ucitelé méli ve
svém oboru Uctyhodné znalosti. Vedle pedagogické &innosti sepisovali odborné state,
které publikovali zpravidla ve vyroénich zpravach stiednich Skol, nektefi i v dalSich
periodikach (jako byl napf. Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky,** Archiv
mathematiky a fysiky,"> Zpravy Kralovské ceské Spolecnosti nauk aj.) a mnohdy
cizojazyc¢né.

1.2 Historie realek®

Za prvni reélnou $kolu na Gzemi habsburské monarchie (jejiz sougasti byly i Cechy
a Morava) lze povazovat redlnou obchodni akademii (Real-Handlung-Akademie) ve
Vidni ztizenou jiz roku 1770, tedy za vlady Marie Terezie. K dalSimu rozvoji redlného
Skolstvi doSlo za vlady FrantiSka I, mé& na ném nemalou zasluhu FrantiSek Josef
Gerstner.'* Realky v té dob& hrély roli obchodnich $kol nebo slouzily jako piipravné
kursy ke studiu polytechniky. Prvni takovou redlkou u nés byla redlka v Brné (ztizena
roku 1811).

Vyraznym zlomem ve vyvoji redlného Skolstvi v naSich zemich byla Exner-Bonitzova
reforma (1849), v jejimz ramci vySel Nastin organisace gymnasii a realek v Rakousku
(Entwurf der Organization der Gymnasien und Realschulen in Oesterreich). Realky byly

ustanoveny jako Sestileté stiedni Skoly (nizsi reélka — 3 roky, vyssi redlka — 3 roky). Prvni
realkou tohoto typu byla realka prazské (s ceskym jazykem vyucovacim®).

Povinna maturitni zkouSka byla na realkach zavedena roku 1869. Soucasné doslo
k rozSiteni readlek na Skoly sedmittidni (nizSi redlka — 4 roky, vyssi readlka — 3 roky).
V roce 1875 byla ministerskym vynosem schvélena u¢ebna osnova pro ¢eské realky. Dle
ni ma realka poskytovati Zactvu vySSi obecné vzdélani zvlaSte na zéklade nauk
matematicko-prirodovedeckych a pripravovati je pro vy3Si odborné Ustavy (techniku,
lesnickou, horni akademii aj.) (viz [13], str. 139).

Posledni vé&tsi Gpravou stiednich $kol pied vznikem Ceskoslovenské republiky byla
Marchetova reforma (1908), v jejimZ ramci byla uzédkonéna reformni redlnd gymnazia
a soucasné se realna gymnazia vznikajici jiz od Sedesatych let 19. stoleti mohla stat
statnimi.

Vynosem ministra kultu a vyucovani Lva Thuna ze dne 16. za7i 1849 bylo /editelim
rakouskych strednich Skol uloZeno, aby na konci kaZdého Skolniho roku podéavali zemské

Skolni radé podrobnou vyrocni zpravu o vnéjSim i vnit/nim stavu Skoly a redigovali

" vydavala Jednota deskych mathematikii od roku 1872.

12 yydavala Jednota eskych mathematikii od roku 1875, vysly viak pouze dva svazky, v roce 1878 bylo
vydavani zastaveno.

2 Vice o vzniku a historii realek viz [5], [12]. [13].

™ Franti$ek Josef Gerstner (23.2.1756 —25. 6. 1832), profesor vy$si matematiky na Karlo-Ferdinandové
université, profesor hydrauliky a mechaniky na Kralovském ceském stavovském ugilisti technickém v Praze.

5 Nekteré piedmsty byly vyugovéany v gesting, nekteré zpocatku je$ts v némging. AZ roku 1866 byl vydéan
zemsky zékon, podle kterého byly redlky v Praze, Kutné Hote, Pisku, Litomysli, Plzni a Pardubicich ustanoveny
jako Skoly vyhradné ceské.
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tiStenou zpravu vyrocni, skladajici se vzdy z vedecké rozpravy, nekterym ¢lenem sboru
ucitelského sepsané, a ze zprav Skolnich (viz [3], str. 5). Pravé tyto védecké rozpravy
byly ptileZitosti pro vyucujici stiednich Skol k publikaci jejich odborné préce.

2 Realka Karlin?®

2.1 Vojtéch Smolik

Vojtéch Smolik se narodil 13. dubna 1849 ve Studené (plzensky kraj). Navstévoval
hlavni Skolu v Praze na | 3 g 1
Starém Mésté, poté zde |

dva roky pokracoval ve

studiu na niz8i redlce,

treti rok dokoncil na

c. k. némecké realce

v Praze, kde pokracoval
ve studiich na reélce
vysSi. V letech 1860 az ;
1864  studoval na
polytechnice v Praze.

Po celou dobu byl

vybornym studentem.

Po studiich spolu-
pracoval dva roky na
tvorbg stavebnich plana
pro dréahu cisafe “f—— -
FrantiSka Josefa. Od
1. kvétna 1866 pusobil
ve Skolstvi, nejprve ugil
na némecké vyssi reélce
v Praze, od roku 1874
na reélce v Karling, kde
se roku 1876 stal
skute¢nym ugitelem.

Zemiel 9. cervna
1899 v Praze na nés-

ledky zéapalu plic."’ - R S
Obr. 1: Pramety car krivosti na hyperboloidu

'8 Reédlka v Karling byla zaloZena roku 1874 nejprve jako soukromé &tyfleta (nizsi) realka. Prvnim feditelem byl
zvolen Bartoloméj Pavlicek (1938-1918). V roce 1876 bylo ministerstvem povoleno redlku postupné rozsifit na
sedmiletou. Status ,statni“ ziskala roku 1883, obec Karlin viak nadale spravovala budovu a pfispivala na
pomucky a vybaveni Skoly [7]. Realku navstévovali studenti z velkého okoli, jejich pocet do prelomu 19. a
20. stoleti neustéle stoupal (podle [12] méla v roce 1900 téméi 500 studenti), teprve na pocatku 20. stoleti se
pocet studenti sniZil v dasledku otevieni dalSich realek v blizkém okoli (Praha Vinohrady, Praha Zizkov). Ze
znamych geometri na této realce pasobili napiiklad Josef Pithardt (1874-1955), Frantisek Sanda (1831-1893),
Vincenc (Cengk) Jarolimek nebo Bedtich Prochézka.

7 Vice o Zivot& Vojtécha Smolika viz [4].
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V roce 1877 vysla ve vyrocni zpravé karlinské realky Smolikova prace O carach
krivosti na hyperboloidu o jednom povrchu a hyperbolickém paraboloidu [10] (obr. 1, 2).
Autor v ni piindSi zajimavé feSeni, jak sestrojit kolmé priméty (pidorys a narys)
jednodilného trojosého hyperboloidu a hyperbolického paraboloidu. Jeho teSeni je
zaloZeno na véts Dupinové.’® Déle voli vhodné plochy, které secou hyperboloid (resp.
hyperbolicky paraboloid) a metodami analytické geometrie vypocitdva prasec¢né krivky
a jejich kolmé praméty do padorysny a narysny. Pro hyperboloid tak odvodi, Ze kolmymi
praméty car kiivosti do puadorysny jsou elipsy a ¢asti hyperbol, do narysny ¢&asti elips
a casti hyperbol. U hyperbolického paraboloidu ziskavad v obou ptipadech paraboly.
V zaveru &lanku se V. Smolik zmiiiuje o praci C.F. A. Leroye,” ktery se zabyval

vvvvvv

stejnym problémem, avSak jeho postupy jsou (oproti Smolikovym) zna¢né sloZité&jsi.

Obr. 2: Primety car krivosti na hyperbolickém paraboloidu

18 Charles Dupin (1784-1873), francouzsky matematik a inZenyr. Znéni Dupinovy véty: Maji-li t7i soustavy
ploch takovou vlastnost, Ze plochy soustavy jedné plochy dvou ostatnich pravodhelné sekou, jest kazda prisecna
cara carou krivosti ploch, kterymz prinalezi (viz [10], str. 3).

19 Traité de géométrie descriptive (Paris, 1834); autor Charles Francois Antoine Leroy (1780-1854).
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2.2 Frantisek Machovec

FrantiSek Machovec se narodil 24. prosince 1855 ve Lnétich (okres Blatno). Ve svém
rodisti navstévoval obecnou Skolu, od roku 1866 studoval redlku v Pisku, kde koncem
Skolniho roku 1871/1872 maturoval s vyznamenanim. Poté pokracoval ve studiich na
deské polytechnice v Praze.

Ve Skolnim roce 1875/1876 pisobil jako asistent geometrie na vyssi redlce v Kutné
Hoie, dalsi rok jako pomocny ucitel na realném a vys$Sim gymnéaziu v Klatovech, kde
roku 1877 slozil zkousku ucitelské zpisobilosti z matematiky a deskriptivni geometrie
pro vyssi Skoly realné sprospéchem vybornym. Od roku 1878 pusobil na reélce
v Karling, nejprve jako provizorni, o rok pozdgji jiz jako skute¢ny ugitel.

Kolegy i studenty byl ' ; by
hodnocen jako ¢&lovék umir- '
nény, vazny a piisny, avSak
laskavy. Bé&hem svého peda-
gogického pusobeni psal po-
sudky na ucebnice, uvadél
zkuSebné kandidaty do praxe (za
tuto ¢innost ziskal od |
ministerstva kultu a vyucovani
pochvalny dekret) a v nepo-
sledni fadé se vénoval védecké
¢innosti. Dnes je znam pre-
devSim jako autor stiedoSkol-
skych ugebnic matematiky.” Ve
Skolnim roce 1885/1886 ziskal .
dovolenou pro studijni pobyt na
univerzité ve Strasburku, kde
navstévoval piednasky prof.
Dr. Theodora Reye?’ vénované . /\
novéjsi geometrii. Tento pobyt .x%
ovlivnil zaméteni Machovcovy
védecké prace v oblasti geo-
metrie; po navratu se vénoval
piedevsim piimkové geometrii.

Ve Skolnim roce 1891/1892
F. Machovec suploval prednas- _ 5
ky z deskriptivni geometrie na <SS SN : e S e
Seské technice v Praze za ne- Obr. 3: Castobrazove tabule k praci ,,O Uloze Apollonic-
mocného profesora Frantigka K&V descriptivni geometrii
TilSera. Mél je suplovat i v dals§im Skolnim roce, avSak onemocnél zanétem srdec¢nich
blan (endokarditidou) a na nasledky nemoci 8. iijna 1892 zemtel %

i A ige 3 — N

PDAlgebra pro vyssi tridy skol stednich (1886, zvlast vydani pro redlky a pro gymnazia), Aritmetika pro nizsi
tridy gymnasii (1886, spoluautor Véclav Stary).

2 C. T. Reye (1838-1919), némecky fyzik a geometr, autor klasického dila Geometrie der Lage (Hannover,
1866-1868).

22 \/ice o Zivots Frantiska Machovce viz [17].
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FrantiSek Machovec byl publika¢né velmi ¢inny. Vedle jiz zminénych ucebnic
publikoval tém&i 40 praci, vétsinu z nich v Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky,
dale v Archivu mathematiky a fysiky, ve vyroc¢nich zpravach strednich Skol, ve Zpravach
Kralovské ceské Spolecnosti nauk, v Rozpravach Ceské akademie a v &asopisu
Monatshefte fir Mathematik und Physik. VétSinou se zabyval vlastnostmi ploch
a kuzelosecek. Je také autorem publikace Zobrazovani tecen a stiedii krivosti kiivek na
zakladé nové methody (1883); zékladni mySlenkou jeho ,,nové metody“ je teSeni
planimetrickych Gloh pomoci deskriptivni geometrie. Tato idea sice v jeho dobé zcela
novéa nebyla, aviak F. Machovec, jak sam v predmluveé k této knize uvadi, pouZil nekteré
zcela nové postupy.

Roku 1879 F. Machovec publikoval ve vyroéni zpravé karlinské realky praci O Uloze
Apollonické v descriptivni geometrii [6] (obr. 3). Metodami deskriptivni geometrie v ni
reSi jednu z Apolloniovych uloh, konkrétné Glohu ,,sestrojit kruznici, kterd se dotyka tii
danych kruznic“. Stejnym problémem se diive zabyvala celd fada osobnosti,
F. Machovec vSak uvadi, Ze jeho postupy (a jsou hned tfi) jsou zcela nové. VSechna jeho
reSeni se zakladaji na prevedeni této rovinné Glohy do prostoru. Prvni dva postupy
vychazeji z mysSlenky povazovat tii dané kruznice k, k', k" za fidici k¥ivky t¥i shodnych
piimych kuZelovych ploch K, K’, K”. Hleda se ¢tvrta kuZelova plocha, kterd ma s kazdou
z ploch K, K’, K” spole¢nou praveé jednu piimku. Tieti zptisob vyuZziva kuloveé plochy, na
jejimz povrchu jsou kruznice shodné s kruznicemi k, k', k", a stereografické projekce.

2.3 Vaclav Tlu¢hor

Véclav Tlughot se narodil 22. zari 1858 v Pardubicich. V letech 1870 az 1876 zde
vystudoval realku a pokra¢oval ve studiich na c. k. vysoké Skole technické ve Vidni, kde
se pripravoval na drahu stiedoSkolského ucitele. Aproboval z matematiky a deskriptivni
geometrie s vyucovaci rec¢i ceskou. Jako asistent nebo suplent pasobil v letech 1885 az
1897 na realkach v Pardubicich, Ji¢ing, Karling a Plzni, na redlném gymnaziu v Koling
a na statni pramyslové Skole v Praze. Od ¢ervence 1897 zastaval funkci feditele redlky
v Kostelci nad Orlici. Od 1. zati 1909 pusobil jako reditel realky v Karling, vedle toho od
roku %3910 pirevzal vedeni pokracovaci Skoly pramyslové tamtéz. Zemiel 15. prosince
1914.

V. Tluchot byl vybornym feditelem i ucitelem, ptitom si naSel ¢as i na védeckou
¢innost; dokladem je jeho devét odbornych studii, které vysly ve vyroénich zpravach
strednich $kol (Kolin, Plzen, Kostelec nad Orlici, Karlin) nebo v Casopiu pro péstovani
mathematiky a fysiky. Jeho prace se veénuji, stejné jako Machovcovy, kuzeloseckdm
a plocham, piedevsim pak plocham druhého stupné.

V roce 1914 uvetejnil V. Tluchoi ve vyro¢ni zpravé karlinské realky praci Sestrojeni
tecen bodem ke kuZelosecce a praseciki primky s kuZeloseckou [14] (obr. 4). Ob¢
konstrukce teSi metodami projektivni geometrie. Vychazi ztoho, Ze libovolnou
kuZelose¢ku lze zadat linedrnimi podminkami a néasledné ji prevést na kuzelosecku
uréenou dvéma tec¢nami sbody dotyku a dalSi te¢nou (nebo bodem). Pfi dalSich

2 Vice o zivote Véaclava Tluchote viz [16].
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Obr. 4: Cést obrazové tabule k préci ,,Sestrojeni tecen bodem ke kuZelosecce a priisecikii
primky s kuZeloseckou**

konstrukcich vyuziva Pascalovu vétu.?* Ulohu ,sestrojit tecnu z bodu ke kuZelosedce*
popisuje jak pro ptipad vlastniho bodu, tak pro pfipad bodu nevlastniho (tedy konstrukce
teény v daném sméru).

Obr. 5: Reélka Karlin

% priseciky t dvojic protejsich stran Sestitihelnika vepsaného kuzelosecce leZi v jedné primce.
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3 Reélka Pardubice®

3.1 Antonin Barborka

Antonin Barborka se narodil 7. ledna 1835 v Horazd’ovicich. V letech 1850 az 1855
studoval ¢eskou redlku na Novém Mésté v Praze, poté prazskou polytechniku. Od roku
1860 ucil na téze redlce v Praze, na které studoval, a od roku 1863 na redlce
v Pardubicich, kde byl i ¢lenem méstského zastupitelstva. Je také autorem regula¢niho
planu Pardubic.?® Zemtel 14. dubna 1891 tamtéZ [9].

Ve vyro¢ni zprave pardubické redlky za Skolni rok 1866/1867 je zverejnén Barborkiv
¢lanek Perspektiva, jeji vyvoj historicky a nynéjsi stanovisko [1], ktery stru¢né nastiniuje
historicky vyvoj perspektivy od dob starovékého Recka a Rima pres obdobi rozkvétu
perspektivy v dobach renesance aZz po souc¢asnost. Vyvoj perspektivy pri¢itd A. Barborka
ptirozenému pudu umélct. V ¢lanku vyjmenovava jednotlivé osobnosti a upozoriuje na
spisy veénované perspektivé. RovnéZz projevuje litost nad nedostatkem cesky psané
literatury v tomto oboru, svou kratkou stati se snazi tuto mezeru alespon ¢aste¢né zaplnit.
Zminuje, Ze snad prvni, byt’ stru¢né podané zpravy o perspektivé v ¢eském jazyce jsou
v ucebnici Zobrazujici mérictvi pro vyssi realni Skoly (1862/3) Dominika RySavého.
Z naSich autord dale vyzdvihuje spis FrantiSka TilSera System der technischmalerischen
Perspektive (1865-1867).

Obr. 6: Redlka Pardubice

% \/ys8i realka byla v Pardubicich oteviena v roce 1863 (piedtim zde byla jiZ od roku 1854 realka nizsi). Jejim
prvnim feditelem byl Jan Chmelik (1821-1895). Pod statni spravu piesla v roce 1879. Ze zndmych matematika
a geometrd vyucujicich na této redlce mizeme jmenovat napriklad Bedficha Prochazku, Josefa Smolika (1832-
1915) nebo Véclava Lavicku (1846-1911). Pardubicka reélka pattila k vétSim Skoldm svého druhu, jiz v roce
1870 ji navstevovalo pies 300 studenti a jejich pocet nadale stoupal — v roce 1910 presahl jiz 450 (podle [12]).
Vice o historii pardubické reélky viz [9].

% podle tohoto regulagniho planu vypracovaného roku 1882 vznikla vystavba casti Pardubic, vice viz [15].
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4 Ceska realka v Praze na Novém Mgst&?

4.1 Dominik RySavy

Dominik RySavy se narodil 12. fijna 1830 v Bitovanech na Chrudimsku. Od roku
1842 navstévoval némeckou hlavni Skolu v Poli¢ce, roku 1845 pieSel do Prahy na hlavni
Skolu malostranskou, kde zustal dalsi dva roky. V letech 1847 az 1851 studoval na
prazské polytechnice. Od roku 1853 putsobil na ceské redlce v Praze na Novéem Méstg,
kde se roku 1860 stal radnym ugitelem a setrval zde (vyjma let 1869 az 1883, kdy
pracoval ve funkci dozorce obecnych $kol) aZ do smrti. Zemrel 26. zaF 1890 v Praze.”®

K jeho zasluham patii velky podil na pocatcich ceské vyuky deskriptivni geometrie

atvorbe ceské terminologie. Vedle ucebnic rysovani pro 1. a 2. tiidu nizsi realky® je
autorem prvni cesky psané stiedosSkolské ucebnice deskriptivni geometrie nazvané

Zobrazujici merictvi pro vyssi realni Skoly (1862-1863).
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Obr. 7: Cést obrazové tabule k préci ,,0 rejsovani krystalsi*

Ve vyro¢ni zpravé ceské redlky prazské z roku 1858 je zvetrejnén RySavého ¢lanek
O rejsovani krystali [8] (obr. 7). Autor se v ném snazi podat nazorny navod ke zhotoveni

77 Ceska realka v Praze na Novém Mésté byla zaloZena jiz v roce 1849 (byla to tehdy prvni ceské reélka viibec).
Je zndma take jako ,redlka v Jecné“, Skolni budova v Je¢né ulici v3ak byla postavena az v letech 1873 az 1875.
Do té doby reélka sidlila v Panské ulici. Jejim prvnim teditelem byl jmenovan Josef Wenzig (1807-1875). Ze
zndmych geometri, kte¥i zde vyucovali, maZeme uvést napiiklad Vincence (Ceiika) Jarolimka, Antonina
Suchardu (1854-1907) nebo Josefa Kounovského. Realka patiila k nejvétSim v nasich zemich, v letech 1870 az
1910 pocet jejich studentd neklesl pod 500 a pocatkem 20. stoleti dokonce presahl 600 (podle [12]).Vice
o historii ¢eskeé realky v Praze na Novém Mésté viz [11].

%8 \/ice o Zivots Dominika Ry3avého viz [18].

 7akladové merictvi a kresleni pro 1. tidu niz$ich realnich $kol (1867), Mérictvi a rysovani pro 2. tFidu nizsich
realnich Skol (1868).
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rysi raznych krystali zaloZeny na zdkonech zobrazujiciho meétictvi (deskriptivni
geometrie), které studenti ze stredni Skoly znaji. Popisuje v podstaté jen konstrukce os
krystalii, protoZe po spravném sestrojeni os je jiZ jejich dorysovani snadné. Uvadi ctyfi
odlisné situace, které mohou pro osy krystal nastat, a sice: tfi osy krystalu jsou navzajem
kolmé; dvé osy jsou na sebe kolmé a tieti je k jedné z nich Sikma4; tii osy jsou k sobé
navzajem naklonéné; tii osy leZzi v pramérech Sestithelnika a &tvrtd je na né kolma.
Tomuto rozloZeni os skute¢né odpovidaji jednotlivé soustavy krystala vyskytujicich se
v pifrodé. Autor ¢lanek rozdélil do dvou ¢asti, v prvni popisuje zptsob, jak zobrazit
priméty os v kolmém promitani. Postup Gdajné uvadi podle jisttho Neumanna.® Ve
druhé c&asti ukazuje jiny, vlastni pristup, a sice zobrazeni os v kosothlém promitani.
Tento postup se jevi vyrazné snadné&jsi a nazorné&jsi, nez zobrazeni pravouhlé.

Obr. 8: Reéalka v Praze Jecné ulici

5 Zavér
5.1 PFinos uéitela realek

Ucitelé pasobici na ceskych realkach se podileli na rozvoji ceské védy, v tomto
piipadé deskriptivni geometrie. Osobnosti zde vybrané jsou jen malym zlomkem vSech

% Celé jméno autora ani nazev spisu neni v Ry$avého praci citovan.
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¢eskych pedagogu pusobicich na realkach ve druhé poloviné devatenactého stoleti a na
pocatku stoleti dvacatého. Ve vyroénich zpravach vyslo nespocet odbornych praci, které
prokazuji vysokou Uroven jejich autord. Svym obsahem zpravidla vyrazné prevysuji
Uroven ugiva na stiedni Skole, ¢asto reflektuji nové poznatky a neziidka (jako je tomu
tieba v pracich FrantiSka Machovce) také nové poznatky prinaseji.
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MA)TEMATICKE APLIKACE
V DILE WILHELMA MATZKY

MICHAELA CHOCHOLOVA

Abstract: W. Matzka (1798-1891) was an important mathematician and university
professor in the Czech countries in the middle of the 19th century. His main interest was
algebra, analysis and elementary geometry; however he paid attention to many
applications of mathematics as well. In this article, there are presented especially his
works on chronology, astronomy and geodesy to demonstrate the broad-spectrum of his
interests.

1 Zivotni draha Wilhelma Matzky

Wilhelm Matzka se narodil dne 4. listopadu 1798 v Litobratticich na jizni Moravg,
studoval na gymnaziu v Chomutové (1809-1817) a na filozofické fakulté v Praze (1817—-
1819). Poté vstoupil do rakouské armady, kde slouzil nejprve jako bombardyr, poté jako
(vrchni) ohnéstrajce a nakonec jako porucik videriského sboru bombardyra, bezméla
osmnact let (az do roku 1837).

Roku 1837 byl jmenovéan tddnym profesorem elementarni matematiky na filozofické
Skole v Tarnové, kde pusobil aZz do roku 1849. Roku 1843 slozZil na univerzité
v Olomouci rigorézni zkousky z obecné historie a obecné filozofie a stal se doktorem
svobodnych uméni a filozofie.

Roku 1849 se vratil do Prahy, kde byl jmenovan radnym profesorem elementarni
matematiky a praktické geometrie na polytechnice. Jiz o rok pozdégji byl povolan jako
radny profesor matematiky s némeckou vyucovaci fe¢i na prazskou univerzitu, kde
piednésel az do roku 1871.

Jako univerzitni profesor byl ¢lenem zkuSebni komise gymnazialniho ugitelského
Gfadu pro piedmét matematika a opakované byl dékanem a prodékanem profesorského
shoru filozofické fakulty. Roku 1850 se stal rAdnym ¢lenem Kréalovské ceské spolechosti
nauk. V témze roce byl cisarem FrantiSkem Josefem |. vyznamenan zlatou medaili Literis
et artibus (Védy a uméni). Jako ocenéni dlouholetych pedagogickych a védeckych aktivit
mu byl udélen &estny titul cisaiského rady (der Ehrentitel eines kaiserlichen Rathes,
1869) a pozdgji i cestny titul vladniho rady (der Ehrentitel eines Regierungsrathes,
1873).

W. Matzka zemiel dne 9. ¢ervna 1891 v Uctyhodném véku nedoZitych 93 let; byl
pochovan na Ol$anském hibitovs.*

! podrobné informace o Zivots W. Matzky, jeho pedagogickém piisobeni a védecké innosti viz Chocholova M.:
Wilhelm Matzka and his Position in the Austro-Hungarian Mathematics, in Be¢varova M., Binder Ch. (eds.):
Mathematics in the Austrian-Hungarian Empire, History of Mathematics, volume 41, Matfyzpress, Prague, 2010,
str. 81-92, a Chocholova M.: Prague University Professor Wilhelm Matzka, in Safrankova J., Pavla J. (ed.):
WDS 07 Proceedings of Contributed Papers, Part |, Matfyzpress, Praha, 2008, str. 241-245.
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2 Védecké zajmy
Béhem vice neZ Sedesétileté védecké ¢innosti uverejnil W. Matzka 69 praci. Vydal je

némecky jako pojednani v odbornych &asopisech nebo samostatné jako monografie,
ucebnice, historické, metodické a popularizagni préace.?

Velkou ¢ast praci vénoval matematice a fyzice. V matematice se zabyval zejména
otazkami zakladii geometrie a trigonometrie. Zldkala ho vSak i moderni témata:
komplexni &isla, determinanty a logaritmy.® Jeho prace se vyznacuji srozumitelnym
zpracovanim matematickych témat, prohloubenim a rozSitenim vykladu a zavedenim
originalnich aplikaci. Ve své dobé byly zndmy ostatnim matematikim a pro fadu z nich
se staly inspiraci. Citace, hodnoceni a ocenéni nékterych jeho dél nachdzime v odborné

literatuie do dnesni doby.

Kromé& matematickych a fyzikalnich praci se Matzkav zajem upinal k radé dalSich
témat. Publikoval také odborna pojednani o chronologii, astronomii, geodézii ¢i hudbé.
Jeho zamérem bylo zminéné védy, obecné nebo v nekterych specidlnich ¢astech, vyloZzit
na matematickém zakladg.

Bei den Bestimmungen von Ereignissen und Handlungen wird die Angabe der Zeit
und des Ortes gefordert, wann und wo sie entweder bereits geschehen sind, oder
gegenwartig geschehen oder erst noch geschehen sollen. Darum werden die Chronologie
und Geographie, als Zeit- und Erdkunde, schon langst treffend die beiden Augen der
Weltgeschichte genannt. Andererseits dient allen Wissenschaften, deren Objecte GroRe
besitzen, die Mathematik, als GrofRen- und Zahlenlehre, nicht blos zur Begriindung,
sondern auch zur Ausbildung und Vervollkommnung. Daher dirfte es wohl nicht
unverdienstlich sein, auch die Chronologie, als eine der nutzlichsten und schwierigsten
Hilfswissenschaften der Weltgeschichte und Urkundenlehre (Diplomatik), so weit als
moglich, durch die Lehren der hdheren Arithmetik (théorie des nombres) zu begriinden
und zu vereinfachen. ([16], str. V)

2 Matzkovy prace jsou otiStény v ¢asopisech: Abhandlungen der kdniglichen béhmischen Gesellschaft der
Wissenschaften, Annalen der Physik und Chemie, Annalen der Wiener Sternwarte, Archiv fiir Mathematik
und Physik, Astronomische Nachrichten, Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
Sitzungsberichte der koniglichen bohmischen Gesellschaft der Wissenschaften. Z jeho cinnosti se
dochovalo rovngz 7 rukopisai uloZenych v Narodni knihovné Ceské republiky a v knihovng videiiské
univerzity (Universitatsbibliothek Wien).

® Podrobny rozbor a hodnoceni Matzkovych praci o komplexnich &islech a determinantech viz Chocholova M.:
Wilhelm Matzka (1798-1891) and his Algebraical Works, in Barbin E., Stehlikova N., Tzanakis C. (ed.): History
and Epistemology in Mathematics Education, Proceedings of the 5th European Summer University,
Vydavatelsky servis, Plzen, 2008, str. 845-853, a Chocholova M.: Wilhelm Matzka (1798-1891) a historie
komplexnich cisel, in Dolezalova J. (ed.): Shornik 17. ro¢niku semindfe Moderni matematické metody
v inZenyrstvi (3 2008), Edi¢ni stiedisko Vysoké Skoly banské — Technicka univerzita Ostrava, Ostrava, 2008,
str. 79-83. O logaritmech publikoval W. Matzka tti odborn& pojednani, Beitrage zur héheren Lehre von den
Logarithmen, Archiv der Mathematik und Physik 15(1850), 121-196 + 1 tabulka, Ein kritischer Nachtrag zur
Geschichte der Erfindung der Logarithmen, Archiv der Mathematik und Physik 34(1860), 341-354 + 1 tabulka,
Ein Beitrag zur systemmaéssigen Abhandlung der natiirlichen Logarithmen in der Algebra, im Geiste Nepper’s
und Euler’s, Sitzungsberichte der koniglichen béhmischen Gesellschaft der Wissenschaften 1878, 206-235,
a obsahlou ucebnici nazvanou Elementarlehre von den Logarithmen auf einen neuen, verstandlicheren und
umfassenderen Begriff vieler Hilfszahlen gegriindet, blos die Kenntni der gewdhnlichsten Zifferrechnungen
vorausetzend, ohne Algebra gemeinfallich zergliedert. Vorzugsweise bestimmt zur Verbreitung dieser im
Zifferrechnen so vielseitig nutzlichen Lehre im Kreise der praktischen Rechner, in Untergymnasien, Gewerbs-
und Burgerschulen (Prag, 1850, 128 stran), uréenou zejména pro studenty nizSich gymnazii a nizsich realnych
Skol.
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3 Chronologie

3.1 Kréatky Gvod do chronologie

Dgjiny lidské spole¢nosti se odehravaji v prostoru a ¢ase. Jiz od nejstarSich dob se lidé
pokouseji ¢as pochopit, filozofové vysvétlit a prirodovédci podat jeho obecnou definici.
Komplikovanost celé zalezZitosti vystihuje vypoveéd’ sv. Augustina (ca. 354 az 430): Vim,
CO je to cas, ale kdyZ se mne nekdo zepta, nedovedu mu to 7ici.

Piedstavy o ¢ase, jeho pojeti a déleni se v riznych kulturach, epochach, ndbozenstvich
i spolecenskych vrstvach odliSovaly. V pribéhu déjin se jako samostatnd védeckd
disciplina rozvinula chronologie — nauka o ¢ase.* V riiznych obdobich se chronologie
orientovala na teSeni rozlicnych probléma. Mezi nejvyznacnéjsi patrily stanoveni
piesného data kiestanskych (pohyblivych) svatka (zvlasté Velikonoc), snahy
o opravu kalendaie (vyvrcholily roku 1582 gregorianskou reformou), synchronizace dat
udalosti nejstarSich obdobi dgjin, nalezeni obecnych metod k pievadéni dat mezi riznymi

kalendari apod.

Ve snaze po objektivnim poznani ¢asu nezavislém na jeho moralnim a nadbozenském
vyznamu zasahli do chronologie rovnéz matematikové. Jmenujme napt. Isaaca Newtona
(1643-1727), Carla Friedricha Gausse (1777-1855) [3] ¢i Augusta De Morgana (1806—
1871), kteii svym zajmem inspirovali i n&které dalSi matematiky; z nich zejména
W. Matzka ptispél do chronologie pivodnimi vysledky.

Den Impuls zur héheren arithmetischen Behandlung der Zeitrechnung gab der
geniale deutsche Mathematiker Herr Hofrath Gauf} durch seine ... Berechnung des
Datums des christlichen und jiidischen Osterfestes [3]. Sie veranlafite mehrere, zum Theil
berihmte Mathematiker, wie Delambre, Cisa de Crésy, Cavaliere de Ciccolini, Tittel
u. a., entweder die GauRischen Rechnung zu beweisen, oder Fragen der Zeitrechnung
ahnlich zu bearbeiten. ([16], str. VI)

3.2 Chronologie v Matzkové dile

Prvni z Matzkovych odbornych pojednéani vySlo pod nazvem Analytische Aufldsung
dreier Aufgaben der Calendarographie [14] v roce 1828 v ¢asopise Journal fir die reine und
angewandte Mathematik a bylo vénovéano chronologii. W. Matzka v ném piedlozil feSenf tii
praktickych dloh inspirovanych julianskym a gregorianskym kalendaiem. Aby ukazal
matematickou podstatu chronologie, uZil algebraické vzorce, objasnil jejich vyznam, odvodil
rtzné souvislosti a ziskané vysledky aplikoval na feSeni konkrétnich piikladt, ¢imz zddaraznil
praktickou pouZitelnost vyloZeného tématu a srozumitelné naznacil zptasob jeho vyuziti
Vv praxi.

Pro lepsi piedstavu o obsahu pojednani [14] a jako ukézku algebraického zptisobu feSeni
chronologickych uloh prezentujme jeden z Matzkovych ptiklad:

* Spolu s paleografii (nauka o pismu), diplomatikou (nauka o (fednich pisemnostech), heraldikou (nauka
0 znacich, vyznamenanich a fadech), numismatikou (nauka o platidlech) apod. tvoii chronologie komplex
tzv. pomocnych véd historickych. Chronologie je nauka o méreni ¢asu, jeho zpisobech a prostredcich k tomu
pouzivanych ... Matematicka (astronomickd) chronologie vyuZiva poznatki:i astronomie a jinych pribuznych ved,
sleduje pohyby nebeskych teles, ... a stanovi na jejich zakladé objektivni jednotky méreni ¢asu. Technicka
(historickd) chronologie studuje zpiisoby méreni ¢asu a jejich vyvoj u riznych narodi, respektive v jednotlivych
kulturnich okruzich. ([2], str. 24) Vice o vyvoji chronologie, jejich metodach a vyznamnych osobnostech viz [2].
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Die katholische Kirche feiert das Schutzengelfest stets an demjenigen Sonntage, welcher
der néchste an dem 1. September ist; man fragt nun: in welchen Jahren unseres Jahrhunderts
fallt dieses Fest auf den 1. September selbst? ([14], str. 341)

Roky, v nichz mél katolicky svatek Sv. Andéla straznych (Schutzengelfest) v 19. stoleti
ptipadnout na nedéli 1. zaf, je mozno urgit z ndsledujiciho vzorce:

(3h+4L+4b)

N =100S + 288+ 4- +b,

r

kde N predstavuje dany rok ngjaké éry, S je pocet celych stovek obsazenych v N a pro
h v gregorianském kalendati plati:
2(§) +1
4y

r

V obecném vyjadieni dany svatek odpovida nedéli
28+ (ﬁ) zati nebo (ﬁ) —3 srpna.
7 /R 7 /R

Ma-li pripadnout pravé na 1. zaii, pak L =6.Pro L rovnéz obecné plati:

h+2-(2)r+4-(“)r

L= 7 ,kdenz(l).
7 100 /¢

R

Pticemz vyraz (A) piedstavuje zbytek po déleni a specidlng, je-li (ﬁ) =0, je pak
m/y m/y

(A) =m.Zab, 9 se vezmou postupné hodnoty 0, 1, 2 a 3.
R

m

Jsoutedy N =18=*=, S=18, L=6 a h po dosazeni do piisluSného vzorce:

7 U7 7
r

2-(1f)r+1 _(2.2+1) :(5) =5.

Nésledné pro konkrétné zvolené hodnoty b =3, ¢ =2 ziskdme:

51

+3=1859+4~(—J =1867.
7 r

N=100~18+28.2+4.(w)

r
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Postupnym dosazenim hodnot 0, 1, 2 a 3 za b a ¢ dostaneme (po vyloudeni let
20. stoleti) fadu ¢trnacti let, 1805, 1811, 1816, 1822, 1833, 1839, 1844, 1850, 1861, 1867,
1872, 1878, 1889, 1895, ve kterych svatek Sv. Andéla straZznych odpovida piesné nedéli
1. za¥.>

Vrcholem Matzkovy odborné cinnosti v oblasti chronologie je obsahla (543 stran)
monografie Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange, mit vorziiglicher Rucksicht auf
ihre Anwendung in der Astronomie, Weltgeschichte und Urkundenlehre, nebst einem
Vorschlage zu einer streng wissenschaftlich geregelten Zeitrechnung; durch hdhere
Arithmetik begriindet und erlautert [16], kterou publikoval v roce 1844 ve Vidni.®

V Uvodni ¢asti nazvané Vorbegriffe zur Chronologie (téméf 60 stran) vylozil zékladni
pojmy a veéty vyssi aritmetiky (kongruence a délitelnost v pIné obecnosti, funkce, fady apod.),
jez v chronologii nachazeji ¢etna uplatnéni. Tento piehled sepsal tak obecné a podrobng, Ze

mohl byt pouZivan rovnéz jako dodatek k uc¢ebnicim vyssi algebry.

Hlavni téma historické chronologie rozdélil W. Matzka do dvou ¢ésti. V ¢asti Allgemeine
Chronologie dukladné vysvétlil predmét chronologie, zavedl odborné pojmy, objasnil véty
a pouzivané metody. Vypracoval zésady pro vyrovnani obcanského roku se stiednim
astronomickym a uvedl prevody dat. V ¢ésti Besondere Chronologie velmi podrobné pojednal
0 kiestanském datovani, pricemz vénoval zvlaStni pozornost stanoveni piesnych dat
kiestanskych (pohyblivych) svatka. VSe podlozil a zdivodnil pomoci matematickych vzorca
vyvozenych v Ovodu a tim ukéazal, Ze vy3si matematika je zakladem chronologie. Poté
v podobném duchu popsal jeSte fimsky, egyptsky, babylénsky, fecky, Zidovsky, arabsky,
persky a francouzsky republikénsky ,,letopocet”, tj. dataci, kalendar a méteni ¢asu.

Ve zvlastnim dodatku podal ndvrh na Upravu naSeho kalendare. VyloZzené metody
(s matematickym zakladem) mély pomoci piedevSim préci historiki a astronomi. V zavéru
monografie [16] uvedl pomocné tabulky, aritmeticka schémata a vzorce umoziujici presné
a rychlé uréeni dat kiestanskych svatka.

Rozsah Matzkovy Chronologie [16] a piedevsim jeji ptisné logické zpracovani na zakladé
teorie ¢isel byly a do dnesSniho dne jsou bezpochyby obdivuhodné. Naroénost dila, mnozstvi
matematiky a logickych operaci, jej vSak uginily pro historiky pftili§ narocnym a obtizné
srozumitelnym. V tomto smyslu se o ném vyjadiuje téZ [2] (str. 41) a [25].

Die Arbeiten von Gauss Uber die Osterberechnung regten mehrfach die Mathematiker zur
Beschéftigung auch mit der technischen Chronologie an; das bedeutendste der
einschlagenden Werke ist das von W. Matzka, Die Chronologie in ihrem ganzen Umfange,
Wien 1844. So gelehrt und geistreich indessen auch dieses Buch ist, so wird die Mehrzahl der
Historiker doch vorziehen, die erforderlichen Berechnungen auf einfachere und bequemere,
wenn auch weniger wissenschaftliche Weise auszufiihren. ([25], str. 4)

® Ze zadani a fedeni prikladu je evidentni, Ze byl katolicky svatek Sv. And&la straznych (Schutzengelfest)
v 19. stoleti pohyblivym svatkem, ktery pfipadal na prvni nedéli po 1. zafi. V dnesni dobé& ho katolicka cirkev
slavi pravidelng 2. fijna.

® W. Matzka tuto préci vénoval svému byvalému univerzitnimu ugiteli Franzi Ignaci Cassianovi Hallaschkovi
(1780-1874). Dem hochwirdigsten Herrn Fr. Ser. Cassian Hallaschka, ... in tiefster Ehrerbietung und mit der
Pietét eines ehemaligen Schilers. ([16], str. I11)
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Die Chronologie

in ibrem
guunien Nmfange,
mit
vorjiiglicher Ridficht auf ihre Hnwendung
inber
Aftconomie, Weltgefdidte und Wehundenlehee,
nebft einem
Boridhlage gu einer freng wiffenidaftlic geregelten Jeitrednung;
burd) hihere Arithmetik

begriinbet unb erldutert

vom

Wilhelm Magta,

Toctor ber Philefoplie, [ L OFentl ordentl, Profeffor ber Mathematil an bex
1 philoforbiffen Zebranitalt gu Famom, emeritictem Sieatenant wnd ebrer
ver haberen Matbematit und Wedganil {m 1.1 Bombaroier:Eorps ju Dien,

MWien, 1844,
Jn ver Fr. Ve (hen Univer{itdts - Budhhanblung.

DIE CHRONOLOGIE IN [HREM GANZEN UMFANGE: MIT
VORZUGLICHER RUCKSICHT AUF THRE ANWENDUNG IN DER
ASTRONOMIE, WELTGESCHICHTE UND URKUNDENLEHRL.
EBST EINEM VORSCHLAGE ZU EINER STRENG
WISSENSCHAFTLICH GEREGELTEN ZEITRECHNUNG DUIlLII
HOMHERE ARITHMETIK

Poznamenejme, Ze na poc¢atku roku 2010 byla po vice nez 160 letech Matzkova rozsahla
monografie [16] op&tovné vydana, cozZ jednoznacné dokazuje jeji vyznam a (roveti.
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Uvedme nyni pro dokresleni Matzkova matematického ptistupu k chronologii Uryvek
z dodatku monografie [16], ktery uvadi prepocet mezi ,historickym“ a kfestanskym
letopoctem ([16], str. 505-506).

12,
Wergleidpung der hiferifden Jeitredhnung mit ber
Hrigliden,

Soll ber dtt Tag bes Jahred a, ober der nt* Tagy ber biftorifden Aere,
weldpe wn g 1748295 Tage nach ber byantinifhen anfingt, mit bem d'ten
Kage gregerianiffen Styled des Jahres a’ ober mit dem n'tew Tage ber Aere
nath Ehr. Ocb., welhe um g = 2011819 Tage nah ver byzantinifihen
beginut, jufammen follen, und mit Ricfidht auf die beflehende Audnahme

5 %350
k= q-fﬁ —_ q-—’:’ -3
bic SBoreilung des gregoriani{dhen Styles vor bem julianifdpen feit dem Jahre
a’ = 1582 n. Ehr. verftellen, vor diefems Jeitpunbte aber Nul fein, (8. 47,11);
fo bot man die Gleidungen

a—!—qir
n=865Ca—1)fg——— +4

o= 365 — 1) 45 44~k

n4-g=v'+g.
Hierand foigt
p—n' =g —g—1268624—=3865.723 |- 94

n—38
A -g—— G

=865(a —a") -|-q.__...‘_-;';';- — ¢ Hi—d
mithin ift fir bie Rebuction der driftlichen Jeitrednung auf die biftorifde
a=2'4+7212—¢a
laln-_;
=g —g— 2 & x4 94 4 8552
und far die Nebuction ber hitorifhen Jeitredinung auf die driftlidye
d=a—722+4a

a—3
i—1—g o

¥ = g——— — ¢ + i+ k— 94— 3650;
wobei o = 0 ober 1 angunebmen if, damit d ober &' weber negativ nod
ju grof ansfalle,

Zéajem o aritmetické zkoumani otazek kiestanského kalendaie si W. Matzka zachoval
i v pozdgjSim veéku. Pocatkem osmdesatych let 19. stoleti navazal na vysledky obsahlé
monografie [16] praci Zur christlichen Zeitrechnung und flr deren Verbesserung [21]
vydanou v Abhandlungen der koniglichen bdhmischen Gesellschaft der Wissenschaften
(75 stran).
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V jeji prvni ¢asti se pokusil o zjednoduSeni vypocétu vyznamnych dat kiestanského roku
(napt. stanoveni data Velikonoc). Ve druhé c&asti nazvané Erforschung, Entwurf und
Vorschlag einer universellen rationalen Zeitrechnung vysel z ,,obecnych® a astronomickych
znalosti roéniho cyklu a podal navrh na vylepSené uspoiédani obganského roku (¥izeného
podle gregorianského kalendare). Matzkovy Uvahy hodnoti [27] z dneSniho pohledu takto:

Der bohmische Mathematiker Wilhelm Matzka schlug 1880 [21], also lange nach der
Gregorianischen Reform, einen Kalender mit einer Zyklus-Dauer von 62 Jahren vor. Darin
sind 15 Schalttage enthalten. Nach 7 oder 6 olympischen Schalt-Perioden & 4 Jahre wird erst
nach dem 5. Jahr erneut geschaltet. Dann folgt der zweite Teil des Zyklus mit 6 oder 7
olympischen Schalt-Perioden und erneuter Schalt-Verzégerung bis zum Ende des Zyklus’.
Das Matzka-Jahr ist 365,241936 Tage lang, ist also ein zu kurzes Kalender-Jahr. Man misste
nach ca. 3.795 Jahren einen zusatzlichen Schalt-Tag einfugen. ([27], str. 11)

Dnes aZ na vyjimky celosvétové pouzivany gregoriansky kalendar, zavedeny v roce 1582
papeZzem Rehotem XIII., zajistil (témét dokonale) soulad kalendainiho roku s astronomickou
skutecnosti. Jiz od dob jeho zavedeni se prilezitostné objevovaly ndvrhy na dalsi vylep3eni.
VeétSinou se v3ak zabyvaly detaily, jez v celkovém pohledu nedosahovaly poZadované
obecnosti a presnosti.

Matzkav cyklus se neujal, prestoZze z Uvodu a zavéru jeho prace [21] je ziejmé jeho
piesvédceni o uplatnéni predloZenych vysledka. P¥ipomenime, Ze poskytoval tu vyhodu, Ze by
pocatek jara pripadal pravidelng (dlouhou dobu) na stejny bieznovy den v tydnu. NeteSil vSak
dostatecng problém rozdgleni prestupnych let.’

3.3 Chronologie v dile Matzkovych souéasnikii

W. Matzka byl prvnim autorem, ktery v ¢asopisu Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik uveiejnil odborny ¢ldnek o chronologii (viz [14]). V nésledujicich letech se
v ¢asopisu objevilo nékolik dalSich stati pojednavajicich o tomto tématu, jeZ se odkazovaly na
prace C. F. Gausse [3], W. Matzky ¢i vysledky nékterych (zndmych) astronomu a historiki.
Uved'me naptiklad prace G. H. F. Nesselmanna Beitrage zur Chronologie [22] a F. Pipera Zur
Kirchenrechnung [24], které popisovaly zé&kladni chronologické ulohy (stanoveni data
Velikonoc, stanoveni pocatku arabského ¢&i Zidovského letopoctu a jejich vztah ke
krestanskému letopoctu apod.). Z velké ¢asti vyuzivaly metody a vysledky jinych autort;
zavedenim pomocnych tabulek a pouZzitim jednoduchych matematickych vzorca (bez jejich
odvozeni) se snazily o zjednoduseni a zpiistupnéni tématu.

V pribéhu devatenactého stoleti vychazely &etné prace vztahujici se k chronologii,
které byly vice ¢i méné provazany s matematikou. OdliSovaly se nejen rozsahem, ale
i zamefenim a zpasobem zpracovani. Velka ¢ast z nich byla psana zejména pro potieby
historika; at’ uz se zdmérem podat souhrnny pohled na dgjiny lidstva, nebo podrobné
popsat konkrétni historické obdobi. Jina se pokouSela chronologii vystavét na védeckém
zakladg nebo ji naopak popularné zprostiedkovat a ukézat jeji uziti v béZném obganském
Zivoté. Vedle dvoudilného, velmi hodnotného dila L. Idelera Handbuch der
mathematischen und technischen Chronologie [11] zminme jeSt¢ podnétné prace
F. J. D. Aragoa Astronomie populaire (4. dil) [1], J. F. Kulika Der tausendjahrige

" Reformou gregorianského kalendére se ve stejné dob& jako W. Matzka (viz [21]) zabyval té7 némecky
astronom Johann Heinrich von Médler (1794-1874) v ¢lanku Die Kalender-Reform (Deutsche Naturforscher,
40(1865), str. 81). Podrobné zhodnoceni a analyza Madlerovych myslenek viz [27].
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Kalender [12], F. Ruhla Chronologie des Mittelalters und der Neuzeit [25] nebo
B. M. Lerscha Einleitung in die Chronologie oder Zeitrechnung verschiedener Vélker
und Zeiten [13].

4 Astronomie

4.1 Kratky Gvod do astronomie

Astronomie, jedna z nejstarSich véd, byla jiz od svych poc¢atka velmi Gzce spjata
s praktickymi potifebami. Astronomické poznatky mély vzdy velky vyznam, at’ se jednalo
0 problémy spojené se zemédélstvim, uréovanim ¢asu ¢i s navigaci, zdmorskymi
plavbami a objevy.

V prvnich obdobich vyvoje astronomie neslo jesté o védu v dneSnim slova smyslu,
nybrz spiSe o neuspradané dil¢i poznatky ziskavané pozorovanim oblohy, tedy pohybu
Slunce, Mésice a hvézd. Pogéatky védecké astronomie Ize kléast do obdobi starého Recka.
Redti astronomové se nespokojovali jen s pouhym zaznamenavanim a piedpovidanim
periodicky se opakujicich astronomickych jevi, ale snazili se je vysvétlit. Z vrcholnych
praci pfipomenme Aristarchovo (asi 320 az 250 pt. n. 1.) dilo O velikosti a vzdalenosti
Slunce a Mesice, Archimédav (asi 287 az 212 pt. n. I.) spis O poctu piskovém ¢i
Ptolemaiovo (asi 85 az 165) stézejni dilo Almagest.

Byli to pak vyznamni védci 16. a 17. stoleti, Mikuld$ Kopernik (1473-1543), Tycho
Brahe (1546-1601), Galileo Galilei (1564-1642) a Johannes Kepler (1571-1630), ktefi
vytvorili moderni pohled na slune¢ni soustavu a polozili zaklady dneSni védecké
astronomii. Po fadu stoleti byla astronomie velkou vyzvou téZ pro matematiky a fyziky,
nebot’ v ni mohli aplikovat a zirocit své odborné znalosti. Jmenujme napi. Isaaca
Newtona (1643-1727), Leonharda Eulera (1707-1783) a Carla Friedricha Gausse (1777—
1855).

V dnesni dobé se astronomie definuje jako véda o vesmiru, zabyvajici se vznikem,
vyvojem, stavbou, rozloZenim, pohybem a vzdjemnym puasobenim vesmirnych téles
a jejich soustav. Zahrnuje celou fadu specialnich témat, problému, obora a obgektﬁ zajmu,
vyuZiva poznatky piibuznych ptirodnich véd (zejména matematiky a fyziky).

4.2 Astronomie v Matzkové dile

Matzkiv zajem o astronomickou problematiku dokladaji dva kratsi odborné ¢lanky
[17] a [20] a jeden dochovany rukopis [18].

Rukopis nadepsany Tafel der Zeitgleichungen oder der Zeit-Intervalle zwischen
wahren und mittleren Mittage fir den Wiener Meridian [18] je datovan rokem 1828.°
Ve ¢tyrech dvoustrdnkovych tabulkdch W. Matzka uved| koeficienty ¢asové rovnice pro
kazdy den roku v rozmezi let 1828 az 1872 (tabulky se opakuji ve ¢tyfletém cyklu, podle
piestupného roku). Tyto koeficienty slouzi k wvyrovnani rozdilu mezi pravym
(tj. astronomickym) a stiednim (tj. civilnim) slune¢nim ¢asem, ktery vyvolava obéh Zemé

8 O historii a vyvoji astronomie podrobng viz [23] a [26].
® Rukopis je uloZen v knihovng videtiské univerzity (Universitatshibliothek Wien).
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po eliptické dréze a jeji sklon vzhledem k rovniku.’® PouZiti tabulek W. Matzka vysvétlil

na reSenych piikladech.

Uved’'me na ukazku jeden z feSenych piiklada véetné piislusné tabulky. Steht jedoch
vor der Zeitgleichung das Zeichen —, so mufl man die nebenstehende Zahl von Minuten
und Sekunden von dem, was die Sonnenuhr zeigt, abziehen, oder um eben so viel geht die
Sonnenuhr in  Hinsicht auf die mittlere Uhr zu fridh. So z.B. am
10. November 1830 also nach Tafel Il ist die Zeitgleichung —15™ 54°, gibt nun die
Sonnenuhr 10 Uhr, 45 Min. so ziehe ich hiervon 15 Min. 54 Sek. ab, und erhalte 10 Uhr,
29™ 65, oder eine richtige Raderuhr soll 10 Uhr 29 Minuten zeigen; weiset jedoch eine

Uhr zu eben dieser Zeit statt 10 ... 26 ... so wird sie, um 3 Minuten zu frith gehen.
)
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{/hl// Al g //« b ;?/n ‘s n s uﬂ//n s uu
w2 l/ f, 2898 241, /J.f 1S5S, JASE / 58, 1250
£4 -721/: /a m‘? ﬁ»’ /nnda ﬂﬂ"la/ u%ﬂm&t //Zw”ela
| i, Sk I\ Tk | ot o T, | i, R, | |
{7 |eo) //.*.r a8 = o |t 12 i—ﬁ 7 |
(2] ol slarl ol pl sl s u] o x|
Lol ol wl o] T1/,? u /ofzzﬁ..‘ z ¢ |
b2y ol Sl sl s inl glofblul g 3]
bl 2l 2| Jlowl Zleal g orl M o mL g s
72 Y BT A ey o u
WAL AR 2 ol e g g 2}
12| #laet 4 fz.._e_za,,/e‘; AL 3| Y| sG]
72 B3 I D71 f/-aj riasl o) o | ¥l o
WA RS AN 4 TAR R AR AR AR m/s-f‘ AN AR R
572 P ) .;z 2| 7/] A e BAR T
A 5/ Al / 2! 2| /.9 éfl /.f,r /A ﬁ‘;(\_
bl sl %) 7 on # o) P S/ AR A R AR R
WoAR Ji,:l?‘,?-, R4 1;’,7 AR A 1N A B AR A B E R
2l ol el 7 m’ R WA T B AR
Voo | ol os] 2| 2] ol &) sl ]l ] 5] 4 @]
‘[,/Hr Sl w| ol s2| s AR Hl B
Vo) ol s} 2\ ) Jlgp, plariopy vz} S N
L) o 2] 2| 26] sl za,. 7Ny e 2
[.-—’m Slgrl ol el Ol ol ml plin sl
74 B4R 74 A R .ff P71 B IR 1 B9 AR T2
lee] 615 F 2l vl ) ul 2|l wols0l-r vo!
A A A EaA R e |
\ez| 6] 7| e Ry Yoyl wlatl 2l m i Wl
4 B4 R A0 4 d’ KK A RS2 | M
V| & 6] 7| %] o] o] wlve] rloo] .190]
Lerl 6l ) 7| en) 8 &) 8l ari i) 1 2
V22| Gl 61 72| ¥4 4| /.r sl R ey [
ley g1 &) | 7| 15 AR AR 4
(o) 4] 2 2 | —-y\.ﬂ/u Bl o=zl 2
72 P 72 S =Y ) +al 2]

1 Méteni pravého slunecniho casu je mozno provadet slunecnimi hodinami. O konstrukci slunecnich hodin viz
Piihoda P.: Slunecni hodiny, Stefanikova hvézdarna hl. m. Prahy, Praha, 1970, Schumacher H.: Sonnenuhren,
Eine Anleitung fir Handwerk und Liebhaber, Gestaltung, Konstruktion, Ausfiihrung, D. W. Callwey, Miinchen,
1973.
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V pojednani Uber die Bestimmung jener Puncte der Erdoberflache, welche eine
gegebene Mondesfinsterniss sehen [20] uveiejnéném v roce 1829 v ¢asopisu Annalen
der k. k. Sternwarte in Wien se W. Matzka zabyval stanovenim ¢ésti zemského povrchu,
na nichZ je pozorovatelné probihajici zatmeni Mésice.'* Davtipnym zavedenim vhodnych
proménnych pro astronomické veli¢iny podal matematické feSeni tohoto problému,
doplnil jej slovnim vykladem a aplikoval na realnou situaci zatméni Mésice dne 12. zafi
1829. Vysledky zobrazil do piehledné tabulky a (pfi predstavé globu) vyétem
konkrétnich mist na pevniné znazornil hrani¢ni linie pro zacatek a konec zatméni plnym
stinem a polostinem.

V roce 1846 W. Matzka publikoval v &asopisu Astronomische Nachrichten kratSi
¢lanek pod ndzvem Einige Gedanken Uber Sonnenuhren [17]. Nejprve vysvétlil
konstrukci slune¢nich hodin a princip jejich fungovani, pak vyzdvihl nékteré jejich
vlastnosti a poukéazal na moznosti jejich uziti.'?

4.3 Astronomie v dile Matzkovych souéasniki

V prvni poloving 19. stoleti se systematickému astronomickému vyzkumu vénoval jen
maly okruh lidi, jenZ byl obvykle Gzce spjaty s hvézdarnou, a tak zaméreni prace znaéné
zaviselo na vedouci osobnosti. PrileZitostné se astronomickymi problémy zabyvali
i nekteii dalSi odbornici, mezi nimi také profesori pribuznych obord na univerzitach,
technikach a stiednich Skolach.

V Kkontextu Matzkovy prace je vhodné pripomenout piispévky Johanna Augusta
Grunerta (1797-1872), profesora matematiky na univerzité¢ v Greifswaldu a vydavatele
gasopisu Archiv der Mathematik und Physik, Ueber Aristarch’s Methode, die Entfernung
der Sonne von der Erde zu bestimmen [8], v némZ v moderni matematické symbolice
zprosttedkoval a dale rozvinul Aristarchovu metodu uréeni vzdalenosti Slunce a Zemg,
a Ueber die Berechnung der Parallaxen [10], ve kterém pojednal o zptsobech méieni
paralaxy.™

5 Geodézie

5.1 Kratky Uvod do geodézie

Geodézie je védni obor zabyvajici se zkoumanim tvaru, rozméru a fyzikalnich
vlastnosti zemského povrchu a jeho ¢asti. Jeji historicky ptavod je spojen s potiebou
rozdélovat, definovat a dokumentovat hranice GUzemi statt, mést ¢i majetku soukromych
osob. V prabéhu casu kartografie a navigace kladly stale vy3Si naroky na presnost
méticich i zobrazovacich postupt. Zejména uziti matematickych, geometrickych
a fyzikéalnich metod m&ieni a vypocti poskytuje geodézii piesné a spolehlivé vysledky.**

11 Zatmeni Mésice je astronomicky jev, pii kterém je Mésic zastingn planetou Zemi. Dochazi k nému pri Gplitku,
pokud se Slunce, Zem¢ a Mésic ocitnou v jedné piimce, coz nastava piiblizné dvakrat azZ trikrat do roka.

12 Slunecni hodiny udavaji pravy sluneni ¢as a jsou nejrozéitengj$im typem tzv. elementarnich casomérnych
pristroja. Sluncem ozarovany piedmét vrhd stin, podle jehoz aktudlni pozice lze ur¢it ¢as. Astronomicky
a matematicky je uréovani ¢asu odvozeno z rotace Zemé kolem své osy a rotace Zemé kolem Slunce.

3 paralaxa oznaguje thel, ktery sviraji piimky vedené ze dvou riiznych mist v prostoru k pozorovanému bodu.
V astronomii se méieni paralaxy pouZiva zejména pro stanoveni vzdalenosti vesmirnych téles.

4 O historii geodézie vice viz Pudr J.: Déjiny geodézie a kartografie, SNTL, Praha, 1959.
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W. Matzka se zajimal predevSim o tzv. niZ8i geodézii, kterd se zabyva podrobnym
polohopisnym a vySkopisnym méienim, méfickymi metodami, konstrukci a popisem
uzivanych meéricich pristroji a pomuicek; obecné tedy zpisoby méieni, pogitani
a zobrazovéani namétenych hodnot.

5.2 Geodézie v Matzkové dile

V roce 1849 otiskl casopis Archiv der Mathematik und Physik dvé Matzkova
pojednani [15] a [19] tykajici se niZSi geodézie.

V préci Berechnung der Fehler der Horizontalwinkel bei geneigter Ebene des
Messtisches oder des Horizontalkreises am Winkelmesser [15] se W. Matzka zabyval
stanovenim velikosti chyby horizontalniho Ghlu, resp. nejvyssi mozné chyby zpiasobené
odchylenim roviny métického stolu od horizontalni roviny.

Nejprve definoval zakladni veliciny (odchylku &, horizontalni Ghel o, chybu
horizontalniho Uhlu Aer, vySkovy Uhel h atd.) a poté diskutoval podminky pro parametry
&, h, o v zavislosti na Ao .

Dale ukazal né&kolik zpisobt vypoétu chyby horizontalniho dhlu Ae. A to pomoci
vzorcu

tgAa:—EEEZLq u=singtgh-sinvesina
l+using
nebo
Y sh1l£
5 bl
tgAar=(v+1) g tgh, yoyit8n s+l T2
2 2 sinh

nebo vyuZitim rozvoje tad. Uvedené metody aplikoval na teSeni nékolika praktickych
piikladt, a tak problematiku jeste dukladnéji vysvétlil.

Na zA&vér uvedl v prehledné tabulce hodnoty udévajici pro zadanou odchylku
métického stolu £ a vyskovy Ghel h, velikost horizontalniho Ghlu o a nejvétsi moznou
chybu horizontalniho Uhlu Ae, coZ urychlovalo vypodéty viadé specidlnich meéteni
a zejmeéna jejich dalS§im zpracovani.
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W. Matzka se citil pobouien skute¢nosti, Ze mnozi zeméméti¢i pti geodetickém
zkoumani pouzivali zastaralé nastroje, zpisoby méreni a vypocta a nekriticky davérovali
takto ziskanym nepiesnym vysledkim. Bez vahani své rozhoiceni vepsal do (vodu druhé
prace o geodézii Ueber trigonometrische Hohenmessung [19] a predsevzal si prispét
k jejimu rozvoji modernim matematickym aparatem (zejména uZzitim logaritmu,
goniometrickych funkci a rozvoja rad).

... Denn es kann einen besonnenen Mathematiker nur zum L&cheln bewegen, wenn er
die Lobpreisungen der Uebereinstimmung mancher barometrischen Hohenmessung mit
einer oft noch alten und mittels mangelhafter Instrumente oder Methoden ausgefiihrten
trigonometrischen liest, nachdem man doch, unbekiimmert um das Wieweitsicher des
Endergebnisses, beiderlei Formeln durch allerhand Weglassungen von sogenannten
unmerklich kleinen Grdssen zu beliebten Filigranformeln zugeschnitten hat, um auch
wissenschaftlichen Dilettanten, wie wenig sie auch von Logarithmen und Goniometrie
verstehen mogen, das Vergnigen zu verschaffen, derlei Héhenberechnungen vornehmen
und mit ihren Resultaten prunken zu konnen. Viel Schuld an der Sucht, diese
Héhenformeln so zuzustutzen, hat das Vorurtheil der meisten praktischen Mathematiker,
die gesuchte Grosse selbst aus einem einzigen geschlossenen Ausdrucke sammtlicher
Rechnungsangaben zu berechnen ... ([19], str. 1-2)

Ve dvou c¢astech prace [19] pojednal o trigonometrickém méteni vySek na kréatkych
a dlouhych vzdalenostech. Uvedl nejen zakladni pojmy (zékladna, vyskovy rozdil, odchylka
horizontu atd.), obecné platné véty a vztahy, ale diskutoval také fadu speciélnich piipadi
v zavislosti na poloze zakladny a uk&zal moznosti jejich teSeni. VSe podloZil odvozenymi
matematickymi vzorci a doplnil grafickymi schématy. Odkazal rovnéZz na né&které prace
a vysledky jinych matematika.™

Predved’me nyni feSeni jedné z uvedenych dloh ([19], str. 9-10, tab. I., obr. 7).

M

5V pojednéni [19] se W. Matzka odkazuje piedevsim na nésledujici dila: Netto F. W.: Handbuch der
gesammten Vermessungskunde, die neuesten Erfindungen und Entdeckungen in derselben zugleich enthaltend;
oder vollstandige Anleitung zur MeRBkunst, fiir Offiziere, Forstbediente, Bergleute und Feldmesser, Berlin, 1825,
Crelle A. L.: Handbuch des Feldmessens und Nivellirens in den gewdhnlichen Féllen, Berlin, 1826. Cituje také
Gaussovy, Laplaceovy a Delambreovy vysledky.
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1. Hat man die Horizontalwinkel x und 1 gemessen, so
ist im horizontalen Dreiecke A'B"R

RA'B' =%, RB"A' =1};
daher
gini
sin(x44)°
sin %

IR

die Horizontaldistanz A'R = AP =0

31 - WR:BQ:&'
daher findet man (geméss «):
den Hihenunterschied (M—d) = AP . tge=¥'—

sind

sin (%} l)ta ¥
, g Sinx
5 i (M—B) =B . tgq-=0 PPYPEY te .

2. Hat man dagegen die geneigten Winkel « und § ge
messen, so ist im geneigten Dreiecke ABM

die Distanz AM=15 .ms(:lf_ B’
sine
i1 2] Bﬂf-_ bﬂiﬂ (“ "F_E)' .

daher findet man (gemiiss &,a)

den Hihenunterschied (M—-A)=AM.gine=45 mt _f_ ) sing,

W 5 (H-B)=BM.sinnp= 6

sin 1.

( +ﬁ)
Jedenfalls gilt wie vorhin die Controlgleichung

(M —A)—(M—B)=(B—A4)=y.

5.3 Geodézie v dile Matzkovych sou¢asnikia

Matematické zpracovani geodetickych Uloh zaujimalo v ¢&asopisu Archiv der

Mathematik und Physik ve &tyficatych a padesatych letech 19. stoleti vedle aritmetiky,
geometrie, astronomie a fyziky stalé misto. Kromé& vySe popsanych Matzkovych praci
([15] a [19]) byly otistény cetné piispévky J. A. Grunerta (napt. [7] a [9]) a Christiana
Ludwiga Gerlinga (1788-1864), profesora matematiky na univerzit¢ v Marburgu (napft.
[4], [5] a [6]), které pFinaSely matematicka ieSeni specidlnich a aktualnich geodetickych

problému, nabizely postupy vedouci ke zptesnéni vypocéti a kompenzaci
naméienych hodnot.
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6 Zavér

Wilhelm Matzka plodné vyuZzil matematické znalosti v chronologii, astronomii
a geodézii. Vhodnymi aplikacemi feSil praktické a specialni tlohy téchto obora. Budoval
je na matematickych tvrzenich, zptresnoval pouzivané metody, rozsiroval jejich teoretické
zaklady a vnasel kriticky pohled na ziskané vysledky.
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ZOBECNENI BUFFONOVY ULOHY O JEHLE

ANNA KALOUSOVA

Abstract: The Buffon needle problem is one of the best-known problems of the
geometric probability. We show some generalizations of this problem made by Buffon
and Laplace.

1 Uvod

Uloha o jehle, kterou formuloval a vytesil Georges-Louis Leclerc (1707-1788),
pozdéjsi hrabé de Buffon, je zakladni Glohou geometrické pravdépodobnosti. Poprvé se
objevila v roce 1733 v pojednani Solutions de problémes sur le jeu du franc-carreau
(z&znam o ¢teni tohoto pojednani ve francouzské Akademii véd najdeme v [3]). RozSiteni
zroku 1736 se sice nezachovalo, ale v roce 1777 bylo spolu s dalSimi matematickymi
texty zahrnuto do [2]. Buffon zde navic feSil tlohu, kde je jehla hazena na ¢tvercovou sit,
nevyiesil ji ale spravné. V roce 1812 uvedl v [6] dlohu o jehle Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827), aniz by zminil jejiho autora. Udélal dalSi zobecnéni, misto &tvercové
uvazoval obdélnikovou sit’ a tlohu spravné vyiesil.

Dal3i zobecnéni se tykala tvaru predmétu, ktery byl hazen na sit’ rovnobézek. V roce
1857 byla publikovana ucebnice integralniho poctu [7] Isaaca Todhuntera (1820-1884).
Najdeme zde Ulohu, kde je na sit’ rovnob&Zek héazena elipsa nebo ¢tverec, ve 2. vydani
zroku 1862 pak libovolna uzaviend konvexni ktivka bez singularnich bodi. Podobny
vysledek zveiejnil v roce 1860 také Joseph-Emile Barbier (1839-1889) v &lanku [1].
Vice o tomto tématu je v [4] a [5]. V [7] je také Uloha, ve které je na sit’ ekvidistantnich
rovnobéZzek héazena tycka, jejiz délka je r-ndsobkem vzdalenosti mezi rovnobéZzkami
a hleda se pravdépodobnost, Ze protne r rovnobézek. To je poprvé, kdy obrazec mohl
protnout vice nez jednu rovnobézku.

2 Uloha o jehle

2.1  Zakladni tloha

Pripomenime nejprve zakladni ulohu, jak je formulovana v [1]: Piedpokladadm, Ze
v mistnosti, jejiz podlaha je jednoduSe rozdélena rovnobé&znymi sparami, je do vzduchu
hozena ty¢ka & Ze jeden z hrac¢i sézi, Ze tycka neprotne Zadnou rovnobézku na podlaze,
& Ze druhy naproti tomu sazi, Ze ty¢ka nékteré z nich protne; ptdme se na Sance téchto
dvou hra¢a. Hru je mozné hrat na Sachovnici s jehlou na Siti nebo se Spendlikem bez
hlavicky." Nejsou zde uvedeny dal$i predpoklady, totiz 7e vzdéalenost mezi sparami je
stejnd a delka tycky je nejvySe rovna této vzdalenosti. Buffon hleda pomér mezi délkou
ty¢ky a vzdalenosti spar (Sitkou prken), aby hra byla spravedliva, tedy aby Sance obou
hraci byly stejné. To se trochu lisi od toho, jak byva dloha formulovana dnes, kdy se
hledé pravdépodobnost, Ze tycka protne néjakou spéaru.

! Je suppose que dans une chambre, dont le parquet est simplement divisé par des joints paralléles, on jette en
I'air une baguette, & que I'un des joueurs parie que la baguette ne croisera aucune de ces paralléles du parquet, &
que l'autre au contraire parie que la baguette croisera quelques-unes de ces paralléles; on demande le sort de ces
deux joueurs. On peut jouer ce jeux sur un damier avec une aiguille a coudre ou une épingle sans téte.
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Uvedeme zde pivodni Buffonovo feSeni, protoZe je dale vyuZiva i pii feSeni tlohy

o jehle na étvercové siti. Situace je zndzornéna na obrazku, ktery je kopii obrazku z [2].
Buffon nejprve zvoli na dvou sousednich rovnobézkach body A,B a C,D tak, aby tvorily
obdélnik. Jedna strana obdélnika je rovna vzdalenosti rovnobézek (oznaci ji 2a), druhou
oznaci f. Délka tyc¢ky je oznacena 2b a v obdélniku ABDC jsou vedeny ve vzdalenosti b
rovnobézky se stranami AB a CD. Symbolem c¢ je oznacena c¢tvrtina kruznice
@ s polomérem b, tedy c=b-w2. Buffon uvazuje jen

A G B (horni) polovinu obdéinika ABDC, v dolni
F EJH poloving je situace (diky symetrii) stejna. Je
a ;N b ztejmé, Ze pokud stied tycky padne do obdélnika
F abdc, nemuZe tycka protnout Z&dnou rovno-

'l b&Zku. Tomu odpovida hodnota f-(a-b)-c. Pokud
stted tycky padne do zbylé ¢asti, miZe tycka
rovnob&Zku protnout a také neprotnout.
Napiiklad kdyz stred tyc¢ky padne do bodu g,
C D odpovida oblouk @G tém piipadam, kdy tycka
protne ptimku AB a oblouk GH piipadim, kdy

ty¢ka piimku neprotne. Potom Buffon oznac¢i symbolem y oblouk ¢G. Oznacime-li x

vzdalenost bodu € od piimky AB, je vlastné y = b~arccos%. Piipadam, kdy jehla protne

piimku AB, potom odpovida f -jydx, piipadim, kdy piimku AB neprotne, odpovida

f -(bc—j ydx). Integra¢ni meze Buffon neuvadi, je ale ziejmé, Ze dolni mez je 0 a horni
je b. Pricteme-li diive vypoc¢tenou hodnotu f-(a-b)-c, ziskame pro ptipady, kdy tycka
neprotne zadnou piimku, hodnotu f-(a—b)-c+ f -(bc—jydx) = f(ac—jydx). Maji-li

byt Sance hrd¢a  stejné, musi  platit f-jydx:f(ac—jydx), neboli

Iydx:ac—Jydxatedy ac:ijdx. Protoze J'ydx:bz, dospiva Buffon k zavéru, Ze
mé-li byt hra spravedlivd, musi byt tycka o néco delSi neZz ¥ vzdalenosti mezi

rovnob&zkami (piesny vysledek je b= % -a).

2.2 Buffonovo rozsif¥eni na étvercovou sit’

V daldi ¢asti Buffon tuto dlohu rozSituje. Tycka je h&zena na podlahu, kterd je
vydladZdéna c&tvercovymi dlazdicemi. Mame tedy dva na sebe kolmé systémy
ekvidistantnich rovnobézek, jejich vzdalenost je opét oznacena 2a. Délka tycky je 2b a ¢
je ¢tvrtina kruznice o poloméru b.

Uvazujme jednu takovou dlazdici. Vepiseme do ni ¢tverec,
jehoz strany jsou od stran dlazdice vzdaleny o b. Buffon
vysetiuje jen jednu étvrtinu dlazdice (Gtverce). Je opét ziejmé,
Ze to (diky symetrii) staci. Pokud stied tycky padne do tmaveé
vybarvené ¢asti ¢tverce, ty¢ka Zadnou rovnobézku neprotne.
Tomu odpovida hodnota c-(a-b)?. Pokud stied tycky padne do
zbylé ¢asti, jejiz obsah je b(2a-b), tycka nekterou rovnobézku
protnout muze, ale také nemusi. Buffon pocitd hodnotu, ktera
a odpovida ptipadam, kdy tycka protne nékterou rovnobézku,
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stejné jako v predchozi uloze; vyjde mu (2a—b)_f ydx. Tato hodnota ovSem neni spravna.

Lze ji pouZzit pouze v pfipadech, kdy stied tycky padne do bilych ¢ésti a maze protnout
pouze svislou nebo pouze vodorovnou piimku. Ve svétle Sedém
étverci ale miazZe tycka protnout ptimku vodorovnou i svislou. Urgité
'*‘\ poloze stiedu ty¢ky (na obrazku bod €) tak mohou odpovidat dva
\ oblouky (na obrazku ¢G a wH), piipadné cela étvrtkruznice. Podobné
jako v predchozi Uloze pak Buffon porovnava Sance obou hraca
G a dospéje k zavéru, Ze hra je spravedliva, kdyZ délka ty¢ky je priblizné

~_ rovna poloving vzdalenosti mezi rovnobé&Zzkami.

2.3 Laplaceovo rozsireni na obdélnikovou sit’

Pierre-Simon de Laplace predstavuje Ulohu o jehle i jeji zobecnéni ve tvaru, ktery
pouzivdme v dnesni dobég, a také presné formuluje vSechny piedpoklady. V zakladni
Uloze uvazuje rovinu rozdélenou ekvidistantnimi rovnobézkami ve vzdalenosti a, na niz

je héazen velmi Gzky valec délky 2r<a. Pfiznivé jevy maji miru 2-4.[05rcos¢7 de =8r,

viechny jevy pak a-2z. Pravdépodobnost, Ze vélec protne né&jakou rovnobézku, je
%=%. V zobecnéni Laplace uvaZzuje dva systémy na sebe kolmych ekvidistantnich
rovnobézek; vzdalenost vodorovnych je a, svislych b, ob& hodnoty jsou vétsi nebo rovny
délce Uzkého valce oznacené 2r. Uvazujme jeden takovy obdélnik a narysujme uvnitt
ného rovnobézky s jeho stranami ve vzdalenosti r.
Tim vznikne mensi obdélnik se stranami (a—2r)
a (b—2r), dva malé obdélniky se stranami (a—2r)
ar, dalsi dva se stranami (b—2r) ar a étyfi ¢tverce
se stranou r. Jestlize padne stied valce do mensiho
r obdélnika (bily), nemuaze valec protnout Zadnou
/ rovnobézku. Kdyz stied padne do jednoho z malych
(svétle Sedych) obdélnika, dé se mira ptiznivych jeva
spogitat podobné jako v zakladni Uloze, je rovna
2-(a—-2r)-4r=8r(a—2r), ptip. 2-(b—2r)-4r=8r(b-2r). Zbyvaji ¢tyii malé &tverce.
V nich mame tmavé Sedé vybarvené &tvrtiny kruhtt o poloméru r. Pokud stied valce
padne do tohoto &tvrtkruhu, valec musi protnout aspon jednu (vodorovnou nebo svislou)

” . 5 R . . oar? z°r?
ptimku. V jednom ¢&tverci maji tyto jevy miru T~27r:

=

b

. Pokud stied valce padne

do zbylé (nevybarvené) ¢asti tohoto ¢tverce, valec maze protnout jednu piimku (svislou
nebo vodorovnou), ale také Z&dnou piimku protnout nemusi. Ozna¢me S misto dopadu
sttedu valce, x jeho vzdalenost od svislé rovnobézky a y jeho vzdalenost od vodorovné
rovnobézky. Otacejme valcem kolem jeho sttedu a oznaéme ¢, resp. ¢' maximalni
odchylku od svislého, piip. vodorovného sméru, pro kterou valec
protne vodorovnou, piip. svislou ptimku. Pfiznivé jevy pak maji miru

4I(¢+¢')dxdy, kde x nabyva hodnotod 0 dorayod vr’—x* dor.
ProtoZze je x=r-cosep' a y=r-cose, dostaneme po substituci

S

4r2”(¢;+¢')d¢d¢'sin psing' (Laplace). Uhel ¢ nabyva hodnot od 0
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do z/2, Uhel ¢' hodnot od O do (#/2-¢), po integraci dostaneme %rz(lz—zrz). V celém

2.2
¢tverci tedy maji priznivé jevy miru %r2(12—52)+ﬂ= 6r’ a v celém obdélniku miru

8r(a—2r+b—2r)+4-6r> =8(a+b)r—8r2. MoZnych jevi je 2z -ab, pravdépodobnost, Ze
8(a+b)r—8r> 4(a+b)r—4r?
2mab abrr

postup je ponékud komplikovany. Mnohem jednodussi
ré zptsob vypoctu je uveden v [8]. Oznaéme a vzdalenost
mezi vodorovnymi a b mezi svislymi rovnobézkami, 2r

@ délku tycky, ktera je mensi nez a i b. Necht’ tycka svira
se svislymi piimkami uUhel 6. Potom tycka neprotne
Zadnou ptimku préaveé tehdy, kdy? jeji stred padne do Sedé

b  vybarveného obdélniku se stranami  b-2rsiné

a a—2rcosé. Aby tycka protnula nékterou rovnobézku, musi jeji stied padnout do oblasti
vné Sedého obdélnika, kterd m& plochu ab-(a—2rcos@)(b-2rsing), tedy

2r(asin@+bcosd) —4r’sinfcosd. Pravdépodobnost, Ze tycka né&jakou rovnobézku

valec protne nékterou piimku, je

. Uvedeny Laplacetv

J(Zr(asin 6+bcos@) —4r’sinfcosf)d6  4r(a+b)—4r?

rotne, je
P : j abde abr
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PROBLEMY DIRACOVY ROVNICE 1928-1933

JAN KOTULEK

Abstract: Dirac’s electron theory is considered to be one of the highlights of inter-war
mathematical physics. The historical depiction of its genesis is often distorted by taking
a starry-eyed point of view of much later recollections. The idealized picture of heroic
Dirac achievements are closely inspected and history of problems with negative energies
and its interpretation by hole theory is put straight.

Ve vétSing studii o Diracové rovnici je historicky obraz zkreslen pohledem pies
rizové bryle mnohem pozdgj$ich vzpominek a rozhovori.! Dobové prameny vsak jasné
ukazuji, Ze Dirac musel za svou relativistickou teorii elektronu tvrdé bojovat. Souvisejici
problém negativnich energii se mu nedafilo vyieSit témér dva roky a i poté navrzenou
teorii elektronovych dér musel vzhledem k ostré kritice upravit. Nejpal¢ivéjsi problémy
se vSak na pielomu let 1932-33 vyjasnily a Diracovi byla udélena Nobelova cena. Punc
jednoho z nejvétSich Uspécht mezivéalecné matematické fyziky ziskala jeho teorie az
v posledni dobé.

1 Prameny a literatura

Pro studium rané historie Diracovy rovnice mame k dispozici celou fadu prameni,
zejména Diracovy ¢lanky,? korespondenci,® prednasky, vzpominky, napk. [9], [10], [11],
nebo rozhovory, napi. [1], [2]. Tyto prameny jsou ale v drtivé vétSing sekundarni. Ani
Diracovy préce nelze povaZovat za primarni pramen a citovat je bez kritiky a souvislosti.*

Téma Diracovy rovnice nepatii v literature mezi opomijené. Existuji dvé velmi
obséahlé Diracovy biografie,® ngkolik tematickych studii® a také fada ¢lanka v ,oslavnych®
Diracovych sbornicich.’

Historicky obraz je bohuzel velmi c¢asto kontaminovan nekritickym citovanim
vzpominek ze 60.—70. let.® Tyto préce jsou tak vice & mén& popisem heroickych vykoni

! Zejména Mehra nebo Pais, viz nize poznamky 7, 9 a 11, ale misty i jinak vyborné monografie [12], [15].

2 piedevsim [5], [6] a [8]. Kompletni edici Diracovych praci z daného obdobi do roku 1948 je [3].

® Diracova korespondence je uloZena v The Paul A. M. Dirac Collection, Florida State University, USA.
Pravodce fondem je dostupny online: http://www.lib.fsu.edu/find/dlc/findingaids/FTaSUdirach.html. Déle je
velmi dilezit edice korespondence Wolfganga Pauliho, Diracova nejvétSiho védeckého oponenta, viz [4].

4 Relying on the end product will only distort the historical reconstruction towards an inductivist and too logical
pattern,” [14], s. 53.

® Kragh [15] se soustiedi na v&deckou &ast Diracova Zivota, kdeZto Farmelova préce [12] se zabyvé spie jeho
soukromym a ,vnitinim* Zivotem, leZi na pomezi mezi historickou studii a psychologickym romanem.

® Mezi nimi vynikaji [14], §ii svého zab&ru a dirazem na kritiku, a [16] psané z pohledu dne$niho stavu badani
v kvantové teorii.

" Aspects of Quantum Theory (1972) a The Physicist’s Conception of Nature (1973) k jeho sedmdesatinam;
Reminiscences about a great physicist: Paul Adrien Maurice Dirac (1987) planovany k osmdeséatindm, ale
vydany aZ posmrtng; Tributes to Paul Dirac (1987) s piednaSkami ze vzpominkové slavnosti v roce 1985; Paul
Dirac, the man and his work (1998) ze slavnosti k umisténi Diracovy pamétni plakety ve Westminster Abbey
v roce 1995; Proceedings of the Dirac Centennial Symposium (2002) ke stému vyroéi Diracova narozeni.

8 Viz rozhovory vedené T. Kuhnem a kol. na zacatku 60. let [1], [2]. Digitalizovany transkript rozhovoru
s Diracem je v [1]. Vzpominky tvoii velkou ¢ast jeho pozdgjsi publikaéni ¢innosti, srov. bibliografii v [3].
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hlavniho hrdiny, Paula Diraca.” Pokud je v jeho vzpominkach n&jaké nesrovnalost, da se
podle téchto autord vétSinou né&jak vysvétlit nebo alespoin omluvit. Kragh sice
upozoriuje, Ze ,recollections of events forty years back in time are likely to contain
distortions and inaccuracies,” [14], s. 53, ale problém leZi hloubgji. Vzpominky se také
lisi podle zdméru, se kterym jsou vypravény. V Diracovych prednaskach vénovanych
historii kvantové mechaniky (pievazné ze 70. let) Ize tyto zdméry ¢asto deSifrovat. Tim
se jejich spolehlivost dostava do zcela jiného svétla, nez jak k nim bylo ve studovaném
pifpads pristupovéano.°

Dirac mél ziejmé neobycejné charisma, nebot’ vzpominky jeho kolegi podstatné
prispély k rastu Diracova mytu.** Ten se utvérel postupng, nejpozdgji od druhé svétové
valky, ale mozna jiz od 30. let. Dnes je Dirac povazovan za jednoho z nejvétSich fyzika
a Diracova rovnice za jeden z vrchola fyziky 20. stoleti. Ve své dobé to vSak byl jen
jeden z mnoha objevi, soucasnici na ném vétSinou nevidéli nic UZasného ani
neodolatelného.’® O jsou dobové reakce stifzlivejsi a kritictsjsi, o to pompézngjsi jsou
pozdgjsi komentaie. Viyrazy jako magie, sen, &i zézrak se objevuji aZ od 60. let.*®

2 Diracova kariéra

Diracovo détstvi a mladi bylo, zda se, poznamenano prisnou otcovskou vychovou.
Psychologicky citlivy rozbor podal nedavno Farmelo [12], ktery ale sdm dodava, Ze si
licenim nemiizeme byt zcela jisti.’* Na druhou stranu by to vysvétlovalo nejen mnohé
z Diracovy povahy a chovani, ale také jeho zptisob préce.

V letech 1918-21 vystudoval v Bristolu elektrotechniku (jako nejlepsi ve t¥idg), za
dalSi dva roky vystudoval matematiku na Bristolské université a v srpnu 1923 byl piijat
k doktorskému studiu v Cambridge. Na rozdil od Wernera Heisenberga, jen o necely rok
starSiho, neprokéazal svou genialitu jiz béhem doktorského studia: ,,His contributions were
interesting, but not remarkably so, and not of striking originality,” [15], s. 12. Pomalejsi
zacatek Diracovy kariéry by se snad dal pripsat malé sebedavére zapiic¢inéné tvrdou
vychovou bez pochval a odmén. Diracova doba vSak méla teprve piijit, byl ve spravnou
dobu na spravném misté: doktorat dokonc¢oval v roce 1925, kdy zacala ,kvantova
revoluce®, jeden ze tif nejvétsich meznika ve fyzice 20. stoleti.'®

Po doktorské promoci v ¢ervnu 1926 stravil Dirac rok v Kodani a Gottingen a po
navratu do Cambridge v listopadu 1927 byl zvolen ¢lenem St. John’s College. Formulace
relativistické rovnice pro jeden volny elektron na prelomu let 1927-28 mu pak prinesla

® Zejména Pais A.: Playing with equations, the Dirac way. In Kursunoglu B.N., Wigner E.P. (ed.):
Reminiscences about a great physicist: Paul Adrien Maurice Dirac, CUP, Cambridge, 1987, 93-116. Pais navic
prebira Diracovy vzpominky bez jakékoliv kritiky. Tzv. heroické pojeti historie kvantové teorie kritizoval jiz
Forman v [13], obecnéji a Uplngji k heroickému pojeti védy viz Applebyova J., Huntova L., Jacobova M.: Jak
rFikat pravdu o dé¢jinach. CDK, Brno, 2002.

10|_ehkovézny pristup ke vzpominkam kritizoval (ovéem v jinych souvislostech) napi. Forman, viz [13].

" These works, written by scientists who knew Dirac personally, express physicists’ homage to a great
colleague,” [15], s. ix. Tim trpi také rozséhly Sestidilny vytvor Mehra J., Rechenberg H.: The Historical
Development of Quantum Theory. Springer, 1982. K Diracovi viz zejména dil 4. Srov. kritickou recenzi [13].

2 Je tieba si uvédomit, Ze v roce 1928 jests vsichni proZivali opravdovou ,kvantovou revoluci® odstartovanou
roku 1925 Wernerem Heisenbergem.

%2 Viz napiiklad [2], citovano zde v poznamce 24 niZe.

 Mazeme se totiZ opfit jen o Diracovy vzpominky, jim ale dobové prameny neposkytuji oporu.

!5 Tento zvrat v Diracové Zivots podrobng popsal Kragh, [15], kapitola 2, Discovery of Quantum Mechanics.
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opravdovou slavu.'® Roku 1930 napsal a vydal jednu z prvnich a vibec nejvlivngj$ich
uc¢ebnic kvantové mechaniky, The Principles of Quantum Mechanics [7] a byl zvolen
¢lenem Royal Society of London (v 28 letech). Roku 1932 se stal Lukasianskym
profesorem matematiky a natrvalo se usidlil v Cambridge. O rok pozdéji, v 31 letech,
ziskal Nobelovu cenu.

3 Diracova rovnice
The Quantum Theory of the Electron [5] je Diractv pravdépodobné nejlepsi, jisté

vSak nejslavnéjsi ¢lanek. Jelikoz elegantni odvozeni Diracovy rovnice ze zakladnich
principti kvantové mechaniky a specialni teorie relativity je notoricky znamé,*” vénujeme
se zde pouze otdzce Diracovych motivaci a naslednym komplikacim, zejména problému

negativnich energii a jeho feSeni.

3.1 Motivace

Dodnes nepanuje shoda v tom, jaké byly vlastn¢ Diracovy zaméry. On sam se o tom
vyjadril neékolikrat, jednotlivé verze si vSak odporuji. Jeho ptihoda se vaZe ke konverzaci
s Nielsem Bohrem. Na jeho otdzku, na ¢em zrovna pracuje, odpovédél Dirac, Ze se snazi
nalézt uspokojivou relativistickou elektronu. Bohr se pry podivil, protoZe podle ngj tento
problém jiz vyiesili Klein a Gordon. Dale se jednotlivé verze podstatné lisi:

1963: ,,I remember it disturbed me quite a lot that Bohr was so satisfied with it
because of the negative probabilities that it led to.*!®

1974: ,,1 was quite taken aback. It rather surprised me that such an emminent physicist
as Bohr should be satisfied with the Klein—-Gordon equation and | started to explain why
I was not satisfied with it. But just then the lecture started and | was never able to finish
it.“ [10], 5. XXXI1-8.

1977: ,,1 didn’t have time to explain my objections fully to Bohr on that occasion, but
I could see where his opinions lay, and that was the opinion of most physicists of that
time, perhaps all of them.*“*°

1978: It rather opened my eyes to the fact that so many physicists were quite
complacent with a theory which involved a radical departure from the basic laws of QM,
and they did not feel the necessity of keeping to these basic laws.“*°

Pribeh je dalSi z Diracovych pozdnich historek. M4 jej ukazat jako proroka, ktery
piedvida vyvoj kvantové teorie dokonce Iépe neZz samotny Bohr. Kragh historku pfijiméa
za pravdivou, prestoZe priznava, Ze ,Dirac’s accounts of the event are not entirely
consistent.“** Klonim se k nazoru, 7e Dirac chtsl formulovat relativistickou rovnici pro

18 Jeho prvni velké objevy (zavedeni Poissonovych zévorek, teorie poruch a tzv. Fermiho-Diracova statistika)
byly publikovany pouhy mésic po konkurentech (Born-Jordan—Heisenberg, Heisenberg a Fermi). To mutZe byt
také jeden z diivodi pro¢ nejradéji pracoval sdm a hlavné pro¢ se nechtél délit o své know-how.

7 Diracovo pivodni odvozeni je minimalistické, viz [5], ale podrobngjsi verzi obsahuje kazd4 dobra ucebnice
relativistické kvantové mechaniky. Vybornou moderni monografii napsal Thaller B.: The Dirac equation.
Springer, Berlin—-Heidelberg, 1992. Ryze historicky komentai viz [14], kapitola 6.

18 [1]. Kragh v3ak ukézal, 7e problém negativniho rozdéleni pravdspodobnosti se objevuje a7z mnohem pozdgji,
viz [14], s. 64.

¥ 111], s. 10. Mimochodem, Dirac dobfe v&dsl, Ze si i jini fyzikové snaZili vylepsit nebo nahradit Kleinovu-—
Gordonovu rovnici, srov. napt. dopis J. Kudara Diracovi z 21. 12. 1926, citovany v [15], s. 54.

® Dirac P. A. M.: Directions in Physics: lectures delivered during a visit to Australia and New Zealand
August/September 1975. Wiley, New York, 1978. Citovano podle [15], s. 57.

21 [15], pozn. 23 ke s. 56. Kupodivu mu nejvice vadi rozpor mezi [1], kde tvrdi, Ze se rozhovor udél u Bohra
v Kodani a pozd&j§im tvrzenim, Ze to bylo na Solvayské konferenci v Bruselu.

171



kvantovou ¢astici. Zahrnuti spinu bylo cilem druhotnym, ktery byl pfidan do programu az
pti feSeni sestavenych podminek.

Z Diracovy relativisticky invariantni rovnice vyplyva spravny magneticky moment
elektronu, vysvétluje tedy ptavod spinu. Rychle se ukazalo, Ze také spravné reprodukuje
jemnou strukturu vodikového spektra. Jeden problém puvodni Kleinovy—Gordonovy
teorie vSak zastal nevyieSen, kazdému jejimu feSeni totiz prisluSi jeSte dalSi feSeni
s negativni energif. Nakonec, Dirac to s4m priznal.*?

3.2 Reakce na Diracovu teorii: prvotni uznani a nasledna kritika

Z dobové korespondence lze vycist velmi kladné bezprostiredni prijeti Diracovy
prace.?® Pozdgjsi vzpominky na reakce jsou viak az nekriticky oslavné. V roce 1928 to
bylo prosté kolegialni uznani, kdezto od 60. let 8lo o vzdani holdu legend& kvantové
fyziky.?* Dirac pozdgji zlehcoval sviij Gspéch tvrzenim, Ze na teseni prisel ,,by playing
around with mathematics,”? ale Pais to povysil na Diraciiv obecny zpusob préce, viz.
poznamka 9.

V poloving roku 1928 se situace obratila. V ¢ervnu Dirac prednasel na Heisenbergovo
pozvani o své teorii v Lipsku (18.-23. ¢ervna 1928). Nepodafilo se mu vSak rychle
vyiesit problém negativnich energii, co? jeho hostitele velmi zklamalo.?® Dirac si byl
problému védom jiZ pti psani ¢lanku [5], ale odsunul jeho feSeni na pozdéji. Nejdrive jej
totiZ ve srovnani s Gispéchem své teorie nepovaZoval za natolik zavazny.?’

Na konci roku 1928 se situace jeSté zhorsila. Oskar Klein ukazal, Ze i v jednoduchém
ptipadé pohybu elektronu proti potencialové bariéfe dava Diracova rovnice absurdni
vysledky, znamé jako Kleintav paradox.

3.3 Hole theory - teorie elektronovych dér

Dirac se s problémem negativnich energii dlouho trapil. VétSinou se nezdurazniuje, Ze
mu trvalo témér dva roky, nez v prosinci 1929 piiSel s pokusem o feSeni bohuZzel jen
formou fyzikalni interpretace.?® Je zjevné, e to bylo vychodisko z nouze, ale k formulaci
chytie pouzil Pauliho vylucovaci princip, tedy teorii svého nevétsiho kritika a oponenta.?®

22 One gets over the difficulty on the classical theory by arbitrarily excluding those solutions that have
a negative [energy] W. One cannot do this on the quantum theory,...“ [5], s. 612.

2 Dirac has got a new system of wave equations which does the whole spinning electron correctly, Thomas
correction, relativity and all, Darwin Paulimu, 11. 1. 1928, [4], dil 1., s. 424; ,,| admire your last work about the
spin in the highest degree,” Heisenberg Diracovi, 13. 2. 1928, citovano podle [15], s. 62.

2% Napt. Leon Rosenfeld se roku 1963 vyjédfil, Ze odvozeni spinu ,was regarded as a miracle. [...] It was
regarded really as an absolute wonder, [2].

% Jde o dalsf pripovidku pozdgjsiho data, poprvé se objevuje v roce 1963, viz [1].

% | am much more unhappy about the question of the relativistic formulation and about the inconsistency of the
Dirac theory. Dirac was here and gave a very fine lecture about his ingenious theory. But he has no more of an
idea than we do about how to get rid of the difficulty e — —e,“ Heisenberg Bohrovi, 23.7. 1928, citovany podle
[15], s. 66.

27 The resulting theory is therefore still only an approximation, but it appears to be good enough,“ [5], s. 612.

28 ...all the states of negative energy are occupied except perhaps a few of small velocity. [...] Only the small
departures from exact uniformity, brought about by some of the negative-energy states being unoccupied, can we
hope to observe. The holes in the distribution of negative-energy electrons are the protons,” [6], §2. Na Sesti
stranach prace jsou pouhé 4 rovnice, jde tedy o feSeni spiSe filozofické nez matematické.

% 7zprostiedkovanou informaci: ,Was ich hore klingt hoffnungsvoll,“ Pauli Jordanovi, 30. 11. 1929, [4], dil I.,
s. 526, ale na zékladé studia Diracovy prace piehodnotil, ,,Ich glaube jetzt gar nicht mehr daran!“ Pauli Kleinovi,
10. 2. 1930, [4], dil I1., s. 4. (Diraz je pivodni, Pauliho.)
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Pro Diraca byla teorie velmi atraktivni tim, Ze postuluje existenci pouze jedné &astice —
elektronu. Dirac ale dodavd, Ze teorie nevysvétluje nesymetrii mezi protonem
a elektronem, zejména rozdil v jejich hmotnosti.

Reakce na teorii elektronovych d&r byly spie skeptické,®® neoficialng byla
povazovéna dokonce za holy nesmysl.®! Ztotoznéni elektronové diry s protonem prestalo
byt udrzitelné, Dirac proto musel svou teorii v Iété 1931 opravit. Nezbylo mu nic jiného
nez postulovat nové c&astice, anti-elektron® a také anti-proton. Objev positronu
Andersonem v USA a pozdgji jeho potvrzeni Blackettem a Occhialinim piimo
v Cambridge na podzim 1932 zp&tné prokazal opodstatnnost Diracovy hole theory.®
I kdy? tim byla teorie v o¢ich mnoha fyzika rehabilitovana, opozice slabla pomalu.®*

4 Nobelova cena

Koncem roku 1933 se rozhodovalo o udéleni Nobelovych cen za léta 1932 a 1933.
PiestoZe zpréava, kterou pro vybor akademie pro Nobelovu cenu vypracoval Carl Wilhelm
Oseen, je vzhledem k dnednimu hodnoceni Diraca velmi kriticka™ a piestoZe dostal jen
dvé nominace (Bragg a Bialobrzeski),*® rozhodlo na doporuceni vyboru plenarni zasedani
akademie o rozdéleni ceny za rok 1933 mezi Schrédingera a Diraca, ktery se tak stal
jeifm nejmladsim laureatem-teoretikem.®’

Oseen také ve své zpravé piSe, Ze Dirac muzZe svych nejlepSich vysledka teprve
dosdhnout. Dirac dale publikoval nékolik diilezitych praci v jinych oblastech fyziky, ale
zdanliveé dosazitelné upiesnéni své teorie jiz neprinesl a nekteré interpretacni problémy
tak pretrvaly dodnes. Pozdgji se Dirac postavil proti vyvoji v kvantové elektrodynamice,
zejména kvali tzv. teorii renormalizace (1948), a tim se dostal mimo hlavni proud
teoretické fyziky. Jeho slava vSak presto rostla a jeho myslenky byly postupné piijaty.

Diracova rovnice byla, je a také zastane fenomenalnim Uspéchem. Zejména zptsob,
jakym ji Dirac odvodil — na z&kladé obecnych principt, ne empiricky — byl do té doby
nevidanym a stal se pozd¢ji standardni metodou matematické fyziky. Problémam, které
rovnice prinesla neprikladal Dirac prvoiadou dileZitost. Navrhnuta ieSeni také nebyla
okamzit¢ kladné prijata. PiestoZe se hodnota jeho myslenek ukazala az s odstupem ¢asu,
bylo by chybou nevidét Diracovu teorii v dobovych souvislostech.

% It is certainly a great progress. [...But] | cannot see yet, how the ratio of the masses etc. will come out,”
Heisenberg Diracovi, 7. 12. 1930. Bohrovi se o teorii vyjadril otevieng skepticky (dopis z 20. 12. 1929).

31 Krom Fermiho a Pauliho se tak vyjadiil i Lev Landau, ktery pry Diracovu prednésku na kongresu BAAS
v Bristolu zhodnotil jedinym slovem: ,,Quatsch.” (Ptelozeno v [12] jako rubbish, v [15] jako nonsense.)

%2 anew kind of particle unknown to experimental physics, having the same mass and opposite charge to an
electron,” [8], s. 61.

* Dirac presto véhal se ztotoZnénim svého anti-elektronu s Andersonovym positronem. Bohr, Heisenberg a Pauli
Pauli Diracovi, 1. 5. 1933, [4], dil II, s. 159.

34 Pauli utlumil svou kritiku hole theory koncem &ervna 1933: ,ich bin also nicht abgeneigt, an eine Art
reformierte Lochertheorie zu glauben,* Pauli Heisenbergovi, 14. 7. 1933, [4], dil 1, s. 187. Jeho nepréatelstvi vaci
Diracovi li¢i Kragh, [15], s. 112-114, asi trochu prehnan& a Farmelo [12] z n&j pfimo dé&la hlavni zapornou
postavu svého ,roméanu‘: Diracova Uhlavniho nepfitele.

% [Dirac’s] work is not fundamental in the same sense as Heisenberg’s. [...] He is independent... but
a successor in relation to Heisenberg. If one asks if Dirac is a scientific pioneer of the same dimension as Planck,
Einstein or Bohr, the answer must for the present be, I think, definite no. ...so far it has not left him the time for
really great innovative work... It is noteworthy that Dirac’s most original papers stem from the last years,”
Nobel archive, citovano podle [15], s. 115-116.

% Schrodinger jich mél 11 (mj. od Bohra a Einsteina). Také v3ichni ostatni nominovani: Sommerfeld, Bridgman,
Davisson a Paschen jich méli vice nez Dirac, viz [15], s. 116.

%7 Cenu za rok 1932 ziskal Werner Heisenberg.
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ZAPOMENUTE PRACE OTAKARA BORUVKY

MILAN KRAPEK

Abstract: The article contains description of some not very known texts of O. Bortavka
and F. Her¢ik, which concern on the four-dimensional space and ideas if this space can
exist without our realising. The next part concerns on the extension of this idea to the
existence of the four-dimensional organisms.

1 Uvod

Profesor Otakar Bortuvka, byl velmi vyznamnym matematikem. Cely svij Zivot
stravil rozvojem matematiky zejména v Brné a také v Bratislavé. Jeho studenti, mezi
které se d& zaradit vétSina absolventi matematiky v Brné jej popisuji jako skvélého
ucitele a organizatora védeckého Zivota. Rozsah oborid kterymi se zabyval je
ohromujici, patti mezi n¢ klasickd matematickd analyza, diferencialni geometrie,
algebra, teorie grafa a obycejné diferencialni rovnice. Kazdy z téchto obort obohatil
novymi znalostmi. Jeho prace v uvedenych okruzich jsou jisté velmi zajimavé, ale
vétSina ctendra, ktefi maji hlubsi ptehled o védecké praci naSich vyznamnych
matematika je zna.

V tomto ¢lanku bych chtél priblizit nékolik praci, které se nezabyvaji ani jednim
z vySe zmitiovanych témat a také nejsou moc zndmé a rozsiiené.

Na presentovaném spolupracoval s profesorem Ferdinandem Her¢ikem, ktery byl
vybornym biologem. Po druhé svétové valce se podilel na obnové a rozvoji 1ékarské
fakulty v Brné m.j. vybudoval pracovisté zabyvajici se studiem biofyziky a vlivem
radiace na organismy. Tento vyznaény clovék velmi pomohl ceskému lékatstvi
hlavné ve vyzkumu bakteriofagu a radiobiologie.

Oba jmenovani, ktefi ve svych oborech pattili k naSim nejlepSim védcam,
spole¢né ve 40. letech napsali nékolik ¢lanki, v nichz kombinovali matematiku,
biologii, a filozofii.

2 Ctyfrozmérny prostor

Prvni ¢lanek s touto tématikou napsal Otakar Boravka sam. Zabyval se
mysSlenkou jak by vypadal a fungoval svét, pokud by nebyl trojrozmérny, coz je
takovy jak jej vnimame my, ale misto toho by byl &tyifrozmérny. Clanek vysel
v ¢asopise Vé&da a Zivot VIII v roce 1941 pod nazvem O ctyfrozmérném prostor.
Tento ¢lanek byl ovSem zaméteny spiSe matematicky a obsahoval pouze nejasnou
ptredstavu o tom, jak by mohl takovy svét vypadat a fungovat.

V nasledujicim textu uvedu alespon né&které zajimavé casti tohoto ¢lanku.
V Uvodu autor popisuje motivaci ktera jej vedla k napsani tohoto pojednani.

Zakladem v8eho prirodovedeckého poznani jest zkuSenost, jak nam ji podavaji
naSe smysly. Jimi chapeme, Ze predmeéty tohoto svéta maji t7i rozmery: délku, Sirku
a vySku. Kazdy citi, co se tim rozumi; ale popis obsahu slova ,,rozmer* jest
nesnadny a vyzaduje hlubSich Gvah.

Poznani pojmu ctyrFrozmérného prostoru a obecnéji vicerozmérného prostoru
znamenalo v matematice pokrok neobycejné vyznamny.
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Prosluly rumunsky matematik G. Tzitzéica napsal: ,,Studujeme vicerozmeérné
prostory proto, abychom nasli odpoved’ na otazky, vztahujici se k naSemu prostoru,
podobné jako studujeme organisaci cizich zemi, abychom prinesli uzitek zemi
vlastni.*

Z tohoto je vidét, Zze povazoval studium &tyr a vice rozmérnych prostora za
dulezité, z davodu hledani obecnégjSich vztaha platnych pro trojrozmérny prostor.
Rozsédhlou ¢ast ¢lanku vénoval otdzce, ,,zda je mozn4, existence vice rozméri aniz
bychom si je sami uvédomovali.

Abychom na tuto otézku odpoveédeéli, uvaime predevSim, z ceho by bytosti
dvojrozmérné, které si mziZeme predstaviti jako stiny na p7. v roviné stolu, mohly
souditi na existenci tetiho rozmeru, ktery chapeme my. Dvojrozmeérné bytosti svymi
predpokladanymi dvojrozmérnymi smyslovymi organy mohly by patrné vnimati
jenom takové déje, které se odehravaji v jejich sveéteé, tedy v roviné stolu. Jim by se
na pr. ¢tverec jevil tak, Ze by nevidéli do té ¢asti roviny, kterou nazyvame vnitrkem
¢tverce. Aby se do té casti dostaly, musely by projiti otvorem v néekteré strané
¢tverce, podobné, jako my nevidime skrze stény dovnit/ domu a chceme-li se tam
dostati, musime projiti otvorem ve sténé. Pro nas, trojrozmérné, jest vSak zcela
pochopitelné, Ze by se dvojrozmérna bytost mohla dostati z vnéjsku ctverce do jeho
vnitku, aniz by proSla otvorem v jeho strané. Prosté tak, Ze by se vné c¢tverce zvedla
do tretiho rozmeéru nad rovinu svého svéta a uvnit/ ctverce se zase do této roviny
spustila. Pro kazdou dvojrozmernou bytost, chapajici jenom déje, odehravajici se
v té roviné a nechapajici existenci tretiho rozmeru, vypadala by ovSem takova véc
zazracné a to jako zmizeni bytosti ze svéta vné ctverce anebo — eknéme - vne jejiho
pribytku a opétné nahlé objeveni bytosti uvnit/ pribytku.

Kdyby se na naSem svété vyskytovaly déje jako zmizeni a opétné objeveni
predmet a lidi, zmeny podobné jako preména levé rukavice v pravou ... apod.,
mohli bychom k vysvétleni téchto jevii prredpokladati existenci ¢tvrtého rozmeru.

Prvni spole¢ny c¢lanek profesori Boravky a Heréika vySel v ¢asopise Sbornik
Lékaisky v roce 1943 a jmenoval se Prostorovy model Zivota. Tato prace vyuziva
a ¢astec¢né obsahuje predchézejici Gvahy a dale tuto jisté zajimavou myslenku rozviji

Po Gvodu je v ¢lanku popsan &tyirozmérny prostor. Z této ¢asti nemusim mnoho
popisovat, nebot jist¢ kazdy ze ¢&tenard ctyirozmérny prostor a jeho definici zné.
Proto ted’ uvedu jen nékteré pojmy dulezité pro dalsi popis. Prostory A;, As, A4 jsou
¢iselnymi modely prostori, ¢imz rozumime prostory v matematickém smyslu, t.j.
mnoZiny n-tic redlnych &isel a pravidla jak s t¢émito n-ticemi operovat. Oproti tomu
R, a Rz jsou reédlné prostory (dvojrozmérny a trojrozmérny), takové jaké je vnimame
svymi smysly, a prostor R4 je uvaZzovany ¢&tyirozmérny prostor. Vime, Ze prostory A,
a Az nam popisuji prostory R, a Rz, jen pro jednoznac¢nost tohoto popisu je nutné
zvolit metitko pro jednicku. Autoti pak predpokladaji, Ze prostor R4 je éiselnym
prostorem A, popsan stejné, jako to plati pro prostory Rs a Az a také pro R; a A,
Tedy Ze mezi témito prostory existuje bijekce (prosté zobrazeni mnoZiny na
mnozinu). Disledkem toho se ¢tyfrozmérny prostor chova stejné jako prostory, které
zndme a vnimame svymi smysly, tedy plati v ném i stejnd pravidla, ktera se tykaji
bodu, pfimek, rovin a nadrovin, uréovani vzdalenosti, praniki a podobné. Velmi
dulezity pro dal$i vyklad bude nasleduji poznatek ktery z vySe uvedeného vyplyva.

Muzeme tedy 7ici, Ze prostor R rozdéluje prostor R4 na dvé ¢asti, na ¢ast + a na
cast —. Tento poznatek byl hlavnim cilem predchézejicich ivah a mé pro nas dalsi
vyklad zakladni vyznam.
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3 Ctyirozmérné organismy

Pravdépodobné diky profesoru Her&ikovi se tento ¢lanek posunuje jeSte dale a to
k predpokladu, Ze ne jen svét ale i organismy jsou étyirozmérné.

Na pocatku biologickych tvah, k nimz nyni m#izeme pristoupiti, stoji dva zakladni
predpoklady:

1. Organismy jsou ctyFrozmérné Gtvary v prostoru R, které zasahuji do
naseho trojrozmérného prostoru Rs, a jakymsi difusnim déjem prostorem
Rs pronikaji.

2. Trojrozmérné organismy v naSem prostoru Rz, jsou praniky téchto

¢tyFrozmeérnych organisma s prostorem Rj.

Predstavujeme si, Ze néjaky ctyrrozmérny organismus v prostoru R4 zasahuje do
naSeho prostoru Rz a pronika jaksi diffusnim déjem napr. z ¢asti + prostoru R, do
casti -. Pri tom vytvoruje v miste priniku s prostorem Rj stopu, kterou my chapeme
jako trojrozmérny organismus. Podle této predstavy vznikaji tedy Zivé organismy
naSeho prostoru Rz prinikem cty/rozmérnych organismai s atomy a molekulami
naSeho prostoru Rs. pri této difusi dochazi podle naSeho nazoru ku vzajemnému
pisobeni mezi prostorem Rz a pronikajicim organismem. Vedle toho se zda
prirozené, Ze na sebe piuisobi korelativné i casti ¢tyFrozmérného organismu, takze
muze dochazeti ku zmenam, které se projevuji sekundarné v trojrozmérném
organismu, jez si vSak nedovedeme vysvétliti na podkladé naSich vedomosti
o prostoru R3, a to proto, Ze se tyto zmény z¢asti odehravaji v prostoru Ry, ktery
nevnimame.

Tento popis existence &tyirozmérnych organisma je pro nas velmi neobvykly.
Ato i vdnedni dobé kdy se s podobnymi mySlenkami dost ¢asto setkdvame ve
filmech ¢&i knihach. Proto nas tyto Gvahy jiz tolik neptrekvapuji.

V naSem predpokladu o difusnim pronikani ¢ty/rozmérnych organismii prostorem
Rs jest jista liboviile a nezastirame, Ze by bylo moZzno navrhnouti i jina /eSeni, ktera
by svou povahou zapadala do predchazejiciho ramce.

Jestlize se omezujeme na horejSi predpoklad, ¢inime tak proto, Ze nam dobse
vyjadruje casovy priznak Zzivych organismi. Podle naSi predstavy jest doba
difusniho d¢je totozna s dobou trvani trojrozmerného organismu jest jen urcitou fazi
tohoto déje. Organismus se meéni s ¢casem. Tyto zmény mohou byti zpiisobeny jednak
podminkami v prostoru Rs, ale stejné dobie téZz tim, ze ctyrFrozmérny pronikajici
organismus neni morfologicky stejné utvareny, takze jeho trojrozmérné priiezy by
byly v kazdém okamziku od sebe odliSné. Tento neustaly sled zmeén se sklada
v souvisly ,,Zijici* trojrozmérny organismus, podobne jako se skladaji obrazy
v kinematografu v pohyb.

Jaky jest casovy priznak ctyFrozmérného organismu? Podle naSich predstav
organismus ,,Zije* v prostoru R, a v jisté fazi svého ,,zivota* difunduje naSim
prostorem Rs.

Pojmy zrozeni a smrt nejsou potom nec¢im podobnym jako zacétek a konec véty,
nybrZz jsou spiSe jenom jistymi okamZiky jakéhosi kolobéhu organismi, jehoZ
vlastnosti pociname teprve tusiti.

Dle téchto Gvah Zije &tyfrozmérny organismus déle nez jen po dobu prolinani
nasim prostorem Rs. Tyto mySlenky jiz velmi ptekracuji matematiku i biologii
a zasahuji filosofii a ndbozenstvi. To jisté nebyl prvoplanovy cil této prace a podle
slov autort bylo smyslem nastinit pouze moznost jak hledat hypotézy.

Ukolem tohoto ¢lanku bylo upozorniti na moznosti plynouci z aplikace pojmu
¢tyrrozmérného prostoru v biologii. Nechceme ovSem tvrditi, a ostatné jsme to jiz
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drive naznacili, Ze naSe Uvahy popisuji skutecny stav veci, a v tom smyslu mluvime
v nadpisu naSeho ¢lanku jenom o modelu Zivota.

Clanek obsahuje také nékolik ptikladi, které maji dokladat moznost existence
étyfrozmérného prostoru. Hlavné se zaméfuji na vlastnost, Ze organismy které jsou
v trojrozmérném prostoru daleko od sebe, se mohou ve ¢&tyfrozmérném prostoru
dotykat. CimZ vysvétluji mimoradny ¢&ichovy smysl zvitat a také né&které
parapsychické jevy.

Posledni citat, ktery uvedu, opét upozoriiuje, Ze se jedna pouze o myslenku, ktera
nemusi mit viilbec Zadny realny zéklad, ale také obsahuje zajimavy piiklad, ktery by
mohl naznacovat, Ze lidé mohou &tyirozmérny prostor (pokud existuje) odhalit
a nektefi jej postupné odhaluji.

Ostatné podle nekterych autorsi neni pojem ctyfrozmérného prostoru tak
vzdaleny naSemu smyslovému vnimani, jak by se mohlo miti za to. Tak na ps . Hinton
(R. Weitzenbock, l.c.p. 107) pripomind, Ze nekteré staroegyptské sochy maji dva
rozmery spravné, kdezto tieti jest skresleny. Jestlize tedy tehdejsi sochari vnimali
trojrozmeérny prostor méne "prostorove” nez my, neni vylouceno, Zze vyvoj pokracuje
k chapéani dalSiho rozméru.

Je pravdépodobné, Ze zvazované ,,chybné vnimani” tretiho rozméru nemusi byt
zpuasobeno jinym vidénim trojrozmérného svéta, ale pouze mohlo jit o jiny styl
zobrazovani. Ovsem v piipadé, Ze by tento vyvoj byl realny, pak bychom mohli
zavidét naSim potomkam, Ze moZnd jednou odhali zda a jak moc méli profesofi
Borivka a Her¢ik pravdu a nebo zda se zcela mylili.
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EDUARD CECH (1893-1960)
A JEHO STREDOSKOLSKE UCEBNICE

MARTIN MELCER

Abstract: This article is devoted to the outstanding Czech mathematician — Eduard Cech,
whose semi-centennial death is commemorated this year. The first part describes important
moments of his life, above all his contribution to mathematics during the twenties and thirties
of the 20" century (mainly Differential Geometry and Topology). The second part deals with
his textbooks Arithmetic in the period of the Bohemian and Moravian Protectorate and their
amended reprints at the beginning of the fifties with a focus on financial mathematics text
problems.

1 Stru&né ze zivota Eduarda Cecha

Eduard Cech se narodil 29. ¢ervna 1893 ve Stracové. Po
absolvovani gymnazia v Hradci Kralové v roce 1912, na které
piestoupil z readlného a vyssiho gymnazia v Novém BydZovg, = a7
zacal studovat matematiku na ceské Filozofické fakulté Karlo- > ¥ Y
Ferdinandovy univerzity v Praze. V roce 1915 byl povolan do : /-q-‘
armady’ a studia tak dokongil a? po vélce v roce 1919, kdy —
sloZil posledni zkousky. Absolvoval také zkouSku ugitelské
zpusobilosti a ziskal aprobaci pro vyuku matematiky
a deskriptivni geometrie (kratce ucil na stiedni Skole v Praze
Podskali ana Novém Meésté, na redlkach v Je¢né ulici
a v Praze-HoleSovicich). Nasledujici rok piedlozil na Filozo-
fické fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze pojedndni O krivkovém a ploSném elementu
tretiho 7/a4du a po Usp&sném ftizeni se stal doktorem filozofie. O dalsi dva roky pozdgji se
na Univerzité Karlové habilitoval pro projektivni geometrii a roku 1923 byl jmenovan
mimotadnym profesorem matematiky na Masarykové univerzité v Brn& Radnou
profesuru ziskal roku 1928.

Od tricatych let se Eduard Cech zacal intenzivng vénovat topologii, zdgastnil se
konference o kombinatorické topologii v Moskvé (1931). Vroce 1935 byl pozvan
k prednaskovému pobytu do matematického strediska Institute for Advanced Study
v Princetonu. Po navratu z USA zaloZil roku 1936 v Brné topologicky seminat, ktery byl
&inny i po uzavieni vysokych kol aZ do roku 1941.2 Po valce presel na Prirodovédeckou
fakultu Univerzity Karlovy. V roce 1947 se stal prvnim feditelem Ustavu pro matematiku
pii Ceské akademii v&d. V roce 1952 byl jmenovén &lenem CSAV a povéien vedenim
Matematického Ustavu. V roce 1954 preSel na Matematicko-fyzikalni fakultu UK

! Za valky si vyrazng prohloubil znalosti ném¢iny a naucil se italsky.

20 Cechové topologickém seminti viz napr. A. Lukasova: Eduard Cech, str. 216-220, Bedrich Pospisil,
str. 221-223, in E. Fuchs (ed.): Matematika v proménéch veki: 1V, Akademické nakladatelstvi CERM, Brno,
2007.
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avybudoval zde Matematicky Ustav Univerzity Karlovy. Eduard Cech zemtel v Praze
dne 15. biezna 1960.

Jeho veédecké prace zasahuji predevSim do diferencidlni geometrie a topologie.
Bé&hem svého Zivota publikoval 94 védeckych praci a 10 monografii. Od konce tiicatych
let vénoval také velkou pozornost vyuce matematiky na nizSim stupni stiednich Skol,
didaktice a metodice na vyS$Sim stupni. Byl autorem rady stiedoSkolskych ucebnic, které
sepisoval ve véle¢nych i povale¢nych letech. Usiloval o zlepSeni vyuky na ceskych
sttednich Skolach a dakladnégjsi pripravu budoucich ugiteli. Jiz od predvalecnych let
organizoval pro stredoSkolské ugitele seminéie a prednasky o stredoSkolské a elementarni

matematice.

Eduard Cech je povazovan za vyznaéného ceského matematika a ve svétd je znam
piedevsim svymi prispévky k diferencidlni geometrii, algebraické topologii, o homologii
a kohomologii v obecnych topologickych prostorech a zavedenim pojmu ,,Cechovy
homologické a kohomologické grupy*.®

2 Témata odbornych praci

Matematice se Eduard Cech intenzivné vénoval od studii na Filozofické fakults
prazské univerzity az do prvnich let druhé svétové valky. V povalecném obdobi byl
vyrazné zaneprazdnén pedagogickymi a organizac¢nimi aktivitami, které byly spojeny
s rozvojem vysokych Skol a budovanim matematickych Ustavt a vyzkumnych pracovist’.
Hlavnimi oblastmi jeho z&jmu byly diferencialni geometrie a topologie.

2.1 Diferencialni geometrie

Diferencialni geometrie se zabyva zkoumanim kiivek, ploch a variet vyssich dimenzi
pomoci metod diferencialniho poc¢tu. Klasickymi objekty, které studuje, jsou krivky
a plochy v trojrozmérném euklidovském prostoru. Pii analyze geometrickych Gtvara se
soustied’uje na vlastnosti, které nezaviseji na volbé systému sourfadnic. Jeji koreny
miiZeme vystopovat v pracich vyznaénych matematika konce 17. stoleti (G. W. Leibniz
(1646-1716), . Newton (1643-1727)).

2.1.1 Cechova préce v oblasti diferencialni geometrie

Diferencialni geometrii se E. Cech zabyval od konce prvni svétové valky aZ do konce
dvacéatych let dvacétého stoleti. Ve Skolnim roce 1921/1922 pobyval na univerzité
v Turing a spolupracoval s italskym matematikem Guidem Fubinim (1879-1943), ktery

® 0 zivots a dile Eduarda Cecha viz napiiklad: M. Katstov, J. Novék, A. Svec: Akademik Eduard Cech, Casopis
pro péstovani matematiky 85(1960), str. 447-491; Z. Frolik: Osobnost Eduarda Cecha. Zamysleni k nedozitym
80. narozeninam, Casopis pro péstovani matematiky 18(1973), str. 237-247; J. Vysin: Cechovy podnéty
k vyucovani matematice, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 24(1979), str. 313-317; I. Kolai: Zamysleni
nad diferencialné geometrickym dilem Eduarda Cecha, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 25(1980),
str. 306-312; A. Lukasova: Eduard Cech, str. 216-220, in E. Fuchs (ed.): Matematika v proménach veki 1V,
Akademické nakladatelstvi CERM, Brno, 2007; M. Katétov a P. Simon (eds.): The Mathematical Legacy of
Eduard Cech, 1% edition, Birkhauser, Boston — Basel — Berlin, 1993, 441 stran; B. Balcar, V. Koutnik and
P. Simon: Eduard Cech 1893-1960, Mathematica Slovaca 43 (3) (1993), str. 381-392; V. Koutnik: Eduard
Cech, 1893-1960, European Mathematical Society Newsletter 8(1993), str. 5-7; J. J. Gray: Eduard Cech, The
Mathematical Intelligencer 16 (4) (1994), str. 48-49.

180



byl zndm tzv. Fubiniovou vétou charakterizujici jednu z vlastnosti vicerozmérného
integralu. Sepsali spolu dvé vyznamné monografie o projektivni diferencidlni geometrii,
které poprvé vysly a7 v letech 1926 a 1927 pod nazvy Geometria proiettiva differenziale?
a Introduction & la géometrie projective différentielle des surfaces.” Tyto prace ziskaly
svétovy ohlas a bezesporu piispély k Cechovu jmenovani fadnym profesorem Masary-
kovy univerzity v Brné.

Nasilné preruseni dalsi odborné spoluprace zpusobila druha svétova valka. G. Fubini
byl donucen emigrovat z faSistické Italie do Spojenych statt americkych. E. Cech se
k diferencialni geometrii vzhledem k uzavieni ¢eskych vysokych Skol némeckymi
okupanty, omezeni védecké prace i mezinarodnich kontaktt mohl plné vrétit az
v povaleénych letech. Vénoval se ji pak az do konce svého Zivota.

2.2 Topologie

Topologie se zabyva obecnym vykladem a zkoumanim pojmu prostor, resp. topologicky
prostor, tj. matematickd struktura umoziujici formalizovat a zobecnovat zejména pojmy
konvergence, kompaktnost a spojitost. Studuje vlastnosti geometrickych Gtvara, které se
neméni pfi oboustranné spojitych transformacich, jez nevytvareji ,,trhliny* ani ostré skoky,
jedna se o rozsiteni pojmu spojité funkce. V topologii nezalezi na b&znych geometrickych
vlastnostech, jako je vzdalenost ¢i kiivost. Hlavnimi vysledky jsou kompaktnost kazdého
uzavieneho intervalu ¢i spojitého obrazu kompaktniho prostoru. Podle studijnich metod

rozliSujeme algebraickou (kombinatorickou) a mnozinovou topologii.

Podobné jako diferenciélni geometrie vznikla topologie pii hledani reSeni nékterych
geometrickych problémd. Zndma uUloha o sedmi mostech v Konigsbergu vyieSena
Svycarskym matematikem Leonardem Eulerem (1707-1783) je povaZovéna za prvni
topologicky vysledek. Soucasna topologie vyuziva vedle geometrie predevsim teorii
mnozin Georga Cantora (1845-1918).

2.2.1 Cechova préce v oblasti topologie

Spojovacim ¢lankem mezi diferencialni geometrii a topologii byla pro Eduarda Cecha
algebraickd geometrie, ktera na rozhrani algebry ageometrie pouzivda metody
komutativni algebry pro feSeni geometricky formulovanych problémd. Algebraicka
geometrie patii mezi stale se rozvijejici oblasti moderni matematiky aje Uzce spjata
mimo jiné oblasti (napt. teorie ¢isel) pravé s topologii.

Objektem Cechova zajmu byla nejen obecné topologie, ale také algebraicka. Sepsal
12 praci z obecné topologie (prvni vySla v roce 1930). V roce 1932 publikoval ¢lanek
Théorie génerale de I'homologie dans un espace quelconque,® v némz vybudoval prvni
ucelenou obecnou teorii homologie a uvedl prvni nekombinatorickou definici homo-
logie,” dodnes nesouci jeho jméno. V jeho topologickych pracich se poprvé objevuji

*Vyslo v Bologni u vydavatele Nicola Zanichelliho, Vol. 11, 1927, 406 stran.

® Dnes znamé predevaim z upraveného vydéni Gauthier-Villars et Cie, Paris, 1931, vii + 291 stran.

® Fundamenta Mathematicae 12 (1932), str. 149-183.

"V algebraické topologii je Cechova kohomologie zaloZena na praniku vlastnosti otevienych pokryti
topologickych prostord. Jeho myslenka spocivd ve vhodném vybéru pokryti slozeném z dostate¢né malych
spojenych otevienych mnozin nutnych k vytvoieni kombinatorického modelu prostoru.
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postupy projektivniho vytvareni.® V &lanku Hoherdimensionale Homotopie-gruppen®
zaved| a definoval pojem vy$$ich homotopickych grup v prostoru.’® Od roku 1934 se
zacal zabyvat problematikou lokalni homologie. Jeho nejznaméjsi ceska kniha
o zékladech topologie vysla roku 1936 anesla nazev Bodové mnoziny.* Na sklonku
Zivota v roce 1959 shrnul své poznatky v knize Topologické prostory,'? na jejiz koncepci

zacal pracovat jiZ v dobé druhé svétove valky.

3 Protektorat Cechy a Morava a ¢eska véda

Roku 1939 po ziizeni Protektoratu byla sestavena protektoratni ¢eska vlada. Jedinou
politickou stranou se stalo Narodni souru¢enstvi. Rozhodujici moc v protektoratu vSak
drzeli predstavitelé nacistického Némecka a brzy vytvotili organy a instituce okupacni
spravy.

Ceska veéda prochazela obdobim hluboké stagnace. Po nésilném uzavieni vysokych
Skol nacisty vroce 1939 se zastavila priprava mladé ceské inteligence. Brzy byla
omezena i ¢innost dal3ich eskych védeckych instituci. Cesti profesoti byli poslani na
»dovolenou“ s malou penzi, docenti aostatni védecti pracovnici museli hledat nova
zaméstnani nebo byli nasazeni do véleé¢né vyroby. Omezeny prostor zbyl v nékterych
vyzkumnych Ustavech pievdzné pramyslovych podnikd, které slouzily vale¢nym
potiebam, na lékaiskych pracovistich, v knihovnach a archivech. Eduard Cech v této
dobé zacal psat stredoSkolské ucebnice matematiky. NasSe Skolstvi vak bylo dale vyrazné
podiizovano jednotnym osnovam, které sméiovaly ke germanizaci a Uplné likvidaci
¢eské vzdélanosti. Po vysokych Skolach se okupanti zaméfili na omezovani stiedniho
Skolstvi. Postupné zrudili fadu gymndzii, redlek aodbornych Skol, sniZovali pocty
piijimanych studentt a také absolventu, perzekuovali Zidovské studenty a ucitele apod.

4 Valeéné uéebnice aritmetiky pro stitedni Skoly

Cechovy Aritmetiky pro stredni skoly [1], [2], [3] vydané v edici Ucebnice a pomocné
knihy Jednotou ceskych matematikti afyziki v roce 1943 se staly nejrozSitengjSimi
ucebnicemi na nasich stiednich Skolach v obdobi Protektoratu. Byly vSak dosti obtizné
anéroéné jak pro Z&ky, tak pro samotné ugcitele, nebot’ uvadély spravné a aplné znéni

®pod pojmem projektivni vytvaieni rozumime zpiisob vytvoieni geometrického objektu (napi. projektivni
vytvaieni kuzelosecek). Projektivni vytvareni patii do teorie kategorie, kterd zobeciuje pohled na matematické
struktury a vztahy mezi nimi. Poprvé se kategorie zacaly objevovat ve ctyficatych letech prave v souvislosti
s algebraickou topologii.

® In Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-Kongress, Ziirich, Band 2, 1932, page 194. Walter Saxer,
Zirich, 1932, 203 pages. Reprint, Kraus, Nendeln, Liechtenstein, 1967.

1% Homotopie umoziiuje postihnout nekteré topologické vlastnosti topologickych prostorii a naznacuje piedstavu
spojité deformace prostora a zobrazeni. Homotopické grupa zachycuje pojem jednoduché souvislosti a ,,méfi*
homotopickou stejnost.

1 Cechova kniha Bodové mnoziny (prvni vydani, Prometheus, Praha, 1936, xi + 280 stran) vysla s dodatkem
O derivovanych ¢islech funkci jedné proménné, ktery sepsal Vojtéch Jarnik (1897-1970).

12 Kniha s dodatky Konstrukce urcitych diilezitych topologickych prostori (Josef Novak (1905-1999)) a Zcela
normalni prostory (Miroslav Katétov (1918-1995)) vysla v nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie ved
(1. vydani, Praha, 1959, 524 stran); byla vyznamné doplnéna o vysledky, jichz dosahl brnénsky topologicky
seminar.
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tory a jako ilustracni piiklady i ndro¢ngjsi tlohy. Ackoli byly dobie didakticky promysiené

wivr

a propracované, nepatfily ve své dob& mezi nejoblibeng;jsi.

Poznamenejme pro Gplnost, Ze E. Cech sepsal také fadu ugebnic nazvanou Geometrie pro
stredni skoly.*®

5 Povaleéné uéebnice aritmetiky pro stiedni Skoly

V prvnich povalecnych letech se matematika na nasich Skolach vyucovala prevazne
podle upravenych ugebnic, které vysly jesté pied valkou nebo v jejim prabéhu. Cechovy
ucéebnice aritmetiky z roku 1943 se dockaly neobvykle velkého mnozstvi dotiski:

e pro prvni tfidu: 1945, 1946, 1947, 1948, 1949;
e pro druhou tfidu: 1945, 1946, 1947, 1948, 1949;
e pro tieti tiidu: 1946, 1947.

Jednalo se o dotisky ¢éaste¢né pozménénych ucebnic, v nichz byla predevsim upravena
zadani slovnich uloh, aby 1épe odrazela politicky a hospodaisky vyvoj v nasi zemi.

Na tvorbu novych uc¢ebnic matematiky soustiedila pozornost fada zkuSenych
vysokoskolskych i stiedoskolskych ugitelt.** Do roku 1953 vyslo nékolik desitek novych

ucebnic a sbirek. Zamétime se jen na ucebnice, na nichZ pracoval ¢i spolupracoval
Eduard Cech.

V roce 1951 kolektiv autord (Jan Bilek, Eduard Cech, Karel Hruga, Vitszslav Jozifek,
Karel Préasil, Karel RakuSan, Vaclav Krauman) z Vyzkumného Ustavu pedagogického
Jana Amose Komenského® vedeny Eduardem Cechem vydal ve Statnim nakladatelstvi
v Praze &tytdilnou fadu uéebnic Aritmetika pro stedni Skoly [4], [5], [6], [7].

Druhy kolektiv autora (Eduard Cech, Alfons Fiser, Vitézslav Jozifek, Karel Kominek,
Jan Vysin, Rudolf Zelinka) pod Cechovym vedenim v téZze dob& vydal étyidilnou fadu
ucebnic Geometrie pro stredni Skoly.

6 Finanéni matematika v Cechovych uéebnicich

Ve ,,valeenych ucebnicich byly zaklady finanéni matematiky obsaZeny v Aritmetice
pro Il. tFidu stiednich Skol [2]. Kapitola Urok v rozsahu 12 stran poskytovala zakam

13 Jednalo se o fadu ugebnic paralelnich k u¢ebnicim Aritmetika. Prvni a druhé povélecné vydani napsal Eduard
Cech sam; vysla v letech 1949 a 1950. Cerpal ze svych starsich vydani z vale¢nych let. Dal3i vydani (treti az
paté) vydaval nize zmingny kolektiv autort pod Cechovym vedenim v letech 1951 az 1953.

4 0 vyvoji geskych ucebnic matematiky v letech 1900 aZ 1945 viz Poticek J.: Vyvoj vyucovani matematice na
ceskych $kalach v obdobi 1900-1945, Pedagogicka fakulta ZCU, Plzen, 1993. Analyza ucebnic matematiky
vydanych po roce 1948 je obsaZena v ¢lanku Hruby D.: Postaveni matematiky na gymnaziich, str. 47-70, in
Becvaiova M. (ed.): O Skole a vzdélavani, Matfyzpress, Praha, 2007.

15 vyzkumny Gstav pedagogicky Jana Amose Komenského se sidlem v Praze byl ziizen dekretem prezidenta
republiky ze dne 27.fijna 1945. Jeho hlavnim Ukolem byla védecko-vyzkumna prace v oboru vychovy
a vyucovani a piiprava U¢elného vyuziti jejich vysledki ve Skolstvi.
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prvni seznameni s touto tématikou. Tomu odpovidala také narognost prikladia. Ulohy
byly stru¢né, jasné a ,,nezaludné“. Byly piiméiené véku a schopnostem Zaka.

Uloha 1
Vypoctete Urok z jistiny 4758 K za 7 mésicii pri Urokové mire 5% %. ([2], str. 70)

Celé kapitola obsahovala 7 feSenych piiklada s velmi podrobnymi piehlednymi komentéri
a pomérné velké mnoZstvi (celkem 52) dloh k procviceni, jejichZ znéni neptesahovalo délku
jednoho tadku. Hlavnim cilem bylo zautomatizovani zékladnich vypocta pifi jednoduchém
Urokovani, aby zakam pii dal$im studiu necinily vyrazngj$i problémy. Naro¢nost numeric-
kych vypoéta od prvnich tloh postupné nartstala od celo¢iselnych s ,,malymi“ ¢isly az po
pomérné velka ¢isla s nutnosti pouZiti desetinnych ¢isel ¢i zlomka. Odpoveédi si Zaci mohli
zkontrolovat v samostatném oddile Vysledky na konci ucebnice. Zaka tedy nerozptylovaly
a neovliviiovaly vysledky predem.

V povélecné ucebnici Aritmetiky pro druhou t/idu stednich Skol [5] zustal pavodni
rozsah uciva z finan¢ni matematiky zachovan. Kapitola doznala jen minimum zmén,
které souvisely se zménami politické situace v naSi zemi a se zménou zpiasobu oznacéeni
&lengni ucebni latky. ™

VétSi rozsah finanéni matematiky byl v uéebnicich pro gymnéazia. Matematika pro
treti rocnik gymnasii [8]. Celou fadu sepsal kolektiv pod vedenim Eduarda Cecha ve
sloZeni Frantisek Balada, Eduard Cech, Josef Holubét, Karel Hruska, Marta Chytilova,
Vanda Janova, Bediich Konig, Emil Mastny, Karel Réssler, Antonin Srb, Josef Simek,
Antonin Tulacek a Rudolf Zelinka. U¢ebnice obsahovala jako sou¢éast kapitoly Posloup-
nosti (22 stran) podkapitolu UZiti geometrickych posloupnosti (6 stran), do niz autofi
zatadili také penézni ulohy. Vyzdvihli aplikace aritmetické posloupnosti pii jednoduchém
Urokovani a geometrické posloupnosti pti sloZzeném (rokovani. Podkapitola nebyla
vénovana jen finanéni matematice, ale ukazovala ji jako jednu z dilezitych aplikaci
posloupnosti. Pocet Uloh s finan¢ni tématikou byl pres celkové velmi maly rozsah

vyloZené latky uspokojivy.'’

Uloha 2
Kolik musim ukladati pocatkem kazdého roku po 10 let, chci-li mit koncem 10. roku
nastddano 10 000 K¢ p#i 2 % sloZzeném Urokovani? ([8], str. 21)

Porovname-li u¢ebni texty pro nizsi roéniky strednich kol (napi. [1], [2], [3]) s touto
ucebnici pro gymnazia, zietelné vidime narast naroka kladenych na studenty. Zasadni rozdil
byl piedevSim v délce atématech slovnich Gloh a pojeti vykladu. Pramérna délka textu
slovnich Uloh se pohybovala kolem péti radka, vyjimkou nebyly Glohy s textem nad deset
fadka. VZdy byla podrobné popséna pievazné prakticka situace, na niz mél student aplikovat

16 povalecna ucebnice na rozdil od predchézejici neobsahovala napiiklad slovni Glohu o spléceni dluhu Némecka
za Skody zpuisobené v prvni svétové valce, v teoretické ¢asti nebyla uvedena srovnavaci tabulka pritazeni pojmu
veritel, dluznik, jistina, Grok terminam domaci, najemnik, byt, ¢inZe. Velkou zménu zaznamenalo také znaceni

a jejich casti arabskymi &islicemi vzdy od jedné.
70 zmenach vyuky finanéni matematiky na nasich stiednich $kolach viz napt. [9], [10], [11].
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své znalosti. ,,Umélé” Ulohy byly zietelné v mensSiné. Ve vykladovych ¢astech s fadou
komentovanych feSenych piikladt se pracovalo s obecnym vyjadienim nezndmé ze vzorce
bez piedeslého dosazeni &isel. Ciselné hodnoty se dosazovaly az v zavéru. Vysledky dloh na
procviceni si studenti mohli oveérit v zavérecném oddile Vysledky. U slovnich dloh byla
dusledné vyZadovana odpovéd’ celou vétou.

7 Zavér

Piinos Eduarda Cecha k rozvoji matematiky piekrogil hranice naSeho statu. Jeho
odborné prace ovlivnily vyvoj diferencialni geometrie atopologie, jeho ugebnice
zanechaly podnétné didaktické myslenky pro dalSi autory, jeho populariza¢ni publikace
piitahly pozornost vetejnosti.'® Jeho prispévek ceskoslovenské asvétové matematice
i jejimu vyucovani nelze ani dnes opomijet.*®
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JAKUB FILIP KULIKV OLOMOUCI,
STYRSKEM HRADCI A PRAZE

LuBoS MORAVEC

Abstract: The main aim of the article is to map the life and teaching activities of Jakub
Filip Kulik (1793-1863) in Olomouc, Graz and Prague. He came from Lviv, but since his
21 years he lived subsequently in these three cities and worked there as a university
professor of mathematics, physics or astronomy.

1 PFipomenuti osobnosti J. F. Kulika

Jakub Filip Kulik se narodil 1.kvétna 1793 v hali¢ském Lvové, kde vystudoval
gymnazium a filosofickou fakultu tamni univerzity. Pasobil jako profesor matematiky,
fyziky, resp. astronomie na vysokych Skolach v Olomouci, Styrském Hradci a Praze.

Kromé pedagogické c&innosti je zndm rozsahlou praci v teorii ¢isel, predevsim
sestavovanim rozli¢nych tabulek prvocisel a délitelt. Jeho nejvétsim dilem z této oblasti
je nedokonceny osmisvazkovy rukopis tabulek nejmensich déliteli ¢isel od 3 033 001 do
100 330 201."

Vénoval se také aplikované matematice; mezi jeho vSeobecné znamé dila patti
i tisicileté kalendaie a matematické tabulky pro technickou praxi. Sepsal vysokoSkolské
ucebnice matematiky, resp. fyziky a prace s matematickou a fyzikalni tématikou
publikoval v dobovych odbornych ¢asopisech (napf. Zeitschrift fur Physik und
Mathematik nebo Abhandlungen der koniglichen bdmischen Gesellschaft der Wissen-
schaften).?

2 Olomouc

Univerzita v Olomouci® byla zaloZena jako jezuitska kolej v roce 1566. Promogni
pravo ziskala roku 1573, vyuka na filosofické fakults® zacala roku 1576. Skola
pokra¢ovala v ¢innosti i po zruSeni jezuitskeho fadu, avsak pouze do roku 1778, kdy byla
pieloZena do Brna. Po péti letech byla navracena do Olomouce, oviem byla omezena na
lyceum® bez moznosti ud&lovat hodnost magistra. Jako fadna a plnohodnotné univerzita
byla obnovena az roku 1827.

! Rukopis Magnus Canon divisorum pro omnibus numeris per 2, 3 et 5 non divisibilibus et numerorum
primorum interjacentium ad milies centena milia je uloZzen v Archivu Akademie véd ve Vidni. Vice viz [6, 11].

2 podrobngji o Kulikove Zivoté a dile viz [7, 8].

% Soucasna Univerzita Palackého v Olomouci. Z&kladni informace o historii samotné univerzity a podrobny
popis vyuky matematiky lze najit v [9].

* Matematika byla vyugovéna pravé na filosofickych fakultéch; studium na nich bylo chépano jako piiprava pro
postup na dalsi fakulty. Soucasti povinné vyuky byl obvykle kurz elementarni matematiky.

> Cisai Josef 11. v ramci reformy univerzitniho $kolstvi ponechal v monarchii jen tii univerzity — ve Vidni,
Vv Praze a ve Lvove.
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Na pocatku 19. stoleti vyucoval v Olomouci matematiku Franz Konrad Bartl,® ktery
na tamni univerzité pisobil az do své smrti roku 1813. Po roce 1805 piednéasel latinsky
v prvnim ro¢niku elementarni a aplikovanou matematiku (9 hodin tydng), ve druhém pak
pouze aplikovanou matematiku (4 hodiny tydné&). Jako zakladni studijni literaturu
doporucoval Wolffovy ucebnice’ asvé vlastni spisy. Po jeho smrti byla vyuka
matematiky dva roky suplovana.

Roku 1814 byl vypsan konkurz na misto profesora elementarni matematiky
v Olomouci. Jakub Filip Kulik tehdy na ptani otce studoval prava ve Lvové. Jeho velkou
zalibou vSak byla matematika a na tento konkurz se bez védomi otce ptihlasil. | pies svij
velmi nizky vék projevil nejlepsi kvalifikaci a konkurz vyhréal. Dne 14. listopadu 1814
byl ustanoven fadnym profesorem elementarni matematiky. Studium prav proto
nedokongil.

PiednaSet zacal az v akademickém roce 1815/1816. Vedl latinské pirednaSky z ele-
mentarni matematiky v rozsahu 7 hodin tydng; doporucoval Appeltauerovu ucebnici®
asvé vlastni poznamky. Kromé tohoto povinného kurzu planoval také tiilety kurz
volnych predn&Sek z vy3si aaplikované matematiky, jehoZ soucéasti méla byt vyssi
analyza, aplikace matematiky v mechanice nebo astronomii a historie matematiky.
Vzhledem ktomu, Ze pusobil v Olomouci pouze jeden rok, byl znéj realizovan
pravdépodobné jen prvni roénik v rozsahu Sesti hodin tydng. V letnim semestru se
J. F. Kulik podilel také na wvyuce uzivani praktickych geometrickych nastrojt
pti astronomickém pozorovani.

Kromé vyuky se vénoval i dalSim aktivitdm vcetné takovych, které nemély Zadnou
piimou souvislost s matematikou. Vytvoril napiiklad systematicky soupis lastur
vlastnénych filosofickou fakultou.®

Po jediném roce vyuky J. F. Kulik Olomouc opustil a odesel na lyceum do Styrského
Hradce. Jeho nastupcem se po kratkém suplovani stal Joannes Fuchs.’ Davody jeho
kratkého olomouckého pobytu nejsou zatim z dochovanych archivnich material dobie
rekonstruovatelné.

® Franz Konrad Bartl (1750-1813) byl prazsky matematik a fyzik, autor ngkolika ugebnic matematiky a fyziky.
V letech 1779 az 1782 pusobil jako mimoiadny profesor elementarni matematiky na prazské univerzits, poté
odeSel do Olomouce, kde na postu profesora elementarni a aplikované matematiky setrval az do své smrti. Vice
viz http://cs.wikipedia.org/wiki/Franz_Konrad_Bartl.

T Wolff Ch.: Anfangsgriinde aller mathematischen Wissenschaften. Frankfurt und Leipzig, 1750. Christian Wolff
(1679-1754) byl slavny némecky filosof. Pasobil jako soukromy docent na univerzité v Lipsku (1703 az 1706)
a jako profesor matematiky a ptirodni filosofie na univerzitich v Halle (1706 az 1723, 1743 az 1754)
a Vv Marburgu (1723 az 1743). Vice viz http://de.wikipedia.org/wiki/Christian_Wolff_(Universalgelehrter).

® Appeltauer 1.: Elementorum matheseos pureo. Vindobona et Trieste, 1814-1817, 344 + 414 stran. Ignaz
Appeltauer, téZ uvadény jako Appeltaner, (1769-1829) byl profesorem matematiky na videnskeé univerzité. Vice
viz Poggendorff J. C.: Biographisch-Literarisches Handwdrterbuch der exakten Naturwissenschaften. Band |,
Leipzig, 1863, str. 53.

® Kulik J. Ph.: Die Conchylien-Sammlung der philosphischen Facultaet an dem k. k. Lyceum in Olmiitz in einem
systematischen Verzeichnisse. Olmiitz, 1816.

1% Joannes Fuchs, téZ uvadany jako Johann Fux, (1785-1848) byl rakousky piarista, ktery pasobil nejprve jako
stiedoSkolsky ucitel. Pred piichodem do Olomouce, kde setrval az do své smrti, byl profesorem filosofie na
univerzits v Cernovicich (1815 az 1818). Mimo jiné pieloZil Appeltauerovu ugebnici Elementorum matheseos
pureo (Appeltauer I.: Elementar-Mathematik. Wien und Triest, 1825). Vice viz [9].
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3 Styrsky Hradec

Univerzita ve Styrském Hradci** byla zaloZena roku 1585 rakouskym arcivévodou
Karlem 11. V roce 1782 byla stejné jako olomoucka univerzita transformovana na pouhé
lyceum. Status Fadné univerzity ji byl navracen az roku 1827 cisarem FrantiSkem 1.

Fyziku a aplikovanou matematiku na zdejsi filosofické fakulté od roku 1806 vyucoval
Johann Philipp Neumann,? ktery piednasky vedl podle vlastni ucebnice.”® Po jeho
odchodu ptisel na misto profesora fyziky a aplikované matematiky J. F. Kulik.

Prvni predndsSky vedl v akademickém roce 1816/1817; jako literaturu k nim
doporucoval Déttlerovu ucebnici.** Po dobu jeho vyuky patrné nedochazelo k vétsim
zménam, a tak vySe uvedenou knihu pouzival téméf do konce svého pasobeni na Styrsko-
hradeckém lyceu, pouze ji postupné doplinoval vlastnimi poznamkami. V poslednim roce
své vyuky (1825/1826) vsak v seznamu piednasek’® uvedl nové vydanou tiidilnou
Baugartnerovu knihu nazvanou Naturlehre.*

Od roku 1817/1818 J.F. Kulik ptednaSel astronomii také na Styrskohradeckém
Joanneu.'” Na této technické $kole byl nejspise jejim prvnim vyugujicim. Kurzy vedl
podle Bohnenbergerovy Astronomie.*®

J. F. Kulik ve Styrském Hradci v roce 1822 piedloZil disertaéni praci De phaenomenis
Iridis — cisté fyzikalni pojednani vénované problematice duhy. Toto téma bylo ¢asté ve
védeckych pracich vzniklych na jezuitskych univerzitach v 17. a 18. stoleti.™ Je pravds-
podobné, Ze na né J. F. Kulik navazoval. Za préci ziskal doktorat filosofie. PIné se mu tak
oteviel prostor k dalsi akademické kariéfe, nebot’ jiz v nésledujicim akademickém roce
1822/23 byl zvolen rektorem filosofické fakulty lycea.

" Soucasna Karl-Franzens-Universitat Graz, vice o historii viz http:/de.wikipedia.org/wiki/Universitat_Graz
a http://www.uni-graz.at/.

12 Johann Philipp Neumann (1774-1849) byl rakousky fyzik a basnik narozeny v Tiebici. Ze Styrského Hradce
odeSel na videnskou polytechniku, kde pasobil jako profesor (1815 az 1845) a knihovnik (1816 az 1843). Vice
viz http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Philipp_Neumann.

¥ Neumann J. Ph.: Compendiaria Physicae Institutio. Graecii, 1808.

“Déttler R.: Elementa Physicae mathematico-experimentalis in usum auditorum suorum conscripta.
Vindobona, 1815, 529 stran. Remigius Déttler (1748-1812) byl rakousky piarista, ptisobil jako profesor fyziky
na videnské univerzité. Vice viz Poggendorff J. C.: Biographisch-Literarisches Handworterbuch der exakten
Naturwissenschaften. Band I., Leipzig, 1863, str. 586.

15 Seznam piednések a dalsi informace o historii vyuky matematiky a fyziky viz [15].

'8 Baumgartner A.: Die Naturlehre nach ihrem gegenwartigen Zustande, mit Riicksicht auf mathematische
Begriindung. Wien, 1824. Andreas von Baumgartner (1793-1865) byl rakousky fyzik a politik. V letech 1817 az
1823 piisobil jako profesor fyziky na lyceu v Olomouci, od roku 1823 ugil fyziku a aplikovanou matematiku na
univerzité¢ ve Vidni. Po roce 1833 se musel kvili onemocnéni krku univerzitni vyuky vzdat a pracoval na
feditelskych postech v nékolika podnicich. Roku 1848 byl jmenovan ministrem hornictvi a verejnych praci, ¢imz
byla nastartovana jeho politické kariéra. Vice viz http://de.wikipedia.org/wiki/Andreas_von_Baumgartner.

" Dnesni Technische Universitat Graz byla zaloZena jako technické $kola roku 1811 arcivévodou Johannem.
Vyuka zpocatku zahrnovala fyziku, chemii, astronomii, mineralogii, botaniku a technologii. Postupné byly
pridavany dalsi obory. Vice viz http://de.wikipedia.org/wiki/Technische_Universitat_Graz#Geschichte.

'8 Bohnenberger J.: Astronomie. Tiibingen, 1811, 710 stran. Johann Gottlieb Friedrich von Bohnenberger
(1765-1831) byl v letech 1798 az 1831 profesorem matematiky a astronomie na univerzité¢ v Tiibingenu. Vice
viz http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Gottlieb_Friedrich_von_Bohnenberger.

1% Tématu se vénovali napiiklad Baltasar Conradus nebo Jan Nepomuk Polansky. Podrobngji o historii optiky na
jezuitskych Skoléch viz http://www.jemf.cz/lib/i_hopto.html#kap211b.
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Iridis definitio atque species.

Iris phanomenon dicitur, quo conspicitur ar-
cus in celo versicolor, in nube roscida obversa de-
pictus. Obtinet illud communiter sofe a tergo spec-
tatoris (ulgente: licet etism non desit Jris lunaris
raro quidem, luna plena oriente vel occidente ob-
servata.

Iris solaris duplex apparel: primaria seu in-
terna, coloribus prismaticis refulgens eo ordine,
ut limbus illius superior rubrum colorem praesefe-
rat, inferior vero violaceus sit, inler quos se sncce-
dant reliqni arcus colorati juxta ordinem refrangibi-
Yitatis colorum: seeundariu scu cxierna coloribus
et languidioribus tincta est, ac illa, et inverso or-
dine positis: cernitur enim limbus illius superior
violaceus, inferior ruber.

8¢ rertia comparet Iris, ea languidissima est,
at colorum ordo idem, uli in primaria observatur,

Iris lunaris vix alios prater rubrum et flavum
colores exhibel.

Inis artificialis.

Tieprasentari autem potest Iris ctiam arte, ja=
ciendo aquam in sublime, qua in guttulas dispersa
in modum pluvie decidat: tum enim solis radii
in hujusmodi’ guttulas incidentes semper argum ex-
hibent spectatori apta positione inter solem et plu-
viam collocato : quemadmodum id in fontibus sa-

5

lientibus quibus celebriores horti ovmantur obser-
vatu facillimum est,

Cum in nube roscida similes gutte pluvie con-
cipi possint, iridem a radiis solis in eas incidenti-
bus effici, plus quam verisimile est.

Phaenomena bine refractionts et unius
reflexionis in gutta pluvie.

Quo autem clarins intelligatur, quemadmodum
arcus celestis efficiatur, consideretur motus luminis
post ingressum in pluviz guttam. Reprasentet ita=
que globus ABD (fig. 1.) centro G semidiametro
A C descriptus pluvie guttam, et S A uoum ex ra-
diis solis incidentem in globum istum ad A, refrin-
getur juxta notam refractionis legem ad B ita, ut sit

sin SAC } sin CAB }= nia

sini sin r

unde sini = n sinr deducitur,
Jam vero in B solis radius vel exibit ¢ globo re-
fractus , vel veflectetur ad D : cum prior casus ad
Iridis phenomenon producendum nil faciat, alte-
rum prosequemur; alioquin nulla refractio absque
reflexione obtinet, ita, ut semper quantitas aliqua
luminis ad D reflectatur, necesse sit, Ubi lux punc-
tum D in globo accesserit, iterum vel exibit refrac-
ta juxta DI vel reflectetor ad F: in primo casu
accidit bina illa Jucis refractio intermedia una re-
flexiane, cujus phanomena penitius moda indaga-
buntur,

Obr. 1: Ukazka z Kulikovy disertacni prace

Béhem svého pobytu ve Styrském Hradci se J. F. Kulik stal velmi oblibenym
ucitelem a zacal zde také publikovat své prvni prace,® piesto roku 1826 odesel do
Prahy. Jeho néstupcem na lyceu byl jmenovan Ferdinand Hessler,®® ktery zde
nejprve puasobil jako suplent, pozdgji jako radny profesor.

4 Praha - prvni obdobi (1826 az 1849)

PraZzskou univerzitu neni nutné ptedstavovat. Jeji filosofickd fakulta méla na
poc¢atku 19. stoleti dvé matematické stolice — stolici elementarni matematiky
a stolici vysSi matematiky. Stolice elementarni matematiky zajiStovala vyuku zéa-
kladniho kurzu, ktery byl povinny pro vSechny studenty. Jeho cilem bylo doplnéni,
prohloubeni, upevnéni a rozsireni sttedoskolskych znalosti student. Ukolem stolice
vys8i matematiky bylo vypisovat volné (nepovinné) piednd3ky z pokrocilejSich
partii matematiky, které slouzily k rozSiteni znalosti studenti a jako pfiprava pro
studium mechaniky, astronomie apod.

Stolici elementarni matematiky vedl od roku 1805 profesor Josef Ladislav
Jandera.”? Na stolici vy$si matematiky puasobil Frantiek Josef Gerstner.?® Jeho

20 \/ |etech 1817 aZ? 1826 publikoval $est monografii (piedevsim rozlicné matematické tabulky) a dva odborné
¢lanky pojednavajici o fyzikalni problémech v hodinéistvi a v kvovarnictvi.

2 Ferdinand Hessler (1803-1865) byl v letech 1826 a7 1835 profesorem fyziky a aplikované matematiky na
Styrskohradeckém lyceu, v letech 1835 az 1844 na univerzité v Praze a roku 1844 se stal profesorem fyziky na
videriské polytechnice, kde ptsobil az do své smrti. Vice viz [10].

2 Josef Ladislav Jandera (1776-1857) byl &esky matematik a kndz (piislu$nik premonstratského fadu). Byva
ocefiovan predevsim pro svou dlouholetou pedagogickou ¢innost na prazské univerzité (v letech 1803 az 1805

190



prednéasky tvorily trilety kurz, v némz byla probirana vysSi analyza, mechanika
i hydraulika. Jeho obdobu chtél J. F. Kulik realizovat jiz pii svém pusobeni v Olo-
mouci. Po Gerstnerové odchodu, ktery zapri¢inil jeho zhorSujici se zdravotni stav,
tuto stolici od roku 1823 nejprve suplovali Franz Krzi¢ a Franz Xaver Moth,* roku

1826 na ni nastoupil J. F. Kulik.

J. F. Kulik zacal na prazské univerzité ugit od akademického roku 1826/1827.
Kurz vyssi matematiky omezil na dvoulety; pro oba ro¢niky piednaSel némecky ti
hodiny tydn&® v zimnim i letnim semestru. Tuto podobu lekci zachoval az do roku
1848/1849. Vyuka na univerzitach byla tehdy totiz svazana piisnymi piedpisy, a tak
J. F. Kulik nemohl provéadét zdsadngjSi zmeény bez souhlasu z Vidné. V prabéhu let
alespon postupné inovoval doporu¢ovanou literaturu. Nejprve v seznamech
prednasek [12,13] uvadél Ettingshausenovu dvoudilnou ugebnici®® — prvni dil pro
prvni ro¢nik, druhy dil pro druhy ro¢nik. Tato kniha mu ziejmé ptilis nevyhovovala,
protoZe jiz roku 1831 vydal prvni vydani své ucéebnice Lehrbuch der hdoheren
Analysis [5]. Oficialné doporuc¢enou pro prvni ro¢nik se tato kniha stala az od
akademického roku 1839/1840 (asi vlivem dlouhého schvalovani ve Vidni). Je vSak
pravdépodobné, Ze ji doporucoval studentim jiZ diive.

Tato témér pétisetstrankova ucebnice, rozdélena na c&tyti zékladni kapitoly
(Metoda neurcitych koeficientiz, Diferencialni a integralni pocet, Krivky jednoduché
krivosti, Krivky a plochy dvoji krivosti) vSak byla po oficidlnim schvéleni doporu-
¢ena pouze ¢tyii roky.

V roce 1839/1840 se v seznamu pirednaSek objevila nova ucebnice pro druhy
roénik prednédSek z vy3Si matematiky. Jednalo se o druhy dil Poissonovy knihy
Lehrbuch der Mechanik,?” i ona byla pouZivéana jen nasledujici ¢tyii roky.

K dalsi zméné v doporucované literatuie doSlo v akademickém roce 1843/1844,
v jehoZ prabé&hu vySly dvé Kulikovy knihy — druhé vydani vyssi analyzy [5] a nova

ucebnice vyssi mechaniky [4]. Jiz v tomto akademickém roce byly obé& uvedeny
v seznamu prednaSek jako zakladni literatura.

suplent, v letech 1805 az 1857 profesor elementarni matematiky). Vice viz Otavova M.: Ladislav Jandera —
soucasnik Bernarda Bolzana. In Bedvai J., Becvaiovd M. (ed.): 30. mezinarodni konference Historie
matematiky, Matfyzpress, Praha, 2009, str. 164-166.

2 Frantigek Josef Gerstner (1756-1832) byl desky matematik a fyzik. Pasobil jako profesor vy3$i matematiky na
prazské univerzité (1787 az 1822) a na polytechnickém Ustavu v Praze (1806 az 1832), jehoz byl feditelem
azaroven na ném prednaSel mechaniku a hydrauliku. Na pocéatku 19. stoleti se podilel na reorganizaci
rakouského technického Skolstvi. Vice viz [10] a http://cs.wikipedia.org/wiki/FrantiSek_Josef Gerstner.

2 Franz Xaver Moth (1802-1879) pracoval jako stiedoskolsky profesor v Dolnim Rakousku, v letech 1849 aZ
1879 byl profesorem elementarni matematiky na univerzité ve Vidni. Vénoval se predevsim diferencialnimu
poctu. Vice viz [10].

% vyjimku tvorily roky 1827/1828 a 1828/1829, kdy byla piednaska pro prvni ro¢nik dotovana ctyimi hodinami
tydné.

% Ettingshausen A.: Vorlesungen (iber die hohere Matematik. Wien, 1827, 443 +240. Andreas von
Ettingshausen (1796-1878) byl profesorem fyziky na univerzité v Insbrucku a pozdgji piednasel vyssi
matematiku na videfiské univerzité. Vice viz Wirzbach C.: Biographisches Lexikon des Kaiserthurms
Oesterreich. Band IV, Wien, 1858, str. 109-110.

7 poisson S. D.: Lehrbuch der Mechanik. I1. Theil, Berlin, 1836, 603 stran. Siméon Denis Poisson (1781-1840)
byl vyznamny francouzsky matematik, fyzik a geometr. Od roku 1802 pisobil jako suplent na Ecole
Polytechnique; roku 1806 se zde stal profesorem — nastupcem Jeana Baptiste Josepha Fouriera (1768-1830),
kterého Napoleon Bonaparte odeslal do Grenoblu. Vice viz http://en.wikipedia.org/wiki/Siméon_Denis_Poisson.
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Obr. 2: Titulni listy obou vydani Kulikovy analyzy

Druhé vydani analyzy J. F. Kulik znaéné roz$itil — ucebnici rozdélil do dvou
témer cétyrsetstrankovych svazka (Lehrbuch der héheren Arithmetik und Algebra
a Die Integralrechnung und die analytische Geometrie). Prvni svazek obsahoval tfi
zékladni kapitoly. V prvni — Aritmetika — pripomnél zaklady aritmetiky, vyloZil
délitelnost, fetézové zlomky, mocniny a odmocniny, binomickou vétu a logaritmy.
Druhou kapitolu pojmenoval Algebra a zminil v ni praci s polynomy, Fermatovu
vétu, primitivni koteny polynoma, feSeni rovnic (véetné rovnic vysSich radi)
a aritmetické i geometrické posloupnosti. Posledni kapitolu prvniho svazku
nazvanou Algebraickd analyza vénoval funkcim — vylozil zde metodu neurgitych
koeficientd, goniometrické funkce, diferencialni pocet, Taylorovu vétu a numerické
metody feSeni rovnic.

Druhy svazek rozdélil také na tti zakladni kapitoly. Prvni z nich, ktera je celkové
oznacovana jako ¢tvrtd, je nazvana Integralni pocet. Byl v ni vyklad od elemen-
tarnich integrdla aZ k integrovéani diferencidlnich rovnic. N&sledujici kapitola
Rovinna geometrie obsahovala kromé Uplnych zékladd (napf. urcovani tecen) také
problematiku ktivek druhych i vy3Sich stupnt (kardioida, konchoida, logaritmicka
spirala, epicykloida atd.). Posledni kapitola dvousvazkového dila nazvana Geometrie
v prostoru pojednavala o sférické trigonometrii véetné jejiho pouZziti v astronomii ¢i
geografii, o plochach prvniho a druhého stupng, o ktivkach dvoji kiivosti,
0 objemech téles a variaénim poctu.
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J. F. Kulik v predmluvé predeslal, Ze ucebnice ma slouzit predevsim k ptipravé
na dal3i studium matematiky. Jejim cilem tedy nebylo ani peclivé vyloZit nejnovéjsi
poznatky, ani predvést duslednou vystavbu matematiky, proto zustala na drovni
Eulerovych kompendii. Nové poznatky zarazovala nesystematicky a ziidka, mnohdy
navic nepfilis presné. | presto Ize podle poétu doposud zachovanych vytiska soudit,
Ze se jednalo o pomérné roz$ifenou a mezi studenty oblibenou knihu.

18677 e T
Qtufuugégc&ube ;;

=
s
\—b
s
e
-
§
2
=
:rr

Bon
Dr. Jafolh PHilipy Kulie,

Fffentl. unb orbentliden eefelor bee Bbeecn atfematit an bee Peager B &
| Waivcefitdt, dec o Bebme @, B B, o b, Lambwicibidalibaciellihalt

in Eteicnatt Ditglicies
| " ® nnndai v ek

Every accesion  which Man_gains lo
A st bt

pon fimit em-
pire over the world, which ke inkabits,
Bacon.

it veeiwpmangig Steintafeln,

Leipsig. S0 Lommiffion bei Friedeid Fleifder
Prag. In Konh rulmiwum
0. 20 Slbel Roptgy s w

1846,

Obr 3: Kulikova Ucebnlcevy i mechaniky
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Ve vys$Si mechanice [4] shrnul své poznatky a zkuSenosti z téméi dvaceti let
univerzitnich pfednaSek. Vylozil statiku pevnych t&les, dynamiku, hydrostatiku,
hydrodynamiku a hydrauliku. Jednotliva témata doplnil aplikacemi a ukéazkami
z praxe.

V letech 1837/1838, 1838/1839 a 1845/1846 J. F. Kulik suploval na univerzité
také vyuku teoretické a praktické astronomie. Jeji ¢asové dotace byla nejprve ¢tyti
hodiny tydnég, v roce 1845/46 uZ jen dvé hodiny tydné. PredndSel podle tiidilné
Schubertovy ucebnice.?® Kromg vyuky pasobil na univerzits také v akademickych
funkcich, naptiklad roku 1829 byl dékanem filosofické fakulty.

J. F. Kulik se nevénoval jen vyuce a odborné praci, velké zmény se udaly v jeho
osobnim Zzivoté. Dne 4. listopadu 1828 se ve Lvové ozenil s dcerou zdmozného
Ivovského obcana Katetinou Deglovou (1809-1883). V roce 1837 se mu narodil syn
Justin, ktery se pozdg¢ji stal vyznamnym prazskym pravnikem. O ¢&tyfi roky pozdéji
priSla na svét i dcera Angela, jez se pozd¢ji provdala za rytite Antonina Randu,
znamého profesora ob&anského prava na prazské univerzité (vice viz [3]). Diky jeho
roding byla zachovana ¢éast Kulikovy korespondence [16].

V dobé prazského pusobeni se J. F. Kulik vénoval samoziejmé i védecké praci.
Publikoval nékolik knih a odbornych &lanka® a aktivné pracoval také v Kralovské
ceské spolecnosti nauk. Roku 1831 se stal jejim mimotradnym a o rok pozdéji
rddnym c¢lenem. Pti zaseddnich matematické sekce prednesl nékolik prispévki na
téma teorie ¢isel. Zastaval v ni také razné funkce — v letech 1833 az 1840 byl
knihovnikem, roku 1837 direktorem a v letech 1840 az 1841 jednatelem mate-
matického odboru.

5 Praha - druhé obdobi (1849 aZ 1863)

Reforma Skolstvi z let 1848 az 1849 zménila poméry i na prazské univerzité (vice
viz [1]). RozSiteni vyuky matematiky na stfednich Skolach umoznilo zrusit
univerzitni kurz elementdrni matematiky. Filosofickd fakulta tak ziskala dvé&
rovnocenné stolice matematiky. Profesor J. L. Jandera nové vypisoval vybérové
prednadky na nejraznéjsi témata (i piesto, Ze byl jiz v penzi). Po roce 1850 ptiSel na
Janderovu stolici novy profesor Wilhelm Matzka.*® Nové predpisy prinesly svobodu
v prednadeni; vyuka matematiky se znac¢né rozdirila, a to jak z hlediska ¢asoveé
dotace, tak okruhem a néplini probiranych témat.

J. F. Kulik vedl matematicky a fyzikdln¢ zamétrené piednasky v celkovém
rozsahu 4 az 10 hodin tydné. V kazdém semestru vypisoval kurzy zamérené na

% Schubert F. T.: Theoretische Astronomie. Petersburg, 1798. Friedrich Theodor von Schubert (1758-1825) byl
od roku 1785 astronomem na Akademii véd v Petrohradé. Napsal fadu spisi o astronomii. Vice viz
http://de.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Theodor_von_Schubert.

2V letech 1827 a7 1849 publikoval sedm matematickych, resp. fyzikalnich monografii a devét odbornych
¢lanka pojednavajicich vétsinou o teorii cisel nebo vyssi geometrii.

% Wilhelm Matzka (1798-1891) byl délostielcem rakouské armady a profesorem matematiky na sborové $kole
ve Vidni, na lyceu v Tarnovu, na prazské technice a nakonec na prazské univerzitg. Vice viz Chocholova M.:
Wilhelm Matzka (1798-1891) a jeho prace z teorie determinant:i. In: Becvarovad M. (ed.): 28. mezinarodni
konference Historie matematiky, Matfyzpress, Praha, 2007, str. 41-44.
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nékolik riznych témat.
Jeho zabér byl Siroky —
diferencialni a integ-
ralni pocet, vyssi ana-
lyza, vysSi geometrie,
teorie rovnic vySSich
stupnt, vyssi mechanika
a hydrodynamika vgetng
aplikaci, astronomie, ale
také chronologie ¢i té-
mata souvisejici s histo-
rii matematiky.

V seznamech pied-
naSek prazské filoso-
fické fakulty nalezneme
v daném obdobi n&kolik
zajimavosti. Naptiklad
v akademickém roce
1851/1852 J. F. Kulik
vedl praktické cviceni
z astronomie - pozo-
rovani hvézd na no¢ni
obloze. PtestoZe v Praze
po celou dobu svého
pisobeni piednasel né&-
mecky, v akademickém
roce 1853/1854 mél dva
kurzy vyucované v la-
ting. Zvlastni byl i rok
1855/1856, kdy ze za-
tim nezjisténych ptigin - : e
viibec neugil v letnim Obr. 4: Jakub Filip Kulik ve vy3sim veku. Z rodinného archivu
semestru. V zimnim se-
mestru roku 1862/63 mé&l vypsanu pouze jedinou tiihodinovou prednaSku z vyssi
analyzy. Tentokrat bylo pravdépodobnym diavodem onemocnéni, nebot’ dne 28. Gino-
ra 1863 ve veéku 69 let J. F. Kulik zemiel. Zda a v jakém rozsahu zimni semestr
oducil, zastava zatim otazkou. Stolici vyssi matematiky po jeho Umrti prevzal Karl
Hornstein.*

il

T, SRR S L]

I po roce 1849 se J. F. Kulik nevénoval pouze pedagogické cinnosti. Nadale se
angazoval v Kralovské ceské spolecnosti nauk, a to nejen jako fadovy ¢élen. Roku
1860 byl opét direktorem a v letech 1861 aZ 1863 pokladnikem. Stal se také velkym
podporovatelem studentského Spolku pro volné prednasky z matematiky a fysiky,
z néhoz roku 1869 vznikla Jednota ceskych mathematiki. Tésné pied smrti mu

® Karl Hornstein (1824-1882) byl astronom a pedagog. Péisobil na hvézdarnach ve Vidni a v Krakovg, vyugoval
na gymnaziu ve Vidni a pozdgji se stal profesorem matematiky nejprve ve Styrském Hradci a néasledné na
prazské univerzitg, kde prednasel piedevsim astronomii. Od roku 1867 byl feditelem hvézdarny v Klementinu.
Vice viz [10].
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odkazal vétSinu své soukromé odborné knihovny. Jednalo se o témér 800 svazki
ajeho knihovna se tak stala dobrym z&kladem budouci knihovny Jednoty.
V soucasnosti jsou Kulikovy knihy sougasti fondu Knihovny Matematického Gstavu
Akademie ved Ceské republiky. V ném lze nalézt také zaznam Kulikovych prednasek
z mechaniky vedenych v akademickém roce 1840/1841, které zapsal Vaclav
Simerka.*

K3 ‘ Fion T

s

Sl pniflnon 4
A 3 b i fonss hm
Ko rmstiism dune iy

Obr. 5: Simerkiiv zapis Kulikovy vy$3i mechaniky

6 Zavér

| piesto, Ze je vSeobecné zndma jen Kulikova prace z teorie &isel, vySe uvedené
informace ukazuji, Ze byl i vyznamnym pedagogem, ktery ovlivnil mnoho studenta-
matematiki i nematematikii na $kolach ve Styrském Hradci a v Praze. Patiil ke
vstiicnym a oblibenym ucitelam, na néZ studenti radi vzpominali. Uvedme
vzpominku profesora Gabriela Blazka [14]:%

Jakub Filip Kulik byl v té dob¢ jiz starickym panem, hubené, kostnaté postavy
a napadne zapadlych lici. PrednasSel trikrate tydné obden po dvou hodinach, od 9-11

% véclav Simerka (1819-1887) byl gesky katolicky knéz a ugitel matematiky, ktery v letech 1853 a7 1862
vyucoval na gymnéziu v Ceskych Budgjovicich a pozdgji pasobil jako farar na raznych mistech v Cechéch.
Sepsal n&kolik ugebnic a odbornych praci. Vice viz [10].

* Gabriel Blazek (1842-1910) byl Gesky matematik a politik. V roce 1864 se stal asistentem profesora Andrease
von Ettingshausena; od roku 1866 byl mimofadnym a v letech 1871 az 1907 fadnym profesorem matematiky na
prazské polytechnice. Pattil k zakladatelim Spolku pro volné prednéasky z matematiky a fyziky. Vice viz [1, 2]
a http://cs.wikipedia.org/wiki/Gabriel_Blazek.
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hodin dopoledne, a sice od 9-10 hodiny Gvod do vy3si analyse a do poctu
differencialniho a integralniho, od 10-11 hodiny néekterou partii vy$Si mechaniky na
zaklade vysSi analyse. Vykladal doslovné podle svych knih, jez s nevSedni liberalnosti
darovaval kazdému ze svych posluchacii, ovSem i leckterému, jenZz toho nebyl valné
hoden, nebor u antikvar: Kulikovych knih se jen hemzilo. PrredndSel velmi rychle, cozZ
seznati lze jiz z toho, Ze tydné 3hodinnou prednaskou vycerpal cely pocet differencialni
aintegralni za zimni semestr. Ridil se dle staré 3koly, nenavidél differencialni pomeéry
a tvoril radeji differencialy. Kulik mluvil polskym prizvukem, vyslovuje k a q velmi tvrde
a oste. Nullu jmenoval pravidelne zéro. Co typickad postava prazska zamyslené kracel
obden k desaté hodiné z Vodickovy ulice Husovou tridou ku Klementinu, pojidaje puil
housky po ceste; druhou polovici poZil v prestavce mezi prvni a druhou svou prednaskou.
Byl v literatu/e mathematické velmi obeznaly, ve styku s posluchaci velmi vlidny
a zdvorily, ac techto stykii nevyhledaval. Jeho vyklady netéSily se té pozornosti, jiz by
byly zasluhovaly, ponévadz Kulik zkusebnim komisarem nebyl.

Velmi mile byl spolek prekvapen, kdyZz spolku neocekavané daroval velkou ¢éast
své knihovny. KdyZ zahy po tomto velkomysIiném daru Kulik zemsel, vSichni jsme byli
prresvédceni, Ze toliko v predtuSe bliziciho se konce rozloucil se s milymi druzkami
svych studii. Vdécné jsme nesli jeho telesné pozistatky z bytu ve Vodickove ulici skrz
Klementinum pres Karliv most az k Ujezdské brané.

Literatura

[1] Begvarova M.: Ceska matematicka komunita v letech 1848 a7 1918. Dé&jiny matematiky
34, Matfyzpress, Praha, 2008.

[2] Bec¢véafova M.: Z historie Jednoty 1862-1869. Dgjiny matematiky 13, Prometheus,
Praha 1999.

[3] Klika J.: Rod JUDr. Antonina ryti/e Randy a Dr. mont. h. c¢. Otokara rytire KruliSe-
Randy. I. Rodopisna galerie, Piloha ¢asopisu Rodové spole¢nosti v Praze, Praha, 1940,
str. 23-24.

[4] Kulik J. Ph.: Anfangsgriinde der hoheren Mechanik. Friedrich Fleischer und
Kronberger und Rziwnass, Leipzig und Prag, 1844-1846, 751 stran.

[5] Kulik J. Ph.: Lehrbuch der héheren Analysis. Kronberger und Weber, Prag, 1831, 470
stran. 2. rozSitené vydani, Kronberger und Rziwnass, Prag, 1843, 390 + 399 stran.

[6] Moravec L.: Jakub Filip Kulik a jeho tabulky. Sbornik z 18. seminaie Moderni
matematické metody v inZenyrstvi, Ostrava, 2009, str. 156-160.

[7]1 Moravec L.: Jakub Filip Kulik — Life and Work. In Safrankova J., Pavla J. (ed.),
WDS'09, Prag, 2009, Part I, str. 182-187.

[8] Moravec L.: Seznameni s Jakubem Filipem Kulikem. In Be¢var J., Be¢véaiova M. (ed.),
30. mezinarodni konference Historie matematiky, Matfyzpress, Praha, 2009, str. 156—
163.

197



[9] Navatikova L.. Historie matematiky na olomoucké univerzité. [online]
http://navarikp.sweb.cz.

[10] Novy L. a kol.: Déjiny exaktnich veéd v ceskych zemich do 19. stoleti. CSAV, Praha,
1961.

[11] Novy L.: On Kulik's Tables of Divisors. Acta historiae rerum naturalium necnon
technicarum, Special Issue 16, Praha, 1981, str. 327-343.

[12] Ordnung der Vorlesungen an der k. k. Universitat zu Prag. Prag, 1850, ..., 1863.
[13] Personalstandt der k. k. Universitat zu Prag. Prag, 1827, ..., 1852.
[14] Posejpal V.: Déjepis Jednoty Ceskych mathematikai. Praha, 1912.

[15] Rumpf K. K. M.: Von Naturbeobachtungen zur Nanophysik. Publikationen aus dem
Archiv der Universitat Graz, Akademische Druck- u. Verlagsanstalt, Graz, 2003.

[16] Skédba K.: Odbornd pozistalost a korespondence prof. Dra Antonina Randy
a korespondence jeho rodiny. Grafika, Plzen, 1934.

Podékovani

Préace vznikla diky podpore grantu GA CR P401/10/0690 Prameny evropské matematiky
a v ramci projektu Specifického vysokoskolského vyzkumu 2010-261 315.

Adresa

Magr. Lubo$ Moravec

Katedra didaktiky matematiky
Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova v Praze
Sokolovska 83

186 75 Praha 8

e-mail: moravec@Kkarlin.mff.cuni.cz

198



LADISLAV JANDERA A PESTOVANI POCETNI
ZDATNOSTI NA PRAZSKE UNIVERSITE

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: L. Jandera, the definitive professor at the Prague University in years 1805 —
1857, follower of Stanislav Vydra and head of the department of elementary
mathematics. The Latin textbook Prima calculi exponentialis elementa, published in
1812, illustrates his accent to computational algorithms and precision explanation with
exact definition of mathematical concepts.

1 Vyuka matematiky na prazské université v 1. poloviné 19. stoleti

Nejvyznamngjsi matematik, ktery pasobil v Cechéach v prvni poloving 19. stoleti, je
bezesporu Bernard Bolzano (1781-1848). Jeho dilo vSak veSlo do povédomi evropské
odborné vetejnosti az s velkym zpozdénim a ani v Cechach mimo (zky okruh
Bolzanovych soukromych Zzaka nebylo prilis zndmé. Uréujici vliv na Siteni
matematického vzdélani méla samoziejmé universita, kde byla matematika zafazena do
povinného programu 1. roéniku studia na filosofické fakulté. Osobnosti, kterd

representuje vyuku matematiky v tomto obdobi, je Ladislav Josef Jandera.

Pokud je dnes pfi studiu matematiky jeho jméno viabec zminéno, pak v jediné
souvislosti — Jandera je ten, jemuZ pfi obsazovani Vydrovou smrti uvolnéné katedry
matematiky byla déna prednost pied Bolzanem. UZ tato samotna informace nestavi
Janderu do pfiznivého svétla a mtze byt pii neznalosti dobového kontextu vykladana
jako jedna z mnoha kiivd zpasobenych Bolzanovi béhem jeho universitniho pasobeni.
I kdyZ zvlasté z naSeho ¢asového horizontu je srovnani Janderova a Bolzanova prinosu
pro rozvoj matematiky mimo diskusi, je na misté zaujmout stanovisko oprosténé od
apriornich klisé.

Josef Jandera, vrstevnik a pritel Bolzandv, se narodil roku 1776 v Hofricich
v Podkrkonosi. Po absolvovani gymnasia v Hradci Kralové studoval filosofii a teologii na
prazské université. Velky vliv na néj mél jeho i Bolzantv ugitel matematiky Stanislav
Vydra. V roce 1800 Jandera vstoupil do premonstratského klastera na Strahové (od té
doby uziva feholni jméno Ladislav) a kratce na to pfijal knézské svéceni. Premonstratsky
rad v celé své historii klade diraz na intelektudlni aktivity, védeckou ¢innost a vyuku na
Skolach. Svym ¢lenam pritom zajiStuje nejen materidlni zajiSténi, ale i zastitu instituce.
Jandera proto i nadale pokracoval ve studiu matematiky a po sloZeni rigorosa se r. 1804
stal doktorem filosofie. Po Vydrové smrti si oba pratelé podali Zadost o katedru
matematiky, Bolzano se navic hlasil i na nové ustavenou stolici teologie uréenou pro
vyuku nébozZenstvi studenta filosofické fakulty. (Katedra pro pokrocilé studium na
teologické fakulte samoziejme existovala na université uz od jejiho zaloZeni.) Na tomto
misté je vhodné pripomenout, Ze od posledni tietiny 18. stoleti byly na prazské université
dvé katedry matematiky — elementarni a vysSi. Katedru vyS$si matematiky v letech 1788
az 1823 drzel F. J. Gerstner, jeho prednasky v té dobé zapisovalo kolem 10 posluchaca
ro¢ng, mensi ¢ast tvorili studenti university, vétSinou se jednalo o zajemce z polytech-
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niky. Ukolem drZitele katedry elementarni matematiky byla vyuka matematiky
v 1. roéniku filosofického studia (tzv. logika). Jednalo se tedy o piednaSku masovou,
ktera predstavovala pro ucitele znac¢né ¢asové zatizeni. V letech 1772 az 1804 zde pusobil
Stanislav Vydra. Pravé na tuto katedru se hlasili Jandera s Bolzanem. Komise hodnotila
oba uchazece jako zpusobilé, r&dnym profesorem matematiky byl jmenovan diky
predchozi pedagogické praxi 29lety Jandera, o 5 let mladsi Bolzano ziskal katedru
naboZenstvi.

2 Janderovo ucditelské pasobeni

Vzhledem k urceni katedry elementarni matematiky, jejiz prednasky zapisovalo ro¢né
v praméru 300 studentt (absolvovani kursu bylo povinné i pro posluchace, ktefi
planovali studium na pravnické, lékaiské nebo teologické fakultg), obsahova napli
nepiesahovala oblast soucasné stredoSkolské matematiky, ve srovnani s dneSkem je
vyrazny akcent na zvladnuti slozitych pocetnich algoritmii, které v soucasné dobé
ustoupily do pozadi a jsou véci vypocetni techniky (aproximace odmocnin, préace
s logaritmy etc.).

B :
Tabulae hae pertinent ad §. g4 de elevandis numeris ad potentias, pag. 88-
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Obr. 1: Priloha v [1] s indukénim krokem v ditkazu binomické vety

Ve svych piednaskach Jandera navazoval na svého piedchtdce a velky vzor
Stanislava Vydru. (V roce 1806 vydal jeho ceskou ucebnici Pocatkové arytmetyky.)
Musel vSak predevSim respektovat z Vidné zdvazné predepsanou literaturu, nebot
veSkera universitni vyuka podléhala statnimu dozoru. Tato okolnost sehrala svoji roli
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i v sesazeni Bolzanové v roce 1819. Sta¢i pripomenout lavinu udéani, kdyZ Bolzano
odmital piednaSet bez Uprav podle schvalené Frintovy ucebnice nabozenstvi, ktera
obsahovala chyby. Pratelsky vztah Jandery a Bolzana mozna dokresluje nasledujici
skute¢nost: Od roku 1808 byl direktorem filosofickych studii na prazské université
strahovsky opat Milo Grun, tedy Janderiv feholni piedstaveny, ktery Bolzana hdjil
a povolil mu piednéSet podle osobniho presvédeeni. Po Grunové smrti 1816 vSak jeho
nastupce prohlasil Bolzanovy vyklady za zhoubné a netrvalo dlouho a Bolzano byl
penzionovan.

Pro Janderav kurs byla doporuc¢enou literaturou ucebnice Ignace Appeltauera. Jandera
ji respektuje tematicky, ale uvédomuje si jeji nedostatky. U Appeltauera chybi
jednoznacné vymezeni matematickych pojmu, u obtizngjSich partii je patrné, Ze je autor
piejima odjinud bez hlubSiho pochopeni. Janderovou devizou béhem celého pilstoletého
pusobeni je podle svédectvi jeho Zzakd (napt. J. Durdik) jasnost a srozumitelnost
piednéSek. Precisnost vykladu ilustruje Janderova vlastni latinsky psana uc¢ebnice Prima
calculi exponentialis elementa nova partim methodo in usum auditorum suorum
proposita [1] z roku 1812. Pod hlavickou ,.exponencialniho kalkulu“ se skryva
stredoSkolské algebra, ovSem dukladné vybudovana ve stylu definice — véta — dikaz
s akribii ptipominajici vyklady Jarnikovy. Jandera nejdiive mapuje vlastnosti ptirozenych
¢isel, studuje prvocisla, upozoriiuje na specifika zapisu ¢isel v dekadické soustavé.

Tabula haec pertinet ad §. 87. de elevandis numeris ad potentias’ pag. g6.
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Obr. 2: Ukazka odvozeni n-té mocniny mnohoclenu v [1]

Te&zistem kapitoly De numeris exponentialibus je exaktni zavedeni mocniny ¢isla
nejprve jako oznaéeni pro soucin konecéného poctu stejnych ciniteld v pripadé
piirozeného exponentu, poté zobecnéni pro zaporny cely exponent. Pripad s exponentem
ve tvaru prevracené hodnoty piirozeného ¢&isla n, tj. n-tou odmocninu, definuje jako koien
prislusné rovnice, tedy radix gradus n-ti ex A, a proto na rozdil od soucasnych zvyklosti
doporucuje znaceni r, ,signum r e litera r raptim scripta”, tj. pismenem ,r” chvatng
psanym. Pii této prileZitosti vylozi téZ rozdil mezi ¢isly raciondlnimi a iracionalnimi.
V kapitole De logarithmis vyuZije ptipravenou teorii k definici logaritmu cisla pfi
libovolném piipustném zékladu jako exponentu a tvrzeni pro logaritmy pak ziska jako
disledky formuli z predchozi kapitoly. Pavabné je Janderova zminka o etymologii slova
logaritmus z teckého logdén arithmos (volné pielozeno ,,éislo davajici smysl”). Kapitola
De elevatione numerorum ad potentias rozviji predchozi mySlenky smérem k pocéetnimu
kalkulu a odvozovani algebraickych formuli. Je dukladné dokéazana binomicka véta
(indukci — viz obr. 1), poté zobecnéna postupné pro cely z&porny exponent (zde je
komentovan nekonecény pocet ¢lentt rozvoje a naznakové zminéna konvergence této
fady). Jiné zobecnéni binomické véty se tykd n-té mocniny mnohoclenu o libovolném
koneé¢ném poctu s¢itanci. | toto tvrzeni je dokazano indukci, tentokrat pies pocet s¢itanci
(viz obr. 2). Tyto formule umoziuji v kapitole De extractione radicum vybudovat

201



algoritmy, jejichz vyznam byl dnes potlacen uzivanim vypocetni techniky. Praveé z véty
on-té mocniné mnohoc¢lenu odvozuje Jandera numericky postup aproximace n-té
odmocniny libovolného zadaného ¢&isla. Pocetni piiklady uvedené v textu se pohybuji od
druhé do Sesté odmocniny, odmocnénec byvé nékdy i ¢islo deviticiferné.

Dokladem, Ze tyto partie u¢ebniho textu se vyrazné uplatiovaly i pfi vyuce, svédei
vlastni rukopisy Janderovych ptednaSek [2] z roku 1853, kdy vedl pokrogily kurs
z diferencidlniho a integralniho poétu. Pti vypoétu integrdlu z prevracené hodnoty
odmocniny dvojélenu krom piimé integrace upozoriiuje na moznost aproximovat
integrand s vyuzitim zobecnéného binomického rozvoje z [1].

Kdyz v 90. letech minulého stoleti klasterni knihovna restituovala pozistalosti
prislusnika strahovské kanonie, ve fondu Literarniho archivu PNP v Praze zastaly
Janderovy materialy v rozsahu sedmi kartoni. Podle popisu [4] provedeného v 70. letech
Pavlem Kiivskym obsahuji dal$i universitni prednasky, matematické spisy a zejména
Shirku dloh z matematiky [3]. Tato Shirka vSak ve skute¢nosti neni cviéebnici, jak by
naznacovalo Krivského oznaceni, ale souborem vice nez 1600 volnych listka
osmerkového formatu se zadanim piikladd, které byly patrné uzZivany pii zkouskéach.
Soubor zjevné pokryva celou dobu Janderova pisobeni, zadani jsou zpog¢atku v lating,
pozdéji v némcing. Pocet Gloh kolisd mezi 4 a 5. Tematicky se pohybuji v oblasti
soucasné stredoSkolské matematiky, naro¢nost pocetnich piiklada je v3ak vyrazné vyssi.
Na rozdil od souc¢asné doby se testuje schopnost provadét numerické postupy, kterym je
vénovéna tak velka pozornost v [1] (aproximace odmocnin, prace s logaritmy etc.).
Velmi ¢asto jsou zadavany soustavy 2 linearnich, resp kvadratickych i iracionalnich
rovnic o 2 nezndmych v zavislosti na 2 nebo 3 parametrech. Vyskytuji se priklady na
geometrickou posloupnost, binomickou formuli i pozadavek dokézat algebraické tvrzeni.
| to je dikazem nezanedbatelné miry matematického vzdélani typického absolventa
university té doby bez ohledu na obor studia, byt pouze v oblasti pocetni zdatnosti.
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TRI ROKY VEZIM V DELITELNOSTI

KAREL PAZOUREK

Abstract: Divisibility of numbers and polynomials can be found to be an uncomplicated
part of secondary education of mathematics. However it faces some didactical problems.
We show especially a problem of existence of integer factorization and termination
of Euclidean algorithm.

1 Uvod

Deélitelnost je obvykle prezentovana jako jednoduchd a zékladni partie stiedoSkolské
matematiky. Po tiiletém studiu délitelnosti jsem dospél k nazoru, Ze toto tvrzeni je
pravdivé pouze ¢aste¢né. V nésledujicim textu si predstavime nékolik bodd, ve kterych se
stretava didaktickd a teoreticka stranka délitelnosti.

2 Induktivni charakter délitelnosti a jiné nesnaze

2.1 Dva pristupy k délitelnosti

D¢litelnost (prirozenych) &isel je v ¢eskych stredoSkolskych ucebnicich vystavéna
vesmé&s nasledovné: Zagina se s pojmem délitelnosti, délitele a ndsobku. Poté se dokazuji
zékladni tvrzeni (napt. o délitelnosti souctu a rozdilu). Zavadi se pojmy prvogislo,
slozené c¢islo, spole¢ny nasobek, spole¢ny délitel, soudélnd a nesoudélnd cisla. Dalsi
mozZny postup je dvoji. Bud’ je uveden prvociselny rozklad, nebo Eukleidtav algoritmus.

PouZiti prvociselného rozkladu se zda byt nadzorngjsSi. Délitele a nasobky sestavujeme
z piislusnych ¢initelt pomoci ndsobeni. Snadno se i ovéri vztah
NSD(a;b)- NSN(a;b)=ab, a,be N.
RovnéZz mazeme snadno popsat pocet délitelt daného ¢&isla.

Oproti tomu Eukleidav algoritmus vychazi z déleni, tedy z&kladniho procesu
delitelnosti. Déleni tak lze prostrednictvim Eukleidova algoritmu opakovat a upeviiovat.
Eukleidav algoritmus pro polynomy umoZiuje procvicovat déleni polynomi. Pokud
pocitame piiklady, ve kterych volime vhodné celoc¢iselné nasobky délenct a délitela
v raznych krocich algoritmu, ukazujeme na rozdil mezi délitelnosti ptirozenych ¢&isel
apolynomtt — nejednoznaénost nejvétsSiho spole¢ného délitele. Zobecnime-li dale
algoritmus i pro délku Gsecek (jak naznacil Hora [3]), dospéjeme se k nesouméiitelnosti
(a odtud i k iraciondlnim a racionalnim ¢islim; tento smér vSak v u¢ebnicich neni ani
naznacen).

2.2 Induktivni charakter pojmi délitelnosti

V ucebnicich vydanych do prvni poloviny 20. stoleti jsou ¢asto prezentovany oba
postupy. Je vSak tieba si uvédomit, Ze je tak ¢inéno s imyslinym zamléenim induktivni
povahy obou postupi: indukce (popi. dobré usporadani piirozenych c&isel) u Eukleidova
algoritmu zarugéuje koneénost algoritmu, u prvociselného rozkladu jeho existenci.
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Koneénost Eukleidova algoritmu komentuje napiiklad Simerka [4]: Déleni takové
musi se jednou ukonciti; ponévadz kazdy zbytek mensi jest nez délitel jemu nalezici, tak ze
cisla ta stéle klesaji a zapornymi stati se nemohou. (str. 56)

Hora [3] nastinil kone¢nost algoritmu takto: ... jest patrno, ze pri takovémto déleni
nektery zbytek musi se rovnati nulle, ponévadZ jest zbytek pokazdé cislo celistvé
a nejméné o 1 mensi nezli délitel, jenZ byl zbytkem predeSlym. (str. 46)

Existence prvociselného rozkladu plyne zexistence prvociselného délitele
libovolného ¢isla a jeho opakovaném hledani. A pravé v tomto opakovani je indukce
schovéana. Stejn& jako Simerka uvedl u Eukleidova algoritmu, maZzeme konstatovat, Ze
opakované hledani prvociselného délitele se zastavi, protoZe tento délitel je vzdy (aZ na
posledni krok, kdy hleddme prvogiselny délitel prvogisla) mensi nez samo ¢&islo a délitel
zadporny byt nemiZe. Jiné zdavodnéni se miZe opirat o dobré uspotrddéni ptirozenych
¢isel, ostatné pozndmky v tomto smyslu se v neékterych algebrach vyskytuji. Napiiklad
Hora [3] napsal: KaZzdé slozené ¢islo mozna rozvésti aspori na dva cinitele; jsou-li to cisla
slozena, lze je opét rozvésti na cinitele, kterizto jsou bud’ jiz prvocisla aneb opét cisla
slozena; pokracujeme-li v poslednim pripadé v rozvadéni, musime posléz obdrZeti pouhé
prvocinitele. Kdyby bylo jinak, muselo by dané cislo se skladati z nekone¢ného mnozstvi
ciniteliz vesmes vetSich nezli 1, muselo by tedy samo byti nekonecné, coz se neshoduje
s podminkou. (str. 43-44).

2.3 Délitelnost polynomi dvou proménnych

Délitelnost polynomii byla b&Zzné probirdna v ucebnicich pro vy3si oddéleni gymnazii,
redlnych gymnéazii a redlek v 19. stoleti a na zacatku 20. stoleti. Postupné vSak
ustupovala do pozadi. Piitom dé&leni polynomi a nékteré metody feSeni algebraickych
rovnic lze pomoci délitelnosti nazorné dokreslit.

Zajimavé priklady k Eukleidovu algoritmu z teoretického a didaktického hlediska
nalezneme ve Fleischerové algebie [2]. Hleda se zde nejvétsi spolecny délitel polynoma

dvou proménnych, napr. X' —ax’+3a’x-3a° 3 x*-5ax+4a” 7 teorie ale vime, Ze
obecné v oboru polynoma dvou proménnych nemusi Eukleidiv algoritmus pro dva dané
polynomy vést k nalezeni jejich nejvétSiho spoleéného délitele.

2.4 Délitelnost zpaméti

V ucebnicich pro nizsi oddéleni strednich Skol se vyskytuji piiklady na pocitani
zpaméti. V Mukové ucebnici [4] se hledaji naptiklad nejmensi spole¢né ndsobky dvojic
(napt. 5a 12, 5a 15, ale i 32 a 48, 20 a 45), trojic (napt. 2,3a 7; 9, 18, a54; 8, 12 a 18),
étvetic, pétic, Sestic (napi. 2, 3, 4, 6 a 8), a dokonce jedné sedmice (napi. 2, 3, 4, 5, 10,
12, 15). Zpaméti se zde zkouma soudélnost dvojic, trojic i ¢tveric (napi. 35, 49, 70, 84)
¢isel, nejvetsi spolecny délitel dvojic a trojic Cisel (napt. 18, 45, 63).

V nékterych ugebnicich neni vyslovné znageno, Ze se maji dané ulohy feSit zpaméti,
Ize vSak o nich tak soudit z jejich umisténi mezi prvnimi cvi¢enimi a pouziti malych
¢isel. V ucebnicich uréenych pro vy3si oddéleni Skol se pogitdni zpaméti v délitelnosti
neobjevuje.

2.5 Mozny kompromis mezi teorii a praxi

Zajimavy priistup k otazce, zda vykladat délitelnost vice prakticky nez teoreticky, je
zvolen v ugebnici [1]. Ve vykladu prvociselného rozkladu je konstatovano: Je patrné, ze
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tak mizeme rozloziti kazdé cislo na prvocinitele. Da se dokazat, Ze dojdeme vzdy k témuz
vysledku, i kdyZ rozklad provadime riznymi zpisoby (viz o tom ¢l 7). (str. 17) Tedy
existence rozkladu je pokladana za samoziejmou.

Cléanek 7. Jednoznachost rozkladu na prvocinitele v zavéru kapitoly o délitelnosti je
glosovan pozndmkou pod ¢arou: V tomto c¢lanku dokdZeme jednoznacnost rozkladu na
prvocinitele. Je urcen pro ty Zaky, které zajima presné matematické usuzovani, a mize byt
pfi vyucovani vynechan. (str. 35) Po &tyrech tvrzenich o nésobcich a spole¢nych
nésobcich jsou zde vyslovena a dokazéna tti tvrzeni o prvocislech:

JestliZe ani ¢islo a, ani ¢islo b neni ndsobkem prvocisla p, potom také soucin ab neni
nasobkem prvocisla p. (str. 37)

Jestlize zadné z cisel ay, a,, as, ...neni nasobkem prvocisla p, potom také soucin vSech
c¢isel ... neni nadsobkem prvacisla p. (str. 38)

Zadné cislo se neda dvéma riaznymi zpasoby rozloZit na prvocinitele, jestlize oviem
rozklady, které se lisi pouze poradkem ciniteli, napr.

60=2-2-3-5 60=3-2-5-2
povazZujeme za dva stejné rozklady. (str. 38)
Tvrzeni v této ucebnici jsou nazyvana poucky.
3 Zavér
Ml¢eni o matematické indukci mé zjevné didakticky divod: Je to idea prilis slozita

pro zaky avodnich ro¢nika, at” uz nizSiho nebo vyS$Siho gymnéazia, ve kterych se
délitelnost probira. Stejné tak se bere jako samoziejmost dobré usporadani prirozenych

gisel.

Rovné&z hlavni vyznam délitelnosti (a teorie ¢isel viibec) ve stiedoSkolské matematice
je vidén v podpote dalSich oblasti — ptedevSim prace se zlomky a lomenymi vyrazy.
ProtoZe je toto téma pro Zaky relativné snadno pristupné, pouzivaji se poznatky
délitelnosti k demonstraci dikazovych metod — paradoxné se zakladni kamen délitelnosti,
prvociselny rozklad, vyklada bez dukazu existence.

Délitelnost povazujeme ¢asto za nezajimavé téma, ale s odstupem a nadhledem se
mohou diky ni pied nami vynofit znepokojivé didaktické otazky. Muj odstup a nadhled si
vyZzadal tti roky.
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GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ:
UNIVERZALNI REC

DAVID PELIKAN

Abstract: This article reports about Leibniz’s attemption to create new language that
would be easy, popular and that contains syntactic method how to verify the true
sentences. Leibniz created sufficient theory how to make the language, but it was too
difficult to use it. In spite of that difficulty we can show some great ideas in his
attemption.

1 Historické pozadi

1.1 Leibnizova univerzalni re¢

Leibniz se narodil v roce 1646, v dobé& zvySeného zajmu vzdélanci o jazyk, avSak
rovn&z v dobg, kdy se jini velci ucenci® snaZili vytvorit jazyk umély. Také u Leibnize je
patrny zdjem o vytvoreni nové reci. Text [1], ze kterého v tomto ¢lanku budu vychazet,
sepsal Leibniz v roce 1678, i kdyZ vSak pozdgji tuto mysSlenku opustil, i nadale se snazil
vytvorit univerzalni re¢ na jiném zékladu.

1.2 Godelovo ¢&islovani

KdyZ v roce 1931 v [2] Kurt Gddel zavedl ¢islovani formuli aritmetiky ptirozenymi
¢isly, jednalo se o vyznamnou ¢ast jeho duikazu vét o nedplnosti. Dnes podobné kédovani
pouzivame napiiklad pro kédovani koneénych posloupnosti ptirozenych ¢isel. Jak si vSak
ukazeme pozdgji, podobné myslenky byly k nalezeni uz v praci Leibnizové.

2 Univerzalni reé

1.3 PoZzadavky na novou reé

Kdyz se Leibniz snazil vytvorit novou fe¢, kladl na ni nékolik pozadavkta. Nékteré
poZadavky jsou zcela ptirozené. Mezi né patii. Ze se tato fe¢ musi dat lehce naugit, lehce
pouzivat, lehce zapamatovat, ale také Ze musi byt piijemnd apo vSech strankach
dokonala. Kromé téchto pozadavki mél vSak jesté jeden neobvykly. Timto pozadavkem
bylo, Ze tento jazyk musi obsahovat metodu na rozpoznavani pravdivych vét a platnych
asudkii.? Pro tento pozadavek Leibniz nasel inspiraci v jazyce matematiky. V&ima si, ze
v jazyce matematiky nelze fici vétu, ktera neni pravdiva (dokazatelnd), protoze piimo
v jazyce matematiky existuje postup, jak ovéfit jeji pravdivost. Véta, u které se tato
pravdivost ned4 ovefit, se pak fici nesmi.

Aby bylo mozné dosahnout pozadavki, které Leibniz mél, bylo by nutné zobrazit
prirozeny svét pfimo ve struktuie této nové feci. Leibniz se toho snazil dosahnout pomoci
charakteristickych ¢isel.

! Napiiklad Francis Bacon nebo René Descartes.
2 Je ziejmé, Ze Leibniz uvaZuje metodu, ktera pouZivé &ists syntaktickych prostredka.
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1.4 Vytvareni nové re¢i

Jak bylo fe¢eno vySe, Leibniz nejprve potieboval prifadit vSem pojmam redlného
svéta né&jaké charakteristické cislo. Tato ¢isla ale nemohou byt vybirdna nahodné. Je
dillezité rozlisovat zakladni pojmy a pojmy slozené.® zakladnim pojmam musi byt
piitazeny prvogisla, pojmam sloZzenym pak &isla sloZzend. Pricemz ¢&islo, kterym bude
charakterizovan né&jaky sloZzeny pojem, se ziska tak, Ze se vynasobi ¢isla téch zakladnich
pojmut, ze kterych se vysledny pojem skldd4. To napiiklad znamend, Ze pojem
s charakteristickym &islem 969 musi mit vlastnost s charakteristickym ¢&islem 51, a i tato
vlastnost se musi skladat z jinych vlastnosti s charakteristickymi &isly 3 a 17. Prifazeni
zékladnich pojmit k prvocislam si Leibniz predstavoval tak, Ze se vytvori jakasi
encyklopedie. O ni se vyjadril: ,,Myslim, Ze by to mohlo urobit’ nékolko vybranych ludi
za pét’ rokov; za dva roky by bezpe¢nou metddou kalkulu mohli spracovat’ tie nauky,
ktoré st v praktickom Zivote nejpotrebnejsie, totiz moréalku a metafyziku.“*

DalSi ¢asti procesu vytvéieni této reci uz Leibniz rozpracoval vice podrobng. Né&které
dokonce v nékolika variantach. Déle se budu vénovat pouze jedné z téchto variant.

V okamziku, kdy by byly vSechny pojmy svéta charakterizovany néjakym gislem,
bylo by moZné mluvit jen v téchto &islech. Leibniz si ale uvédomuje, Ze mluvit v ¢islech
je velmi nepohodIné. Proto navrhl ¢&teni ¢isel jingm zpasobem tak, aby jejich éteni bylo
vice pifjemné. Leibniz si uvédomuje, Ze kazdé &islo zapsané v desitkové soustave® je
piesné uréeno svymi ciframi, a kazda cifra je presné uréena svym fadem a ¢islici. To
znamena, Ze staci najit zpasob, jak jednoduSe precist fad a ¢islici kazdé cifry. Leibniz to
reSi nésledujicim zptisobem: kazdé z gislic 1 az 9 prifadi jednu souhlasku (b, c, ..., m).
Stejnym zpasobem Fadu jednotek ptifadi samohlasku a, fadu desitek samohlasku e,
obdobné pak r&dam stovek, tisict a desetitisici samohlasky i, o, u. Pokud by bylo
potieba, tak pro vyssi rady Leibniz navrhuje pouZiti dvojhlasek.® V tomto okamziku je
kazda cifra piesné urcena dvojici hlasek. Kazda dvojice hlasek pak tvoii slabiku. To
znamena, Ze kazda slabika ur¢uje jednu cifru, a naopak kazda cifra urcuje jednu slabiku.
Pokud ze viech slabik, které ziskdme z jednotlivych cifer daného &isla, utvoiime slovo,’

utvoiili jsme vlastng kratsi a jednodussi zpisob, jak dané &islo pregist.?

Poslednim a zasadnim procesem pii vytvareni nové ieci je vytvoieni kalkulu, pomoci
kterého by bylo mozné ovérovat platnost Gsudka. Leibniz jako ukazku predvadi
jednoduchy kalkul pro obecné kladné vyroky.® Tento kalkul pracuje se tiemi zakladnimi

® Na tomto mists je potieba Fici, Ze Leibniz zastava teorii, 7e kaZdy pojem je jednoznacng uréen nekolika
(kone¢né mnoha) zékladnimi pojmy (vlastnostmi). Tyto zakladni pojmy jsou dale ned¢litelné.

* Preklad Jan Sebestik v [3].

® Odkaz na desitkovou soustavu je zcela na mistg, protoze Leibniz uvazoval i o pouZiti jinych &iselnych soustav,
pokud by byly vhodnégjsi nez soustava desitkova.

® Pro podrobng;jsi vysvétleni viz [3].

" Pricemz na potadi jednotlivych slabik nezélezi.

8 Je ziejmé, Ze bez pouZiti dvojhlasek Ize takto &ist jen &fsla od 1 do 99 999. S pouZitim dvojhlasek se jejich
pocet zveétsi. | presto se miZe zdat, vzhledem ke zptisobu jakym vytvaii charakteristicka ¢isla pojma, Ze takto Ize
Cist pouze &isla nedostatecné velka. Myslim, Ze tato namitka je opravnénd, Leibniz ji viak neuvaZzuje.

® Obecnymi kladnymi vyroky v tomto pifpads jsou mysleny vyroky typu ,.a je b“, kde a a b jsou ngjaké pojmy,
které pro tento pripad miZeme ztotoznit s jejich charakteristickymi ¢isly. Obdobné ve véte ,,ab je ¢ pojem ab
znamena pojem sloZeny z pojmti a a b.
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vétami (dnes bychom tekli se tiemi axiomy) a jednim zékladnim Gsudkem (dnes bychom
fekli s jednim odvozovacim pravidlem). Zakladni véty jsou: ,abjea“; ,bajea*™
»ajea“. Zakladnim dsudkem je pak: Jestlize ,,ajeb*“ a ,bjec", tak ,a jec*. Pomoci

téchto zékladnich pravidel pak generuje platné Gsudky.'*

D4 se tedy fici, ze i kdyZz Leibniz nedokazal vytvorit fe¢, kterd by spliovala ty
podminky, které si stanovil,*? objevil nekolik zajimavych myslenek. Piedevsim pokus
o aplikaci formalniho kalkulu v oblasti ovérovani platnosti Gsudki, ale také jakési
,.kO0dovani* objekta prirozeného svéta prirozenymi ¢isly.

3 Godelovo é&islovani

1.5 Kodovani v jazyce aritmetiky
Pro potieby dukazu vét o nelplnosti Kurt Godel potieboval zakddovat formule

predikatové logiky, rozSirené o jazyk aritmetiky, pomoci pfirozenych ¢isel. Toto
kodovani provedl nasledujicim zpasobem.

Nejprve se rozhodl, jaké symboly v zépisu formule bude povaZzovat za zékladni,
a které vezme jako odvozené. To naptiklad znamena, Ze nebude pouzivat symbol ,, — “
pro implikaci, protoZe jej miZe odstranit pomoci symboli pro disjunkci a negaci.*® Dale
si v8§ima4, Ze zapis kazdé formule aritmetiky je kone¢nou posloupnosti symbolu. A to bud’
symbola pro logické konstanty, nebo pro proménné nekterého typu.** Protoze logickych
konstant je pouze kone¢né mnoho a proménnych kazdého typu je nejvySe spocéetné
mnoho, Ize kazdému symbolu piiradit néjaké ptirozené ¢islo. Godel prifazuje logickym
konstantam licha ¢isla od 1 do 13 a proménnym n-tého typu n-té mocniny prvogisel vetsi
nez 13. V tomto okamZiku muze kodovat jakoukoli formuli (transformovanou tak, aby
obsahovala jen povolené symboly) jako kone¢nou posloupnost nenulovych piirozenych
¢gisel. Kazda kone¢nd posloupnost piirozenych &isel lze zakédovat ptirozenym cislem.
Godel ji koduje nésledujicim zptisobem. Nejprve kazdé pozici prifadi odpovidajici
prvocislo. To znamena, Ze k prvni pozici prifadi prvni prvocislo, ke druhé pozici druhé
prvocislo a k n-té pozici n-té prvocislo. Nasledné viechna prvogcisla umocni na ¢islo na
odpovidajici pozici a tyto mocniny mezi sebou vynasobi. Napiiklad jednoducha formule
,5(0)=0* 1ze napsat jako posloupnost ,,3; 11; 1; 13; 289; 1“**, kterd muze byt kédovana
&islem 23.311.5%.713.112%%.13%. To je rovno priblizné 8,186-10%° .

Pro potieby dikazu vét o nedplnosti je podstatné, Ze celé toto kddovéani lze provést
uvniti aritmetiky. Z hlediska naSeho srovnani je v3ak zajimavé to, Ze Godel piitazuje

10 Je zajimavé, ze ackoli Leibniz vytvéii charakteristickd &isla pomoci neusporadaného vyctu vlastnosti, pro
potieby kalkulu rozliSuje potadi jednotlivych slozek.

11 Pro podrobngjsi vysvetleni a ukézku odvozeni Gsudku viz [3].

2| kdyby byla takto vytvaiena ie¢ realizovatelna, byl by vysledek prili§ sloZity pro jakékoli (nato? b&zné)
pouziti.

3 Toto omezeni jen na jednodussi sadu logickych konstant neni daleZité z hlediska vlastniho kédovéni. Jeho
vyznam spo¢iva pouze v zjednoduseni vlastniho teoretického aparatu.

1% Godel pouzivad syntax vicefadové predikatové logiky. To znamena, Ze proménné prvniho typu jsou
individuové promeénné, proménné druhého typu jsou prvoiadové predikaty, proménné tretiho typu jsou
druhotadové predikaty atd.

15 Godel neuvazuje ,=* mezi zékladnimi konstantami, ale jako proménnou druhého typu, kterou definuje pomoci
druhoiadové definice. Vice viz [2].
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kazdému znaku n¢&jaké prvocislo (mocninu prvocisla) a vysledny kod formule pak ziska
jejich vynasobenim.

4 Zavér
1.6 Shrnuti

V tomto ¢lanku jsem se pokusil ramcové piedstavit jeden z pokust o vytvoreni
univerzalniho jazyka. V ramci tohoto pokusu Leibniz vytvofil pomérné rozsahly
teoreticky aparét, jenZ je zajimavy zejména pro vytvoieni kalkulu generujiciho pravdivé
véty,*® a také pro pokus o &islovani objekti redlného svéta prirozenymi &isly.

Dale jsem se pokusil ukdzat na zajimavou schodu mezi Leibnizovym ¢islovanim
objektt realného svéta a Godelovym cislovanim formuli predikatové logiky. V obou
ptipadech se pomoci prvocisel koduji zakladni pojmy, pifipadné konkrétni znak. Jejich
vynasobenim lze nasledné ziskat prislusny slozeny pojem piipadné konkrétni formuli.
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KAZIMIERZ ZORAWSKI
AND THE CRACOW MATHEMATICAL SCHOOL

ZDZISLAW POGODA

Abstract: Kazimierz Zorawski was one of greatest mathematicians working in Cracow
(Krakow) at the end of the X1Xth century. We will review Zorawski’s most important results,
in particular those in geometry, published, forgotten and then rediscovered. We will pay
attention to the significance of his activities in Cracow and their influence on the development
of the Cracow center and of mathematics in Poland.

Kazimierz Zorawski
22.06.1866 — 23.01.1953

In between the wars two strong mathematical centres were created in Poland:

- Lvov where then new functional analysis was being developed. Among the most
prominent representatives we should mention Hugo Steinhaus, Stefan Banach,
Stanistaw Mazur, Juliusz P. Schauder, and Stanistaw Ulam.

- Warsaw where the foundations of mathematics, topology and the theory of real
functions were the main domains of research. Zygmunt Janiszewski, Wactaw
Sierpinski, Stefan Mazurkiewicz, Kazimierz Kuratowski, and Karol Borsuk worked at
that time in Warsaw.

Then we should mention Krakdw (Cracow) where the classical domains such as

mathematical analysis (calculus) and theory of differential equations were preferred as
research topics. Stanislaw Zaremba, after his studies in Paris, settled there and worked on
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mathematical analysis and differential equations. However, even earlier in 1895, Kazimierz
Zorawski, whose main interest was differential geometry, began his scientific work in
Cracow.

Topology, set theory, theory of differential equations, mathematical analysis and
foundations of mathematics are commonly mentioned as the parts of mathematics developed
by Poles. Differential geometry is rarely if at all mentioned although the results obtained by
Polish mathematicians are of fundamental and durable importance. Topology and set theory
were singled out by Zygmunt Janiszewski as young domains giving chances of quickly
obtaining important and valuable results, which was vital to the rapid development of Polish
mathematics. Functional analysis was being developed in Lvov due to Steinhaus and Banach,
and their students.

Differential geometry in its classical version of the theory of curves and surfaces was
a mature discipline, but its generalized version was not certain of its direction of development.
Some results later included in differential geometry, firstly, were considered as results of the
theory of differential equations or analysis. Although differential geometry was not among the
leading domains studied by Polish mathematicians, some of the first major results obtained by
Poles belonged to differential geometry. Kazimierz Zorawski was their author. His activities
had a major influence on the development of the Cracow centre at the Jagiellonian University.

Kazimierz Zorawski was born on 22nd June 1866 in Szczurzyn (not Szczuczyn as all
his biographical notes say) in Ciechandw district. From 1884 to 1888 he studied at the
Warsaw University (then a Russian university) obtaining a Russian equivalent of a Ph.D.
degree in mathematics for a treatise in astronomy. Thanks to a Copernicus scholarship he
studied mathematics at Leipzig and Gottingen for three years. At Leipzig he met Sophius Lie
who then was developing the theory of continuous groups, later called the theory of Lie
groups. This theory attracted many eminent mathematicians like Engel, Killing, Cartan, Klein,
and Picard. Zorawski also became interested in this theory and its applications to differential
geometry and various parts of mathematical analysis.

His preferred research topic was the equivalence of two analytical or geometrical
objects with respect to some group of transformations. His first work was dedicated to this
problem — his Ph.D. thesis first published in Polish in Rozprawy Wydziatu Matematyczno-
Przyrodniczego Akademii Umiejgtnosci, the publication of the Academy of Arts and Sciences
in Cracow (cf. [12]), and subsequently in German in Acta Mathematica (cf. [13]).

The discussed work was written very clearly and all considerations and calculations were
carried out up to the complete resolution of the problem. The paper was highly esteemed by
the specialists and cited for many years. Let us recall an opinion of Sophius Lie on
Zorawski’s work which can be found in the third volume of his fundamental work Theorie
der transformationsgruppen (vol. 111, p. 810, Teubner, Leipzig, 1893):

From among Leipzig theses let us also mention a beautiful Zorawski’s work about
invariants of bending [...] Zorawski carried out difficult and complicated
calculations with great skill which were necessary to the solution of the problem.
Since the work belongs also to the chapter of differential invariants | mention it
here only briefly and hope to return to it in the planned work on differential
invariants.

212



Zorawski’s results were also noticed by Felix Klein and mentioned in his work on the
development of mathematics in the XIXth century (cf. [6]). Zorawski is the only Polish
mathematician mentioned by name in this book.

To be precise, the paper dealt with the following problem: there are given two surfaces
(or more precisely two proper patches as the problem is local) in a Euclidean space. Check
when one of them can be obtained from the other by bending and perhaps a reflection. The
surfaces are equipped with metrics induced from the surrounding Euclidean space. The
metrics are defined using the fundamental forms, i.e. differential forms of suitable form

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
ds® = Edu? + 2 F dudv + G dv?

where the coefficients E,F,G,E,F,G are determined by the parametrizations of the

surfaces. The problem can be reduced to the question whether there exists a transformation,
and if the answer is affirmative, its explicit determination,

u=o(u,v), v=y(u,v)

transforming one of the forms into the other. To that effect it is necessary to create a complete
system of invariants of the fundamental form. By a differential invariant of rank p we

understand an expression ®(u,v, E, F,G,g—E,...) created out of variables u, v, coefficients E,
u

F, G of the fundamental form and their derivatives up to order p which does not change its
value when transformed by elements of the group.

Zorawski devised a method of determining these invariants, calculated their number for
each order, and found effectively some. He also studied a more general problem. He
considered the case when to the fundamental form there were added some functions of
variables u and v, or an equation of the formv = f (u) . He presented a way how to determined
the invariants for any of such two systems. These invariants carry the name of Beltrami and
Minding.

In the journal Berichte Uber die Verhandlungen der Koniglich Sachsischen Gesellschaft
der Wissenschaften der math.-phys. Klasse, | 59(1907), 160-186; Il 60(1908), 20-52
(cf. [14]), he studied invariants of bending using finite transformations and differential
invariants of quadratic forms of n variables, and in Uber Invarianten gewisser Formensysteme
(ibidem 66(1914), 103-117 cf. [15]) he studied invariants of pairs of such forms.

He was also interested in differential equations which found some applications in
differential geometry. In the work [16] (also published in Czech) he presented a construction
of differential invariants of the systems of such equations

d’x'
dt?

. dxt o dx”

fi(tl le-"l Xy ——
dt dt

) i=1..,n

with respect to the general group of point transformations X' = X'(x",...,x") and solved the

corresponding equivalence problem. This work has a lot in common with some parts of
differential geometry, which were created and developed after the publication of this paper. In
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Zorawski’s considerations appear quantities A, » which are generalizations the coefficients of

the parallel displacement in the space with an affine connection, i.e. of the Christoffel
symbols. One can also find a counterpart of the covariant derivative and curvature tensor.
There are also some generalizations of the theory of a space with an affine connection, the
theory which was created and developed later by J. A. Schouten and H. Weyl. Naturally, it is
a purely analytical generalization in the language of the theory of invariants without any
geometrical interpretation of the considered quantities. Zorawski’s paper inspired
constructions of geometries with more general connections, let us mention among others
D. D. Kosambi (cf. [7]), E. Cartan (cf. [2]), and W. Slebodzinski (cf. [11]).

In Zorawski’s oeuvre there are works which according to Slebodzinski (cf. [10]) are
(purely) geometrical. Particular attention should be paid to paper Uber die Differen-
tialinvarianten der Fléchen in Bezug auf die lineare Gruppe und uber die Translationsflachen
(Bull. Int. de I’Ac. de Cracovie 1906, 865— 901, [17]) which contains the complete systems
of differential invariants of a subspace of the three dimensional affine space. The differential
geometry of affine spaces was developed in the second decade of the XXth century among
others by W.Blaschke and G. Pick, and recently has been the scene of renewed interest,
(K. Nomizu, T. Sasaki, Affine Differential Geometry, 1993). Although Zorawski obtained
some pioneering and very important results, most of them were not noticed. Let us recall
Slebodzinski’s comments (cf. [10] and [9]).

Regretfully, [...] one has to admit that some significant results [...] have
been lost for the Polish science. It happened so as they were published
only in Polish and because the author, of great modesty, while writing an
introduction to his work usually belittled his achievements. Therefore
some of his results went unnoticed, and they were rediscovered by other
mathematicians some time later and are commonly considered as their
scholarly achievement.

Perhaps it is a bit strange that a scientist of that stature did not create a mathematical school
in Cracow, similar to those of Lvov and Warsaw. In [5], Stanistaw Gotab writes:

When at the end of the XIXth century, the chair of mathematics at the
Jagiellonian University was offered to Kazimierz Zorawski, a pupil of Lie,
it seemed that this nomination would lead to a great development of
geometry at the university. However, it turned out that Zorawski belonged
to that class of recluse scientists. He had no success in bringing up young
mathematicians.

However, we should remember that Zorawski was interested in one of those well-
developed parts of mathematics and to begin a research work in one of them necessitated
further intensive studies after graduation. It was very difficult as at that time there were no
assistant positions for those who on one hand could help the professor with his teaching duties
and on the other hand could be introduced into the research work. Professors were obliged to
give both lectures and classes, and had little time to prepare advanced research lectures.
Therefore most students of mathematics chose teachers’ careers seeing no future in research
work.

However, Zorawski through his lectures, works and personal contact influenced a few
young men arousing in them interest in differential geometry and Lie group theory. He had
also one student, Wiadystaw Gasiorowski, whom he sent to Giessen, thanks to a scholarship
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of the Kretkowski Foundation, where F. Engel, an eminent student of Lie, taught. In Giessen,
Gasiorowski obtained a Ph.D. for the thesis [4]. Unfortunately, the premature death stopped
the career of this talented mathematician.

Finally, Zorawski’s work in Cracow was born its fruit. Antoni Hoborski, a Ph.D.
student of Stanistaw Zaremba, started to work on differential geometry. Antoni Maria
Hoborski, born on 1% April 1879 in Tarnéw, entered the Jagiellonian University in 1897 and
began to study mathematics and physics at a very good moment as Zorawski was at the peak
of his research, and in 1900 Stanistaw Zaremba, already well-known for his results in the
theory of differential equations, arrived in Cracow (cf. [5] and [9]).

Hoborski himself did not create a school of differential geometry. However, he lectured
regularly from 1922 to 1939 on differential geometry. The lectures notes were edited by
S. Gotab (Geometria rézniczkowa. Cz. | Teoria krzywych — Differential Geometry. Part |
Curves theory) and by A. Turowicz and S. Turski (cz. 2. Teoria powierzchni i zarys teorii
tensoréw — Theory of surfaces and outline of theory of tensors). In 1932-1933 he published
two volumes on the theory of curves and was working on a book on the theory of surfaces.
Unfortunately, the war and death in 1940 did not permit him to complete this work (cf. [5]).

Hoborski’s work was continued by Stanistaw Gotab and Wiadystaw Slebodzinski.
St. Gotab formalized a very important notion of a pseudogroup as well as of a concomitant
and that of the equivalence of objects. He supervised over fifty Ph.D.’s.

St. Gotgb was not only a great scientist but also a very good teacher and tutor. He
managed to attract group of young and talented young mathematicians and get them
interested in the part of mathematics not so popular in Poland as some others. He was greatly
esteemed by his former students (cf. [1] and [8]).

Wiadystaw Slebodziniski in Wroctaw and Stanistaw Gotab in Cracow, after the Second
World War, they created mathematical centres at which regular research into various
problems of differential geometry was carried out and important results obtained. They had
many students, who started new research directions, which constituted important parts of the
development of differential geometry.

After Zorawski died his family received a telegram from Bronistaw Knaster, Edward
Marczewski, Hugo Steinhaus, and Wiadystaw Slebodzinski which read:

... we wish to express to the family of Professor Kazimierz Zorawski our deep
compassion. He was the first of the scientists of his generation to bring the name
of Poland to the forefront of world mathematics.
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O RETEZOVCE A HYPERBOLICKYCH
FUNKCICH

ANTONIN SLAVIK

Abstract: This contribution describes the early investigations of the catenary curve, i.e.
the problem of determining the shape of a hanging cord. It is now well known that the
result involves the hyperbolic cosine function; however, the 17th century mathematicians
described the catenary in geometric terms, and the hyperbolic functions were introduced
by Riccati and Lambert only later in the 18th century.

1 Retézovka

Historie Glohy o fetézovce je popsana v mnoha knihach i ¢lancich (viz napt. [1], [2],
[3], [4]). Galileo si jako jeden z prvnich poloZil otdzku, jaky tvar ma retéz zavéSeny ve
dvou pevnych bodech, a v3iml si, Ze tato kiivka ndpadné pripomina parabolu. Huyghens
si jiz uvédomoval, Ze ve skute¢nosti se musi jednat o jinou k¥ivku. Roku 1690 byl v Acta
Eruditorum uverejnén ¢lanek, kde Jakob Bernoulli vyzval ostatni matematiky, aby se
pokusili nalézt presny matematicky popis fetézovky. Tii spravnad teSeni od Johanna
Bernoulliho, Leibnize a Huyghense byla publikovana roku 1691.

UkaZme si stru¢né postup Johanna Bernoulliho. Misto fetézu budeme pracovat s jeho
idealizaci, homogennim vldknem zavéSenym ve dvou bodech. Matematicky je popiSeme

fetézovky P ma nulovou x-ovou soufadnici. Necht’ Q je libovolny jiny bod o soufadnicich
(%, ¥(x)). Na c¢éast retézovky mezi body P a Q pusobi tti sily: gravitaéni sila, kterd je
Uumeérnéa délce oblouku PQ, vodorovna napétova sila v bodé P, kterd nezavisi na volbé Q,

a kone¢né napétova sila v bodé Q, ktera ma smér te¢ny k fetézovce. Tyto sily museji byt
VvV rovnovaze, tj. jejich vektorovy soucet je nulovy.

Odsud je snadno vidét, Ze y'(x) je pfimo imérna délce oblouku PQ, neboli

X

y'(X) =1j 1+y'(t)%dt
C0

pro jistou konstantu c. Derivovanim podle x dostaneme diferencialni rovnici
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y"(x) = %\/1+ Y (%)? &)

s poc¢ateéni podminkou y'(0) =0 (nebot’ v nule ma funkce minimum). Toto byla jedna
z prvnich diferencialnich rovnic, se kterou se matematikové v 17. stoleti setkali.
Bernoulli ji dokédzal pomérné komplikovanym postupem vyieSit a nalézt tak tvar
fetézovky, ¢imz prokazal uZite¢nost a silu nedavno objeveného infinitezimalniho poctu.

Resenim rovnice (1), které spliiuje piedepsanou pocéatecni podminku, je funkce
y(x) =c-cosh2 +d (d je libovolna konstanta). K tomuto vysledku dojdeme napt. tak, Ze
c

vrovnici (1) provedeme substituci y'=z. Tim dostaneme rovnici prvniho fadu se
separovanymi proménnymi, kterou vyieSime pomoci znamého algoritmu. Pfitom je
potieba najit primitivni funkci J'dz/1/1+ 7'(x)?, coZ se nejsnaze provede pomoci

substituce z =sinht. V ¢lanku [4] je ukézan alternativni postup, ktery neptredpoklada
znalost hyperbolickych funkci.

Hyperbolické funkce a jejich vlastnosti vSak nebyly na konci 17. stoleti jeSté znamy,
pokusme se proto piibliZit zpasob, kterym fetézovku popsal Bernoulli. Pro jednoduchost

uvazujme fetézovku, ktera je grafem funkce y(x) =coshx = (e* +e™*)/2 (tj. polozili jsme

c=1a d =0). Zvolime-li napi. pravou polovinu této retézovky, mazeme ji popsat také

jako funkci x v zavislosti na y, tj. x=In(y++/y*-1). Tento vyraz se tém&t shoduje

s délkou | oblouku paraboly y = x? /8+1 mezi body (01) a (,/8(y —1),y), plati totiz
NET)

I = J' 1+ (x/4)2dx =In(y ++/y> =1) +4/y* —1.

0
Dodate¢ny ¢len /y?—1 Bernoulli chapal jako x-ovou soutadnici bodu, ktery lezi na
hyperbole y*>—x®=1. Jeho popis ietézovky byl tedy geometricky: Bod ve vyice y
dostaneme tak, Zze vyjdeme z bodu v levé &asti hyperboly y?—x?>=1 a posuneme se
o0 vzdalenost, ktera je délkou oblouku paraboly y = x*/8+1.

fetézovka \7/

/

hyperbola parabola
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2 Hyperbolické funkce

Historii hyperbolickych funkci dobte popisuje ¢lanek [2]. Piipomenime, Ze
hyperbolicky sinus a kosinus jsou definovany vztahy
—e NG 5 7 X

X =X

. e X e’ +e™* 2 oxt xS
sinhx = =X+—+—+—+-,c0ShXx=——"—=1+—+—+—+---.
2 3 57 2 20 4 6
Tyto funkce najdeme jiz u Eulera, zda se v3ak, Ze jim neprisuzoval vétsi dileZitost
(nezavedl pro n¢ ani Zadné pojmenovani). V jeho vypoctech hraly pomocnou roli pri
odvozovéni vyjadieni sinu a kosinu pomoci nekone¢nych sou¢ini; Euler napt. zjistil, Ze

plati
X -X 2 2 2
ARl WAL (PR PO
2 V4 iy 4 I

a z tohoto vztahu dosazenim x=i-z dostal zndmé vyjadieni sinu ve tvaru nekone¢ného
souginu.

VEtSi pozornost vénovali hyperbolickym funkcim az Johann Heinrich Lambert
aVincenzo de Riccati (syn Jacopa Riccatiho, po kterém je dnes pojmenovana
diferencialni rovnice). V praci Mémoire sur quelques propriétés remarquables des
quantités transcendates circulaires et logarithmiques z roku 1761 (v této préaci byla
rovnéz poprvé dokadzana iracionalita z) se Lambert predevSim snazil popsat analogii
mezi goniometrickymi a hyperbolickymi funkcemi.

@ A

Zvolime-li na kruZnici x*+y?=1 libovolny bod C, pak jeho soufadnice jsou
C = (cost,sint), kde t je velikost orientovaného Uhlu OAC, ale také dvojnasobek obsahu
kruhové vysece OAC. Lambert zjistil, Ze pro libovolny bod B na hyperbole x*-y* =1
plati podobny vztah, totiz B = (coshu,sinhu), kde u je dvojnasobek obsahu kiivoc¢arého
trojuhelniku OAB. Jak k tomuto poznatku dospél? Ozna¢ime-li B =(f(u),g(u)), pak

Lambert pomoci geometrickych Uvah naSel diferencidly funkci f a g; pti pouZiti dnesni
symboliky mtzeme fict, ze doSel ke vztahim f'(u)=g(u), g'(u) = f(u). Uvédomime-li

totoZné s rozvoji hyperbolickych funkci.

Je zajimavé, Ze nazvy ,,hyperbolicky sinus“ a ,,hyperbolicky kosinus*“ se objevuji az
v Lambertové praci Observations trigonometriques z roku 1768. Lambert oznacuje za
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autora téchto nazva Riccatiho; ten se hyperbolickym funkcim vénoval ve dvoudilné préci
Opuscula ad res physicas et mathematicas pertinentium (1757-1762). | kdyz Riccati
pravdépodobné objevil vySe popsany geometricky vyznam hyperbolickych funkci o néco
drive nez Lambert, zda se, Ze oba dospéli ke svym objevim nezavisle.

Neni zcela jasné, kdy si matematikové uvédomili, Ze fetézovka je grafem
hyperbolického kosinu. Tato skute¢nost byla nejpozdéji koncem 19. stoleti dobte znama,
Riccati ani Lambert se vSak o ni nezminuiji.

3 Pribuzné tlohy

S fetézovkou a hyperbolickymi funkcemi jsou spojeny i dalSi zajimavé ulohy.
Hledadme-li napt. rovinnou kiivku, kterd prochazi zadanymi dvéma body a jejiz rotaci
kolem osy x vznikne plocha sco nejmenSim povrchem, dostaneme opét fetézovku.
K tomuto vysledku dospél Euler roku 1744 a da se pomérné snadno odvodit uZitim
varia¢niho poctu.

Roku 1675 si Robert Hooke uvédomil, Ze idedlnim tvarem klenebniho oblouku je
fetézovka pieklopena podle osy x (idedlni oblouk je definovan podminkou, Ze vyslednice
vSech sil v libovolném bodé méa smér te¢ny k oblouku). Znamym ptikladem je pamétnik
Gateway Arch. v St. Louis, jehoz konstrukce je popsana v ¢lanku [5].

Bratéi Bernoulliové se také zabyvali obecné&jsi Glohou urcit tvar zavéSeného
nehomogenniho vldkna. Johann Bernoulli vyiesil i obracenou alohu, tj. nalezeni linearni
hustoty zavéseného vldkna, zndme-li jeho tvar (viz opét [5]).
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TRIGONOMETRIE V EVROPE 15.-17. STOLETI

RADKA SMYKALOVA
Abstract: In this text we will talk about trigonometry in the 15th — 17th century.

1 Uvod

Po Sesti stoletich védecky neplodného raného stiedovéku (konec 5. az zacatek
12. stoleti), kdy se evropsti uéenci zabyvali vyhradné naboZzenskymi a scholastickymi
Gvahami, nastalo v Evropé postupné oZivovani véd a umeéni, které bylo spojeno se
vznikem méstské kultury. V dobé& obchodnich vyprav a kiizackych valek se Evropané
seznamili nejen s vymozenostmi vychodni kultury, ale i s kulturnimi poklady davno
zapomenutého antického svéta. To v3e dalo mohutny podnét k samostatné tvaréi ¢innosti
evropskych ucencu. Pozvolna zacing jedno z nejkrasnéjSich a na paméatky nejbohatSich
obdobi v dé&jinach Evropy — renesance.

Neopomenutelny vyznam pro rozvoj matematiky mély pieklady z fectiny
a arabstiny do jazyka latinského, ktery se stal spolecnym pro vSechny zapadoevropské
ucéence té doby. Napiiklad do latiny pielozeny Ptolemaiiv Almagest (z fectiny
i arabstiny) mohli stiredovéci evropsti matematici a astronomové studovat jiz ve druhé
poloving 12. stoleti.

Podoba a ptehlednost trigonometrickych tabulek ve stredovéké Evropé byly zavislé
na zpusobu zapisovani ¢isel a jejich vyjadiovani zlomky. S naSi moderni desitkovou
pozi¢ni soustavou a s indo-arabskymi ¢islicemi byla Evropa sezndmena v 8. stoleti. Tento
indo-arabsky systém nebyl ihned pftijat Sirokou veiejnosti, ktera davala piednost zapisam
¢isel pomoci fimskych ¢islic. Nicméné evropsti ug¢enci vnimali vyhodu nového systému
a nadsené ho obhajovali. Hlavné diky vykladu o indo-arabskych ¢islicich v dile Liber
abaci (1202) od Leonarda Pisanského ziskala desitkova pozi¢ni soustava vSeobecnou
podporu ve védeckych kruzich.

Prvni trigonometrické tabulky vyuZivajici nového systému byly sestaveny okolo
roku 1460 rakouskym astronomem a matematikem Georgem Peurbachem (1423-1461).
Narozdil od Ptolemaia, ktery poloZil polomér kruhu r rovny 60 jednotkam a nésledné
délky tétiv vyjadioval pomoci Sedesatinnych zlomkid, Peurbach kombinoval systém
0 zékladu Sedesat se systtmem o zakladu deset. Zvolil polomér kruhu r = 600,000
jednotek a hodnoty trigonometrickych veli¢in vyjadioval celymi ¢isly v desitkovém
systému. Peurbachiv 78k Regiomontanus, o némZ se vice zminime v nésledujicim
odstavci, nejdiive zvétSil polomér kruhu na r = 6,000,000, oviem velice brzy se
Sedesatkového systému vzdal a roku 1467 sepsal prvni &isté desetinné trigonometrické
tabulky pti poloméru kruhu r = 10°. Hodnoty trigonometrickych veli¢in byly opét
zapisovany celymi &isly. P¥i prechodu od r = 107 ke koneénému r = 1, jak je tomu dnes,
se vyznam téchto tabulek neztratil: zapsana celé ¢isla se stala ¢itateli desetinnych zlomka
(desetinna carka se posunula o sedm mist doleva). Ke skute¢nému piechodu
k desetinnym zlomkam dospél ve svych trigonometrickych tabulkach az F. Viete. Pro
zajimavost uvedeme Viétav zapis hodnoty jedné z goniometrickych veligin (pti r = 107):
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sin60° =86,602|540,37. Svisla c¢ara oddéluje citatele zlomku od celého ¢isla

(imenovatele Viéte vynechavd) a carky slouzi k seskupovéani fadt od nuly vzdy po tiech.
54037

Dnes bychom jeho vysledek zapsali smiSenym gislem ve tvaru sin60° = 86602 ———.
0

2 Regiomontanus

AZ do 16. stoleti stali u rozvoje trigonometrie hlavné astronomové. Neni tedy
Zzadnym piekvapenim, Ze jim byl i vynikajici némecky matematik Johannes Muller alias
Regiomontanus (1436-1476), ktery napsal dilo O trojahelnicich v3elikych knih patero —
prvni evropskou préci, v niZ byla trigonometrie chapana jako samostatnd matematicka
disciplina. V této vyznamné praci, ktera se skladala z péti knih, Regiomontanus
metodicky uspotadal trigonometrické znalosti Ptolemaia a indickych a arabskych u¢encd.
Prvni kniha zacin zavedenim zakladnich pojmii. Funkce sinus je zde uvedena po vzoru
indické definice. Ta prava trigonometrie (tedy reSeni obecnych trojuhelnik) se objevuje
az v knize druhé. Sinova véta, stejné tak jako vSechna ostatni pravidla, je uvedena
pomoci slovnich spojeni, nikoli v symbolech. Objevuje se zde také poprvé vzorec pro

bcsinea

obsah S trojuhelnika ABC ve tvaru S = . Je neobvyklé, Ze Regiomontanus nikdy

nepouzil funkci tangens, prestoZze ji musel znat, at uz od svého blizkého pfitele
Peurbacha, nebo z arabskych vypocta stind.

Zbyvajici tti knihy pojednévaji o sférické geometrii a trigonometrii — obou
nezbytnych nastrojich astronomie. Regiomontanus celé dilo dokongil roku 1464, avSak
publikovano bylo az roku 1533.

o) B <
P o)

Nyni se zminime o jedné Regiomontanov¢ Uloze, v niZ se hleda maximum. Byla to
mimochodem prvni Gloha tohoto druhu od dob starofecké matematiky. Jelikoz Zil
Regiomontanus dvé sté let pied objevenim diferencidlniho poctu, problém fesil
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elementarni metodou. Zadani zni: Ty¢ AB dané délky je zavéSena svisle tak, Ze se
nedotyka podlahy. VVzdalenost mezi spodnim koncem tyée B a podlahou je dana délkou
Usecky BO (viz obrazek). Otazka zni: V jaké vzdalenosti od bodu O se nachéazi na
podlaze bod P, z néhoz je ty¢ vidét pod nejvétSim dhlem y ?

3 John Napier

V prvni poloving 17. stoleti se o podstatny pifinos pro praxi trigonometrickych
vypocta zaslouzil anglicky matematik John Napier (1550-1617), kdyzZ roku 1614 objevil
logaritmy. Myslenka zavedeni logaritmi ma své kofeny pravé u vypoéta podle
trigonometrickych vzorci, a to ve snaze pievést soucin ¢i podil trigopnometrickych veli¢in
na jejich soucet nebo rozdil. Astronomové si totiz uvédomili, Ze po¢itani bude jednodussi
a kratsi, kdyz hledané souginy a podily vypogitaji pomoci s¢itani a od¢itani.

Pro rozvoj matematiky méla zakladni vyznam hlavni prirodni véda té doby -
astronomie. Neni tedy divu, Ze stejné jako v Indii, rovnéz v isldmskych zemich byli
matematikové vétsinou i astronomy. Clankem, ktery spojoval matematiku a astronomii,
byla pravé trigonometrie.

Dnes mluvime o logaritmech jako o funkcich. Hlavnim z&jmem Napierovy doby
viak bylo sestaveni logaritmickych tabulek. Mezi vSemi priakopniky byl John Napier
prvni, ktery sestavil pfimo tabulky logaritma hodnot sind, nikoliv logaritmua ¢isel. Znovu
ptipomenme, Ze jeSté v 17. stoleti byly hodnoty sinu stale chapany jako délky. Aby dostal
Napier pozadovanou piesnost, polozil sin90° =r =10" (stejné jako Regiomontanus). Na
ukazku uvedeme jeden r&dek z Napierovy tabulky, ktera se sestdva ze sedmi sloupcti.
Prvni sloupec udava velikost Ghlu ¢, druhy hodnotu sinu pro dany tUhel « . V poslednim
sloupci se do¢teme velikost Uhlu dopliikového (90° —¢«) a v predposlednim hodnotu

sin(90° — &) , coZ je hodnota coser (hodnoty sinu a kosinu jsou tedy piirozena ¢isla mensi

nez 107). Tieti resp. paty sloupec uvadi tzv. Napierovy logaritmy sinu ze druhého, resp.
kosinu ze Sestého sloupce. Podle této (dnes jiz zapomenuté) konstrukce se “logaritmem”
gisla x nazyvalo &islo y = NaplLog x urené rovnosti x=10"-(1-107)". Koneéng

prostredni sloupec udavd hodnotu rozdilu zé&pist ve tretim a patém sloupci, rovnou
hodnoté Napierova logaritmu pro tangens Ghlu v prvnim sloupci. Jednotlivé radky
Napierovy tabulky odpovidaji hodnotdm Ghlu o s krokem 1 minuta.
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VYVOJ LINEARNI PERSPEKTIVY
VE VYTVARNEM UMENI

PETRA SURYNKOVA

Abstract: This contribution deals with the major development steps in using of the linear
perspective in painting during the history. We describe principles of the linear
perspective. We mention several incorrect methods used in imaging and focus on the
analysis of some known artistic paintings. Applications of perspective projection are
shown in the paper, for example non-linear perspective.

1 Uvod

1.1 Vytvarné uméni

Vytvarné uméni — malifstvi, socharstvi i architektura, vyrazné napomohlo k rozvoji
geometrie, matematiky a védy vibec. Pii hledani spravného zobrazovani prostoru se diky
vytvarnému uméni rozvinuly techniky, které se pozdgji vyvinuly v klasické geometrickée
zobrazovaci metody, jak je zndme dnes. V naSem pojednéni se budeme zabyvat pievazné
maliistvim, priéemZz se zaméfime pouze na jednu slozku vytvarného dila. Budeme se
vénovat snaze o geometrické ovladnuti prostoru v dilech maliti a zpisoby zobrazovani
trojrozmérného prostoru na ploSe obrazu. Nutno podotknout, Ze toto hledisko rozhodné
neni jedinym méritkem, podle kterého by se mohla posuzovat kvalita a velikost
uméleckého dila. Nékdy je tato slozka dokonce nedulezitd. Musime si uvédomit, Ze kazda
historicka epocha ma své estetické normy a své vlastni zptisoby uméleckého vyjadiovani.
V minulosti §lo ve vétsing kultur o jiné priority nez realistické zobrazovéni prostoru.
Nemluveé o soudobém vytvarném umeéni. V nékterych historickych obdobich by dokonce
realistické zobrazovani prostoru (Ci l1épe zobrazovani odpovidajici lidskému vidéni) vedlo
zcela jisté k nespravné interpretaci zobrazované situace.

Budeme-li studovat umélecka dila, zjistime, Ze malif vzdy musi feSit t¥i zékladni
tlohy — zobrazeni postav, zobrazeni vztahi mezi postavami a zobrazeni prostoru, do
n&hoz jsou postavy umistény. Alespon jedna z téchto slozek byva v dile pritomna.

1.2 Linearni perspektiva

Existuje celd fada druha promitani, pomoci kterych lze zobrazovat prostorové Gtvary
na n¢jakou plochu, nej¢astéji rovinu. Od nepaméti se ¢loveék snazil zobrazovat predméty
a osoby kolem sebe tak, jak je vidi. Samotné vidéni je ale velmi slozity proces. Divame-li
se na né&jaky objekt ob&ma ocima, vznikaji tak dva nestejné obrazy pozorovaného
predmétu. Nas mozek tyto dva obrazy pretransformuje do trojrozmérné podoby. Tento
proces je jest¢ mnohem komplikovanégjsi. Urcité prostorové informace lze totiz ziskat
i pozorovanim jednim okem, protoZe logicky predpokldddme nebo diky zkuSenostem
odhadujeme, jak daleko je od nas pozorovany piedmét umistén.

Chceme-li vrovinném obraze co nejlépe vystihnout lidské vidéni a zobrazovat
objekty realisticky, pracujeme s tzv. stiedovym promitanim, specialné s linearni
perspektivou. Pripoustime tedy jakési zjednoduSeni, nebot’ predpokladdme, Ze objekty
pozorujeme jen jednim okem. Pro malitské potieby je vSak tento postup dostacujici.

Stiedové promitani je uréeno prameétnou (rovina, do které promitame) a stiedem
promitani, ktery v pramétné nelezi. Stredovy obraz libovolného bodu prostoru rizného
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od stfedu promitani konstruujeme jako prise¢ik spojnice tohoto bodu a stredu
s pramétnou. Spojnicim zobrazovanych bodi se stredem tikame promitaci p/imky. Aby
bylo mozno ze stiedového obrazu zrekonstruovat prostorovy objekt, dopliuje se stiedovy
pramét jesté pravouhlym pramétem do pramétny.

Jedina podminka, kterou jsme pro obecné stiedové promitani vyzadovali, byla ta, aby
stted promitani nelezel v pramétné. Takto ale mohou vznikat velmi zkreslené obrazy.
Chceme-li, aby se dojem vyvolany stiedovym promitdnim co nejvice piibliZil lidskému
vidéni, musime se fidit jistymi podminkami. VVzdalenost stiedu promitani od pramétny,
tzv. distanci, zna¢ime d, volime nejmén¢ 20 aZ 25 cm, coZ je minimalni vzdalenost, ze
které je lidské oko schopné zietelné pozorovat objekty. Navic pozorovany objekt lezi
uvnitt rotaéni kuZelové plochy, tzv. zorného kuZzele, s vrcholem ve stredu promitani, osou
kolmou k primétné a vrcholovym thlem v rozmezi20° az 45°. Pranik zorného kuzele
s pramétnou se nazyva zorné pole. Objekty, které lezi mimo zorny kuzel, se zobrazuji
s vétSim zkreslenim. Volba velikosti zorného pole vyplyva ze zkuSenosti. Promitanti,
které vyhovuje témto podminkdm, oznacujeme jako linearni perspektivu.

Popidme si celou situaci pomoci
spravné terminologie a uved'me si
dalSi podminky, které nejsou
nezbytné, ale casto se prii zadavani
linearni perspektivy objevuiji.
Sledujme obr. 1. V linearni
perspektivé volime pramétnu v ve
svislé poloze. Zobrazované piedméty
stoji vétSinou na vodorovné roving
7, tzv. zakladni roviné, Obekle za Obr. 1: Perspektivni obraz A" bodu A
pramétnou v . Stied promitani O
nazyvame oko a umistujeme ho nad zakladni rovinu zpravidla ve vySce 1,5 — 2 m
(odpovida vysce ¢loveka). Pramétna v protina zakladni rovinu ve vodorovné piimce,
kterou nazyvadme zékladnice a zna¢ime z. Hlavni bod H je pravodhlym primétem oka
do pramétny v, rovina @ vedena okem rovnobé&zné se zékladni rovinou 7z je tzv.
obzorova rovina a jeji prusec¢nice s pramétnou v je tzv. horizont, znacime h.
Z konstrukce plyne, Ze horizont prochazi hlavnim bodem a je rovnobézny se zakladnici.

Linedrni perspektiva je urena, zname-li horizont, hlavni bod, distanci (tedy
vzdalenost oka od primétny) a vzdalenost zékladnice a horizontu (tedy vySku oka).
Perspektivnim obrazem pifimky, kterd prochazi okem, je jediny bod a to jeji prasecik
s pramétnou v. Kuréeni obrazu ptimky, kterd neprochdzi okem a je riznobézna
s pramétnou, staci nalézt obrazy dvou jejich boda. Specidlné se voli praseéik primky
s pramétnou v, tzv. stopnik. Tento bod uz nikam nepromitdme, protoZe leZi v pramétng,
je tedy snadné sestrojit jeho obraz. Druhym bodem je obraz nevlastniho bodu piimky,
tzv. Ubeinik. Sestrojime ho jako prisecik rovnobézky se zobrazovanou piimkou vedené
okem s pramétnou v. Ub&znik piimky muZeme také chapat jako perspektivni obraz
bodu, ktery lezi na této ptimce nekone¢né daleko. Snadno si uvédomime, Ze Ubé&zniky
vSech ptimek rovnobéznych se zakladni rovinou lezi na horizontu. Jinymi slovy horizont
je mnoZinou Ubé&znika vSech primek rovnobéZnych se zakladni rovinou. Je ziejmé, Ze
piimky, které jsou vzajemné rovnobézné, se zobrazuji do riznobézek se spoleénym
Ubéznikem. DalSi podrobné informace o linearni perspektivé nalezne étenar napi. ve [2].

Ve svych dilech Ubé&zniky ani jiné dulezité body maliii samoziejmé nezobrazovali.
Uginnym a osvédéenym zpasobem, jak rozélenit obraz do hloubky a usnadnit si tak
zobrazovani slozit&jsich obrazcu, bylo zakreslovani ¢tvercové dlazby, tzv. pavimenta.
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Obr. 2: Pavimentum v prucelné poloze a jeho perspektiva

Z tohoto davodu byla v dobach minulych vénovana nalezeni spravné konstrukce
pavimenta zna¢nd pozornost. Obr. 2. vlevo ukazuje konstrukci perspektivniho obrazu
pavimenta v pracelné poloze, tj. jedna dvojice stran ¢tverca je rovnobézné se zékladnici
a druba je tedy kolma k pramé&tné v . Pfimkam, které jsou kolmé k pramétné v, fikame
hloubkové primky, jejich UbéZnikem je hlavni bod H . Obr. 2. vpravo znazoriuje situaci
v primétné v . Sestrojeny jsou také Uhlopricky &tvercové dlazby a jejich spole¢né

vEvs

Ubézniky na horizontu. Naro¢ngjsi konstrukci je obraz pavimenta v nepracelné poloze.
2 Vyvoj v zobrazovani prostoru

2.1 Nejstarsi uméni

Nejstarsi stopy lidské umélecké ¢innosti spadaji az do pravéku — do starsi doby
kamenné. Jeskynni malby z tohoto obdobi (cca 40 000 — 10 000 pi. Kr.) piekvapuji svym
realismem piedevSim u zobrazovani zvitat. Osoby byly naopak zobrazovany velmi
jednoduSe, nékdy pouze symbolicky pomoci znaku nebo né&jakého charakteristického
piedmétu. Dulezitou roli hraly vztahy mezi osobami, piipadné i zvitaty. Velikost postav
predstavovala vztah nadfazenosti ¢i podiizenosti, neméla zpravidla nic spole¢ného se
snahou o zndzornéni prostoru, ta byla v téchto dobach minimalni.

Vice dikazi umeélecké cinnosti se dochovalo ze starovéku. Jednou z oblasti, kde
malitstvi zaznamenalo pokrok, byl Egypt (cca od 4. tisicileti pt. Kr.). Hlavnim vytvarnym
prvkem byla obrysova kresba. Lidské télo bylo ¢asto zobrazovano z raznych pohledd.
Trup byl zobrazen zeptedu, hlava z profilu. Nebyly tedy pouzivany perspektivni zésady
promitani. Velikost postav opét vyjadiovala vahu a spolecenské postaveni clovéka.
Problém hloubky prostoru byl zprvu feSen pouhym piekryvanim postav, pozdéji se ale
objevovaly ndznaky prostorového zobrazeni. Obrazy byly rozdéleny na pésy, které se
kladly na sebe, pticemz kazdy vyssi pas znamenal Ustup do hloubky.

VétSi pokrok byl zaznamenan v etruském vytvarném umeéni (8. az 4. stoleti pt. Kr.).
Postavy byly zobrazovany zcela realisticky. Dochézelo k prvnim pokusim o pouZiti
perspektivniho zobrazeni. Predméty se zmenSuji s rostouci vzdalenosti od pramétny,
navic se obrazy rovnobéznych piimek kolmych na pramétnu sbihaji v jednom nebo vice
blizkych Ubé&znicich. Drobné predméty na obrazech ale byvaly znazornény spiSe ve
volném rovnobé&Zném promitani a pripadné nesrovnalosti byly razné maskovany.

Recké umeni (8. aZ 4. stoleti pi. Kr.) dosahovalo znagnych Gspschi v oblasti
stavitelstvi a sochaistvi, v malitstvi v8ak nezaznamenalo vyrazngjsi Uspéch. Z pozdniho
obdobi feckého antického malitstvi se do dnesnich dob nedochovalo téméi nic.
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V uméni antického Rima (8. stoleti pi. Kr. aZz 5 stoleti po Kr.) zaujimalo maliistvi
jednu z prednich pozic. Malovaly se divadelni kulisy, které mély navodit dokonalou iluzi
prostoru. Perspektivniho zobrazovani bylo vyuzivano pii malbé iluzivnich prahled do
predstiranych prostorii. Dulezitym odvétvim timského malitstvi byla také knizni
ilustrace. Po zéniku Rimského impéria mizi i nad&je na daldi rozvoj perspektivniho
zobrazovani. DalSi podrobné informace je mozné nalézt napi. v [1].

2.2 Predrenesanéni obdobi

V prvnich stoletich naSeho letopoétu ma svij pocétek kiestanské umeéni z&padnich
zemi. Po uznéni kiestanstvi byla malba Gzce spjata s Pismem a omezena pouze na jeho
ilustrovani. Krestanstvi nastolilo tvrdd dogmata, podle kterych se umélci museli fidit.
Bylo zavrhnuto antické uméni. Zobrazovali se pouze vyjevy ze Zivota svatych a i to mélo
Sva prisna pravidla. Jak je vidét, prvni kiest'anské doby byly malitstvi i sochaistvi krajné
nepriznivé. V této dobé se neobjevovaly Zadné pokusy o znazornéni prostoru.

Postupem c&asu se ale situace stava priznivéjsi. Pro dgjiny malitstvi byla zvlaste
vyznamna doba gotiky. Gotika obnovila staré znalosti realistického ztvarnéni postav,
dokonce se objevovaly snahy umélct o perspektivni zndzornéni predméti, nelze vSak
jesté hovotit o linearni perspektivé, nebot’ tehdejsi maliti tvorili sva dila spiSe intuitivné.
V posledni fazi dochédzelo i k pokusim o realistické zobrazovani prostoru. Av3ak
uvédomelé hledani zakonitosti perspektivy je prokazatelné az ke sklonku doby gotické
a prevazné pak v obdobi nastupujici renesance.

Mezi piedstavitele vrcholné gotiky patii Ambrogio di Bondone,* zvany Giotto, ktery
jako jeden z prvnich malita usiloval o realistické zobrazovani skute¢nosti. Jeho obrazy
nejsou vysledkem geometrickych konstrukci, ale vysledkem intuice a dlouhodobého
pozorovani. Na tehdejSi pozorovatele pasobily jeho obrazy takika jako skute¢nost, i kdyz
v jeho dilech nalézadme jesté chyby v perspektivnim zobrazovani. Rovnobézné piimky se
jednou zobrazuji jako rovnobézky, podruhé jako riiznobézky. Oviem jeho ztvarnéni
s naznaky perspektivy, télesnost postav byly zakladem, na némz se mohlo dale vyvijet
renesancni malifstvi.

2.3 Renesance

Tento umeélecky sloh a zaroven i historickd epocha se vyznacoval zesvétsténim,
individualismem a navratem k antice. Umélci vidéli v renesanci znovuzrozeni pravého
umeéni a kultury. Datuje se priblizng od 14. do 17. stoleti, kolébkou nového uméni byla
Florencie. Hospodaisky rozvoj a bohatstvi italskych mést byly hlavnimi pfic¢inami vzniku
tohoto uméleckého sméru. Prosperita mést vedla k rozvoji stavitelstvi, sochaistvi
i malifstvi. Pocinaje renesanci zacali byt vyznamni umélci, zejména ve Florencii,
zahrnovani poctami a spolec¢nost je zacala pokladat za intelektudly a ne za pouhé
remeslniky, jak tomu bylo ve stiedoveéku. Zakladem uméni byla véda. Umélci té doby
studovali optiku, zabyvali se geometrii, mechanikou, pitvali zviteci i lidska téla, aby
pochopili jejich anatomii, pozorovali ptirodu. Celkové se velmi zaslouZili o rozvoj
ptirodnich veéd.

Renesance davala umé&lcam prostor pro to, aby mohli navazat na své stiedoveké
predchiidce a jejich intuitivni pouZivani linedrni perspektivy geometricky odavodnili.
S rozvojem renesance se mezi malifi rozSifovala znalost pravidel linearni perspektivy

! ltalsky malii a architekt, Zil v letech 1267 a7z 1337. Mezi jeho nejznéméjsi dila patii série fresek ze Zivota
sv. FrantiSka v Assisi, vyzdoba kaple signora Enrika Scrovegniho v Padové zobrazujici Zivot Panny Marie
a JeZide Krista. Dalsi jeho dila jsou VVyhnani d’abli z Arezza, Sen biskuptv, VzkiiSeni Drusiany, Nanebevzeti
Jana Evangelisty, ...
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aumélci téchto zasad plné vyuzivali. Prvni renesan¢ni umélec, ktery si prokazatelné
osvojil principy linearni perspektivy, byl Filippo Brunelleschi.? Brunelleschi zt&lesioval
renesan¢ni ideal vsestranng vzdélaného c¢lovéka s univerzalnimi zajmy. Je autorem
mnoha matematickych a architektonicko-teoretickych studii. Poprvé urcil a dokazal
zakladni prvky linearni perspektivy. Mezi maliti vSak jeho metody nebyly piili§ prijaty.
Leon Battista Alberti® ve svém spise O maliistvi uvedl zakladni poznatky o linearni
perspektivé v systém. Upozornil na chybnost florentské metody konstrukce pavimenta
apopsal dvé spravné konstrukce pavimenta tzv. costruzione legittima a costruzione
albertina. Kromé skute¢né piesnych konstrukci pavimenta v pracelné poloze uzivali
mnozi malifi fadu dalSich postupii — vétSinou ale chybnych. Kromé florentské metody to
byla napt. Holbeinova konstrukce. Chybn¢ zkonstruované pavimentum vSak nemuselo
byt na obraze ndpadné. VétSinou byla zakreslena jen jeho ¢ast a Uhlopricky Gtvercové
dlazby, u kterych dochéazelo nejéastéji k chybnému zobrazovani, se v dilech vétSinou
nijak nezdaraziovaly. O raznych konstrukcich pavimenta se do¢teme napi. v [1] nebo
[5].

Dal$im teoretikem linearni perspektivy byl Piero della Francesca.* Patiil k piednim
tvarcim rané renesance, soustiedil se predevsim na barvy a svétlo v obraze. Jeho obraz
Bicovani Krista je pozoruhodnou ukézkou presné perspektivni konstrukce. Hloubkové
ptimky se na tomto obraze sbihaji do jednoho bodu, je mozné urgit i horizont.
V zobrazeni pavimenta se vSak objevuji jeSté nepresnosti.

Kromé zobrazovani ¢tvercové dlazby se maliii setk&vali i s dalSimi Ukoly jako napt.
se sestrojenim perspektivniho obrazu kruznice ve vodorovné roviné. Prvni z malitd, ktery
ve své malbg zobrazil obraz kruznice ve vodorovné roving presnég, byl Sandro Botticelli.”

Ziejmée prvni, kdo si uvédomil vyznam Brunelleschiho experimentt s perspektivou,
byl Masaccio.® Masaccio je povazovan za priikopnika renesancni malby. Jeho slavna
freska Svata trojice piedstavuje dokonalou perspektivni konstrukci. Lidé si zprvu mysleli,
Ze umélec udélal do zdi otvor, tak bylo zobrazeni imaginarni architektury, vyklenku
a valené klenby piesvédgivé.

Velkym inovatorem v oblasti perspektivniho zobrazovani byl bezesporu slavny
Leonardo da Vinci (1452-1519). Piedstavoval prototyp tviréiho renesanéniho ¢lovéka,
nebot” prokazoval znalosti ve vSech oblastech tehdejSich ptirodnich véd, techniky,
architektury, sochaistvi i malitstvi. Za zminku jisté stoji, Ze se zabyval i nelinearnimi
perspektivami. Jeho touha po absolutni dokonalosti ho stale nutila zlepSovat dosaZené
vysledky, coz bylo pfi¢inou, Ze dokoncenych dél zanechal velmi malo. Piikladem je jeho
skica Klanéni tii krélt s podrobnym rozborem pouZzité perspektivy. Mezi jeho dalsi
slavna dila patii Zvéstovani, Posledni vecere, Madona ve skalach ¢i Mona Lisa. Zajimavé
je, Zze Leonardo ve svych obrazech pouZiva vyhradné pracelné polohy pavimenta.

Predstavitelem vrcholné renesance byl Michelangelo di Lodovico Buonarroti Simoni
(1475-1564). Proslavil se jako sochat (socha Davida, Pieta), architekt (bazilika sv. Petra
— Ustiedni prostor a kupole chramu) a malit. Byl genialnim umélcem, posedly hledanim
dokonalosti a snahou dokéazat, Ze je nejlepSi. Mnohdy sva dila po dokonceni zamérné

2 \/yznamny italsky sochaf a architekt, Zil v letech 1377 aZ 1446. Proslavil se stavbou velkolepé kupole na ka-
tedrale Santa Maria del Fiore ve Florencii, podilel se na vystavhé baziliky San Lorenzo ve Florencii. Nevénoval
se pouze cirkevni architektuie, ale je také autorem florentskych renesancnich palact. Dalsi informace je mozné
nalézt ve [3] a [6].

® Italsky humanista, architekt, teoretik uméni, spisovatel a matematik, Zil v letech 1404 aZ 1472.

* Italsky malit a teoretik uméni, Zil v letech 1416 az 1492.

® Italsky mali¥, Zil v letech 1445 a7 1510. Mezi jeho nejslavngjsi dila patii Zrozeni Venuse, Primavera nebo ilu-
strace k BoZské komedii.

® vyznamny italsky malit, Zil v letech 1401 aZ 1428. Je povaZovan za zakladatele renesanéniho maliistvi.
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poskodil, kdyZ snimi nebyl spokojen. V maliistvi se nejvice proslavil vyzdobou
Sixtinské kaple ve Vatikanu. Jako umeélec, ktery znal perspektivu v takové miie, Ze mohl
vyuZivat jeji prednosti, si ale také uvédomoval svazujici rysy jejiho uzivani. Védeél, ze
¢loveék neobsdhne velkou plochu obrazu jednim pohledem a Ze obrazy jsou navic na
okrajich zkresleny. Proto se nedal strhnout celkovou plochou stropu Sixtinské kaple, ale
rozdélil ho na nékolik oddélenych ¢&asti, které perspektivné vyieSil zvlast a vzajemné
kompozi¢né propojil.

DalSi vyznamni umélci renesanéniho obdobi a jejich vyzna¢na dila jsou popsany ve
[3], [4] a [6].

UplIné znalosti zasad linearni perspektivy bylo dosazeno v obdobi renesance. V tomto
obdobi i v obdobich pozdgjSich, jako napi. v baroku, se jiz setkavdme s obrazy se
spravnym perspektivnim zobrazovanim prostoru.

2.4 Dalsi vyvoj

Postupem ¢asu malifi linedrni perspektivu opé&t opoustéli. V nekterych modernich
uméleckych smérech nebylo hlavnim Ukolem zobrazovat co nejvérnégji skute¢nost. Maliti
v linedrni perspektivé jiz nemohli objevit nic nového. Obrazy z téchto obdobi nejsou
svazany tradi¢nim perspektivnim vidénim. Postupné se vyviji abstraktni malitstvi.

3 Zavér

Podali jsme ptehled vyvoje v zobrazovani prostoru. Zamérili jsme se predevsim na
obdobi renesance, kdy doSlo k Uplnému odhaleni zakonitosti linearni perspektivy.
Podrobnégjsi popis vyvoje perspektivniho zobrazovani a dalSiho vyvoje v zobrazovani
prostoru v nékterych modernich uméleckych smérech by mohl byt zajimavym ndmétem
napiiklad pro diplomovou praci.
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RUKOPIS BAKHSHALI

IRENA SYKOROVA

Abstract: The Bakhshali Manuscript is the name given to an ancient Indian mathematical
work written on birch-bark. It was discovered in 1881 near the village Bakhshali. The
manuscript is incomplete, its author and date are unknown. In the Bakhshali Manuscript
there are several interesting problems such as solving of linear equations, solving of
quadratic equations and the methods for calculating square root, examples of the rule of
three, progressions and so on.

1 Uvod

1.1 Objeveni rukopisu

Na severozapadé Indického poloostrova, v dneSnim Pakistanu, pobliz vesnice
Bakhshali objevil v roce 1881 sedldk pracujici na poli pod hromadou kameni popsané
kousky biezové kiiry. Sviij zajimavy nalez oznamil, rukopis se dostal az ke guvernérovi
Pandzabu. Ten jej na radu britského archeologa a indologa A. Cunninghama (1814-1893)
naiidil poslat do Kalkaty, kde jej zacal studovat britsky orientalista A. R. Hoernle (1841-
1918). Po jeho smrti se s nim zabyval G. R. Kaye (1866-1929) a mnozi dalsi.

1.2 Popis

Rukopis se sklada ze 70 listki brezové kury, z nékterych se vSak zachovaly jen
fragmenty; nejvétSi listek meéri 14,5 krat 8,9 centimetru. V dobrém stavu je 35 listkd,
pouze mirné poskozenych je 16, silné poSkozenych je 7, z 11 listka se zachovaly pouze
torza a 1 listek je zcela prazdny, tj. nepopsany. Pozdéji se podatilo z nékterych ulomkua
rekonstruovat ¢ast pivodni stranky. Listkim byla pridélena ¢isla 1 az 70 (viz [5]). Dnes
je rukopis uloZen v Bodleian Library, univerzitni knihovné Oxfordské univerzity.

Nalézt spravné poradi listki popsanych z obou stran bylo obtizné, protoZze chybélo
¢islovani lista na levém okraji rubové strany, které byva obvyklé u starych sanskrtskych
rukopisi. Podle G. R. Kaye ocislovani listki neodpovidalo jejich pofadi v rukopise
a navrhl jejich nové uspoiadani (viz [5]). Porfadi liski pomohl urgit nejen obsah textu,
napf. ¢islovani nékterych pravidel nebo pokracovani prikladu na dalSim listku, ale
i zkoumani kury, stopy sukt nebo barevné odlisné skvrny v kife.

Rukopis bohuzel neni kompletni, neni ani jasné, jak velka ¢ast se zachovala, vétsi ¢ast
je patrné znicena. Zacatek i konec rukopisu je ztraceny, neni tedy zndm ani autor ani
ptvodni nazev.

Rukopis je napsan pismem Sarada pouzivanym hlavné na severozapadé Indie. Jazyk,
kterym je rukopis napsan, povazoval G. R. Kaye za sanskrt s nezvyklou gramatikou
uzivany v 11. a 12. stol. n. . na severozapadé Indie, zatimco A. R. Hoernle tvrdil, Ze jde
o dialekt ghata nebo néjakou formu severozapadniho prakrtu, které se pouzivaly kolem
3. stol. n. |. a predchézely klasickému sanskrtu.
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Staii rukopisu je predmétem mnoha diskusi. A. R. Hoernle povazoval rukopis za préci
ze 3. nebo 4. stol. n. I, zatimco G. R. Kaye datoval jeho vznik az do 12. stoleti,
a dokonce zpochybnoval pravost rukopisu. Objevily se i ndzory, Ze dilo pochazi ze
7.stol. n. I. (T. Hayashi, viz [6]) nebo, Ze se jednd o pozdgjsi kopii pavodniho dila
z pocatku naSeho letopoctu (viz [4]).

2 Obsah rukopisu

2.1 Struktura rukopisu, zapis ¢&isel

Dochovana c¢ast rukopisu Bakhdhali je prevazné aritmetickd a algebraicka, text se
sklad4 z pravidel a prikladt. Pravidla (sttram) jsou psana ve verSich a obvykle ¢islovana,
neni v8ak uvedeno, jak byla odvozena. Zpisob vyjadieni pravidel neni ptili§ srozumi-
telny, ke spravnému pochopeni bylo nutné studovat ptipojené piiklady (udédharanam).
Piiklad zacina zkratkou uda a kon¢i otdzkou. Zadani jsou zapsana slovy, pak nékdy
nasleduji jesté formalni vyjadieni (sthapanam) se zkratkami a ¢isly. V feSeni (karanam)
jsou neékdy citovany ¢asti pouzitych pravidel. Nakonec je provedena zkouska
(pratyayam). Konec kazdého pravidla je za poslednim piikladem oznaéen symbolem

—°i'— a take ¢islo pravidla je uvedeno az na konci.

U né&které zkousky je jeSté pripojen termin pratyaya-trai-réSikena (zkouska pravidlem
tif) nebo pratyaya-ripona-karanena (zkouska metodou rdpona). Zkouska se v nékterych
Ulohach provadéla dosazenim vysledku do zadéni, nékde jako provéteni spravnosti vy-
poctu slouzilo feSeni pivodniho problému provedené jinym zpisobem.

V rukopise se uz pouzival pozi¢ni zépis ¢isel v desitkové soustave, v feSeni priklada
se vyskytovala velka ¢isla (obsahujici az 23 ¢islic). Byla vétSinou zapsana do ,,bunék*,
nékdy byla pouze oddélena jednou nebo dvéma svislymi ¢arami, bézné bylo pouzivani
zlomku. V textu se ¢asto vyskytuji zkratky, a to nejen misto matematickych symbola
nebo k vyjadieni jednotek, ale i misto béZznych slov.

V rukopise se pouzivaji zakladni aritmetické operace — s¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni, chybi vSak popis, jakym zpasobem se operace provadély. Nalezneme jen
formalni vyjadieni vyrazi a vysledky. Symboly pro aritmetické operace jesté ne-
existovaly, proto jsou operace vyjadieny slovy nebo zkratkami, napt. bha (bhaga)
umisténé za vyrazem znamenalo, Ze jde o délitele, Se (Sesha) oznacovalo zbytek, mu
(mula) byla zkratka pro koien, tj. druhou odmocninu, pha (phala) znamenalo odpovéd,
reSeni. Zvlastnosti rukopisu je vyskyt znaménka ,+“, které bylo umisténé za ¢islem
a znacilo zapornou hodnotu, resp. oznacovalo ¢&islo, které se mélo odegist.

V algebraické ¢asti rukopisu Bakhshali jeSte¢ neni oznaceni neznamych ustaleno;
nékde je pro nezndmou pouZzit stejny symbol jako pro nulu, tj. tecka (neznamé,
nepiitomné mnozstvi), nékde jsou nezndmé veli¢iny oznacené zkratkami slov.

2.2 Pravidlo t¥i

Pro pravidlo tii se ve staré Indii uZival nazev trairasika (tfi ¢leny); bylo fazeno mezi
aritmetické operace, coz bylo bézné i pro arabské a stiedovéké texty. Tti dané ¢leny jsou
p (zkratka slova praména, divod), f (zkratka slova phala, vysledek) a i (zkratka slova
iccha, poZadavek). Pravidlem tii se feSily ulohy zaloZené na piimé umérnosti: jestlize p
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dava f, kolik d& i? Hledalo se tedy c¢islo x z rovnice %:Lp = x=% (viz [3]).

Pravidlo t¥i bylo ve staré Indii velmi cenéné, protoze bylo snadné a bylo mozné je
jednoduchym zptisobem pouzit pii feSeni b&znych problému. V rukopise Bakhshali se
vyskytuje jako ptima metoda vypoctu nebo slouzi ke kontrole spravnosti vypogtu.

2.3 Metoda regula falsi

Metoda regula falsi byla popsana ve vSech starych indickych matematickych dilech.
Tato metoda je znama uz ze starého Egypta a Mezopotamie (2. tis. pf. n. I.), s jeji pomoci
se obchézelo ptimé déleni (viz napf. [1]). VétSinou se uZivala k feSeni rovnice typu
ax = p. Postupovalo se tak, Ze se zvolilo za x vhodné &islo x, (odhad), vypocital se

; woEa T . : » X .
sougin ax,= p,, a pak se feseni pavodni rovnice vypocitalo ze vztahu x = p—2 (viz [3]).
0

. . . P Xy . yvr o x
Pti vhodné volbé x, byl vypocet neznamé ze vztahu x = p—> jednodussi nez ze vztahu
0

x=2_ v rukopise Bakhshali se touto metodou ieSila i rovnice ax+b=p. Zvolila se
a

hodnota x, a vypocitala se hodnota ax, +b = p,. Spravna hodnota x se pak vypocitala

podle vzorce x = x, + R0
a

2.4 Metoda rapona

Metodou riponé se pocital soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (viz [5]).
Oznacime-li prvni ¢len posloupnosti a , diferenci d, pak vypoget sou¢tu prvnich n ¢lena

(n—1)d

takové aritmetické posloupnosti odpovida uziti vzorce s ={ +al}n. V rukopise

je prvni ¢len aritmetické posloupnosti oznacovan zkratkou @ (adi-dhana, prvni &len),
diference u (uttara, diference, piebytek) a pocet ¢lent pa (pada, krok, tedy pocet krokt
v posloupnosti). Také Ulohy o posloupnostech byly zndmé uz v Egypté a Mezopotamii
(viz napt. [1]).

Na listku oznaceném folio 9 recto je zajimava Uloha, kterou A. R. Hoernle formuloval
takto (viz [5]):

Na jistou hostinu je prvni den pozvan jeden brahman a kazdy nasledujici den dalsi
brdhman. Na jinou hostinu je pozvano kazdy den deset brahmanii. Za kolik dni bude
pocet brahman: stejny a kolik jich bylo pozvano?

Pocet brdhmand na prvni hosting tvoii aritmetickou posloupnost, kde a, =1 a d =1.
(n—1)d

Dnes bychom podobnou Glohu feSili pomoci rovnice { +al}n =10n, ze které se

2(10-4a,) 2(10-1)

vyjadii n, tj. n= +1, a po dosazeni se vypo¢ita n= +1=19. Pavodni

postup vypocétu odpovidd tomuto vzorci, neni vSak zcela jasné, jakym zpusobem byl
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chapan. V pripojené zkouSce se pocet brdhmani pozvanych na prvni hostinu pogital
metodou rdpona (viz posledni fadek na obr. 1).

Obr. 1. Folio 9 recto

r . shth . . c¢ch i uda || [ord
. maptarhdvijanmabhi | tatpunastesamarnbhaktvada .
ssamaptavan n:llilk])}':l_\‘;l\-|‘\;|111-;.~||u;i(-h:|i\’-lluknﬁ\i]ll‘ﬁ)(kmi S
1 ;. pa ‘i' [Iuhrlhmh 1;3 I karaparin || labdharhdvigupitarnkritvatatia

L
bdharh | 10 dvigunaih | 20  tathadynnarn | 18
1

. vibhajitarh | atrottaram | 1 anenabhaktvajatamtade
karh 2{91 ayamprashnaprahiind ekonaviréati | sthiipn .

pratyayarn | @ L | u 1 [pa 19 riiponakaranenaphalam | 1
1 1 1

2.5 Vypodet druhé odmocniny

Pozoruhodny je pomérné presny vypocet druhé odmocniny (viz [5]). Pravidlo je sice
poSkozené, ale vyskytuje se na trech listcich, proto je bylo mozno spolehlivé rekon-
struovat. Vypocet priblizné hodnoty druhé odmocniny ¢isla, které neni ¢tvercem, bychom

dnes mohli vyjadit vzorcem /Q =+va? +b = a+2£=q1, kde a?<Q=a’+b<(a+1?>.
a

2 2
Plati totiz /Q =+a’+b <\/a2+b+(%] =\/(a+£j =a+%=ql, tedy @, >.Q.

2a

Podobnym zpisobem byla pocitana i druh& aproximace hledané odmocniny. ProtoZze
prvni aproximace g, byla vétsi neZ hledana odmocnina, bylo tieba tuto hodnotu zmensit.

2
Oznacime r=qf—Q=(2£j a pak druhou aproximaci dané odmocniny lze pogitat
a

]2
2 (
jakO JQ _—1/q12_r< qlz_r+(_J _—ql_L—a_F__—_

2q, . 2 Z(a N b)
2a
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Na listu folio 65 verso je pocitana +481. Prvni aproximace je /481 = % =21,95238.

424642

Na listu folio 56 recto je uvedena druhd aproximace jako /481 = 19360 21,93172.

Tato hodnota se lii od spravné hodnoty 21,9317121... aZ na patém misté za desetinnou
garkou. Takto pogitali hodnotu druhé odmocniny jiz ve staré Mezopotamii (viz napk. [1])
a podobng se pocitaly odmocniny i ve stiedovéku (viz napt. [2]).

2.6 DalSi typy priklada

Rukopis obsahuje nékolik piikladt, které vedou na soustavy line&rnich rovnic, na
kvadratické rovnice, dale na Glohy o pohybu, na razné Glohy o majetku, nalézaji se zde
i priklady na posloupnosti apod.

Pii reSeni soustav linearnich rovnic nebylo jednotné znaéeni neznamych, napi. na listu
s oznacenim folio 29 verso je soustava péti linedrnich rovnic s p&ti neznamymi, které jsou
oznacené jako pra, dvi, tr, ca, pam, coz jsou zkratky slov prvni, druhy, treti, ¢tvrty a paty.
Listek je hodné poskozen, proto je zadani Glohy nejasné. Je zde vSak uveden postup te-
Seni soustavy rovnic x, +x, =16, X, +X, =17, X;+X, =18, X, +X; =19, x;+x, =20.
Nejprve se od ¢étvrté rovnice odecetla tieti, pricetla druhd a odecetla prvni, tim se ziskala
rovnice x,—X, =19-18+17-16=2. Odtud se vyjadtilo X, a dosadilo do posledni
rovnice, tj. 2x,+2=20. Tato rovnice je jednoducha, mohla by se tesit ptimo. Piiklad
vSak mél pravdépodobné slouZzit jako ,,demonstra¢ni, proto se pro reSeni této rovnice
uzila metoda regula falsi. Zvolilo se X, =10 a pak se postupnym dosazovanim do prvnich
&tyt rovnic dopogcitaly dal$i nezndmé X, =6, X, =11, X, =7 a X, =12. Potom by
posledni rovnice byla X, +X, =22=p, # p=20. Nyni se uzitim metody regula falsi

- L PP 20-22
a

vypoditala spravnd hodnota podle vzorce x, =X, , tedy x, =10+ =9,

a z dalSich rovnic se ziskaly spravné hodnoty i ostathich neznamych x, =7, x, =10,
X, =8 a x; =11.

Obr. 2. Folio 29 verso

’ 29 VERSO
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Na listu folio 27 verso je jeSté zkousSka.

[2v.] »

masyadhanarh | eshaanukkramenapiivvokt . sth . . i

9 pral] T dvi|10 tri | 8 cha (11 pam| yutamjatampratyaik

10 tri ' 8 cha

m

m 11 pari' 9 pra | 18 | 17 | 18 | 10

. ah sarvatra karayet ||

Na listu ozna¢eném folio 3 verso jsou nezndmé oznacené a, ha, (, tj. zkratkami slov
adva, haya (druhy koni) a Ushtra (velbloud). Zadani piikladu lze vyjadFit takto (viz [5]):

Jeden vlastni 7 koni asva, druhy 9 koni haya, t/eti 10 velbloud: UGshtra. Kazdy da
jedno své zvife kazdému z ostatnich, a pak jejich majetky maji stejnou hodnotu.
Pot/ebujeme nalézt pivodni majetek kazdého kupce a cenu kazdého zvirete. Jsi-li chytry,
roz/e$ hadanku.

Oznacime-li neznamé (ceny zvitat) x, y, z (v rukopise a, ha, 0), pak po darovani maji
vsichni stejng, tedy plati 5x+y+z=x+7y+z=x+y+8z, a po snadné Upravé lze
rovnice upravit do tvaru 4x+(x+y+2)=6y+(x+y+2z)=7z+(x+y+z). Odtud je ziej-

mé, Zze 4x=6y =7z =Kk, pro jednotlivé nezndmé plati x = % y= % , 2= ; , jejich soucet
jeroven x+y+z =% %+$ =Wk . Pro pohodIné pocitani se zvolilo k =168,

pak x=42, y=28 a z=24. Zbyva jesté urcit hodnotu majetku kazdého kupce, prvni
kupec mél 7x=294, druhy 9y =252 a tieti 10z =240. Za feSenim patrné nésleduje
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zkouska, kterou se ovéfuje rovnost majetkt po darovani, tj. 5-42+28+24 =262,
42+47-28+24=262, 42+28+8-24=262.

Postup vypoctu je v rukopise popsan takto (viz [5]):

Dané majetky 7 a, 9 ha, 10 G zmen3ené o 3, [jsou] 4, 6, 7. Nasobenim kazdého
ostatnimi 168, 168, 168, deleni [kazdym z nich] ? % @ dava 42, 28, 24.

Pocéatecni majetky 294, 252, 240, stejné majetky 262, 262, 262.

Obr. 3. Folio 3 verso
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3 Zavér

Ulohy uvedené v rukopise podavaji zajimavéa svédectvi o Zivoté spolegnosti ve staré
Indii. V prikladech se objevuji jména raznych boha, kterym byly ptinaSeny dary a obéti
(Siva, Vasudeva), jsou zmingny historické udalosti i legendy. Jsou uvedeny i nazvy
starych jednotek délky, vahy, objemu, ¢asu a mény. Také je moZzno nalézt stard jména
riznych zvitat (slon, kan, velbloud, krava, had, sup), ndzvy potravin a koreni (pSenice,
je¢men, ryze, sal, afrén) i vyrazy pro zlato a Zelezo. V n&kterych ulohach jsou cenné
informace o tehdejSich znalostech vesmiru (denni draha Saturnu).
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Rukopis Bakhshali je rozhodne velmi zajimava prace, i kdyz okolnosti jejiho vzniku
jesté nejsou zcela vyjasnény. Pripomenme, Ze roku 1931 vysla kratka recenze v CPMF

(viz [7]).
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POCATKY TEORIE MATIC U NAS,
OBZVLASTE WEYROVA TEORIE

MARTINA STEPANOVA

Abstract: The aim of the paper is to introduce main results which are connected with
the theory of matrices and which were enunciated in the Czech lands to the end of
the 19" century. Czech mathematician Eduard Weyr published his original worldwide
reputable results in the second half of the 19" century. We also mention some Czech
textbooks on algebra which were written in this period.

1 Uvod

1.1 Vyvoj teorie matic v éeskych zemich v kontextu vyvoje svétového

Teorie matic je pomérné mladou oblasti matematiky, pojem matice lze v3ak
vystopovat jiz v dobé& pred naSim letopoétem ve spojeni s feSenim soustav linearnich
rovnic. Na mysli mdme zejména ¢insky postup feSeni soustavy linedrnich rovnic, ktery
odpovida Gaussovu elimina¢nimu algoritmu. Teorie matic se vSak nevyvinula ptimo ze
studia koeficientd téchto rovnic, jak by se dalo predpokladat. Za jakési mezistupné
miZeme oznacit vznik a nasledny rozvoj teorie determinant a teorie bilinearnich
a kvadratickych forem. Rada svétovych matematikt sestavovala koeficienty vyskytujici
se v soustavach linearnich rovnic do algebraickych vyrazu, které vyjadiovaly jednotlivé
neznamé. K vyrazu, ktery dnes nazyvame determinantem, dospél némecky matematik,
filozof a diplomat G. W. Leibniz (1646-1716), za zrod teorie determinantt je nejéastéji
povazovano zverejnéni tzv. Cramerova pravidla v monografii Svycarského matematika
G. Cr?mera (1704-1752) Introduction a lanalyse des lignes courbes algébriques z roku
1750.

Némecky matematik, astronom afyzik C.F.Gauss (1777-1855) prifazoval na
pielomu 18. a19.stoleti kvadratickym formam jejich diskriminant,® koeficienty
kvadratickych forem zacal umistovat do tabulek. Uspotddani koeficientt vSak zavedl
jinym zptsobem, neZ jsme dnes zvykli. Symetrickou matici reprezentujici kvadratickou
formu v dneSnim tvaru, uvedl az Gaussuv zak F. G. M. Eisenstein
(1823-1852). Postupné se schylovalo ke vzniku teorie matic. Za tento okamzik je
nejéastéji oznaceno publikovani prace anglického matematika A. Cayleyho nazvané
sugestivné A memoir on the theory of matrices z roku 1858.% Trvalo viak jests asi pét
desetileti, neZ se maticova ie¢ ujala.

Vznik teorie determinantt tedy predchazel zrodu teorie matic o vice neZ jedno stoleti.
I po vzniku teorie matic v8ak byla stale vétSina poznatka formulovéna v te¢i bilinearnich
a kvadratickych forem a pretrvaval daraz na teorii determinantt.

! Cramerovo pravidlo viak znal jiZ roku 1729 skotsky matematik Colin Maclaurin, ktery je viak nepopsal
dostatecné presné (neuvedl napiiklad zptsob teSeni soustavy se singularni matici). Diskuzi k oznageni
zakladatele teorie determinantt mtize ¢tenéf nalézt v [1].

2 Slovo diskriminant je zde uvedeno vzhledem k dnesni terminologii, Gauss toto ¢islo nazval determinant.

% Rovng? otazka zakladatele teorie matic je stale diskutovana. Pro bliz$i seznémeni s problematikou viz opét [1].
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Situace v &eskych zemich odpovidala evropskému vyvoji. Cesti matematikové
publikovali prace z teorie determinanti vyrazné diive nez z maticového poctu. Presto
mezi nimi mazZeme nalézt védce, ktery pracoval jingym zptisobem, nez bylo tehdy ve svété
b&zné. Touto vyjimkou je Eduard Weyr, ktery v dob¢ pretrvavajiciho uzivani fec¢i forem
vyjadroval své vysledky jiz v fe¢i matic a snazil se jako jeden z prvnich matematika na
evropském kontinenté sjednotit teorii matic s teorii bilinearnich a kvadratickych forem.
Jeho znalost matematického aparatu byla na svétové Urovni, k nékterym otazkam

pristupoval ze zcela jiného, modernéjSiho pohledu nez ostatni svétovi matematici.

1.2 Prvni préce z teorie forem a prvni u¢ebnice algebry

Pomineme-li stiedovéké pocetnice a nékteré algebraické vysledky, které byly
formulovany v rdmci praci zamétenych na jiné oblasti matematiky,* nelze v souvislosti
s ¢eskymi zemémi az do poloviny 19. stoleti mluvit o dilech, ktera by se soustavnéji
vénovala algebte. Tato situace se v3ak po poloving stoleti za¢inala ménit.

Videnska akademie v&d vydala roku 1858° praci farare a suplujiciho gymnazialniho
profesora Vaclava Simerky (1819-1887) Die Perioden der quadratischen Zahlformen bei
negativen Determinante, ktera byla predtim, ziejmé v jiné podobé, odmitnuta Kralovskou
ceskou spole¢nosti nauk. Vénovala se v té dobé znaéné zkoumané teorii kvadratickych
forem; autor zjednodusil a upravil Legendreovu metodu pro skladani dvou kvadratickych
forem a zkoumal mimo jiné aplikace kvadratickych forem kfteSeni neurcité rovnice
ax? + bxy + cy? = pz".

Roku 1863 byla v Praze vydana Simerkova Algebra cili poctarstvi obecné, ke které
autor ptipojil zékladni poznatky z diferencidlniho a integrélniho poc¢tu. Publikace byla
schvélena ministerstvem jako ucebnice pro stiedni Skoly, zminény pripojeny piehled
matematické analyzy byl nasledujiciho roku vydan samostatné pod ndzvem Pridavek
k algebre.

Simerka byl prvnim ¢&eskym matematikem, ktery publikoval ¢lanek o teorii
determinantii.® Jeho odborné prace viak nevzbudily v&t$i pozornost.” V jisté mite se na
této skute¢nosti podilela i jeho izolovanost od matematické komunity, ktera mu zna¢né
komplikovala praci. Augustin Panek (1843-1908) uvadi v [10], Ze se ji ziejmé snazil
piekonat alespon svoji oddanosti matematice: ... Ize poznati, s jakou laskou myslitel nas
péstoval kralovskou vedu mathematickou az do posledniho dechu.

Rok po Simerkové algebte, tj. roku 1864, vysla Algebra pro stiedni $koly od Josefa
Smolika (1832-1915).°

* Napt. Bolzanovo zpresnéni Gaussovych dikazii zakladni véty algebry z roku 1817 uvedené v ramci prace
vénované teorii fad a teorii funkcei.

® Rok 1858 je uveden v ¢lancich [10] a [12]. Literatura [7] viak zmitiuje rok 1857, co? je rok odmitnuti prace
Kralovskou ¢eskou spole¢nosti nauk.

® Jde o stat’ Bestimmte Gleichungen des ersten Grades mit n Unbekannten geldst mittels der Permutationslehre
vydanou ve Vidni roku 1858. Pojednava o feSeni soustavy linernich rovnic pomoci Cramerova pravidla.

" Urcitou vyjimkou je spis Sila presvédceni. Viz Casopis pro péstovani matematiky a fysiky, 11(1882), 75-111.
Jeho némecka piepracovana verze Die Kraft der Ueberzeugung byla publikovana roku 1883 ve Vidni.

ucitelé v [3].
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2 Teorie determinantia ve 2. poloviné 19. stoleti

Ve druhé poloving 19. stoleti bylo u nas v algebte snad nejvice pozornosti vénovano
teorii determinantti. MuazZeme fici, Ze se jednalo vétSinou o kratSi prace, které vyznamné
piavodni mySlenky nepfindSely, ale spiSe opakovaly vysledky tou dobou jiz znamé
v zahrani¢i, rozvijely nepodstatné vylepSeni teorie ¢i jeji aplikace v ostatnich
matematickych disciplinach..

Martin Pokorny (1836-1900) vydal roku 1865 knihu Determinanty a vySSi rovnice,
kter4d je prvni cesky psanou ucebnici, jez je zvelké ¢&asti vénovana nauce
o determinantech. PieloZil téZ 1.dil ucebnice Richarda Baltzera (1818-1887) Die
Elemente der Mathematik.

V teorii determinantt pracovali F. J. Studni¢ka, K. Zahradnik, Ed. Weyr, J. Valenta,
M. Lerch, W. Matzka, L. Kraus, V. Jung, M. N. Vané&cek, F. Hoza, M. Pelnéft, O. Jezek,
A. Puchta adalSi. Nejsoustavnéji se této problematice vénoval FrantiSek Josef
Studnicka (1836-1903).

2.1 Determinanty v pracich FrantiSka Josefa Studni¢ky

FrantiSek Josef Studnicka byl vyraznou osobnosti ceské matematické komunity
2. poloviny 19. stoleti. Svoji nelnavnou praci pro fadu odbornych spolka (napi. pro
Jednotu ¢eskych matematika a fyzikd, Kralovskou ¢eskou spole¢nost nauk),
pedagogickou a organiza¢ni ¢innosti a vydavanim c&esky psanych ucéebnic poméhal
velkou mérou k rozkvétu ceské matematiky.

Teorii determinantt je vénovana znaéna ¢ast Studni¢kovych praci. Ani v nich viak
nenachdzime ptvodni vysledky, ale spiSe jen pozménéné postupy a speciélni pripady
v zahrani¢i znamych skutec¢nosti. Velkou pozornost Studnicka vénoval nékterym
zadkladnim poznatkam, napt. vypoétam determinantd, typam Uprav ¢i Laplaceoveé véte.
Zabyval se nulovosti determinantu v zavislosti na vlastnostech ptislusné matice,
determinanty symetrickych, antisymetrickych, persymetrickych,® reciprokych a jinych
specialnich matic i raiznymi funkcionalnimi determinanty.

Znacnou pozornost vénoval pojmam mocninny a sestavny determinant. Mocninnym
determinantem pfitom nazyval determinant tvaru
m

m, m,

a”t a” ... a
ay ay a;"
ar a” ... oapr

kde aj, @y, ..., a, jsou libovolna ¢&isla, m; =0 <my <..<mjy jsou &isla celd. Jedna se

tedy o obecnéji koncipovany Vandermondetav determinant, snimzZ jiz pracoval
Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
Etienne Bézout (1730-1783) a jini.

° V persymetrické matici se rovnaji prvky se stejnym souctem fadkového a sloupcového indexu.
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Sestavnym  (kombina¢nim) determinantem oznacoval Studni¢ka determinant
uspoiadany ze symetrickych funkci Ko, Ky, ..., Ky vytvotenych z prvka ay, ap, ..., an.
Tyto funkce jsou do radka v uvedeném poradi vepsany tak, aby byl kazdy dal$i radek
,»posunut alespon o jeden prvek doprava”.

Piikladem sestavného determinantu je

K, K, K, O 0
K; K, K; K, 0
1 K, K, K; K,
0 0 1 K, K,
0 0 0 1 K
kde
Ko = 1,

Ki=a;+ax+ - +ay,
Kz =aia, + ayaz + -+ + a1an + aza3 + axas + - + ap1ay,

Kn = a1azas ... 'an.

Studnicka také nachazel nékteré vztahy mezi mocninnymi a sestavnymi determinanty.

Ve své cdtyricetistrankové praci A. L. Cauchy als formaler Begriinder der
Determinanten-Theorie. Eine literarisch-historische Studie z poloviny osmdesatych let,
vyslovil ndzor, Ze skute¢nym zakladatelem teorie determinanti je Cauchy. Zafadil se tak
i mezi uznavané historiky matematiky.

Ptehled praci F. J. Studni¢ky se nachazi napt. v [6] (viz téZ [8]), pfipomenime zde jeSté
jeho ucebnice pojednavajici o determinantech: Gtla knizka O determinantech, ktera vysla
i némecky a rusky,'® ucebnice Uvod do nauky o determinantech a spis O determinantech
mocninnych a sestavnych, ktery roku 1897 ziskal cenu Krélovské ceské spolecnosti nauk.

3 Teorie matic ve 2. poloviné 19. stoleti

Teorii matic se v nasich zemich ve druhé poloving 19. stoleti zabyvali jen Eduard
Weyr (1852-1903) a Ludvik Kraus (1857-1885), jehoz pted¢asna smrt byla velkou
ztrdtou pro naSi matematickou obec. Zminéni matematikové se znali osobné, byli
piatelé;** byl to ziejma prave Kraus, ktery vzbudil Weyriv zajem o maticovy pocet.

10 N&mecka verze se jmenuje Einleitung in die Theorie der Determinanten. Fiir Studierende an Mittelschulen
und technischen Anstalten, ruska Nacal’naja osnovanija teorii Determinantov’ ili opred’litelej.

1 Uved'me pro zajimavost nktera pochvalné vyjadieni Eduarda Weyra na adresu Krause uverejndna v [15]:
... Gvahy dra. Krause vynikaji takovou presnosti a obsahuji tolik duchaplnych myslének, Ze je lze nazvati
pravymi perlami. ... Hlavnim cilem Zivota jeho bylo poznati pravdy mathematické; za tim cilem kracel neohlizeje
se ani po zevni slave ani po hmotnych vyhodéach ...
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3.1 Kréatka poznamka o Ludviku Krausovi

Ludvik Kraus absolvoval predndsky Felixe Kleina (1849-1925) v Mnichoveé a po ¢tyfi
semestry poslouchal v Berling Karla Weierstrasse (1815-1897) a Leopolda Kroneckera
(1823-1891). Roku 1881 se stal soukromym docentem na prazské univerzité, kde se
snazil své zahraniéni zkuSenosti piedavat dal. Jeho odborné schopnosti dokumentuje
skutecnost, Ze roku 1884 znal obecny dikaz Cayleyovy—Hamiltonovy véty.™

3.2 Eduard Weyr

RovnéZz Eduard Weyr ziskal mnohé své znalosti a zkuSenosti studiem v zahranici
(Gottingen, Patiz), roku 1874 se habilitoval na ¢eské polytechnice, roku 1876 na prazské
univerzité. Od téhoz roku byl mimofadnym a od roku 1881 r&dnym profesorem na ceské
polytechnice, od roku 1890 suplujicim profesorem na ¢eské univerzité v Praze. Blizsi
informace o zivoté Eduarda Weyra uvadi [2] nebo [11].

Uved'me nyni v chronologickém sledu jeho nejdileZitsjsi prace®® a vysledky tykajici
se teorie matic; nejprve viak zminme pokus o vydani trojdilné ucebnice Zakladové vyssi
algebry, kterou mél Eduard Weyr napsat se svym asistentem a pfitelem Véaclavem
Karlem Rehofovskym (1849-1911).* Zatimco prvni, Rehofovskym sepsany svazek
Theorie soumeérnych funkci kosenii vysel roku 1883, zbyvajici dva, které se mély tykat
eliminace, resultantt a determinantd, resp. teorie invarianti a kovariantd, publikovany
nebyly.

3.3 Piehled nejdilezitéjsich praci a vysledki Eduarda Weyra

Dne 25. dubna 1884 vystoupil Eduard Weyr na zasedani Kralovské ¢eské spole¢nosti
nauk s prednddSkou O zakladni vete vtheorii matric. Uvedl zde Krausiv dukaz
Cayleyovy—Hamiltonovy véty a poté svou pozménénou verzi.

V témZe roce v préci Sur la théorie des quaternions sestrojil pro matici M druhého
radu matici
M _ Qo Hy H
m_€"—-¢€ ~M+ﬂ1'e Hy E

e =
H—H, o~ Hy

kde E je jednotkovd matice agm,t jsou tzv. charakteristické koreny matice M.
Charakteristickymi kotfeny matice pritom Weyr rozumél jeji vlastni &isla.

Definoval také ptirozeny logaritmus log M matice M vztahem
eIog M_ M,

a byl tak jednim z prvnich matematik®, kteti s exponencidlou s maticovym argumentem
a logaritmem matice pracovali.

12 vysloveni Cayleyovy—Hamiltonovy véty bylo nejdileZitjsim vysledkem jiz zmingného &lanku A memoir on
the theory of matrices z roku 1858. Dukaz této véty vSak A. Cayley podal pouze pro matice fadu dva, naznacil
pro matice radu tfi a podotkl, Ze si nemysli, Ze by bylo nutné piedlozit obecny dikaz.

1 Prehled praci Eduarda Weyra sestaveny na zaklade seznamu Karla Petra z roku 1905 je uveden v [2].
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V roce 1885 vysel v Casopise pro pé&stovani matematiky a fyziky Weyrav &lanek
O re8eni linearnich rovnic tykajici se feSeni soustav linearnich rovnic a ve francouzském
dasopisu Comptes Rendus dva jeho kratké c¢lanky Sur la théorie des matrices
a Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces. V nich ve
stru¢nosti prezentoval svoji teorii charakteristickych ¢isel a s ni spojenou problematiku
typickych tvari matic. Vystavél ji na pojmu nulita matice.'® V &lanku Sur la théorie des
matrices uvedl sviij odhad nulity sou¢inu dvou matic:

n(A)<n(AlA)) <n(A) +n(Ar),i=1,2.

Problematiku uvedenou v obou ¢lancich pozdéji rozvedl a podrobné vysvétlil v préaci
O theorii forem bilinearnych a v jeji némecké verzi Zur Theorie der bilinearen Formen.

Vedle obecné zndmého pojmu charakteristické koteny (dnes vlastni ¢islo) zavedl
Weyr i svtij termin charakteristické ¢islo. Jestlize je A komplexni matice n-tého fadu a 4
jeji s-nasobny charakteristicky kofen, potom existuje prirozené ¢islo r, pro které je

NA-JE)<n(A-—JAE)?<--<n(A-JAE)"'=n(A-JE)"*'=....
Oznagime-li

n(A—ﬂE):al,
NA-JE)?’=m + oo,

NA-AE) " =an+ o+ - + op,

potom pfirozend ¢&isla o, oo, ..., o nazveme charakteristickd ¢isla prislusna
k charakteristickému kotrenu A. Plati pro né vztahy

o= 00220001 0ot -+ 0 =S,

Eduard Weyr uvedl velmi dilezity poznatek: systém vSech charakteristickych kotena
a pislusnych charakteristickych ¢&isel tvoii Uplny systém invarianti podobnosti matic
a ke kazdé pripustné volbé téchto invarianta je pridruzena ttida podobnych matic. Soubor
vSech charakteristickych ¢&isel ptislusnych ke vsem charakteristickym korenam se nazyva
Weyrova charakteristika. Dale sestrojil konkrétni matici M fadun majici dané
charakteristické kotreny a charakteristicka ¢isla a k této matici nalezl s vyuZzitim vztahu
X = Q M Q v3echny matice X patiici do stejné tiidy podobnych matic. P¥itom matice M
mé velmi jednoduchy tvar, ktery Ed. Weyr nazval typicky tvar. AZ na usporadani prvki je
to Jordanova matice.

5V té dobé uzivany pojem nulita matice znamena (pro &tvercovou matici) rozdil ¥adu a hodnosti matice. Pojem
nulita matice definoval James Joseph Sylvester (1814-1897) roku 1882 v praci On the properties of a split
matrix. Pojem hodnosti zaved| roku 1879 Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917) ve dvou ¢lancich (v jednom
pro &tvercovou matici, ve druhém pro obdélnikovou matici).
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V roce 1887 vyslo ve Véstniku Kralovskeé ¢eské spole¢nosti nauk Weyrovo pojednani
O binarnych matricich. Binarnymi matricemi ptritom Weyr nazyval matice druhého radu,
vylozil zakladni poznatky o téchto maticich a operacich s nimi. Prace slouzila piedevsim
pro popularizaci teorie matic a k objasnéni vztahu mezi maticemi a hyperkomplexnimi
¢isly. Pod 6pojmem kvaternion rozumél Eduard Weyr kvaternion s komplexnimi
koeficienty,” k odliseni kvaternionu s realnymi koeficienty pak pouzival piivlastku
redlny. Pozornost vénoval opét i kanonickym tvaram.

RovnéZ dokéazal, Ze celou i racionalni funkci matice M druhého tadu lze redukovat na
linedrni funkci tvaru oM+ fE, kde skalary o, f je mozno vyjadrit pomoci
charakteristickych koientt (E je jednotkovd matice). Jestlize jsou absolutni hodnoty
charakteristickych koient y4, 1, matice M mensi nez je polomér konvergence rady

p@) =) a;z’,
j=0
potom je definovana i matice
pM)=>aM’,
j=0

aplati ¢ (M) = oM + SE. Skaléry «, fse uréi pomoci fady ¢ (z).

Eduard Weyr se vénoval i komplanarnim maticim; matici komplanarni s matici M
pritom rozumél kazdou matici tvaru oM + SGE. Ukazal, Zze vSechny matice komplanarni
sur¢itou matici M jsou komplandrni navzdjem aZe vysledkem s¢itdni a nasobeni
komplanéarnich matic je opét matice komplanarni s maticemi, s nimiZ operace provadime.

Popsal téZ vztah mezi maticemi druhého fadu a hyperkomplexnimi &isly,'” konkrétngji
kvaterniony. Jsou-li Ji, Jz, J3, J4 Ctyfi linedrné nezavislé matice druhého radu, pak lze
kazdou matici M druhého radu psat ve tvaru

M= p1di + p2Jo + p3d3 + puda

a matice druhého Fadu povazovat za systém hyperkomplexnich &isel se ¢tyimi zadkladnimi
jednotkami. Nasobeni v tomto systému je zavedeno pomoci tzv. strukturnich konstant.

Eduard Weyr rovnéZz uvedl nékteré konkrétni volby zakladnich matic. Velmi
jednoducha je nasledujici varianta:

o0 L (01 (00, (00
“loo)"? loo)" (1 0) " o 1)

16 Kvaternion s komplexnimi koeficienty se v&tsinou nazyva bikvaternion.

¥ Krom& Eduarda Weyra se problematikou hyperkomplexnich &isel v deskych zemich ve druhé poloving
19. stoleti zabyvali i August Seydler (1849-1891), Matya3$ Lerch (1860-1922), FrantiSek Josef Studnicka, Jan
Odstreil (1837-1888) a jini.
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Pro volbu

nalezl Ed. Weyr matice

. (0 1 . (0o -1 _,_[+-1 o
(& Yooy (523

pro které platl' JoJo = J3 J3 =-J1a dale JoJ3=— J3 Jo =4
Souvislost mezi maticemi a kvaterniony pak vyjadril témito slovy:

Nyni jest patrné, Ze theorie matric jest totozna s theorii kvaternionui; staci libovolnou

matrici
{a b}
M=
c d

uvést do tvaru w + xi + yj + zk, kde w, X, y, z jsou skalary, t. j. do tvaru kvaternionu, aby
ona shoda byla patrna.

Dnes bychom ftekli, Ze kazdou matici M druhého fadu lze zapsat jako linearni
kombinaci ¢tyi matic druhého fadu, které tvoii bazi vektorového prostoru dimenze ¢tyii.
Mezi mnoZinou uspotrédanych ¢tvetic ¢isel uvaZzovaného télesa, kterd jsou koeficienty
linearni kombinace, a mnoZinou kvaterniona s koeficienty ztohoto télesa T existuje
bijektivni zobrazeni.

Nyni se jesté vratme k Weyrovu dalSimu spisu O theorii forem bilinearnych, ktery jiz
byl vySe zminén ajeho hlavni poznatky predstaveny. Vydala jej Kralovska ceské
spole¢nost nauk v roce 1889 a vyznamenala svou cenou. Ve spisu je jiZ uzivan termin
matice, v predchozich publikacich pouzival autor termini matrice a matrix. Némecky
psané verze Zur Theorie der bilinearen Formen, jejiz nékteré ¢asti jsou oproti ¢eskému
znéni rozvinuty a nékteré naopak zkraceny nebo dokonce vynechany, byla publikovana
roku 1890 v ¢asopisu Monatshefte fiir Mathematik und Physik. Znovu pfipomenme, Ze
jsou v téchto dvou pracich podrobné vyloZzeny vysledky uverejnéné v kratkych,
francouzsky psanych ¢lancich z roku 1885. A nejen v nich. Préce vysvétluji zakladni
fakta o maticich, pojednavaji o soustavach linearnich rovnic, o charakteristickych
kofenech, zpracovavaji problematiku kanonickych (typickych) tvara as ni spojenou
otazku podobnosti matic, snazi se o priblizeni teorie matic s teorii bilinearnich forem
a jejich transformaci.

Eduard Weyr rovnéz ukazal, Ze pomoci charakteristickych ¢isel 1ze vyftesit i problém,
ktery v maticové teci Ize formulovat takto: jak nalézt nutnou a postacujici podminku pro
existenci regularnich matic H, K, pro které je

P’ =HPK, Q’=HQK,
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kde P, Q, P”, Q” jsou matice fadu n, a metodu k urceni transformacnich matic H, K.

Na zavér uvedeme jesteé dva dosud nezminéné vysledky. K danému polynomu f nalezl
Ed. Weyr vSechny matice, pro které f (M) =0 a dokazal dalSi vztah tykajici se nulity
sou¢inu matic. UvaZzujeme-li dva nesoudélné polynomy @a w; potom nulita soucinu
matic ¢ (M) a (M) je rovna souétu nulit téchto matic, tj.

n(eM)- w(M))=n(pM)+n(yM).

4 Zavér

PiestoZe v teorii matic v naSich zemich do konce 19. stoleti pracoval soustavnéji
v podstaté jediny matematik, ato Eduard Weyr, byly jeho zasluhou nékteré ceské
vysledky znamy i v zahrani¢i (napi. J. J. Sylvesterovi) a byly na drovni tehdejsi svétové
matematiky. Se zdjmem vétSiho poctu ¢eskych matematiki se teorie matic setkala az ve
20. stoleti.

Acgkoli dnes neni Weyrova teorie charakteristickych ¢isel bézné zminovana, vraceji se
k ni i na prelomu tisicileti nektefi matematikové a pokouseji se o jeji vyloZeni z pohledu
dnedni matematiky. Naptiklad roku 1999 vySel v ¢asopisu The American Mathematical
Monthly ¢lanek Helen Shapiro The Weyr characteristic [13], ve kterém se k vysledkim
¢eského matematika autorka vraci a snazi se o jejich moderni vyklad.
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OD SHODNOSTI K TRANSFORMACIM

DANA TRKOVSKA

Abstract: The article deals with the historical background of the notion geometric
transformation from ages up to the 19th century. Significant moments when basic types
of transformations (isometry, similarity, geometric motions, axial affinity, central dilatation,
circular inversion, projection, stereographic projection, affine and projective transformations)
were introduced are mentioned as well as prominent mathematicians and their works.

1 Uvod

Prvni naznaky pojmu geometricka transformace Ize nalézt jiz ve starém Recku pied
vice neZ dvéma tisici lety. Zpocatku se jednalo pouze o vztah mezi dvéma rovinnymi,
piipadné prostorovymi objekty, ktery umoznil jednoduché reSeni rady geometrickych
problémd. S postupnym rozvojem matematiky se transformacim vénovala stale veétsi
pozornost, ziskané poznatky se prohlubovaly a zobeciovaly, zavadély se stale slozitéjsi
typy transformaci. Jejich aplikace v dalSich oborech lidské ¢innosti jsou vSestranné,
piikladem je vyuZiti perspektivy v malitstvi nebo stereografické projekce pii konstrukci
map. V dnesni dobé se transformace vyuzivaji k feSeni fady netrividlnich probléma
z riznych oblasti matematiky, véetné napt. neeukleidovské geometrie.

V piispévku se pokusime nastinit postupny vyvoj chapani jednotlivych typt
geometrickych transformaci od nejstarSich dob az zhruba do 19. stoleti. U kazdého typu
transformace popiSeme zakladni mysSlenku, poukdZeme na jeji pravdépodobné prvni
vyskyt a uvedeme predni osobnosti, které s danym typem transformace pracovaly.

2 Shodnost a podobnost

Nejstarsim piikladem geometrické ekvivalence je shodnost. JiZz staii Rekové
povazovali dva objekty za shodné, pokud existoval urgity pohyb, redlny nebo
myslenkovy, ktery jeden objekt piemistil na druhy tak, Ze se kryly. Nevyhodou tohoto
piistupu byla skuteénost, Ze byl pohyb vZdy chapan pouze v souvislosti s jednotlivym
objektem, s nimz byl pevné svazan. Skladani pohyba dvou riznych objekta tedy nebylo
mozno uvazovat, a tudiZ se Rekové jesté nemohli ani vzdaleng piiblizit k pojmu grupa.
Dalsi piekazkou mohlo byt chapani roviny jako omezené ¢asti plochy.!

Geometrické pohyby se v predeukleidovské geometrii pomérné hojné vyuZivaly.
Svédei o tom napf. skutecnost, Ze matematik a filozof Proklos (410-485) ve svych
komentatich k Eukleidovym Zakladim poukazal na fakt, Ze Eudemus ve své Historii
geometrie ptipsal Thaletovi z Milétu (7.—6. stol. pt. n. |.) dtikazy tvrzeni, Ze kruh je svym
pramérem rozdélen na dvé shodné ¢&asti, Zze uhly pii zdkladné rovnoramenného
trojuhelniku jsou shodné, ze vrcholové dhly jsou shodné a ze dva trojuhelniky, které se
shoduji v jedné strané a dvou Uhlech, jsou navzajem shodné.

! vyznamnym krokem, ktery pozdgji vedl k vyuZiti teorie grup v geometrii, byla myslenka rozsiteni pohybu
svazaného s jednim objektem na pohyb celé roviny. Tento novy pohled jiz daval skladani riznych pohybt smysl.
Autorem této, z pohledu geometrickych transformaci revolueni myslenky byl August Ferdinand Mdbius (viz [2]).
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Thaletovy dtkazy téchto tvrzeni nemohly byt zaloZeny na Zadnych axiomech ani
pomocnych vétach, nebot’ v jeho dobé jesté nebyl vybudovan ani axiomaticky systém, ani
systém zakladnich vét. VySe uvedena tvrzeni se tykaji shodnosti objektt (palkruha, ahla,
trojuhelnika), Thales je patrné dokazal na zdkladé predstav o ztotoZnéni uvaZovanych
objektt pomoci ,,geometrickych transformaci, i kdyz je toto oznaceni v jeho dobég jeste
hodné& nadnesené. V dneSnim smyslu shodné objekty Thales nazyval podobné. Zda se, Ze
oznaceni shodné pro objekty stejného tvaru a velikosti zavedli Pythagorejci (6.—4. stol.
pt. n. l), kteii veétili, Ze takové objekty jsou tvoreny shodnym poctem bodda. Termin
podobné objekty pozdgji ziskal moderni, obecngjsi vyznam, Eukleides a jeho Zaci shodné
objekty (v dnednim smyslu) nazyvali podobné a stejné.’

Eukleides z Alexandrie (asi 300 pt. n. I.) uvadi v I. knize Z&klad:i nésledujici tri véty
o shodnosti trojuhelnika a v dalSim textu se na né odkazuje.

KdyZz maji dva trojuhelniky dvé strany (st/idave) s dvéma stranami stejné a Uhly
stejnymi stranami seviené maji stejné, budou i zakladnu zékladne miti rovnou
a trojuhelnik s trojahelnikem bude stejny i ostatni Ghly s ostatnimi ahly, proti nimz lezi
stejné strany, (stidave) budou stejné. ([1], kniha I, véta IV, str. 4)

KdyZz maji dva trojuhelniky dveé a dvé strany stridave stejné a maji téZ zakladnu
zakladné rovnou, budou téz uhly stejnymi p/imkami sev/ené miti stejné. ([1], kniha I,
véta VI, str. 6)

KdyZz maji dva trojahelniky dva Ghly dvéma dhlim jednotlivé rovné a jednu stranu
jedné strané rovnou bud’ pri stejnych Ghlech nebo proti jednomu ze stejnych dhli,
budou miti téZ ostatni strany rovné ostatnim strandm i zbyvajici Ghel UGhlu
zbyvajicimu. ([1], kniha I, véta XX VI, str. 14)

3 Pohyby v geometrii

Prvni piedstavy o pohybu, tj. v naSem pojeti transformace, vyuzivali Pythagorejci
pomérné casto. Napi. pfimku chépali jako stopu pohybujiciho se bodu, rovinu jako stopu
pohybujici se primky.

Archytas, ¢len pythagorejské Skoly, vyuZil pohyb pii tedeni klasické fecké dlohy
zdvojeni krychle (tzv. Délsky problém). Ozna¢me a délku hrany uvaZzované krychle.
Archytas uvazoval (v dnesni symbolice a ve vhodné zvolené soustavé souradnic) valec
X+ y2 = 2ax, kuzel x° + y2 +2° = 4x" a anuloid (torus) x° + y2 +2° =2ax% + y?,

ktery vznikl rotaci kruznice x* +2° = 2ax kolem soutadné osy z. VSechny tii uvedené
Utvary se protnou v bodé P, jehoZ soufadnice [, y, z] spliiuji rovnosti

2a :\/x2+y2+22:\/x2+y2
X% +y? 422 X% +y? a

Vzdalenost bodu P od poc¢éatku zvolené soustavy soutadnic predstavuje hledanou délku
hrany zdvojené krychle.

2 Stejné pak i podobné (shodné) jsou Utvary télesové omezené rovinami podobnymi, stejnymi poctem i velikosti.
Viz [1], kniha XI, definice 10, str. 238.
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Eukleides ve svych Zakladech definoval kruznici, aniz by vyuzil pohyb. Jeho definice
koule, kuZele a vélce jsou vSak jiz kinematické, pohyb v sob¢ zahrnuji. Koule dle Eukleida
vznikne rotaci palkruhu kolem jeho praméru, kuzel vznikne rotaci pravothlého trojahelniku
kolem jedné jeho odvésny a valec vznikne rotaci obdélniku kolem jedné jeho strany.

Kruh jest Utvar rovinny, objimany jednou carou (jez se nazyva obvodem), k niZ od
jednoho bodu vnit/ Utvaru vedené primky vSecky sobé rovny jsou. ([1], kniha I,
definice 15, str. 1)

Koule jest Gtvar omezeny tim, Ze se kolem pevného priiméru polokruhu polokruh otodi,
az se opet vrati na totéz misto, odkud se pocal otaceti. ([1], kniha XI, definice 14,
str. 238)

Kuzel jest Gtvar omezeny tim, Ze se trojuhelnik pravouhly otoci kolem pevné jedné ze
stran pravy Uhel svirajicich, az se opet vrati na totéZ misto, odkud se pocal otaceti.
([1], kniha XI, definice 18, str. 238)

Vélec jest Gtvar omezeny tim, Ze se rovnobéznik pravouhly otoci kolem pevné jedné ze
stran rovnobézniku pravy Uhel svirajicich, aZ se opet vrati na totéZz misto, odkud se
pocal otéceti. ([1], kniha XI, definice 21, str. 238)

Uvedeny zptsob definovani zéakladnich rota¢nich téles patrné odrazi starSi tradici,
pozdgji ustoupil do pozadi. Theodosius (1.-2. stol. n. I.) ve svém dile Sphaerica definuje
kouli staticky, podobné jako Eukleides definuje kruznici.

Na druhou stranu, napt. Aristoteles ze Stageiry (384-322 pt. n. I.) byl proti vyuziti
pohybu v geometrii, matematické objekty povazoval za nehybné. Zastaval nazor, Ze rovina
je obecngjSi (abstraktngjsi) nez téleso, protoze postrada jeden jeho rozmér, ptimka je
obecnéjSi neZ rovina, protoZe postrada jeji Sitku, a bod je obecnéjsi nez piimka, protoze
postrada jeji délku. Tedy pfimka nemiaZe byt sloZena z bodd, rovina z piimek a téleso
z rovin. Podle Aristotela tedy nic, co je spojitého, nelze slozit z jednotlivosti. Proto tedy
nelze ptimku ziskat pohybem bodu, rovinu pohybem piimky a téleso pohybem roviny.

Arabsti matematici Thabit 1bn Qurra (9. stol.) a Aba Ali Ibn al-Haytham (10.-11. stol.)
tento Aristoteliv pristup kritizovali a pohybt v geometrii hojné vyuZzivali. Naopak Omar
Khayyam (11.-12. stol.) Aristotelovy nazory sdilel a ve svych komentarich k Eukleidovym
Zakladam kritizoval Ibn al-Haythama. Namital, Ze neni zadnych pochyb, ze pfimka mtze
existovat pouze v roving, je jeji ¢asti, a nemiZe ji tedy predchazet, nemuze se bez ni
pohybovat. Stejné tak pfimka nemtZze vzniknout pohybem bodu, protoZe ptimka svou
podstatou, svou existenci, bodu piedchazi.

DalS§i matematici blizkého a stiedniho vychodu i zapadni Evropy ve svych
geometrickych pracich pohyby vyuzivali celkem pravidelng a systematicky.

Prvnimi doloZzenymi geometrickymi transformacemi, které jsou slozit&jSi nez
jednoduché pohyby, jsou osova afinita a stejnolehlost (homothetie).
4 Osova afinita

Osova afinita je urcena osou afinity o a tzv. charakteristikou k. Jedné se o zobrazeni,
které Usecku zobrazi opét na Usecku, pricemz piimky, v nichz obé& Usecky lezi, se
protinaji na ose afinity. Charakteristika uréuje pomér vzdalenosti obrazu bodu a jeho
vzoru od priseciku jejich spojnice s osou afinity (viz obr. 1).
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Obr. 1: Osova afinita s osou afinity o a charakteristikou k = 2

Osova afinita se poprvé objevila v pojednani O konoidech a sféroidech (Peri
konoeideon kai sphairoeidean), jenoZ autorem je Archimedes ze Syrakus (287-212 pt. n. 1.).
Tyka se vypocétu objemid rotacnich elipsoida, vrchliki dvoudilnych rotaénich
hyperboloida a rotacnich paraboloida. Véta 4 tohoto pojednéani tika, Ze pomér obsahu
libovolné elipsy a obsahu kruhu sestrojeného nad jeji hlavni osou je stejny jako pomér
délek vedlejsi a hlavni osy.

Necht' je dana elipsa (viz obr. 2). Nad jeji hlavni osou uvazujme kruh H. Sestrojme
dalsi kruh K tak, aby pro jeho obsah platilo S, : S,;, = BD : EG. Potom obsah kruhu K je
roven obsahu dané elipsy. Archimedovo zdivodnéni je nasledujici (dikaz je veden sporem).

Nk
\

SNl

S

Obr. 2: Archimedav dtkaz vyuZivajici osovou afinitu

Kdyby byl obsah kruhu K vétsi nez obsah elipsy, vepiSe Archimedes do kruhu K
n-thelnik (n je sudé ¢&islo), jehoZ obsah je také vétsi neZz obsah dané elipsy, do kruhu H
vepiSe jemu podobny n-Uhelnik, spoji Use¢kami dvojice jeho vrchola, které jsou
soumérné sdruzeny podle hlavni osy elipsy, oznaci jejich praseciky s elipsou a ukaze, ze
z téchto bodu vznikly mnohouhelnik je k vepsanému mnohouthelniku v poméru BD : EG;
vepsany mnohouhelnik je ptitom ve stejném poméru k mnohouhelniku vepsanému kruhu K.
Tedy mnohouhelnik vepsany uvaZzované elipse mé stejny obsah jako mnohouhelnik
vepsany kruhu K, coz je spor s piedpokladem, Zze mnohouhelnik vepsany kruhu K ma
obsah vétsi nez elipsa. Predpoklad, Ze obsah kruhu K je mensi neZ obsah elipsy se vyvrati
zcela analogicky.
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Archimedes v tomto dikazu vyuzZivd pravouhlou osovou afinitu uréenou osou AC,
jejiz charakteristika je rovna poméru hlavni a vedlejSi osy elipsy. Ukazuje, ze pomér
obsahii ploch vepsanych n-thelniki je roven poméru obsahii ploch geometrickych Utvard,
které ziskame z téchto n-thelnika pro n jdouci do nekone¢na. Odvodil, Ze obsah elipsy

majici poloosy a a b je roven zab a polomér kruhu K je roven \/; (geometrickému
praméru délek obou poloos).

5 Stejnolehlost

Stejnolehlost (homothetie, centrélni dilatace) je urcena stredem stejnolehlosti S a tzv.
koeficientem stejnolehlosti « # 0. Jedna se o podobné zobrazeni, které Use¢ku zobrazi na
Gsecku s ni rovnobéznou, pricemz stred stejnolehlosti, bod a jeho obraz jsou kolinearni.
Absolutni hodnota koeficientu stejnolehlosti uréuje pomér podobnosti, jeho znaménko
urcuje umisténi obrazu vzhledem ke stredu stejnolehlosti (viz obr. 3).

X'

YV
. . - 1
Obr. 3: Stejnolehlosti se sttedem S a koeficienty k =2 a « = _E

Prvni vyskyt stejnolehlosti Ize nalézt jiz v Eukleidovych Zakladech.® Stejnolehlost
dale zminil Apollonios z Pergy (3.-2. stol. pi. n. I.) v pojednani Rovinna mista (Peri topoi
epiphanoi), o némzZ se dochoval zdznam diky historické praci Synagoge mathématike,
jejimz autorem je Pappos z Alexandrie (3. stol. n. I.). Apollonios pravdépodobné znal

.....

zakladni vlastnosti stejnolehlosti, podrobng;jsi informace nejsou znamy.

6 Kruhova inverze

Apollonios ve vySe uvedené praci Rovinna mista rovnéz poprvé uvazuje kruhovou
inverzi. Jednd se o zobrazeni, které je uréeno stiedem S a tzv. koeficientem inverze
x # 0. Stied inverze, bod a jeho obraz jsou kolinearni, pri¢emz soucin vzdalenosti obrazu
a vzoru od stiedu inverze je roven absolutni hodnoté koeficientu inverze, znaménko
koeficientu inverze uréuje umisténi obrazu vzhledem ke stiedu inverze. Obraz stiedu
inverze se klade do nevlastniho bodu <. Kruhova inverze je involutornim zobrazenim,*
zobrazuje zobecnéné kruznice (primky nebo kruZnice) opét na zobecnéné kruznice. Dva
zékladni zptisoby konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi se stiedem S a koeficientem

. 2 .
inverze x = r” jsou uvedeny na obr. 4.

® Na dané primce narysuj Gtvar primkovy danému Gtvaru p/imkovému podobny a podobné polozeny (stejnolehly).
Viz [1], kniha VI, véta XVIII, str. 93.
4 Rikéme, Ze zobrazen f je involutorni, jestliZe sloZeno samo se sebou dava identitu, tj. f - f = identita.
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Obr. 4: Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi

Apollonios znal zékladni vlastnosti kruhové inverze. Ve svém dalSim dile Pojednani
0 kuZeloseckach (Konika) se jiz vénoval obecné inverzim na vSech (regulérnich)
kuZelosec¢kach, tedy nejen na kruznici, ale rovnéZz na elipse, hyperbole a parabole.
Kruhova inverze byla potom po fadu stoleti matematiky opomijena a nepiili§ vyuzivana.

Kruhové inverzi se patrné po Apolloniovi jako prvni blize vénoval az Jacob Steiner
(1796-1863). Je mu ptisuzovan objev inverze v plné obecnosti (1824), on sém v této
souvislosti hovoril o ,,Wiedergeburt und Auferstehung“ (znovuzrozeni a vzkiiSeni).
Steinerovy staté vénované inverzni geometrii nebyly publikovany, naSly se az v jeho
pozustalosti.

Belgicky matematik Adolphe Quetelet (1796-1874) kolem roku 1827 odvodil zndmé
analytické vyjadieni kruhové inverze. Prvni systematické zpracovani kruhové inverze
patrné sepsal Giusto Bellavitis (1803-1880) roku 1836 pod ndzvem Teoria delle figure
inverse e loro uso nella geometria elementare (Teorie inverznich Gtvara a jeji vyuziti
v elementarni geometrii). Z ndzvu pochazi dnesni termin kruhova inverze. Autor zde
zformuloval definici a vyloZil z&kladni vlastnosti inverze; pozdgji inverzi zobecnil do
trojrozmérného prostoru.

Beéhem dalSich let inverzi znovu objevila fada dalSich matematika, napt. William
Thomson (lord Kelvin, 1824-1907), ktery v letech 1845 az 1847 v ramci studia
elektrostatiky hovoftil o transformaci s reciprokymi privodici a rozsitil svoje fyzikalni
Uvahy na geometricky prostor. Tento termin od W. Thomsona prevzal Joseph Liouville
(1809-1882) a modifikoval jej na transformace reciprokymi polomery (transformation
par rayons vecteurs réciproques).’ Dokéazal, 7e jde o jedinou nelinearni transformaci
v prostoru, kterd je konformni (zachovava uhly).

Studium kruhoveé inverze zavrsil August Ferdinand Mobius (1790-1868). V préci Die
Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung z roku 1855 provedl
vyznamné zobecnéni inverze, kdy ¢isté geometrickymi prosttedky poloZil zaklady obecné
rovinné transformace, ktera kruznice zobrazuje opét na kruZnice (tzv. kruhové
transformace). Za zaklad takového zobrazeni vzal nasledujici piedpoklady: zobrazeni je
bijekci, obrazem ¢&tvetice bodu lezicich na kruznici jedné roviny musi byt ¢tvetice bodi
incidentnich s kruznici druhé roviny (kruznicemi nazyval i piimky, tj. uvaZoval tzv.
zobecnéné kruznice), poslednim predpokladem je zachovani spojitosti (dvéma nekonecné
blizkym bodiam jedné roviny odpovidaji dva nekone¢né blizké body druhé roviny).

® Viz Journal de Mathématiques Pures et Appliquées 12(1847), 265-290.
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Cistg syntetickymi Gvahami dosp&l A. F. Mébius po vylougeni linearnich zobrazeni
k zavéru, ze v kazdé z rovin existuje pravé jeden bod, ktery se v eukleidovském prostoru
nemiiZze zobrazit do Zadného bodu druhé roviny (centralni bod, stied) a ke kazdé z rovin
je tieba pridat po jednom bodu, ktery bude obrazem, resp. vzorem centralniho bodu
roviny vzori, resp. obrazi (odtud Moébiova rovina). Viz napi. [9]. Na jeho praci navazali
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ktery polozil zaklady analytického vyjadieni
kruhovych transformaci v komplexni roving, a Arthur Cayley (1821-1895), ktery ukazal,
Ze kruhova transformace je sloZzenim kruhové inverze v Mébiové roviné a libovolného
pohybu (1858).°

7 Promitani

Promitani (projekce) se podle dochovanych zdznamt hojné vyuZzivalo jiz ve starém
Recku a Rimé&. Znamy fimsky stavitel a architekt P. M. Vitruvius (1. stol. pt. n. I.) ve
svém dile Deset knih o architekture (De architectura libri decem) popisuje tfi projekce
hojné vyuzivané staviteli. Dle jeho slov se jedna o ichnografii, orthografii a scénografii.
Ichnografie (ichnos = stopa, grapho = psani) spoc¢iva ve vytvoieni obrazového modelu
(projektu, planu) prostoroveé situace pomoci pravitka a kruzitka, v dnedni terminologii jde
o konstrukci horizontalni projekce, orthografie (orthos = kolmy) spogivala v zakresleni
narysu, v dnesni terminologii jde o konstrukci frontalni projekce, a kone¢né scénografie
(skené = scéna) spocivala v zahrnuti perspektivy. Lze se domnivat, Ze tyto t¥i projekce
byly znamy jiz Rekam nékolik stoleti pted nasim letopoctem.

Pappos z Alexandrie (3. stol. n. I.) v VII. knize Synagoge mathématike uvadi
geometrické vlastnosti sttedového promitani a perspektivy. Odkazuje zde na Eukleidovo
ztracené dilo Porismata,’ které se tomuto tématu mozné také vénovalo. Pappos zde uvadi
nésledujici vétu (viz obr. 5):

Jsou-li dany tii rizné ptimky AB, AC a AD, které protinaji dvé dalsi ptimky FB a FE,
potom plati nasledujici rovnost

|[FB|-IDC| |FE|-|HG]| neboli |FB| ICB| |FE]| |GE]|
|FD|-|BC| |FH|-|GE| |[FD| |CD| |FH| |HG|

ProtoZe body F, E, G, H ziskame z bodu F, B, C, D projekci z bodu A, je vyse
uvedena Pappova rovnost specialnim piikladem obecné vlastnosti kazdé projekce, podle
které se pii projekci zachovava dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodq.

® Viz Cayley A.: Note on the "Circular Relation" of Prof. Mobius. Quarterly Mathematical Journal 2(1858),
str. 162.

" Spis Porismata tvorily tii knihy, Gryvkovité se jejich obsah zachoval v pracich, jez sepsal Pappos kolem roku
300 n. I. Porisma jest Ukol, jimZz se Zada, by se na zékladech danych vyhledala veli¢ina urcitych vlastnosti.
V Eukleidovych Zakladech porisma znaci poucku, jeZ z ditkazu poucky jiné vysvita jasné sama sebou (disledek).
Viz [1], prvni strana nestrankovaného Uvodu.
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Obr. 5: Zachovani dvojpoméru ¢tyf kolinearnich bodi pii projekci

8 Stereograficka projekce

Ptikladem jedné z nejvyznamngjSich projekci, kter4 byla vyuZivana jiz ve starovéku,
je stereograficka projekce. Jednéa se o pramét sféry z jednoho jejiho bodu (pélu) do te¢né
roviny vedené diametralng protilehlym bodem, nebo do roviny s ni rovnobézné (viz obr. 6).
Pri této projekci se kruznice prochazejici pélem zobrazi do piimek, ostatni kruznice se
zobrazi opét do kruznic. Stereograficka projekce je konformnim zobrazenim (zachovava
Ghly mezi dvéma krivkami).

Obr. 6: Stereograficka projekce

Zéklady stereografické projekce poloZil patrng Hipparchos (2. stol. pi. n. 1.).% Prvni
pisemné zminky o stereografické projekci vSak nachdzime az u Vitruvia v dile Deset knih
o architekture a v Ptolemaiové pojednani Zobrazeni sféry do roviny (Aplasis epiphaneias
sphairas, Planisphaerium).

8 Hipparchos byl jeden z nejvétsich antickych astronomii, ktery sestavil prvni velky katalog hvézd, jenz
obsahoval piesné polohy vice nez 800 stalic. Hipparchos zdtraziioval pfesna pozorovani a matematické vypocty.
Vymyslel nové piistroje pro meteni vySky hvézd, stanovil sklon zemské osy k ekliptice, urcil délku slune¢niho
roku s chybou jen 6 minut. Cht&l provéfit heliocentricky model vesmiru. VySel ze spravné Gvahy, ze pokud
Zemg obiha kolem Slunce, pak se musi v prib&hu roku menit vzajemna poloha hvézd na no¢nim nebi. Piisludna
méieni skuteéné provedl, ale zmeény ve vzajemné poloze hvézd nezaznamenal. Proto heliocentricky model zavrhl.
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Klaudios Ptolemaios (1.—2. stol. n. 1.)° sepsal spis O projekci (Peri analemmatos,
Analemma), v némZ se zabyval ortogondlni projekci nebeské sféry do horizontalni
roviny, kterou vyuzival k feSeni riznych problému sférické astronomie.

Vitruvius i Ptolemaios se vénovali astronomickym pozorovanim a méienim nebeské
sféry, k jejimu zndzornovani vyuZzivali pfistroje arachné a astrolab (astrolabon
organon).’? Astrolab je zaloZen na stereografické projekci nebeské sféry z nebeského
polu (viz obr. 7). Ve stiedovéku byla stereograficka projekce nazyvana tastih al-asturlab,
termin stereograficka projekce (stereon = téleso) zavedl Francois D'Aguillon (1566-1617)
v dile Sest knih o optice (Opticorum Libri VI, 1613). Jak Vitruvius, tak Ptolemaios ve
svych pracich vyuzivali zakladni vlastnosti stereografické projekce, avSak bez dukaza.

Obr. 7: Astronomicky piistroj astrolab

Prvni souhrnngjSi pojednani o stereografické projekci véetné dikaza zékladnich
vlastnosti sepsal aZz Ahmad al-Farghani (9. stol.) pod ndzvem Kniha o konstrukci
astrolabu. Stereografické projekci zde vénuje prvni kapitolu a dokazuje mimo jiné, Ze
kruznice prochézejici pdlem se zobrazi do pfimek a ostatni kruznice opét do kruznic,
pficemZ neni obecné obrazem stiedu kruznice stied kruznice ziskané zobrazenim;
v dalSich kapitolach se pak jiz vénuje konstrukci samotného astrolabu.

Dalsi matematici stredovéku se pokouseli vyuZzit pro konstrukci astrolabu jiné
geometrické transformace. Aba Hamid al-Saghani (10. stol.) ve svém dile Kniha o projekci
do roviny navrhl nahradit stereografickou projekci sféry do roviny z jejiho pélu projekci
z libovolného bodu soufadnicové osy. V takové projekci se kruzZnice na sfére zobrazi
obecné do kuZelosecek.

® Klaudios Ptolemaios je autorem Almagestu (Mathématiké syntaxis, Megalé syntaxis), astronomického
spisu, ktery predstavoval encyklopedii tehdejSiho hvézdaiského veédéni. Byl zastdncem geocentrického
systému, pokladal Zemi za stied vesmiru, okolo néhoz obihaji Slunce, Mésic, planety a hvézdy. Jeho popis
Slune¢ni soustavy byl povazovén za spravny po celych patnact stoleti. Z nejjasné&jSich viditelnych hvézd
sestavil 48 souhvézdi, kterd& mu pripominala urcité obrazce postav, zvifat nebo véci. Mnoha z jeho
souhveézdi se pouzivaji v moderni astronomii dodnes.

10 Astrolab je stredoveky astronomicky piistroj, ktery v sobé zahrnuje zjednodusenou mapu hvézdné oblohy
(nebeské sféry). Obsahuje pevné i pohyblivé &asti, které umoziuji modelovat pohyby nebeskych téles, méfit
jejich thlovou vySku nad horizontem, zemépisné souiadnice i mistni ¢as. Hlavni cifernik je rozdélen na dvanact
dila podle znameni zvérokruhu, stred ciferniku predstavuje nebesky pél.

257



V knize Prehled moznosti konstrukce astrolabu, kterou sepsal Aba I-Rayhan al-Birani
(10.-11. stol.), autor nejprve popisuje razné zpusoby a metody konstrukce tohoto
pristroje. V dalSim textu navrhuje za zéklad konstrukce tzv. valcovou projekci, tj.
ortogonalni projekci podle osy, ktera je limitnim piipadem projekce al-Saghaniho, pokud
stted projekce klademe do nekonecéna. Pii této projekci se kruznice zobrazi bud’ na
kruznice, nebo na elipsy.

Stereograficka projekce se vyuziva k zobrazeni povrchu Zemé do roviny, tj. pii tvorbé
map. Vzhledem k tomu, Ze je konformnim zobrazenim, jsou takové mapy velmi uZite¢né
napi. pro moreplavce.

Vyuziti stereografické projekce pfi tvorbé map se vénuje jiz Abua I-Rayhan al-Birani
v dile Pojednéani o zobrazeni souhvézdi a o zakresleni zemi na mapu, v némz téZ popisuje
dalSi typ projekce sféry do roviny, jejimzZ autorem je al-Birani a kterd je dnes zndma jako
tzv. kulova projekce (globular projection).’* V této projekci se polosféra zobrazi do kruhu,
jehoZz obvod je rozdélen na 360 stejnych dilkt a jehoz vodorovny a svisly pramér jsou
rozdéleny na 180 stejnych ¢asti. Zakresleni bodu polosféry majiciho zemépisnou délku A4
a zemépisnou Sitku ¢ se provadi nésledujicim zpasobem (viz obr. 8).

Od stiedu kruhu vyneseme A dilki na vodorovném praméru a sestrojime kruhovy
oblouk prochazejici timto bodem a koncovymi body svislého praméru. Dale vyneseme od
sttedu kruhu ¢ dilki na svislém praméru a od koncovych boda vodorovného praméru ¢
dilka na obvodu kruhu a sestrojime kruhovy oblouk prochéazejici viemi tfemi uvedenymi
body. Pozadovany bod reprezentujici zvoleny bod na sféfe ziskdme jako prasecik obou
kruhovych oblouka.

Obr. 8: Kulova projekce

Tvorbou map se zabyval také Ptolemaios, ktery zavrhnul vyuzivani valcové projekce,
nebot’ siln¢ zkresluje vzdalenosti v rovnobézkovém sméru. Misto této projekce doporucoval
své dveé dokonalejsi projekce — prostou kuzelovou a pseudokuZelovou délkojevnou.

™ Tuto projekci pozdgji znovu objevili Giovanni Battista Nicolosi (1610-1670) a Aaron Arrowsmith (1750-1823).
Ke konstrukci astrolabu ji vyuzil Philippe de La Hire (1640-1717).
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Z pozdgjSich praci, které se vyuZiti stereografické projekce pfi tvorbé map vénovaly,
uved’me alesponi dvé prace Leonharda Eulera (1707-1783) nazvané O reprezentaci
sférické plochy v roviné (De repraesentatione superficiei sphaericae super plano, 1778)
a O geografické projekci sférické plochy (De projectione geographica superficiei
sphaericae, 1778). L. Euler se v nich zabyval otazkou existence a konstrukce obecného
konformniho zobrazeni sféry do roviny. VyuZzil stereografickou projekci sféry do roviny,
kter4d bodu sféry majicimu zemépisnou délku t a zemépisnou Sitku v prifadi bod

v . . PR
reprezentovany komplexnim ¢islem z = th(costHsmt). Konformni zobrazeni roviny

poté definoval pomoci komplexni funkce.

Belgicky matematik a inZenyr Pierre Germinal Dandelin (1794-1847) popsal kolem
roku 1827 zakladni vlastnosti stereografické projekce a vyuZil ji k teSeni né&kterych
matematickych problémua, napt. k teSeni Apolloniovy ulohy spogcivajici v sestrojeni
kruZnice, ktera se dotyka tii pevné zadanych kruznic.

9 Afinni transformace

Stejnolehlost a osova afinita jsou specidlnimi priklady afinnich transformaci,
nejobecnéjSich vzajemné jednozna¢nych transformaci roviny, pti nichZ se piimky zobrazi
opét na primky. Afinni transformace zachovavaji rovnobéznost primek. Obecna afinni
transformace ma analytické vyjadieni ve tvaru

x'=ax+by+ p,

b
d

y'=cx+dy+q, kde #0.

a b
Pokud ’ q ’ = +1, nazyvame piisluSné zobrazeni ekviafinni.
c

Ekviafinni zobrazeni poprvé nalézdme v praci Kniha o 7ezech vélce a jeho povrchu,
jejimz autorem je Thabit Ibn Qurra (9. stol.). Dokazuje zde, Ze obsah elipsy, jejiz poloosy

maji délky a a b, je roven obsahu kruhu o poloméru @, a dale uvadi (veetné dikazu

pomoci exhaustivni metody), Ze ekviafinni transformace zobrazi libovolnou Use¢ elipsy
na use¢ kruhu o stejném obsahu.

Obecné afinni transformace se poprvé objevuji v praci Kniha o méreni paraboly,
jejimz autorem je Ibrahim ibn Sinan ibn Thabit (10. stol), vnuk Ibn Qurry. Dokazuje zde,
Ze afinni transformace zachovava pomeér ploch mnohouhelniki; tento vysledek pomoci
exhaustivni metody dale rozSituje i na dvé Usece paraboly.

Systematické vybudovani afinni geometrie ucinil az Leonhard Euler (1707-1783),
ktery rovn&z zavedl termin afinni,** jimz chtdl poukézat na skute¢nost, Ze ackoliv
geometricky Utvar a jeho afinni obraz nejsou prisné vzato podobné, jsou presto ur¢itym
zpasobem ptibuzné.

12 _atinsky affinitas znamena spiiznénost, piibuznost.
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10 Projektivni transformace

Afinni transformace jsou specidlnim piikladem obecnéjSich, tzv. projektivnich
transformaci. Obecnd projektivni transformace mé v afinnich soufadnicich analytické
vyjadreni ve tvaru
_ax+by+p

ex+ fy+r’

_cx+dy+q

ex+ fy+r
V klasickych homogennich soutadnicich (x,, x;, X,) ma jeji analytické vyjadieni tvar

Xg =8y Xy T8y X +8g; X5,

Xp=28 Xg + 83 X + 8, X,

X'y = 8y, Xy + 8, X+, X,, kde det(aij);to,

Abychom mohli projektivni transformace roviny definovat, je treba pfidat k obvyklé
eukleidovské roving nevlastni body jakoZto praseciky navzajem rovnobéznych ptrimek.
Tato nutnost souvisi s pozadavkem, aby projekce jedné roviny do druhé byla vzajemné
jednoznaénym zobrazenim. Projektivni transformace (kolineace projektivni roviny)
zobrazuji ptimky opét na primky.

Myslenku nevlastnich bodt poprvé explicitné zminuje astronom a matematik
Johannes Kepler (1571-1630) v praci Astronomiae pars optica z roku 1604. Podtitul
Dodatek k Vitellovi (Ad Vitellionem paralipomena) naznacuje, Ze J. Kepler touto svou
praci navazoval na dilo polského fyzika Vitella (13. stol.). V kapitole O kuZeloseckach
Kepler uvadi, Ze fezem kuZele rovinou muze byt v zavislosti na poloze roviny piimka,
kruznice, elipsa, hyperbola nebo parabola a popisuje prechod mezi jednotlivymi
kuZeloseckami (ptimka prechézi pres hyperbolu do paraboly, a ta dale pies elipsu aZz do
kruznice). Déle zde J. Kepler zavadi ohniska kuZelosecky jako takové body, Ze Usecky
spojujici tyto body s libovolnym bodem kuzelosec¢ky sviraji s te¢nou v tomto bodé
shodné thly. V piipadé paraboly pak druhé ohnisko klade do nekonec¢na.

V roce 1613 vydal Francois D'Aguillon (1566-1617) Sest knih o optice (Opticorum
Libri VI), v nichz se kromé stereografické projekce vénoval rovnéz obecné centralni
projekci, kterou nazyval scénografie. J. Kepler i F. D'Aguillon ve svych dilech
navazovali na fadu praci o perspektive, které byly sepsany béhem 14. a 15. stoleti.*®

¥ Uved'me alespoii pojednani O kresleni (Della pittura, Florencie, 1435), které sepsal Leon Battista Alberti
(1404-1472) a O perspektivé v kresleni (De perspectiva pingendi, Rim, asi 1480), jehoZ autorem je Piero della
Francesca (1416-1492). V souvislosti s vyuzitim perspektivy v malitstvi bychom méli zminit také dilo Leonarda
da Vinciho (1452-1519) nazvané Pojednani o kresleni (Il trattato della pittura) a vydané aZ po jeho smrti (1651)
a dvé prace Albrechta Dirrera nazvané Navod pro méieni kruzitkem a pravitkem (Unterweysung der Messung
mit Zirckel und Richtscheyt, 1525) a O proporcich ¢loveka (Von menschlicher Proportion, 1528). Oba malifi,
Leonardo da Vinci a A. Dirrer, se ve svych pracich vénovali geometrickym otazkam véetné geometrickych
zobrazeni.
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Prvni souhrnné pojednani o projektivnich transformacich sepsal Girard Desargues
(1591-1661) pod ndzvem PredbeZny ndcrt pokusu o pochopeni jeva pri vzajemném styku
kuZele a roviny (Brouillon project d'une atteinte aux événements des rencontres d'un cone
avec un plan, 1639). K obvyklé eukleidovské roviné pridal celou nevlastni pfimku a na
hyperbolu poté pohliZel jako na uzavienou kiivku, jez nevlastni ptimku proting ve dvou
bodech. Asymptoty hyperboly povaZzoval za jeji te¢ny v nevlastnich bodech. Parabolu
chépal jako uzavienou ktivku, jeZ se nevlastni piimky dotyka.

G. Desargues studoval rovnéz dvojpomér ¢tyt kolinearnich bodd, byl si védom jeho
invariantnosti pfi projektivnich transformacich. Pro projektivni transformace, jejichZ
dvojim sloZenim ziskdme identitu, zavedl termin involuce, jenZ se pouziva dodnes. Jako
prvni zkoumal polérni transformace vzhledem ke kuZeloseckdm. Ke zvolenému bodu P
hledal mnozinu vSech bodta X takovych, Ze body P a X harmonicky déli body Q a R,
v nichz ptimka PX protne danou kuzelose¢ku.!* Ukazal, Ze mnozinou vsech hledanych
bodi X je pfimka (dnes tuto piimku nazg’/véme polarou bodu P vzhledem k dané
kuzelosecce, bod P nazyvame jejim pélem).:

11 Zavér

Historie geometrickych transformaci je velmi bohatd, saha az do doby pied 2500 lety,
kdy Ize podle dochovanych informaci vystopovat jejich prvni naznaky. Jednotlivé typy
transformaci byly ¢asto objevovany v souvislosti s feSenim raznych praktickych uloh
a byly vyuZivany nejen v geometrii, ale i v dalSich oborech lidské ¢innosti. Ptikladem je
uziti perspektivy v malitstvi, promitani ve stavitelstvi nebo konstrukce map pomoci
stereografické projekce.

Teprve kolem 18. stoleti zacaly byt sepisovany souhrnné&jSi prace vénujici se
jednotlivym typtim transformaci, byly polozeny zaklady obecné teorie, k nimZ v té dobg
piispéla celd fada matematikt (podrobnéji o tzv. Cremonovych transformacich viz [8]).
Velky zajem o tuto problematiku v 18. a 19. stoleti souvisel s tehdejSim obecnym
trendem v matematice, jimz byla jednak snaha o systematizaci dosavadnich poznatki,
jednak touha zobecriovat jiz dosazené vysledky, at” uz do vysSich dimenzi, nebo pro stale
slozitéjSi objekty. Tento trend se nemohl vyhnout ani geometrii, kde se od linearnich
transformaci rychle pteSlo k transformacim vySSich stupnd, od bodovych transformaci
k transformacim spojitym nebo nejednoznacnym, kdy jednomu bodu mohou byt
piitazeny dva nebo dokonce nekone¢né mnoho bodd.

Brzy se proto zacala zkoumat moznost klasifikace vSech zndmych typt transformaci.
Prvni krok v tomto sméru ucinil jiz zminovany A. F. Mébius v Barycentrickém poctu [2]
(podrobnéji viz [9]). Pouze nedostatek algebraického aparatu neumoznil A. F. Mdbiovi
uskute¢nit jeho zamyslené pojeti klasifikace raznych geometrii. K nému dospél az Felix
Klein (1849-1925) ve svém Erlangenském programu (1872). VyuZzil nejnoveéjsi poznatky
teorie grup a teorie invariantt a aplikoval je na geometrii. Pracoval s grupami transformaci,
které zachovavaly geometrické vlastnosti Utvara, a které mu umoZznily zformulovat
jednotnou definici raznych typd geometrii. Na zaklad¢ usporadani grup geometrickych
transformaci poté dospél i k usporadani piislusnych geometrii. Podrobngji o Erlangenském
programu a s nim souvisejicich zaleZitostech viz [5], [6] a [7].

4 Rikame, 7e body P a X harmonicky déli body Q a R, jestliZe jejich dvojpomér je roven -1, tj. (Q, R, P, X ) = 1.

5 Termin pél je odvozen z teckého slova polos (0sa) a pivodné znagil prisecik sféry s osou rotace. Nazvy
polara bodu a pél prfimky vzhledem k dané kuZelosecce zavedli nezévisle na sob& Frangois Joseph Servois
(1767-1847) a Joseph Diaz Gergonne (1771-1859).
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V piispévku jsme se snazili pripomenout dilezité okamziky z historie geometrie, kdy
se v souvislosti s transformacemi poprvé objevily nékteré nové myslenky. N&S vycet neni
v zadném ptipadé Gplny, nebot’ se n&které informace nedochovaly, navic neni jednoduché,
a nekdy to ani nejde, presné oznacit okamzik objevu a autora nové myslenky. Vyvoj
nékterych pojma obsahl nékolik stoleti, ménila se zakladni terminologie, postupné se
objevovaly nové souvislosti.

VétSina vySe uvedenych informaci historického charakteru vychazi z Gdaja
obsazenych v [3], kde je geometrickym transformacim vénovana samostatna kapitola.
Dalsi souvislosti tykajici se historie této problematiky Ize nalézt napi. v [4].
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ZAKLADNI UCEBNI TEXTY Z MATEMATIKY NA VSE
PRAHA V LETECH 1954-2009

Eva ULRYCHOVA

Abstract: The basic textbooks used for courses of mathematics at the University of
Economics in Prague (VSE) since its establishment in 1953 are presented and compared
with the textbooks used at the present time.

1 Uvod

Zékladni kurz matematiky na VSE Praha prosel od zaloZeni $koly v roce 1953 mnoha
zménami, a to nejen co do poctu vyucovacich hodin a obsahové naping, ale i formy vykladu.
Snad k nejradikalngjsi zmeéné doslo v letech 2005 — 2006, kdy byl v ramci piechodu Skoly na
ECTS (European Credit Transfer and Accumulation System) postupné na v3ech jejich fakul-
tach zkracen zakladni kurz matematiky z dvousemestralniho na jednosemestralni, pii tydenni
hodinové dotaci 2 hodiny piednaSek a 2 hodiny cviéeni. Tato razantni zména s sebou prinesla
nejen nutnou redukci obsahu uciva, ale na Zadost odbornych kateder i zménu zptsobu vykla-
du — co nejjednodussi formulaci pojma a diiraz zejména na pocetni postupy. Je proto zajimavé
srovnat podle dochované literatury uréené pro zakladni kurz matematiky jak obsah, tak formu
vykladu vyuéované latky.

V 2. a 3. ¢ésti prispévku jsou uvedeny z&kladni ucebni texty (které byly v nékterych ptipa-
dech doplnény samostatnymi cvi¢ebnicemi nebo skripty rozsitujicimi u¢ivo pro obory s rozsi-
fenou vyukou matematiky ¢i pro vybérové piednasky). Jednotlivé ucebnice jsou struéné cha-
rakterizovany, dale je uveden vycet vykladanych pojmi; tyto Udaje vSak mohou poskytnout
jen ramcovou predstavu — kromé obsahovych rozdilu se texty odliSuji i rozsahem vénovanym
jednotlivym tématam, podrobnosti vysvétlujicich komentait, poradim vykladanych pojmi,
naro¢nosti priklada apod. Abychom alespon ¢astecné priblizili rozdily ve vykladu pojmui
v prabehu let, uvadime ve 4. ¢asti definici limity posloupnosti a pojma s ni bezprostredné spo-
jenych — tak, jak jsou podavany v jednotlivych ucebnich textech.

Uvédime pouze zakladni literaturu k povinnému kurzu matematiky na VSE. V piipadé vi-
cerych (i pozménénych, odlisné nazvanych) vydani ucebnice téhoz autora (nebo kolektivu)
uvadime jen prvni a posledni vydani s vyznacenim zmeén v poslednim vydani oproti prvnimu.
Nazvy kapitol jsou kurzivou; pokud jsou kapitoly rozsahlejsi, jsou pro lepsi orientaci nazvy
mensich tématickych celki (dle jednotlivych u¢ebnich textt) zvyraznény podtrzenim.

2 Uéebni texty pro jednosemestralni kurz (od r. 2006)

Kolektiv katedry matematiky: Matematika pro 4MM101, 2006 ([1])

144 str. A4. Nejsou oznaceny definice — zavadéné pojmy podtrZeny; misto vét tvrzeni uvede-
na slovem ,,Plati“; neobsahuje diikazy, neuziva kvantifikatory, uziva zjednodusené formulace,
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¢asto slovni misto symbolickych zapist, jednodussi piiklady. Rada fe$enych piikladd, cviceni
(neieSené priklady) s vysledky, obsahuje obrazky. Neobsahuje aplika¢ni piiklady.

I. Lineérni algebra

Linearni zavislost vektorti, hodnost matice — aritmetické vektory, linearni zavislost a nezavis-
lost, hodnost matice. Soustavy linearnich rovnic — Frobeniova véta, Gaussova a Jordanova eli-
minacni metoda, homogenni soustava. Maticova algebra — operace s maticemi, regularni mati-
ce, inverzni matice, maticové rovnice, feSeni soustav uzitim inverzni matice. Determinanty —
rekurentni definice, rozvoj, Upravy v matici, Cramerovo pravidlo.

I1. Limita posloupnosti, spojitost a limita funkce

Posloupnost — rozsifena realna osa, okoli bodu, redlna posloupnost, vlastnosti, limita, véty.
Funkce — redlnad funkce jedné realné proménné, vlastnosti, inverzni funkce, cyklometrické
funkce, limita funkce, véty.

I11. Diferenciélni pocet funkci jedné proménné

Derivace — definice, geometricky vyznam, vzorce, (f + g)°, (fg)", (f/g)", (flg])", I’'Hospitalovo
pravidlo. Extrémy na mnoZiné — extrémy spojité funkce na intervalu, souvislost f a mono-
tonie, lokalni extrémy, prabéh funkce.

IV. Diferencialni pocet funkci dvou a vice proménnych

Funkce dvou a vice proménnych — redlna funkce dvou proménnych, r proménnych, vlastnosti
mnoZzin v roving, parcialni derivace. Extrémy — extrémy funkci dvou proménnych (dodatek
i pro funkce vice proménnych) — vazané, uvnité mnoziny, na kompaktnich mnoZzinach
s vnittnimi body (spec. extrémy linedrni funkce na konvexnim mnohosténu), parcidlni
derivace 2. fadu, lokalni extrémy funkce dvou proménnych.

V. Integrél

Integral — primitivni funkce, neurgity integral, per partes, substituce, integrace funkci special-
niho tvaru, Newtoniv urcity integral, nevlastni integral. Nekone¢né fady — soucet, konver-
gentni, divergentni fada (jen definice), geometricka fada.

VI. Diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice — zakladni pojmy, diferencialni rovnice 1. fadu, separace proménnych,
line&rni diferencialni rovnice fadu k s konstantnimi koeficienty, zkracena, specialni tvar pravé
strany — feSeni pro rovnice 2. fadu.

Kaiika M., Coufal J., Klifa J.: Uéebnice matematiky pro ekonomy, 2007 ([2])

198 str. B5. Podobny charakter jako [1], ponékud exaktn&jSi formulace, obecnéjsi odvozova-
ni, véty nejsou poznaceny.

Obsahové odpovidé [1], navic obsahuje: Uvod' — mnoZiny (jen zpisoby z&pisu mnoZin),
kartézsky sougin, ¢iselné mnoziny (jen oznaceni), zobrazeni a jeho vlastnosti, realnd funkce
jedné realné proménné — vlastnosti, polynom, racionalni lomena funkce, exponencialni,
logaritmicka, goniometrické. Derivace — vypocet derivace podle definice, rovnice teény ke
grafu funlz<ce. Integraly — druhd metoda integrace substituci, per partes a substituce v ur¢itém
integralu.

Batikova B. a kol.: Ugebnice matematiky pro ekonomickeé fakulty, 2009 ([3])

Stejny kolektiv autori jako [1].
206 str. B5. Stejny charakter jako [1], oproti [1] obsahuje aplika¢ni ptiklady z ekonomie.

1V zékladnim kurzu se nevyuguje, pouze jako opakovani — predpoklada se znalost ze stiedni koly.
2 Uvedené pojmy nejsou v osnovach zakladniho kurzu matematiky.
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Oproti [1] navic: Uvod® — opakovéni — funkce a jeji vlastnosti, posloupnost a jeji vlastnosti
Dodatek 1* — vlastni &isla a vlastni vektory matice, Taylorav polynom, diferencni rovnice,
autonomni diferencialni a diferenni rovnice, ekvilibrium. Dodatek 11° — aplikace matematiky
v ekonomickych disciplinach.

3 Uéebni texty pro dvousemestralni kurz (1953-2005)

Pro zestru¢néni textu jsou uvadény pouze obsahové odliSnosti oproti sou¢asnému stavu (tj.
oproti osnovam jednosemestralniho kurzu 4MM101).

Vesely F.: Uvod do poétu infinitesimalniho, 1954 ([4])

162 str. A4. Obsahuje definice, véty (i pomocné k dtikazam), dikazy, fadu feSenych prikladd,
cviceni (neteSené piiklady i dikazy tvrzeni) bez vysledki, neuziva kvantifikétory, obsahuje
obrazky. V textu podrobna vysvétleni, fada feSenych piiklada. Aplika¢ni ptiklady ojedinéle
apouze ve cvicenich (polomér filtru na svitiplyn, ujetd vzdalenost lokomotivy pii dané
spotiebé uhli).

Logické vztahy v matematice — definice, véta, dtkaz, vyrokovy pocet. MnoZiny — operace
s mnozinami, rozklad mnoZziny, Kartézsky soucin, zobrazeni — na, prosté, inverzni, ekvivalen-
ce mnoZin. Uspofadani mnoZzin, spocetnd, nespocetnd, kone¢nd mnoZzina, indukce, podobnost
mnozin. Pfirozena ¢isla, mohutnost mnoziny, kardinalni ¢islo, ordinalni &islo. Reélna ¢isla,
fezy, operace s fezy, skoky, mezery. Omezena mnozina, suprémum, infimum, maximum, mi-
nimum. Nerovnosti, absolutni hodnota. Odmocniny. Posloupnosti (definice obecng, dale jen
redlnd). Mocniny s redlnym exponentem a logaritmy. Funkce — intervaly, parcialni funkce,
operace s funkcemi, omezena funkce, racionalni celistva funkce, racionalni lomena funkce,
irracionalni, exponencidlni, logaritmické, goniometrické, hyperbolické funkce; funkce suda,
licha, periodicka. Spojitost funkce — okoli bodu v prostoru. Limita funkci — limita (v Gvodu:
lim X, = Xo, pak lim f(x,) = A, definice pak bez komentaie ,,epsilon, delta“). Inverzni funkce —
hyperbolometrické.

Vesely F.: Uvod do poétu infinitesimalniho 11, 1955 ([5])

173 str. A4. Stejny charakter jako [4]. Aplika¢ni piiklady pouze ve cvicenich, ne ekonomic-
kého charakteru (rozméry romanského okna, rozméry krabice, draha ety tanki, vyska, ze
které je vrzeno téleso apod.).

Derivace — jednostranné derivace, derivace inverzni funkce. Prabéh funkce — funkce rostouci,
resp. klesajici v bodg, Rolleova véta, Lagrangeova véta o stredni hodnotg, konvexnost, resp.
konkavnost v bodg, te¢na funkce. Nekone¢né fady — véty, kritéria konvergence — Cauchyovo,
d’Alembertovo, absolutni konvergence, Leibnizovo, vypocet souétu, Taylorova fada.
Primitivni funkce — diferencial, druha véta o substituci, vcetné uziti hyperbolickych funkci.
Urgity integral — Riemannuv, vlastnosti, vypodet ptikladi (celkem 27 str. A4), Newtonuv, per
partes a substituce v uréitém integralu. Numericka integrace — metoda obdélnikova, metoda li-
chobéznikova, Simpsonovo pravidlo. Nevlastni integrél — existence, vlastnosti.

%V zékladnim kurzu se nevyucuje, pouze jako opakovani — predpokléda se znalost ze stiedni $koly.

* V zékladnim kurzu se nevyuduje — pouze jako studijni material pro posluchace obori, které uvedené pojmy
potiebuji.

®V zékladnim kurzu se nevyucuje.
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Neni obsaZzeno (v obou dilech): linearni algebra, funkce dvou proménnych, diferencialni
rovnice.

Vesely F., Rychly R.: Matematika — dil prvni, 1959 ([6])
212 str. A4. Uvod: latka v podstaté ve stejném rozsahu jako skripta F. Veselého ([4], [5]),

omezeny nékteré obtiznéjsi partie, pfidana kapitola o interpolaci a o funkcich dvou promén-
nych; snaha latku vice pribliZit chdpavosti posluchaci. Obsahuje definice, véty (i pomocné
k dikaztim), dikazy, fadu feSenych piikladi, nejsou cviceni, neuzZiva kvantifikatory, obrazky
jako samostatna priloha. Aplikacni priklady (délka tyce jako funkce jeji teploty, zavislost

poctu vyrobki na ¢ase).

I. Logické vztahy v matematice

Vyroky, operace s vyroky, definice, véta, axiom.

I1. Mnoziny

Operace s mnozinami, Kartézsky sougin. Zobrazeni — prosté, na, inverzni, ekvivalence mno-
Zin, uspofadani mnozin.

I11. Pr/ehled o racionalnich cislech

Cisla ptirozena, matematicka indukce. Cisla cela, racionalni a jejich vlastnosti, s¢itani a naso-
beni nerovnosti.

IV. Cisla realna

Rezy na mnoZing racionalnich &isel, uspoiadani teza, operace s fezy. Reélné &isla. Absolutni
hodnota, komplexni ¢&isla, intervaly. Nerovnosti — kvadratické, se zlomky, s absolutni hodno-
tou, okoli bodu. Omezené mnoziny. Suprémum, infimum, maximum, minimum.

V. Posloupnosti

Posloupnosti — aritmetickd, geometrickd, zavory posloupnosti, suprémum, infimum. Mocniny
s realnym exponentem, logaritmy. Nekone¢né fady — s nezdpornymi ¢leny, kriterium srovna-
vaci, Cauchyovo, d’Alembertovo. Rady alternujici, fady s libovolnymi ¢leny, absolutni kon-
vergence.

VI. Funkce

Reélnad funkce jedné realné proménné — logaritmické stupnice na osach, parcidlni funkce,
operace s funkcemi, racionalni celistvd funkce, raciondini lomend funkce, iracionini, expo-
nencialni, logaritmické, goniometrické.

VII. Spojitost funkce

Definice ,,epsilon, delta”.

VIII. Limita funkce

Definice (lim x, = xo, pak lim f(x,) = A i definice ,,epsilon, delta®), nerovnosti mezi limitami,
funkce nekone¢né malé.

IX. Derivace

Derivace inverzni funkce, te¢na ke grafu funkce, diferencial funkce.

Vesely F., Rychly R.: Matematika — druhy dil, 1959 ([7])

168 str. A4. Stejny charakter jako [6]. Aplika¢ni priklady (minimalizace ceny dopravy, fyzi-
kalIni aplikace — viz uZiti integralu).

X. Véty o spojitych funkcich

Véty, stejnomérnd spojitost, funkce rostouci, resp. klesajici v bodé, véty o stiedni hodnoté.
XI. VySetiovani pribehu funkce

Funkce ryze konvexni, resp. konk&vni v bodg.

XII. Interpolace funkce

Interpolaéni mnohoglen, Lagrangetv vzorec, Newtoniv vzorec, diference k-tého radu.
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XII1. Tayloriv rozvoj

Tayloriv mnohogélen, Tayloriv rozvoj se zbytkem, uZiti Taylorova rozvoje pro vySetiovani
funkce, nekone¢na Taylorova fada.

XIV. Urdity integral

Reimannuav urgity integral (25 str. A4), urcity integral jako funkce horni meze.

XV. Neur¢ity integral

Per partes pro urcity integral, druhd véta o substituci, substituce v urcitém integrélu.

XVI. Numericka integrace

Obdélnikova, lichob&znikova, Simpsontv vzorec.

XVII. Zobecneny integral

Laplacetv integral.

XVIII. UZiti urcitého integralu

Objem rotacniho télesa, délka oblouku kfivky, povrch rota¢niho télesa, draha pti pohybu rov-
nomérng zrychleném, tlak kapaliny na svislou obdélnikovou sténu, efektivni hodnota stiida-
vého proudu.

XIX. Funkce dvou proménnych

Kftivky v roving (parametrickd rovnice, implicitni funkce), rovinné obrazce, mnoZina boda
v prostoru, v n-rozmérném prostoru, limita funkci dvou proménnych, geometricky vyznam
parciéalni derivace, totalni diferencil, parciélni derivace sloZené funkce. Vyrovnani piimkou.

Neni obsazeno (v obou dilech): linearni algebra, topologické vlastnosti mnozin — oteviena,
uzaviend, omezend, kompaktni, vdzané extrémy, absolutni extrémy spojité funkce na kom-
paktni mnozinég, diferencialni rovnice.

Rychly R.: Zaklady vyssi matematiky, dil prvni, 1962 ([8])

170 str. A4. Obsahuje definice, véty, dikazy, fadu feSenych piikladd, cviceni i s vysledky, ne-
uziva kvantifikatory, obsahuje obrazky. Omezena matematicka analyza — vynechany sloZit&jsi
dikazy a mén¢ dulezité pojmy, poprvé zaklady linearni algebry. Aplika¢ni piiklady pouze
ojedingle ve cviceni (vektor vyroby, cenovy vektor).

1. Shrnuti a opakovani elementarni matematiky

Logické vztahy v matematice, mnoziny, zobrazeni, redlna &isla, absolutni hodnota, podmno-
Ziny reélnych ¢isel (intervaly), suprémum, infimum, maximum, minimum.

11. Z&klady analytické geometrie v roviné

Orientovany Uhel, primét orientované Usecky, transformace souradnic, rovnice primky
(parametricka, obecna, Usekovy tvar, smérnicovy tvar), kruZnice, rovinné obrazce.

I11. Zaklady analytické geometrie v prostoru

Pravodi¢ bodu, uhel dvou sméri, piimka, rovina, kulova plocha, prostorové Gtvary, dodatek
o0 vicerozmérnych prostorech.

IV. Zaklady linearni algebry

Vektorovy modul (= mnoZina vektorii uzaviend vzhledem k sou¢tu a nasobku), uréujici sku-
pina, baze. Determinanty — definice (pies permutace), linearni substituce.

V. Posloupnosti

Limita — definice ,,epsilon, delta“.

VI. Funkce

Linearni funkce, kvadraticka funkce, suprémum, infimum, parcilni funkce.

VII. Limita a spojitost funkce

Limita (dvé definice: lim x, = xo, pak lim f(x,) = A a ,epsilon, delta”, diikaz ekvivalence
obou).
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Rychly R.: Z&klady vy3$si matematiky, dil druhy, 1962 ([9])

165 str. A4. Stejny charakter jako [8]. Aplika¢ni ptiklady (okamZitd rychlost jako derivace
drahy podle ¢asu, pomérny piirtstek vyroby, naklady na dopravu uhli).

VIII. Derivace funkce

Derivace jako limita pomérného priristku, jednostranné derivace, regularni funkce, derivace
inverzni funkce, se¢na a te¢na ke grafu funkce, diferencial.

IX. UZiti derivaci

Funkce rostouct, resp. klesajici v bod¢, Rolleova véta, véty o stiedni hodnoté, ryzi konvex-
nost, resp. konkavnost v bodg¢. Ktivky v roviné — parametrické vyjadieni, jednoduchy oblouk,
uzaviend krivka.

X. Funkce dvou a vice promeénnych

Uplny diferencial, parcialni derivace funkce sloZené. Zakladni Gloha vyrovnavaciho pogtu.
Funkce ti a vice promeénnych — jen parcialni derivace.

XI. Neur¢ity integral

Druhd véta o substituci, integrace nékterych funkcf iracionélnich.

XII. Urcity integral

Riemannuav integrdl, urcity integral jako funkce horni meze. Numericka integrace — metoda

obdélnikové, lichobéznikova, Simpsoniv vzorec. Objem rotacnich téles, délka oblouku kiiv-
ky.

Neni obsazeno (v obou dilech): Jordanova metoda, topologické vlastnosti mnoZin — oteviena,
uzaviena, omezend, kompaktni, vazané extrémy, absolutni extrémy spojité funkce na kom-
paktni mnozing, diferencialni rovnice.

V letech 1968 aZz 1987 byly vydavany uc¢ebnice Z. Horského:

Horsky Z.: U&ebnice matematiky pro posluchage VSE, 1968 ([10])

258 str. B5. Obsahuje definice (nejsou oznaceny), véty, dikazy, cviceni (i dtkazy) bez vy-
sledkd, neuziva kvantifikatory, obsahuje obrazky. Struény text (neptili§ podrobnéa vysvétleni),
obecné formulace, mélo teSenych piiklada. Aplikaéni priklady (vektor vyroby, elasti¢nost
funkce).

I. Uvod

Logika, vyrokovy pocéet, mnoziny, operace s mnozinami, rozklad na mnozing, zobrazeni, pti-
rozend ¢isla, usporadani mnoziny reélnych &isel (nerovnosti), fez na mnozing, skok, soufad-
nicovy systém v roving a v prostoru, kruznice a koule.

I1. Zaklady linearni algebry

Vektory — vektorovy modul — axiomaticka definice, podmodul, n-rozmérny prostor, uréujici
skupina, baze, hodnost modulu, vektorovy zapis soustavy linearnich rovnic. Soustavy line-
arnich rovnic — zména baze v prostoru Vy, linearni formy. Analyticka geometrie — n-rozmérny
prostor, body a vektory, piimka v E,, rovina v E,, podprostory v E,, skalarni sougin, vzdale-
nost, linearni kombinace bodd, konvexni mnoZiny, poloprostory. Maticova algebra — modul
matic, rozdéleni matic na pole. Determinanty — permutace, definice determinantu pres permu-
tace, linearni forma piislusna k dané radé determinantu, determinanty vybrané z matice.

111. Zaklady matematické analyzy

Suprémum a infimum. Posloupnosti (def. obecng, dale jen realné) — Uplna indukce, Funkce —
polynomy, exponencialni funkce, goniometrické funkce. Spojitost — spojitost v bodé (dve for-
mulace definice), Bolzanova véta. Limita funkce — dvé formulace definice. Derivace — deriva-
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ce a spojitost, derivace inverzni funkce, diferencial, te¢ny vektor prostorovych kfivek, elasti¢-
nost. Prabéh funkce — véta o stredni hodnoté, Tayloriv rozvoj. Funkce dvou proménnych —
valcové plochy, fezy plochy rovnobézné s rovinami os, limita posloupnosti v E;, totalni dife-
rencidl, te¢na rovina, vyrovnani ptimkou. Integraly — rekurentni formule, dodatek: nastin Rie-
mannova uréitého integralu, piiblizné vzorce — Simpsonova formule. Nekoneéné fady — fady
s nezapornymi ¢leny, kritéria konvergence, alternujici fady, Leibnizovo kritérium, absolutni
konvergence, Taylorova fada, funkéni trady, stejnomérna konvergence, integrovani tad.
Diferencialni rovnice — variance konstant, soustavy diferencialnich rovnic, komplexni ¢isla.

Neni obsazeno: feSeni soustav uzitim inverzni matice, topologické vlastnosti mnozin —
oteviena, uzaviend, omezena, kompaktni, postacujici podminka pro lokalni extrém funkce
dvou proménnych, vdzané extrémy, absolutni extrémy spojité funkce na kompaktni mnozing.

Horsky Z.: Uéebnice matematiky pro posluchaée VSE I, 1987 ([11])
7. vydani. 310 str. B5. Stejny charakter jako [10], jeSté vice od obecného ke specialnimu.

Obsahové zmény oproti 1. vydani:

I. Z&kladni pojmy matematiky

Kartézské souciny, rozklady na mnozing, ekvivalence. Uspoiédané mnoZziny, ptirozena induk-
ce. Struktury — operace na mnozing, grupy, télesa, funkce s hodnotami v daném télese. Reéalna
¢isla, redlna osa — mnoZina E, rozSitena realna osa, suprémum, infimum.

I1. Z&klady linearni algebry

Linearni vektorovy prostor — mnoZina, kterd vzhledem ke s¢itani tvoii komutativni grupu,
nasobeni — axiomy, skal&ry = realn ¢isla, zminka i o obecném télese (jediny piiklad — mno-
Zina funkci s hodnotami v télese E), podprostor, linedrni obal, linearni zavislost (v [3]: aspoi
jeden vektor linedrni kombinaci ostatnich; zde: [Si] = [S] aspon pro jedno i). Linearni zobra-
zeni, linearni rovnice, linedrni algebraicka rovnice, soustava. Matice — zavedena jako schéma
popisujici soustavu. Geometricka interpretace soustav — linearni afinni prostory. Matice —
funkéni pojeti. Kvadratické formy.

I11. Z&klady matematické analyzy

Konvergenéni prostor, konvergence na mnozing. Limita posloupnosti — obecné (nejen pro
redlnou), standardni konvergence na E*. Specialni zobrazeni, spojitost zobrazeni — obecng,
pak spec. pro realné funkce, stejnomérna spojitost (Cviceni — dtikazy: Dirichletova funkce
neni spojitd v Z&dném bod& realné osy ...). Limity zobrazeni — obecné (hromadny bod
mnoziny). Numerické feSeni rovnic — metoda regula falsi. Funkce vice proménnych,
zobrazeni typu (r, s), standardni konvergence na euklidovskych prostorech, implicitné
definovana funkce. Integraly — zag¢inaji Reimannovym urg¢itym integralem, primitivni funkce,
Newtontv urcity integral, neurcity integral. Funkeni fady — fady typu o a jejich vlastnosti,
mocninné fady — polomér konvergence, integrace, derivace. Komplexni ¢isla — téleso
komplexnich ¢isel, polarni tvar, binomické rovnice, komplexni funkce jedné komplexni
proménné, exponencialni funkce a logaritmus v komplexnim oboru, derivace komplexni
funkce jedné komplexni proménné, mnohozna¢né funkce.

Neni obsazeno: lokalni extrémy, vazané extrémy — dosazovaci metoda, Lagrangeovy multi-
plikatory, extrémy linedrni funkce na konvexnim polyedru.

V letech 1994 az 2003 byly vydavany dvojdilné ucebnice dvojic autora J. Klifa, J. Coufal
a M. Karika, J. Henzler:
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Coufal J., Klifa J.: Matematika | (pro Vysokou Skolu ekonomickou), 1994 ([12])

230 str. A4. Obsahuje definice, véty, dikazy, fadu reSenych priklada, cviéeni (i dikazy) bez
vysledku, uziva kvantifikatory, neobsahuje obrazky (ani k pojmam spojitost, limita), jen pfi-
loha graft z&kladnich funkci. Ekonomické aplikace (funkce nabidky, nakladova funkce).
Obsahuje priklady ieSené programem MATHEMATICA.

I. Uvod

Prolog aneb ars coniectandi — historie. Jazyk matematiky — mnoZiny, matematicka logika, ar-
chitektura matematiky (axiom,definice, véta, dikazy), mnoZinoveé operace, relace, uspotradani,
fez, skok, mezera, zobrazeni, operace, grupa, téleso, ¢iselné mnoziny, matematicka indukce,
suprémum, infimum. Specialni zobrazeni — realné funkce (nejen realné proménné), operace
s funkcemi, suprémum, infimum, maximum, minimum funkce, komplexni funkce jedné real-
né proménné, posloupnost (obecng, nejen realna).

I1. Zaklady linearni algebry

Lineéarni prostory — axiomaticka definice (nad realnymi ¢isly), ptiklady, podprostor, uréujici
skupina, baze, hodnost prostoru, prostory se skaldrnim soucinem, ortogonalni a ortonormalni
baze. Matice — prostor matic. Maticova algebra, symetrické matice, linearni transformace, re-
dukce symetrickych matic na diagonalni, elementarni matice. Determinanty a kvadratické for-
my — permutace, definice determinantu ptres permutace, vypocet inverzni matice, Wronského
determinant, charakteristicka ¢isla, kvadratické formy a jejich klasifikace. Sylvestrova véta.
I1l. Matematicka analyza

Konvergence — konvergenéni prostor, limita posloupnosti (obecné), standardni konvergence
na R a R*, véty. Standardni konvergence na R;. Spojitost zobrazeni (obecng),

Kaika M., Henzler J.: Matematika Il (pro Vysokou Skolu ekonomickou), 1995 ([13])

355 str. A4, Stejny charakter jako [12], nékterd cvigeni i s vysledky, obsahuje obrazky, ne-
obsahuje ptiklady feSené programem MATHEMATICA.

I. Diferencidlni pocet jedné redlné promenné

Wronského determinant, véty o stredni hodnoté, Taylorav polynom.

Il. Integraly

Riemannuv integrdl, per partes a substituce v urc¢itém integralu, funkce beta a gama.

I11. Nekonecné rady

Obecné vlastnosti tad, rady s kladnymi ¢leny — kritéria konvergence (srovnavaci, podilové,
odmocninové, integralni), alternujici fady (Leibnizovo kritérium), ostatni fady, absolutni kon-
vergence, funkéni fady (Weierstrassovo kritérium), mocninné fady — obor konvergence
a absolutni konvergence, souc¢et pomoci integrovani a derivovani, Taylorovy fady.

IV. Funkce vice promeénnych

Konvergence v E;, mnoziny v E, (oteviena, uzaviena, omezena, kompaktni), zobrazeni typu
(r, s), spojitost a limita zobrazeni typu (r, s), realné funkce r redlnych proménnych, zGzeni
a rozsiteni funkce, hladké funkce, diferencial, te¢na nadrovina ke grafu funkce, derivace slo-
Zené funkce, derivace zobrazeni typu (r, s), implicitné definované funkce, extrémy funkci vice
proménnych (véetné lokalnich vazanych extrémut). Dodatek — komplexni funkce komplexni
promeénné.

V. Diferenciélni rovnice

Variace konstant, rovnice fadu vy3ssiho nez 2.

V1. Diferencni rovnice

Diference, vysSi diference, diferen¢ni rovnice 1. i vySSich ¥adua, linearni diferenéni rovnice
s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou.
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Klafa J., Coufal J.: Matematika 1, 2003 ([14])
222 str. B5. Oproti [12] nejsou diikazy, cviceni jsou s vysledky.

Obsahové zmény oproti [12]: Uvod — neni relace, uspotadani, ez, skok, mezera, zobrazeni,
operace, grupa, téleso, matematicka indukce. Linearni algebra — je geometricka interpretace
soustav line&rnich rovnic, konvexni mnoZiny, poloprostory. Matematicka analyza — neni kon-
vergenéni prostor, limita posloupnosti jen pro reédlnou posloupnost, spojitost jen pro redlnou
funkci jedné redlné proménné.

Kaiika M., Henzler J.: Matematika 2, 2003 ([15])
214 str. B5. Oproti [13] nejsou diikazy, cviceni jsou s vysledky, vice ekonomickych aplikaci.

Obsahové zmeény oproti [13]: Nejsou funkéni fady. Navic jsou u funkci vice proménnych fun-
kce homogenni, kvazikonvexni a kvazikonkavni.

4 Definice limity posloupnosti

Pro zajimavost porovnejme, jakym zptsobem je v jednotlivych ucebnich textech podéana
definice limity posloupnosti. Pojem limity posloupnosti je vyuc¢ovan po celou dobu existence
zakladniho kurzu matematiky na VSE. Definice limity posloupnosti je jedna z téch, které se
asto studenti u¢i nazpamét’ bez jakéhokoliv porozumeni. | pies bezchybnou znalost definice
nejsou schopni doprovodit ji obrazkem, ¢i nacrtnout graf posloupnosti se zadanou limitou
apod. Proto byla definice limity posloupnosti pfi koncipovani zkraceného jednosemestralniho
kurzu 4MM101 oznac¢ena za nepovinnou (s moZnosti vyZadovat ji u zkousky od studenta
aspirujicich na jednicku); diraz mél byt kladen spiSe na spravnou predstavu. Tendence do bu-
doucnosti je definici opét zafadit mezi povinné a od studentt vyZadovat jeji piesné znéni.

Vesely F.: Uvod do poétu infinitesimalniho, 1954 ([4])
Pouze pro realnou posloupnost. Nevlastni limita samostatné pozdéji. Neni obrazek. Jsou pti-
klady reSené podle definice.

Definice limity posloupnosti: Cislo a je limitou posloupnosti a,, kdyZ ke kazdému libovolng

malému kladnému ¢islu ¢ existuje vZdy &islo no takové, Ze pro vechna n > ng vZdy plati:
lan—a| <e.

Vesely F., Rychly R.: Matematika - dil prvni, 1959 ([6])

Pouze pro reélnou posloupnost. Nevlastni limita samostatné pozdéji. Neni obrazek. Jsou pfi-

klady reSené podle definice.

Definice limity posloupnosti: Posloupnost {a,} ma vlastni limitu a, jestlize ke kazdému ¢islu ¢
existuje ¢islo notak, Ze pro vSechna n > ng plati nerovnost |a, — a| < e.

Rychly R.: Zaklady vys§i matematiky, dil prvni, 1962 ([8])

Pouze pro realnou posloupnost. Nevlastni limita samostatné pozdgji. Doplnéno obrazkem.
Jsou priklady feSené podle definice.

Definice limity posloupnosti: Posloupnost {a,} ma vlastni limitu a, jestlize ke kazdému
kladnému ¢islu ¢ existuje ¢islo D tak, Ze pro viechna n > D plati nerovnost |a, — a| < e.
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Horsky Z.: U&ebnice matematiky pro posluchage VSE, 1968 ([10])

Pouze pro reédlnou posloupnost. Nevlastni limita samostatné pozdgji. Doplnéno obrazkem,
okomentovano. Jsou priklady feSené podle definice.

Definice limity posloupnosti: Pravime, Ze posloupnost a;, a,, as, ... ma limitu rovnou &islu A,
kdyZ ke kazdému kladnému ¢ existuje ¢islo D tak, Ze plati implikace n > D => |a, — A| <¢.

Horsky Z.: Uéebnice matematiky pro posluchaée VSE, 1987 ([11])

Pro posloupnost obecné (nejen pro realnou). Neni obrdzek. Nejsou piiklady feSené podle
definice.

Nejprve definovan konvergencni prostor: Neprazdna mnoZina M (prvki jakékoliv povahy) se
nazyvé konvergen¢ni prostor, spliuje-li tyto axiomy:

I. Kazdy bod a € M vyznacuje jisté podmnoziny mnoziny M. Témto podmnozinam budeme
fikat okoli bodu a.

I1. Kazdy bod a € M je prvkem kazdého svého okoli.

I11. Jsou-li a, b dva libovolné navzajem razné body z M, potom existuje okoli bodu a a okoli
bodu b tak, Ze obé tato okoli jsou disjunktni.

Zobrazeni 7, které kazdému bodu a € M pritazuje systém z(a) vSech okoli bodu a, se nazyva
konvergence na mnozing. (Doplnéno obréazky.)

Definovan p-zbytek posloupnosti: BudiZ xi, Xz, Xs, ... posloupnost. Pro kazdé ptirozené ¢islo p
sestrojime mnoZinu {Xp, Xp + 1, Xp + 2, ...} [tj. mnoZinu vSech ¢&lenti posloupnosti X1, X2, Xs, ... ,
jejichZ index je vetSi nebo roven &islu p]. MnoZinu {Xp, Xp + 1, Xp + 2, ...} nazyvame zbytkem
(ptesngji p-zbytkem) posloupnosti X1, X2, X3, ...

Definice limity posloupnosti: Budiz M konvergen¢ni prostor, X;, Xz, Xs, ... posloupnost

obsazend v M a dale a € M. Pravime, Ze bod a je limita posloupnosti x;, Xz, X3, ..., kdyZ kazdé

okoli bodu a obsahuje néjaky jeji p-zhytek. Zapsano symbolicky:
VUer@)Id(peP)V(nzp)xeU.

Coufal J., Klifa J.: Matematika I (pro Vysokou Skolu ekonomickou), 1994 ([12])
Pro posloupnost obecné (nejen pro reélnou). Neni obrézek. Nejsou piiklady teSené podle de-
finice.

Nejprve definovan konvergencni prostor: Necht’ A je neprazdna mnozina. Konvergenéni pro-
stor je usporadana dvojice [A, 7], kde 7 je zobrazeni, které kazdému prvku a € A pfifazuje ne-
prézdny systém podmnoZin mnoZiny A takovy, Ze plati:

.LV(@aeA)Y (Uer@)(acU)
I.LY(@eA)VY(beA)(azb=>3Uera)IVer(a)UnNV=20).

(Neni obréazek ani slovni popis I, 11.)
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Definice limity posloupnosti: Necht’ [A, 1] je konvergenéni prostor, (a,) posloupnost obsazena
v mnozing A a a € A. Rekneme, Ze posloupnost (a,) mé limitu a v mnozing A, jestlize
VUer(@)3IdeR)V(neN)(n>d=>a,eU).

Poznamka: lim a, = a pravé tehdy, jestlize v kazdém okoli bodu a lezi vSechny ¢leny
posloupnosti (an) od urgitého indexu pocinaje.

Klafa J., Coufal, J.: Matematika 1, 2003 ([14])

Pouze pro realnou posloupnost. Soucasné pro vlastni i nevlastni limitu. Nejsou obrazky. Je
piiklad reSeny podle definice.

Nejprve definovéano okoli bodu:

(i) Necht’ c je redlné ¢islo a ¢ kladné reédlné ¢islo. Potom d-okoli redlného ¢isla c je interval
U(c, d) =(c—0, c+9).

(i) Necht’ 4 je realné ¢islo. Potom A-okoli bodu o je interval U(wo, 4) = (4, c0o>.

(iit) Necht y je reélné gislo. Potom y-okoli bodu — o je interval U(—oo, y) = <— o0, y).

Definice limity posloupnosti: Necht' (a,) je realna posloupnost a a € R*. Rekneme, Ze po-
sloupnost (an) ma limitu a, jestlize

V (Uer(@a) I (noe N) V (neN) (n>ny=>aye U).
Poznamka: zapis lim a, = a je ekvivalentni tvrzeni: v kazdém okoli bodu a leZi viechny ¢leny
posloupnosti (a,) od urgitého indexu pocinaje.

Kainika M., Coufal J., Klafa J.: Uéebnice matematiky pro ekonomy, 2007 ([2])

Pouze pro redlnou posloupnost. Soucasné pro vlastni i nevlastni limitu. Neni obrazek ani vy-
svétleni definice. Podle definice uk&zéano, Ze lim n = .

Nejprve definovano okoli U(a) bodu a € R o poloméru ¢ > 0 jako kazdy symetricky otevieny
interval U,(a) = (a - ¢, a + ¢), okoli bodu + « jako kazdy polouzavieny interval Ug(«) = (s,
o>, kde s je libovolné redlné &islo, a analogicky okoli bodu — « jako kaZzdy polouzavieny
interval

Ur(—o0) = <—o0, 1), kde r je libovolné redlné ¢islo. (Doplnéno obrazky.)

Definice limity posloupnosti: Rekneme, Ze posloupnost (a,) mé limitu a € R*, jestlize ke
kazdému okoli U(a) bodu a existuje ¢islo no e N tak, Ze pro vSechna n > ng, n € N, plati a, €
U(a).

Batikov4 B. a kol.: Uéebnice matematiky pro ekonomické fakulty, 2009 ([3])
Pouze pro realnou posloupnost. Sou¢asné pro vlastni i nevlastni limitu. Doplnéno obrazky.

Nejprve definovano okoli U(a) realného bodu a jako kazdy otevieny interval, jehoz stredem
je a, tedy U(a) = (@a—d, a + d) pro d > 0, okoli U(0) nevlastniho bodu <« jako interval (k, «o>
a okoli U(- o) nevlastniho bodu — oo jako interval <— oo, k), kde k je libovolné realné ¢islo.
(Doplnéno obréazky.)

Definice limity posloupnosti (jakoZto nepovinna pouze v poznamce pod ¢arou): Posloupnost
(an) ma limitu L, jestlize v kazdém (i sebemenSim) okoli bodu L lezi vSechny ¢leny po-
sloupnosti (an) od ur¢itého ¢lenu pocinaje, neboli
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lima,=L<=>V (U(L)) 3 (noe N) V (neN) (n>ng=>ane U(L)).

V textu: Rikéme, Ze posloupnost (a,) ma limitu L, jestlize se s rostoucim n hodnoty ¢&lena
posloupnosti (a,) pfiblizuji k ur¢ité hodnoté L. (Doplnéno obrazky.) Nejsou priklady feSené
podle definice.

5 Zavér

Ackoliv by ugebni texty jisté mély byt prizpasobeny Grovni kurzu, pro ktery jsou uréeny, je

mira zjednoduSovani vykladu diskutabilni a ndzory na tuto problematiku jsou do zna¢né miry
subjektivni. Proto nenf cilem tohoto ¢lanku jakékoliv hodnoceni uvedenych textu.
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HISTORICKE VYPOCETNI POMUCKY
A NETRADICNI METODY ARITMETICKYCH
VYPOCTU

ZUZANA VACLAVIKOVA

Abstract: There will be described history of mechanical calculators and their mechanical
construction, in this paper. The methods of elementary arithmetical operation — adding,
subtracting, multiplying and dividing will be illustrated, specially the prof. Topfer
method of square root extraction.

1 Uvod

1.1 Historie vypoéetnich pomiicek

Jiz od praddvna se lidé snazili uleh¢it si praci s aritmetickymi vypocty. Velky zlom
ptinesl vnik pozi¢ni soustavy, ktery umoznil vyvoj mechanickych pomucek. S nastupem
pocitact upadly tyto mechanické stroje do zapomnéni, ackoliv moznosti, které ve své
dobé nabizely vzbuzuji Gzas i dnes.

Prvni a nejdéle pouzivanou pomiickou byl tzv. abakus, u nas zndmy jako ,,pocitadlo®.
Byl pravdépodobné babylonského ptvodu, jednalo se o soustavu ryh, po kterych se
posouvaly drobné piedméty — kaminky, zrna, atp. NejstarSim dochovanym dakazem je
tzv. Salaminska tabule z obdobi cca 300 let pt. n. I. objevena v 19. stoleti na ostrové
Salamis.

V fimském obdobi se oddglil abakus na dva typy — zapadni a vychodni. Zapadni typ
se pres orient dostal do Evropy, kde dostal novy nazev Abakus. Specialné pak v Rusku
byl zapadni typ zndmy pod ndzvem scot, ktery se tam pouZiva dodnes. Piesto, Ze se to
miZe zdat nemozné, ,,staii poctari uméli na téchto pomuckach nejenom s¢itat a odeditat,
ale také nasobit, délit a Ize je vyuzit také k vypoctu druhé a tieti odmocniny.

1.2 Prvni mechanické stroje

Mezi priikopniky mechanickych kalkulacek pattil zejména Wilhelm Schickard (1592—
1635), ktery v roce 1623 vynalezl tzv. pogitaci hodiny — mechanicky stroj, schopny scitat,
odecitat, nasobit a délit. Objeveni popisia Schickardova kalkulatoru pfipravilo posmrtng
o prvenstvi Blaise Pascala, ktery ve svych 18 letech sestrojil tzv. pascalinu, aby pomonhl
svému otci, ktery pasobil jako vybér¢i kralovskych dani, se zpracovavanim velkého mnozstvi
dat. Jednalo se o osmimistni s¢itaci stroj, posledni dvé mista uréeny pro drobné penize + 6
mist pro 6-ciferné hodnoty ,,zlatych* penéz.

Pozdgji nasledoval vynéalez Gottfrienda Wilhelm von Leibnize (1646-1716), ktery
chtél nejprve dovybavit Pascaliiv pogéitaci stroj schopnosti ndsobeni a déleni. To se mu
nedatilo, a tak se rozhodl radéji pro zcela novy navrh pogitaciho stroje. V roce 1673 sestrojil
svuj vlastni stroj, ve kterém pouZil vélec se stupnovitym ozubenim, zndmy také jako tzv.
Leibnitzovo kolo. Vysledkem byl pocitaci stroj, ktery dokazal pracovat s 5 az 12-mistnymi

275



¢isly, a splioval tehdejSi pozadavky matematikt. Jeho principy se pouZivaly jesté dalSich cca
300 let.

Kolem roku 1820 vytvoiil Charles Xavier Thomas prvni UspéSny sériové vyrabény
kalkulator - Thomasav Arithmometr, schopny séitat, od¢itat, nasobit a délit. Ten byl prevazné
zaloZen na Leibnitzové pristroji. Technologie mechanickych pogitacich stroji se udrZela az do
70. let 20. stoleti.

2 Konstrukce mechanickych kalkula¢ek

2.1 Mechanické kalkula¢ky Odhnerova typu

Z hlediska konstrukce mtizeme rozdélit sériové vyrabéné mechanické kalkulacky do
téi skupin. Prvni znich, tzv. ,pinwheel calculators”, byly stroje sklikou slozené ze
specialnich ozubenych kol s proménnym poétem zubt (soustava paprskového soukoli),
opatrené vétSinou péckovou klavesnici. Prvni ztéchto typd, tzv. Odhnertiv arithmometr,
sestrojil vroce 1873 W. T. Odhner (proto se tyto kalkulacky zvyknou nazyvat jako
»kalkulacky Odhnerova typu“). O dva roky pozdégji dostal patent, ktery podstoupil
Peterburgské tovarng. Odnerav syn po revoluci uprchnul do Svédska, kde pokragoval
s vyrobou mechanickych kalkulacek s originalni znac¢kou ,,Original Odhner, zatimco co
v Sovétském svazu se diky konstrukénim planim a pienechanému patentu vyrébély
Odhnerovi dvojnici pod znackou Felix. ,,Rusky“ Felix byl v poloviné minulého stoleti
neodmyslitelnou sougasti viech bank, Ggetnich kanceléii a obchodti i u nas. V Ceské republice
byly z Odhnerovych typu casté také mechanické kalkulacky némeckych firem Walther,
Mellita, nebo Mira (od roku 1927 v Dolnim Hanychové, po vélce piejmenovana na firmu
Nisa).

2.2 Mechanické kalkula¢ky se soustavou stupiiovitych valca

Druhym typem konstrukce byla soustava stupniovitych vélci, zvana také Thomasovou
soustavou. Byla podkladem pievaZzné mechanickych strojii s ndsobnou klavesnici, u nas
pouzivané piedevsim stroje znac¢ky Archimedes, Madas, atd.

2.3 Mechanickeé kalkula¢ky se soustavou umérnych ramen

Tento typ konstrukce se také nazyval soustavou proporcionédlnich pak a byl
vynélezem Ing. Hamanna. U nas byly zastoupeny hlavné u vyrobki némecké znacky
Mercedes-Euklid. Kromé téchto zminénych konstrukci se objevovala fada dalSich
soustav, které se vSak neuchytily a nebo nedosahly ani stadia prototypu. Piesto Ze se
¢asem u stroju vylepSoval tvar, zvySovala rychlost, ¢i byl nahrazen mechanicky pohon
elektromotorem (typy fadime jiz mezi tzv. elektromechanické kalkulacky), princip
mechanické konstrukce zustaval porad stejny, az do nastupu elektroniky.

2.4  Séitaci stroje

Specidlni kategorii mechanickych strojii tvoii s¢itaci stroje, uréené primarné pro
Ucetni potieby — vétSinou vybavené pouze funkci souc¢tu a odecitani, doplnéné tiskovym
vystupem na pasku.

Na téchto strojich je vidét vyvoj numerické klavesnice od ndsobnych klavesnic az
po dnes standardizovany typ na vSech kalkulackach, nebo mobilech (patent firmy
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Sundstrand, z roku 1914). Za zminku stoji také patent firmy Astra-Werke z roku 1922 —

tzv. multinulové klavesy, které dnes bézné vidime na klavesnici bankomatu.
3 Metody vypoétu

3.1 Zakladni operace

Zakladni operace, kterymi byly mechanické stroje vybaveny byl soucet a odecitani (ve
vétSing pifpadt odliSen smérem otdceni kliky, u pozdgjSich elektromechanickych
kalkulacek bylo prepinani ru¢ng). U neautomatickych strojii se pak nasobeni a déleni
provadeélo vyuzZitim posuvného ramene nebo valce- naptiklad pokud se nésobilo 135-24,
nastavilo se vétsi z ¢isel na horni vysledkové pogitadlo, otocilo se klikou 4-krat, posunulo
se rameno o jednu pozici k ,,desitkdm* a otocilo se jeSté 2-krét.

Podobné se vyuZzilo posouvéani ramene i u déleni. U elektromechanickych kalkulacek
(pohon elektromotorem) byl tento proces vétSinou jiz automaticky.

3.2 Odmociovani
Na mechanickych strojich se k vypo¢tu odmocniny vyuzivalo nékolik metod, jedna
z nich byla metoda prof. Toépfera.

Podle metody prof. Topfera odmociujeme odecitanim lichych hodnot v fadé za sebou
od mocnénce, rozdéleného na skupiny dvojc¢isel od desetinné ¢arky doleva.

Naptiklad hledame-li odmocninu /100489 . Cislo rozdé&lime na dvojgisli 10-04-89.
Od prvniho dvoj¢isli odec¢itdme postupné lich4 ¢isla- 1,3,... dokud je ¢islo ve zbytku

obsazeno:
1004 89

-1
09 04 89
-3
06 04 89
-5
010489
Celkem jsme otocili 3-krat klikou (odeé¢itali jsme tii ¢isla), coz se ndm objevi na
vysledkovém pocitadle.

DalSi liché ¢islo 7 jiz ode¢ist nemizeme, tedy posledni odecitané liché ¢islo 5
zvétSime o jedna na nejbliZsi sudé, tj. 6 a za n& napiSeme opét prvni liché ¢islo 1,
dostaneme tedy liché ¢islo 61. Posuneme rameno nebo valec o jedno misto vlevo
a ode¢itame od 104-89, tedy

104 89
- 61

4389

Celkem jsme otocili 1-krat klikou (odegitali jsme jedno ¢islo), coz se nam objevi na
vysledkovém pocitadle za ¢islem 3 z pifedchoziho ode¢itani, tedy mame 31.
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Dalsi liché cislo 63 jiz odec¢ist nemiZzeme nebot’ neni ve 43 obsazeno. Posledni
odecitané ¢islo 61 zménime na nejblizsi sudé, tj. 62 a za né&j napiSeme opét prvni liché
¢islo 1, dostaneme tedy liché ¢islo 621. Posuneme rameno o jedno misto vlevo
a odecitame od 4389, tedy

4389
- 621 1893
3768 - 629
- 623 1264
3145 , dalepak - 631
- 625 633
2520 - 633
- 627 0
1893

Zbytek nula ukonéuje proces a déle jiz nepoc¢itame. Celkem jsme v poslednim odegitani
otocili 7-krat klikou (odecitali jsme sedm ¢isel), coZz se nam objevi na vysledkovém
pocitadle za piedchozimi ciframi, obdrzime tedy 317 a to je vysledek odmoctiovani.

Dalsi vyuZivané metody byly napriklad tzv. americkd metoda (podobna popsané
metodg, ale rychlejsi) nebo také Collacova metoda odmocnovani.

4 Zavér

Samotnych vypocetnich metod, ¢i ,,ndvoda* na zrychleni vypoctu byla ve své dobé
publikovana celd rada. Dobové navody dokonce uvadi, Ze ,.elektromechanicky kalkula¢ni
automat je sice nejpohodIngjsi, ale nikoliv nejrychlejsi, nebot’ poctar dokonale ovladajici

techniku pogitani pracuje ¢asto na ru¢nim stroji rychleji...”“. VétSina téchto metod s nastupem
elektroniky zanikla.
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MATURITNI ZKOUSKY Z MATEMATIKY
NA PRELOMU 19. A 20. STOLETI
A NA ZACATKU 21. STOLETI

JAN ZAHRADNIK

Abstrakt: Comparison of school-leaving examinations in mathematics at the C. k. ¢eské
gymnasium in Ceské Budgjovice (later Jirsikovo statni gymnasium) in the period 1899-1906
on the basis of the records, kept in the State District Archives in Ceské Budgjovice, and of the
present-day tasks included in the school-leaving examinations at the Gymnazium J. V. Jirsika
in Ceské Budgjovice.

V soucasné dobé probiha v ¢eské spolecnosti diskuse o podobé a vyznamu maturitni
zkousky na strednich Skolach. VV mém piispévku na této konferenci chci ukazat, jak vypadala
maturitni zkouSka z matematiky na gymnaziu pied vice nez sto lety a porovnat ji s maturitni
zkouskou na gymnaziu v soucasné dobé&. Toto srovnani provedu v ramci jednoho gymnazia,
ato C. k. ¢eského gymnasia, které v soucasné dobé nese ndzev Gymnéazium Jana Valeriana
Jirsika v Ceskych Budgjovicich.

Ve Statnim okresnim archivu v Ceskych Budgjovicich se totiz nachazi soubor
dokument z historie této 3koly, kterd byla vlasteneckym &eskobudgjovickym biskupem
Janem Valerianem Jirsikem zaloZena roku 1868 jako prvni &eské gymnazium v Ceskych
Budgjovicich. Ve srovnadni sdokumentaci ostatnich éeskobudgjovickych stiednich Skol,
existujicich ve druhé poloving 19. stoleti, se jedna o nejrozséahlejsi soubor, obsahujici kromé
katalogt studenti také archiv korespondence a zejména sadu podrobnych protokola
o maturitnich zkouskach [1], poc¢inajici Skolnim rokem 1898-1899 a kong¢ici Skolnim rokem
1906-1907, které obsahuji mimo jiné také zaznamy piikladi zadavanych maturantam pfi
Ustni zkouSce z matematiky a piikladt, navrzenych pro zkousku pisemnou.

Z uchovanych protokolu je mozné vytvotit si predstavu o tom, jak vypadala maturitni
zkouSka na gymnaziu na pielomu 19. a 20. stoleti. V prvni fadé se student musel vyrovnat
s péti povinnymi pisemnymi maturitnimi pracemi, a to z matematiky, ¢eského jazyka,
piekladu ztectiny do c&eStiny, piekladu z latiny do ceStiny, prekladu z ¢eStiny do latiny
apokud si vybral jako maturitni predmét némcinu, psal pisemnou préci i z ni. Pisemné
zkousky se konaly obvykle v prvni poloviné kvétna a jejich témata navrhovali profesofi
piislusného gymnazia v nékolika variantach. Kone¢ny vybér témat provedl zemsky Skolni
inspektor, ktery z navrzenych variant ,rudkou zatrhl*“ vybrané téma. Zndmky z pisemnych
maturitnich zkou3ek jsou uvedeny v Piehledu vysledka zkouSek maturitnich [2] a byl na né
bran ohled pti stanoveni vysledné znamky.

Ustni maturitni zkoudky probihaly pred 110 lety podle modelu, ktery zname
i v soucasné dobé. V radném obdobi se zkouska konala na zavér Skolniho roku, tedy v mésici
gervnu, pripadné i v prvni poloviné ¢ervence. V dopolednim i odpolednim terminu skladala
maturitni zkoudku zpravidla ctvetice studentd a to ze vdech predmétd Ustni zkousky.
Povinnymi piedméty byly éesky jazyk, latina, fectina a matematika. Jako nepovinny predmét
si studenti mohli vybrat druhy zemsky jazyk, tedy ném¢inu, dale se mohli prihlasit ke zkouSce
ze soukromé cetby zlatiny nebo fectiny. Platilo také, Ze ti studenti, kteri nesplnili
v zavérecném rocniku poZadavky z fyziky nebo d&jepisu, museli se podrobit Ustni zkouSce
i z té&chto predméta.

279



Klasifikace v jednotlivych piedmétech maturitni zkousky se fidila Sestimistnou
stupnici (véetné stupné ,,zcela nedostate¢ny*), vysledné hodnoceni pak znélo tak, Zze zZakovi
bylo vydano ,,vysvédceni dospélosti ke studovani na université” [1], ptipadné ,,vysvédéeni
s vyznamendnim®. NeulspéSnému abiturientovi mohlo byt povoleno opakovani zkousky.

V archivnich zaznamech C. k. ¢eského gymnasia je v protokolech o maturitnich
zkouskach [1] z matematiky uvedeno celkem 732 prikladi, které byly v uvedenych letech
bud’ zadany u Gstni zkousky (604) nebo pripraveny k vybéru pro pisemnou zkousku (128). Je
to soubor, ktery umoZiuje vytvorit si celkem pravdivy obraz o tom, jakym tématim se
matematika na tehdejSim gymnaziu vénovala, jak naro¢né Ulohy museli studenti reSit
a v neposledni radé také o tom, jakou znamkou byli u maturity klasifikovani. V zaznamech se
nevyskytuje nazev maturitni otazky, jako je tomu v soucasné dobé, jsou uvedeny pouze
piiklady, které byly maturantovi zadany (v poctu od jednoho do &tyi), zndmka kterou
zkousejici navrhl u jednotlivych prikladii a ndvrh vysledné znamky u Gstni zkousky. Ulohy
jsem rozdélil do 30 témat, z nichz 29 je nazvanych podle soucasnych zvyklosti, do 30. tématu
jsem shrnul netypické dlohy.

Co se tyk&4 maturit vsoucasné dobg, diky laskavosti kolegi z Gymnézia Jana
Valeriana Jirsika v Ceskych Budgjovicich jsem dostal k dispozici sadu maturitnich otazek
a priklada, které byly zad&vany pti maturitnich zkouskéach v roce 2010.

Soubor maturitnich otdzek z matematiky soucasného Jirsikova gymnazia obsahuje
30 poloZek. Kazda otdzka ma dvé ¢asti. V ¢asti nazvané ,teorie* nachazime 3 az 5 témat,
umozaujicich maturantovi prokazat znalost teoretickych zékladt. Cast nazvané ,piiklady*
pak obsahuje dvé& Glohy, z nichZz zak obvykle fesi jednu s cilem prokazat schopnost aplikovat
teoretické znalosti.

V nasledujici tabulce uvadim srovnani témat soucasnych (levy sloupec tabulky)
s tématy piikladd, zadavanych pred 110 lety. V pravém sloupci tabulky jsou tué¢nou kurzivou
uvedeny nazvy témat zlet 1899 — 1906, ktera podle mého nazoru odpovidaji tématim
sougasnym. Cisla v zavorce uvadsji, kolik tloh z celkového souhrnu tloh zadanych pti Gstni
maturitni zkou3ce nebo navrZenych pro pisemnou ¢ast do daného tématu ndlezi a také
procentovy podil tématu na celkovém poctu dloh.

Maturitni otazky rok 2010,
Gymnazium J. V. Jirsika

Komentéai* s ohledem na maturitni piiklady
1899 — 1906, C.k. ¢eské gymnasium

.| Upravy vyrazii

Upravy vyrazi (9; 1,23%).

.| Typy diikazi, délitelnost ¢isel

Diofantickeé rovnice (5, 0,68%), priklady na typy
ditkazai se nevyskytuji, nekolik prikladi na délitelnost.

.| Vyroky a mnoziny

Priklady na toto téma se nevyskytuji.

.| Definice a vlastnosti funkci, graf
funkce, inverzni funkce

Priklady na pojem funkce a jeji vlastnosti se
v souboru nevyskytuji.

.| Linearni a kvadraticka funkce

Ulohy o maximech a minimech (5; 0,68%).

.| Mocnina s redlnym exponentem,
linedrni lomena funkce

Numerické vypoéty (8; 1,09%).

.| Linearni a kvadraticka rovnice

Rovnice o jedné nezndmé (11; 1,50%), Slovni Glohy
(29; 3,96%), Reciproké rovnice (15; 2,05%).

.| Linearni a kvadraticka
nerovnice, soustavy rovnic
a nerovnic

Soustavy rovnic (30; 4,10%), tlohy na nerovnice se
v souboru nevyskytuji.

.| Rovnice a nerovnice
s parametrem, s absolutni
hodnotou, iracionalni rovnice

Iracionalni rovnice a jejich soustavy (30; 4,10%),
Glohy na rovnice s parametrem a s absolutni
hodnotou se nevyskytuji.
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10.

Exponenciélni a logaritmické
funkce a rovnice

Exponencialni rovnice (26; 3,55%), Logaritmické
rovnice (14; 1,91%).

11. | Goniometrické funkce Priklady na toto téma se nevyskytuji.
12. | Vztahy mezi goniometrickymi Goniometrie — Glohy na ieSeni trojuhelnika (60;
funkcemi, goniometrickeé rovnice |8,20%), Goniometrické rovnice (25; 3,42%).

13. | Planimetrie V souboru se vyskytuji Glohy na konstrukci
kuzelosecek a pouze jeden priklad na konstrukci
trojuhelniku.

14. | Zobrazeni v roviné Konstrukce algebraickych vyrazi (8; 1,09%), jiné
Ulohy na zobrazeni se nevyskytuji.

15. | Trigonometrie Trigonometrie (56; 7,65%).

16. | Stereometrie Povrchy a objemy téles (88; 12,02%), prostorové
konstrukeni Ulohy se nevyskytuji.

17.| Vektory, linedrni Gtvary v E, Analytické& geometrie pFimky v roviné (41; 5,60%),
Ulohy na vektory se nevyskytuji.

18. | Vektory, linearni Gtvary v E, Ulohy na toto téma se nevyskytuiji.

19. | KruzZnice, kulova plocha, teény | Kruznice a jeji te¢ny (36; 4,92%).

20. | Elipsa a jeji teény Elipsa a jeji te¢ny (35; 4,78%).

21.|Parabola a jeji teény Parabola a jeji te¢ny (31; 4,23%).

22.| Hyperbola a jeji teény Hyperbola a jeji te¢ny (27; 3,69%).

23. | Kombinaéni &islo, faktorial, Kombinaéni ¢isla (7; 0,96%), Binomicka véta (11;

binomické véta 1,50%).

24.| Kombinatorika a Kombinatorika (7; 0,96%), v souboru se vyskytuje

pravdépodobnost jedna Uloha na pravdépodobnost.

25. | Komplexni &isla Komplexni ¢isla (12; 1,64%).

26. | Posloupnosti Aritmetické posloupnosti (23; 3,14%), Geometrické
posloupnosti (14; 1,91%), Finanéni matematika (51;
6,97%).

27. | Limita posloupnosti, nekoneéné | Nekoneé¢né Fady (11; 1,50%), v souboru se vyskytuje

rady nekolik prikladii na limitu posloupnosti.

28. | Limita a spojitost funkce Priklady na toto téma se nevyskytuji.

29. | Derivace funkce a jeji uziti Priklady na toto téma se nevyskytuji, tlohy na minima
a maxima byly zejmé 7/eSeny bez poufZiti derivace.

30. | Integral Priklady na toto téma se nevyskytuji, krome nekolika

prikladii na urceni plochy pod kuzeloseckou, které
zi'ejmé vyZadovaly znalost vzorce.

Je vidét, Ze nékterd soucasnd témata se v souboru z let 1899 az 1906 nevyskytuji.
Jedna se napiiklad o vyroky a mnoziny, dtkazy matematickych vét, nerovnice, funkce,
konstrukeni Glohy, zobrazeni, vektory, analytickou geometrii v prostoru nebo matematickou
analyzu.

Naproti tomu maturanti z prelomu 19. a 20. stoleti se museli vyrovnat s daleko vétSim
poctem Uloh, vyZadujicich kromé schopnosti kombinovat a syntetizovat své poznatky i velkou
pocetni zruc¢nost a nakonec i znalost triki, k feSeni mnohych Gloh nezbytnych. Jsou to
naptiklad Glohy na reSeni zadanych rovnic a jejich soustav, slovni dlohy, reciproké rovnice,
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numerické vypocty, provadéné s pomoci logaritmickych tabulek, velké mnoZstvi Gloh na
povrchy a objemy téles. Soubor obsahuje Sirokou Skalu uloh z analytické geometrie
kuZelosecek, vnichz se obcas vyskytuji pojmy jako pol, polara nebo subtangenta
a v neposledni fadé mnoho Uloh z finan¢ni matematiky, kam fadim vSechny ulohy na sloZené
Grokovani.

Nyni nasleduji ukézky piikladi z nékterych témat. U kazdého piikladu uvadim rok
z pisemné zkousky z matematiky, zndmku navrzenou zkouSejicim za dany ptiklad, ndvrh
celkové znamky za Ustni zkousku a vyslednou znamku z matematiky u maturitni zkousky. Ta
byla stanovena maturitni komisi s prihlédnutim ktémto ddajam a také ke zndmkam
v poslednim ro¢niku studia.

1. Reéte soustavu rovnic: %,/x— y=1+ ! ,
X=y

JX+Y+X+y=12. (1900, Stedry Karel, 3, 1, 2, vysl. 2)

2. Stanovte neznamé: x* + y® + X +y=22
x.y = 4. (1899, Vitoudek Jan, 3, 3, 3, vysl. 3)

3. Zahradnik ma néco méné nez 50 stromu; vsadil-li je po péti do fad, zbyvad mu
jeden, sazi-li po sedmi, nedostavaji se mu dva; kolik jich je? (1904, Krbec
FrantiSek, 3, 1, 1, vysl. 2)

4. Kdosi mé roc¢né splaceti 200 Kpo 10 let; kdy muze vloZiti celych 2000
K najednou pii 4% celoroénim Grokovani? (1905, Blaha Karel, 3, 3, 4, vysl. 3)

5. Cislo 27 jest rozdgliti na dva s¢itance té vlastnosti, aby &tyinasobny &tverec prvého
a pétinasobny ¢étverec druhého byl co mozna nejmensi. (1903, Soukup Josef, 4, 3,
4, vysl. 4)

6. Do rovnostranného vélce je vepsan kuZel a koule; vyhledati pomér jejich obsahd.
(1901, Slaba Rudolf, 4, 4, 4, vysl. 4)

7. Ur¢iti plochu trojuhelnika omezeného polarou a te¢nami z bodu (-2, 0) k parabole

y? = 2x. (1900, Konzal Tomas, 3, 2, 2, vysl. 3)

8. Kuzel obraceny vrcholem dolda ponofi se ve vodé po % vysky. Ktera je jeho
specificka vaha? (1901, Prell Ladislav, 3, 4, 4, vysl. 4)
9. Silnice ma smér od zépadu k vychodu. Jdeme-li po ni z mista A, od néhoz leZi jista

véz presné na jih, do mista, z néhoz véz je smérem jjz, ujdeme 364 m. Jak daleko
je véz od silnice? (1905, Tupy Jan, 4, 4, 4, vysl. 4)

8
10. Které x ¢inf ve vyrazu (3x —5i) &tvrty ¢len rovny —1. (1902, Novotny Frantisek,
X
2,2,2,vysl. 3)

282



Ve skupiné netypickych uloh, které byly zadavany zejména premiantam, se kterymi se
ziejmé pan profesor chtél pochlubit, najdeme Ulohu na pravdépodobnost nebo vypocet
determinantu, nékolik piikladt na fetézové zlomky nebo nekoneéné odmocniny i Glohy na
limitu posloupnosti vedouci k¢islu e nebo piiklady na vypocet obsahu plochy pod
kuZeloseckou, na prvni pohled vyZzadujici znalost zaklada integralniho poétu. Na ukazku
uvadim nékolik prikladu z této kategorie.

1. 24 7&ka jest posaditi do 6 lavic po 4; kolikerym zptasobem se to dé& provést? (1899,
Slaby Emanuel, 3, 2, 1, vysl. 2)

2. Pravdépodobnost ngjakého pokusu je % kterd jest pravdépodobnost toho, Ze se
pokus aspon 4 krat zdaii, kdyz jej 7 krat opakujeme. (1899, Patek Jan, 2, 1, 1, vysl.
1)

3. Iim(1+%j (zadéni zapséno v této podobg, pozn. aut.). (1900, Silhacek Karel, 1, 1,
1, vysl. 1)

4. Na elipse vyhledati bod, jehoZ stg = 6. (1901, Sakac Vaclav, 2, 1, 1, vysl. 2)

5. Stanovte 3\/4—3 4-34—... 00 (1901, Stefl Josef, 3, 2, 2, vysl. 2)

6. Jest vyhledati krychlovy obsah prstenu, jenz vznikne otoc¢enim elipsy kol osy

rovnob&zné svelkou osou, je-li velkd osa elipsy a=2cm, vystiednost e =~/2
a vnitini polomér prstenu je 5 cm. ( 1903, Bilek Rudolf, 1, 1, 1, vysl. 1)

7. Plocha omezena parabolou y? = 2x a tétivou spole¢nou s kruhem (x—l)2 + y2 =9,
(1902, Novéak Véclav, 2, 1, 1, vysl. 1)

8. Drét, jehoZ prufez jest kruh o poloméru p =3.721 mm svinut jest v prsten kruhovy,
takZze polomér kruhu jeho osou utvoieného r=16.45cm. Tento kruh lezi na
vodorovné roviné a na ném a na téZze roving leZi koule, jez se dotykd prstenu
i roviny; vyhledati jest jeji krychlovy obsah. (1903, Krahulik Ondrej, 1, 1, 1, vysl. 1)

9. Kdosi uloZi a=10.000K do banky tak, aby sobé& neb svym dédicam po 20 letech
pojistil penézitou rentu n=20 let trvajici a kazdého roku splatnou a rok od roku
0 100 K se zvétSujici, zarocuje-li se 4%. Jak velka bude prvni renta. (1903, Roubal
Jan, 1,1, 1, vysl. 1)

10. Hospodai koupil za 1200 K ovci, z nichz si 15 ponechal a prodal ostatni za 1080 K,
pri kazdé vydélal 4 K; kolik jich bylo? (1904, Renz Theodor, 2, 1, 1, vysl. 1)

Zéavérem konstatuji, Ze prapradédové soucasnych maturantii se museli pti studiu na

gymnaziu na zacatku dvacatého stoleti vyrovnat nejen slatinou a feétinou, ceStinou,
néméinou, déjepisem, zemépisem nebo fyzikou, ale také svelmi naro¢nou matematikou.
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Naro¢nost maturitni zkousky a také velmi ptisnd klasifikace maturantd byla na pielomu
19. a 20. stoleti predmétem diskusi nejen odbornych, ale také rodi¢ovskych. Jejich vysledek —
Marchetovy reformy z roku 1908 [3] — piinesly mimo jiné zruSeni povinné pisemné maturitni
zkousky z matematiky.

O vice neZ sto let pozdgji se opét diskutuje o stupni naro¢nosti maturitni zkousky
a o mist¢ matematiky v ni. Statni maturita by opét méla byt vysvédcenim ,,dospélosti
k navsteéve univerzitni, feceno slovy zacatku dvacatého stoleti. To ale podle mého nazoru
neni mozné bez matematiky. Proto si dovoluji ptipojit se k tém, kteii volaji po zafazeni
matematiky jako povinného piedmétu u maturitni zkousky i na zacatku stoleti
jednadvacétého.

Pti psani tohoto prispévku jsem vychazel mimo jiné z textu, ktery jsem jako navrh
¢lanku ,,Jak maturovali gymnazisté na pielomu 19. a 20. stoleti* poslal do redakce ¢asopisu
Matematika, fyzika a informatika.
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) LINEARNI MODEL V DILE
DANSKEHO STATISTIKA T. N. THIELEHO

JITKA ZICHOVA

Abstract: The text is dedicated to the life and selected topics of work of an outstanding
Danish statistician of the 19th century Thorvald Nicolai Thiele. His professional career is
mentioned at the beginning. The rest of the paper deals with the theory of linear model,
which represents a widely used statistical methodology with many practical applications.
The contribution of Thiele to this part of mathematical statistics is described in detail.

1 T.N. Thiele

Thorvald Nicolai Thiele se narodil 24. 12. 1838 v Kodani. V roce 1860 ukongil
studium astronomie na tamni univerzité, kde dale pusobil v letech 1860 az 1870 jako
védecky asistent na astronomické observatoii. V roce 1875 byl ustanoven profesorem
astronomie a feditelem observatore. Tyto funkce zastaval az do odchodu do penze v roce
1907. Na univerzité rovnéz vyucoval a v letech 1900 az 1906 byl jejim rektorem. Byl
postiZzen silnym astigmatismem, a proto nemohl konat astronomicka pozorovani, obratil
tedy svou pozornost k matematice. Seznam jeho publikaci obsahuje témér padesat titula,
z toho dvé monografie vénované statistické inferenci a jednu na téma interpola¢ni teorie.
Dalsi jsou ¢lanky o astronomii, statistice, pojistné matematice a numerické analyze.
VétSina z nich byla inspirovana praktickymi problémy. Ve statistice se vénoval teorii
pravdépodobnostnich rozdéleni, linedrniho modelu, filtrovani, Gramovych-Charlierovych
fad a procesu Brownova pohybu. Thiele byl velmi aktivni a mé&l organizaéni schopnosti.
M4 zésluhu na vzniku dvou védeckych spole¢nosti, a to Danské matematické spole¢nosti
v roce 1873 a Danské aktuarské spole¢nosti v roce 1901. Zemiel 26. zari 1910 v Kodani.
Podrobngji se o jeho zivoté a dile lze docist v knize [4] a ¢lanku [9].

2 Linearni model
Linearni model pro nahodny vektor Y je v dnes pouzivaném znaceni definovan
piedpisem

EY =1 =X3. 1)

Symbol E oznacuje operator sttedni hodnoty, X je pevna matice typu n-krat m s hodnosti
m<n, B je m-rozmérny vektor nezndmych parametrt a rozptyl slozek Y,,...,Y, vektoru Y

nezavisi na £ (viz [1]). Jednoduchym piikladem je model regresni piimky prolozené
dvourozmérnymi daty se zapisem

285



to znamend Y; = B, + 5, X, +e,, kde e,,...e, jsou ndhodné odchylky s nulovou stiedni
hodnotou a konstantnim rozptylem.

Prvni formulace linedrniho modelu byly spojeny s feSenim problémt geodézie
a astronomie. V roce 1686 Edmund Halley odvodil linearni relaci mezi nadmorskou
vysSkou a pozorovanou vyskou sloupce barometru. Model regresni piimky prochazejici
pocatkem vySettuje Roger Cotes v roce 1722. Némecky kartograf a astronom Tobias
Mayer, profesor matematiky a feditel observatore v Goéttingen, pouZil v roce 1750
linedrni model s trojrozmérnym vektorem parametra S pti vySetrovani pohybu Mésice.
Problematikou odhadu vektoru f se dale zabyvali v poloving 18. stoleti Roger Joseph
Boscovich a Johann Heinrich Lambert, na konci 18. stoleti Pierre Simon Laplace
a pocatkem 19. stoleti Adrien Marie Legendre a Carl Friedrich Gauss. Posledni dva
navrhli dodnes pouZivanou metodu nejmensSich &tverct. Zajemcam o historii uvedené
problematiky Ize doporugit knihy [3] a [5].

Thieleho dulezitym prinosem pro teorii linearniho modelu je formulace tzv. kanonické
formy linearni hypotézy v praci [6]. Necht’ jsou slozky Z,,...,Z, nahodného vektoru Z

nezavislé normalné rozdélené se strednimi hodnotami EZ, =7,,, i = 1, .., n - m
aEZ =n,i=n-m+1, .., n Prvni sada strednich hodnot je znama, druhou sadu
nezname. Piedpokladejme stejny neznamy rozptyl o2 u viech velicin Z,,..,Z . Mizeme
jej odhadnout z pozorovani zy,...,z,_n, téchto veli¢in podle vzorce

1 n-m

> (zi -7mio)?.

i=1

n—-m

Thiele se zabyva problémem pievedeni linearniho modelu (1) s nezavislymi normalng
rozdélenymi veli¢inami  Y,,...,Y, s rozptylem o do vy3e popsané kanonické formy.
Rozdéli vektor u na dva podvektory délek n —m a m tak, Ze

@ (Y] @ @
(u”) (X p (X (X
“'LAZJ'[X%J'(X‘”]'ﬂ’ o X'[X“’J

a &tvercova matice X ® ma plnou hodnost m. Dale definuje linearni transformaci
® T T
’ 2(2(2)}[A Y}(A J'Y' kde A" =(1,,,~X?(X®)") aB=X, (2)
z

BTy ) |BT

I, ., Jje jednotkova matice rozméru n —m, symbol T znaéi transpozici. Zrejmé je

B=(X@)1,@ 40 = xO(x®),® aodtud plyne EZW = ATEY = ATy =0.
Transformaci (2) vektoru Y jsme piesli ke kanonickému modelu pro vektor Z, v némz
EZ, =n,=0proi=1,..,n—-m.

Odhad stiedni hodnoty EZ® = XTEY = X" XA metodou nejmensich &tverca je
XTy pii pozorované hodnoté y nahodného vektoru Y. K ziskani odhadu vektoru
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parametra f méme soustavu normélnich rovnic XTX,B: XTy. Pfi pouziti Gaussova
algoritmu k nalezeni jejiho teSeni nasobime obé¢ strany dolni trojuhelnikovou matici G

s vlastnosti GX ' XGT =D = diag{dy,...,d,}. Dostadvédme vztah

GXTxp=6X"Ty. ©)

Slozky U, nahodného m-rozmérného vektoru U = GX 'Y jsou nezavislé nahodné veliginy
s rozptyly a&di. K dispozici mame vektor jejich pozorovani u :GXTy. Thiele zavadi
novy vektor parametra 9, pro ktery plati S = G' 6. Soustavu (3) pak Ize pséat ve tvaru
DO =us tesenim t=D"tu=D"leXT y, pricemz slozky nahodného vektoru D™'U jsou
nezavislé s rozptyly o?/d;. V publikaci [6] Thiele odvozuje vlastnosti odhadu b=G"t

vektoru parametrd S a odhadu Xb stiedni hodnoty EY pomoci vlastnosti odhadu t.
Zabyva se téZ zobecnénimi modelu, naptiklad pripadem matice X, kterd nema plnou
hodnost m, coZ vede k soustavé normalnich rovnic s nejednozna¢nym feSenim.

3 Analyza rozptylu

Analyza rozptylu je jednou z aplikaci teorie linedrniho modelu (viz [1]). V knize [6]
Thiele studuje jeji specialni ptipad dvojné tridéni, které spociva ve vySetireni vlivu dvou
faktord na né&jakou métenou veli¢inu. Motivaci jsou mu pozorovani prachoda k hvézd
skrze m paralelnich vldken nitkového kiize v astronomickém mékicim piistroji. Stredni
¢as prachodu i-té hvézdy j-tym vldknem lze psét ve tvaru

ﬁ.
BYjj = uijj = o +h—_J- (4)
1
Faktor a s drovnémi i = 1, ..., k predstavuje ¢as prachodu i-té hvézdy stredovym

e

vlaknem nitkového kiiZze znamou rychlosti h,, zatimco faktor A s drovnémi j =1, ..., m
reprezentuje vzdalenost j-tého vlakna od vlakna stiedového. O velicinach Y;
piredpoklddame, Ze jsou nezavislé normalng rozdélené s rozptylem o2.

Vztah (4) je rovnici linearniho modelu (1) se specidlnim tvarem matice X s netplnou
hodnosti, kde Y = (Yy;,.e, Yy reen Yigoeon Vi) @ VEKtor parametrt vyjadiujicich vliv faktora

a, B je (a,..a,,B,....3,)" . Aby byla fesitelna soustava normalnich rovnic pro odhad
parametri ¢, f;, je nutné pridat do modelu fiktivni pozorovani z. Oznacime-li

1 k )
Vi==2 Vi, W=y h*,
mia =
maji odhady tvar
. z b = 1< h-1 Ny, Z
ai_yi_m—hi' j—WE i (yij—Yi)+E-
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Thiele poznamenava, Ze bez ptidani z nelze sestrojit odhady parametrii ¢;, f;, ale je
moZné odhadnout linearni parametrické funkce typu c,e, +...+c, e, a diB +...+dmPm,
plati-li reparametriza¢ni podminky ¢; +...+ ¢, =0 a dy +...+d, =0. Stfedni hodnoty
u; se odhaduji podle piedpisu

k
_ 1 1 _
mjj =Yi + Zhr (yrj =¥
hiw 3
Thiele ukazuje, Ze plati

k m
EY. > (Y —mij)2 = o¢ (k—1)(m-1),
i=1j=-1

coz umoziuje odhadnout rozptyl 03. Model dvojného tridéni je zminén i v publikacich

[7] a [8], na néz navazal jeden z velikdni matematické statistiky prvni poloviny
20. stoleti R. A. Fisher, ktery ve své knize [2] fadi Thieleho k osobnostem s nejvétSim
piinosem k rozvoji statistiky.
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DODATEK K CLANKU

INTERPRETACE MATEMATICKYCH
VYSLEDKU NASICH PREDKU

JINDRICH BECVAR

Teprve pied nékolika mésici jsem se s prekvapenim dozvédél, Ze jeden z naSich
kolegii, doc. RNDr. Jan Slavik, CSc., z Katedry fyziky Zapadoceské univerzity v Plzni se
kromé¢ fyziky vénuje i ¢inské kultuie a poezii. | on pieloZil jednu z nejzndméjSich ¢inskych
basni, jejiz pieklady jsem uvedl ve vySe zminéném ¢lanku ve shorniku jubilejni,
30. mezinarodni konference Historie matematiky (Jevicko, 21. 8. — 25. 8. 2009, Praha 2009,
59-86) na stranach 78-79. Jako doplnék tohoto svého loniského textu si zde dovolim uvést
i jeho pieklad.

Myslenka tiché noci

PreloZil Jan Slavik (2007)

Pred postel mi jasny mésic sviti.
Divim se: na zemi Ze jini mam.
Pozvednu hlavu, ziim jasny mésic.

Sklonim ji, na domov vzpominam.
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