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1. Ucitel matematiky a historie matematiky

Vyuka matematiky
— ma byt kvalitni, poutava, pestra a inspirativni,
— ma ukazovat aplikovatelnost matematiky a jeji uzitecnost,
— ma zdtraznovat jeji vliv na rozvoj mysleni.

Humanizaci vyuky matematiky rozumime

— ukazovani souvislosti matematiky s jinymi védami a disciplinami (astronomie, fyzika,
chemie, biologie, technika, hudba, malifstvi, spole¢enské védy atd.),

- gafazovani matematiky do celkového myslenkového a kulturniho vyvoje lidstva,

— objasnovani matematického pohledu na svét,

— budovani vztahu ucitele a zaka zalozeného na dialogu a diskusi a nevyhybajiciho se
humoru.

Ucitelé jsou dnes vice nez kdy dfive v situacich, kdy musi zapasit o zadjem studenti, kdy se
musi snazit ziskdvat sympatie pro matematiku. Sir$i znalosti ucitele ukazuji jeho kulturnost,
posiluji jeho respekt u studentii i kolegii. Znalost vyvoje matematiky dava rfadu moznosti,
jak toho dosédhnout. Ucitel, ktery je o déjinach matematiky podrobnéji informovan, mize
pii vyuce matematiky
- ukazovat proces poznavani, vyvoj mysleni a abstrakce,
— motivovat studenty zajimavostmi tykajicimi se zrodu pojmi, vzniku a vyvoje jed-
notlivych matematickych disciplin a souvislosti nejriiznéjsiho druhu,
— uvadét historii slavnych problému (pro¢ se objevily, jak byly feSeny, jaké dusledky
meélo jejich vyfeseni)
— a snazit se o ,zlid$téni“ matematiky nejriznéjsimi drobnéjsimi informacemi (napf.

o nasich i svétovych matematicich).

Ptes historii matematiky vede cesta k matematice samotné!

V tomto sesitu predkladame pohledy do inspirativniho svéta antického matematického
mysleni, nékolik stfedovékych zptisobil zapisu cisel a tehdejsi standardni algoritmy zéa-
kladnich aritmetickych operaci.
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2. Prvni krize matematiky:

Jindfich Beévar

2.1 Pocatky recké filozofie a matematiky

V Sestém stoleti pfed Kristem se v nejvyznamnéjsich civilizacich objevili velici myslitelé,
kteii svym uc¢enim vyrazné ovlivnili chod nésledujicich staleti. V Ciné to byli Lao-c’ a Kon-
fucius, v Indii Mahéavira a Buddha, v zidovském svété proroci Jeremias a Ezechiel, v Per-
sii Zarathustra a v Tfeckém svété prvni filozofové — Thalés, Anaximandros, Anaximenés,

Pythagoras, Hérakleitos a dalsi.

Recti filozofové se jiz v 6. stoleti pt. Kr. ¢aste¢né vymanili z tradiéniho nabozenstvi,
opustili mytologické predstavy o vzniku svéta a jeho béhu a pokusili se podat do urc¢ité miry
racionalni a pfirodovédny vyklad svéta a jeho mnohotvarnosti. Jejich hlavnim zajmem bylo
prirodni déni; byvaji proto oznacovani jako pfirodni filozofové. V nékterych smérech byla
jejich snaha jesté znacné naivni, ale sympaticky sebevédoma.

Nejstarsi recka filozoficka skola vznikla v bohatém pristavnim mésté Milétos, v nejvétsim
iénském mésté na zadpadnim pobtezi Malé Asie (dnes Turecko). Jejimi nejvyznamnéjsimi
predstaviteli byli Thalés (asi 625 az 545), Anaximandros (asi 610 az 545) a Anaximenés (asi
585 az 528). Jako prvni vyslovili otdzku tykajici se po¢atku a pivodu vseho jsoucna. Pred-
stavovali si, zZe cely svét je vytvoren z jedné jediné pralatky (arché). Thalés prohlasil za tuto
pralatku vodu (hydér), z niz vSechno pochézi a do niz vSe zanikd — voda se pfece méni v paru
a v led, z vlhka se rodi zivot a bez vody zivot kon¢i. Vsechno vznikd zhustovanim (pyknd-
sis) ¢i zfedovanim (mandsis) vody. Podle Anaximandra je pralatkou neuréita, neomezena
a vééna latka, tzv. apeiron. Z ni jakymsi procesem vydélovani vznikaji veskeré véci. Anaxi-
mandros vénoval velkou pozornost zménam, procesim vznikani a zanikani, svét je podle
ného velikym bojem o byti. Anaximenés povazoval naproti tomu za praldtku neurcity
a nekoneény vzduch (apeiros aér), z néhoz ostatni latky vznikaji zhustovanim (voda, zemé)
¢i ziedovanim (ohen). Symbolem zivota pro ného bylo dychéni; bez vzduchu neni Zivota,
cely svét dycha. Hérakleitos z Efesu (asi 550 az 480) povazoval za zdkladni prvek-zivel
(stoicheion) oherl, zduirazioval vyznam pohybu a zmény. Empedoklés z Akragantu (asi 490
az 430) prtisel s teorii ¢tyf prvki-zivla (stoicheia) — zemé, voda, vzduch, oheni, Anaxagoras
z Klazomen s myslenkou nekone¢ného mnozstvi malych ¢astecek — semen véci, Démokritos
z Abdér (asi 460 az 370) s ideou nedélitelnych atomu.

Hovorime-li o fecké matematice, mame vétsinou na mysli matematiku antickou, matema-

tiku péstovanou v oblasti Recka, helénského svéta a Rimské tfise v obdobi zahrnujicim

1V tomto textu vyuzil autor nékteré partie svych ¢lanka [B1], [B2], [B4] uvedenych v literatute. Viz téz [H|, [BJB].
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celé jedno tisicileti — od Sestého stoleti pred Kristem az do ¢tvrtého nebo dokonce patého
stoleti po Kristu. Reckd matematika navazala do uré¢ité miry na matematiku egyptskou
a mezopotamskou, které za sebou mély v 6. stoleti pt. Kr. jiz vice nez dvoutisicilety vyvoj.
Ani dnes, po intenzivnim badani mnoha generaci historiki a matematiki, nemtzeme zod-
povédné prohlasit, jak velk§ objem matematickych znalosti a dovednosti Rekové z Egypta
a Mezopotamie prevzali, nebof o matematice egyptské a mezopotamské mame prilis méalo
informaci a stejné tak i o poc¢atcich matematiky fecké. Nékdy se dokonce spekuluje o kon-
taktech nejstarsi fecké a c¢inské védy.

O fecké matematice 6. az 4. stoleti pf. Kr. nemame dostatek vérohodnych zprav, nebot se
zddné matematické spisy z té doby nedochovaly. Jen malé zlomky dél tehdejsich mysliteli
zaznamenali jejich néasledovnici, nap¥. Aristotelés, Porfyrios, Iamblichos, Pappos a dalsi.
Eukleidovy Zaklady z prelomu 4. a 3. stoleti pi. Kr. jsou prvnim feckym matematickym
dilem, které mame celé k dispozici. Nejstarsi znamé verze Zakladd pochézi sice az z 9. sto-
leti, ale pomérné opravnéné se domnivame, ze se od puvodni Eukleidovy verze prilis nelisi.

Nejstarsi recké matematické vysledky jsou pripisovany Milétské skole. Thalés pry v Egypté
urc¢oval vysku pyramid (patrné pomoci podobnosti trojuhelniki), ovladal zaklady trian-
gulace, vyslovil vétu, Ze ,vSechny thly nad primérem jsou pravé“ (tzv. Thalétova véta)
a predpovédél zatmeéni Slunce roku 585 pt. Kr. Rovnéz Anaximandros a Anaximenés podle

vSech dochovanych svédectvi vénovali matematice a astronomii velkou pozornost.

Doba 6. az 4. stoleti pt. Kr. je dobou vzniku ideji, nékdy byva oznacovana jako hrdinsky vek
fecké matematiky. V té dobé byly empirické poznatky postupné pretvoreny ve védu. Velky
pokrok nastal v rozvoji abstrakce, postupné se zrodily zakladni pojmy (bod, pfimka, ...,
¢islo, pomér, ... ). Zformulovany byly tzv. postuldty a axiomy, vypracovany byly logické
principy odvozovani a dokazovani, vznikla a rozvinula se idea dtikazu. Rekové pfistoupili
k uvédomélé vystavbé matematického svéta ze zakladnich prvkia (bodt), pomoci postulati
a s prihlédnutim ke stanovenym axiomim. VsSe bylo — tak jako ve filozofii — podfizeno

ur¢itému principu minimalizace.

2.2 Pythagoras ze Samu a jeho Skola

Pythagoras, prosluly fecky matematik, filozof a myslitel, pochazel z ostrova Samos, ktery
lezi v Egejském mofi pfi pobrezi Malé Asie, nedaleko starovékych mést Milétos a Efesos.
Pravé zde se zrodili prvni fecti filozofové — v Milétu Thalés, Anaximandros a Anaximenés,
v Efesu Hérakleitos. Pythagoras zil asi v letech 570 az 495, brzy presidlil do Kroténu v jizni
It4lii (dnes Crotone) a zalozil tam filozofickou $kolu, kterd vsak méla téz charakter tajného
spolku a nabozenské sekty. Jednou z vyznamnych aktivit pythagorejcti bylo studium mate-
matiky. Podstatu a sjednocujici princip jsoucna spatiovali — oproti pfedchozim mysliteliim
— v ¢isle (arithmos). Pochopili nutnost kvantitativniho popisu véci, jevii a vztahti, uvédomili
si obrovskou roli ¢isel a jejich pomért. Pochopili, jakou roli hraje v matematice dikaz. Od
nejjednodussich ditkazi — polozit dany fakt pred oci, aby byl dostatecné jasné a zretelné
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vidét — dospéli az k diimyslnym diikaziim sporem. O pythagorejské skole se zminovali napft.
Aristotelés, Aristoxenés, Proklos, Diogenés, ale i dalsi filozofové a myslitelé:

. soudili, jak patrno, ze cislo je pocatkem a jakoby latkou, stavem i vlastnosti véci, ze prvky cisla jsou
suda a licha — ona neomezena, tato omezend — ze se jednotka skldda z toho obojiho, nebot je sud4 i licha,
ze Cislo pochazi z jednotky a Ze cely vesmir ... je ¢islem. Néktefi z nich pak fikaji, ze je desatero pocatki
véci a uvadéji je ve dvojicich: mez a neomezené, licha a suda, jedno a mnoho, pravé a levé, muzské

a Zenské, klidné a pohybujici se, pfimé a kiivé, svétlo a tma, dobro a zlo, ¢tverec a obdélnik. ([PJKB],

str. 75-76)

A jezto vidéli v ¢islech stavy a poméry harmonii a jezto se jim zdalo, Ze se i vSe ostatni podobéa celou
svou prirozenosti ¢isliim a ze cisla jsou prvni z celé prirody, usoudili, ze prvky cisel jsou téz prvky vsech

véci a ze cely vesmir je harmonii a ¢islem. ([S], str. 184)

Pythagoras zménil geometrickou védu v podobu svobodné nauky tim, ze obecné zkoumal jeji zaklady a ze

probiral jeji poucky nehmotné a pomyslné; nalezl také nauku o irracionalnich ¢islech a slozeni svétovych

tvart. ([S], str. 41)

Pythagoras pravil, Ze se zivot podoba shromazdéni pri hrach. Jako tam jedni prichazeji, aby zavodili,
druzi za obchodem a treti, nejlepsi, jako divaci, tak se v zivoté rodi jedni, lidé otroci, jako lovci slavy

i bohatstvi, a druzi, filosofové, jako lovci pravdy. ([S], str. 42)

Pythagorejskéa skola (viz napi. [R], [PJKB]) vyznamnym zptsobem ovlivnila vyvoj fecké
matematiky, zejména v Sestém, patém a ctvrtém stoleti pred Kristem. Patftili k ni Filolaos
(5. stol. pf. Kr.), Theoddros z Kyrény (asi 460 az 399), Archytas z Tarentu (asi 428 az 365)
a jejich zaci Theaitétos z Athén (asi 417 az 369), Eudoxos (asi 408 az 355), pod jejim vlivem
byl i Platén (427-347). Vysledky tii stoleti fecké matematiky, zejména pythagorejské, sepsal
Eukleidés (asi 325 az 265) ve svych Zakladech [E].

2.3 Pythagorejské kvadrivium

Pythagorejska skola prosazovala studium aritmetiky, geometrie, astronomie a hudby, ctyt
disciplin, které ve stfedovéku tvorily tzv. kvadrivium, tj. &tyfcesti (spolu s tzv. triviem,
trojcestim, které sestavalo z gramatiky, rétoriky a dialektiky, tvofilo kvadrivium soubor
tzv. sedmi svobodnych uméni (septem artes liberales), ktery byl zédkladem studia na stie-
dovékych univerzitach, viz napt. [B3]). Mezi témito ¢tyimi disciplinami citili pythagorejci
uzké souvislosti.

Pythagorejci se snazili vyznat ve svété prirozenych cisel; tridili je do skupin podle urcitych
znak, hledali a nalézali jejich spole¢né vlastnosti. Ptirozena ¢isla znazornovali geometricky,
studovali tzv. figurdlni Cisla, tj. ¢isla, kterda bylo mozno reprezentovat riznymi geometric-
kymi tvary.

Jednim z nejznaméjsich geometrickych poznatkt vsech dob je Pythagorova véta. Pribuznou

problematikou v aritmetice, resp. teorii ¢isel, jsou tzv. pythagorejské trojice ¢isel, trojice

firozenych &isel a, b, ¢, pro néZ je a? + b% = 2.
b b b

8 Projekt OPPA: Pfirodni védy a matematika na stfednich skolach v Praze



Pythagorejci polozili zédklady matematické teorie hudby. Zkracovanim struny ¢i vzdu-
chového sloupce ve vhodnych pomérech ziskavame zakladni hudebni intervaly: oktava odpo-
vida poméru 1:2, kvinta poméru 2: 3, kvarta poméru 3:4, sekunda poméru 8:9. Vsechny
tyto poméry lze vytvorfit z tzv. hudebni ¢tvefice ¢isel (6,8,9,12). Pritom je ¢islo 9 arit-
metickym a ¢islo 8 harmonickym primérem c¢isel 6 a 12. Hudebni ¢tvetice byla vnimana
v uzké souvislosti s krychli. Ta méa totiz 6 stén, 8 vrcholt, 12 hran a 9 rovin soumérnosti.
Casto byla uvazovdna hudebni Sestice (4,6,8,9,12,16), kterd jiz zahrnuje dvé oktavy. Na
nasledujicich obrazcich jsou Pythagoras a Filoldos pii studiu hudebnich interval.

Pythagorejské predstavy o vesmiru mély tzky vztah k matematice a hudbé. Ve stredu
svéta (kosmu) je podle Filolda centralni oheri, na deseti nebeskych sférach bylo umisténo
Sest tehdy znamych, okem pozorovatelnych planet (Merkur, Venuse, Zemé, Mars, Jupiter
a Saturn), dale Slunce, Mésic a hvézdy. Vyrazné spekulativnimi prvky tohoto modelu svéta
byly centralni ohen a tzv. Protizemé. Tuto planetu zavedli pythagorejci proto, aby bylo
sfér deset. Desitka totiz symbolizovala dokonalost a vesmir musel byt podle jejich pfedstav
dokonaly. Poméry délek polomért nebeskyjch sfér byly v souladu s hudebnimi poméry,
stavba vesmiru byla tedy popséna prirozenymi ¢isly a jejich poméry. Pti pohybu nebeskyjch
sfér vznika proto dokonald hudba, kosmos je harmonicky. Okfidlena slovni spojeni , hudba
sfér“ a ,harmonie kosmu* maji pythagorejsky puvod.

Filolaos uci, ze je uprostied kolem stiedu ohen a nazyva jej krbem vesmiru, Diovym pribytkem, matkou
bohu, oltafem a svazkem i mérou piirody. A opét jiny ohern je nahore, vSe obklopujici. Ale prvni od
prirody je stred; kolem ného krouzi deset bozskych tél: obloha, pét obéznic, za nimi slunce, pod nim

meésic, pod nim zemé, pod ni protizemé a za nimi za vSemi ohen, majici v stfedu tlohu krbu. ([S], str.

192)

2.4 Aritmetika, svét ¢isel

Pythagorejci zacali prisné rozliSovat suda a licha ¢isla. Prirozena cisla ,tridili“ do skupin
podle jejich ,geometrického tvaru“. Znazornovali je totiz pomoci kamink® ¢i muslicek
rozlozenych v pisku do geometrickych tvarid. Tak vznikla tzv. figuralni ¢isla, cisla trojihel-
nikovéa, ¢tvercova, pétithelnikova, ..., kterda dnes popisujeme algebraicky takto:

in(n+1), n?, in(3n—1), ...

Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul 9



Daéle vysetiovali ¢isla obdélnikova (specidlni byla ¢isla, kterd se blizila ¢islim étvercovym),
krychlova, hranolova, ...

nm, resp. n(n+1), n3, klm, ...,

¢isla jehlanova vybudovand z trojuhelnikovych, ¢tvercovych, pétitthelnikovych ¢isel atd. Na
nasledujicim obrazku jsou ¢isla trojuhelnikova, ¢tvercova, pétithelnikova a Sestitthelnikova.

Triangular .

Square @®

Pentagonal ®

Hexagonal )

0 L1
& H
&

Figurélni ¢isla je mozno vyuzit ve skole, pfipadné jiz pfi vychové déti predskolniho véku.
Rozkladanim hromadky kaminki ¢i knoflikt do obdélnikt Ize rozliSovat ¢isla suda a licha,
tridit je podle zbytku pfi déleni tfemi atd., lze ,zviditelnit“ dtkazy jednoduchych tvrzeni
(soucet sudych cisel je ¢islo sudé, soucet dvou lichych je liché, soucet dvou ¢isel délitel-
nych tfemi je ¢islo délitelné tfemi apod.). Lze zkoumat délitelnost ¢isel a rozklady cisel
(pferovnavéani do riznych obdélniki), vztah délitelnosti a aritmetickych operaci, rozliSeni
Cisel slozenych a prvocisel.

Vzorec vyjadiujici trojihelnikové ¢islo predstavuje soucet n prvkiu aritmetické posloupnosti
1+2+---+n, ktery je spjat se zndmou historkou o K. F. Gaussovi (1777-1855). D4 se vSak
snadno zdtvodnit geometricky: polozime-li vedle sebe dveé stejna trojihelnikova ¢isla, jedno
z nich ,,vzhiiru nohama“, a tak dostaneme obdélnikové ¢islo n(n + 1). Proto je
1

14243+ +n= in(n—o—l).
Zajimavéjsi je vzorec

14+34+5+--+(2n—1) =n?
ktery se da snadno dokézat matematickou indukci. Vysledek je vSak ,vidét“ na vyse uve-
deném obrazku: Ctvercové ¢islo totiz vznika jako soucet lichych ¢isel. Rovnéz je vidét, ze
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kazdé liché ¢islo je rozdilem dvou sousednich ¢isel ¢tvercovych, ze se v posloupnosti ¢tver-
covych ¢isel stifdaji ¢isla licha a sudéa (1,4,9,16,25, ... ) apod. Ctvercové é&islo je sudé
praveé tehdy, kdyz s¢itame sudy pocet lichych ¢isel, tj. kdyz je jeho stranou sudé cislo.

Pri zkoumani prirozenych cisel objevili Rekové tzv. dokonala ¢isla, tj. ¢isla, kterd se rovnaji
souctu vsech svych vlastnich déliteli:

6=1+2+3, 28=1+244+7+14, 496, 8128

Dalsi dokonalé ¢islo nalezl az Regiomontanus (1436-1476). Je to ¢islo 33550 336. V Euklei-
dovych Zakladech je dokdzano nasledujici tvrzeni: Je-1li 2" — 1 prvocislo, je ¢islo 27~1(2" — 1)
dokonalé.

Pythagorejci byli fascinovani svétem prirozenych ¢isel, jejich pomérta a timér.2

Predpokladali, Ze celou matematiku je mozno postavit na takovychto aritmetickych za-
kladech, Ze pomoci pfirozenych cisel a jejich pomérn lze popsat veskeré vztahy a zakonitosti,
a to nejen v aritmetice, geometrii, hudbé a astronomii, ale i v jinych disciplinach. Strucné
hovofime o aritmetickém pojeti matematiky, s nimz pythagorejci prisli a které v prvnim

obdobi existence své skoly zastavali.

2.5 Geometrie, svét tvaru

Snad nejznaméjsim geometrickym poznatkem vsech dob je Pythagorova véta. Objev tohoto
tvrzeni a zejména ditkazu byl ve starém Recku pric¢itan Pythagorovi. Mtzeme jen spekulo-
vat, jak vypadaly nejstarsi dikazy Pythagorovy véty. Snad bylo toto tvrzeni dokézano
nejprve pro rovnoramenny trojihelnik ABC (obrazek vlevo): Pythagorovu vétu bylo mozno
piimo ,vidét“ na néjakém dlazdéni ¢i kachlikovani. Ctverce ABKP a BCRL se skladaji ze
CtyT trojuhelnikt stejné jako ¢tverec ACLK.

Jednoduchy dtikaz Pythagorovy véty, ktery je vhodné prezentovat zakim, je znadzornén na
obrazku vpravo. Obsah ¢tverce PQRS o strané a + b je rozdélen na casti dvéma rdznymi

zpusoby.
S C R
y4
P Q

Ziejmé je (a+b)?=a®+2ab+b*=c?+4-%2, aodtud o®+v?=c2

2 Ptipomerime, 7e uméra je rovnost pomérd, napt. a : b = ¢ : d. Dulezitym pfipadem je napt. timéra a : ¢ = c : b utvofend
ze t¥i ¢isel, ¢islo ¢ = Vab je tzv. geometricky prumeér ¢isel a a b.
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Eukleides vSak ve svych Zakladech uvedl dikaz, ktery je jiny (1. kniha, véta 47). Troj-
uhelniky A3;AC a BAA; jsou shodné. Obsah trojuhelniku A3;AC je roven poloviné obsahu
obdélniku AA3QP, obsah trojuhelniku BAA; je roven poloviné obsahu ¢tverce A4, 4,C. Ob-
sah ¢tverce AA;A4,C je tedy roven obsahu obdélniku AA4;QP. Obdobné je obsah ctverce
BB, B,C roven obsahu obdélniku BBs;QP.

A,
£ B~

Poznamenejme, ze Pythagorova véta byla jiz vice nez tisic let pred Pythagorem (v 19. az
17. stoleti) uzivana v Mezopotamii k feSeni nejriznéjsich tloh. Tehdejsi matematici rovnéz
znali pythagorejské trojice, pomérné presnou pribliznou hodnotu ¢isla v/2. Neméme vSak
zadné informace o tom, zda znali dikaz Pythagorovy véty. Viz napf. [B5]. Na nasledujicich
obrazcich je

e tabulka ,Y 7289, na které je znazornén c¢tverec, jehoz strana méa délku 30 a tithlopric-
ka délku 42,426 388... Navic je pripsana dulezitéd konstanta — velmi presna hodnota
¢isla v/2 (1,414 212963); spravnéd hodnota je 1,414213562...,3

2
e tabulka ,,Plimpton 322“, ktera obsahuje patnéct trojic ¢isel ¢, a, (g) , kde (a,b,¢) je
pythagorejska trojice.

1,24,151,10
42,215,35

3 Piipomenme, Ze jsou tyto hodnoty na tabulce uvedeny v Sedesitkové soustavé.
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2.6 Souméritelnost asecek

Podle ptvodnich predstav pythagorejct jsou kazdé dvé tiseCky souméritelné, tj. ke kazdym
dvéma tiseckdm a, b existuje tzv. mérna tsecka ¢, pomoci niz je mozno tsecky a, b zmérit,
tj. usecka a je n-nasobkem tusecky c a tsecka b je m-nasobkem tusecky ¢, tj. a = n ¢,
b=m-c. Pomér délek usecek a, b je tedy roven poméru n : m, tj. poméru dvou prirozenych
¢isel. Predstava o soumétitelnosti tisecek odpovidala ptivodnimu pythagorejskému pojeti
matematiky, které bylo zaloZzeno na pfirozenych ¢islech a jejich pomérech.

7 predstav o souméritelnosti dvou libovolné zvolenych tsecek vyplyvaji zavazné dusledky.
Snadno usoudime, ze jsou souméfitelné i kazdé tii tsecky, resp. kazdy konecny pocet
usecek. Kazdému pravotthlému trojuhelniku tedy odpovida pythagorejska trojice cisel
a naopak. Ke kazdym dvéma podobnym utvartim existuje pomér podobnosti, ktery je
pomeérem dvou prirozenych ¢isel. Obsah obdélniku, jehoz stranami jsou vyse zminéné
soumeéritelné usecky a, b, je roven obsahu n-m ¢tvercl o strané ¢, tj. nm jakychsi jed-
notek obsahu. Podobné je objem kvadru mozno vyjadrit poctem malych krychlicek, jejichz
strana ma délku mérné tsecky, kterou je mozno zméfit vSechny tii hrany. Matematicky svét
v pivodnim aritmetickém pojeti pythagorejcit byl pomérné piehledny, jednoduchy a dobte
predstavitelny.

2.7 Objev nesouméritelnosti

Pythagorejska skola se brzy presvédcila, ze jeji predstavy o souméritelnosti tisecek nejsou

spravné, ze existuji tisecky, které soumeéritelné nejsou.

O objevu nesoumétitelnosti tsecek mnoho nevime. Neznadme, kdo a kdy nesoumeétitelnost

usecek prokazal, domnivame se, ze k tomu doslo zhruba na prelomu 6. a 5. stoleti pr. Kr.
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Pythagorejci snad tento objev nejprve tajili, jak naznacuji legendy o Hippasovi z Metapontu
(5. stol. pi. Kr.), ktery byl bohy potrestan za prozrazeni podstaty souméftitelnosti a ne-

soumeéritelnosti.

Rovnéz nevime, na jakém objektu byla nesouméritelnost tisecek zjisténa. Patrné se jednalo
o nesouméiitelnost strany a thlopricky c¢tverce, mohlo vsak jit i o stranu a thlopticku
pravidelného pétithelniku. Tato otazka vSak neni prilis zavazna. Jakmile totiz matematici
objevili prvni dvojici nesouméritelnych tsecek, jisté brzy zjistili, Ze to neni ojedinély piipad.

vevs

souméritelnosti tsecek pouzity. Zda se jednalo o Pythagorovu vétu, ¢tvercova figuralni
¢isla, podobnost, o vyuziti jednoho ze zakladnich pythagorejskych protikladt sudé-liché,
nebo dokonce o tzv. nekonecny pokles.

Objev existence nesoumértitelnych tisecek lze pokladat za prvni vyznamny matematicky
vysledek; je totiz hluboky, netrivialni a vyzaduje diikaz sporem. Poznamenejme, Ze zvolime-
li néjakou tsecku ¢ za jednotku délky, potom maji vSechny tsecky soumétitelné s touto
useckou ¢ racionalni délky, zatimco ostatni tisecky maji délky iracionalni.

Na nesouméfitelnost tisecek si fecti myslitelé postupné zvykli. Mizeme to dolozit citatem
z Aristotelovy Metafyziky:

Vsichni totiz, jak jsme Fekli, zac¢inaji tim, ze se divi, jestlize se véc skutecné ma tak a tak ... at se to tyka
obratii slunce anebo nezméritelnosti thlopricky; nebot kazdému se zda podivné, Ze by se néco nedalo
mérit mérnou jednotkou. Ale nakonec se podle prislovi vSechno obrati v opak a k lepSimu; a tak je tomu
i tu, kdyz se spravné poucil. Vzdyt znalec geometrie nicemu by se tak nepodivil, nez kdyby se thlopricka

tverce dala zméfit stranami. ([A], odst. 983a)

2.8 Dukazy nesouméfitelnosti Gisecek

Ve skolské matematice se s iracionalitou setkdavame poprvé pti dikazu faktu, ze v racional-

nim oboru neexistuje odmocnina ze dvou, tj. ¢islo, jehoz druh& mocnina je rovna ¢islu 2.

Piipomerime tento dikaz. Predpokladejme, ze v2 = L a ze tento zlomek je ve zkraceném
tvaru, tj. ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna. Potom je 2¢* = p?, ¢islo p musi byt sudé, tj. p = 2r, a tedy
2¢? = 4r2. Nyni je vSak ¢% = 212, ¢islo ¢ je tedy sudé, tj. ¢ = 2s, a to je spor s nesoudélnosti
¢isel p, q. Cislo 2 tedy nemé v oboru racionalnich ¢isel druhou odmocninu.

S tim, ze néktera racionalni ¢isla nemaji v oboru raciondalnich ¢isel druhou odmocninu, se
matematici nechtéli smirit. Zkonstruovali proto rozsireni oboru racionalnich ¢isel, obor ¢isel
realnych, v némz se jiz odmocnovat da. Realna ¢isla, kterd nejsou raciondlni, se nazyvaji

iracionélni. Jsou to napt. ¢isla v2, v/3, v/5, V6, V7, v/8, V10 atd.

Diikaz nesoumétitelnosti strany a thlopiicky ¢tverce je geometrickou obdobou dtikazu ira-
cionality ¢isla v/2: Pfedpokladdme, Ze strana ¢tverce méii a jednotek, thlopficka v jednotek
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a ze jsou tato dvé ¢isla nesoudélna. Podle Pythagorovy véty je a? + a® = v2, tedy 2a? = u?,

tj. w=2r. Nynije a?=2r2, atedy a=2s, a to je spor s nesoudélnosti ¢isel a, u.

Pouze jsme zopakovali vyse uvedeny diikaz o iracionalité odmocniny ze dvou, ale v geomet-
rické podobé.

Predchozi dikaz nyni budeme mirné modifikovat. Predpokladejme opét, ze strana ctverce
méfi a jednotek a tthlopficka « jednotek a Ze jsou tato ¢isla nesoudélna. Podle Pythagorovy
véty je ¢islo u? sudé (je souc¢tem dvou stejnych ¢isel), proto je rovnéz ¢islo u sudé. Polovina
uhlopricky tedy méii 4 jednotek.

Nle
NIC

2

Podle Pythagorovy véty (pro mensi trojuhelnik) je tedy rovnéz ¢islo @ sudé, a proto je

i ¢islo a sudé. A to je opét spor s predpokladem.

Dtikaz nesoumeéritelnosti strany a uhlopricky ¢tverce vsak muzeme provést pomoci figural-
nich ¢isel. Nazorné ukazeme, Ze pro nesoudélna prirozend Cisla a, v nemiize platit vztah

a? +a? = u? (viz obrazek).

u
—
a a !
T "\ |
; R T
e o [ I} oo!
e o e e ooL
i

Cislo 2 je sudé, nebot je souctem dvou stejnych é&isel. Proto je i ¢islo u sudé. Ctvercové
¢islo u? lze tedy rozdélit na dvé stejna obdélnikova ¢isla (o stranach v a %). Kazdé z nich je
rovno ¢tvercovému ¢islu o?. Pritom je lze rozdélit na dvé stejna ctvercova cisla o strané %

(viz obrazek). Cislo a? je tedy sudé, ¢islo a je rovnéz sudé a opét jsme dospéli ke sporu.

Pomérné snadno miizeme dokézat nesouméritelnost strany a thlopticky pravidelného péti-
thelniku. Predpokladejme, zZe jeho strana méfi a jednotek a tihlopticka « jednotek a ze jsou
tato dvé ¢isla nesoudélné (staci predpokladat, Ze nejsou obé sudd). Nejprve pfipomeneme,
ze se uhlopficky pravidelného pétithelniku protinaji ve zlatém fezu. PovSimnéme si (viz
obrazek), ze ABCS je kosoétverec a zZe jsou trojuhelniky ACB a EDS podobné. Je tedy
w:a=a:(u—a),tj. thlopticky se protinaji ve zlatém rezu.
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Zvazime-li vSechny tii moZnosti (sudé, liché) pro ¢isla a, u, které nastanou pro rovnost
w:a=a:(u—a), dostavame:

1. sudé : liché = liché : liché,

2. liché : liché = liché : sudé,

3. liché : sudé = sudé : liché.
Vsechny vsak vedou ke sporu. Strana a thlopricka pravidelného pétitthelniku jsou tedy
nesouméritelné usecky.

Nesouméritelnost strany a uhlopficky pravidelného pétithelniku mizeme dokazat i tzv.
nekonecnym poklesem. Zméfime-li n€jakou jednotkou ¢ stranu i thlopricku, zmérime touto
jednotkou i jejich rozdil, a tedy i stranu a uhlopficku mensiho pétitthelniku, pak jesté
mensiho atd. Prohlédnéme si peclivé nasledujici obrazek, ktery je opravdu krasny a estet-
icky, a provedme v myS$lenkdch zminény nekoneény pokles.

2.9 Prvni krize matematiky

Aritmetické pojeti matematiky, s nimz prisla pythagorejska skola, se po objevu existence
nesouméritelnych tisecek zcela zhroutilo. Ukazalo se totiz, ze prirozena ¢isla a jejich poméry
nestaci na vybudovani geometrie. Situace, k niz tehdy matematika dospéla, byva nekdy
oznacovéana jako ,,prvni krize matematiky*, neboft se jednalo o krizi v zakladech celé tehdejsi
matematiky.

16 Projekt OPPA: Pfirodni védy a matematika na stfednich skolach v Praze



3. Vychodisko z krize

Jindfich Becévar

Reéti matematici se s neuspokojivym stavem matematiky pomérné brzy Gspésné vyrovnali.
Od aritmetického pojeti presli ke geometrickému. Zakladnimi matematickymi veli¢inami
se misto veli¢in aritmetickych — prirozenych ¢isel — staly veliiny geometrické, a to velic¢iny
trojtho druhu — ,délky“, ,obsahy“ a ,objemy“. S geometrickymi veli¢inami bylo tfeba
umét pracovat stejné dobte jako dfive s veli¢inami aritmetickymi. Bylo prirozené, zZe sc¢itat
(a odéitat) bylo mozno pouze veli¢iny stejného rozmeéru, tj. délku s délkou, obsah s obsahem
apod. Vynasobenim dvou délek vznikl obsah, vynasobenim obsahu s délkou vznikl objem
apod. Souhrn téchto pravidel pro operace s geometrickymi veli¢inami, ktera respektuji
jejich ,,dimenze®, byva oznacovan jako ,zakon homogenity*.

3.1 Recka geometricka algebra

Znamé aritmetické a algebraické zakonitosti bylo nutno pielozit do feci geometrickych
veli¢in. Zrodila se tzv. ,Teckd geometrickd algebra®“. Naptiklad distributivni zékon, ktery
dnes zapisujeme ve tvaru a- (b+c) = ab+ac, byl znazornén obrazkem s jednoduchym komen-
tafem: obsah obdélniku se stranami a, b+ ¢ je roven souctu obsahti dvou obdélniki — jeden
ma strany a, b, druhy strany a, c. Znamy vzorec (a + b)? = a® + 2ab + b* 1ze geometricky znéa-
zornit vystiznym obrazkem — ¢tverec o stran€ a+b je rozdélen na ¢tverec o strané a, ctverec
o strané b a dva obdélniky o stranach a, b. Podobné lze geometricky interpretovat asocia-
tivni zdkon pro néasobeni (ab)c = a(be) (dvoji vyjadieni objemu kvadru), a® —b? = (a+b)(a—b)
(vztah rozdilu obsahti dvou ¢tverct a obsahu jistého obdélniku), (a£b)® = a®+3a2b+ 3ab? £ b3
(rozklad objemu krychle na soucet objemiu nékolika téles). Geometrickou fe¢i byly rovnéz
formulovany nékteré tlohy, které dnes zapisujeme a fesime algebraicky; odpovidaji linearnim
a kvadratickym rovnicim. Nejjednodussi pripady zapisujeme ve tvaru

ar = b2, ax = be, z? = ab, ar — z? = b, ax + 22 = b?, z? — ax = b2

Rekové vymysleli pro feseni takovych problému geometrické konstrukce, nékterym se fikalo
»prikladani ploch® (puvodni vyraz ,parabolé“).

bxb b

Objasnéme nejprve geometrické feseni linearni rovnice ax = b?. K tsecce délky a ,,ptrilozme*
¢tverec o obsahu b? (viz obréazek). Vznikly obrazec dopliime na obdélnik, jedna jeho strana
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ma délku a + b, druha méa délku b+ z. Tak ziskdme hledanou délku z. Zdtvodnéni je vidét
z obrazku (obsah b% svétlého ¢tverce je stejny jako obsah az tmavého obdélniku). Dnes
bychom tlohu patrné tesili podle Eukleidovy véty o odvésné. Vyse uvedenou metodou vsak
ihned vyfteSime i rovnici az = be. Pro uziti Eukleidovy véty bychom museli nejprve pretvorit

obdélnik o stranach b, ¢ na tzv. rovnoplochy c¢tverec.

Eliptické prikladani ploch je tzv. pfikladani ploch s nedostatkem (nedostatek — elleipsis®).
Geometricky fesi tlohu, kterou dnes vyjadfujeme rovnici az —22 = b?, kde b < 2. Usecku
délky a rozpilime a na kolmici v jejim stfedu naneseme délku b. Ze ziskaného bodu opiseme
oblouk o poloméru ¢, ktery protne vychozi tisecku délky a v bod¢, ktery ji rozdéeli na ¢asti,
jejichz délky jsou rovny obéma kofentim rovnice az —2? = b? (viz obrazek vlevo). Uvédomme
si vyznam pocatecni podminky b < ¢. Jak odpovidd podmince kladené na diskriminant
rovnice?

Zduvodnéni se zaklada na obrazku vpravo. Podlouhly stfedné tmavy obdélnik ma obsah
az —z?, je tedy (podle zadéani) roven obsahu znamého ¢tverce o délce strany b. Velky ¢tverec
o strané ¢ je rozdélen na mensi ¢tverec o obsahu (% — x)2 a tzv. gnomon o obsahu #%. Je
tedy

(& - (5"

Hyperbolické ptikladani ploch je tzv. ptikladani ploch s pfebytkem (pfebytek — , yperbolé*).
Tyka se tlohy, kterou dnes vyjadiujeme rovnici az +2? = b?. Geometricky se Fesi takto (viz

S |

Usecku délky « rozpiilime a na kolmici v jejim stfedu naneseme délku b (viz obrazek vlevo).

obréazek vlevo):

Spojime krajni body a délku ¢ odecteme od vzniklé tsecky. Tak dostaneme hledanou

délku z. Zdavodnéni se zaklada na obrazku vpravo.

Ctverec o obsahu (2 + x)2 je rozlozen na ¢tverec o obsahu (%)2 a gnomon o obsahu ax + 22,
ktery je vSak roven obsahu ctverce o strané b. Odtud je

(5o = 3 o

Jiné moznosti geometrického feseni rovnic x(a —x) = b? a z(a+z) = bv?* dava Eukleidova

véta o vysce.
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Pomoci predchozi metody snadno rozdélime tsecku zlatym fezem. Délime-li zlatym Fezem
jednotkovou tsecku a oznacime-li délku jeji vétsi ¢asti pismenem x, je 1 : 2 = 2 : (1—2), a tedy
1-x+2? = 1. Dostavame tedy kvadratickou rovnici, jejimz kofenem je x = @ =0,6180339...
Konstruktivni feseni odpovida vyse uvedenému hyperbolickému ptikladéni (proa =1, b = 1),
odtud vyplyva konstrukce. Svisla tsecka délky 1 je rozdélena zlatym fezem:

3.2 Konstrukce pravitkem a kruzitkem

V souvislosti s nastupem geometrického pojeti a s praci s geometrickymi veli¢inami se
v fecké matematice objevil pozadavek geometrickych konstrukei, tj. konstrukci pravitkem
a kruzitkem. S geometrickymi veli¢inami bylo totiz tfeba zachazet geometricky. Pravitkem
Ize spojit dva body, tj. konstruovat tsecku, kruzitkem lze z daného bodu jako stfedu opsat
danym polomérem kruznici. Pfipomenme, Ze uvazujeme idealni konstrukce v matematickém
svété dokonalych objektt, ze pravitko je nastroj ke spojovani bodii, na némz neni zadné

meéritko, a ze kruzitkem lze délat libovolné velké kruznice.

Po zhrouceni aritmetického svéta zacali fe¢ti matematici budovat svét geometricky. Zaklad-
ni materii, latkou, byly body, z nichz byly geometrickymi konstrukcemi, tj. konstrukcemi
pravitkem a kruzitkem, vytvareny dalsi objekty. Pravitkem usecky, kruzitkem kruznice.
Dalsi body, které vznikaly jako priseciky sestrojovanych tsecek a kruznic, bylo mozno
v dal8ich krocich pouzit pro vedeni dalSich isecek a dalsich kruznic. Takovychto kroku vsak

lze provést jen konecné mnoho.

Budovani feckého geometrického svéta mé tedy velmi podobné aspekty jako predstavy rec-
kych prirodnich filozofi o budovani veskerého jsoucna. V Tecké prirodni filozofii je svét
budovan z jediné pralatky nebo nékolika malo zivld nebo z atom1i ¢i semen pomoci jednoho
¢i dvou zakladnich principt. V fecké geometrii je geometricky svét budovan z bodt pomoci
dvou postupti, kterymi jsou konstrukce pravitkem a kruzitkem. Jiz v 5. stoleti pr. Kr.
se tedy projevila snaha tehdejsich myslitelil po jakési minimalizaci, kterd je i v soucasné
matematice typicka pri budovani jakékoli teorie nebo discipliny.

3.3 Kilasické ulohy fecké matematiky

Pocatkem 5. stoleti pt. Kr. se v fecké matematice objevily tlohy, o nichz casto hovo-
fime jako o klasickych nebo proslulych tlohach fecké matematiky — kvadratura kruhu —
quadratura circuli, trisekce tthlu — trisectio anguli a zdvojeni krychle — duplicatio cubi.
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Neékdy se k nim pocita i rektifikace kruznice a konstrukce pravidelnych mmnohotuhelniki.
7Zd4a se pravdépodobné, Ze se tyto tlohy objevily v souvislosti se zménou paradigmatu fecké
matematiky, v souvislosti s pfechodem od aritmetického pojeti matematiky k pojeti geo-
metrickému. Vsechny tyto tlohy totiz tzce souviseji s rozvojem prace s geometrickymi
velicinami a zejména s pozadovanou metodou feseni. Proslulé tlohy bylo totiz tfeba fesit
konstruktivné, pravitkem a kruzitkem.

Reéti matematici se snazili geometricky prevadét veskeré délky na délky tsecek, veskeré
obsahy na obsahy &tvercii a veskeré objemy na objemy krychli. Usecky, &tverce i krychle
jsou totiz dany jen jedinym udajem, ¢tverce vyplnuji rovinu a krychle vyplnuji prostor.
Usecky umime geometricky séitat, odéitat, délit na n stejné velkych ¢asti. Neumime viak
vyjadiit délku kruznice tiseckou (rektifikace). Ctverce umime geometricky séitat a odéitat
(pomoci Pythagorovy véty), geometrickou konstrukci umime prevést jakykoli n-tihelnik na
¢tverec. Neumime vSak na ¢tverec prevést kruh (kvadratura). Nejhor$i situace nastava
s krychlemi — geometricky neumime secist ani dvé stejné krychle (zdvojeni krychle). Uhly
umime geometricky scitat, odcitat a ptlit. Neumime vsak thel rozdélit na tii stejné casti
(trisekce). Plny thel umime rozdélit na n stejnych ¢asti jen pro nékterd n (konstrukce
pravidelnych mnohothelniki). Kazda z klasickych tloh tak odpovida situaci, v niz jsme pfi

operovani s geometrickymi velicinami bezradni.

O snahach resit klasické tlohy méame zpravy jiz z 5. stoleti pr. Kr. Napriklad filozof
Anaxagoras z Klazomen si pry kratil ¢as ve vézeni iivahami o kvadratufe kruhu. Zhruba ve
stejné dobé se problematikou kvadratury a rektifikace zabyvali Antifén z Athén a Brizén
— uvazovali o aproximaci obsahu a obvodu kruhu obsahem a obvodem vepsanych a op-
sanych pravidelnych n-tthelniki, pfipadné prumérem téchto velic¢in. Antifén vepsal do kruhu
rovnostranny trojuhelnik, nad kazdou z jeho stran sestrojil rovnoramenny trojihelnik s vr-
cholem na obvodu kruhu, a tak pokracoval dale; predstavoval si, ze strany ,poslednich®
trojuhelnikti v podstaté ,splynou® s kruznici.

3.4 Teorie proporci

Dilezitym tkolem bylo vytvorit teorii pomért geometrickych veli¢in, at jsou souméritelné
nebo nesouméritelné. Bez ni neni mozno pracovat s podobnosti geometrickych utvara —
potfebujeme totiz pomér podobnosti. Takovouto teorii vypracoval Eudoxos; dnes se obvykle
hovoii o ,teorii proporci“.

Eudoxos z Knidu byl velmi napaditym matematikem a astronomem. Je autorem matem-
atické teorie pohybu planet (tzv. teorie homocentrickych sfér), kterd byla inspiraci pro
Apollénia z Pergé (kolem r. 200 pt. Kr.) a Klaudia Ptolemaia z Alexandrie (asi 90 az 160),

a tzv. exhaustivni metody.

Velky vyznam meéla jeho teorie pomért a imér, ktera byla nezbytnd pro rozvoj geomet-
rického pojeti matematiky, k némuz fecti myslitelé dospéli po krizi zptisobené objevem
nesouméritelnosti. Eudoxos nejprve definoval, co je dil a nasobek veli¢iny, tj. vysel ze vzta-
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hu a = n - b, kde n je pfirozené ¢islo. Pomér dvou veli¢in a, b zavadél jen v pripadé, ze maji
tyto veli¢iny stejny rozmér, tj. obé jsou bud délkami nebo obsahy nebo objemy. Ze svych
tvah vylouéil nekoneéné malé a nekonecéné velké veli¢iny. Uméru a : b = ¢ : d, tj. rovnost

dvou pomért, definoval takto: pro kazda dveé prirozena ¢isla m, n je

n-a<m-b prave kdyz n-c<m-d,
n-a>m-b pravé kdyz n-c>m-d,

n-a=m-b pravé kdyz n-c=m-d.

Podobné definoval usporadani pomeért: a : b > ¢ : d, jestlize existuji pfirozena cisla m, n
takova, ze n-a>m-ban-c<m-d. V téchto dvou definicich je obsaZeno to nejpodstatnéjsi
z Eudoxovy teorie pomért a timér.

Poznamenejme, ze zakladni myslenku Eudoxovy teorie poméri a tumér vyuzil ve druhé
poloviné 19. stoleti némecky matematik Richard Dedekind (1831-1916) k vybudovani exakt-
ni teorie realnych cisel. Tato teorie je dnes znama jako Dedekindova teorie Tezi.

3.5 Svét nesouméritelnych velicin

Rec¢ti matematici se potiebovali vyznat ve svété nesoumétitelnych velicin, ve svété iracio-
nalit. Tomuto problému se vénoval Theoddros a zejména jeho zak Theaitétos. Zajimavé
svédectvi o tom nalézame v Platénové dialogu Theaitétos, v némz Sékratés (469-399) rozm-
louva s mladym Theaitétem, ktery vypravi, ze jim Theoddros vysvétloval problematiku
soumeéritelnosti a nesouméritelnosti velic¢in a ze dospéli k nazoru, ze veli¢in nesouméiitel-
nych s danou jednotkou délky je nekonecné mnoho. Pokud je popsanéa situace zaloZena na
skutecné udalosti, muselo k ni dojit — vzhledem k Zivotnim dattm obou aktéri — nékdy mezi
roky 403 a 399. Reéti matematici tedy v té dobé dobie védéli, ze iracionalit je nekone¢né
mnoho. Pravé Theaitétos popsal fadu typi iracionalit a podal jakousi jejich klasifikaci,
kterd byla pozdéji Eukleidem zpracovana v desaté knize jeho Zékladt. Uvedme vsak jiz
zminény uryvek z dialogu Theaitétos.

Theait. Tuhle Theodoros nam znazornoval obrazci cosi o mocninach, o ¢tverci obsahujicim tii ¢tverecné
stopy a o Ctverci obsahujicim pét ¢tverecénych stop, Ze svou stranou nejsou soumeéritelné se ¢tvercem
o jedné stopé, a tak probiral jednu mocninu po druhé az po ¢tverec o sedmnacti ¢tverecnych stopach;
pIi tomto se nevim proc¢ zastavil. A tu nas napadla takova myslenka — kdyz se jevilo, Ze téch mocnin je
nekonecné mnozstvi — pokusit se je sebrat v jedno jméno, kterym bychom nazvali vSechny tyto mocniny.
Sokr. A nalezli jste snad néjaké takové?

Theait. Mné se zda, Zze ano; ale posud to i ty.

Sokr. Mluv.

Theait. Vsechna cisla jsme rozdeélili na dva druhy; ¢isla vznikajici nasobenim dvou stejnych ciniteld jsme
prirovnali tvarem ke Ctverci a proto jsme je nazvali ¢tvercovymi a rovnostrannymi.

Scokr. Dobre.

Theait. Ale ¢isla, ktera jsou mezi témito — k nim nalezi i t¥i i pét i kazdé ¢islo, které nevznika nasobenim

stejnych ¢initelii, nybrZ budto vétsiho nasobence mensim nasobitelem nebo mensiho ndsobence vétsim
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nasobitelem a které omezuje pokazdé jedna vétsi strana a jedna mensi — ta jsme piirovnali k obdélniku

a nazvali je obdélnikovymi.
Sokr. Vyborné. Ale co dale?

Theait. Vsechny piimky, jejichz ¢tverec tvoii ¢islo rovnostranné a plosné, jsme stanovili jakozto délky,
které vsak tvori ¢islo nerovnostranné, jakozto mocnosti, hledice k tomu, ze nejsou s onémi souméritelné

délkou, nybrz plochami, které vznikaji jejich umocnénim. A podobné co se tyce téles. ([B2], str. 15)

V predposlednim odstavci znamena slovni spojeni ,které omezuje pokazdé jedna vétsi strana
a jedna mensi“ to, ze obdélnikovymi ¢isly jsou minéna pravé ta prirozena cisla, kterd nejsou
¢isly ¢tvercovymi (pii kazdém rozkladu v soucin dvou ¢isel je jeden ¢initel vétsi nez druhy).
Cislo étvercové tedy pro fecké matematiky neni specidlnim piipadem éisla obdélnikového.
Tomu odpovidéa i zarazeni dvojice Ctverec-obdélnik mezi deset zakladnich pythagorejskych
protikladt. Nesouvisel pravé tento striktni pohled na tuto dvojici pojmi s objevem ne-
souméritelnosti? Vzdyt odmocnina ¢tvercového éisla je (v nasi feéi) ¢islo pfirozené a odmoc-

nina obdélnikového ¢isla ¢islo iracionalni.

V poslednim odstavci jsou druhé odmocniny pfirozenych ¢isel rozdéleny na cisla prirozena
a ¢isla iraciondlni (délky, jejichz ¢tverec tvori ¢islo rovnostranné a plosné, a mocnosti, které
vSak tvori ¢islo nerovnostranné). Posledni véta ukdzky znamend, ze stejné rozliSeni se

uvazuje u tfetich odmocnin pfirozenych cisel.

3.6 Eukleidovy Zaklady

Eukleidés sepsal své proslulé Zaklady [E] v Alexandrii na ptfelomu 4. a 3. stoleti pf. Kr.
Vybudoval geometricky svét v duchu zakladni myslenky fecké pfirodni filozofie (body jako
vychozi materie a uziti pravitka a kruzitka jako dva principy) podle Aristotelovych metod-
ickych zésad (exaktni budovani védecké teorie: vychozi pojmy, postulaty, axiomy, véty,
dtkazy). Ukéazal, jak vypadd axiomatickd teorie, jaka je logickd vystavba matematiky
a prezentoval bezchybny proces dokazovani. Matematika se tehdy stala védou podle nej-

prisnéjsich kritérii.

Francouzsky filozof a historik védy Arnold Reymond (1874-1958) napsal o feckém piinosu
k rozvoji mysleni nasledujici slova, kterda miizeme dat do ptimé souvislosti s Eukleidovymi
Zaklady:

Ve srovnani s empirickymi a zlomkovitymi védomostmi, jez lidé na Vychodé pracné nasbirali za dlouha
staleti, je Fecka véda pravym zazrakem. Zde lidska mysl po prvé pochopila, ze Ize stanovit omezeny pocet

zasad a vyvodit z nich jisty pocet pravd, které jsou jejich nutnym nasledkem. ([F], dil I, str. 21)

Zaklady jsou genialni kompilaci shrnujici témeér veskeré matematické poznatky predchozich
t¥{ stoleti. Recky nazev Stoicheia (v latinském piekladu Elementa, ¢esky Zéklady) snad
naznacCuje nejen charakter tohoto textu — nezpochybnitelny zaklad k proniknuti do mate-

matického mysleni, ale i tu skutecnost, ze soustfeduje nejdilezitéj$i matematické poznatky
(prvky — stoicheia).
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Aristotelés napsal ve své Metafysice tato slova:

Prvkem (stoicheion) se nazyva to, z ¢eho se néco sklada jako z prvni slozky a jezZ se, co se tyce druhu, neda
deliti v jiny druh. Tak prvky hlasu jest to, z ¢eho se hlas sklada a v co se posledné rozklada, a to tak,
ze se jiz neda rozkladat v jiné druhové riizné hlasy. I kdyz je tu dalsi déleni, tedy jsou to casti stejného
druhu, na priklad kazda c¢ast vody jest vodou, ale neni tomu tak u slabiky. ... Podobné se mluvi také
o prvcich geometrickych diitkazi a viibec o prvcich dukazi. Prvni dukazy totiz, jez jsou opét obsazeny ve
vice diikazech, nazyvaji se prvky diikazi. Takového druhu jsou v sylogismech prvni soudy, jez se ziskavaji

ze tf pojmii s pomoci jednoho stiedniho.

Odtud se oznaceni ,prvek® prenasi na to, co jsouc jedno a malé prospiva mnohému. Proto se prvkem
nazyva také to, co je malé, jednoduché a nedélitelné. Odtud pochazi, Ze se to, co je v nejvyssi mire obecné,
poklada za prvek, ponévadz kazdé z nich, jsouc jedno a jednoduché, jest obsazeno v mnoha vécech, bud
ve vSech nebo ve vétsiné jich. Proto také néktefi mini, Ze jednotka a bod jsou pocatky. ... v kazdém

p¥ipadé prvek znamend néco prvniho, co je ve vécech obsazeno. ([A], odst. 1014a,b)

Zaklady jsou nejstarsim kompletné dochovanym feckym a rovnéz evropskym matematic-
kym textem, nejvyznamnéjsi matematickou monografii vSech dob, nejvice komentovanou
a prepisovanou matematickou knihou, po Bibli pry nejcastéji vydavanou a studovanou
knihou zapadni civilizace, kterd zcela zédsadnim zpiisobem ovliviiovala matematiku a jeji
vyucovani po dobu vice nez dvou tisicileti. Obrovsky vyznam mély Zaklady po strance
metodologické. Po celd staleti byly svou logickou stavbou vzorem exaktniho budovani
matematiky a nejen matematiky, ale i védy obecné. Viz napt. [B4], [H], [E].
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4. Zapis cisel v Evropé 500 az 1600

Martina Becvarova

4.1 Uvod

Pokusime se popsat vyvoj zapisu ¢isel v zapadni, jizni a stfedni Evropé (tj. v Evropé,
kterd byla pod kulturnim a nabozenskym vlivem Rima) v obdobi zhruba jednoho tisice
let. Nebudeme si vSimat vyvoje zapisu ¢isel v Byzanci, Rusku, slovanskych zemich ¢i na
Blizkém vychodé, ktery byl znacné komplikovany a zcela odlisny od vyvoje na zapade. Je
treba poznamenat, Ze zapis ¢isel prodélal v Evropé dosti slozity a nerovnomérny vyvoj.
V rtznych dobach a riznych regionech existovalo soucasné nékolik typu zaznamu cCisel,

ukézeme nejdtlezitéjsi a nejrozsitenéjsi z nich.

4.2 Pocitani na prstech

Jednou z nejstarsich a nejjednodussich pocetnich pomticek byly prsty.

Znazornovani ¢isel a pocitani na prstech bylo jiz ve starovéku uzivano snad ve vsech kultur-
nich civilizacich. V Evropé po¢itali na prstech jiz Rekové (viz [Mel], str. 211-212), kteif tyto
pocetni postupy povazovali za jednoduché a nizorné, od Rekii je pievzali Rimané;2 poéi-
tani na prstech pouzivali hlavné lidé bez vétsiho vzdélani. O pocitani na prstech se zminoval
napf. Plinius Starsi (23/24-79),® satirik Decimus Iunius Iuvenalis (po r. 50 — po r. 130),
fecnik, ucitel a vychovatel Marcus Fabius Quintilianus (asi 35-96) a astronom Firmicus
Maternus (4. stol.). Znazornovani ¢isel prsty a pocitani na prstech umoziiovalo prekonavat
v obrovské mnohonarodni fimské 1isi jazykové bariéry zejména pti obchodu.

Po zaniku antického svéta doslo v Evropé k hlubokému tpadku vzdélanosti i kultury, za-
pomenuta byla témér cela antickd matematika i rozvinuté pocetni algoritmy. Pocitani na
prstech se proto ve stifedovekém svété vyrazné uplatniovalo. Benediktinsky mnich Beda Ve-
nerabilis (asi 673-735) popsal znazornovani ¢isel na prstech v ivodu De computo vel loquela
digitorum svého dila De temporum ratione: jednotky byly reprezentovany polohami prsti levé
ruky, desitky kombinacemi poloh prsti a palce levé ruky, stovky polohami prsti pravé ruky,
tisice kombinacemi poloh prsti a palce pravé ruky, desetitisice, statisice a miliony polohami
celych pazi a trupu.* Diky Bedovi se pocitani na prstech rozsitilo v celé Evropé; prosazoval

1 Jedna se o rozsitenou verzi ¢lanku M. Bedvaiova: Stredovéké pocletni algoritmy, in J. Bedvak a kol.: Matematika ve
stredoveéké FEvropé, edice Déjiny matematiky, svazek ¢. 19, Prometheus, Praha, 2001, str. 231-263.

2 Rimané poéitali na prstech od 1 do 10 000; v Britském muzeu v Londyné jsou ulozeny fimské pocetni zndmky ze slonoviny,
na kterych jsou zobrazeny polohy prsti pro ¢iselné hodnoty 1 az 15. Pochazeji snad z 1. stoleti.

3 Popsal mimo jiné slavnou ¥imskou sochu boha Tana, ktery ukazoval na prstech pocet dnii v roce. Viz [Mel], str. 210.

4 Podrobny popis viz [Mel], str. 202-208. Polohy prstii znazoriiujici prvnich 15 éisel jsou stejné jako na ¥imskych Zetonech.
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je napf. biskup Walafried Strabo (9. stol.) z klastera Reichenau. Pocitani na prstech po-
psal i Hrabanus Maurus (780-856) ve svém spise De numeris; na prstech znazornoval ¢isla
od 1 do 20000.°> Znézornéni ¢isel na prstech je i na samém pocatku slavné knihy Liber abaci
Leonarda Pisanského (asi 1170 — po 1240).¢ Nicholas Rhabdas ze Smyrny ve spise Ekphrdsis
tot Daktylikot Métrou (Pocitdni na prstech) z roku 1340 popisuje pocitani na prstech podle fim-
ského zptisobu a ukazuje, Ze i Arabové, Persané a Rekové pouzivali podobnou symboliku
a podobné postupy jako Rimané. Dali popis poéitani na prstech je mozno nalézt napt.
v rukopise Praticha d’Arismetricha neznamého florentského mistra.” Poc¢itani na prstech neli-
sici se prilis od zpusobu, ktery podal Beda Venerabilis, popsal Luca Pacioli (1445-1514) ve

svém velkém dile Summa de Arithmetica. Geometria. Proporzioni. Proporzionalita z roku 1494.

B iftinctio lccunds. Zredutud quartue. }g“'"

Pocitani na prstech
(L. Pacioli: Summa de Arithmetica. ..., Benatky, 1494)

5 Viz Dé&jiny svéta. Rané kiestansky svét. Od roku 732 do roku 1096, Larousse, Vasut nakladatelstvi, Praha, 1998, str. 688.
Viz téz [Mel], str. 215.

8 Viz napt. Codice ambrosiano I 72 sup. ze 13. stoleti. Viz téz H. Liineburg: Leonardi Pisani Liber Abbaci oder Lese-
vergniigen eines Mathematikers, Wissenschaftsverlag, Mannheim, Leipzig, Wien, Ziirich, 1992, 2. pfepracované a rozsirené
vydani 1993.

7 Viz U. Bottazzini, P. Freguglia, L. Toti Rigatelli: Fonti per la storia della matematica, Sansoni Editore, Firenze, 1992,
str. 30-31 a jedna z fotografii v obrazové ptiloze.
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Roku 1522 publikoval Aventin z Norimberku ucebnici Abacus atque vetustissimi veterum Lati-
norum per digitos manusque numerandi consuetudo, ve které popsal souvislosti mezi pocitanim
na abaku a na prstech. Jedna z poslednich ucebnic, kterd obsahovala vyklad pocitani na
prstech, je ucebnice Jacoba Leupolda Theatrum Arithmetico-Geometricum, kterd vysla roku
17278

4.3 Abakus

Diilezitou stiedovékou poéetni pomtickou byl abakus, ktery pouzivali jiz staii Rekové, ale
jehoz znalost byla po padu fimského impéria na dlouhou dobu témétr zapomenuta a musela

byt znovu pracné objevovana.

Stredoveky abakus byla hladka dfevéna deska rozdélena obvykle na 30 sloupcti, z nichz prvni
t¥i zprava slouzily pro pocitani se zlomky, ostatni pro pocitani s prirozenymi ¢isly. Sloupce
byvaly nahote zakonc¢eny ozdobnym obloukem, ktery byl nazyvan arcus Pythagorei, nebot ve
stfedovéku byl vynalez abaku nespravné piipisovan Pythagorovi. Pocitani na stfedovékém
abaku modifikoval koncem 10. stoleti Gerbert (asi 940-1003). Zatimco ostatni po¢tafi vy-
znacovali ¢isla na abaku polozenim piislusného poctu kaminkt do sloupcti predstavujicich
jednotky, desitky, stovky apod., Gerbert a jeho zaci pouzivali tzv. apezy (apices), tj. po¢etni
znamky, na kterych byly specialni znaky, které lze oznacdit za predchtiidce dneSnich moder-
nich evropskych dislic 1, 2, ..., 9. Do kazdého sloupce abaku tedy stacilo polozit nejvyse
jeden apex. Apexy byly vyrabény z kury, rohoviny, dfeva apod; jejich nazvy byly odvozeny

z arabskych a feckych slov.

Abakus s 15 sloupci
(rukopis z 12. stoleti, Bavorska statni knihovna, Mnichov)

Na abaku bylo mozno pomeérné snadno sc¢itat a odcitat; nasobeni bylo jiz komplikovanéjsi,
délit uméli jen ti nejschopnéjsi poc¢tari, mezi které patiil pravé Gerbert. Ten se v nékolika
svych spisech pocitani na abaku vénoval.

8 Viz obr. 41, [Mel], str. 207.
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Jeden z dalsich vyklad@ pocitani na abaku podal v 11. stoleti Bernelinus ve spise Liber
abaci. Je pravdépodobné, ze jako Gerberttv zak popsal pravé Gerbertem inovovany abakus.
V 11. a 12. stoleti se abakus znacné rozsitil, vznikla fada praci popisujicich pouziti této
pocetni pomicky. Autorem jedné z nich byl Hermannus Contractus (1013-1054) z benedik-
tinského klastera v Reichenau, ktery popisoval pocitani na abaku bez uziti ,apext“, které

nahradil fimskymi cislicemi.

Abakus s apexy velké obliby nedosahl, s apexy se pocitalo vétsinou jen v klasternich skolach.
Rozsiril se abakus s fimskymi ¢islicemi, ktery byl uzivan az do konce 15. stoleti, zejména
vybérc¢imi dani a kupci.

4.4 Liny

Na konci 12. stoleti se v Evropé zacalo pouzivat pocitani na lindch. Vyhodou tohoto postupu
bylo to, Ze nebylo zapottfebi zadné pomitcky; stacilo nacrtnout fadu rovnobéznych linek na
tabuli nebo na stole. Kazda linka byla uréena pro jeden konkrétni fad (jednotky, desitky,
stovky atd.). Kaminky se kladly bud na linky nebo mezi né, bylo vS§ak mozno je nahradit
namalovanymi puntiky, které bylo pti vipoctu mozno snadno mazat. Na lince mély kaminky
hodnotu jednotky ptislusného fadu, v mezefe oznacovaly pét jednotek.

Scitani a od¢itani na linach je znazornéno na dvou nasledujicich obrazcich. Scitalo se tak, ze
se kazdy ze s¢itanctl zaznamenal na linach do jednoho sloupecku, pak se vSechny kaminky
premistily do spole¢ného sloupecku na odpovidajici liny a do odpovidajicich mezer. Na
kazdé liné mohly lezet maximalné ¢tyri kaminky; pokud pocet kaminkt presahoval tento
pocet, odebralo se pét kaminkid a do néasledujici mezery se jeden pridal. V kazdé mezete
mohl byt nejvyse jeden kaminek; pokud jich bylo vice, nahradily se dva kaminky z mezery
jednim kaminkem na nasledujici liné. Tak se postupovalo od nejnizsich tadd k nejvyssim.

Odcitani se provadélo podobné.

- —-
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®
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S¢itani na linich
3507 + 7249 = 10756
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Od¢itani na linach
425 — 279 = 146

Nasobeni se prevadélo na opakované s¢itani, pripadné se nasobilo po jednotlivych fadech.
Déleni se prevadélo na opakované odcitani. Nasobeni a déleni vyzadovalo pomérné dlouhou
a pozornou manipulaci s premistovanim kaminkt. Nésobeni na lindch je zndzornéno na
nasledujicim obrazku.
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—0—1 0000000 @ —0—0——
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Nasobeni na linach
66 x 96 = 6336
Prvni sloupecek znazornuje ¢islo 66,
druhy sloupecek ¢islo 96, tieti sloupecek cislo 6 x 6 = 36,
¢tvrty sloupecek ¢islo 6 x 90 = 540, paty sloupecek ¢islo 60 x 6 = 360,
Sesty sloupecek ¢islo 60 x 90 = 5400
a sedmy sloupecek soucet 36 + 540 + 360 + 5400 = 6 336.

Pocitani na linadch bylo s tispéchem uzivano i v 16. stoleti, zabyva se jim v té dobé rada
ucebnic. Casto jsou na zakladnim schématu vedle sebe umistény ve tfech sloupcich éiselné
hodnoty %, 1, 5, ..., 1000000 (modernim zptisobem pomoci desitkové pozi¢ni soustavy
s indicko-arabskymi ¢islicemi véetné nuly), jejich slovni oznaceni a znézornéni na linach
(viz néasledujici obrazek).® Liny se dlouhou dobu pouzivaly i na trividlnich $kolach jako

»pocitadlo“ a slouzily rovnéz jako priprava ke vnimani ¢isel.

9 Jde napi. o udebnice Adama Riese (1492-1559); na jejich titulnich listech jsou zobrazeni poétéfi pracujici s linami.
Dalsi zndamé pocetnice jsou od J. Kobela. Prvni ¢eskou pocetnici je spis Ondreje Klatovského nazvany Nowe knizky wo
pocztech na Cifry a nalyny przytom niektere welmi vzytecine requle a exempla mintze rozlycine podle biehu kupetzkeho
Kratze a viytecznie sebrana (1530); dalsi ¢eské pocetnice sepsali napi. Benes Optat z Telce a Petr Gzell: Isagogikon (1535),
Knizky Poéetni na rozlicné Koupé v nové vytisténé (1548), Jifi Mikuld§ Brnénsky: KniZka v niZ obsahuji se zacdtkové
Uméni Aritmetického, to jest pocétiv na Cifry neb ling pozndni pro pacholata a lidi kupecké sebrand (1567), Georg Goerl
z Goerlstejna: Arithmetica to gest knijzka pocetnij neb uménij pocétiw na lindch a cyffrach skrze exempla a mince rozlicné
wsem w handlech, w aufadech, a w hospoddrstwij se obijragijcym welms uZiteénd a prospésnda (1577, 1597, 1610). Podrobnéji
viz [Sm].
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Pocetni deska s linami pro vypocet smény minci
(dfevoryt pochézejici patrné ze Strasburku)
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Pocitani na linach
(J. Kobel: Rechenbiichlein, Augsburg, 1514)
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(Z ¢eské ucebnice)

4.5 Zapis cisel. Symbolika

A7 do 10. stoleti se v Evropé k zapisu ¢isel pouzivaly pouze fimské ¢islice. Pak zacinaly do

Evropy pozvolna pronikat nové, indicko-arabské éislice. Poprvé se objevily ve Spanélsku,

kam se dostaly s sitici se arabskou védou a kulturou. Nejstarsi zapis ¢isla v indicko-arabské

pozicni desitkové soustavé nalézame v Evropé v kodexu Codex Vigilanus z roku 976; patfil

klasteru Albelda v severnim Spanélsku.

-—==XP|¢e 2 4 P

Brahmi

v
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Indové {Gualiori)

'
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Sanskrt-deva nééa’rf (Indie)

[a2 =916 7% 3 | P YEo|lYVA 9.
Zapadoarabské (gubar) Vychodoarabské (soudasné turecké
atd.)

1T S pld(ls A~ 89

11.st. (Apices)

Genealogie dnesnich ¢islic podle Menningera
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Boéthiova Aritmetika
(rukopis z 10. az 11. stoleti, Statni knihovna Bamberk)

S T

Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul

31



Na ptelomu 10. a 11. stoleti se v Evropé zacaly $ifit zapadoarabské ¢islice gubar (téZ gobar),
které pfisly z oblasti dnesniho Irdnu a Egypta. V této dobé jesté nebyl v Evropé uzivan
zédny znak pro nulu, nad ¢isly se psaly tecky, které urcovaly fad ¢isel (napf. zapis 234
predstavoval ¢islo 234, zépis 23 ¢islo 230, zapis 24 ¢islo 204). V 11. stoleti se objevovalo stéle
vice rukopist, ve kterych byla ¢isla zapisovana novym zptisobem, v indicko-arabské pozi¢ni
desitkové soustaveé, postupné se vsSak vyskytovaly vétsi ¢i mensi odchylky od arabského
zpusobu psani cifer. Ve 12. stoleti se v Evropé rozsifilo slovo cifra ve smyslu ¢islice nebo
¢islo; tento termin byl odvozen z arabského slova as-syfr, které ptuvodné znamenalo nulu.®
Ve 13. stoleti zavedl Leonardo Pisansky pro nulu termin zephirum, ktery se udrzel az do
17. stoleti, ve 12. az 15. stoleti se objevily jesté terminy ,circulus, nihil, figura nihili, nullus,
nulla“. Smysl a vyznam nuly byl po nékolik stoleti predmétem matematicko-filozofickych
uvah. Napfiklad v roce 1484 napsal Nicolas Chuquet (1445-1488):

. nula sama o sobé nic neznamend, ale tim, Ze zaujimd néjaké misto, urcuje hodnotu jinych symboli.

([Ju], str. 344)

Indicko-arabska pozi¢ni desitkova soustava byla v Evropé pfijimana opatrné a s nedtvérou.
Je zajimavé, ze o novy zpusob méli zdjem hlavné obchodnici a pokladnici, ktefi provadéli
dlouhé vypocty, zatimco matematici se pfidrzovali ,,osvédcenych® ¥imskych ¢islic. I oficidlni
autority dlouho ,novoty“ odmitaly. Napiiklad roku 1299 zakazala Florencie pouzivat nova
¢isla a naridila je zapisovat slovy. Rozhodujici vyznam pro prijeti desitkové pozicni soustavy
a novych ¢islic mély nékteré nové spisy, které se v Evropé Sifily; byla to zejména latinska
kompilace Libro alghvarismi de practica arismatrice (Kniha Algorisma o aritmetické prazi) od Joanna
Sevillského ( 7 — asi 1153), Liber ysagogarum Alghorismi in artem astronomicam a magistro A. com-
positus (Kniha uvedeni Algorisma do astronomického umeéni) neznamého mistra A. (snad jim byl
Adelard z Bath) a latinsky pfeklad Savasordova!l spisu Liber embadorum (Kniha o mérenich).

A7 do 16. stoleti v Evropé soupetily oba typy zapisu ¢isel. V 16. stoleti zvitézila ,,nova ¢isla“,
ktera ze skol i bézného zivota postupné vytlacila fimské cifry. K rozsireni indicko-arabského
pozi¢niho desitkového systému prispél i rozvoj knihtisku a s nim spojené vydavani prvnich
pocetnic a ucebnic aritmetiky.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Rukopis z r.976 I z ’% ; \77 l? 7 8 9
Rukopis z po&itku 12.st. | P ‘}* LiYleal7 18 9 1o
Ruk S b
N R A A R N A L I AP
Cislice A.Dlirrera z r.1525 z |2 3 4| 5 6 ¢ 8 p
f:i&taégéhodila J.Widmanna| 2345|6789 ]°

Vyvoj dnesnich cislic

10 Poprvé se tento termin objevil ve spisu Kniha uvedeni Algorisma do astronomického umeéni, kterou sepsal v roce 1143
neznamy mistr A.

11 Arabsky matematik Abraham Bar Chijja (asi 1070-1136).
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Tabulka pro vyuku nové numerace
(J. Kobel: Rechenbiichlein, Augsburg, 1514)

A7 do poloviny 15. stoleti neexistovaly zadné symboly pro oznaceni aritmetickych operaci.
Byly vyjadfovany pouze slovy nebo bylo dokonce tieba typ operace vyrozumét z kontextu
nebo z vlastniho zapisu vypoc¢tu. U zrodu symboli pro aritmetické operace stal Johan-
nes Widmann (1462-1498), ktery ve své knize Behende und hubsche Rechenung auff allen kauff-
manschafft (Hbité a pékné pocitdni pro vsechny kupce) vydané v Lipsku roku 1489 pouzil symboly
+ a —; poprvé se tak tyto symboly objevily ve vytisténé knize.!?

12 Poznamenejme, ze v jednom rukopise neznamého autora uchovaném v drazdanské knihovné se objevuji znaky + a —
dfive nez ve Widmannové ucebnici. Rukopis pochazi z roku 1486.
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Dodnes se vedou spory o puvodu téchto znaki. Snad byly odvozeny z obchodnickych znacek
pouzivanych na bednéch se zbozim; symboly + a — oznacovaly, ze vaha zbozi presahuje nebo
nedosahuje stanovené hodnoty. Podle jinych nazori jsou znaky + a — indického ptivodu,
podle dalsich badatel jsou evropského puvodu a byly odvozeny z latiny (napf. + z et nebo
ze symbolu &).

Koncem 15. stoleti se objevily dalsi uzitecné symboly, které usnadnovaly pocetni postupy;
napt. druhd mocnina byla oznacovana teCkou pred cislem, tfeti mocnina tfemi teckami,
¢tvrta dvéma teckami; pfi rychlém psani se tecky ménily v ¢arky. Druha odmocnina byla
Casto znacena pismenem R, které bylo rtizné modifikovano (napf. pfeskrtnuté nozicka); bylo
pouzito prvniho pismene z latinského radiz, resp. italského radice. Pro tfeti odmocninu bylo
k pismenu R piidavano ¢islo 3, slovo cub apod. Pro ¢tvrtou odmocninu byvalo nékdy pouzito

pismeno R dvakrat.

Rozvoj matematiky a pisemného pocitani vedl koncem stiedovéku i k poc¢atkim algebraické
symboliky. Prvni pokusy v tomto sméru ucinili ve 13. stoleti Leonardo Pisansky a Jorda-
nus Nemorarius (1225-1260), ktefi zacali v uréitych situacich nékteré veli¢iny oznacovat
pismeny. Jejich snahy vSak jesté nemély velkou odezvu.

V souvislosti s prijetim desitkové pozi¢ni soustavy uzivajici indicko-arabské cislice nastal
v Evropé postupny odklon od pocitani na abaku a na linadch. Zacaly se rozvijet pocetni algo-
ritmy na provadéni pocetnich operaci s ¢isly vyjadienymi timto novym zptisobem. Pocitani
na lindch tak souperilo s pocitanim na cifry. Soupetfeni novych a starych pocetnich postupt
bylo dokonce i umélecky ztvarnéno.

Na nasledujicim obrazku je zenskd postava, ktera je alegorickym zosobnénim aritmetiky.
Na dlouhé sukni mé indicko-arabské cifry,'* v obou rukou drzi pocetni desky. U stolki sedi
dva poctari.

Vpravo je Pythagoras, ktery pocita ,na linach®. U pravé ruky mé hroméadku kamink, v levé
casti pocitaci desky je znazornéno ¢islo 1241 a v pravé casti ¢islo 82. Zda se, ze zdvojuje
¢islo 1241, ale sviij vypocet jesté nedokondil.

Vlevo je Boéthius, ktery pocita ,novym* zptsobem, tj. na cifry. Ze zapisu vSak nelze identi-
fikovat, co vlastné pocita a zda jiz sviij vypocet ukoncil. Obrazek byva casto interpretovan

jako vitézstvi pocitani na cifry nad poc¢itanim na linach.

Je tfeba poznamenat, Ze obrazek je znacné zavadéjici; odrazi nepresné informace, které
o objevitelich pocetnich postupt lidé méli na prelomu 15. a 16. stoleti. Boéthius nemohl
pocitat na cifrach, nebot tento zptisob provadéni numerickych vypocéti se v Evropé postupné
§iril az od 11. stoleti; nemohl pocitat ani na linach, které byly uzivany az v 11. stoleti
a oblibu ziskaly jesté pozdéji. Ani Pythagoras nemohl pocitat na linach, oba k vypoctim
uzivali abakus.

13 Uprostied je jednicka, vpravo ¢isla 2, 4, 8, vlevo 3, 9, 27 (mocniny dvojky a trojky). O smyslu tohoto uspotadani &isel
viz napt. Jamie James: The Music of the Spheres, Springer-Verlag, New York, 1995, str. 46.
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Aritmetika
(G. Reisch: Margarita philosophica, Strasburk, 1504)

Diskuse o zptisobech pocitani
(R. Record: The Grounde of the Arts, 1540)
Na obrazku vidime ¢tyfi poctare; jeden pocita na linach,

dva pocitaji novym zpusobem s ciframi, ¢tvrty prihlizi.
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Zlomky v fimské numeraci
(J. Kobel: Rechenbiichlein, Augsburg, 1514)

4.6 Pocitani se zlomky

Pocitani se zlomky patfilo k obtiznym partiim stfedovéké matematiky. Svédci o tom mimo
jiné i casto pripominany vyrok Bedy Venerabilise:

Kdo umi délit, tomu se Zadnd zdleZitost nebude zddt tézka. Jda znam hodné sloZitych véci, ale nic neni

vvvvvv

Rozvijejici se aktivity femeslnické, ekonomické a obchodnické vsak motivovaly ¢im dal tim
vice rozvoj pocetnich metod, a tedy i praci se zlomky.

A7z do 12. stoleti se v Evropé udrzel #imsky zpisob pocitani se zlomky, jejichz jmenovatelem
bylo ¢islo 12 nebo néjaky nasobek tohoto ¢isla. Tento zptisob vychazel z fimské penézni
jednotky as, kterd byla rozdélena na 12 unci.

Zakladem byl ,zlomek“ 12 nazgvany as; dale byly uzivany napi. zlomky 11 (deunz, nazev

byl odvozen z vyrazu de uncia, tj. ,as bez unce®), 13 (dextans, de sextans, tj. ,as bez & asu“),

2 (dodrans), £ (bes), -5 (septunz), > (semis, polovina) (quincunz, pét unci) (triens,
, & (quadrans, ¢tvrtina), 2 -
2 (duella), 1 (sicilicus), = (sextula, Sestina unce)

1 1
(obolus) » 1728 ) 5184

4
) 12
semuncia, polovina unce),

5
)’ 12

tretina sextans, sestina uncia), 5+
Fetina) ( , Sestina), 35 (uncia), 57 (

, 157 (dimidia sextula), 5 (scriptulum), =t
, 1153 (ceratus, tj. karat) (siliquae) (tercia siliquae).
Na konci 12. stoleti se ukazovalo, Ze ¥imsky zpisob jiz neni schopen dalsiho rozvoje; vypocty

uzivajici rimské zlomky byly zdlouhavé, zbytecné komplikované a malo produktivni.

Na pocatku 13. stoleti sepsal Leonardo Pisansky ve svém velkém dile Liber abaci pocetni
metody vyuzivajici egyptské kmenné zlomky, tj. zlomky, které meély v ¢itateli ¢islo 1. Pocitani
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s egyptskymi zlomky vsak pfinaselo podobné problémy jako pocitani se zlomky fimskymi;
kazdé cislo bylo tfeba vyjadrit jako soucet prirozeného cisla a egyptskych, resp. fimskych

zlomkt. Napf.
3 1 1 1 3 5 1

71 7w ATRETE
Pocitani s egyptskymi zlomky se v Evropé neujalo, i presto, ze Leonardo popsal nékolik
postupti pro rozklad zlomku na soucet kmennych zlomkt.

Leonardo Pisansky vSak pfinesl do Evropy desitkovy pozi¢ni systém a s nim i desetinné zlomky.
Desitkova pozic¢ni soustava i desetinné zlomky mély patrné ptivod v Indii, pres islamsky svét
pronikaly od 10. stoleti postupné do Evropy. Leonardo Pisansky zapisoval zlomky témér
tak, jako my dnes; uzival i zlomkovou ¢aru (virgula). SmiSend ¢isla zapisoval jinak nez my,
zlomky stély vlevo od ¢isel prirozenych. Pro zlomky uzival terminy fractia (z latinského
frangere, lamat), ruptus (z latinského rumpere, trhat).

V Evropé se desetinné zlomky vétsinou zapisovaly pomoci vyrazné tecky, napt. e ma vy-

znam 3. Dnesni zapis £ ¢i 4/5 se vyrazné rozsifil az v 16. stoleti.

Vyuka pocitani se zlomky byla pro tehdejsi zaky obtizna. Operace se zavadély dogmaticky,
bez zdtvodnéni a hlubsiho teoretického podkladu. Pro snazsi zapamatovani algoritmi vzni-
kaly rtizné basné a mnemotechnické pomtcky. I rutinovani matematici vsak dlouho zapolili
s nékterymi jevy spjatymi s operacemi se zlomky. Napriklad vynikajici poc¢tar Luca Pacioli,
profesor matematiky v Milané, se pozastavoval nad tim, Ze pfi nasobeni zlomkem mensim
nez 1 je vysledek mensi nez nasobenec; v bibli je totiz psano: Rostez a mnoZte se a naplite

Zemi!

Velkym propagatorem prace se zlomky byl Jordanus Nemorarius. Zajimavy je jeho zptisob
déleni zlomkii, ktery byl sice spravny, ale v tehdejsi dobé asi obtizné srozumitelny. Nemo-
rarius doporucoval délit ¢itatele prvniho zlomku citatelem zlomku druhého a vysledek délit
podilem jmenovatelt prvniho a druhého zlomku. Jestlize tento postup nebylo mozno pouzit,
pak doporucoval nasobit Citatele i jmenovatele prvniho zlomku soucinem citatele a jmeno-
vatele zlomku druhého (tj. rozsifit prvni zlomek) a teprve potom provést vySe uvedeny

tukon. Napf.
357
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Velikym pokrokem pti operovani se zlomky byl objev prevadéni zlomkt na spoleéného jme-
novatele (nejmensi spolecny nasobek jmenovateli); do evropské praxe tento postup uvedl
Leonardo Pisansky. Do této doby (ale i znaéné pozdéji) vétsina matematiki brala za spo-
le¢ného jmenovatele soucin vSech jmenovateld. Poznamenejme, Ze tuto metodu dusledné
pouzivali az Niccolo Tartaglia (1499-1557) a Christophor Clavius (1537-1612); k jejimu

vSeobecnému rozsifeni doslo az v 17. stoleti.

Kromé desetinnych zlomkt ptisly z arabského svéta zlomky Sedesdtinné, které byly uzivany
zejména pri astronomickych méfenich a vypoctech. Jejich teorie se ucila ve 13. stoleti na uni-

verzitach podle anonymniho spisu Algoritmus de minutiis. Je tfeba Tici, ze Sedesatinné zlomky
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se v Evropé netésily prilis velké oblibé, zabyvala se jimi pouze mald skupina matematikti.
Ve 13. stoleti Sedesatinné zlomky studoval Johannes Sacrobosco (asi 1195-1256), ktery ve
spise Algoritmus communis popsal uzivani zlomk pti astronomickych vypoctech, dansky do-
minikdn Petrus Ingvarsson zvany Petrus Philomena de Dacia (? —1303) sestavil tabulku pro
nasobeni v Sedesatkové soustavé a Joannes z Gmundenu (asi 1380-1442) ve spise Tractatus
de minutiis physicis vylozil pravidla pro pocitani v Sedesatkové soustave.

Ve 14. stoleti rozpracoval teorii desetinnych zlomkt zidovsky astronom a matematik Imma-
nuel ben Jakob Bonfils z Tarasconu, ktery v hebrejsky psaném spise Derek hilluk (Cesta déleny)
vysvétlil pravidla pro s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni desetinnych zlomkt. Neuvedl vsak
zadné priklady. Jeho prace ziistala zcela nepovsimnuta.

Francouzsky matematik Jean de Meurs (14. stol.) pouzival desetinné zlomky k zapisu pii-
blizné hodnoty nékterych iraciondlnich ¢isel (napf. v/2 zapisoval 1414 a zépis objasioval
pomoci zlomku). Pafizsky matematik Jean de Ligneres (1. polovina 14. stoleti) nazyvany
téz Iohannes de Lineriis vylozil zakladni operace se zlomky ve spise Algorismus de minutiis.
V 15. stoleti videnisky matematik Georg Peuerbach (1423-1461) pouzil desetinné i Sedesé-
tinné zlomky ve svych nepublikovanych tabulkach sinti. V jeho stopach se vydal jeho zak
Johannes Miiller zvany Regiomontanus (1436-1476), ktery se jiz zcela zbavil Sedesatinného
systému a v roce 1467 sestavil prvni ¢isté desetinné trigonometrické tabulky (vydané az po
jeho smrti roku 1490).

Prvni souhrn védomosti o zlomcich a operacich s nimi podal nizozemsky matematik Si-
mon Stevin (1548-1620) ve své knize Arithmétique (1585). Od 16. stoleti se v Evropé zacaly

vSeobecné uzivat desetinné zlomky.

4.7 Zavér

vvvvvv

treba upozornit na to, ze vyse uvedené zapisy se vyvijely a modifikovaly; podrobnym roz-
borem je mozno poukazat na fadu odlisnosti v jednotlivych stoletich, regionech, u riiznych
autori apod.

Pripomenme rovnéz, ze se ve stredovéké Evropé az na vzacné vyjimky pracovalo pouze
s prirozenymi ¢isly, kladnymi zlomky a smisenymi ¢isly. Se zapornymi ¢isly se setkdvame
jen vyjimecéné. Objevila se v rukopise De arithmeticis propositionibus z prelomu 8. a 9. stoleti,
za jehoz autora byl nékdy povazovan Beda Venerabilis.'* V fadé piikladi je potom pouzil az
Leonardo Pisansky ve 13. stoleti a interpretoval je jako dluh. Presto vsak byla zaporna ¢isla
dlouho odmitana, teprve na prelomu 15. a 16. stoleti zformuloval Luca Pacioli pravidlo pro
nasobeni zapornych c¢isel. Vyslovil je vSak bez diikazu; neschopnost dokazat tento poznatek
zdivodnoval nedostatecnosti lidského rozumu. Jesté v 16. stoleti bojovala zaporna cisla

0 svoji existenci.

14 Viz Karel Magak: TFi stredoveké sbirky matematickych loh, edice Dé&jiny matematiky, svazek ¢. 15, Prometheus, Praha,
2001, str. 40-42.
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S iracionalnimi ¢isly se vyraznéji setkavame teprve u Leonarda Pisanského, ktery jiz rozli-
soval jednotlivé typy kvadratickych iracionalit v duchu 10. knihy Eukleidovych Zdkladii.

4.8 Naméty na samostatnou praci

1. Napiste nebo naznacte ¢islo 1698

a) v Fimském zapisu,

b) na linach,

¢) na prstech,

d) v desitkové soustavé,
e) v Sedesatkové soustave,
f) ve dvojkové soustave.

Uvédomte si vyhody a nevyhody jednotlivych vyjadreni.
2. Sectéte, odectéte a vynasobte dveé zvolend prirozena cisla na prstech, linach a na abaku.
3. Rozmyslete si nasledujici tlohu:

Délenec a délitel je (2;0,0,33,20).

Délenec a délitel, totiz (2;0,0,33,20), s (0;30) ndsob. To da (1;0,0, 16, 40).

(1;0,0,16,40) s (1;0,0,16,40) ndsob. To da (1;0,0,33,20,4,37,46,40). (1) odecti z toho. Zistane na-
zpét (0;0,0,33,20,4,37,46,40). Co se md samo sebou ndsobit, aby to dalo (0;0,0,33,20,4,37,46,40) ¢
(0;0,44, 43,20) s (0; 0,44, 43, 20) ndsobeno dd (0;0,0,33, 20, 4, 37, 46, 40). (0;0, 44, 43,20) & (1;0, 0, 16, 40)
pridej. To dd (1;0,45). (0;0,44,43,20) od (1;0,0,16,40) odeber. To dd (0;59,15,33,20) jako délitele.'d
Pokuste se:

a) vysvétlit zadani a postup feseni tlohy,

b) uvést slovni popis algoritmu dnes uzivaného postupu feseni,

c) zapsat algoritmus pomoci soucasné matematické symboliky,

d) uvédomit si vyznam symboliky.

15 Uloha je zachovana na tabulce AO 6484 pochazejici z obdobi Seleukovcii, nalezena byla ve Warce. Viz [N1], originalni
text str. 98-99, némecky preklad str. 101-102, rozbor str. 106-107. Nuly, stfedniky a carky zde byly doplnény pro lepsi
porozumeéni textu, v originalu nebyly fady vyznaceny. Pfipomenme, ze v mezopotamskych tlohach je vzdy soucin délence
a délitele roven 1; odtud plyne podminka z -y = 1.

Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul 39



LITERATURA

[Ba] Balada F., Z déjin elementdrni matematiky, SPN, Praha, 1959.

[BBV]  Beévaf J., Be¢varova M., Vymazalova H., Matematika ve starovéku. Egypt a Mezopotdmie, edice Déjiny matema-
tiky, svazek ¢. 23, Prometheus, Praha, 2003.

[B] Becvar J. a kol., Matematika ve stredovéké Evropé, edice Déjiny matematiky, svazek ¢. 19, Prometheus, Praha,
2001.

[Be] Berman G. N., Wie die Menschen zihlen lernten, Aufbau-Verlag, Berlin, 1953.

[Bt] Betz O., Das Geheimnis des Zahlen, Kreuz Verlag, Ziirich, 1989.

[Ca] Cantor M., Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik, II Band, Teubner, Leipzig, 1913.

[Ed] Edwards C. H., The historical Development of the Calculus, Springer Verlag, New York, 1979.

[Ev] Eves H., An Introduction to the History of Mathematics, Holt, Rinehart and Winston, New York, Chicago, San
Francisco, Toronto, London, 1966.

[Ge] Gericke H., Geschichte des Zahlbegriffs, Bibliographisches Institute, Mannheim, Wien, Ziirich, 1970.

[Ch] Chabert J.-L., A History of Algorithms. From the Pebble to the Microchip, Springer, Berlin, 1999.

[Ju] Juskevi¢ A. P., Déjiny matematiky ve stredovéku, Academia, Praha, 1977.

K1] Kline M., Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Oxford University Press, New York, 1972,
reprint ve tfech svazcich, Oxford Univ. Press, New York, 1990.

[KP] Kristan z Prachatic, Algorismus prosaycus. Zdklady aritmetiky, Oikoymenh, Praha, 1999, edice a cesky preklad
Z. Silagiova.

[Kr] Krysicki W., Zdhlen und Rechnen Einst und Jetzt, Teubner, Leipzig, 1968.

[Le] Lemoine J.-G., Les anciens procédés de calcul sur les doigts en orient et en occident, Paris, 1932.

[Lo] Lofller E., Ziffern und Ziffersysteme der Kulturvolker in alter und neuer Zeit, Teubner, Leipzig, Berlin, 1912.

[Mel] Menninger K., Number Words and Number Symbols. A Cultural History of Numbers, Dover Publications, Inc.,
New York, 1969.

[Me2] Menninger K., Zahlwort und Ziffer. Eine Kulturgeschichte der Zahl, 2. neubearbeitete und erweiterte Auflage,
Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen, 1958.

[Mi] Mikan M., Jak se vyvinula matematika a geometrie, Orbis, Praha, 1954.

[N1] Neugebauer O., Mathematische Keilschrift-Texte, Verlag von Julius Springer, Berlin, 1935 (erster und zweiter
Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1973.

[Pi] Picutti E., Sul numero e la sua storia, Feltrinelli, Milano, 1977.

[Sc] Scriba Ch. J., The Concept of Number, Bibliographisches Institute, Mannheim, Wien, Ziirich, 1968.

[Sh] Smith D. E., Computing Jeton, The American Numismatic Society Broadway at 156th Street, New York, 1921.

[St] Struik D. J., Déjiny matematiky, Orbis, Praha, 1963.

[Sm)] Smolik J., Mathematikové v Cechdch od zaloZeni univerzity Prazské aZ do pocdtku tohoto stoleti, Ziva 12 (1864),
str. 12-27, 140-141, 152-153, 194-225, 308-341.

(TJ] Troptke J., Geschichte der Elementarmathematik, 4. vyd., De Gruyter, Berlin, New York, 1980, pfepracoval
K. Vogel.

[Wa) van der Waerden B. L., A History of Algebra. From al-Khwarizmi to Emmy Noether, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, Tokyo, 1985.

40 Projekt OPPA: Pfirodni védy a matematika na stfednich skolach v Praze



¢ quante miglia bauera farto ciafelyaduno
ifafegondo la riegula cofi, I

;
: L)
2 A 3l3
16 parutose + £ 3omm,
Undein 3oam.3.e 1 S fefcontrerano.
16

5S¢ tu vuol fapere qudta nuiglia bauera fatro ciaf,
cbadunoifa per Ia riegula vel. 3.vicendo
£ pumo per quelluiva Roma,

i1 2
2 25§00 — 63
1 X 1 —— '6
. i6) v
250 x5 7
6 3 28 goli g0
?2%o0 Yvrrzrz

[ K- X r¥y¥

1t $7 50 v x

Ruelluiche vien'va Roma bauera fatto mighia
J40e S Poimettilariegula per
- 8 el cozriero 'oa Qenexia.

Vypocty v tisténé italské aritmetice z roku 1478

Jde o feSeni nasledujici Glohy: Kde se setkaji dva kuryri,
z nichZ jeden projde vzddlenost 250 mil z Rima do Bendtek za 7 dni

a druhy z Bendtek do Rima za 9 dnf.

Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul

41



5. Staré pocetni algoritmy:

Martina Becvarova

5.1 Uvod

Nejjednodussim zptisobem pocitani bylo ve stfedoveku poéitini na prstech, které uzivali ob-
chodnici a finan¢nici k jednoduchému znézornéni ¢isel, k jejich s¢itani a od¢itani. K néaso-

beni, déleni a komplikovanéjsim vypoctim se vSak prsty prilis nehodily.

Béhem 10. stoleti se v Evropé opét rozsitil abakus, pocitaci deska s vyrytymi vertikalnimi
linkami, které vymezovaly sloupce, do kterych se vkladaly kaminky nebo pocetni znamky
(apexy) reprezentujici jednotky, desitky, stovky atd.

Koncem 12. stoleti se v Evropé objevily misto vertikalnich linek linky horizontalni, tzv. liny.
Pocitdini na lindch bylo zaloZeno na podobnych postupech jako pocitani na abaku. Abakus
i liny byly bézné uzivany az do konce 15. stoleti, kdy je vytlacilo pocitadlo a pisemné

pocitani. Po¢tari pouzivajici abakus a liny byli oznacovani jako abacisté.

Od 10. stoleti pozvolna pronikal do Evropy indicko-arabsky desitkovy pozi¢ni systém; s ros-
semné provadéni pocetnich operaci — pomérné vystizné se hovorilo o poéitini na cifry. Po¢tari,
ktefi tyto algoritmy znali, se nazyvali algoritmikové. Jejich pocet v Evropé od 11. stoleti po-
stupné nartistal, teprve koncem 15. stoleti vsak pisemné zpiisoby pocitani prevazily; ostatni
postupy byly i nadale vyuzivany na trivialnich skolach prfi vyuce elementarni aritmetiky.

V nasledujicim textu se pokusime popsat jednotlivé pocetni pomiicky a postupy.

5.2 Pocetni operace provadéné ,,s ciframi“

Puvodni indicky zptisob pocitani, ktery byl zaloZzen na vymazavani ¢asteénych vysledk
a jejich postupném nahrazovani dalsimi ¢asteénymi vysledky (na desce pokryté prachem
nebo piskem), byl naprosto nevhodny pii pocitdni na cifry. Vychozi ¢isla i cely vypocet
byl zapisovan na pergamenu nebo na papiru, soustavné vymazavani ¢astecnych vysledk
nebylo mozné, pocetni postupy se proto pozmeénily. Vymazavani ¢astecnych vysledki bylo
nahrazeno preskrtavanim jednotlivych ¢islic; nad né byly zapisovany cifry dalsich ¢astec¢nych
vysledki.

1 Jedné se o zkracenou a upravenou verzi ¢lanku M. Beévarova: Stiredovéké pocetni algoritmy, in J. Be¢var a kol.: Matematika
ve stredoveké Evropé, edice Déjiny matematiky, svazek ¢. 19, Prometheus, Praha, 2001, str. 231-263.
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5.2.1 Numerace

Za tvodni pocetni ,operaci“ byla ve stfedovéku povazovana tzv. numerace, tj. vlastni zapis
Cisel.

ZacCatecCnici se nejprve ucili pocitat na abaku nebo na linidch, k ¢emuz nepotiebovali umét
¢isla zapisovat. Pro dalsi vzdélani vsak bylo tfeba se naudit zapisovat ¢isla (nejprve Fimskymi
a pozdéji indicko-arabskymi ciframi) a pravé k tomu slouzila numerace. Zapisovani ¢isel se

stalo naprosto nepostradatelnym v souvislosti s rozvojem pocitani ,na cifry*“.

5.2.2 Scitani

Nejjednodussi pocetni operaci bylo séitdni. Stfedoveky poctar zapisoval jednotlivé scitance
pod sebe, s¢ital zleva doprava, opa¢né nez dnes, tj. od nejvyssich fadi. Céasteéné vysledky
postupné zapisoval nad scitance; pfi sc¢itani zleva doprava bylo nékdy tfeba predchozi vy-
sledek korigovat, protoze soucet v nizs§im rfadu muze ovlivnit vysledek v fadu vyssim. Pri
pocitani na pocitacich deskach ¢i na abaku nedélaly takovéto opravy zadny problém, pfi-
slusna cislice se smazala, pripadné se upravil pocet kaminkd nebo se vyménil prislusny
apex. Pii zapisu na pergamenu nebo na papife se castecné vysledky preskrtavaly a nad
né se zapisovaly vysledky nové; vysledek vypoctu pak bylo tfeba ,sestavit® z nejvyssich
nepreskrtnutych cislic. Na prikladu

2837435244+ 1722 = 8083

zaznamename jednotlivé faze vypoctu, ktery stredovéky poctar provadél.

6 8 8 8 8
o 8 3 7 § 0 § 0 7 § 0 ¥ 3
5 s 5 4 2 8 3 7 2 8 3 7 2 8 3 7
S 3 5 2 4 3 5 2 4 3 5 2 4

1 7 2 2 1 7 2 2 1 7 2 2

Pripomenme, ze po ukonceni vypoctu mél pred sebou stfedoveéky poctar pouze posledni
z vyse uvedenych ctyt schémat; vysledek 8083 bylo tfeba sestavit z nejvyssich nepteskrt-
nutych ¢islic. Zkouska spravnosti vypoctu by byla vzhledem k ptfeskrtavani ¢islic pomérné

obtizna; spravnost vysledku se vétsinou ovérovala opétovnym vypoctem.

5.2.3 Odcitani

Odcitani provadéli stredovéci poc¢tari podle nékolika algoritmii. Prvni, tzv. indicky, byl po-
dobny nasemu dnesnimu algoritmu. Vypocet se provadél zleva doprava, opacné nez dnes,
tj. od nejvyssich fadt. Céstetné vysledky se zapisovaly nahoru (podobné jako p¥i séitani),
pri néasledujicich krocich se preskrtavaly. Vysledek bylo tieba opét sestavit z nejvyssich
nepfeskrtnutych cifer, které jsou casto v rtiznych fadcich. Na prikladu

8946 — 6983 = 1963
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zaznamename jednotlivé faze vypoctu, ktery stredovéky poctar provadél.

1 9 1 9
2 2 0
8 9 4 6 8 9 4 6 ¥ b6 ¥4 63
6 9 8 3 6 9 8 3 8 9 4 6 8 9 4 6
6 9 8 3 6 9 8 3
Druhy algoritmus byl zalozen na tzv. desitkovém dopliku. Cisla 1,...,9 je mozno chapat jako
dopliiky ¢&sel 9,...,1 do 10, tj. 1=10-9, ..., 9=10— 1.

Vypocet se provadél tentokrat zprava doleva; na prvni fadek zapsal stifedoveéky poctar
mensence, na druhy mensitele a na treti zaznamenaval rozdil. Pokud byla cifra mensitele
vétsi nez prislusna cifra mensence, nahradila se dopliikem, obé cifry se secetly a k dalsi
¢islici mensitele se pricetla jednicka. Stejné se postupovalo v dalsich krocich. Na prikladu

62315 — 47836 = 14479

popisme jednotlivé kroky, které stredovéky pocCtar provadél.
6 2 3 1 5
4 7 8 3 6
1 4 4 7 9

Vypocet probihal asi takto: rozdil 5 — 6 ,nelze vypocitat®, proto c¢islo 6 nahradime jeho
doplikem 4 = 10 — 6. Nyni sec¢teme cifru mensence s cifrou doplinku mensitele, tj. 5+4 =9,
devitku zapiSeme a zvétsime o jednicku dalsi cifru mensitele, tj. 3+1 = 4.2 Pokracujeme dale:
rozdil 1 —4 ,nelze vypocitat”, proto ¢islo 4 nahradime jeho doplinkem 6, seCteme 1+ 6 = 7,
sedmicku zapiseme a nasledujici cifru mensitele zvétsime o jednicku, tj. 8 + 1 = 9. Nyni
budeme pocitat tieti cifru: rozdil 3—9 ,nelze vypocitat“, proto ¢islo 9 nahradime doplikem 1,
seCteme 3 + 1 = 4, ¢tyrku zapiSeme a nésledujici cifru mensitele zvétsime o jednicku, tj. 7+
1 = 8. Obdobné pro ¢tvrtou cifru: rozdil 2 — 8 ,nelze vypocitat®, tudiz ¢islo 8 nahradime
jeho doplnkem 2, seCteme 2 + 2 = 4, ¢tyfku zapiSeme a nasledujici cifru mensitele zvétsime
o jednicku, tj. 4 +1 = 5. Vypocet posledni cifry je jednoduchy: 6 — 5 = 1. Tento postup
se podoba nasemu soucasnému algoritmu, zapis vypoctu, pokud bychom pridali znaménko
minus, by byl naprosto stejny.

5.2.4 Nasobeni

Stredovéké algoritmy pro nasobeni byly zaloZeny na dokonalé znalosti malé nasobilky (1 x 1
az 9 x 9).

Jednim z casto uzivanych algoritmt pro nasobeni vicecifernych cisel byl postup nazyvany
galea nebo battello, tj. lod ¢i ¢lun. Nazev byl odvozen z obrazku, ktery poc¢tar obdrzel na konci
vypoctu; lze v ném s notnou davkou fantazie spatfit lod se stozarem, napjatou plachtou
a pripadné i s kormidlem. Néasobitel se napsal nad nasobence tak, aby posledni cifra na-
sobence byla pod prvni cifrou nasobitele. Potom se prvni cifrou nasobitele zleva doprava

2 Nebot 5 — 6 = 5 + (10 — 6) — 10.
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postupné vynasobily vSechny cifry nasobence. Casteéné vysledky se zapisovaly nahoru nad
nasobence a musely se rovnéz postupné korigovat, podobné jako pfi s¢itani. Pak se cifry na-
sobence znovu zapsaly, ale posunuté o jedno misto vpravo, vSechny tyto cifry se vynasobily
druhou cifrou nasobitele, caste¢né vysledky se zapisovaly nahoru, pficemz dochézelo k opra-
vam predchozich castecnych vysledkl. Stejnym zptisobem probihal dalsi vypocet. Vysledek
se pak sestavil z nejvyssich nepreskrtnutych cifer.

Vzhledem k tomu, ze po ukonceni vypoctu bylo tézké ,,ve zméti cifer rychle rozeznat oba
¢initele, zacal se nasobenec (v zakladni poloze) i nasobitel podtrhavat. Zkouska spravnosti
vypoctu byla tézko realizovatelnd, provadéla se vétsinou opakovanim vypoctu. Na prikladu

151 x 327 = 49377
ukazme postup stredovékého poctare.

Nejprve zapiSeme oba cinitele tak, aby prvni cifra nasobitele byla nad posledni cifrou néaso-
bence:

Pti prvnim kroku postupné nasobime vsechny cifry nasobence, tj. ¢isla 151, prvni cifrou
nasobitele 327, tj. tfemi. Nasobeni provadime zleva, ¢astecné vysledky zapisujeme nad na-
sobené cifry; jen jednou musime opravit predchozi vysledek:

—

(G2

— W W
(]
\]

Pri druhém kroku znovu zapiSeme cifry nasobeného cisla 151, posuneme je vSak o jedno
misto doprava; tyto posunuté cifry nasobime druhou cifrou néasobitele, tj. dvéma, vysledky
pri¢itame k predchozimu ¢astecnému vysledku, pricemz opét dochazi k preskrtavani cifer.

— LT
= Ol ST > 00
Ol = W W

=N N

\]

Pri tfetim kroku opét zapiseme cifry ¢isla 151 posunuté o dalsi misto doprava, nasobime je
treti cifrou ¢isla 327, tj. sedmi. Vysledky opét pricitame k predchozim vysledkiim, pricemz
opét dochazi ke skrtani nekterych cifer.

9 3
§ § 7
47 % % 7
8 % 3 2 7
1 5 1 1 1
1 5 5
1

Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul 45



Zdiraznéme, ze stfedovéky poctar mél na svém papiru pouze posledni zapis, ,obrazek“
vzdalené pripominajici lod.

Dalsi uzivany algoritmus pro nasobeni byl nazyvan gelosia. Traduje se, ze to je prastary
postup, ktery vznikl v Indii. Po¢taF nejprve nakreslil ¢tvercovou sit a kazdy ¢tverec rozdélil
uhloptickou na dveé pole. Cifry nasobence napsal zleva doprava nad sloupce, cifry nasobitele
za tadky shora dold. Pak zacal pocitat souciny jednotlivych cisel a vysledky zapisoval do
jednotlivych ¢tvercii, desitky nad tthlopficku a jednotky pod ni.

Pak secetl v jednotlivych pasech ve sméru tthlopticky vSechna d¢isla, pripadné desitky pfi-
cetl k souctu dalsiho sikmého pasu. Celkovy vysledek byl ¢ten zleva, shora doli a doprava.
Tvar sité pry pripominal italskym matematiktim mftize v oknech vdanych benatskych zen;
snad proto byl nazyvan gelosia (italsky zarlivost). Byl téZ zndm pod méné romantickym na-
zvem, multiplicare per quadrilatero, tj. nasobeni ve ¢tvercich nebo v dlazdicich. Na nasledujicim

obrazku je zaznamenan vypocet 765 x 321 = 245565 pomoci algoritmu gelosia.

7 6 5

5 6 5

Tento algoritmus je velmi jednoduchy, jeho zvladnuti nevyzaduje zvlastni matematické na-

déni.

Indického ptivodu je pry i algoritmus nazyvany multiplicare per crocette nebo multiplicare per
casella (crocette je italsky kiizek, casella skiinka), ktery byl poprvé popsan v praci indického
matematika Bhaskary II. (1114 — po 1178). Tento pocetni postup byl v Italii velmi obliben,
obratny poctar ziskaval spravné vysledky velmi rychle. Luca Pacioli pry napsal, ze tato

metoda vyZaduje trochu vice rozumu a fantazie.

Nasobené ¢isla napiseme pod sebe, jednotky pod jednotky, desitky pod desitky atd. Potom
zprava nasobime jednotlivé cifry obou ¢isel tak, abychom postupné dostavali cifry vysledku
(jednotky, desitky, ...). Mame-li vypo¢citat souéin 375 x 4251, umistime oba ¢initele pod sebe:
3 7 5

4 2 5 1
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Nyni budeme pocitat jednotlivé cifry vysledku v poradi jednotky, desitky, stovky atd. tak,
jak je dale naznaceno. Poznamenejme, Ze ,zbytek“ Castecného vysledku se vzdy bere jako
s¢itanec v kroku nasledujicim.

jednotky 5-1 = 5 — 5
desitky 5:5+7-1 = 32 — 2
stovky 3+3-14+2:-54+7-5 = 51l — 1
tisice 54+2-7T+3-54+4-5 = b4 — 4
desetitisice 5+4-7+3-2 = 39 — 9
statisice 3+4-3 = 15 — 5
maliony 1 = 1 — 1

Hledany soucin je tedy 1594 125.

Predchozi vypocet 1ze usnadnit tak, Ze cifry jednoho z ¢initelti napiSeme na prouzek papiru
v opacném poradi. Prouzek umistime tak, aby leva krajni cifra ¢isla na prouzku byla pod
pravou krajni cifrou ¢isla na papire. Nyni vypocteme soucin cifer, které jsou pod sebou, jed-
notky castecného vysledku zapiSeme a prouzek posuneme o jedno misto doleva. Vypocteme
souciny cifer, které jsou pod sebou, oba souciny secteme a pricteme ptripadné desitky z ptred-
choziho kroku. Prouzek opét posuneme o jedno misto doleva a pokracujeme ve vypoctu.
V nasem piikladé bude prvni poloha obou c¢initelti vypadat takto:

3 7 5
1 5 2 4
Posledni poloha bude:
3 7 5
1 5 2 4

Ve stfedovéku byla vyvinuta a rozvijena i tzv. teorie dopliki, ktera umozinovala nasobeni ¢isel
pouze se znalosti ,,Casti“ malé nasobilky, tj. souc¢ind 1 x 1 az 5 x 5.

Méme-li vypocitat soucin a x b, kde 5 < a < 10, 5 < b < 10, pak vynasobime jejich dopliky
10 —a a 10 — b a k tomuto ¢islu pricteme desetinasobek ¢isla a + b — 10, tj.

a-b=10(a+b—10)+ (10 — a)(10 — b) .

Chceme-li napt. vypocitat soucin ¢isel 6 a 8, vynasobime jejich doplnky 4 a 2, 4 x 2 = 8,
a mame jednotky hledaného sou¢inu. Cisla 6 a 8 secteme a odec¢teme 10, 6 + 8 — 10 = 4,
a mame desitky hledaného soucinu. Pocitame-li vSak takto napf. soucin 6 x 6, je soucin
dopliikti roven 16; ¢islo 6 urcuje jednotky hledaného soucinu a ¢islo 1 je treba pricist k ¢islu
6 + 6 — 10, abychom ziskali desitky hledaného soucinu.

Tento algoritmus pro nasobeni prezil do dnesnich dnt ve formé tzv. cikdnské ndsobilky.
Chceme-li vypocitat soucin ¢isel vétsich nez pét, vztycime na kazdé ruce tolik prstii, o kolik
je kazdy z Cinitelll vétsi nez pét. Soucet vztycenych prsti je pak roven poctu desitek a sou-
¢in nevztycenych prsti po¢tu jednotek hledaného soucinu. Uvédomme si, ze postup presné
odpovida ,metodé doplnki“.
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Podobny algoritmus funguje i pro velkou nésobilku (10 x 10 az 19 x 19); napf. souéin 13 x 14 1ze
na prstech vypocitat takto: na kazdé ruce vztycime tolik prsti, o kolik ¢islo prevysuje 10,
tj. 3 a 4, seCteme pocet vztyenych prsti (3 +4 = 7) a soucet vynasobime deseti (tj. 70),
vynasobime pocet vztycenych prsti (3x4 = 12) a seéteme obé ¢isla (dostaneme 82), vysledek
pricteme k ¢islu 100 a dostaneme 182. Je zjevné, ze algoritmus lze v nepatrné modifikované
podobé pouzit i na nasobeni vétsich ¢isel. Neni obtizné zjistit, ze se tato metoda blizi
algoritmu multiplicare per crocette. Vice viz [Mel], str. 218.

Znovu pripomenme, ze v raném stfedovéku bylo pocitani na prstech ,,dovedeno k dokona-
losti“ (viz napf. metody, které ucil Beda Venerabilis).
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Stredoveky algoritmus gelosia v evropské a arabské verzi

5.2.5 Déleni

Algoritmy délend prodélaly sloiity vyvoj; déleni bylo ve sti“edovéku povazovano za jeden

vvvvvv

vybornou znalosti déleni.

Nejrozsitenéjsim stredovekym algoritmem pro déleni vicecifernych ¢isel byl postup nazyvany
galea nebo battello, stejné jako vyse uvedeny algoritmus pro nasobeni.

Stredoveky poctar zapsal délitele pod délence tak, aby byly pod sebou jejich prvni cifry
zleva; pokud vsak byl délitel vétsi nez ¢islo utvorené ze stejného poctu cifer délitele, zapsala
se prvni cifra délitele pod druhou cifru délence.
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Pak poctar provedl odhad podilu, hodnotu ¢aste¢ného podilu zapsal za svislou ¢aru vpravo
od délitele, ¢astecnym podilem postupné nasobil jednotlivé cifry délitele a vysledky odcital
od délence; tento vypocet provadeél zleva, predchozi vysledky proto musel nékdy korigovat.
Skrtal i pouzité cifry délitele, aby mél stéle prehled o tom, kam aZ ve vypoétu dospél. Po
ukonéeni prvniho kroku zapsal znovu vSechny cifry délitele (vSechny cifry délitele byly totiz
v té chvili jiz skrtnuté), ale posunuté o jedno misto doprava. Cely postup opakoval az do
okamziku, kdy ziskal vysledek déleni s pfipadnym zbytkem, ktery objevil mezi neptreskrt-
nutymi cisly.

Obtiznost déleni byla (obdobné jako u nésobeni) komplikovana tim, Ze cifry délitele byly
zapsany ve vice fadcich. Na prikladu 18821 : 153 = 123 a zbudou 2 ukazeme cely postup.
Nejprve zapiseme délence i délitele.

1 8 2 1
)

8
1 3
Cifry 1, 5, 3 jsou zapsany pod ciframi 1, 8, 8, nebot je 188 > 153. Vypocet zachytime
v jednotlivych fazich vyvoje schématu:

0 3 5 0 3 5
1 8 8 2 1 1 8 8 2 1 1 8 8 2 1
1 5 3 [1 1 5 3 |1 1 ? § 3 |1

Ziskali jsme prvni ¢astecny podil, odecetli prislusny nasobek délitele a cifry délitele jsme
zapsali posunuté o jedno misto doprava. Déle je:

0
| 4
0 3 5 0 8 % 6
V8§ 21 L8 8 % o1
L% § 3 12 15§ § 12
15 -
Ziskali jsme druhy c¢astecny podil a pfislusny nasobek délitele jsme odecetli.
0
0 0 1 0
14 [
0 % % 6 0 % % & 2
1§ § % 1 1§ 8 2 1
18 3 % 3 12 13 % 3 % 123
1 ? 5 1 § §

Cifry délitele jsme zapsali potfeti, opét posunuté o jedno misto doprava, vypocetli jsme
dalsi ¢astecny podil a odecetli prislusny nasobek délitele. Ziskali jsme tak hledany podil 123
a zbytek 2. PovSimnéme si, Ze identifikovat v tomto zapise délence a délitele neni jednoduché.
Hledani pripadné chyby ve vypoctu je obtizné, nejjednodussi je provést novy vypocet.
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Deéleni podle algoritmu battello
965 347653486 : 6543218
(podil je 147534, zbytek je 529074)

5.2.6 Odmocrovani

Jesté obtiznéjsi operaci bylo ve sttedovéku odmocriovdns, neboli ,,dobyvani kofene*. Ocitujme
ptivabnou pasaz z prace Josefa Smolika Mathematikové v Cechdch, ve které Smolik popsal, jak
odmocnoval Kfigtan z Prachatic:

Kotene druhého stupné uci Kristan dobijvati takto: Nejprvé necht pry se sectou cifry daného c¢isla, kdyby
byl pocet jejich sudy, necht se zapocne dobyvdni u dvou nejvyssich mist, kdyby viak byl lichy, u nejvyssiho
mista. Dle toho se tedy dobude kovene cdstecného bud ze dvou neb z jedné cifry. Ddle necht se koren
ten poznamend, sdm sebou ndsobi a odecte, na to mecht se zdvojndsobi, dvojndsobeny napise ob jednu
cifru ddle v pravo, a necht se jim déli predesly zbytek a jedna cifra vedle; naceZ md se podil ten napsati
ke kotenu, nasobiti délitelem a ndsoben odecisti od sveho délence, pak ndasobiti sam sebou a odecisti od
predeslého zbytku a cifry vedle a t. d. ... ([Sm], str. 21)

Na jednoduchém prikladu budeme nyni demonstrovat postup stfedovékého poctare; vypoc-
teme druhou odmocninu ¢isla 119 025.

Cislo 119025 ma $est cifer; za¢neme tedy ,dobyvati kofen® dvouciferného ¢isla 11 sestave-
ného z prvnich dvou cifer zleva. Césteény vysledek je 3, toto ¢islo se umocni, devitka se
napise pod druhou cifru odmocnovaného cisla, odecte se a rozdil 2 se napise nad c¢islo 11,
které se skrtne. Casteény vysledek 3 se nyni zdvojnasobi, ¢islo 6 se zapise na dalsi fadek pod
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tfeti cifru odmociniovaného ¢isla 119025, Sestkou se vydéli ¢islo 29 (zbytek 2 z pfedchoziho
vypoctu a dalsi cifra 9) a podil 4 je dalsi cifrou vysledku; ¢astecnym vysledkem je nyni 34.
Od é&isla 29 se odecte soudin 6 x 4, rozdil 5 se napise nad devitku a ¢islo 29 se skrtne. Cislo 4,
tj. druhé cifra ¢astecného vysledku, se nyni umocni, ¢islo 16 se zapise na dalsi radek pod
tfeti a ¢tvrtou cifru, tj. pod cislo 50, odecte se od 50, ¢islo 50 se skrtne a ¢islo 34 se zapise
nad né. Casteény vysledek 34 se nyni zdvojnésobi, ¢islo 68 se zapise na dalsi Ffadek pod
¢tvrtou a patou cifru, vydeéli se jim ¢islo 342 (prvni tii neskrtnuté éislice); podil 5 je dalsi
cifrou vysledku. Od c¢isla 342 se odecte 5 x 68 = 340, Cislice 3 a 4 se skrtnou, ¢islice 2 hraje
nyni roli zbytku. Pfedchozi ¢astecny vysledek 5 se umocni a vysledek 25 se zapiSe na dalsi
radek a odecte se od c¢isla tvoreného poslednimi nepfeskrtnutymi ¢islicemi, tj. od ¢isla 25.
Posledni dvé cislice se tedy skrtnou, zbytek je nula, vysledkem ,,dobyvani kofene® je ¢islo
342. Stredovéky zapis postupu, ktery jsme pravé popsali, vypadal asi takto:

3
208 4
l39Q25l345
6
1 6
6 8
2 5

Uvedeny postup se matematicky zdivodni pomérné snadno. Staci si uvédomit, ze
345% = (300 + 40 + 5)% = (300 + 40)? +2-340 -5 + 5% =

=300 +2-300 - 40 + 40% + 2 - 340 - 5 + 5% = 90000 + 24 000 + 1600 + 3400 + 25 .

Ukazme jesté priklad, ktery byl pravdépodobné pro nezkusSené stfedovéké poctare obtizny
a problematicky. Vypoc¢téme druhou odmocninu ¢isla 56 169.

Toto ¢islo ma lichy pocet cifer, proto zac¢iname odmocnénim c¢isla 5. Prvnim ¢asteénym
vysledkem je ¢islo 2. Po umocnéni ¢isla 2 a odecteni ziskame zbytek 1, ktery napiSeme nad
pétku, kterou skrtneme. Nyni musime ¢islo 16 vydélit dvojnasobkem Ccisla 2, tj. ¢tyrkou.
Podil je 4, a to by méla byt druhé cifra vysledku; odecteme-li 4 x 4 od 16, je zbytek nula,
nyni musime druhou mocninu ¢isla 4 odecist od ¢isla 1 a to nejde! Musime se tedy vratit,
pri pfedchozim déleni 16 : 4 vzit jako podil ¢islo 3 a to bude druha cifra castecného vysledku;
zbytek je potom 4 a v dalsim kroku od¢itdme druhou mocninu ¢isla 3, tj. 9 od 41, zbytek je
32. Cislo 326 délime dvojnasobkem ¢asteéného vsledku, tj. ¢islem 46; dostavame ¢islo 7, od
¢isla 326 odecteme soucin 7 - 46 = 322, zbytek je 4. Pripojime-li posledni cifru 9, dostavame
praveé druhou mocninu ¢isla 7; druhou odmocninou ¢isla 56 169 je tedy ¢islo 237. Stredoveky
zapis mohl vypadat asi takto:

3
4 2 4
5 & 1 & 8 (237
4
4
9
4 6
49
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Algoritmus pro nalezeni odmocniny se tedy nedal uzivat zcela bezmyslenkovité, velmi ¢asto
dochézelo k vyse naznacenym ,komplikacim*.

Poznamenejme, Ze byl ve stfedovéku uzivan i algoritmus pro vypocet tfeti odmocniny, ktery

vvvvvv

(a+0b)® = a® + 3a®b + 3ab® +b° |
podobné jako je algoritmus pro vypocet druhé odmocniny zalozen na vyuziti vzorce
(a+b)?=a®+2ab+b* .

Pred nékolika desetiletimi byly jesté tyto algoritmy vyucovany na zakladnich skolach; ve
starych ucebnicich je mizeme snadno vyhledat. Dnes uz je mladsi generace nezna. Dnesni
zaci a studenti by vzhledem k vSeobecnému rozsiteni pocitacti a kalkulacek tyto algoritmy

povazovali za zbytecné a neuzitecné.

5.3 Zavér

vvvvv

tani, od¢itani, nasobeni, déleni a odmocnovani. Je tfeba upozornit na to, ze vyse uvedené
algoritmy a jejich zapisy se vyvijely a modifikovaly; podrobnym rozborem je mozno poukéa-
zat na fadu odlisnosti v jednotlivych stoletich, regionech, u riznych autort apod. Koncem
stredovéku jiz néktefl poctari uzivaji pocetni postupy, které nejsou piilis odlisné od téch,

které jsme se ucili na zakladni gkole.

Poznamenejme, ze stredovéké ,ucebnice* aritmetiky uvadéji jesté dalsi dvé operace — zdvo-
jovdni a piilend, tj. vypocet dvojnasobku a poloviny daného ¢isla. Algoritmy pro zdvojovani
a puleni vsak jsou jen modifikaci algoritmti pro nasobeni a déleni, proto jsme se jimi po-
drobnéji nezabyvali.

5.4 Ukazky

Nasledujici ukazky jsou prevzaty z knihy K¥istana z Prachatic Algorismus prosaycus. Zdklady
aritmetiky [KP], a sice z lichych stran 13-25, 3541, 4349, 63-73, 81-91, 99-115. Pfetistén
je pouze zakladni text bez vepsanych komentart a poznamek. Poc¢atek Kristanova rukopisu
je na uvozujicim obrazku. Viele doporuc¢ujeme podrobné studium knihy [KP].
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5.4.1 Kristan z Prachatic — Algorismus prosaycus

5.4.1.1 Numerace

Pohnut laskou k mladym pficinil jsem se o sepsani zaklad@ pocetniho uméni ve struéném
stylu. A protoze podstata vSeho pocitani se vykonava prostfednictvim ¢isla, je tedy tieba
od cisla zacit.

Cislo neni nic jiného nez shromazdéné jednotky. Jednotka vsak je to, ¢im se o kazdé véci
vypovida, ze je jedna.

A ¢islo je troji, totiz digitus, artikulus a ¢islo slozené ¢ili smisené.
Digitus, ,,prst“, je kazdé C¢islo mensi nez deset, jako 1, 2, 3, atd. az do 9 vCetné.

Artikulus, ,,¢lanek“, je kazdé ¢islo, které muze byt rozdéleno na deset stejnych ¢asti tak, ze
neztstava nic zbylého ani zmenseného, jako napi. deset se d€li na deset jednotek a dvacet
na deset dvojic a tficet na deset trojic a tak podobné i ostatni artikuly.

Cislo slozené se nazyva to, které se sklada z digitu a artikulu, jako napi. 11 se sklad4 z 1,
coz je digitus, a z 10, coz je artikulus. A tak kazdé ¢islo mezi dvéma sousednimi artikuly se

nazyva cislo slozené.

Tato ¢isla se znazornuji u riznych riznymi ¢islicemi; jinak je pisi lidé znajici latinsky, jinak
je na zdech zaznamenavaji lidé latinsky neznajici. Ponechme stranou lidi bez latinského
vzdélani, ktefi dle rtiznych krajin pouzivaji pro ¢isla rtznych znakt; nasledujici vyklad
pojednava o oznacovani latinském.

Latinici zapisuji kazdé ¢islo dvéma zpiisoby. Prvnim, hrubsim, pisi jednotku jako I, dvojku
jako II, pridavajice takto az k pétce, kterou oznacuji pismenem V, a pak znovu pridavaji
I az k deseti, které zobrazuji jako X. A proto:

I -to je jedna, V pét, X deset, to zdvojené dvacet, XL da dvakrate vic, LX tiikrat a samotné
L pak vytvori padesatku, XC zas devadesatku, C vzdy udava sto, kdezto z D vznikne
pokazdé pét set. Stovek je v DC Sest, M je tisic; to C, jde-li pfed nim, pak sto musi pry¢:
to je kli¢, jak psat budes veskera cisla. ...

5.4.1.2 Scitani

Scitani je seskupovani ¢isla ¢i ¢isel, aby se védélo, jaka bude suma celého seskupeného cisla.

Pamatuj, ze kazdé ¢islo, které ma byt pricteno k jinému, se jmenuje ¢islo pric¢itané a musi
se napsat vzdy doli. AvSak to ¢islo, k némuz se méa pricitat, se musi napsat nahoru, a to
tak, ze prvni cislice pric¢itaného cisla se napiSe pod prvni ¢islici ¢isla, k némuz se pricita,

druha pod druhou, tfeti pod tieti a tak dale, je-li ¢islic vice.
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Kdyz se tak stalo, pfic¢ti prvni ¢islici spodniho fadku k prvni ¢islici horniho fadku.

A jestlize z takového secteni vyjde digitus, skrtni horni a napis digitus vychazejici ze séitani,
napf. pri scitani 2 a 4 skrtni 4 a napis 6. Vyjde-li artikulus, tu se po skrtnuti horni ¢islice
napise na jeji misto nula a ¢islo, které dava jméno tomuto artikulu, se ptic¢te k nasledujici
¢islici jako digitus, nikoliv jako artikulus. A jestlize nésledujici ¢islice neexistuje, pak se
napise na nasledujici prazdné misto, napt. pfictenim 4 k 6 vyjde 10; tu se po skrtnuti 6
napise nula a jednicka se pric¢te k nasledujici ¢islici, existuje-li, nebo se napise na prazdné
misto. Jestlize vSak nékdy ze s¢itani vyjde ¢islo slozené, tu se po skrtnuti hotejsi ¢islice napise
na jeji misto digitus, ktery je casti onoho slozeného cisla, a artikulus se pricte k nasledujici
¢islici nebo se napiSe na nasledujici volné misto, jestlize tam zadna cislice neni, jak bylo

vyse feceno o artikulu. ...

5.4.1.3 Odcitani

Odcitani je odnimani ¢isla nebo ¢isel od daného ¢isla, napr. odectenim 3 od 10 zistane 7.

Pr1i odcitani jsou potiebna dvé cisla, totiz ¢islo od¢itané, a takto je nazyvano to, které se od
jiného od¢ité, a ¢islo, od néhoz se déje od¢itani. A je tieba, aby ¢islo, od néhoz se odcita,
bylo vzdy vétsi nez cislo od¢itané, nebo jemu rovné, protoze mensi od vétsiho nebo stejné

od stejného miize byt odecteno, avsak vétsi od mensiho se v zadném pripadé odecist neda.

Pri od¢itani se musi Cislice ¢isel uspotradat tak, Ze prvni ¢isla odcitaného se napise pod prvni
¢isla od néhoz se odcita, druha pod druhou a tak dale i ostatni.

Kdyz se tak stalo, odecti prvni ¢islici spodniho fadku od prvni ¢islice horniho radku, muizes-
li, a zbytek napis na hofejsi misto. Jestlize vsak nemtizes, protoze horni je mensi, nebo
je nula, tu od druhé c¢islice odeber jednicku a napis ji pfed mensi ¢islo nebo pfed nulu,
ktera bude mit hodnotu deseti. A tu od tohoto prvniho slouceného ¢isla odecti prvni ¢islici
spodniho fadku od prvni ¢islice horniho fadku. A jestlize od¢itané ¢islo bude rovno ¢islu od
néhoz se odcita, tu se po skrtnuti ¢isla, od néhoz se mé odcitat, na jeho misto napise nula.

A po odecteni prvni ¢islice spodniho fadku od prvni ¢islice horniho fadku je tieba odecist
druhou od druhé, napsané nad ni, a tieti od tfeti a tak dale. A je tfeba postupovat tymz

zpusobem, jak bylo fe¢eno o prvni cislici. ...

5.4.1.4 Nasobeni

Nasobeni je zmnozovani jednoho ¢isla druhym tolikrat, kolik je ve druhém jednotek, napft.
kdyz fekneme dvakrat tii je Sest. V tomto pripadé jsou tfi rozmnozeny dvakrat prostied-
nictvim dvou jednotek, které jsou obsazeny v ¢isle dvé.
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A cislo, které je nasobeno, se jmenuje ¢islo nasobené, a ¢islo, které nasobi jiné, se jmenuje
¢islo nasobici, a vzdy ma byt vyjadreno jako prislovce, napt. tfikrat ¢tyfi je dvanact. V tomto
pripadé tiikrat je c¢islo nasobici a ¢tyfi ¢islo nasobené a ¢islo 12, které z nasobeni vyjde,
se nazyva Cislo vytvorené. A je tfeba védét, ze z c¢isla nasobiciho se miize stat nasobené

a opacné, napt. totéz je Tici tfikrat ¢tyri a ctytrikrat tii, protoze vyjde dvanéct.

Chces-li tedy néjaké cislo nasobit sebou nebo jinym, napis ¢islo nadsobené podle ¢islic do
horejsiho fadku a ¢islo nasobici do spodniho fadku a to tak, aby prvni cislice spodniho
radku byla pod posledni ¢islici horniho fadku.

A pak nésob pomoci ptislovce vSemi ¢islicemi spodniho fadku, zacinaje od posledni spodniho
radku, posledni ¢islici horniho radku.

A jestlize z takového nasobeni vyjde digitus, napis ho bezprostfedné nahoru nad to ¢islo,
kterym nasobis. Jestlize artikulus, pak napis nulu nahoru nad ¢islo nasobici a digitus po-
jmenovavajici artikulus napis na nejblizsi misto smérem doleva. A jestlize Cislo slozené,
pak digitus, ktery je soucasti toho slozeného ¢isla, napis nahoru nad ¢islo, kterym nasobis,
a artikulus posun doleva jako drive.

Kdyz se tak stalo, je tfeba nasobit posledni ¢islici horniho fadku predposledni ¢islici spod-
niho fadku, pficemz délame vsechno tak, jak bylo feceno, a tak podobné u vSech spodniho
radku, nasobice jimi pomoci prislovce posledni ¢islici horniho fadku, a to tak, ze kdyz naso-
bis prvni ¢islici spodniho fadku néjakou ¢islici horniho fadku, tu vzdycky skrtni tu v hornim
rfadku a vysledek napis na jeji misto. Jestlize vyjde digitus, napis digitus. Jestlize artikulus,
napis na jeji misto nulu a digitus pricti k nasledujici ¢islici smérem doleva. Jestlize ¢islo
slozené, pak digitus, ktery je soucasti toho slozeného ¢isla, napis na misto skrtnuté cislice

a artikulus smérem doleva, jak bylo feceno dfive.

A potom, cos vynasobil vS§emi ¢islicemi spodniho fadku posledni ¢islici horniho fadku, posun
vSechny cislice spodniho fadku o jedno misto tak, ze napises prvni ¢islici spodniho fadku
pod predposledni horniho fadku. A zacni nasobit, jaks to délal diive, ...

5.4.1.5 Déleni

Déleni je rozdélovani jednoho ¢isla ¢islem jinym, mensim nebo stejnym.

Pri déleni jsou potfebna tfi ¢isla: prvni je ¢islo délené, a to je to, které ma byt rozdéleno na
¢asti, druhé je cislo délici, a to je to, kterym je ¢islo déleno. A treti je kvociens, a to je to,
které oznacuje, kolikrat mtze byt cislo délici odecteno od cisla déleného; napt. pii déleni
20 jablek nebo grost mezi pét lidi bude ¢islo zvané kvociens 4, a to ukazuje, Ze pét je ve
dvaceti obsazeno c¢tytikrat.

Chces-li tedy néjaké ¢islo délit jinym, pak napis ¢islo délené v hornim fadku podle jeho ¢is-
lic, pricemz musi byt vzdy vétsi nebo rovno ¢islu déliteli, ¢islo délici ¢ili délitele do spodniho
radku takovym zptisobem, aby posledni cislice délitele byla pod posledni ¢islici ¢isla déle-
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ného, predposledni pod predposledni a tak podobné u ostatnich ¢islic; a to tehdy, jestlize
¢islo délici mtze byt odecteno od ¢islic napsanych nad nim; jestlize vsak ne, pak posledni
¢islici délitele napis pod predposledni ¢islici ¢isla déleného a tak podobné u ostatnich, davaje
¢islici pod dislici.

Kdyz se tak stalo, podivej se, kolikrat je posledni ¢islice ¢isla déliciho obsazena v ¢islici
napsané nad ni, nebo — coz je lepsi — podivej se, kolikrat je ¢islo délici obsazeno v ¢islicich
napsanych nad nim; a nebyva to vic nez devétkrat a méné nez jednou. A toto ¢islo, urcujici
kvociens, napi§ nahoru nad tu ¢islici ¢isla déleného, pod niz je prvni cislice ¢isla délitele.
A pak nasob vsechny ¢islice délitele onim kvocientem a vysledek napis doprostied mezi ¢islo
délené a délitele, davaje vzdy prvni cislici ¢isla vysledného nad tu cislici, kterou nasobis
kvocientem, a druhou nad druhou smérem doleva. A pak odecti cely vysledek nasobeni od

¢islic nad nim napsanych.

Kdyz se tak stalo, napis prvni ¢islici délitele pod nejblizsi Cislici horniho radku smérem

doprava a tak ucin s ostatnimi ¢islicemi délitele. ...

5.4.1.6 Odmocnovani

K nalezeni kofene ¢isla ¢tvercového nebo krychlového je tfeba védét, ze Cislo ¢tvercové je
¢islo, které vychazi z nésobeni sebe sama sebou samym, napt. kdyz fekneme dvakrat dvé
jsou Ctyfi; tedy 4 je ¢islo ¢tvercové a Cislo 2 je kofen tohoto ¢isla. Krychlové ¢islo je vsak
to, které vychéazi z nasobeni sebe sama sebou dvakrat, nebo z nasobeni jednou sebe sama
a jednou svého cisla ¢tvercového, napt. kdyz fekneme dvakrat 2 dvakrat je 8, nebo takto:
dvakrat 2 jsou 4 a dvakrat 4 je 8; tedy cislo 2 bude kofenem tohoto krychlového ¢isla 8.
7 toho plyne, Ze totéz ¢islo mize byt kofenem ¢isla ¢tvercového i krychlového.

Najit koren neni nic jiného nez k néjakému danému cislu najit podle velikosti daného ¢isla
jeho ¢tvercovy nebo krychlovy kofen. Z toho plyne, Ze najit ¢tvercovy koren znamend najit
k néjakému danému ¢islu ¢tvercovy kofen, to jest ¢islo, které znasobené jednou sebou vytvori
dané cislo, je-li pfesné c¢tvercové; jestlize vSak neni, pak nejvétsi ¢tvercové v daném cisle

obsazené.

Chces-li tedy najit ctvercovy koren néjakého daného cisla, napis dané cislo podle jeho mist
a spocitej pocet cislic, zda je sudy nebo lichy. Je-li sudy, za¢ni pracovat pod predposledni
¢islici smérem doleva, je-li lichy, pak od posledni, takze za¢inas vzdy od posledni napsané

na lichém misté.

Tedy pod posledni cislici napsanou na lichém misté je tieba najit néjaky digitus, ktery
znasoben sebou samym vyrusi celé nahore napsané nebo nakolik nejblize mtze. Po nalezeni
takového digitu a odecteni od hotejsiho ¢isla je tieba digitus zdvojit a dvojnasobek napsat
pod nejblizsi ¢islici smérem doprava a jeho subduplum, to jest onen digitus, ktery zdvojils,
pod néj. Kdyz se tak stalo, je tfeba najit néjaky digitus pod nejblizsi ¢islici pred dvojna-
sobkem, ktery znasobeny dvojnasobkem a potom sebou samym vyrusi celé nad nim nahote

napsané ¢islo, nakolik nejblize mtize.
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A nema se prestat v hledani takového digitu a v jeho zdvojnasobovani a kladeni subdupli,
dokud nebude pod prvni ¢islici nalezen digitus, ktery znasoben vSemi dvojnasobky a potom

sebou samym zrusi celé nad nim nahofe napsané nebo nakolik nejblize muze.

A jestlize by se stalo, ze by néjaky digitus nemohl byt nalezen, pak je tfeba napsat nulu
pod nejblizsi treti ¢islici smérem doprava. A prvni dvojnasobek s jeho subduplem je tieba
posunout doptfedu a pod predchézejici ¢islici smérem doprava je tfeba najit néjaky digitus
a postupovat jako dfive.

Jestlize po tom, co se tak stalo, vyjde nula, pak dané ¢islo bylo pravé ¢tvercové a naposled
nalezeny digitus se subduplem nebo subduply bude jeho koten. Jestlize vsak néco po ode-
¢teni dvojnasobkt ziistane, pak ono ¢islo nebylo ¢tvercové, ale nalezeny kofen je korenem
nejvétsiho ¢tvercového ¢isla obsazeného v onom Cdisle.

Chces-li si ovérit, zda jsi pocital spravné, vynasob koren sebou samym a vyjde dané dislo,
bylo-li ¢tvercové; jestlize nebylo ¢tvercové, pak dané ¢islo vyjde s pridanim zbytku k ¢islu
vyslému z nasobeni kofene sebou.

5.5 Naméty na samostatnou praci

1. Vynéasobte dvé ¢isla pomoci

a) sttedovékého algoritmu,
b) dlazdicového algoritmu,
c¢) prouzkové metody,
d) naseho algoritmu,

Uvédomte si vyhody a nevyhody jednotlivych postupi.
2. Pomoci tuzky a papiru vypoctéte druhou odmocninu z ¢isla 140 625. Soutéz o cenu.

3. Uvedte jiné staré algoritmy nasobeni vicecifernych ¢isel.
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