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1. Geometrie a náš sv t

1.1 D lení roviny a prostoru

Obr. 1 – Frýzy
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Obr. 2 – Tapety a rozety

Obr. 3 – Tvorba jednoduché dlažby v sítích
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Obr. 4 – Ukázky kladení cihel a vyzdívání pilí e mostu
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Obr. 5 – Grafický rozbor kameno ezu op rného kruhového oblouku katedrály a ost ní gotického okna
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1.2 Experimentování p i ešení úloh

X Y
X

Y
X

Obr. 6 – Mraveništ X a Y – a) zadání, b) ešení ve tvercové síti
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MatemaƟka akƟvně, aktuálně a s aplikacemi 9



1.3 Osová afinita a její užití
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x y
y x

y x x

Obr. 7 – Afinní obraz grafu funkce y = sin x
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Obr. 8 – Elipsa jako obraz kružnice k Obr. 9 – ty úhelník a jeho afinní obraz
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1.4 Grafická komunikace všude kolem nás

Obr. 10, 11, 12 – Myšlenkové mapy
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a) b) c) d)

Obr. 13 – N kolik r zných úprav obrázk téhož jehlanu
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Obr. 14a, b – Duté jehlany se íznuté rovinou
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Obr. 15 – Písemná práce maturanta
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1.5 Ukázky pracovních list

Nekonvexní ty úhelníkové dlaždice

Obr. 1 – Konstrukce v obdélníkové síti

Obr. 2 – Konstrukce v kosodélníkové síti
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Dlaždice odvozené ze tverce

ABCD
A B C D

BC
S BC

ABCD

ABCD S As Bs Cs Ds

A B, C D

AB O

ABCD Ao Bo Co Do

Úloha (1) Obr. 1 – Úprava strany BC dlaždice

Obr. 2 – Odvození druhé strany dlaždice Obr. 3 – Celkový vzhled ásti dlažby
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Rekonstrukce sít gotického okna

Obr. 1

Úloha (1)

Úloha (2)

Úloha (3)

Úloha (4)
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P epo ty hodnot na 1000 obyvatel
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Polární grafy

Úloha (1)

Úloha (2)
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Stromy života

Úloha (1)

Úloha (2)

Úloha (3)

Úloha (4)
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Úloha (5)

Úloha (6)

Úloha (7)
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Ukázky z ástí pracovních list
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1.6 Literatura

D jiny obyvatelstva eských zemí
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Kameno ez
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Geometrie a náš sv t
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2. Matematika a budování
finan ní gramotnosti

Finan ní gramotnost

2.1 Složky finan ní gramotnosti

Pen žní gramotnost

Cenová gramotnost

vybrané
až

od
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Rozpo tová gramotnost

Matematika a její aplikace

2.2 Úroková sazba a úrok

Úrok
úroková sazba (úroková míra)

Da z úroku

Úroková doba
Úrokovací období

standard 30E/360

Doba splatnosti vkladu
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Termínovaný vklad (termínovaný ú et)

Da z úroku pro termínované vklady

ro ní

i

2
i

Tab. 1 – Termínovaný vklad

Termínovaný vklad

Úroková
doba

1. pásmo 2. pásmo 3. pásmo 4. pásmo

do 149 999 K
od 150 000 K
do 499 999 K

od 500 000 K
do 999 999 K

od 1 000 000 K

1 m síc
3 m síce
6 m síc
9 m síc
12m síc

Ilustrace
u

K999149
2

0004,0u

u' 

K999149
2

0004,085,0u'

K000150
2

0005,085,0u'

i u'
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Obr. 1 – Závislost úrokové sazby i na vložené ástce pro úrokovou dobu 6 m síc

Obr. 2 – Závislost zdan ného úroku u’ na vložené ástce pro úrokovou dobu 6 m síc

Inflace
Reálná úroková míra ir ii

d

ir iiid
100

1
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i
reáln

reáln

Sankce

Ilustrace
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s
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Ilustrace
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2.3 Jednoduché a složené úro ení

Jednoduché úro ení
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Ilustrace

Cenný papír

hrubém výnosu istém výnosu.
míra výnosu

Dluhopis (obligace) cenný papír

Ilustrace

Tab. 2 – Úroková sazba dluhopisu

5letý dluhopis

Období Úroková sazba
První rok
Druhý rok
T etí rok
tvrtý rok
Pátý rok

MatemaƟka akƟvně, aktuálně a s aplikacemi 31



 

Diskont

Diskontní sazba

Ilustrace

x x
x

x

Ilustrace
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Ku' 0005002,085,0

000 49  K00050)02,000,1(

Termínovaný vklad s revolvingem (s opakováním)

Ilustrace

66

06 12
5002,085,01K000150

12
85,01 iKK

Ilustrace

42
'
6 12

5001,085,01
12

5002,085,01K000150K '
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2.4 Investice

Podílový list cenné papíry .

Podílový fond

Otev ený podílový fond

Kurz podílového listu
Portfolio
Typy podílových fond

Ilustrace

0,95

1,00

1,05

1,10

1,15

1,20

1,25

31. 3. 30. 6. 30. 9. 31. 12.

Obr. 3 – Portfolio podílového fondu Obr. 4 – Vývoj kurzu podílového listu v ase
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Ilustrace

J, Korporátní PI, Obliga ní
BT, Plus

Tab. 3 – Kurzy podílových list n kterých podílových fond k 30. 9.

Otev ené podílové fondy

Název Kurz
K

Zm na v% za
1M 3M 12M

Maj.
mil.

Název Kurz
K

Zm na v% za
1M 3M 12M

Maj.
mil.

Dluhopisové Akciové
J, Korporátní IJ, Topbond
PI, Obliga ní PI, Mix
IS, Sporonet BT, Plus

Kurz znamená isté obchodní jm ní na podílový list ke dni 30. 9. Sloupec „Zm na v %“ znamená
zm nu kurzu za 1 m síc, za 3 m síce a 12 m síc . Sloupec „Maj. mil.“ znamená celkové isté jm ní
fondu v milionech K . P edpokládáme, že kurz je zaokrouhlen na 4 desetinná místa podle
matematických pravidel.

J, Korporátní

PI, Obliga ní

BT, Plus

Zajišt né podílové fondy
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upisovacím období

uzamkne

Ilustrace
PT Jistota

Akcie cenný papír, akcioná e
akciové spole nosti
Jmenovitá (nominální) hodnota akcie

základního jm ní spole nosti
Cena akcie tržní hodnota
Dividenda

valnou hromadou

Ilustrace
AA Progresivní

BB Stabilní AA Progresivní
BB Stabilní
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2.5 Spo ení

Spo icí ú et

Stavební spo ení

Sn
za átku K
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1
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1
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Ilustrace
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n
K

i
k

Sn Sn

Sn

360
305017,085,0

1
360
305017,085,01

360
305017,085,01K5001

72

Sn

Ilustrace

M sí ní
úložka

Poukázané
platby

Úroky Státní
podpora

Da
z úrok

Celkový
výnos

Celkové
úspory

Ro ní státní podpora je 10 % ze základu pro výpo et státní podpory, maximáln 2 000 K .
Poplatek za uzav ení smlouvy a za vedení ú tu se platí zvláš .
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2.6 Úv ry

Úmor
Umo ovací plán

Ilustrace

Na konci prvního roku

Na konci druhého roku

Na konci t etího roku

Splátka (K ) Úrok (K ) Úmor (K ) Stav dluhu (K )
Po áte ní stav
Konec 1. roku
Konec 2. roku
Konec 3. roku

RPSN R P S N
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Anuita anuitní splátka

Spot ebitelský úv r

Podnikatelský úv r

Hypote ní úv r

Ilustrace

Výše
úv ru (K )

12
splátek

24
splátek

36
splátek

48
splátek

60
splátek

72
splátek

100 000
200 000

Obr. 5 – Závislost celkové ástky ve splátkách na jejich po tu

0
20000
40000
60000
80000

100000
120000
140000
160000
180000

12 24 36 48 60 72

Splátky celkem
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Ilustrace

Úroková
sazba

Doba splatnosti úv ru v letech

5 10 15 20 30
4,0%
4,5%
5,0%
5,5%
6,0%

Obr. 6 – Závislost celkové ástky ve splátkách na úrokové sazb
4,5 % a 5,5 % p i r zných úrokových dobách

0

500 000

1 000 000

1 500 000

2 000 000

2 500 000

5 10 15 20 30

4,50%

5,50%
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2.7 Literatura
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3 Vývoj matematiky

jako popularizující stimul

V tomto textu se seznámíme s životem a dílem Archiméda,

největšího vědce starověku, a s několika jeho výsledky,

které jsou důležité nejen pro školskou matematiku. Byl

to Archimédés, kdo jako první (v dnešní řeči) ukázal, že

konstanta značená písmenem π se objevuje jak ve vzor-

cích pro obvod a obsah kruhu, tak ve vzorcích pro objem

a povrch koule.

Budeme poměrně podrobně prezentovat a komentovat vý-

sledky Archimédova spisu „Měření kruhu� a volně naváže-

me několika výsledky týkajícími se objemu a povrchu kou-

le. Uvědomíme si, že znalost některých okamžiků vývoje

matematiky může být pro naše žáky a studenty moti-

vující.1

3.1 Archimédés ze Syrákús

Archiméda můžeme považovat za největšího vědce starověku. Jeho spisy mají – i v dnešním

slova smyslu – charakter původních vědeckých prací. Patří k vrcholům antické vědy.

O Archimédově životě mnoho spolehlivých informací nemáme. Narodil se v Syrákúsách

kolem roku 287 př. Kr., prožil v nich skoro celý život a zemřel při jejich dobytí Římany

roku 212 př. Kr. Jeho život spadá do období vlády Hieróna II. (asi 306–215) a jeho syna

(a spoluvládce) Gelóna (asi 270–216).

Archimédés studoval nějakou dobu v Alexandrii, kde byl ve styku s generací Eukleidových

žáků. Není vyloučeno, že Alexandrii navštívil vícekrát. Osvojil si tam Eukleidův exaktní

přístup k budování matematické teorie, k přesnému formulování a dokazování poznatků.

S matematiky alexandrijské školy byl v úzkém kontaktu, posílal jim své práce. O Archimé-

dově životě podal zprávy historik Polybios (asi 200 až 120), z jeho informací pak vycházel

Plútarchos (asi 46 až 126), Titus Livius (59 př. Kr. až 17 po Kr.) a další. Plútarchos,

jeden z nejplodnějších řeckých autorů doby římské, psal poměrně podrobně o Archimédovi

v kapitole „Pelopidás a Marcellus� svých „Životopisů slavných Řeků a Římanů�. Další

informace o Archimédovi a jeho díle přinesli Pappos (konec 3. stol.), jeden z posledních

významných matematiků antiky, Proklos (asi 410 až 484), novoplatónský filozof, vzdělanec

a komentátor, a Ióannés Tzetzés (12. stol.), byzantský gramatik a komentátor.

1 V tomto textu využil autor některé partie svých připravovaných článků o Archimédovi.
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Archiméda můžeme i v dnešním slova smyslu označit za matematika, fyzika a technika.

Jako matematik intenzivně rozvíjel zejména infinitesimální postupy. Výrazně rozpracoval

a v řadě situací geniálně využíval tzv. exhaustivní metodu, která je někdy označována

jako „starověká teorie limit�. Vymyslel řadu originálních postupů, s jejichž pomocí počí-

tal obsahy rovinných útvarů ohraničených křivkami a objemy těles omezených různými

plochami. Tyto myšlenky rozvinul zejména ve spisech „Měření kruhu�, „O kvadratuře

paraboly�, „O spirálách�, „O kouli a válci�, „O konoidech a sféroidech�. V jeho postupech

nalézáme hluboké myšlenky úzce související s moderní teorií integrace. Těmito idejemi in-

spiroval matematiky 17. století, kteří připravovali nástup infinitesimálního počtu. Byli to

zejména Johannes Kepler (1571–1630), Paul Guldin (1577–1643), Grégoire de Saint Vin-

cento (1584–1667), René Descartes (1596–1650), Bonaventura Cavalieri (1598–1647), Pierre

de Fermat (1601–1665), JohnWallis (1616–1703), Isaac Barrow (1630–1677), Christian Huy-

ghens (1629–1695) a posléze Isaac Newton (1643–1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–

1716). Zatímco Archimédés musel pro každou situaci nápaditě vymýšlet, jakým způsobem

použít exhaustivní metodu, Newton a Leibniz přišli s metodou obecnou.

Gustave Courtois: Smrt Archimeda (1891) – detail

Jako fyzik se Archimédés zabýval problematikou jednoduchých strojů. Podal přesný mate-

matický výklad rovnováhy na páce, exaktně vyložil problematiku těžiště rovinných obrazců

a věnoval se hydrostatice. Jeho jméno dnes nese známý zákon o vztlakové síle. Myšlenku

rovnováhy na páce a rovněž pojem těžiště využíval i při ryze matematických úvahách. Tato

témata rozvíjel hlavně v pracích „O rovnováze neboli těžištích rovinných obrazců I., II.�

a „O plovoucích tělesech I., II.�

Gustave Courtois: Smrt Archimeda (1891) – detail
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Jako technik rozpracoval ideje jednoduchých strojů až k bezprostřednímu technickému

provedení. Známý Archimédův šroub byl jistě používán již dříve, Archimédés se s ním

patrně v nějaké podobě seznámil v Egyptě a technicky jej zdokonalil. Jeho vynálezy –

válečné stroje a obranné mechanismy – došly svého využití při obraně Syrákús proti řím-

skému vojsku.

Na Archimédovy plodné myšlenky navázala po mnoha staletích až moderní novověká mate-

matika a fyzika.2

3.1.1 Heuréka

Uvádí se, že byl Archimédés vždy plně zaujat vědeckými či technickými problémy, které

právě řešil. Vše ostatní pro něho nebylo důležité, ať již to byla strava či hygiena. Stručně

a výstižně to popisuje Plútarchos:

„Proto také jsou věrohodné anekdoty, které se o Archimédovi vypravují, že jej vždy očaro-

vala jakási vlastní vnitřní Siréna, takže zapomněl na jídlo a zanedbával péči o tělo, často

ho násilím přivedli ke koupeli a natřeli, v popelu krbu kreslil geometrické obrazce, podobně

když byl po koupeli natřen olejem, prstem kreslil po svém těle křivky jsa úplně omámen

pocitem štěstí a posedlý matematickou vášní. Ačkoli objevil mnoho krásných věcí, prosil

prý své přátele a příbuzné, aby mu po smrti postavili na hrob válec, do něhož je vepsána

koule a číselný údaj, o kolik je opsané těleso větší než vepsané.� ([Pl], str. 526)

Výkřik „Heuréka�3 je dnes spojován buď s Archimédovým zákonem, nebo s historkou o tzv.

„koruně krále Hieróna�. Ve skutečnosti se jednalo o zlatý vavřínový věnec (stephanos), který

byl určen k obětování bohům.

Římský architekt a stavitel Marcus Vitruvius Pollio (1. stol. př. Kr.) napsal ve svém díle

„Deset knih o architektuře� („De architectura libri decem�) slova, která na jedné straně

ukazují Archimédův zápal pro vědecké bádání, na druhé straně však jeho roztržitost:

„Ačkoliv Archimédových objevů bylo mnoho a podivuhodných, zdá se, že největším důmys-

lem a bystrostí ze všech se vyznačuje ten, který uvedu. Když se totiž Hierón v Syrákúsách

povznesl ke královské moci, rozhodl se, že za štěstí, které měl při svém počínání, obětuje

v nějaké svatyni zlatý věnec, který zaslíbil nesmrtelným bohům. Dal jej udělat na zakázku

a zlato na něj výrobci přesně odvážil. Za nějaký čas předložil výrobce králi vkusně provedené

dílo svých rukou k jeho úplné spokojenosti, přičemž se zdálo, že dodržel přesně váhu věnce.

Když přišlo později ovšem udání, že zlata bylo ubráno a že do zpracovávaného věnce bylo

přimíšeno stejné množství stříbra, požádal Hierón, rozmrzelý nad tím, že byl takhle podve-

den, a že nemohl přijít na to, jak by se mohla zpronevěra prokázat, Archiméda, aby se

pro něho ujal prozkoumání této záležitosti. Archimédés, který toho měl plnou hlavu, přišel

náhodou do lázní a při vstupování do vany si všiml, že z ní vytéká takové množství vody

2 O Archimédovi a jeho díle viz např. [BŠ] a [Ka].
3 Slovo „Heuréka� je používáno jako stručný a výstižný výraz, který symbolizuje náhlou intuici.
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ven, jak se do ní ponořovalo jeho tělo. Když mu to poskytlo vysvětlení dané otázky, ne-

meškal, nýbrž vyskočil samou radostí z vany, pospíchal nahý domů a všem lidem zvěstoval

jasným hlasem, že objevil, po čem pátral. Vykřikoval totiž v běhu a stále řecky heuréka,

heuréka (našel jsem to, našel jsem to).� ([Vi], str. 293–295)

3.1.2 Využití jednoduchých strojů

Archimédés nebyl jen teoretik. Uvědomoval si dosah a sílu svých teoretických poznatků

a uměl je velmi dobře prakticky využít. Jeho slavný výrok

„Dós moi pú stó kai kinó tén gén.�

„Dejte mi, kde bych stanul, a pohnu Zemí.�

můžeme chápat nejen jako reklamní slogan propagující páku, ale i jako oslavu jednoduchých

strojů vůbec.4

„ . . . Archimédés, který byl příbuzný a přítel krále Hieróna, napsal mu v dopise, že danou

silou je možné zvednout každé dané břímě, a v mladicky odvážné víře v sílu svého důkazu

prý prohlásil, že kdyby měl jinou Zemi, přemístil by se na ni a odtud by hnul naší Zemí.

Hierón se tomu podivil a žádal Archiméda, aby problém prakticky uskutečnil a ukázal mu,

jak veliké těleso může být uvedeno v pohyb malou silou. Archimédés dal na královský

nákladní trojstěžník, který jen s velkou námahou množství rukou vytáhlo na břeh, naložit

velký počet mužstva a obvyklý náklad, sám seděl opodál a bez námahy a lehce uváděl rukou

v pohyb konec kladkostroje, takže loď běžela lehce a bez nárazu jako po moři. Užaslý král

zajisté pochopil význam vědy a přiměl Archiméda k tomu, aby sestrojil stroje vhodné pro

každý způsob obléhání, a to pro obranu i pro útok.� ([Pl], str. 523–524)

4 Uvedený obrázek se objevil roku 1824 na obálce druhého svazku časopisu Mechanic’s Magazine (Knight&Lacey, London).
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3.1.3 Obrana Syrákús

Král Hierón II. byl za punských válek spojencem Říma proti Kartágu.5 Po jeho smrti však

jeho vnuk Hierónymos (230–214), nový syrákúský vládce, vystoupil proti Římanům a snažil

se o spojení s Kartágem, jehož vojsko tehdy vedl proslulý Hannibal (247–183), a s Egyptem.

Roku 214 byl Hierónymos zavražděn. Syrákúsy však již oblehlo římské válečné loďstvo

a před hradbami rozložil své legie významný římský politik a vojevůdce Marcus Claudius

Marcellus (asi 268 až 208).

Syrákúsané vedeni vojevůdcem Hippokratem plně využili při obraně města Archimédovy

obranné mechanismy. Plútarchos líčí dobývání města takto:

„Když Římané zaútočili ze dvou stran, zavládlo v Syrákúsách zděšení a úzkostné ticho,

protože se každý ve svém strachu domníval, že proti tak hrozné síle není možný odpor. Nyní

spustil Archimédés svoje stroje. Na pozemní vojsko létaly střely různého druhu a obrovské

kamenné bloky, které dopadaly s hlukem a neuvěřitelnou rychlostí, rozdrtily svou vahou

všechny, kteří se nekryli, a působily zmatek v řadách vojska. Současně se z hradeb proti

lodím vysoko vysunuly berany a silou obrovského tlaku shora je potápěly do hlubin nebo

železnými chapadly či kleštěmi podobnými zobanům jeřábů uchopily loď, zvedly ji přídí

do výše, takže stála na zádi, a ponořily ji, jinou loď lany a háky z vnitřku přitahovali

k břehu a točili jí do kruhu, až narazila na skaliska pod hradbami, takže posádka lodi byla

většinou zničena a zahynula. Často se stávalo, že některá loď byla úplně vyzdvižena z moře,

točila se jako ve víru a vznášejíc se ve výši skýtala hrůznou podívanou; nakonec námořníci

z lodi vypadli nebo byli vymrštěni a prázdná loď narazila na hradby, anebo když chapadlo

povolilo, spadla do moře.

Strojové zařízení, s kterým Marcellus postupoval k městu, se pro podobu s hudebním nástro-

jem nazývalo sambuka. Bylo ještě ve značné vzdálenosti od hradeb, když přiletěl balvan

deset talentů těžký, po něm druhý a třetí; některé z nich dopadly s hrozným hřmotem a sil-

ným vlnobitím na strojové zařízení, rozbily jeho podstavec, uvolnily a roztrhly spojení lodí,

takže bezradný Marcellus vydal rozkaz, aby lodi co nejrychleji odpluly a pozemní vojsko

aby ustoupilo.

Na válečné poradě bylo rozhodnuto ještě v noci, bude-li to možné, přiblížit se až k hradbám;

neboť jak se domnívali, vlivem veliké síly strojů, kterých užíval Archimédés, byla dráha střel

vysoká a dlouhá, zatímco v blízkosti hradeb byly stroje pro krátkou vzdálenost neúčinné.

Avšak Archimédés, jak se ukázalo, už dávno upravil své stroje pro pohyby a střely s krátkou

drahou letu, vhodné pro každou vzdálenost, a protože po celé délce hradeb byly souvisle

ve velikém počtu neveliké střílny, stály v nich malé metací stroje přizpůsobené pro krátké

vzdálenosti a nepřátelům neviditelné.

Římané se přibližovali v domnění, že nejsou pozorováni, ale znova se ocitli v dešti šípů

a jiných střel, kameny jim padaly přímo na hlavu, z hradeb se sypaly šípy, takže byli nuceni

ustoupit zpět. Když se jejich jednotky rozvinuly do větší vzdálenosti, i tam je dostihovaly

5 První punská válka proběhla v letech 264 až 241, druhá v letech 218 až 201, třetí v letech 149 až 146. Po první punské
válce se Sicílie stala římskou provincií.
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a zasahovaly střely, jak se vzdalovali, a způsobovaly jim značné ztráty. Současně docházelo

k častým srážkám lodí. Římané však nebyli nijak schopni oplatit nepřátelům jejich údery,

protože většina strojů, které Archimédés sestrojil, byla skryta za hradbami a Římané se

podobali bojovníkům, kteří bojují s bohy, ježto z neviditelných prostorů se na ně valily

nesčíslné pohromy.

Marcellovi se přesto podařilo ustoupit. . . .

Ve skutečnosti byli zajisté všichni ostatní Syrákúsané tělem Archimédovy obrany, zatímco

on sám byl jedinou duší, která vše uvádí v pohyb a všemu dává směr; ostatní zbraně

odpočívaly, kdežto město používalo tehdy jen jeho zbraní, a to k obraně i k útoku.

Nakonec Marcellus pozoroval, že Římané jsou tak přestrašeni, že kdykoli viděli, že se přes

hradby vysunuje nějaký provaz nebo kus dřeva, začali křičet, že Archimédés zas na ně

zaměřuje nějaký stroj, obraceli se a prchali. Rozhodl se proto zdržet se boje a zastavit útok

a úspěch obléhání ponechal času.� ([Pl], str. 524–525)

Plútarchovo líčení obrany Syrákús a účinků Archimédových strojů je zcela jistě zveličené.

Obležení města sice trvalo zhruba dva roky, boje však jistě neprobíhaly soustavně. Marcellus

postupně dobýval a obsazoval Sicílii, je pravděpodobné, že by byl přivítal kapitulaci města

bez boje. Není vyloučeno, že úmyslně posílal do Říma zveličené zprávy o potížích, s nimiž se

u Syrákús potýká, aby zdůvodnil svoji malou aktivitu při jejich dobývání. A tyto zprávy se

pak mohly stát základem pozdějších textů, které byly o dobývání Syrákús a jejich statečné

obraně sepsány.

3.1.4 Archimédova smrt

Po dlouhém obléhání se Římanům nakonec podařilo obránce města přelstít a do města

proniknout. Bylo to roku 212 př. Kr. Plútarchos líčí Marcellovo dobytí Syrákús takto:

„ . . . vyčíhav si vhodnou chvíli, kdy Syrákúsané slavili slavnosti k poctě Artemidině a od-

dávali se pití vína a veselí, nepozorovaně obsadil nejen věž, ale ještě před rozedněním dokola

po hradbách rozestavil vojáky a prolomil budovu Hexapýl. Syrákúsané to zpozorovali a tu

se teprve probudili.

Archimédés byl právě zabrán úvahou nad nějakým obrazcem, k jehož vyřešení soustředil

mysl i oči tak, že ani včas nezpozoroval, že Římané podnikli útok a že města je dobyto. Když

před ním náhle stanul římský voják a kázal mu, aby ho následoval k Marcellovi, Archimédés

odepřel, dokud nevyřeší problém a nedovede důkaz do konce. Tu se voják rozhněval, vytáhl

meč a probodl ho.� ([Pl], str. 527–528)

Při dobytí města přišel Archimédés o život. Jeho smrt je připomínána po dlouhá staletí

zhruba ve stejné podobě. Traduje se, že Archimédés odbyl římského vojáka slovy:

„Noli tangere (turbare) circulos meos!�6

„Neruš mé kruhy!�, resp. „Nedotýkej se mých kruhů!�

6 Řecky: „Apostéthi, ó anthrópe, tú diagrammatos mú!�
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3.1.5 Archimédův hrob

Marcus Tullius Cicero (106–43), slavný římský politik, státník, filozof, spisovatel a řečník,

se stal roku 75 př. Kr. kvéstorem (místodržícím) Sicílie a nalezl v Syrákúsách Archimédův

hrob. V „Tuskulských hovorech� („Tusculanae disputationes�) sepsaných v letech 45 až 44

uvádí, že byl v té době, tedy 137 let po Archimédově smrti, jeho hrob místními obyvateli

zcela zapomenut.

„Když jsem byl kvéstorem, objevil jsem jeho hrob kolem dokola zarostlý a zakrytý trnitým

křovím. Syrákúsané o něm nevěděli, dokonce tvrdili, že vůbec neexistuje. Pamatoval jsem

si totiž několik veršíků, které měly být, jak jsem slyšel, napsány na jeho náhrobku, a z nich

bylo jasné, že nahoře na jeho náhrobku je koule a válec.

Když jsem si vše důkladně prohlédl – u Agrigentské brány je totiž velké množství náhrobků –

zpozoroval jsem sloupek, který jen trochu vyčníval nad křoví, a na něm byla podoba koule

a válce. Hned jsem řekl Syrákúsanům (přední občané ze Syrákús byli totiž se mnou), že si

myslím, že to je to, co hledám. Poslali tam pak mnoho lidí se srpy a ti to místo vyčistili

a vyklidili.

Když bylo místo přístupné, přiblížili jsme se k přední straně podstavce. Bylo vidět nápis,

konce veršů skoro až do poloviny byly však zničeny.� ([Ci], str. 231)

3.2 Archimédovo dílo

Z Archimédova díla se dochovalo třináct spisů. Deset z nich badatelé seřadili do následu-

jícího soupisu podle pravděpodobné doby jejich vzniku. A v závěru připojili tři další, které

se serióznímu zařazení vymykají.

• O rovnováze neboli těžištích rovinných obrazců, kniha I.,

• O kvadratuře paraboly,

• O rovnováze neboli těžištích rovinných obrazců, kniha II.,

• Poselství Eratosthenovi o mechanické metodě řešení geometrických úloh,

• O kouli a válci, kniha I., II.,

• O spirálách,

• O konoidech a sféroidech,

• O plovoucích tělesech, kniha I., II.,

• Měření kruhu,

• Počítání písku,

• Kratochvíle,

• Poučky,

• Problém dobytka.

Podle dochovaných zpráv je Archimédés autorem ještě několika dalších děl, která však byla

během staletí ztracena. Zmiňují se o nich např. Pappos a Proklos.

3.2  Archimédovo dílo
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Podnětné myšlenky Archimédových prací jsou podrobně vyloženy jednak v některých sou-

borných vydáních jeho děl, jednak v řadě specializovaných monografií, učebnic a knih o ma-

tematice a jejím vývoji. Viz např. v [A1], [A2], [Cl], [Di], [E], [Hea], [Hei], [Lu] a [Sch].

V české verzi máme tyto Archimédovy spisy:

• Archimedovo měření kruhu [V1],

• Archimeda Syrakusského Počet pískový [V2],

• Archimedův výklad Eratosthenovi o mechanických způsobech zkoumání [Vr],

• Problém dobytka [St], [M].

Na počátku 20. století přeložil do češtiny Archimédovy práce „Měření kruhu� a „Počítání

písku� Miloslav Valouch (1878–1952), středoškolský profesor matematiky a fyziky (Olo-

mouc, Rokycany, Litomyšl, Praha), autor řady vydání logaritmických tabulek (od r. 1904).

V letech 1918 až 1927 pracoval na Ministerstvu školství a národní osvěty, věnoval se

otázkám výuky matematiky a fyziky a školským reformám. Řadu let byl ředitelem Jednoty

československých matematiků a fyziků. Překlady Archimédových děl vydal ve výročních

zprávách gymnázia v Litomyšli.

Český překlad krátké úlohy „Problém dobytka� publikoval roku 1898 František Josef Stud-

nička (1836–1903), profesor matematiky na České univerzitě v Praze. Roku 2001 uveřejnil

nový překlad této úlohy Karel Mačák. Viz [St], [M].

Připomeňme relativně nedávný, velmi zajímavý příběh objevu Archimédových prací. Roku

1899 nalezl petrohradský učenec Papadopulos-Kerameus při studiu katalogu knihovny kláš-

tera metochia Panagiou Taphou v Istanbulu (dceřiný klášter jeruzalémského kláštera Božího

hrobu) zvláštní palimpsest7 s náboženským textem, z pod něhož prosvítal jiný text s po-

divnými geometrickými obrázky. Na tento nález byl upozorněn Johan Ludwig Heiberg

(1854–1928), dánský filolog a matematik, velký znalec antické matematiky, zejména Eu-

kleida a Archiméda. Když palimpsest prostudoval, zjistil, že pochází z 10. století a že

obsahuje některé Archimédovy práce. Jedna z nich byla velkým překvapením, neboť nebyla

do té doby známa. Bylo to „Poselství Eratosthenovi o mechanické metodě řešení geometric-

kých úloh�. Heiberg je vydal roku 1907.8 Ve výroční zprávě prostějovského gymnázia z roku

1908/09 toto Archimédovo pojednání publikoval v české verzi pod názvem „Archimédův

výklad Eratosthenovi o mechanických způsobech zkoumání� středoškolský učitel František

Vrána, o němž dnes není téměř nic známo. V letech 1902 až 1919 učil matematiku a fyziku

na gymnáziu v Prostějově a od roku 1919 na reálce v Praze VII.9

Další osud tzv. Archimédova kodexu je velmi zajímavý. Roku 1998 byl v New Yorku

vydražen za dva miliony dolarů. V dalších letech byl nejmodernějšími metodami pečlivě

zkoumán. Výsledky náročného studia byly publikovány roku 2011. Napínavý příběh ob-

jevu, restaurování, luštění a analyzování palimpsestu je podán v pěkně napsané knize

„Archimédův kodex� [NN].

7 Palimpsest je pergamenový svitek, případně kodex, z něhož byl původní text mechanickou a chemickou cestou odstraněn
a získaný „čistý� pergamen byl znovu popsán. Někdy byl současně rozřezán a svázán do kodexu jiného formátu. Původní
text se většinou nepodařilo zcela odstranit. Někdy značně prosvítal a některé jeho partie byly čitelné, zejména za pomoci
infračervených paprsků.
8 J. L. Heiberg: Eine neue Archimedes-Handschrift, Hermes – Zeitschrift für klassische Philologie 42(1907), str. 235–303
+ tabulka.
9 O českých překladech Archimédových děl viz [BM].
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3.2.1 Archimédovo „Měření kruhu�

Archimédův spis „Měření kruhu� obsahuje pouze tři matematické věty. Domníváme se, že

se dochovalo jen torzo původního díla, snad nějaký stručný výpis, který byl dále přepisován

a šířen.

V následujícím textu uvedeme tyto tři věty v českém překladu Miloslava Valoucha. Dokáže-

me je v duchu Archimédova „Měření kruhu�, ale současným jazykem a symbolikou a připo-

jíme stručné komentáře.

Věta 1. „Každý kruh rovná se pravoúhlému trojúhelníku, je-li poloměr roven jednomu

rameni pravého úhlu, obvod pak podstavě.� ([V1], str. 13)

Dnes bychom tvrzení této Archimédovy věty zformulovali takto:

Obsah kruhu je roven obsahu pravoúhlého trojúhelníku, jehož odvěsnami jsou poloměr

a obvod tohoto kruhu.

A vyjádřili bychom je vzorcem S = 1

2
· r · o.

Archimédés dokázal tvrzení Věty 1 exhaustivní metodou, kterou přiblížíme v následujícím

důkazu.

Důkaz. Uvažujme kruh K o poloměru r a obvodu o a pravoúhlý trojúhelník T , jehož odvěsny

mají délky r a o. Předpokládejme nejprve, že je obsah SK kruhu K větší než obsah ST troj-

úhelníku T . Potom existuje pravidelný n-úhelník N , který je do kruhu K vepsán a má větší

obsah než trojúhelník T :

SK > SN > ST .

Obsah n-úhelníku N je však roven součtu obsahů n rovnoramenných trojúhelníků, jejichž

výšky jsou menší než r a součet délek všech jejich základen je menší než o. Proto je SN < ST ,

a to je spor.

Předpokládejme nyní, že je obsah SK kruhu K menší než obsah ST trojúhelníku T . Potom

existuje pravidelný n-úhelník N , který je kruhu K opsán a má menší obsah než trojúhelník T :

SK < SN < ST .

Obsah n-úhelníku N je však roven součtu obsahů n rovnoramenných trojúhelníků, jejichž

výšky jsou rovny r a součet délek všech jejich základen je větší než o. Proto je SN > ST ,

a to je spor.

Archimédés tak exaktně ukázal, patrně jako první matematik vůbec, vztah obvodu a obsahu

kruhu.

Připomeňme, že číslo π je definováno jako poměr obvodu a průměru kruhu, tj.

π =
o

2r
;
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odtud vyplývá vzorec pro výpočet obvodu kruhu:

o = 2πr.

Známý vzorec pro výpočet obsahu kruhu je důsledkem Archimédovy Věty 1.

S =
1

2
· r · o =

1

2
· r · 2πr = πr2.

Konstanta π, kterou jsme definovali pomocí obvodu a průměru kruhu, figuruje tedy i ve

vzorci pro obsah kruhu.

Věta 2. „Kruh jest ke čtverci průměru v poměru jako 11 ke 14.� ([V1], str. 15)

Dnes bychom tvrzení druhé Archimédovy věty zformulovali takto:

Obsah kruhu je přibližně roven jedenácti čtrnáctinám obsahu čtverce jehož stranou je

průměr kruhu.

Věta 2 využívá výsledek následující Věty 3, která říká, že obvod kruhu o poloměru r je

přibližně roven 22

7
· 2r. Snad byla Věta 2 původně zařazena jako důsledek Věty 3 a při

nějakém pozdějším přepisu bylo pořadí těchto vět obráceno.

Důkaz. Podle Věty 1 a následující Věty 3 je obsah SK kruhu K přibližně roven obsahu

pravoúhlého trojúhelníku s odvěsnami délek r a 22
7
· 2r. Nyní je

S =
1

2
· r ·
22

7
· 2r =

11

14
· (2r)2.

Věta 3. „Obvod každého kruhu rovná se trojnásobnému průměru a ještě přesahuje o něco

méně než sedminu průměru, ale o více než deset jedenasedmdesátin.� ([V1], str. 15)

Dnes bychom tvrzení Věty 3 zformulovali takto:

Pro obvod o kruhu o poloměru r platí

3
10

71
· 2r < o < 3

1

7
· 2r.

V důkazu této věty Archimédés vypočítal horní a dolní odhad obvodu o kruhu přesněji:

6 336

2 017 1
4

· 2r < o <
14 688

4 673 1
2

· 2r.

Horní mez potom zaokrouhlil nahoru a dolní dolů:

3
10

71
· 2r <

6 336

2 017 1
4

· 2r < o <
14 688

4 673 1
2

· 2r < 3
1

7
· 2r.

Převedeme-li tyto zlomky na desetinná čísla, bude přesnost Archimédových výsledků zjev-

nější:

3, 140 845 ... · 2r < 3, 140 909 ... · 2r < o < 3, 142 826 ... · 2r < 3, 142 857 ... · 2r.
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Archimédův výsledek můžeme interpretovat jako odhad čísla π = 3, 141 592 ..., který je přesný

na dvě desetinná čísla:

3, 140 909 ... < π < 3, 142 826 ...

Archimédés nejprve vypočetl obvod vepsaného pravidelného šestiúhelníku a obvod opsaného

pravidelného šestiúhelníku, rozpůlením středových úhlů získal pravidelné dvanáctiúhelníky,

vypočetl jejich obvody, a tak postupoval až k 96-úhelníkům. Obvod kruhu pak odhadl shora

obvodem opsaného pravidelného 96-úhelníku a zdola pak obvodem vepsaného pravidelného

96-úhelníku.

Předchozí dva Archimédovy důkazy jsme jen nepodstatně modifikovali – pouze jsme je

převedli do současné řeči a symboliky. Třetí důkaz však přepracujeme podstatně výrazněji,

využijeme totiž algebraickou symboliku, kterou Archimédés k disposici neměl.

Důkaz. Uvažujme pro jednoduchost jednotkovou kružnici (viz obr. 1), které byl opsán

pravidelný n-úhelník a rozpůlením středových úhlů vznikl pravidelný 2n-úhelník.

Obr. 1

Na obr. 1 je |ST | = 1, BT je polovina strany opsaného n-úhelníku a AT je polovina strany

opsaného 2n-úhelníku (tedy |� TSA| = |� ASB|), jejich délky označme tn a t2n, tj. |BT | = tn

a |AT | = t2n. Nechť je přímka BR rovnoběžná s přímkou AS, je tedy

|� ASB| = |� SBR| = |� SRB|,

a tedy SB = SR. Trojúhelník �ATS je podobný trojúhelníku �BTR (věta „uuu�), proto je

|AT |

|TS|
=

|BT |

|TR|
=

|BT |

|TS|+ |SR|
=

|BT |

|TS|+ |SB|

a po dosazení je

(1) t2n =
tn

1 +
√
1 + t2n

.

Nyní je třeba si uvědomit, že t6 = 1√
3
. Podle vztahu (1) vypočteme t12, potom t24, potom

t48 a nakonec t96. Vypočetli jsme tedy obvod opsaného 96-úhelníku: 96 · 2t96 = 192 · t96.

Obr. 1

B

A

T

A1

B1

S                                 R
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Uvažujme opět jednotkovou kružnici, do níž byl vepsán pravidelný n-úhelník a rozpůlením

středových úhlů vznikl pravidelný 2n-úhelník.

Obr. 2

Na obr. 2 je |SA| = 1, AB je strana vepsaného n-úhelníku, AC a BC strany vepsaného

2n-úhelníku. Jejich délky označme sn a s2n, tj. |AB| = sn a |AC| = |BC| = s2n. Pomocí ele-

mentárních geometrických poznatků zjistíme, že trojúhelníky �ADC a �EAC jsou podobné

(věta „uuu�) a rovněž trojúhelníky �CDB a �CBE jsou podobné (věta „uuu�).10 Z těchto

podobností vyplývají vztahy

|AD|

|CD|
=

|EA|

|CA|
,

|BD|

|CD|
=

|EB|

|CB|
=

|EB|

|CA|
.

Odtud
|AD|+ |BD|

|CD|
=

|EA|+ |EB|

|CA|
=

|AB|

|CA|
,

po dosazení je
2 +

√
4− s2n√

4− s2
2n

=
sn

s2n

a po malé úpravě

(2) s2n =
sn√

2 +
√
4− s2n

.

Nyní je třeba si uvědomit, že s6 = 1; podle předchozího vztahu (2) snadno získáme s12, potom

vypočteme s24, potom s48 a nakonec obdržíme s96. Vypočetli jsme tedy obvod vepsaného

96-úhelníku: 96 · s96.

Obvod kruhu tedy můžeme odhadnout shora obvodem opsaného 96-úhelníka a zdola obvo-

dem vepsaného 96-úhelníka. Pro obvod o kruhu platí:

96 · s96 < o < 192 · t96.

10 Úhly � ADC, � CDB, � BAC, � CAB jsou obvodové úhly ke stejně dlouhému oblouku, a mají tedy stejnou velikost.

Obr. 2

B

C

A D
S

E
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Podle výše uvedených vzorců (1) a (2) lze výpočet přibližné hodnoty obvodu kruhu (resp.

čísla π) provést i na malé kalkulačce. Pro n = 6, 12, 24, 48, 96 dostáváme:

n = 6 3, 000 < π < 3, 464

n = 12 3, 106 < π < 3, 215

n = 24 3, 133 < π < 3, 160

n = 48 3, 139 < π < 3, 146

n = 96 3, 141 < π < 3, 143

Odhadli jsme tedy číslo π s přesností na dvě desetinná místa.

Archimédés však počítal s konkrétními čísly a postupoval po jednotlivých krocích. Od

obvodu opsaného (vepsaného) šestiúhelníku přešel k obvodu opsaného (vepsaného) dvanácti-

úhelníku, a tak postupoval až k 96-úhelníkům. V každém kroku navíc pečlivě zvažoval, zda

počítá dolní nebo horní odhad, a podle toho (v závislosti na tom, zda přičítal, odčítal,

násobil či dělil) volil dolní nebo horní odhad čísla, s nímž právě pracoval.

3.2.2 Poznámky

Archimédův výpočet poměru obvodu a průměru kruhu inspiroval řadu matematiků. Byl to

například Leonardo Pisánský (zvaný též Fibonacci, asi 1170 až 1250), který Archimédův

výpočet zopakoval ve svém díle „Practica geometriae� z roku 1220 nebo 1221. Dospěl

k vymezení hodnoty čísla π nerovnostmi

1440

458
4

9

< π < 1440

458
1

5

a k přibližné hodnotě 864

275

.
= 3, 141 818 ...

Ocitujme příslušnou pasáž:

„. . . erit proportio circulj ad suum dyametrum, sicut 1 440 ad 1
3
458, cum sint in medio inter

4

9
458 et 1

5
458. Sed proportio de 1 440 ad 1

3
458 est sicut triplum unius numerorum ad triplum

alterius, hoc est sicut 4 320 ad 1 375; quorum proportio in minimis numeris est sicut 864 ad

275: sed proportio de 864 ad 275, minus 1
11
, est sicut 1

7
3 ad 1 . . .� ([LP], str. 91)11

Z mnoha úspěšných pokusů o výpočet čísla π připomeňme ještě dva. Perský matematik

a astronom Al-Kashi (14. až 15. stol.), který působil v Samarkandu, vypočetl roku 1429

hodnotu čísla π na 16 desetinných míst a holandský matematik Ludolf van Ceulen (1540–

1610) vypočítal roku 1596 číslo π podle Archimédova vzoru na 20 desetinných míst (došel

k 15 · 237-úhelníku) a roku 1603 na 32 desetinných míst. Při svých výpočtech dospěl až

k 262-úhelníku.12

Populární zdůvodnění Archimédova vztahu P = 1

2
· o · r lze ve škole provést pomocí následu-

jícího obrázku (viz obr. 3). Kruh rozdělíme na n shodných výsečí, které „přeskládáme� do

jakéhosi „křivočarého obdélníka�. Jedna jeho strana je poloměr uvažovaného kruhu, druhá

11 O životě a díle Leonarda Pisánského viz např. [BJ].
12 O historii a výpočtech čísla π viz např. [Ve]. Podrobněji viz [B], [BBB], [EL], [P], [S].

3.2.2  Poznámky
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je polovina obvodu kruhu. Pokud zvětšujeme počet výsečí (tj. číslo n neomezeně roste),

blíží se „křivočarý� obdélník ke skutečnému obdélníku.

Obr. 3

Druhé možné populární vysvětlení spočívá na následujícím obrázku. Kruh „odkutálíme�

tak, aby se jeho obvod „narovnal�. Obsahy jednotlivých kruhových výsečí jsou potom

rovny obsahům trojúhelníků, jejichž základny dohromady dají obvod kruhu a výška je

rovna poloměru.

Obr. 4

Archimédův vtipný výpočet čísla π pomocí aproximace obvodu kruhu obvody pravidel-

ných n-úhelníků (opsaných i vepsaných) můžeme (v modernizované podobě) využít i na

střední škole v matematickém semináři, resp. při zadání projektu. Studenti si zopakují

řadu poznatků základní a střední školy: Thalétova věta, Pýthagorova věta, obvodový úhel,

podobné trojúhelníky, rovnost vhodných dvojic úhlů, úprava algebraického výrazu, práce

s odmocninami atd. Archimédův postup může být proveden na počítači, podnětné bude

programování jednotlivých kroků výpočtu. Lze jej rovněž modifikovat a začít s opsaným

a vepsaným čtvercem a oba postupy a jejich výsledky pak porovnat. Je možno se dokonce

vydat přesně po Archimédových stopách a počítat v jeho duchu horní a dolní odhady.

3.2.3 Objem a povrch koule

Připomeňme nyní výsledky, kterých si Archimédés nejvíce cenil.13 Týkají se vztahu ob-

jemu koule a objemu opsaného válce a vztahu povrchu koule a povrchu opsaného válce.

Archimédés je vyložil jednak ve spise „O kouli a válci�, jednak ve svém „Poselství Eratos-

thenovi o mechanické metodě řešení geometrických úloh�. V obou případech zde hraje

velkou roli koeficient 2
3
. Věnujme se nejprve objemu koule a prezentujme velmi nápaditý

a poučný Archimédův „fyzikální� přístup k tomuto problému.

13 Srovnejme s výše uvedeným citátem z Ciceronových „Tuskulských hovorů�.

Obr. 3

3.2.3  Objem a povrch koule

S

r

Obr. 4
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Věta A. Objem koule je roven dvěma třetinám objemu opsaného válce.

Uvažujme válec o poloměru podstavy r a výšce r, kužel se stejnou podstavou a stejnou

výškou a kouli o poloměru r. Víme-li již, že objem kužele je roven jedné třetině objemu

válce se stejnou základnou a stejnou výškou, pak jsou – podle předchozí věty – objemy

kužele, koule a válce v poměru 1 : 2 : 3.

Dokažme nyní Archimédovo tvrzení o objemu koule, které je vysloveno v předchozí větě.

Vyložme jeho myšlenku využívající rovnováhu na rovnoramenné páce.

Důkaz. Uvažujme kouli o poloměru r, kužel o poloměru podstavy 2r a výšce 2r a válec

o poloměru základny 2r a výšce 2r. Mějme dále rovnoramennou páku AB, která je podepřená

v bodě O. Všechna tři tělesa jsou v prvním okamžiku „navlečena� na jednom rameni páky

(viz obr. 5). Zdůrazněme, že jde o myšlenkový pokus; uvažovaná tělesa zaujímají z velké

části týž prostor, a proto nemohou být současně v poloze znázorněné na obr. 5. Nyní

ukážeme, že objem VV válce ponechaný na původním místě je vyvážen objemem VK koule

a objemem 1

3
VV kužele, které budou zavěšeny v bodě A.

Obr. 5

Uvažujme řez ve vzdálenosti x od bodu O, který prochází všemi třemi uvažovanými tělesy.

Obsah řezu kuželem je πx2, obsah řezu koulí je πx · (2r−x) (podle Eukleidovy věty o výšce),

obsah řezu válcem je π · (2r)2. Zavěsíme-li obsah řezu kuželem a obsah řezu koulí v bodě A,

bude jimi vyvážen obsah řezu válcem ponechaný na místě. Je totiž

[πx2 + πx · (2r − x)] · 2r = π(2r)2 · x.

Označme symbolem VK objem uvažované koule a symbolem VV objem uvažovaného válce.

Sumarizujme nyní všechny obsahy řezů pro všechna x ∈ 〈0, 2r〉. Objemy VK a 1

3
VV koule

a kužele zavěšené v bodě A tedy vyváží objem VV válce ponechaný na místě. Objem válce

Obr. 5

A B

2r

2r

r
S

x

xO
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však můžeme uvažovat soustředěný do jeho těžiště. Rovnováha na páce tedy vypadá takto:

(VK +
1

3
VV ) · 2r = VV · r.

Odtud snadno vypočteme, že

VK =
1

6
VV .

Válec, který je opsán uvažované kouli, má poloměr r a výšku 2r. Jeho objem V je proto

roven jedné čtvrtině objemu VV , tj.

V =
1

4
VV .

Odtud

VK =
2

3
V.

Dokázali jsme tedy, že objem koule je roven dvěma třetinám objemu opsaného válce. Po

dosazení hodnoty objemu válce V = πr2 · 2r dostáváme vzorec pro objem koule:

VK =
4

3
πr3.

Konstanta π, která figuruje ve vzorcích pro obvod a obsah kruhu a ve vzorcích pro objem

a povrch válce, resp. kužele, se tedy objevila i ve vzorci pro objem koule. Nyní ji přeneseme

do vzorce pro povrch koule. Provedeme obdobnou úvahu jako Archimédés pro obvod a obsah

kruhu, kterou vyjádřil vztahem P = 1

2
· o · r.

Věta B. Povrch koule je roven dvěma třetinám povrchu opsaného válce.

Důkaz. Objem koule rozložíme na součet objemů velkého počtu „jehlanů�, jejichž pod-

stavami jsou malé sférické trojúhelníčky pokrývající povrch koule a jejichž společným vr-

cholem je střed koule. Zvětšujeme-li počet uvažovaných jehlanů, tj. pokrýváme-li povrch

koule stále větším počtem menších sférických trojúhelníků, blíží se tvar uvažovaných „jeh-

lanů� tvaru jehlanů skutečných. Objem VK koule je tedy roven (sčítáme přes všechny

jehlany j)

VK =
∑

j

1

3
· Pj · r =

1

3
·
( ∑

j

Pj

)
· r =

1

3
S · r,

kde SK je povrch koule. Podle předešlého je VK = 4

3
πr3, tedy

SK = 4πr2.

Přitom je povrch S opsaného válce vyjádřen vztahem S = 2πr2+2πr ·2r = 6πr2. Povrch koule

je tedy roven dvěma třetinám povrchu opsaného válce.

Povšimněme si ještě, že výraz ve vzorci pro povrch koule získáme zderivováním výrazu ve

vzorci pro objem koule a výraz ve vzorci pro obvod kruhu získáme zderivováním výrazu pro

obsah kruhu. Opačným směrem se dostaneme integrováním.

Využijme při výuce Archimédovy myšlenky. Nenuťme studenty biflovat vzorce pro objem

a povrch koule. Neodkazujme je ani na nejrůznější přehledy vzorců, taháky, tabulky apod.

Snažme se, aby si zapamatovali koeficienty 1
3
a 2
3
a jejich význam pro objem kužele a koule.
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4. Využití matematiky v praxi

Metónova cyklu.

4.1 Zem pisná ší ka

O architektu e

Slunce totiž v dob rovnodennosti p i svém pr chodu Skopcem a Váhami vrhá v místech takové
zem pisné ší e, jako je ím, stín, který m í 8/9 gnómonu. V Athénách má délka stínu 3/4
gnómonu, na Rhodu 5/7, v Tarentu 9/11, v Alexandrii 3/5, p i emž lze na všech ostatních místech
zjistit, že p íroda vytvá í rovnodennostní stín gnómonu všude jinak.

Marcus Vitruvius Pollio: Deset knih o architektu e.
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4.2 Zatm ní Slunce

Zatm ní Slunce nastávají zakrytím M síce…
takže by se správn nem la nazývat zatm ní, ale zakrytí.

Alyattés ke Kyaxarov žádosti Skythy nevydal, takže z toho potom vznikla p tiletá válka mezi Lýdy
a Médy. V t ch letech astokrát zvít zili Médové nad Lýdy, astokrát zase Lýdové nad Médy. Jednou
došlo také k jakési no ní bitv . Když válka trvala se st ídavým št stím, došlo v šestém roce ke
srážce, p i které se stalo, že se po za átku boje pojednou den zm nil v noc. Tuto zm nu dne
p edpov d l Ión m Thalés z Mílétu a stanovil pro ni práv tento rok, ve kterém k ní také došlo.
Když Lýdové a Médové spat ili, že nastala noc místo dne, ustali v boji a ob strany rad ji pospíchaly
uzav ít mír. Mír sjednali syennesis z Kilikie a labynétos z Babylóna. Ti se také postarali o jeho
stvrzení p ísahami a sjednali vzájemné s atky.3

úplné
prstencové

°
uzlových bodech

novu

drakonický m síc
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synodický m síc

Obr. 1 – Zatm ní Slunce

et zové zlomky
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et zový zlomek

konvergenty

Hodnota konvergentu racionálního ísla se od hodnoty liší mén než hodnota kteréhokoli

jiného zlomku , jehož jmenovatel , tj. platí nerovnost
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Ze dvou po sob jdoucích konvergent racionálního ísla má alespo jeden tu vlastnost, že platí

q
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# Výpo et periody zatm ní Slunce

Drakon = 27.212220817
Synod = 29.530588853
x = Drakon / Synod # pom r délky drakonického a synodického m síce
N = 9 # po et konvergent , který se bude po ítat

print('drakonický/synodický m síc, et zový zlomek')
print(x) # tisk zadaného ísla (pro p ehlednost)

# Výpo et et zového zlomku x // 1 je celá ást x (vlastn celo íselné d lení 1)
q = [] # pole q – zde bude uložen et zový zlomek
for i in range(0, N): # x (x//1) je zlomková ást ísla x ( íslo minus jeho celá ást)

q.append( int(x // 1) ) # do et zového zlomku p idáváme jednotlivé leny
x = 1 / ( x – (x//1) ) # zde se tvo í et zový zlomek

print(q) # tisk et zového zlomku
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# Výpo et konvergent K: P jsou itatele, Q jsou jmenovatele
P = [ q[0], q[0]*q[1]+1 ] # první dva konvergenty
Q = [ 1, q[1] ]
for i in range(2, N): # i té konvergenty (i = 2, 3, ..., N)

P.append( q[i]*P[i 1] + P[i 2] ) # p idáváme další itatele a jmenovatele do pole
Q.append( q[i]*Q[i 1] + Q[i 2] )

# Sestavení konvergent do tvaru: itatel P[i] / jmenovatel Q[i]
# Odchylka – rozdíl P[i]*synodických a Q[i]*drakonických m síc v minutách (24*60)
# Délka periody v letech – Synod*P[i] / délkou roku

Konvergenty = []
Odchylka = []
DelkaPeriody = []
for i in range(0, N):

Konvergenty.append( str(P[i]) + ' / ' + str(Q[i]) )
Odchylka.append( (Synod*P[i] Drakon*Q[i]) *24*60 )
DelkaPeriody.append( Synod*P[i] / 365.2421956 )

# Tisk konvergent , p íslušné odchylky a délky periody v letech
print('\nkonvergent' + '\t\t'+ 'odchylka (min.)' + '\t'+ 'délka periody (roky)')

for i in range(0, N):
print( Konvergenty[i] + '\t\t'+ '{0:.7}'.format(Odchylka[i]) + '\t\t'+ '{0:.8}'.format(DelkaPeriody[i]) )

drakonický/synodický m síc, et zový zlomek
0.9214926580861431
[0; 1, 11, 1, 2, 1, 4, 3, 5]

konvergent odchylka (min.) délka periody (roky)
0 / 1 39185.6 0.0
1 / 1 3338.45 0.080852
11 / 12 2462.648 0.88937
12 / 13 875.8017 0.97022
35 / 38 711.0449 2.8298
47 / 51 164.7568 3.8
223 / 242 52.01783 18.03
716 / 777 8.703272 57.89
3803 / 4127 8.501472 307.48
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4.3 Metón v cyklus
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0.9702036149916122
[0; 1, 32, 1, 1, 3, 1, 1, 2, 3, 1, 3]

Konvergent Délka periody (roky): solární Odchylka (hod.)
0 / 1 = 0.0 0.0 708.727272727
1 / 1 = 1.0 0.08333333 21.76606060606
32 / 33 = 0.9696969696969697 2.66666666 12.21333333333
33 / 34 = 0.9705882352941176 2.75 9.552727272727
65 / 67 = 0.9701492537313433 5.416666666 2.660606060606
228 / 235 = 0.9702127659574468 19.0 1.570909090909
293 / 302 = 0.9701986754966887 24.41666666 1.0896969696969
521 / 537 = 0.9702048417132216 43.41666666 0.48121212121212
1335 / 1376 = 0.970203488372093 111.25 0.1272727272727
4526 / 4665 = 0.970203644158628 377.1666666 0.0993939393939

Metón v cyklus
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4.4 Princip satelitní navigace

Navy Navigation Satellite System

Naval Centre for Space Technologies

vypustit 5 bomb do téhož kráteru,
vybudovat levný (tj. pod 10 000 dolar ) systém pro navigaci.

Tab. 1 – Vypoušt ní satelit GPS
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C/A code P code

autorizovaným uživatel m
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