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Nékolik informaci tvodem
Mili ¢tenari, kolegyné a kolegové, ucitelé matematiky!

Matematika a zejména jeji aplikace provazeji kazdého z nas celym zivotem. My, ucitelé, jsme si
toho védomi, ale mnozi lidé jsou presvédceni, Ze ji vlastné nepotiebuji. I ve Skole se zaci ¢asto
ptaji, pro¢ se maji to ¢i ono uéit. A na hodiny matematiky se mnozi z nich viibec netési. Caste¢né
za to muize jisté pretechnizovani naseho Zivota a celkova atmosféra ve spolecnosti, ktera sice
v mnohych dokumentech zdiraznuje dilezitost matematiky a prirodnich véd, ale v praxi je prilis
nepodporuje, protoZe zdanlivé ,neprinaseji primy ekonomicky efekt“. Proto velmi zaleZi na
ucitelich, jejich prehledu o situaci, zplisobu vyuky i velké zasobé materiald, které jim pomohou
duilezité aplikace pravé ,jejich skolni“ matematiky v hodinach vyuzivat.

Tato publikace je patou broZurou, kterou jsme pro vas v ramci projektu pripravili. Na rozdil od
piredchozich - monotematickych - predklada jakysi prifez jejich témat, nékteré ukazky z nich,
ale i dalsi nebo Sirsi pohledy na vybrané aplikace.

V kapitole Geometrie a nas svét prinasime naméty prace souvisejici se
shodnostmi, pokryvanim roviny a délenim téles. Mnohé ulohy zde vybizeji
k samostatné praci zakl, kexperimentovani a vyhledavani materiald.

Zdaraznujeme vyznam grafické komunikace a ukazujeme, jak lze vyuzit praci

s grafy pro posileni mezipredmétovych vztahi.

UZ nazev druhé kapitoly Matematika a budovani finan¢ni gramotnosti
naznacuje, ze jde o téma velmi dilezité pro prakticky zivot. Toho jsou si
védomi i mnozi lidé jinak ,matematiku v zivoté“ prili§ neuznavajici. Podrobny
vyklad suplnym feSenim dloh midze zaujmout nejen studenty, ale i jejich
rodice.

Do historie sméruje kapitola Vyvoj matematiky jako popularizujici stimul.
Podrobnéji se zabyva Archimédem a jeho objevy, které uzce souviseji se
Skolskou geometrii a soucasné s rozvojem matematiky jako védy dilezité i pro
praxi. Sledovat jeho myslenkové ,cesty k objeviim*“ je velmi podnétné (a vybizi
nas k nasledovani na pristupnych drovnich).

Kapitola Vyuziti matematiky v praxi je zaméfena na pouZivdni mate-
matickych metod v astronomii. Od problému se zemépisnou Sirkou a vypocti
zatméni Slunce se dostaneme Kk podstaté satelitni navigace, kterou nyni
pouzivaji bézné ridici aut a sportovci, ale slouzi i armadé a civilnimu letectvu.
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1. Geometrie a nas svet

Kamkoli pohlédneme, tam vidime télesa i Zivé organizmy.
Vnimame jejich tvary, velikost, polohu vii¢i nam i jejich
polohu navzajem. Za v§im, co ndm tento pohled nabizi, jsou
skryty zdroje, z nichZ se postupné rodila geometrie. S jejimi
praktickymi aplikacemi se setkavame denné, ikdyz si to
malokdo uvédomuje. Podivejme se na nékolik takovych
pripadt, které lze s dspéchem vyuZzit nejen pii vyuce, ale

o

i pro samostatnou praci zaki.

1.1 Déleni roviny a prostoru

V geometrii uzZivame mnoho pojm{, které jsou odvozeny z naseho Zivotniho prostoru a ¢innosti.
Hovorime o pirimkach, ale v praxi délime, méfime a sc¢itame laté, mluvime o rovinach, ale
potrebujeme vydlazdit plochu danych tvard a rozmérd, studujeme vlastnosti prostoru, ale
stavari uvazuji, jak z danych stavebnich prvki vytvorit poZadovanou budovu, jak ,v mysli
rozrezat kamen®“, aby se ze ziskanych dili dal sestavit naplanovany oblouk mostu... Matematici
uzivaji terminy jako ,pokryvani roviny“ (teselace, tessellation), budouci inZenyti se ucili
o ,kamenorezu“ (déleni kamene) ¢i obecnéji o ,stereotomii“ (déleni prostoru). Myslenky
matematikl dosahuji do ,nekonecnych dalek a vysokych dimenzi* ale i Skolni geometrie nachazi
rizna uplatnéni vSude, kam jen pohlédneme.

Pokryt rovinu znamena poloZit na ni tolik navzajem se neprekryvajicich rovinnych atvard, aby
kazdy jeji bod leZel pravé v jenom z nich. Tato loha ma mnoho feSeni od uziti nejriznéjsich
divokych tvari az po pravidelné navzajem shodné n-uthelniky. V praxi mizeme pokryt napf. cely
dvorek lomovym (neupravenym) kamenem a Stérkem, zamkovou dlazbou, kombinaci rtiznych
typt dlazdi¢ek apod. Cim vice pravidel si pro tuto praci stanovime, tim vice se blizime k uZiti
shodnosti, podobnosti a obecnéji ornamentu.

Zakladnim znakem ornamentu je zakonité opakovani jednoho ,prvku” tak, aby byla postupné
pokryta cela plocha, ktera je mu urcena. Mize to byt ,nekone¢ny pruh“ (stuha, ozdoba rimsy aj.),
kterému rikame fryz, ,rovina“ (sténa, potisk latky), na niz tvorime tapetu, nebo ,kruhova plocha“
(okno, decka na stolek), pokryta ornamentem zvanym rozeta. Na nasledujicich obrazcich se
miiZeme presvédcit, Ze v naSem prostiredi hraji rizné typy ornamenti velkou roli nejen v uméni.

REIREERE L

Obr. 1 - Fryzy
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Obr. 2 - Tapety a rozety

V hodinach geometrie mizeme velmi dobie vyuZzit ornamenty nejen jako motivaci, ale i jako
vhodné ,shrnujici téma“ k zavére¢nému opakovani uc¢iva o shodnostech ¢i k samostatné praci
74kl. Specialné navrhovani dlazdic je pristupné i zakéim nizsich ro¢niké ZS. Lze vsak zadat
i ulohy velmi obtizné pro stiedni Skoly (napf. tvorbu escherovskych vzorl uzivajicich i kruho-

vou inverzi).

Rizné ,dlazdice” a z nich skladanim vytvorené vzory se snadno navrhuji pomoci vhodnych siti.
Nékolik takovych postuptli vidime zde na obrazku ¢i na pracovnich listech a prilozeném CD.
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Obr. 3 — Tvorba jednoduché dlazby v sitich

Bézné se setkavame nejen s pokryvanim Casti rovin, ale i jinych ploch (plochy valcové, kulové,
povrchy riznych krabicek, fasddy moderni architektury aj.). Celé svétadily jsou ,pokryty*
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zonami politickych vlivli, nebeskou klenbu délili astronomové na oblasti riiznych souhvézdi.
[ samy Zivé organizmy zabiraji urcitd tizemi - ,zivot nemiluje vakuum®. Klasickym pripadem
jsou teritoria sousedicich smecek Selem, jejichz hranice se udrzuji ¢i méni pod tlakem okolnosti
(zména prirodnich podminek, poCetnost a bojovnost populaci aj.).

Tvorbu hranic lze ve Skole nazorné ukazat prikapavanim oleje na hladinu vody v misce.
V kapitole ¢. 1.2 ,Experimentovani pti reSeni uloh“ je vyhledavani takové hranice prevedeno do
jazyka geometrie.

Ulohu obdobnou pokryvani roviny resime v prostoru napi. ve stereometrii, kde réizné
sestavujeme mnohostény, prostorové hlavolamy, dokazujeme shodnost objemil danych téles
jejich rozrezanim a prerovnanim ziskanych dili apod. Ve stavebnictvi miizeme riznymi zptisoby
sestavovat hotové cihly i jiné tvarovky pri vyzdivani stén. Ma-li stavitel na mysli zvlastni tvary
architektury, musi si ¢asto vhodné , dily“ rozkreslit a vyhotovit.
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Obr. 4 — Ukazky kladeni cihel a vyzdivani pilife mostu
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Vytesat kameny spravného tvaru, aby se z nich dal sestavit napt. oblouk nad dveifmi je ponékud
obtiznéjsi nez planovani pokryti roviny. Stavba musi vyhovét nejen pozadavkim geometra
a pripadné ,krasy“, ale musi ctit i fyzikalni zakonitosti - pevnost materialu, vliv gravitace
a technologické moZznosti doby. Velmi zde zaleZi napt. na poloze spar mezi kameny.

Tomuto uméni byl vénovan pri studiu na technice zvlastni predmét ,stereotomie”. Bohatost
reSeni kamenorezu ve stifedovéku muizeme pozorovat nejen na kterémkoli neomitnutém
gotickém chramu, ale i na pilifich mosti. ProtoZe spary mezi kameny jsou vyraznym prvkem,
ktery ovliviiuje celkovy vzhled architektury, objevuji se na fasadach i ,falesné kameny a spary“
od plo$nych psanicek azZ po mohutné plastické ,kamenné zdivo“ na baroknich palacich.
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Obr. 5 — Graficky rozbor kamenofezu opérného kruhového oblouku katedraly a osténi gotického okna

Namét na skupinovy dlouhodoby ,projekt” zdlraznujici mezipredmétové vztahy geometrie -
vytvarné uméni - historie - technika:

Vyfotografujte kamenné portaly ve vasem okoli a pokuste se o geometrickou rekonstrukci jejich
tvaru a rovin, v nichz leZ{ spary mezi jednotlivymi kameny! Urcete stavebn{ sloh a zjistéte stari
budov.

Vytvoite sadu fotografii rozet, které objevite. Ke kaZdé takové rozeté sestrojte jejich
geometricky rozbor (geometrickou sit, popisujici graficky jejich strukturu). Naméty hledejte ve
vasem bézném prostredi.
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1.2 Experimentovani pfi reSeni tloh

Nékteré geometrické ulohy nas primo vybizeji k experimentovani. Je Skoda nevyuzit této
moznosti. Mame zde prilezitost ukazat zZakim rozdil mezi ,praktickym“ a matematickym
pristupem Kk feSeni problém, vyzkouset jejich fantazii a seznamit je se zakladnimi zasadami
takové prace. UkaZzme si to na jediné uloze, ktera se vaze k pokryvani roviny. Jeji vyhodou je, Ze ji

Vo

Ize zadat v rdznych ro¢nicich (i na ZS) a Fesit ji opravdu ,bodové“ nebo vytvorit hypotézu
(pomiiZe Pythagorova véta, piipadné k ovérovani i program GeoGebra) - a skute¢nym dlikazem

pomoci analytické geometrie lze tento proces uzavrit.

Zatneme Ulohou o mravenisti (v broZure Geometrie a nas svét ji stru¢néji najdete na strané 44).
Na louce vznikla soucasné dvé mravenisté X,Y vzdalena od sebe Sest jednotek délky (obr. 6a).
Mravenci z mravenisté X jsou zdatni a rychli, jejich izemi se $iii rovnomérné vsemi sméry. Také
mraveniSté Y se $if{ rovnomérné vSemi sméry, ale posouva své hranice jen s polovi¢ni rychlosti
oproti mravenisti X. Vyznacte hranice mezi témito mravenisti!

a)

<9
<9

b)

Obr. 6 — Mravenisté X a Y — a) zadani, b) feseni ve ¢tvercové siti

Zkusme zformulovat slovné podminku pro body hranice. Studenti objevi bod P (obr. 6b)
a vétsinou i bod Q. To je upozorni, Ze hranice bude mit zajimavy tvar. MiiZzeme jim pripomenout,
Ze teSeni - hrani¢ni ¢ara — musi byt osové soumérna podle primky XY, protoZe je podle ni
,soumérné celé zadani“. (Tento poznatek se ndm hodi pti reSeni mnoha geometrickych dloh.)

Dalsi body lze hledat pomoci prisecikt dvojic kruznic k(X, 2r) a I(Y, r). Uzitim Pythagorovy véty
snadno zjistime, Ze bod M na hledané hranici leZi - vyhovuje podmince: [XM| = 2|YM|. UZitim
GeoGebry lze ,ovérit”, Ze libovolny bod L kruZnice také vyhovuje dané podmince. (Na obr. 6b je
z usecky LX ,odKkrojena usecka délky v a pokynem v GeoGebre ovéiime, Ze takto ziskany bod W
je sttedem usecky XL.

V analytické geometrii mizeme najit rovnici této kruznice (jde o tzv. Apolléniovu kruznici).

Matematika aktivné, aktualné a s aplikacemi 9



1.3 Osova afinita a jeji uziti

Na zakladni Skole se Zaci seznamuji s osovou a stifedovou soumérnosti a posunutim, ale ne
vSichni tam slysi néco o otaceni. Rovnéz pri probirani podobnosti nebyva nyni povinné vylozit
i stejnolehlost. Myslim, Ze to neni v poradku, protoZe uz na ZS ji potiebuji p¥i optice ve fyzice
(ktera se miize ucit kdekoli od 6. do 8. ro¢niku ZS). A Ze ve spole¢nosti, jejiz technicky pokrok byl

zalozen na kole (a vlastnostech otaceni), odchazeji zaci zcela neznali vlastnosti otaceni, je
nepochopitelné.

VSechna shodna zobrazeni zachovavaji velikost a tvar geometrickych utvart. Maji mnoho
spole¢ného (tvori grupu shodnych zobrazeni) a jejich pouZiti v praxi viddme velmi Casto. Je vSak
i mnoho dalSich pomérné jednoduchych zobrazeni, s nimiz se setkdvame v bézném Zivoté.
Jednim z nich je osova afinita.

S osovou afinitou Ize velmi jednodusSe seznamit zaky pomoci osové soumeérnosti, ktera je jejim
specialnim pripadem. Pokud u osové afinity ,nedodrzime piresné“ nékteré z postupt, jimiz
sestrojujeme obrazy jednotlivych bodi, dostaneme riizné osové afinity se zajimavymi
vlastnostmi i aplikacemi. Osova afinita v roviné je pritom velmi jednoduché zobrazeni, které
pochopili i Zaci sedmych trid na Skole v prirodé.

Osova afinita v roviné urcena osou a dvojici bodt, které na ose nelezi, je zobrazeni s témito
vlastnostmi:

e obrazem bodu je bod, obrazem piimky je primka

e vSechny samodruzné body lezi na jediné piimce - na ose afinity

e vSechny piimky urcené bodem nelezicim na ose a jeho obrazem jsou navzajem

rovnobézné (urcuji smér afinity)

e obrazy primek rovnobéznych s osou afinity jsou s ni také rovnobézné

e dvojice rovnobéznych primek se zobrazi na dvojici rovnobéznych primek

e obrazem stiedu usecky je stied obrazu této usecky

Porovname-li soubor téchto vlastnosti s vlastnostmi osové soumérnosti, zjistime, Ze osova
afinita dana svou osou, smérem kolmym k ose a dvojici bodl podle osy soumérnych je pravé nasi
dobfe znamou osovou soumérnosti. Zaci se s ni mohou seznamit Fe$enim tloh na pracovnich
listech, které ji vénujeme.

Skupina osovych afinit je velmi uziteCna pro geometry i vytvarniky. Pomoci osové afinity lze
presné sestrojit obrazy podstav téles (mnohouhelniky, kruznice) ve volném rovnobézném
promitani (obrazky v ucebnicich), konstruovat elipsy i jiné krivky, obrazy rovinnych rezi na
hranolech a valcich, sestrojovat obrazy stind téles, rozsirovat skalu ,dlazdic k pokryvani“ nebo
v pismomalifstvi vytvarné dotvaret napisy. Afinni obrazy pisma a riznych znacek vidime na

vodorovném dopravnim znaceni...
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Osovou afinitu nevédomky uZzivame i pri sestrojovani grafi k-nasobka funkce, je-li dan graf
funkce ptvodni. Také pri zméné velikosti jednotkové useCky na jedné z os x, y bude novy graf
funkce afinnim obrazem ptvodniho grafu. Na obr. 7 je graf ¢asti funkce y = sinx a graf jeiho
dvojnasobku, tj. funkce y = 2sin x. PloSka omezena osou x a grafem druhé funkce ma obsah
dvojnasobny ve srovnani s vysrafovanou ploskou funkce ptvodni.

N\
y R
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~
~
~
: = : >
0 /2 m
y=sinx
y=2sinx

Obr. 7 — Afinni obraz grafu funkce y = sin x

Obecné lze pii zadani afinity osou a dvojici bodd X, X” urcit, v jakém poméru budou obsahy
kazdého utvaru a jeho obrazu. Tak na obr. 8 je obsah K’, obrazu kruhu K, dvojnasobkem obsahu
kruhu K, protoZe vzdalenosti stfedu S a jeho obrazu S od osy afinity jsou v poméru 1 : 2. (Odtud
lze také ukazat, Ze 1ze obsah vnitiku elipsy vypocist podle vzorce S” = mab. Diikaz to ovSem neni.)
Pomér obsahti ¢tyruhelnikii na obrazku 9 je roven 2 : 3.

TI

Obr. 8 — Elipsa jako obraz kruznice k Obr. 9 — Ctyfuhelnik a jeho afinni obraz
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1.4 Graficka komunikace vSude kolem nas

VSe, co nas obklopuje od détstvi, povazujeme za samozrejmost. Dokonce za takovou samo-
ziejmost, Ze si mnohé z toho ani neuvédomujeme. Nenapadne nas prosté o tom premyslet.
Vsichni vime, jak dtlezity je pro nas zivot zrak. Chapeme diilezitost psaného textu i obrazd, vime,
Ze jsme obklopeni reklamou, Ffidime se dopravnimi znackami, hudebnici dovedou ozvucit notovy
part... Ale hledat mezi témito jevy néco spolecného? Proc?

Kdysi jsem pripravovala pro letni skolu uciteld matematiky prednasku, ktera na toto spolecné
chtéla upozornit. Slibila jsem, Ze pohovofim obecné o grafické komunikaci. Shodou nahod tehdy
v poradu CT byla beseda o ,spravném mysleni“ (nemam rada takto slibné nazvy) a jeden
z prispévkl se zabyval tim, Ze takové premysleni o problému musi zacit tzv. myslenkovou
mapou. (Neni to ovSem pravda, cesty naSich myslenek mohou byt mnohem kosatéjsi.) A trochu
jako recesi jsem si takovou mapu stvortila ke své reci (obr. 10). V jednotlivych ,rybni¢cich“ kolem
ustredniho pojmu grafickd komunikace tu plavou slova popisujici oblasti, kde lze néjak predavat
informace zrakem a obrazem. Téch oblasti je samoziejmé mnohem vic, ale i takto vznikla dost
slozita splet ¢ar. Na obr. 11 jsem barevné zvyraznila, cemu se budu ve své predndasce vice
vénovat. Tak vznikl myslim dost prehledny obrazek, z néhoz mohli ucitelé poznat, co je v mém
vystoupeni ceka. Ve svém barevném rozletu jsem pokracovala zvyrazinovanim oblasti
a souvislosti ,druhého radu“ (obr. 12). Modra barva sice obrazek ozivila, ale pro letmou
prohlidku (tj. strucné seznameni s obsahem feci) byl vysledek uz ponékud nepiehledny.

NEDWIM SE 4 7 ME MYLENKY OBEAS 20BLOUDI —--
e ey

Coond>

Obr. 10, 11, 12 — Myslenkové mapy
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Z téchto obrazk mtzeme vyvodit nékolik postrehi:

(1) Graficka komunikace je dtlezita, protoZe se tyka mnoha obort a jevli naseho Zivota.
(2) Barva mize byt nositelem informace.

(3) Je-li néceho moc, je toho prilis, jak se rika. (Obrazek se mize zménit v chaos.)

Grafickou komunikaci je jakékoli zachyceni a predavani informaci pomoci obrazu. Znali ji uz nasi
prapredci rypajici do klry a kosti znacky a obrazky zvére. V nasi dobé jsou diky snadné
reprodukovatelnosti jeji moznosti takika neomezené. Proto jsem jejim nejdilezitéjSim projevim
vénovala v brozuie Geometrie a nas svét [5] obecny text pro ucitele i pouceni pro zaky. (Dale
jsem se tam zabyvala zejména grafy a moznostmi jejich tprav, protozZe se o nich malo mluvi, ale
hojné se s nimi setkdvame. Jejich graficka tprava silné ovliviiuje nas ,dojem"“ z obrazu - tedy to,
co si jako informaci odneseme v paméti. Pravé ,silu obrazu“ Casto vyuziva reklama - a to
i nekalymi prostredky vcetné nekorektné geometricky zpracovanych graft. [ s timto (zne)uzitim
geometrie bychom méli byt vSichni sezndmeni.)

Grafickou komunikaci jsou i geometrické obrazky, zakreslené planimetrické ttvary i obrazy téles
atd. Motivacné vdécné je pokryvani roviny, velmi uZitecnd jako ,lehkd nadstavba“ je osova
afinita. ProtoZe se v brozurce nevénuji vice obraziim stereometrickych téles, uvadim aspon zde
na prikladu, jak graficka iprava proménuje citelnost obrazka nepravidelného jehlanu.

a) b) c) d)

Obr. 13 — Nékolik rGiznych uprav obrazkt téhoz jehlanu

Na obr. 13a vidime deset rizné pospojovanych usecek. Cvicené oko v ném vidi obraz jehlanu, ale
po chvilce prohlizeni znejisti, protoze se mu nabizeji dvé moznosti vykladu vidéného. ]Jde
o nadhled, jak jsme zvykli vlivem Skolnich ucebnic, nebo podhled? Obr. 13b diky trojici
carkovanych car tuto dvojznacnost odstrani. Pro laiky je vSak jesté vhodnéjsi uprava na obr. 13c.
Barevny jehlan je sice nejzajimavéjsi, ale obrazek uz ztraci ¢ast informace. Nepozname, zda se
jedna o trojici trojuhelnikd v roviné ¢i jehlan. A pokud jehlan - tak jaky? Vedeni snahou o ,krasu
Ci zajimavost” jsme cely obraz vlastné zkazili.
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Jestlize jehlan sefrizneme rovinou, miZeme jeho obrazek upravit opét nékolika zpisoby.
Budeme-li povazovat jehlan za ,pevné neprihledné téleso”, vyznacime z pétitihelniku fezu jen
usecky lezici na jeho viditelnych sténach. Miizeme téz horni ¢ast jehlanu odstranit, takze uvidime
obraz rezu, tedy celého pétiahelniku. Dalsi moZnosti (obr. 14) uZzivaji predstavy ,dutého jehlanu“
(reknéme prazdné krabicky tvaru jehlanu). Z obr. 14a je patrné, Ze jde o spodni dil sefiznutého
jehlanu, protoZe jsou zde tence vyznaceny jeho celé hrany. Obr. 14b sice odpovida lépe
skutecnosti (takto bychom opravdu vidéli spodni dil oné krabicky), ale uz by nebylo tak zirejmé,
Ze jde o ¢ast jehlanu. Ony ve skutecnosti pouze pomocné ¢ary z obr. 14a jsou velmi dilezité pro
spravné pochopeni obrazu. (Dilezitost takovych pomocnych ¢ar pro spravné Cteni informaci
z grafl popisuje napft. kapitolka o jejich ipravach v Atlasu geometrie [4].)

Obr. 14a, b — Duté jehlany sefiznuté rovinou

Na zavér mi dovolte nékolik kritickych poznamek o pismu a obecné tpravé pisemnosti. Nyni se
stalo takfka médou znevazovat dulezitost Upravy (rucniho) pisemného projevu. Zacina to
tvrzenim, Ze déti se nemohou naucit slusné psat, pripadné Ze je to vlastné prezitek néco
takového po nich chtit, protoze prece mame pocitace. Pocitace sice mame, ale ne vzdy po ruce
(a hrozim se predstavy, co se stane, aZ jednou ,,nebudou fungovat”), a jejich vytvory jsou vysoce
neosobni. To je jisté dilezité pro verejné dokumenty, ale vlastnoru¢né psany pozdrav je néco
uplné jiného... MiiZete namitnout, Ze jsem staromilec, ale mam i zavazné argumenty, proc¢ by se
ve Skole pismu a celkové Upravé méla vénovat mnohem vétS$i pozornost. Je dokdzano, Ze
rozvijeni motoriky rukou podporuje také rozvoj mozku. Zejména hra na hudebni nastroje od
raného détstvi je velmi prinosna, protoze vyzaduje souhru obou rukou a rozviji spolupraci
mozkovych hemisfér. Pismo samo vyZaduje jemnou motoriku a jeho nacvik ji vyrazné rozviji.
Chce to ovSem cas a trpélivost i diislednost ucitele (i rodict, kteri se bohuzel snazi nerozumné
chranit déti pred jakoukoli naroc¢néjsi ,praci“ s vyjimkou sportu apod.). A peclivost spolu
s trpélivosti budou potiebovat v Zivoté i déti. Musi se tomu nékde ucit.

Slusna uprava psaného textu muze zlepsit jeho ctivost a zdtraznit logické vazby. My, ucitelé
matematiky, vime, jak dilezitd jsou vhodna schémata a upravy stranek pro systematické reseni
tiloh. Casto se ,vyloupne“ obecné feseni pravé ze systematicky zapisovanych postupt nékolika
konkrétnich tloh.
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U prijimacich zkousek na MFF jsem casto vidala, Ze ani zajemci o vysokoskolské studium
nedovedou vhodné logicky rozvrhnout zapisy reSeni na strance (a obc¢as ani precist to, co sami
napsali). Zna¢nou meérou se na tom podili soustavné zneuzivani prili§ ,predkousanych”
pracovnich sesitl a list(, které nejen Ze svou Upravou piimo nuti zaky pouzit jedno urcité resent,
ale naznacuje i kam zapsat vysledek v predtiSténé odpovédi... Jestlize se diive takové pracovni
devatych tiid. (AZ budeme mit ve tiidach na SS Zaky pisici zatim je$té¢ pokusnym pismem
Comenia Script, bude jesté hiire.) Kdo rozezna zacatky a konce slov a vzorc, jestlize uz nyni
studenti nezapisi a neprectou po sobé radné indexy, mocniny a jiné symboly? Tiskaci pismo
obecné vice namaha ruku, plynuld c¢ara je fyziologicky mnohem snadnéjsi nez rada rtznych
kratkych car.) Neméli bychom z ciziny bezhlavé ptejimat ,novinky“, abychom se ji vyrovnali,
abychom ,ucili nové“. Dobry ucitel - pokud mu to systém dovoli - vybira metody, které nejlépe
vyhovuji a jsou perspektivni z dlouhodobého hlediska, nikoli metody ,hlavné nové, netradi¢ni®.
(Rozhodovat by nemélo stari metod, ale jejich UspéSnost.) Také vi, Ze ,okamZity uspéch” neni
zdaleka tak dilezity jako celkové trvalé vzdélani, které si absolventi Skoly odnesou do Zivota.

P i | /b / DT DRSAN THEOHELNIRD-
-7 RE7D ROVINY BMF S VReHL
4 ARCDEFGH ; 80D M IE

SVEDEM ULBORY OB .

Obr. 15 — Pisemna prace maturanta

Jisté jste se pokochali obr. 15 - ipravou pisemné prace maturanta u p¥ijimacich zkousek na VS.
Jak je to s urovni jeho grafické komunikace posud'te sami.
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1.5 Ukazky pracovnich lista
Nekonvexni ctyruhelnikové dlazdice

Zajimavé dlazdice mlzeme vytvaret pomoci Ctvercové, obdélnikové nebo kosodélnikové sité.

UkaZme si jeden z moznych postupi takové prace.

1. Nakreslime sit napt. obdélnikl (viz obr. 1) a na kazdé druhé svislé primce vyznacime, o kolik
»povytdhneme" vrcholy obdélnik, které na téchto svislych primkach lezi.
2. Nakreslime Sikmé strany vSech kosodélniki, které z piivodnich obdélnikl vznikly.

Vv

3. Ve vSech kosodélnicich zakreslime delsi uhlopticku.

Obr. 1 — Konstrukce v obdélnikové siti

Kazdy nekonvexni ctyftuhelnik na obr. 1 se sklada ze dvou trojuhelniki, které patfi dvéma
sousednim kosodélnikiim. Kdyz dlazdice barevné rozlisime, ziskdme zajimavy vzor.

Obr. 2 — Konstrukce v kosodélnikové siti
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Dlazdice odvozené ze ctverce

Pomoci stiredovych soumérnosti lze ze ¢tverce vytvorit dlazdicky roztodivnych tvart. PopiSme si
vznik takové dlazdice pomoci obrazki.

Na obr. 1 jsou zakresleny dvé sousedni Ctvercové dlazdice. Chceme-li dlazdici ABCD upravit na
zajimavéjsi tvar, nebudeme ménit polohu vrchold 4, B, C, D, ale mliZeme zaménit strany za
zajimavéj$i ¢ary nez jsou tsecky. Use¢ku BC miizeme nahradit jen takovou Carou, kterd je
stredové soumérna podle bodu S, stredu usecky BC, aby se k ni dala sousedni dlazdice prilozit.
Také vysrafovany ptlkruh, ktery jsme dlazdici ABCD pridali, byl odkrojen ze sousedni dlazdice
aproto se ji musi vratit. (Obsah plochy dlazdic se pfi téchto proménach musi zachovat.)
Sousedni dlazdice je stfedové soumérna k dlazdici ABCD podle stiedu S. Jeji vrcholy As,Bs,Cs,Ds
jsou obrazy bodt 4, B, C, D.

vivs

Pokud chceme jesté slozitéjsi tvar dlazdice,

D c312° Iy

provedeme totéz s jejimi dalSimi stranami.

Na obr. 2 je tento postup naznacen pro

usecku AB. Stfedem soumeérnosti je bod O. S =

Carkované je vyznafena upravena strana
dlazdice ABCD vnové poloze A° Bo (o Deo.
Celou ctverici téchto dlazdic - tedy i vysled-

& nlﬂ“

5 »*

ny dojem z Casti dlazby - vidime na obr. 3. A

Uloha (1) Navrhnéte ve &tvercové siti po- Obr. 1 - Uprava strany BC dlazdice
dobné dlazdice.

TS

AR ART Mgl
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Obr. 2 — Odvozeni druhé strany dlazdice Obr. 3 — Celkovy vzhled ¢asti dlazby
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Rekonstrukce sité gotického okna

Na obrazku je zakreslena cast okna gotické katedraly. Pokuste se o rekonstrukci jeho geo-
metrické sité!

Obr. 1
Uloha (1) Vyhledejte a vyznacte stiredy viech kruZnic sité.

Uloha (2) Zapiste postup vytvaieni této sité, ktera je dana $ifkou okenniho otvoru. Jednotlivé
prvky peclivé popisujte v textu i na obrazku.

Uloha (3) Vypottéte obsah ,kfivo¢arého trojahelniku (to neni termin geometricky, ale uZiva se
v architekture), jehoz vrcholy splyvaji s vrcholy tfi lomenych obloukt sité. (Porovnejte navzajem
své vysledky. Pokud vychazime zredlného méreni, jsou vzdy jen priblizné. O zptsobech, jak
minimalizovat chyby méreni, jedna cela matematicka disciplina.)

Uloha (4) Navrhnéte barevna skla do okna a obrazek lehce koloruijte.

Rekonstrukce kruZeb lze provadét také zpracovanim fotografii v nékterych grafickych a geo-
metrickych programech (AutoCad, Rhino...)
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Prepocty hodnot na 1000 obyvatel

Nasledujici dva grafy zachycuji tutéz situaci - jednou v ,,absolutnich cislech”, podruhé v prepoctu
na 1000 obyvatel. Prepocty nejsou zkresleny zmeénou celkového poctu obyvatel, vystihuji tedy
realny stav (z hlediska obyvatel) 1épe. VSimnéte si jednotek na svislych osach grafti! Porovnejte
tieba skutec¢ny pocet umrti k vyznamnému vrcholu (4) - pruskorakouska valka - s idajem téhoz
v prepoctu. Z téchto dvou udaji lze odvodit celkovy pocet obyvatel nasich zemi v této dobé.

Piirozeny pohyb obyvatelstva na izemi Ceské republiky od roku 1785
tisic A - absolutni data

350- @ @ @

narozeni
zemfell

“on
0 + v )
1800 1850 1900 1950 1994
Rok
promile B - pfepoéet na 1000 obyvatel

60

50

narozeni

40 - zemieli

30

20

0 HHHHHHHHHHH HHHHHH HHHHH HH + HHHHHHHHHHH HHHHHHHHHHHHHH
1785 18’00 1850 1900 1950 1994

1 epidemie nestovic, 2 podatek poklesu shateénosti, 3 epidemie cholery, 4 prusko-rakouska valka a epidemie cholery, 5 podatek
poklesu plodnosti, 6 poéatek poklesu imrtnosti, 7 prvni svétova valka, 8 hospodarska krize, 9 vzestup siate¢nosti a ,baby-boom*,
10 odsun Némct, 11 natalitni vina
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Polarni grafy

Situace, které se opakuji v pravidelnych intervalech, je mozné znazornit tzv. polarnim grafem.
Jde napt. o priimérné srazky namérené v jednotlivych mésicich za n rokd, ro¢ni (primeérny)
chod teplot ap. (Radu takovych tidajii najdete v zemépisném atlase pro stiedni $koly.)

Na naSem obrazku jsou na polopiimKky vychazejici z pocatku vyneseny pocty narozenych, sinatki
a umrti v jednotlivych mésicich rokd. Kazdy z téchto udaji je aritmetickym primérem poctt 50
zjisténych udalosti z let 1750-1799. Pripominam, Ze v této dobé veétSina obyvatel Zila na
venkové a zila v podstaté ,bez rezerv‘ v hospodarstvi. Zimni amrti byla zpravidla zplisobena
nedostatkem stravy. Naproti tomu snatky (diky katolickému venkovu) byly ovlivnény cirkevnim
kalendarem (v adventu a pistu pred velikonocemi svatba neptipadala v ivahu) a letni usilovnou
praci na polich.

Sezonnost demografickych jevi v Cechach v letech 1750-1799

narozeni snatky
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250
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Uloha (1) Sestrojte na zakladé takového grafu graf sloupkovy (stejné jako v atlase). Nezapo-
minejte, Ze lomend Cara ohranicujici ,vnitrek grafu“ nic nevypovida. Slouzi pouze k tomu,
abychom snadnéji nasli vyznacené hodnoty pro jednotlivé mésice.

Uloha (2) Vyhledejte v atlase sloupkovy graf primérnych de$tovych srazek béhem roku a se-
strojte jemu odpovidajici graf polarni.
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Stromy zivota

Zajimavy celkovy prehled o sloZeni spolecnosti s prihlédnutim k pohlavi, véku a rodinného stavu
umoznuje grafické znazornéni, jemuz se nékdy rika strom zivota. K jeho sestaveni je zapotiebi
provést nejprve diikladné statistické zjistovani: scitani obyvatel, které v soucasné dobé
organizuje statisticky urad nasi republiky. Soucasné se vzdy provadi i sbér dalSich dat (narod-
nost, bydlisté, vybaveni domacnosti atd.), ktera se dale zpracovavaji pro potreby planovani ap.

Strom Zivota na obrazku popisuje obyvatelstvo k roku 1991. V tomto roce Zilo v nasi republice
zhruba 65 tisic chlapct mladsich jednoho roku a jen o malo méné stejné starych dévcat. To nam
tika nejnizsi vodorovna vrstvic¢ka v grafu. Porovnanim pravé a levé strany stromu zivota rychle
zjistime napf. Ze svobodnych tficetiletych muzi bylo vice neZ svobodnych Zen téhoz véku, Ze
mezi penzisty prevazuji zeny, Ze zhruba od roku 1975 klesala porodnost (rodilo se roc¢né stale

méné déti) a mnoho jinych zajimavosti.

Uloha (1) Vezméte si pri-

hledné pravitko a priloZte b

ho vodorovné tak, abyste
spravné odhadli pocty
sedmdesatiletych muzl

azen. Muzd i Zen jen o 2
roky starSich je mnohem = MUZ

méné. Zjistéte, co by mohlo

byt pricinou tohoto napad-
ného ubytku!

Uloha (2) Pripomeiite si
historické udalosti 20. sto-

leti a zjistéte, jak ovlivnily

tvar stromu Zivota.

Uloha (3) Vyhledejte na
grafu roky narozeni rodict
a zjistéte, kolik lidi tehdy
vnaSich zemich (Cechy,
Morava) zilo.

140 120 100 8 60 40 20 O 20 40 60 8 100 120 140
Uloha (4) Umite z grafu Tisice

VI Maw v @ svobodni M Zenati H rozvedeni M ovdoveli
vycist jesté néco? svobodné vdané rozvedené ovdovélé
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Mnohem vice nez z ,jednoho stromu“

100
(tedy z jednoho statistického Setfeni) . 1880
miiZeme zjistit porovnanim vétsiho %
poCtu Setreni z rlznych let. Pro zaji- &
mavost jsou zde jeSté grafy pro roky % : J
1930 a 1880. I TENY
70
65
Uloha (5) Graf pro rok 1880 ma zhruba e "
tvar rovnoramenného trojuhelniku. 5 i |
Porovnejte pocty novorozenci a déti g -
jednoletych! (Velkd détskd umrtnost!) w0
Lze nécim zdlvodnit skokové naristy »
pocCtu lidi padesati a Sedesatiletych? 23:
(Prolistujte ucebnice déjepisu!) V pod- 2
staté ale zde populace starne prirozené. 15
Graf svédci o celkem konstantnich pod- "
minkéch k Zivotu, )
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Uloha (6) Porodnost v roce 1930 byla Bsvobodni  Mzenati  Mrozvedeni  Movdovali
svobodné vdané rozvedené ovdovélé

mens$i neZ v roce 1880. Nejndpadnéjsi na
tvaru grafu je jeho ,vykousnuti, obraz

krizového obdobi pro spolecnost. Cim 100
bylo zpisobeno? Takovd nerovnomér- o
Vi vz 7 o 7 7 20
nost prinasi dale riizné problémy hospo-
85
darské i sociologické. %
™ MU NY
Uloha (7) Strom zivota pro rok 1991 je o
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2. Matematika a budovani
finan¢ni gramotnosti

Finan¢ni gramotnost je soubor znalosti, dovednosti a hod-
notovych postoji obcana nezbytnych k tomu, aby finan¢né
zabezpeCil sebe a svou rodinu vsoucasné spolecnosti
a aktivné vystupoval na trhu finan¢nich produktd a sluzeb.
Financ¢né gramotny obcan se orientuje v problematice penéz
a cen a je schopen odpovédné spravovat osobni a rodinny
rozpocet, vcetné spravy financ¢nich aktiv a financnich
zavazki s ohledem na ménici se Zivotni situace.

2.1 Slozky financni gramotnosti

Finané¢ni gramotnost se sklada ze ti{ sloZek:
e penézni gramotnosti
e cenové gramotnosti

e rozpoctové gramotnosti

PenéZni gramotnost zahrnuje kompetence nutné pro spravu hotovostnich a bezhotovostnich
penéz a transakci s nimi. Jedna se naptiklad o kontrolu faktur, vyuctovani sluzeb za elektrickou
energii, plyn, telefon, internet, o kontrolu vypisi zbankovnich uctli, stavebniho sporeni,
dichodového ¢i zivotniho pripojisténi. K dilezitym transakcim s penézi, se kterymi se zak ve
svém zivoté miliZe setkat, patii také sména korun za zahrani¢ni ménu.

Cenova gramotnost vymezuje kompetence nezbytné pro porozuméni cenovym mechanismiim
ainflaci. Soucasti této slozky je porozuméni cené jako souctu nakladi, zisku a DPH a jejim
zménam v souvislosti s mistem a casovym obdobim. V této souvislosti je dilezité u zaka rozvijet
dovednost rozpoznavat bézné cenové triky. Jedna se naptiklad o slevy zbozi typu ,sleva na
vybrané druhy zbozi“ (sleva se vétSinou tyka jen neatraktivniho zbozi ¢i malé ¢asti sortimentu),
»sleva 30 % az 70 %"“ (vétsina zboZi je zlevnéna jen o 30 %), ,sleva az o 70 %" (nékteré druhy
zboZi nejsou zlevnény, mohou byt dokonce zdrazeny). Dalsim prikladem cenovych lakadel jsou
»cena od“ (cena nejzakladnéjsi verze automobilu, cena zajezdu mimo sezoénu), ,dva za cenu
jednoho®, (blizici se konec spotiebni lhiity, neprodejnost vyrobku), ,,1+1“ (neprodejnost druhého

vyrobku).

S tématem slev souvisi rovnéZ porozuméni vztahu mezi vysi slevy a cenou zboZi pred zlevnénim
(mensi sleva z nizsiho zakladu v jedné prodejné miiZze byt vyhodnéjsi nez vétsi sleva z vyssiho
zakladu ve druhé prodejné). Opatrnost je na misté i pii nabizeni vyrobku ¢i sluzby bez uvedeni
DPH (zvySeni konec¢né ceny).
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Rozpoctova gramotnost je zaloZzena na kompetencich nezbytnych pro spravu osobniho
arodinného rozpoctu, financnich aktiv (napft. vklad{, investic a pojisténi) a finan¢nich zavazku
(napf. uvérd, koupé na splatky nebo leasingu). To predpoklada orientaci na trhu financnich
produktii a sluzeb, schopnost mezi sebou jednotlivé produkty ¢i sluzby porovnavat a volit ty
nejvhodnéjsi s ohledem na konkrétni Zivotnf situaci.

Jednotlivé slozky finan¢ni gramotnosti se na stredni Skole prolinaji vriznych vzdélavacich
oblastech. Matematika a jeji aplikace by se méla zamérit zejména na rozvijeni rozpoctové
gramotnosti, nebot’ zde se uplatni matematicky aparat pro Siroky repertoar uloh spadajicich do
finanéni matematiky. V dalSim textu se proto soustredime na razné okruhy problémi
z rozpocCtové gramotnosti, uvedeme i konkrétni ilustrace.

vvvvv

e http://www.msmt.cz/vzdelavani/system-budovani-financni-gramotnosti-na-
zakladnich-a-strednich-skolach
e http://digifolio.rvp.cz/view/view.php?id=2939

2.2 Urokova sazba a urok

Zakladnim predpokladem pro uspésné reSeni uloh ze svéta financni matematiky je pochopeni
pojmu urokova sazba, irok a dan z troku.

Urok je ¢astka, kterou ziskava véfitel od dluznika jako odménu za ptjéeni penéz.

Ro¢ni arokova sazba (irokova mira) odpovida podilu droku ziskaného za rok a zaptjceného
kapitalu. Vyjadruje se v procentech nebo ve tvaru desetinného cisla.

Dan z uroku je procentualni cast uroku, jejiz vysi stanovuje pro jednotlivé vkladové produkty
stat a ktera se také statu odvadi.

Dalsimi diilezitymi pojmy jsou urokova doba a irokovaci obdobi.

Urokova doba je ¢asovy tisek, po ktery je kapital (vklad, resp. Givér) trocen.
Urokovaci obdobi je ¢asovy tisek mezi dvéma bezprostfedné po sobé nasledujicimi tiro¢enimi.

Financni instituce pri vypoctech aroku uzivaji riizné financ¢ni standardy. V celé kapitole budeme
pouzivat standard 30E/360, ve kterém ma kazdy finan¢ni mésic 30 dni a finan¢ni rok 360 dni.
Tento standard je pro odvozeni vzorcl a vypocty nejjednodussi.

Nyni se zaméiime na terminované vklady a ukazeme si, co ovliviiuje vysi tirokové sazby, a tedy
i arok. U terminovanych vkladi se vZdy uvadi doba jejich splatnosti.

Doba splatnosti vkladu je doba, po jejimz ukonceni je véritel opravnén ziskat od dluznika
zapujCeny kapital zpét.
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Terminovany vklad (terminovany tucet) je typ vkladu, jehoz doba splatnosti miize byt nékolik
dnt az nékolik let.
Dan z troku pro terminované vklady ¢ini 15 %.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny rocni tirokové sazby v zavislosti na vysi vloZzeného kapitalu
aurokové dobé. Predpokladame, Ze banka uroci vzdy pouze jednou, v den splatnosti vkladu.
Vzhledem k tomu, Ze uvedené urokové sazby jsou rocni, je treba pri vypoctu uroku pocitat
s odpovidajici ¢asti roku, atedy i s ¢asti arokové sazby (napt. pii rocni urokové sazbé i a pii

p p v < s o il ML e ; l
urokové dobé 6 mésicli je odpovidajici ¢asti urokové sazby E ).

Tab. 1 - Terminovany vklad

Terminovany vklad
1. pasmo 2. pasmo 3. pasmo 4. pasmo
Urokova od 150 000 K¢ od 500 000 K¢ od 1 000 000 K¢
doba do 149 999 K¢ do 499 999 K& do 999 999 K&

1 mésic 0,20 0,25 0,30 0,30

3 mésice 0,25 0,30 0,35 0,40
6 mésictl 0,40 0,50 0,55 0,65
9 mésici 0,60 0,70 0,75 0,80
12 mésici 0,85 0,85 0,90 1,00

Z tabulky je vidét, Ze urokova sazba je podle vyse vkladu rozdélena do ¢ty pasem. Pri pirechodu
do vyssiho pasma se urokova sazba zvySuje nebo zistava aspon stejnd. Banka tim ocenuje
vkladatele, ktefi ptichazeji svysSim kapitdlem. Nasledujici ilustrace nazorné ukazuje ,skok”
uroku z vlozeného kapitalu pii prechodu do vyssiho pasma.

Ilustrace
Pokud Klient ulozZi na terminovany vklad na 6 mésici ¢astku 149 999 K¢, ¢ini urok u pred
zdanénim a po zaokrouhleni na halére

u =M-149 999 K¢ = 300,00 K¢

aurok u’ po zdanéni a zaokrouhleni na haléie

0,004 0

u'=0,85- -149 999 K¢ =255,00 K.

Vlozi-li o korunu vice, tj. 150 000 K¢, ¢ini drok po zdanéni

0:0050. 56 009 ke = 318,75 ke

u'=0,85-
Rozdil v irocich po zdanéni tedy cini 63,75 K¢.

Obrazky 1 a 2 na néasledujici strané zachycuji zavislost irokové sazby i a aroku #' po zdanéni na
vlozené Castce (Udaje jsou vztazeny k tab. 1).
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Dalsim parametrem, ktery ovliviiuje vysi drokové sazby, a tedy i uroku, je urokova doba.
Z tabulky 1 je opét vidét, Ze s rostouci urokovou dobou se v kazdém pasmu zvySuje urokova
sazba. Dlivodem je skutecCnost, Ze banka miiZe disponovat s penézi vkladatele po delsi dobu.
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Obr. 1 - Zavislost urokové sazby i na vloZené ¢astce pro urokovou dobu 6 mésict
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Obr. 2 — Zavislost zdanéného uroku u’ na vloZené éastce pro trokovou dobu 6 mésicti

Z tabulky 1 je vidét, Ze uvedené urokové sazby jsou pomérné nizké a nepokryvaji v soucasné
dobé ani inflaci. Realna urokova mira je pak nizsi nez mira inflace a realnd hodnota vloZeného
kapitalu ve skutecnosti klesa.

Inflace je znehodnocovani mény zptsobené riistem cen.
Realna urokova mira i- je Urokova mira, ktera je pri nizkych hodnotach miry inflace i; a pti
dani z troku d % dana vztahem
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kde i je ro¢ni urokova sazba (tzv. nominalni irokova sazba, kterou udavaji banky). Z vyse realné
urokové miry lze usoudit, zda hodnota vloZzeného kapitdlu redlné vzroste (ajde tedy skutecné
o zisk), nebo zda redlné poklesne (a jde tedy o ztratu).

Terminované vklady predstavuji pro obcana bezpecné ulozeni penéz. ZaloZeni terminovaného
vkladu vSak casto pro vkladatele znamend, Ze vlozeny kapital ani jeho ¢ast nemiiZe bez sankci
predcasné vyzvednout.

Sankce (sankc¢ni poplatek) u terminovanych vkladi je poplatek, ktery odvede majitel vkladu
bance pti nedodrzeni podminek vkladu (tj. pti predcasném vybéru).

Ilustrace

Klient ulozil na terminovany vklad na 6 meésict ¢astku 150 000 K¢ s urokovou sazbou 0,50 %. Po
3 mésicich zjistil, Ze vloZzené penize nutné potrebuje, a rozhodl se penize predCasné vybrat
a prevést je na bézny ucet. Sankce za predcasny vybér Cini 1,50 % z vybirané ¢astky. Banka
nejdrive klientovi vklad ztaro¢i a zdani (pocita s jednou ctvrtinou uvedené drokové sazby):

0,0050

u'=0,85- -150 000 K¢ =159,38 K¢
Urok po zdanénf{ ¢inf 159, 38 K¢.
Nasledné banka vypocita sank¢ni poplatek s:
s =150 000 K¢-0,015 =2 250 K¢
Klient tedy dostane
150 000 K¢ + 159,38 K¢ - 2 250 K¢ = 147 909,38 K¢.
Klient tak misto zisku ma ztratu ve vysi 2 090,62 Kc¢.

Nékteré banky v dané situaci nepozaduji nutné sankéni poplatek, ale nabizeji klientovi na
zbyvajici dobu do dne splatnosti avér, ktery je garantovan prisluSnym terminovanym vkladem.

Ilustrace

Klient ulozil na terminovany vklad na 6 mésict ¢astku 150 000 K¢ s urokovou sazbou 0,50 %. Po
3 mésicich zjistil, Ze vloZené penize nutné pottrebuje, a rozhodl se penize predcasné vybrat
a prevést je na bézny ucet. Banka nabidla klientovi uvér ve vysi 150 000 K¢ na dobu tfi mésicti
s urokovou sazbou 13 %. Predpoklada se, Ze banka droc¢i pouze jednou, a to v den splatnosti
uvéru.

Na konci Sestého mésice banka terminovany vklad zaroci a urok zdani:

0,0050

u'=0,85- 150 000 K¢ = 318,75 K¢

Dale banka vypocita trok z tvéru:

u= 0’13-150 000 K¢ =4 875K¢

Klient tedy dostane
150 000 K¢ + 318,75 K¢ - 4 875 K¢ = 145 443,75 K¢.
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Ztrata Klienta je vyssi nez v prvnim pripadé, ¢ini 4 556,25 KC¢.

V posledni ilustraci jsme neuvazovali Zadné poplatky za zrizeni a vedeni ivéru, ve skutecnosti by
byla ztrata jesté vyssi.

Dalsi informace jsou dostupné napiiklad na téchto strankach:
e http://www.mesec.cz/sporeni/terminovane-vklady/pruvodce/
e http://www.finance.cz/ucty-a-sporeni/terminovane-vklady/
e http://www.penize.cz/terminovane-vklady

2.3 Jednoduché a slozené uroceni

Dilezitou soucasti finantni gramotnosti je pochopeni podstaty jednoduchého uroceni

a slozeného uroceni a odliSnosti mezi nimi.

Jednoduché tiroceni je zplsob uroceni, pii kterém se urok na konci kazdého urokovaciho
obdobi pocita z pocatecniho kapitalu.

Pro urok u, pred zdanénim, urok u/ po zdanéni a vysledny kapitdl K, na konci n-tého
urokovaciho obdobf pfi jednoduchém troceni a pti standardu 30E/360 plati tyto vzorce:

.t
u,=i-—-K,-n

! 360

Pritom
Ko je pocatecni kapital,
i je ro¢ni Urokova sazba ve tvaru desetinného ¢isla,

100 — d
k je zdanovaci koeficient (k= ————, kde d je dan z Groku vyjadiena v procentech),

tje pocet dni urokovaciho obdobi,
n je poCet urokovacich obdobi.

SloZené troceni je zplisob uroceni, pri kterém se trok na konci kazdého urokovaciho obdobi
pricita k jiz dosazené hodnoté kapitalu a spolu s nim se dale troci.

Pro vysledny kapitdl K, na konci n-tého urokovactho obdobi pfi slozeném uroleni a pri
standardu 30E/360 plati tento vzorec:

Kn:KO-(1+k-i-ﬁj

Symboly Ky, i, k, t a n maji stejny vyznam jako ve vzorci pro K, piijednoduchém uroceni.
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Rozdily mezi jednoduchym trocenim a sloZenym urocenim lze ilustrovat na prikladeé.

Ilustrace
Petr (véritel) ptjcuje Pavlovi (dluznikovi) 100 K¢ na dva roky. Jako odménu bude chtit za kazdy
rok 10 % z dluhu. Petr splati cely dluh i s troky aZ na konci druhého roku. Kolik to bude korun
celkem?
Jsou dvé moznosti:
e Petr oCekava na konci prvniho i druhého roku 10 % z ptij¢ené ¢astky, tj. 10 K¢. Celkové
tedy Pavel bude vracet Petrovi na konci druhého roku 120 K¢.
e Petr pocita s tim, Ze na konci prvniho roku vzroste dluh na 110 K¢, arok z této ¢astky Cini
na konci druhého roku 11 K¢. Pavel by musel vratit Petrovi na konci druhého roku
121 K¢.

V uvedené ilustraci jde v prvnim pripadé o jednoduché troceni (trok se stale pocita z vloZeného
kapitalu), ve druhém pripadé se jedna o sloZené troceni (Urok se na konci prvniho roku pficita
k vloZenému kapitalu a spolu s nim se dale turoci).

Pri reseni konkrétnich uloh z oblasti vkladi a tveérd je treba zjistit, zda se v dané situaci jedna
o jednoduché ¢i sloZené tiroceni. Typickym piikladem vyuziti jednoduchého droceni v praxi jsou
dluhopisy. Dluhopisy jsou prikladem cennych papird.

Cenny papir je listina i listinu nahrazujici zaznam, s nimz je svazana urcitd hodnota, majetek
a majetkovy prospéch.

Pri investovani do cennych papiri se obvykle namisto o troku pied zdanénim a uroku po
zdanéni hovoii o hrubém vynosu a ¢istém vynosu. Namisto terminu Urokova sazba se uziva
Castéji mira vynosu (nebo mira vynosnosti, vynosnost, vynosové procento, vykon apod.).
Dluhopis (obligace) je cenny papir, kterym se dluznik vydavajici tento papir zavazuje jeho
majiteli, Ze mu splati dluZznou castku vcCetné odpovidajictho uUroku, a to ve stanovenych
terminech. Dluhopisy lze délit podle dluznika na statni, komunadlni, korporatni (podnikové),
bankovni.

Ilustrace
Klient zakoupil 5leté dluhopisy po jedné koruné, celkem za 50 000 K¢. Z urokl se vtomto
pripadé dan neplati. Ro¢ni irokové sazby (miry vynosu) jsou uvedeny v tabulce 2.

Tab. 2 — Urokova sazba dluhopisu

5lety dluhopis
Obdobi Urokova sazba
Prvni rok 1,00 %
Druhy rok 2,00 %
Treti rok 3,00 %
Ctvrty rok 4,50 %
Paty rok 6,00 %
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Na konci kazdého roku bude klient po dobu 5 let dostavat na bézny ucet urok z vlozené castky, tj.
z 50 000 K&. Na konci patého roku obdrzi spolu s irokem (vynosem) i vlozeny kapital.

Na konci prvniho roku ziska 500 K¢, na konci druhého roku 1 000 K¢, na konci tietiho roku
1 500 K¢, na konci ¢tvrtého roku 2 250 K¢ a na konci patého roku obdrzi 53 000 K¢. Celkovy zisk
je 8 250 K¢. (Primérna ro¢ni mira vynosu je 3,3 %.)

Nékteré dluhopisy mohou byt diskontované. Kvysvétleni tohoto pojmu je treba nejdiive
vysvétlit, co je diskont a diskontni sazba.

Diskont je urok, ktery se nevztahuje k pocate¢nimu kapitalu, ale ke splatné Castce, tj. k ¢astce,
kterou dluznik vyplaci vériteli na konci tirokové doby.
Diskontni sazba je irokova sazba vazana na splatnou c¢astku.

Vysvétlime si tyto pojmy pomoci jednoduché ilustrace.

Ilustrace
Petr si opét potirebuje plijcit od Pavla 100 K¢, tentokrat na rok.
Jsou dva mozné pripady.
e Pavel ptijci Petrovi 100 K¢ s urokovou sazbou 10 % na jeden rok. Po roce obdrzi od Petra
110 K¢.
e Pavel si ponecha 10 % z poZadované castky 100 K¢ a piijci Petrovi jen 90 K¢. Po jednom
roce obdrzi od Petra 100 KC. (Zde jde o diskontni sazbu vztazenou k cilové castce
100 K¢.)
V obou pripadech je sazba 10 %, ale vztahuje se k riznym zakladiim. Vyhodnéjsi je pro Pavla
(véritele) diskontni sazba, nebot pijcuje mensi castku a pritom odména 10 K¢ je stejna jako
v prvnim pripadé.

Petr je vdruhém pripadé pravem nespokojen. Chtél si piijcit 100 K¢ a dostal jen 90 K¢. O kolik
korun musi pozadat Pavla, aby skutecné 100 K¢ obdrzel?
KdyZ pozada o x K¢, dostane 0,9x K¢ a mélo by platit
0,9x =100,

odkud je

x=111,111...
Staci, aby Petr pozadal o 111 K¢. Pokud Pavel zaokrouhluje podle matematickych pravidel, na
vyplatu 100 K¢ to staci.

Nyni uz miizeme pristoupit k feseni realné ulohy tykajici se diskontovaného dluhopisu.

Ilustrace

Prvni klient zakoupil jednolety dluhopis za 50 000 K¢ s trokovou sazbou 2 %.

Druhy klient zakoupil jednolety diskontovany dluhopis o celkové hodnoté 50 000 K¢ s diskontni
sazbou 2 %.

V obou pripadech ¢inila dan z troku 15 %.
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e Prvni klient po roce obdrzel 50 000 K¢ a zdanény urok:
u'=0,85-0,02-50 000 K¢ =850 K¢

Na konci roku tedy obdrzel 50 850 K¢.
e Druhy klient pti koupi zaplatil

(1,00 — 0,02)-50 000 K¢ =49 000 Ke.

Urok pied zdanénim ¢&inil 1 000 K& po zdanéni 850 K& Na konci roku tak druhy klient
obdrzel ¢astku 49 850 KC¢.

Zisk obou klientt je stejny, druhy klient jej vsak ziskal z nizSiho vkladu. Diskontni sazba 2 % je
pro véritele vyhodnéjsi nez urokova sazba 2 %.

Jednim z charakteristickych prikladi uziti sloZeného turocCeni v praxi je terminovany vklad
s revolvingem (s opakovanim).

Terminovany vklad s revolvingem (s opakovanim) je typ terminovaného vkladu, ktery je
automaticky obnovovan, pokud neni vypovézen.

Ilustrace

Klient vlozil na terminovany vklad s revolvingem na 1 mésic ¢astku 150 000 K¢. Terminovany
vklad je tedy automaticky obnovovan vzdy po jednom mésici, pokud klient nepozada o ukoncéeni
vkladu. Dan z aroku je 15 %.

Klient vypovédél vklad po 6 mésicich, po celou dobu byla trokova sazba neménna a cinila
0,25 %.

Jedna se o slozené uroceni v délce 6 mési¢nich irokovacich obdobi, irokova sazba ¢ini v kazdém
tomto obdobi jednu dvanactinu z 0,25 %. Pro vysledny kapital plati:

0,002 5

. \06 6
K, =K, -(1 + o,ss-éj =150 000 Ké-(l +0,85- j =150 159,45 K&

Zisk klienta je 159,45 K¢.

V predchozi ilustraci byla urokova sazba po celou dobu neménna. V praxi tomu vsak casto
nebyva, irokova sazba se mliZe v jednotlivych urokovacich obdobich ménit.

Ilustrace
Uvazujme predchozi situaci sjedinou zménou. V prvnim a druhém meésici byla arokova sazba
0,25 %, ve tietim az Sestém mésici se snizila na 0,15 %. Vysledny kapital vypocitame takto:

2 4
K, =150 000 Kc‘:-(l +0,85- 0’01022 5) - (1 +0,.85- 0’(1(;1 5) =150 116,91 K¢

Zisk klienta je mensi nez v predchozim piipadé, ¢ini 116,91 K¢.
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e http://cs.wikipedia.org/wiki/Dluhopis
e http://www.penize.cz/15922-cleneni-dluhopisu
e http://www.sporicidluhopisycr.cz/cs/

2.4 Investice
V této Casti se zaméiime na dva typy investic: na podilové listy a na akcie.

Podilovy list patii mezi cenné papiry, které vydavaji investi¢ni spolecnosti. Vydavanim
podilovych listd shromazduji investi¢ni spolecnosti penézni prostredky v podilovych fondech.
Majitelé podilovych listd maji pravo na odpovidajici podil majetku v podilovém fondu a pravo
podilet se na ziscich ziskanych zhodnocenim tohoto majetku.

Podilovy fond vytvari a obhospodaruje investicni spolecnost za ucCelem kolektivniho
investovani. Zakladni princip podilovych fondi spociva vtom, Ze vétsi pocet investord sveéri
spravu svych prostredkt investi¢ni spoleCnosti, ktera fond spravuje a zhodnocuje. Podstatné je,
Ze pri kolektivnim investovani mohou investori vkladat nizké ¢astky.

Otevireny podilovy fond je podilovy fond, ktery nemad omezen pocet vydavanych podilovych
listd, vlastnici podilovych list maji pravo na jejich odkoupeni investi¢ni spolec¢nosti.

Kurz podilového listu je hodnota, za kterou lze podilovy list prodat nebo koupit.

Portfolio je sestava cennych papirt, které jsou v majetku podilového fondu.

Typy podilovych fondii podle obsahu portfolia délime na fondy penézniho trhu, smisené fondy,
dluhopisové fondy, akciové fondy a fondy fondl. Obecné plati, Ze ¢im vyssi jsou vynosy fondu,
tim vy$si je mira rizika.

Ilustrace
Nasledujici kruhovy diagram na obr. 3 ukazuje portfolio jednoho otevieného podilového fondu,
graf na obr. 4 znazornuje vyvoj kurzu podilového listu v Case za jeden rok.

1,25 -
Vklady
A AN
u bank Dluhopisy 1,20 W
8% 33%
° 1,15 v

n/
Akcie o V

59% 0595 L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) T T
31.3. 30. 6. 30.9. 31.12.

Obr. 3 - Portfolio podilového fondu Obr. 4 — Vyvoj kurzu podilového listu v ¢ase
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U terminovanych vkladi je predem dana urokova sazba (kladnd), a tedy i kladny zisk,
u podilovych fondl tomu tak neni. Zde muize dochazet ke zna¢nému kolisani vynosnosti (zvlasté
u akciovych fondi) jak smérem nahoru, tak dolt.

Minulé ani soucasna vykonnost fondu nezarucuje vykonnost budouci. Investice do podilovych
listd v sobé obsahuje riziko kolisani aktudlni hodnoty investované ¢astky a vynosi zni, neni
zarucena navratnost pivodné investované ¢astky.

Ilustrace

Klient nakoupil 30. 9. minulého roku 500 kusi podilovych listi dluhopisového fondu
J, Korpordtni, 400 kusi podilovych listi fondu PI, Obligacni a 300 kusti podilovych listd
akciového fondu BT, Plus. Vtabulce 3 jsou uvedeny udaje ovyvoji kurzi podilovych listl
v poslednim roce.

Urcete celkovy vynos z nakoupenych podilovych listd ke dni 30. 9. tohoto roku. Pfi vlastnictvi
podilovych listd v délce aspon 6 mésicli se zisk nedani.

Tab. 3 — Kurzy podilovych listii nékterych podilovych fondt k 30. 9.

Otevicené podilové fondy
Nazev Kurz Zména v % za Mi.l]'. Nazev Kurz | Zménav % za M.a]'.
K¢ iM 3M 12M mil. K¢ iM 3M 12M mil.
Dluhopisové Akciové
J, Korporatni | 1.8532 02 05 1.6 12306 | IJ, Topbond 0.7942 | -0.3 -6.5 -11.7 3781
PI, Obliga¢ni | 1.9601 0.7 28 3.0 6520 | PI, Mix 1.0711 0.80 -5.3 -7.2 1564
IS, Sporonet 1.4121 0.8 1.4 45 1849 | BT, Plus 0.3284 | -1.6 3.5 -20.2 397

Kurz znamend Ccisté obchodni jméni na podilovy list ke dni 30. 9. Sloupec ,Zména v %" znamend
zménu kurzu za 1 mésic, za 3 mésice a 12 mésicil. Sloupec ,,Maj. mil.“ znamend celkové Cisté jméni
fondu v milionech K¢. Predpokldddme, Ze kurz je zaokrouhlen na 4 desetinnd mista podle
matematickych pravidel.

Pro vypocet vynosu nejdiive potrebujeme urcit kurzy podilovych listli pred rokem pii nakupu.

J, Korpordtni

Ztabulky 3 vyplyva, Ze kurz 1,853 2 K¢ je 101,6 % nakupniho kurzu, kurz pred rokem byl
1,824 0 K¢. Rozdil je 0,029 2 K¢. Pri nakupu 500 kust téchto listt ¢ini vynos 14,60 Kc.

PI, Obliga¢ni

Kurz 1,960 1 K¢ je 103 % nadkupniho kurzu, nakupni kurz proto ¢inil 1,903 0 K¢ Rozdil je
0,057 1 K¢. Pri nakupu 400 kusi téchto listi ¢ini vynos 22,84 K¢.

BT, Plus

Kurz 0,328 4 K¢ je 79,8 % ndkupniho kurzu, nakupni kurz tedy ¢inil 0,411 5 K¢&. Rozdil je

-0,083 1 K¢. Pri nakupu 300 kust ¢ini vynos -24,93 K¢.

Celkovy vynos je 14,60 K¢ + 22,84 K¢ - 24,93 K¢ = 12,51 K&. Klientlv zisk je tedy 12,51 K¢.

Zajisténé podilové fondy jsou specifickym druhem podilovych fondt, které jsou zajistény proti
ztraté. U nékterych z nich je zaruceno i urcité minimalni zhodnoceni. Tyto fondy jsou vhodné pro
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dlouhodobé investice, doba trvani fondu je obvykle od 2 do 10 let, nejcastéji kolem 5 let. Nakup
podilovych listli 1ze obvykle realizovat bez vstupniho poplatku v tzv. upisovacim obdobi, které
trva nékolik tydntl po vzniku fondu. Podilové listy je mozné predcasné prodat, avSak bez zaruky
navratu celé investované castky. Proto jsou tyto fondy vhodné pro investory, Kkteii
predpokladaji, Ze vloZené prostiedky nebudou potrebovat diive. Vynos fondu zavisi na rastu c¢i
poklesu nakoupenych cennych papirt, v pripadé zajiSténych fondl je stanoven maximalni
aminimalni ro¢ni vynos. Vynos se za kazdé sledované obdobi (napt. pulrok, rok) obvykle
uzamkne. Uzamcen{ vynosu znamena, Ze vynos ziskany za uplynulé sledované obdobi se jiz
neméni. Uzamcené vynosy za prislusna obdobi se na konci trvani fondu sectou.

Ilustrace

Zajistény fond PT Jistota investuje do 25 tuzemskych i zahrani¢nich akciovych firem. Ve své
nabidce uvadi:

Doba trvani: 5 let

Minimaln{ investice: 10 000 K¢

Upisovaci obdobi: 1.9.2012 - 30.11. 2012

Start fondu: 1. 12. 2012

Den splatnosti fondu: 1. 12. 2017

Vstupni poplatky: 0 % v upisovacim obdobi, 2 % z vloZené ¢astky po upisovacim obdobi
Vystupni poplatky: 0 % ode dne splatnosti fondu, 1 % z vybirané ¢astky pred dnem splatnosti
Uzamykani vynosu: kazdy rok od zaloZeni fondu

Maximalni ro¢ni vynos: 5,8 % z vloZené castky

Minimalni ro¢ni vynos: 1,4 % z vloZené ¢astky

Celkovy vynos fondu: 7 % - 29 % z vloZené castky

AKcie je cenny papir, s nimZ jsou spojena prava akciondre jako spoletnika podilet se na rizeni
akciové spolecnosti, na jejim zisku a na likvida¢nim zlstatku p¥i zaniku spolecnosti.

Jmenovita (nominalni) hodnota akcie predstavuje podil na majetku spolecnosti. Soucet
jmenovitych hodnot vSech akcii se rovna vysi zdkladniho jméni spolecnosti.

Cena akcie je jeji skutecna trzni hodnota, se kterou se obchoduje na kapitalovém trhu.
Dividenda je podil akcionare na zisku akciové spoleCnosti vyplyvajici z vlastnictvi akcie
a odhlasovany pro dané obdobi valnou hromadou vSech akcionar.

Ilustrace

Klient nakoupil pred rokem 700 kust akcii spole¢nosti AA Progresivni po 735 K¢ a 400 kusi akcii
BB Stabilni po 1 250 K¢. Po roce byla trzni hodnota jedné akcie AA Progresivni 758 K¢ a jedné
akcie BB Stabilni 1 235 K¢. V poslednim roce zZadna zuvedenych spolecnosti nevyplacela
dividendy. O kolik korun se zvysil, resp. snizil, za posledni rok klientiv majetek v téchto akciich?

TrZni cena akcif pred rokem cinila

700-735 K¢ +400-1 250 K¢ =1 014 500 K¢.
Soucasna trzni cena akcii je

700-758 K¢ + 400-1 235 K¢ =1 024 600 K¢.
Klientdv majetek v akciich se zvysil 0 10 100 K¢.
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Podrobné informace jsou dostupné napriklad na téchto strankach:
e http://cs.wikipedia.org/wiki/Pod%C3%ADlov%C3%BD_fond
e http://trhy.mesec.cz/clanky/podilove-fondy-porovnani-vynosnosti-a-rizikovosti/
e http://www.rmsystem.cz
e http://www.plus500.cz/

2.5 Sporeni

Kapital Ize zhodnocovat pomoci sporicich uc¢td, na které lze v pravidelnych intervalech c¢i

nepravidelné ukladat.

Sporici ucet je Ucet, ktery je primarné urcen ke sporeni, ale Ize ho pouzivat i jako bézny ucet.

V této Casti se zaméirime na porovnani vynosu sporiciho uctu a stavebniho spoteni.

Stavebni sporeni je forma sporeni podporovana stitem. Stavebni sporeni je primarné urceno
k investovani do bytovych potreb a je vhodné zvlasteé pro ty, ktefi chtéji nasledné vyuzivat avéry

bankovnich instituci. Lze ho ovSem také vyuzivat jako vyhodny spotici produkt.

Pro sporeni pouzivame nasledujici dva vzorce pro vysledny kapital S,,.
Na zacatku kazdého trokovaciho obdobi se uklada kapital Ko:

1+k-i-tj |

()(

t
.1.7
360

Na konci kazdého urokovaciho obdobi se uklada kapital Ko:

(1+k-i-3;0j 1
Sn = KO *

it

360

Symboly i, k, t a n maji stejny vyznam jako ve vzorcich pro K, v ¢lanku 2.3. PouZziva se standard
30E/360.

Ilustrace

Klientka uklad4 na spoftici ucet na zacatku kazdého mésice po dobu 6 let ¢astku 1 500 KE¢.
Predpokladame, Ze po celou dobu sporeni bude ro¢ni irokova sazba sporiciho u¢tu neménna,
bude ¢init 1,75 % a Ze klientka Zadné penize nebude vybirat.

Kolik korun po zdanéni troku bude na spoficim Gctu po 6 letech?

Banka pouziva sloZené uroceni a tiroci na konci kazdého mésice.
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PocCet Urokovacich ODAODI ...t s s s s sssanes n=72

Castka Ko uloZena v jednom tirokovacim obdobi .....eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesssesesssssssssns 1500 K¢
UTOKOVA SAZDA [ cvvvvereereeeesseeeeeeesessesesssssesssssssssssssssssssessssessssssssssesssssessessssesssssssesssssssssssssssesssess 0,017 5
Zdanovaci KOEFICIENT K ...evveicisssssssssssssssssssssssssssss s sssssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssssnses 0,85
Pocet dni Urokovaciho 0DAODI ...t ssessesesssssesses 30
Kapital S, na konci 72. drokovaciho 0bdobi ... Sn =7

Dané udaje dosadime do prvniho z piedchozich vzorci:

72
1+0,85-0,017 5-£ -1
360

Sn= 1500Ké-(1+0,85-0,017 5- 30 j( 30
0,85-0,0175-—
360
S» =113 033 K¢
Na sporicim uctu klientky bude na konci Sestého roku 113 033 K¢.

Ilustrace

V nasledujici tabulce jsou uvedeny nékteré informace ze stavebni sporitelny, jedna se o sporeni
na 6 let. VSechny tidaje jsou uvedeny v korunach.

Zajima nas, jaké budou celkové tuspory Kklienta, ktery spofi pravidelné na zacatku kazdého
meésice castku 1 500 K.

Mésicni | Poukazané Uroky Statni Dan Celkovy Celkové
ulozka platby podpora z uroki vynos uspory
2000 144 000 11 670 12 000 1750 21920 165920
1500 108 000 8880 11590 1340 19130 127 130
1000 72000 5920 7 700 890 12730 84 730

500 36 000 2960 3850 450 6 360 42 360

Rocni stdtni podpora je 10 % ze zdkladu pro vypocet stdtni podpory, maximdlné 2 000 K¢.

s v

Poplatek za uzavireni smlouvy a za vedeni tctu se plati zvIdst.

Z tabulky lze vycist, Ze pii mési¢ni dloZce 1500 K¢ po dobu 6 let je celkova uspora klienta
127 130 K¢.

Srovname-li dspory na spoticim actu z piredchozi ilustrace s isporami na stavebnim spofteni,
zjistime, Ze rozdil ¢ini 14 097 K¢ ve prospéch stavebniho sporeni. Ve skutecnosti je zisk na
stavebnim spofeni o néco nizsi vzhledem k poplatkiim za uzavieni smlouvy a vedeni uctu.

Je nutno také zdtlraznit, Ze ze sporiciho uctu mize klient penize vybirat bez sankci kdykoliv,
zatimco na stavebnim spofeni tomu tak neni.

Podrobné informace jsou dostupné naprtiklad na téchto strankach:
e http://www.mfcr.cz/cps/rde/xchg/mfcr/xsl/stavebni_sporeni.html
e http://www.mesec.cz/sporeni/
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2.6 Uvéry

Nejprve si ukazeme podstatu umorovaciho planu. K tomu si pripomeneme dva zakladni pojmy.
Umor avéru (dluhu) je ta ¢ast splatky uvéru, kterd je uréena na snizeni dluzné éastky.
Umorovaci plan je dokument, ktery obsahuje pro jednotliva obdobi splaceni uvéru vysi splatky,
vySi tmoru dluhu, vysi troku z dluhu a stav dluhu po odecteni dmoru.

Ilustrace
Majitelka keramické dilny ziskala na zacatku roku od banky podnikatelsky avér ve vysi 4 miliony
korun s irokovou sazbou 12 %. Urokovaci obdobi je jeden rok. Podle smlouvy s bankou splati
majitelka uvér ve trech rocnich splatkach, vzidy na konci roku. Prvni splatka bude Cinit
1200 000 K¢, druha 1 800 000 K¢.
Zajima nas, kolik korun bude cinit tieti splatka a kolik korun celkem majitelka zaplati.
Nejdrive vypocitame stav dluhu na konci jednotlivych let (po pripsani droku a splatce).
Na konci prvniho roku
Banka pripisSe urok:

4000 000 K¢+ 0,12 -4 000 000 K¢ =4 000000 K¢ +480 000 K¢ =4 480000 K¢
Podnikatelka splati 1 200 000 K¢:

4480 000 K¢ -1 200 000 K¢ =3280 000 K¢

Na konci druhého roku
Banka pripisSe urok:

3280000Ke¢+0,12-3 280000 K¢ =3280 000Kc¢+393 600Ke=3673600Kc¢
Podnikatelka splati 1 800 000 K¢:

3673600 Kc¢-1800000Kc=1873600Kc¢

Na konci tietiho roku
Banka pripiSe urok:

1873 600Kc¢+0,12-1873600K¢=1873600Kc¢+224832K¢=2098432Kc¢
Podnikatelka splati 2 098 432 KC¢.
Celkem majitelka zaplati

1200 000 KE+ 1800000 K&+ 2098432 Keé=5098432 K¢

Nyni sestavime z vypocitanych udaji umorovaci plan:

Splatka (K¢) Urok (K¢) Umor (K¢) Stav dluhu (K¢)
Pocatecni stav - - - 4000 000
Konec 1. roku 1200000 480 000 720000 3280000
Konec 2. roku 1800000 393 600 1406400 1873 600
Konec 3. roku 2098432 224 832 1873600 0

Z umorovaciho planu je velmi dobie vidét, jak se méni vySe uroku a vzajemny pomér droku
a umoru v jednotlivych letech. V tomto planu vSak nejsou zahrnuty poplatky za ziizeni a vedeni
uveéru. Celkové naklady avéru vyjadiuje RPSN.

RPSN (Roc¢ni Procentni Sazba Naklad) je Cislo udavajici procentualni podil z dluzné castky,
ktery musi spotiebitel zaplatit za jeden rok, a zahrnuje vSechny naklady spojené s tvérem
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(splatky, sprava uvéru a dalsi vydaje souvisejici s cerpanim uvéru). RPSN je vzdy vyssi nez
uvadéna rocni urokova sazba avéru.

Dale se budeme vénovat problematice spotfebnich a hypotecnich uveérti, zamérime se na
ptipady, kdy splatky Gvéru maji stale stejnou vysi a plati se pravidelné.

Anuita neboli anuitni splatka je splatka dané vyse, ktera se opakuje v pravidelnych casovych
intervalech.

Spotrebitelsky tvér (spotrebni uvér) je uvér, ktery umoznuje financovat nepodnikatelské
potireby obcant.

Podnikatelsky tdvér je uvér poskytovany fyzickym osobam-podnikatelim a pravnickym
osobam na financovanti jejich podnikatelskych potieb.

Hypotecni avér je dlouhodoby uvér urCeny obcantim i obcim k financovani investic do
nemovitosti (koupé, vystavba nemovitosti, rekonstrukce bytu, ...). Hypote¢ni uvér mize byt
ucelovy i neucelovy (americkd hypotéka). Vobou pripadech je uvér zajiStén zastavou
nemovitosti na tizemf CR.

Ilustrace
Banka nabizi spottebitelsky Gvér se splatnosti 12 a% 72 mésict, jak ukazuje tabulka. Uvér se
splaci pravidelnymi mésicnimi splatkami, které jsou uvedeny v korunach v nasledujici tabulce.

Vyse 12 24 36 48 60 72
uvéru (K¢&) | splatek | splatek | splatek | splatek | splatek | splatek
100 000 9132 4946 3552 2872 2471 2199
200 000 18167 9775 7 014 5650 4 845 4286

Chceme zjistit, kolik celkem zaplatime ve splatkach za uvér 100 000 K¢ v zavislosti na jejich
poctu. K tomu stac¢i vynasobit vysi jedné splatky z tabulky prisluSnym poctem splatek. Situaci
znazornuje sloupkovy diagram na obr. 5, kde splatky celkem jsou uvedeny v korunach.

180000
160000
140000
120000 -

lggggg : @Splatky celkem

60000 -
40000 -
20000 -

0 -

12 24 36 48 60 72

Obr. 5 — Zavislost celkové ¢astky ve splatkach na jejich poctu
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Ilustrace

V nasledujici tabulce jsou uvedeny informace o vysi pravidelnych mési¢nich splatek (v Kc)
v zavislosti na urokové sazbé a na dobé splatnosti uvéru, vySe uvéru je 1000000 Kc.
Predpokladame, Ze po celou dobu splatnosti ivéru se urokova sazba neméni.

Urokova Doba splatnosti ivéru v letech
sazba 5 10 15 20 30
4,0 % 18 417 10 125 7 397 6 060 4774
4,5 % 18 643 10 364 7 650 6 326 5067
5,0 % 18871 10 607 7908 6 600 5368
55 % 19101 10 853 8171 6879 5678
6,0 % 19 333 11102 8439 7 164 5996

Klienta zajima zavislost celkové zaplacené castky ve splatkach pii rtznych urokovych sazbach
a pii vSech uvedenych arokovych dobach.

Na obr. 6 je sloupkovy diagram, ktery pro uvér 1000000 K¢ zachycuje zavislost celkové
zaplacené castky (v K¢) ve splatkach pri arokovych sazbach 4,5 % a 5,5 % pro urokové doby 5 az
30 let.

2500 000
2000 000
1,500 000 B4,50%
1000 000 | m5,50%

500 000 -

0 .
5 10 15 20 30

Obr. 6 — Zavislost celkové ¢astky ve splatkach na urokové sazbé
4,5 % a 5,5 % pfi riznych urokovych dobach

Z grafu je vidét, Ze pri drokové sazbé 5,5 % a pii urokové dobé 30 let je celkovy urok vyssi nez
vypUajcena c¢astka 1 000 000 K¢, urok cini 1 044 080 KCc.

vvvvv

e http://www.finance.cz/bydleni/hypoteky/abeceda-hypotek/definice/
e http://cs.wikipedia.org/wiki/Hypote¢ni_uvér
e http://www.mesec.cz/pujcky/hypoteky/pruvodce/
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3. Vyvoj matematiky APXIMHAHY
jako popularizujici stimul ==

V tomto textu se seznamime s zivotem a dilem Archiméda,
nejvetsiho védce staroveku, a s nékolika jeho vysledky,
které jsou dilezité nejen pro Skolskou matematiku. Byl
to Archimédés, kdo jako prvni (v dnesni feci) ukazal, ze
konstanta znacena pismenem 7 se objevuje jak ve vzor-
cich pro obvod a obsah kruhu, tak ve vzorcich pro objem
a povrch koule.

Budeme pomérné podrobné prezentovat a komentovat vy-

sledky Archimédova spisu ,,Méfeni kruhu“ a volné navaze-
me nékolika vysledky tykajicimi se objemu a povrchu kou-
le. Uvédomime si, ze znalost nékterych okamzikl vyvoje
matematiky muze byt pro nase zadky a studenty moti-

vujici.t

3.1 Archimédés ze Syrakus

Archiméda mtzeme povazovat za nejvétsiho védce starovéku. Jeho spisy maji — i v dnesnim
slova smyslu — charakter ptivodnich védeckych praci. Patii k vrcholim antické védy.

O Archimédové zivoté mnoho spolehlivych informaci nemame. Narodil se v Syrakuasach
kolem roku 287 pi. Kr., prozil v nich skoro cely zivot a zemiel pfi jejich dobyti Rimany
roku 212 pf. Kr. Jeho Zzivot spadd do obdobi vlady Hieréna II. (asi 306-215) a jeho syna
(a spoluvladce) Geldna (asi 270-216).

Archimédés studoval néjakou dobu v Alexandrii, kde byl ve styku s generaci Eukleidovych
zékt. Neni vylouceno, ze Alexandrii navstivil vicekrat. Osvojil si tam Eukleidiv exaktni
pristup k budovani matematické teorie, k presnému formulovani a dokazovani poznatki.
S matematiky alexandrijské skoly byl v tizkém kontaktu, posilal jim své prace. O Archimé-
dové zivoté podal zpravy historik Polybios (asi 200 az 120), z jeho informaci pak vychazel
Platarchos (asi 46 az 126), Titus Livius (59 pf. Kr. az 17 po Kr.) a dalsi. Platarchos,
jeden z nejplodnéjsich feckych autort doby fimské, psal pomérné podrobné o Archimédovi
v kapitole ,Pelopidas a Marcellus“ svych ,Zivotopisti slavnych Rekd a Riman@“. Dalsi
informace o Archimédovi a jeho dile pfinesli Pappos (konec 3. stol.), jeden z poslednich
vyznamnych matematik antiky, Proklos (asi 410 az 484), novoplaténsky filozof, vzdélanec
a komentator, a Iéannés Tzetzés (12. stol.), byzantsky gramatik a komentator.

LV tomto textu vyuzil autor nékteré partie svych ptipravovanych ¢lankt o Archimédovi.
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Archiméda muzeme i v dnesnim slova smyslu oznacit za matematika, fyzika a technika.

Jako matematik intenzivné rozvijel zejména infinitesimélni postupy. Vyrazné rozpracoval
a v Tadé situaci genidlné vyuzival tzv. exhaustivni metodu, kterd je nékdy oznacovana
jako ,staroveka teorie limit“. Vymyslel fadu originalnich postupt, s jejichz pomoci poci-
tal obsahy rovinnych tutvart ohranic¢enych kiivkami a objemy téles omezenych rtznymi
plochami. Tyto mySlenky rozvinul zejména ve spisech ,,Méfeni kruhu“, ,O kvadrature
paraboly®, ,,O spiralach“, ,,O kouli a valci“, ,,O konoidech a sféroidech®. V jeho postupech
nalézame hluboké myslenky tizce souvisejici s moderni teorii integrace. Témito idejemi in-
spiroval matematiky 17. stoleti, kteri pfipravovali nastup infinitesimalniho poc¢tu. Byli to
zejména Johannes Kepler (1571-1630), Paul Guldin (1577-1643), Grégoire de Saint Vin-
cento (1584-1667), René Descartes (1596-1650), Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Pierre
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677), Christian Huy-
ghens (1629-1695) a posléze Isaac Newton (1643-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—
1716). Zatimco Archimédés musel pro kazdou situaci napadité vymyslet, jakym zptisobem

pouzit exhaustivni metodu, Newton a Leibniz prisli s metodou obecnou.

Gustave Courtois: Smrt Archimeda (1891) — detail

Jako fyzik se Archimédés zabyval problematikou jednoduchych stroji. Podal pfesny mate-

Vv

Vvev

témata rozvijel hlavné v pracich ,,O rovnovaze neboli tézistich rovinnych obrazci I., I1.¢

a ,,O plovoucich télesech I., I1.“
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Jako technik rozpracoval ideje jednoduchych stroji az k bezprostfednimu technickému
provedeni. Znamy Archimédiv Sroub byl jisté pouzivan jiz diive, Archimédés se s nim
patrné v néjaké podobé seznamil v Egypté a technicky jej zdokonalil. Jeho vynalezy —
valecné stroje a obranné mechanismy — dosly svého vyuziti pfi obrané Syrakus proti fim-

skému vojsku.

Na Archimédovy plodné myslenky navazala po mnoha staletich az moderni novovéka mate-
matika a fyzika.?

3.1.1 Heuréka

Uvadi se, ze byl Archimédés vzdy plné zaujat védeckymi ¢i technickymi problémy, které
pravé fesil. Ve ostatni pro ného nebylo dulezité, at jiz to byla strava ¢i hygiena. Struc¢né
a vystizné to popisuje Platarchos:

,Proto také jsou vérohodné anekdoty, které se o Archimédovi vypravuji, ze jej vzdy ocCaro-
vala jakasi vlastni vnitini Siréna, takze zapomnél na jidlo a zanedbaval péci o télo, casto
ho nasilim privedli ke koupeli a natieli, v popelu krbu kreslil geometrické obrazce, podobné
kdyz byl po koupeli natfen olejem, prstem kreslil po svém téle kiivky jsa plné omamen
pocitem S$tésti a posedly matematickou vasni. Ackoli objevil mnoho krasnych véci, prosil
pry své pratele a pribuzné, aby mu po smrti postavili na hrob valec, do néhoz je vepsana
koule a ¢iselny udaj, o kolik je opsané téleso vétsi nez vepsané.“ ([Pl], str. 526)

Vykiik ,Heuréka“? je dnes spojovan bud s Archimédovym zékonem, nebo s historkou o tzv.
wkoruné krale Hieréna“. Ve skutecnosti se jednalo o zlaty vaviinovy vénec (stephanos), ktery
byl urc¢en k obétovani bohtum.

Rimsky architekt a stavitel Marcus Vitruvius Pollio (1. stol. pf. Kr.) napsal ve svém dile
,Deset knih o architektuie“ (,,De architectura libri decem®) slova, ktera na jedné strané
ukazuji Archiméduv zapal pro védecké badani, na druhé strané vsak jeho roztrzitost:

,Ackoliv Archimédovych objevil bylo mnoho a podivuhodnych, zda se, Ze nejvétsim damys-
lem a bystrosti ze vSech se vyznacuje ten, ktery uvedu. Kdyz se totiz Hierén v Syrakusach
povznesl ke kralovské moci, rozhodl se, ze za Stésti, které mél pri svém pocinani, obétuje
v néjaké svatyni zlaty vénec, ktery zaslibil nesmrtelnym bohim. Dal jej udélat na zakazku
a zlato na néj vyrobci presné odvazil. Za néjaky cas predlozil vyrobce krali vkusné provedené
dilo svych rukou k jeho tplné spokojenosti, pficemz se zdalo, Ze dodrzel presné vahu vénce.

Kdyz ptislo pozdéji ovSem udani, Ze zlata bylo ubrano a zZe do zpracovavaného vénce bylo
primiseno stejné mnozstvi st¥ibra, pozadal Hierdn, rozmrzely nad tim, ze byl takhle podve-
den, a ze nemohl prijit na to, jak by se mohla zpronevéra prokazat, Archiméda, aby se
pro ného ujal prozkoumani této zalezitosti. Archimédés, ktery toho mél plnou hlavu, prisel

nahodou do lazni a pti vstupovani do vany si vSiml, ze z ni vytéka takové mnozstvi vody

2 O Archimédovi a jeho dile viz napt. [BS] a [Ka].
3 Slovo ,,Heuréka“ je pouzivano jako struény a vystizny vyraz, ktery symbolizuje nahlou intuici.
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ven, jak se do ni ponotfovalo jeho télo. Kdyz mu to poskytlo vysvétleni dané otazky, ne-
meskal, nybrz vyskocil samou radosti z vany, pospichal nahy domt a vsem lidem zvéstoval
jasnym hlasem, ze objevil, po ¢em patral. Vykrikoval totiz v béhu a stale fecky heuréka,
heuréka (nasel jsem to, nasel jsem to).“ ([Vi], str. 293-295)

3.1.2 Vyuiziti jednoduchych strojt
Archimédés nebyl jen teoretik. Uvédomoval si dosah a silu svych teoretickych poznatki
a umél je velmi dobfe prakticky vyuzit. Jeho slavny vyrok

,D6s moi pu sté kai kind tén gén.*

,Dejte mi, kde bych stanul, a pohnu Zemi.*
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mizeme chapat nejen jako reklamni slogan propagujici paku, ale i jako oslavu jednoduchych

stroju vibec.*

. ... Archimédés, ktery byl pribuzny a pritel krale Hieréna, napsal mu v dopise, Ze danou
silou je mozné zvednout kazdé dané biimé, a v mladicky odvazné vire v silu svého dikazu
pry prohlasil, ze kdyby mél jinou Zemi, premistil by se na ni a odtud by hnul nasi Zemi.
Hierén se tomu podivil a zadal Archiméda, aby problém prakticky uskutecnil a ukazal mu,
jak veliké téleso muze byt uvedeno v pohyb malou silou. Archimédés dal na kralovsky
nakladni trojstéznik, ktery jen s velkou namahou mnozstvi rukou vytahlo na bieh, nalozit
velky pocet muzstva a obvykly néklad, sim sed€él opodal a bez namahy a lehce uvadeél rukou
v pohyb konec kladkostroje, takze lod bézela lehce a bez narazu jako po mori. Uzasly kral
zajisté pochopil vyznam védy a pfimél Archiméda k tomu, aby sestrojil stroje vhodné pro
kazdy zpusob obléhani, a to pro obranu i pro ttok.“ ([Pl], str. 523-524)

4 Uvedeny obrazek se objevil roku 1824 na obélce druhého svazku ¢asopisu Mechanic’s Magazine (Knight & Lacey, London).

46 Projekt OPPA: Pfirodni védy a matematika na stfednich Skolach v Praze



3.1.3 Obrana Syrakus

Krél Hierén II. byl za punskych valek spojencem Rima proti Kartdgu.’ Po jeho smrti vsak
jeho vnuk Hierénymos (230-214), novy syraktsky vladce, vystoupil proti Rimantim a snazil
se o spojeni s Kartdgem, jehoz vojsko tehdy vedl prosluly Hannibal (247-183), a s Egyptem.
Roku 214 byl Hierénymos zavrazdén. Syrakusy vSak jiz oblehlo fimské véleéné lodstvo
a pred hradbami rozlozil své legie vyznamny fimsky politik a vojeviidce Marcus Claudius
Marcellus (asi 268 az 208).

Syrakusané vedeni vojevudcem Hippokratem plné vyuzili pfi obrané mésta Archimédovy
obranné mechanismy. Platarchos li¢ci dobyvani mésta takto:

,Kdyz Rimané zautoéili ze dvou stran, zavladlo v Syrakisach zdéseni a tizkostné ticho,
protoze se kazdy ve svém strachu domnival, Ze proti tak hrozné sile neni mozny odpor. Nyni
spustil Archimédés svoje stroje. Na pozemni vojsko 1étaly stfely riizného druhu a obrovské
kamenné bloky, které dopadaly s hlukem a neuvéritelnou rychlosti, rozdrtily svou vahou
vSechny, ktefi se nekryli, a ptisobily zmatek v fadach vojska. Soucasné se z hradeb proti
lodim vysoko vysunuly berany a silou obrovského tlaku shora je potapély do hlubin nebo
zeleznymi chapadly ¢i klestémi podobnymi zobantm jefabu uchopily lod, zvedly ji pridi
do vyse, takze stala na zadi, a ponofily ji, jinou lod lany a hdky z vnittku pritahovali
k biehu a tocili ji do kruhu, az narazila na skaliska pod hradbami, takze posadka lodi byla
vét§inou znicena a zahynula. Casto se stavalo, Ze néktera lod byla uplné vyzdvizena z mofe,
tocila se jako ve viru a vznasejic se ve vysi skytala hriiznou podivanou; nakonec namornici
z lodi vypadli nebo byli vymrsténi a préazdné lod narazila na hradby, anebo kdyz chapadlo
povolilo, spadla do more.

Strojové zarizeni, s kterym Marcellus postupoval k méstu, se pro podobu s hudebnim nastro-
jem nazyvalo sambuka. Bylo jesté ve znac¢né vzdalenosti od hradeb, kdyz priletél balvan
deset talentu tézky, po ném druhy a tfeti; nékteré z nich dopadly s hroznym himotem a sil-
nym vinobitim na strojové zarizeni, rozbily jeho podstavec, uvolnily a roztrhly spojeni lodi,
takze bezradny Marcellus vydal rozkaz, aby lodi co nejrychleji odpluly a pozemni vojsko
aby ustoupilo.

Na vale¢né poradé bylo rozhodnuto jesté v noci, bude-li to mozné, priblizit se az k hradbam:;
nebot jak se domnivali, vlivem veliké sily stroji, kterych uzival Archimédés, byla draha stiel
vysokd a dlouh&, zatimco v blizkosti hradeb byly stroje pro kratkou vzdéalenost netic¢inné.
Avsak Archimédés, jak se ukazalo, uz davno upravil své stroje pro pohyby a stiely s kratkou
drahou letu, vhodné pro kazdou vzdalenost, a protoze po celé délce hradeb byly souvisle
ve velikém poctu neveliké strilny, staly v nich malé metaci stroje prizptisobené pro kratké

vzdalenosti a nepratelim neviditelné.
Rimané se ptiblizovali v domnéni, Ze nejsou pozorovani, ale znova se ocitli v desti Sipi

a jinych stfel, kameny jim padaly pfimo na hlavu, z hradeb se sypaly Sipy, takze byli nuceni
ustoupit zpét. Kdyz se jejich jednotky rozvinuly do vétsi vzdélenosti, i tam je dostihovaly

5 Prvni punska vélka probéhla v letech 264 az 241, druhd v letech 218 az 201, tfeti v letech 149 az 146. Po prvni punské
véalce se Sicilie stala fimskou provincii.
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a zasahovaly strely, jak se vzdalovali, a zptsobovaly jim znacné ztraty. Soucasné dochéazelo
k ¢astym srazkam lodi. Rimané v8ak nebyli nijak schopni oplatit neptatelfim jejich tdery,
protoze vétsina stroji, které Archimédés sestrojil, byla skryta za hradbami a Rimané se
podobali bojovnikiim, ktefi bojuji s bohy, jezto z neviditelnych prostorti se na né valily

nescislné pohromy.
Marcellovi se presto podarilo ustoupit. ...

Ve skutecnosti byli zajisté vSichni ostatni Syrakusané télem Archimédovy obrany, zatimco
on sam byl jedinou dusi, kterd vSe uvadi v pohyb a vSemu dava smér; ostatni zbrané

odpocivaly, kdezto mésto pouzivalo tehdy jen jeho zbrani, a to k obrané i k ttoku.

Nakonec Marcellus pozoroval, ze Rimané jsou tak prestraseni, ze kdykoli vidéli, Ze se pres
hradby vysunuje néjaky provaz nebo kus dreva, zacali kiicet, ze Archimédés zas na né
zameétuje néjaky stroj, obraceli se a prchali. Rozhodl se proto zdrzet se boje a zastavit utok
a uspéch obléhani ponechal ¢asu.“ ([Pl], str. 524-525)

Platarchovo liceni obrany Syrakus a tcinkd Archimédovych stroju je zcela jisté zvelicené.
Oblezeni mésta sice trvalo zhruba dva roky, boje vSak jisté neprobihaly soustavné. Marcellus
postupné dobyval a obsazoval Sicilii, je pravdépodobné, ze by byl privital kapitulaci mésta
bez boje. Neni vylouceno, Ze imyslné posilal do Rima zveli¢ené zpravy o potizich, s nimiz se
u Syrakus potyka, aby zdtvodnil svoji malou aktivitu pfi jejich dobyvani. A tyto zpravy se
pak mohly stat zakladem pozdéjsich texti, které byly o dobyvani Syrakus a jejich statecné
obrané sepsany.

3.1.4 Archimédova smrt

Po dlouhém obléhani se Rimantim nakonec podafilo obrance mésta prelstit a do mésta

proniknout. Bylo to roku 212 pf. Kr. Plutarchos li¢ci Marcellovo dobyti Syrakus takto:

,» --. vyCihav si vhodnou chvili, kdy Syrakuasané slavili slavnosti k pocté Artemidiné a od-
davali se piti vina a veseli, nepozorované obsadil nejen véz, ale jesté pred rozednénim dokola
po hradbéach rozestavil vojaky a prolomil budovu Hexapyl. Syrakiasané to zpozorovali a tu
se teprve probudili.

Archimédés byl pravé zabran uvahou nad néjakym obrazcem, k jehoz vyfeseni soustredil
mysl i o¢i tak, Ze ani véas nezpozoroval, ze Rimané podnikli itok a ze mésta je dobyto. Kdyz
pred nim nahle stanul fimsky vojak a kazal mu, aby ho nasledoval k Marcellovi, Archimédés

odeptel, dokud nevytesi problém a nedovede diitkaz do konce. Tu se vojak rozhnéval, vytahl
me¢ a probodl ho.“ ([Pl], str. 527-528)

Pti dobyti mésta ptisel Archimédés o zivot. Jeho smrt je pfipominana po dlouha staleti
zhruba ve stejné podobé. Traduje se, ze Archimédés odbyl fimského vojaka slovy:

»,Noli tangere (turbare) circulos meos!“¢
,Nerus mé kruhy!“, resp. ,Nedotykej se mych kruhu!*

6 Recky: ,,Apostéthi, 6 anthrépe, ti diagrammatos mu!“
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3.1.5 Archiméduv hrob

Marcus Tullius Cicero (106-43), slavny fimsky politik, statnik, filozof, spisovatel a fe¢nik,
se stal roku 75 pf. Kr. kvéstorem (mistodrzicim) Sicilie a nalezl v Syraktsach Archimédtv
hrob. V  Tuskulskych hovorech® (,,Tusculanae disputationes“) sepsanych v letech 45 az 44
uvadi, ze byl v té dobé, tedy 137 let po Archimédové smrti, jeho hrob mistnimi obyvateli

zcela zapomenut.

,Kdyz jsem byl kvéstorem, objevil jsem jeho hrob kolem dokola zarostly a zakryty trnitym
kfovim. Syrakasané o ném nevédéli, dokonce tvrdili, Ze viibec neexistuje. Pamatoval jsem
si totiz nékolik versiku, které mély byt, jak jsem slySel, napsany na jeho nahrobku, a z nich
bylo jasné, ze nahofe na jeho nahrobku je koule a vélec.

Kdyz jsem si vSe dikladné prohlédl — u Agrigentské brany je totiz velké mnozstvi nahrobku —
zpozoroval jsem sloupek, ktery jen trochu vyc¢nival nad kfovi, a na ném byla podoba koule
a valce. Hned jsem fekl Syraktusantim (pfedni obéané ze Syrakus byli totiz se mnou), Ze si
myslim, ze to je to, co hleddm. Poslali tam pak mnoho lidi se srpy a ti to misto vy¢istili
a vyklidili.

Kdyz bylo misto ptistupné, ptiblizili jsme se k predni strané podstavce. Bylo vidét napis,
konce versii skoro az do poloviny byly vSak zniceny.“ ([Ci], str. 231)

3.2 Archimédovo dilo

7 Archimédova dila se dochovalo tfinact spisti. Deset z nich badatelé seradili do néasledu-
jiciho soupisu podle pravdépodobné doby jejich vzniku. A v zavéru pripojili t¥i dalsi, které
se seriéznimu zarazeni vymykaji.
e O rovnovaze neboli tézistich rovinnych obrazcti, kniha I.,
¢ O kvadratute paraboly,
e O rovnovaze neboli tézistich rovinnych obrazci, kniha II.,
Poselstvi Eratosthenovi o mechanické metodé feseni geometrickych tloh,
O kouli a valci, kniha I., IT.,
O spiralach,
O konoidech a sféroidech,

e O plovoucich télesech, kniha I., II.,

e Méfeni kruhu,

Pocitani pisku,

Kratochvile,

Poucky,
Problém dobytka.

Podle dochovanych zprav je Archimédés autorem jesté nékolika dalsich dél, ktera vsak byla
béhem staleti ztracena. Zminuji se o nich napt. Pappos a Proklos.
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Podnétné myslenky Archimédovych praci jsou podrobné vylozeny jednak v nékterych sou-
bornych vydanich jeho dél, jednak v fadé specializovanych monografii, u¢ebnic a knih o ma-
tematice a jejim vyvoji. Viz napf. v [Al], [A2], [C]], [Di], [E], [Heal, [Hei], [Lu] a [Sch].

V ceské verzi mame tyto Archimédovy spisy:

e Archimedovo méfeni kruhu [V1],

e Archimeda Syrakusského Pocet piskovy [V2],

e Archimeduv vyklad Eratosthenovi o mechanickych zpisobech zkoumani [Vr],

e Problém dobytka [St], [M].
Na pocatku 20. stoleti ptelozil do ¢estiny Archimédovy préace ,,Méreni kruhu“ a ,Pocitani
pisku“ Miloslav Valouch (1878-1952), stiedoskolsky profesor matematiky a fyziky (Olo-
mouc, Rokycany, Litomysl, Praha), autor fady vydani logaritmickych tabulek (od r. 1904).
V letech 1918 az 1927 pracoval na Ministerstvu sSkolstvi a narodni osvéty, vénoval se
otdzkdm vyuky matematiky a fyziky a skolskym reformam. Radu let byl feditelem Jednoty
ceskoslovenskych matematikt a fyzikt. Preklady Archimédovych dél vydal ve vyrocnich
zpravach gymnéazia v Litomysli.

Cesky pieklad kratké tlohy ,,Problém dobytka“ publikoval roku 1898 Frantisek Josef Stud-
nicka (1836-1903), profesor matematiky na Ceské univerzité v Praze. Roku 2001 uvetejnil
novy preklad této tlohy Karel Macék. Viz [St], [M].

Pfipomenme relativné nedavny, velmi zajimavy ptribéh objevu Archimédovych praci. Roku
1899 nalezl petrohradsky ucenec Papadopulos-Kerameus pii studiu katalogu knihovny klas-
tera metochia Panagiou Taphou v Istanbulu (dcefiny klaster jeruzalémského kléstera Boziho
hrobu) zvlastni palimpsest” s ndbozenskym textem, z pod néhoz prosvital jiny text s po-
divnymi geometrickymi obrazky. Na tento nalez byl upozornén Johan Ludwig Heiberg
(1854-1928), dansky filolog a matematik, velky znalec antické matematiky, zejména Eu-
kleida a Archiméda. Kdyz palimpsest prostudoval, zjistil, Ze pochazi z 10. stoleti a ze
obsahuje nékteré Archimédovy préace. Jedna z nich byla velkym pfekvapenim, nebot nebyla
do té doby znama. Bylo to ,,Poselstvi Eratosthenovi o mechanické metodé feseni geometric-
kych tloh*. Heiberg je vydal roku 1907.8 Ve vyro¢ni zpravé prostéjovského gymnéazia z roku
1908/09 toto Archimédovo pojednani publikoval v ¢eské verzi pod nazvem , Archimédiv
vyklad Eratosthenovi o mechanickych zptisobech zkoumani* stfedoskolsky ucitel Frantisek
Vréana, o némz dnes neni témér nic znamo. V letech 1902 az 1919 ucil matematiku a fyziku
na gymnaziu v Prostéjové a od roku 1919 na redlce v Praze VIL.?

Dalsi osud tzv. Archimédova kodexu je velmi zajimavy. Roku 1998 byl v New Yorku
vydrazen za dva miliony dolart. V dalsich letech byl nejmodernéjsimi metodami peclivé
zkouméan. Vysledky naro¢ného studia byly publikovany roku 2011. Napinavy ptibéh ob-
jevu, restaurovani, lusténi a analyzovani palimpsestu je podan v pékné napsané knize
»Archiméduv kodex“ [NN].

7 Palimpsest je pergamenovy svitek, ptipadné kodex, z néhoz byl ptivodni text mechanickou a chemickou cestou odstranén
a ziskany ,,¢isty“ pergamen byl znovu popsan. Nékdy byl soucasné rozirezan a svazan do kodexu jiného formatu. Puvodni
text se vétSinou nepodarilo zcela odstranit. Nékdy znac¢né prosvital a nékteré jeho partie byly Citelné, zejména za pomoci
infracervenych paprsk.

8 J. L. Heiberg: Eine neue Archimedes-Handschrift, Hermes — Zeitschrift fiir klassische Philologie 42(1907), str. 235-303
+ tabulka.

9 O geskych piekladech Archimédovych dél viz [BM].
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OBSAH:

1) Arcnimedovo mifeni kruhu. Napsal skut. uSitel M. Valouch.
2.) Zprivy Skolni. Poddvd Feditel dstavu Em. Seifert,

V LITOMYSLI.

Tiskem V. Augusty. — Ndkladem c. k. vy3. gymnasia.

A." des Lratosthenovi pozdrav val

Odoslal jsem Ti dfve ndktoré z ualozengeh vét, napsav jojich obsah,
& vybidl jsem D6, bys nalezl tyto diiknzy, které jsem a2 do piitomnd doby
nevyslovil. Byly pak nalezonych vist obsahy tyto:

Pronf: VopiSe-ll se do pHmého hranolu, mejfetho zn zdkladnu rovno-
beznik, velee, majfel zakladny v protilehlych rovnobs#nfefch, pldst pak na
ostatnfch standch hranolu, a prolozt-li se rovina stredom kruhw, ktory jost
zfklndnou vdlce n joduou stranou dtverce v protileblé roving, odetne pro-
loZend rovina z vilce iisok, ktory jest omozen pldstsm vdlco o dvama ro-
vinami a to jednou proloZenon, ~druhon viak, v nf% jost utkladna vélcs,
o plistam vilee mozi Yo¥onymi rovinaml. Jest pak visek z vleo oddalony
Sostym dflem colého hrapoln,

Druh6 véty obsah jest tonto: Vepiio-ll se do krychlo velao, majlef
zikladny v protilehlych rovnobdzuicich, pldst viak dotfkajfef so ostatnich
Lyl stdn o vepfSeli so pak do tée krychl jing véloe, ‘majfef ztkladny
v jinfch rovnobaznicich, plast vsak dotykajiel so ostatnich EtyF stén, jost
ltvar omezeny pld3ti vélefi, ktery jost v obou vdlcich obsnzen, polovief
celd krychle.

Pibdzf se viek, %o tyto vysledky zkonmdnf se I¥f od tich difve
vyslovenych. Nobot zajisté ony ttvary, totiz sféroidy a konoidy a jojich
tiseky, srovnali jsme co do velikosti s utvary kufolf a vdled, *ddny’ viak
#nich nebyl shleddn rovny tslesnému titvaru omezonému rovinami; z t&chto
viak ttvard dvéma rovinami a Dlast vdled omozenych Kazdy jednomu
t&lesnému utvarn z feh rovinami rovny so shleddvd. ‘'échto tedy
v8t diknzy v této knizo napsav Tobd odesflim. Vids pak Tebo, jak prdva
kém, ve v&ds horlivého s v popreds filosofie stojfctho pamétihodns . . .
LRI o zkoumfn{ si vézfctho, rozliodl jsem se Tobss dopsati
o do této knihy vloZiti zvlitnost jakéhosi zplisobu, kterfm Ti bude ddna
pifleZitost obdrZet! prostredky, aby e mohlo néco = oboru mathematiky
zkoumati pomoe! mechaniky. Jsom pak presvédien, Ze toto jest prospdsno
nieménd i k ddkazu vat samych, A preco, adkoliv se mnd nakteré z nich
difve objevily machanicky, byly dokdzdny pozdji i g icky, pondved
zkoumén{ pomocf tohoto spisobu jest jakoby bez dikazu; snadndj venk
7znjisté jest podati difiknz, kdyz se onpfed obdrzf pomocf tohoto zpitsobu

Virogni zprdva
C. K.
statntho vysSiho gymnasia
V LITOMYSLI

e — - e
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OBSAH:

1. Archimeda Syrakusského Pocet piskovy. Peloil prof. Miloslav Valouch.
2. Zpravy Skolni. Poddvd feditel ustavu Em. Seifert.
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Tiskem V. Augusty v Litomy3li. — Ndkladem c. k. vy33. gymnasia.
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3.2.1 Archimédovo , Méreni kruhu”

Archiméduv spis ,,Méfeni kruhu“ obsahuje pouze tifi matematické véty. Domnivame se, ze
se dochovalo jen torzo puvodniho dila, snad néjaky strucny vypis, ktery byl dale prepisovan
a Sifen.

V nésledujicim textu uvedeme tyto t¥i véty v ¢eském prekladu Miloslava Valoucha. Dokéaze-
me je v duchu Archimédova ,,Méreni kruhu“, ale souc¢asnym jazykem a symbolikou a pripo-

jime strucné komentéare.

Véta 1. ,Kazdy kruh rovna se pravoihlému trojihelniku, je-li polomér roven jednomu

rameni pravého thlu, obvod pak podstavé.“ ([V1], str. 13)
Dnes bychom tvrzeni této Archimédovy véty zformulovali takto:

Obsah kruhu je roven obsahu pravotuhlého trojuhelniku, jehoz odvésnami jsou polomér
a obvod tohoto kruhu.

A vyjadrili bychom je vzorcem S =1 -r-o.

Archimédés dokazal tvrzeni Véty 1 exhaustivni metodou, kterou priblizime v nasledujicim
dikazu.

Dukaz. Uvazujme kruh K o poloméru r a obvodu o a pravouhly trojihelnik 7, jehoz odvésny
maji délky r a o. Predpokladejme nejprve, ze je obsah Sk kruhu K vétsi nez obsah Sy troj-
thelniku 7. Potom existuje pravidelny n-tthelnik N, ktery je do kruhu K vepsan a ma vétsi
obsah nez trojuhelnik 7

Sk > Sy > Sr.

Obsah n-thelniku N je vsak roven souctu obsahii n rovnoramennych trojuhelnikd, jejichz
vysky jsou mensi nez r a soucet délek vsech jejich zédkladen je mensi nez o. Proto je Sy < Sr,

a to je spor.

Predpokladejme nyni, Ze je obsah Sx kruhu K mensi nez obsah Sr trojuhelniku 7. Potom
existuje pravidelny n-tthelnik N, ktery je kruhu K opsan a ma mensi obsah nez trojihelnik 7':

Sk < Sy < Sr.

Obsah n-thelniku N je vSak roven souctu obsahtl n rovnoramennych trojuhelniki, jejichz
vysky jsou rovny r a soucet délek vsech jejich zakladen je vétsi nez o. Proto je Sy > Sr,
a to je spor.

Archimédés tak exaktné ukazal, patrné jako prvni matematik viibec, vztah obvodu a obsahu
kruhu.

Ptipomenme, ze ¢islo 7 je definovano jako pomér obvodu a primeéru kruhu, tj.

= —
2r’
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odtud vyplyva vzorec pro vypocet obvodu kruhu:
0 = 27r.

Znamy vzorec pro vypocet obsahu kruhu je dusledkem Archimédovy Véty 1.

‘reo=—-r-2nr = 7.
2
Konstanta =, kterou jsme definovali pomoci obvodu a prameéru kruhu, figuruje tedy i ve

vzorci pro obsah kruhu.
Véta 2. ,Kruh jest ke étverci priméru v poméru jako 11 ke 14.“ ([V1], str. 15)
Dnes bychom tvrzeni druhé Archimédovy véty zformulovali takto:

Obsah kruhu je pfiblizné roven jedenacti ¢trnactindm obsahu c¢tverce jehoz stranou je
prumér kruhu.

Véta 2 vyuziva vysledek nésledujici Véty 3, ktera iika, ze obvod kruhu o poloméru r je
piiblizné roven 2 .2r. Snad byla Véta 2 ptvodné zafazena jako dusledek Véty 3 a pii

néjakém pozdéjsim prepisu bylo potradi téchto vét obraceno.

Dukaz. Podle Véty 1 a nasledujici Véty 3 je obsah Sx kruhu K pfiblizné roven obsahu
pravothlého trojihelniku s odvésnami délek r a 22 -2r. Nyni je

22 9 11 (
e — r=—"-
14

= 27“)2.

Véta 3. ,,Obvod kazdého kruhu rovna se trojnasobnému primeéru a jesté presahuje o néco
méné nez sedminu praméru, ale o vice nez deset jedenasedmdesatin.“ ([V1], str. 15)

Dnes bychom tvrzeni Véty 3 zformulovali takto:

Pro obvod o kruhu o poloméru r plati

10 1
3ﬁ27‘<0<3§27’

V dukazu této véty Archimédés vypocital horni a dolni odhad obvodu o kruhu presnéji:

6336 14688

71'27' < o < 71'2?".
2017 1 46731

Horni mez potom zaokrouhlil nahoru a dolni dolt:

6336 14 688

10
3—:2r < -27"<0<71
4673 5

1
o 20 < 3= -2r
71 20171 N

Prevedeme-li tyto zlomky na desetinna ¢isla, bude presnost Archimédovych vysledku zjev-

néjsi:

3,140845... - 2r < 3,140909...-2r < o < 3,142826...-2r < 3,142857...-2r.

Matematika aktivné, aktualné a s aplikacemi 53



Archiméduv vysledek miizeme interpretovat jako odhad ¢isla = = 3,141592 ..., ktery je presny
na dvé desetinna cisla:
3,140909... < 7w < 3,142826...

Archimédés nejprve vypocetl obvod vepsaného pravidelného Sestitthelniku a obvod opsaného
pravidelného Sestitthelniku, rozptilenim stfedovych thla ziskal pravidelné dvanactithelniky,
vypocetl jejich obvody, a tak postupoval az k 96-tthelnikiim. Obvod kruhu pak odhadl shora
obvodem opsaného pravidelného 96-tihelniku a zdola pak obvodem vepsaného pravidelného
96-thelniku.

Ptredchozi dva Archimédovy dikazy jsme jen nepodstatné modifikovali — pouze jsme je
prevedli do soucasné feci a symboliky. Tteti diikaz vSak prepracujeme podstatné vyraznéji,
vyuzijeme totiz algebraickou symboliku, kterou Archimédés k disposici nemél.

Dukaz. Uvazujme pro jednoduchost jednotkovou kruznici (viz obr. 1), které byl opsan
pravidelny n-thelnik a rozptlenim stfedovych thli vznikl pravidelny 2n-thelnik.

Obr. 1

Na obr. 1 je |ST| =1, BT je polovina strany opsaného n-tihelniku a AT je polovina strany
opsaného 2n-tthelniku (tedy |« TSA| = |< ASB|), jejich délky oznacme t,, a ta,, tj. |[BT| =t,
a |AT| = ty,. Necht je pfimka BR rovnobézna s piimkou AS, je tedy

|<ASB| = |< SBR| = |< SRB,

a tedy SB = SR. Trojuhelnik A AT'S je podobny trojuhelniku A BTR (véta ,uuu®), proto je

|AT| |BT|  |BT| |BT|
TS| |TR| |TS|+|SR| |TS|+|SB|

a po dosazeni je
tn

1+/1+¢2

Podle vztahu (1) vypocteme t15, potom ts4, potom

(1) ton =

1
%.
t4s a nakonec tgs. Vypocetli jsme tedy obvod opsaného 96-thelniku: 96 - 2t95 = 192 - tgg.

Nyni je tfeba si uvédomit, ze tg =
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Uvazujme opét jednotkovou kruznici, do niz byl vepsan pravidelny n-tihelnik a rozptlenim
stfedovych thli vznikl pravidelny 2n-thelnik.

Obr. 2

Na obr. 2 je |SA| = 1, AB je strana vepsaného n-uhelniku, AC a BC strany vepsaného
2n-thelniku. Jejich délky oznacme s, a sa,, tj. |[AB| = s, a |AC| = |BC| = s2,. Pomoci ele-
mentarnich geometrickych poznatkt zjistime, ze trojihelniky A ADC a A EAC jsou podobné
(véta ,uuu®) a rovnéz trojuhelniky A CDB a A CBE jsou podobné (véta ,uuu“).!® Z téchto
podobnosti vyplyvaji vztahy

|AD|  |EA] |BD| |EB| |EB|
|CD| — |CA|’ |ICD|  |CB| |CA|’

Odtud
|AD|+|BD| |EA|+|EB| |AB|

|CD| |CA| —|cAl”

po dosazeni je

a po malé upravé

(2) Sop = \/H—TS%

Nyni je tfeba si uvédomit, Ze ss = 1; podle pfedchoziho vztahu (2) snadno ziskame s;2, potom
vypocteme soq, potom sug a nakonec obdrzime sgs. Vypocetli jsme tedy obvod vepsaného
96-thelniku: 96 - sgg.

Obvod kruhu tedy mtzeme odhadnout shora obvodem opsaného 96-tihelnika a zdola obvo-
dem vepsaného 96-thelnika. Pro obvod o kruhu plati:

96 - sg5 < 0 < 192-tgg.

10 Uhly < ADC, < CDB, << BAC, <{ CAB jsou obvodové tihly ke stejné dlouhému oblouku, a maji tedy stejnou velikost.
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Podle vyse uvedenych vzorcu (1) a (2) lze vypocet pfiblizné hodnoty obvodu kruhu (resp.
¢isla ) provést i na malé kalkulacce. Pro n = 6, 12, 24, 48, 96 dostavame:

n=6 3,000 < 7 < 3,464
n=12 3,106 < 7 < 3,215
n=24 3,133 <7< 3,160
n =48 3,139 < 7 < 3,146
n =96 3,141 <7< 3,143

Odhadli jsme tedy ¢islo 7 s pfesnosti na dvé desetinna mista.

Archimédés vsak pocital s konkrétnimi ¢isly a postupoval po jednotlivych krocich. Od
obvodu opsaného (vepsaného) Sestitthelniku ptesel k obvodu opsaného (vepsaného) dvanécti-
thelniku, a tak postupoval az k 96-tthelnikim. V kazdém kroku navic peclivé zvazoval, zda
poc¢ita dolni nebo horni odhad, a podle toho (v zavislosti na tom, zda pri¢ital, od¢ital,
nasobil ¢i délil) volil dolni nebo horni odhad ¢isla, s nimz pravé pracoval.

3.2.2 Poznamky

Archiméduv vypocet poméru obvodu a priméru kruhu inspiroval fadu matematiki. Byl to
naptiklad Leonardo Pisansky (zvany téz Fibonacci, asi 1170 az 1250), ktery Archiméduv
vypocet zopakoval ve svém dile ,Practica geometriae“ z roku 1220 nebo 1221. Dospél
k vymezeni hodnoty ¢isla 7 nerovnostmi

1440

w1 < T < 149 a k pfiblizné hodnoté 582 = 3,141818...

4581 275

Ocitujme prislusnou pasaz:

»--. €rit proportio circulj ad suum dyametrum, sicut 1440 ad £458, cum sint in medio inter
5458 et 1458. Sed proportio de 1440 ad 3458 est sicut triplum unius numerorum ad triplum
alterius, hoc est sicut 4320 ad 1375; quorum proportio in minimis numeris est sicut 864 ad
275: sed proportio de 864 ad 275, minus {7, est sicut 13 ad 1 ... ([LP], str. 91)!!

Z mnoha tuspésnych pokust o vypocet cisla = pripomenme jesté dva. Persky matematik
a astronom Al-Kashi (14. az 15. stol.), ktery ptusobil v Samarkandu, vypocetl roku 1429
hodnotu ¢isla 7 na 16 desetinnych mist a holandsky matematik Ludolf van Ceulen (1540—
1610) vypoéital roku 1596 ¢islo 7 podle Archimédova vzoru na 20 desetinnych mist (dosel
k 15 - 237-thelniku) a roku 1603 na 32 desetinnych mist. Pfi svych vypoctech dospél az
k 262-(ihelniku.!?

Populérni zdivodnéni Archimédova vztahu P = 1 -0-r lze ve 8kole provést pomoci nasledu-
jiciho obrazku (viz obr. 3). Kruh rozdélime na n shodnych vyseci, které ,preskladame* do
jakéhosi ,kiivocarého obdélnika“. Jedna jeho strana je polomér uvazovaného kruhu, druhé

11 O zivoté a dile Leonarda Pisdnského viz napt. [BJ].
12 O historii a vipoétech &isla 7 viz napt. [Ve]. Podrobnéji viz [B], [BBB], [EL], [P], [S].
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je polovina obvodu kruhu. Pokud zvétSujeme pocet vyse¢i (tj. ¢islo n neomezené roste),
blizi se ,kfivocary*“ obdélnik ke skutecnému obdélniku.

B s

Obr. 3

Druhé mozné popularni vysvétleni spociva na nasledujicim obrazku. Kruh ,odkutélime®
tak, aby se jeho obvod ,narovnal“. Obsahy jednotlivych kruhovych vysec¢i jsou potom
rovny obsahiim trojuhelnikti, jejichz zdkladny dohromady daji obvod kruhu a vyska je

rovna poloméru.

S

0 = 2T1r

Obr. 4

Archiméduv vtipny vypocet ¢isla 7 pomoci aproximace obvodu kruhu obvody pravidel-
nych n-thelnikd (opsanych i vepsanych) mizeme (v modernizované podobé) vyuzit i na
stfedni Skole v matematickém seminafi, resp. pii zadani projektu. Studenti si zopakuji
fadu poznatkt zakladni a stfedni Skoly: Thalétova véta, Pythagorova véta, obvodovy tihel,
podobné trojuhelniky, rovnost vhodnych dvojic 1ihlt, tprava algebraického vyrazu, prace
s odmocninami atd. Archimédiv postup muze byt proveden na pocitac¢i, podnétné bude
programovani jednotlivych kroki vypoctu. Lze jej rovnéz modifikovat a zacit s opsanym
a vepsanym c¢tvercem a oba postupy a jejich vysledky pak porovnat. Je mozno se dokonce
vydat pfesné po Archimédovych stopach a pocitat v jeho duchu horni a dolni odhady.

3.2.3 Objem a povrch koule

Ptipomenme nyni vysledky, kterych si Archimédés nejvice cenil.!> Tykaji se vztahu ob-
jemu koule a objemu opsaného valce a vztahu povrchu koule a povrchu opsaného vélce.
Archimédés je vylozil jednak ve spise ,,O kouli a valci“, jednak ve svém ,,Poselstvi Eratos-
thenovi o mechanické metodé feseni geometrickych tloh“. V obou ptipadech zde hraje
velkou roli koeficient 2. Vénujme se nejprve objemu koule a prezentujme velmi napadity
a poucny Archimédiv ,fyzikalni“ pristup k tomuto problému.

13 Srovnejme s vyse uvedenym citatem z Ciceronovych , Tuskulskych hovorti“.
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Véta A. Objem koule je roven dvéma tfetindm objemu opsaného valce.

Uvazujme valec o poloméru podstavy r a vysce r, kuzel se stejnou podstavou a stejnou
vyskou a kouli o poloméru r. Vime-li jiz, ze objem kuzele je roven jedné tietiné objemu
valce se stejnou zakladnou a stejnou vyskou, pak jsou — podle predchozi véty — objemy
kuzele, koule a valce v poméru 1:2: 3.

Dokazme nyni Archimédovo tvrzeni o objemu koule, které je vysloveno v predchozi véteé.

Vylozme jeho myslenku vyuzivajici rovnovahu na rovnoramenné péace.

Dukaz. Uvazujme kouli o poloméru r, kuzel o poloméru podstavy 2r a vysSce 2r a valec
o poloméru zakladny 2r a vysce 2r. Méjme dale rovnoramennou paku AB, ktera je podeptfena
v bodé O. VSechna t7i télesa jsou v prvnim okamziku ,navlecena“ na jednom rameni paky
(viz obr. 5). Zduraznéme, ze jde o myslenkovy pokus; uvazovana télesa zaujimaji z velké
¢asti tyz prostor, a proto nemohou byt soucasné v poloze znazornéné na obr. 5. Nyni
ukézeme, Ze objem Vi, valce ponechany na ptivodnim misté je vyvazen objemem Vi koule
a objemem 1Vi kuzele, které budou zavéseny v bodé A.

2r

2r

Obr. 5

Uvazujme tez ve vzdalenosti 2z od bodu O, ktery prochézi vSemi tfemi uvazovanymi télesy.
Obsah fezu kuzelem je w22, obsah fezu kouli je 7z - (2r —z) (podle Eukleidovy véty o vysce),
obsah fezu valcem je 7 - (2r)2. Zavésime-li obsah fezu kuzelem a obsah fezu kouli v bodé A,
bude jimi vyvazen obsah fezu valcem ponechany na misté. Je totiz

[r2? + - (2r — x)] - 2r = w(2r)? - 2.

Oznacme symbolem Vi objem uvazované koule a symbolem Vi, objem uvazovaného valce.
Sumarizujme nyni vSechny obsahy fezii pro vSechna z € (0,2r). Objemy Vi a 3Vi koule
a kuzele zavésené v bodé A tedy vyvazi objem V4, valce ponechany na misté. Objem valce
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Vvev

1
(VK+ §V\/)-2T =Vy-r

Odtud snadno vypocteme, ze

1

Valec, ktery je opsan uvazované kouli, ma polomér r a vysku 2r. Jeho objem V je proto
roven jedné ¢tvrtiné objemu Vi, tj.
1
V= iVV.

Odtud )

Dokéazali jsme tedy, Ze objem koule je roven dvéma tfetinam objemu opsaného valce. Po
dosazeni hodnoty objemu valce V = 772 - 2r dostavame vzorec pro objem koule:

4
Vi = §7T7‘3.

Konstanta 7, kterd figuruje ve vzorcich pro obvod a obsah kruhu a ve vzorcich pro objem
a povrch valce, resp. kuzele, se tedy objevila i ve vzorci pro objem koule. Nyni ji pfeneseme
do vzorce pro povrch koule. Provedeme obdobnou tivahu jako Archimédés pro obvod a obsah
kruhu, kterou vyjadfil vztahem P=1.0-r.

Véta B. Povrch koule je roven dvéma tfetinam povrchu opsaného valce.

Diikaz. Objem koule rozlozime na soucet objemu velkého poctu ,,jehlant“, jejichz pod-
stavami jsou malé sférické trojuhelnicky pokryvajici povrch koule a jejichZz spoleénym vr-
cholem je stfed koule. ZvétSujeme-li pocet uvazovanych jehlant, tj. pokryvame-li povrch
koule stale vétsim poc¢tem mensich sférickych trojuhelniki, blizi se tvar uvazovanych ,,jeh-
land“ tvaru jehlant skuteénych. Objem Vi koule je tedy roven (séitdme pres vSechny

1
VK:Z§'P]"7”:%'(ZPj)”}“:%S.T’
J J

kde Sk je povrch koule. Podle pfedeslého je Vi = 3ar®, tedy

jehlany j)

SK = 47TT2.

Pritom je povrch S opsaného valce vyjadien vztahem S = 2772 + 277 - 21 = 672, Povrch koule
je tedy roven dvéma tretindm povrchu opsaného valce.

e e vy v

vzorci pro objem koule a vyraz ve vzorci pro obvod kruhu ziskame zderivovanim vyrazu pro

obsah kruhu. Opa¢nym smérem se dostaneme integrovanim.

Vyuzijme pii vyuce Archimédovy myslenky. Nenutme studenty biflovat vzorce pro objem
a povrch koule. Neodkazujme je ani na nejriuznéjsi prehledy vzorci, tahaky, tabulky apod.
Snazme se, aby si zapamatovali koeficienty § a 2 a jejich v§znam pro objem kuzele a koule.
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4. Vyuziti matematiky v praxi

V této kapitole se budeme vénovat nékterym astronomickym
jeviim a navigaci. Soustfedime se pritom na nékolik
problémt. Prvni znich bude spiSe mensi historickou
poznamkou. Ukazeme si, jak byl uz ve starovéku znam
ekvivalent zemépisné Sifky, a podivime se na presnost,
které tehdejsi lidé dosahli. Druhy se bude tykat periodicity
zatméni Slunce. Zde vyuzijeme fFetézovych zlomkd, které
dale uplatnime pti urcovani délky tzv. Metdénova cyklu.
Posledni problém se bude tykat soucasnosti: seznamime se

strucné s matematickou podstatou satelitni navigace, ktera

je dnes hojné vyuZzivana vautomobilech a mobilnich
telefonech.

4.1 Zemépisna Sirka

NeZz pristoupime kvypoltu periody zatméni Slunce a kvykladu matematické podstaty
nejmodernéjsi satelitni navigace, podivejme se, jak dovedli zemépisnou Sitku urcovat nasi
predkové ve starovéku. Zemépisnou délkou se zde zabyvat nebudeme - problém jejiho urcovani
byl uspokojivé vytreSen aZ konstrukci presného chronometru v 18. stoleti. Ze starovékych
doklad urcovani zemépisné Sirky uvedeme kratky uryvek ze spisu O architekture, ktery napsal
koncem 1. stol. pt. Kr. rimsky architekt Vitruvius. Ve svém dile chape architekturu v Sirsim
smyslu, nez je tomu dnes. Pojednava tedy také o stavbé valec¢nych strojli, vodovodi, slunec¢nich
hodin a v omezené mire o tématech astronomickych. V sedmé kapitole piSe:!

Slunce totiZ v dobé rovnodennosti pri svém priichodu Skopcem a Vdahami vrhd v mistech takové
zemépisné $ite, jako je Rim, stin, ktery méri 8/9 gnémonu. V Athéndch md délka stinu 3/4
gnémonu, na Rhodu 5/7, v Tarentu 9/11, v Alexandrii 3/5, pricemZ Ize na vsech ostatnich mistech

zjistit, Ze priroda vytvdri rovhodennostni stin gnémonu vsude jinak.

Gnémonem rozumime svisle postavenou ty¢ (sloup, obelisk), ktera vrha stin na vodorovnou
zemi. V dobé rovnodennosti se Slunce nachazi presné vroviné rovniku, v poledne tam tedy
dopadaji slunecni paprsky kolmo na zem. Princip urcovani zemépisné Sitky je znazornén na
nasledujicim schématu. Slunecni paprsky dopadajici na Zemi mliiZeme povazovat za vzajemné
rovnobézné vzhledem k velké vzdalenosti Zemé od Slunce.

1 Citovano podle prekladu A. Otoupalika: Marcus Vitruvius Pollio: Deset knih o architekture. Praha, Arista,
2001.
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Situace pro pozorovatele na konkrétnim misté na Zemi vypada takto:

Velikost hledaného dhlu lze vypocitat pomoci funkce tangens - z poméru délky stinu k délce
gnoémonu. V dobé rimské nebyla funkce tangens jesté znadma, takZe jsou ve Vitruviové ukazce
uvedeny pouze poméry obou délek. V nasledujici tabulce jsou shrnuty zemépisné souradnice
mist uvadénych vukazce a v poslednim sloupci jsou pro porovnani presnosti prevedeny
Vitruviovy udaje na velikosti prislusnych ahli.

Rim 41°53'25”  12°29'30” arctgg = 41° 38’
Athény 37°58 23°43 35" arctg% = 36°52’
Rhodos 36° 10’ 27° 55’ arctgg = 35°32’
Tarentos 40°28 30”7 17°14 arctg% =39°17'
Alexandrie 31°171 29° 54’ arctg% = 30° 58’

Prestoze jsou Vitruviovy udaje vyjadieny pomoci pomért malych celych cisel (snadno ziskanych

métenim), vykazuji obdivuhodnou ptesnost.
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4.2 Zatmeéni Slunce

Zatméni Slunce nastdvaji zakrytim Mésice...
takZe by se sprdavné neméla nazyvat zatméni, ale zakryti.

Geminos, 1. stol. pt. Kr.

Zatmén{ Slunce patfi bezesporu mezi ty jevy, které poutaly pozornost lidi od nepaméti. Jejich
zaznamy mame z vétSiny starovékych kultur.2 Tyto zaznamy pro nas maji nesmirnou hodnotu,
nebot pomoci nich miZeme datovat mnohé historické udalosti. Zatméni Slunce (i Mésice) byla
nejen velkolepou podivanou, ale piisobila také zmatek v armadach. Uméni predpovidat zatmeéni
Slunce bylo nejednou vyuZito ve prospéch téch, kteri takovéto znalosti méli. Snad nejznaméjsim
pifipadem je zatméni, které predpovédél anticky filosof Thalés z Milétu. Probéhlo 28. kvétna
585 pf. Kr. a Hérodotos o ném pisSe v prvni knize svych Déjin:

Alyattés ke Kyaxarové Zddosti Skythy nevydal, takZe z toho potom vznikla pétiletd valka mezi Lydy
a Médy. V téch letech castokrdt zvitezili Médové nad Lydy, castokrdt zase Lydové nad Médy. Jednou
doslo také kjakési nocni bitvé. KdyZ vdlka trvala se stridavym Sstéstim, doslo v Sestém roce ke
srdZce, pri které se stalo, Ze se po zaldtku boje pojednou den zménil v noc. Tuto zménu dne
predpovedél 16ntim Thalés z Milétu a stanovil pro ni prdveé tento rok, ve kterém k ni také doslo.
KdyZ Lydové a Médové spatrili, Ze nastala noc misto dne, ustali v boji a obé strany radéji pospichaly
uzavrit mir. Mir sjednali syennesis z Kilikie a labynétos z Babylona. Ti se také postarali o jeho
stvrzeni prisahami a sjednali vzdjemné sriatky.3

Zajimavych zatméni Slunce byla v déjinach lidstva celd rada. Prejdéme vSak nyni k podstaté
tohoto jevu. Zatmeéni Slunce nastava, pokud je (pro pozorovatele na Zemi) slunecni disk zakryt
Mésicem. Mésic se tedy nachazi mezi Sluncem a Zemi, pricemz stin Mésice dopada na povrch
Zemé. Slunce je od Zemé asi 400krat dale nez Mésic. Zaroven je vSak skute¢ny primér Mésice asi
400krat mensi nez primér Slunce. Drobné odchylky ve vzdalenostech zpiisobenych elipti¢nosti
drah Zemé kolem Slunce a Mésice kolem Zemé pak zplisobuji, Ze mliZze nastat zatmeéni tplné
(pokud Mésic zakryje cely slunecni disk) nebo prstencové (Mésic je od Zemé vzdalen natolik, Ze
mésicni disk se pak jevi mensi nez slunecni).

Vychozi situace je tedy pro vznik zatméni velmi prizniva. Kdyby navic Mésic obihal kolem Zemé
presné vroviné ekliptiky#, nastavalo by zatméni Slunce kazdy mésic. Rovina drahy Mésice je
vSak oproti ekliptice sklonéna o asi 5° zatméni tedy mulZe nastat jen tehdy, kdyz se Mésic
nachazi vroviné ekliptiky, tj. vtzv. uzlovych bodech. Zarovenn se musi nachazet mezi Zemi
a Sluncem, musi tedy byt v novu.

Diky tomu, Ze se Mésic (i Zemé) pohybuji pomérné pravidelné, nastava splnéni prvni i druhé
podminky periodicky. V uzlovém bodé se Mésic nachazi jednou za tzv. drakonicky mésic, ktery

2 Cina, Ugarit, Asyrie, Recko, ... Znamé je také zatméni, které podle Lukasova evangelia 23,44-45 nastalo
pri uktizovani Jezise.

3 Citovano podle piekladu Jaroslava Sonky, ktery vysel v nakladatelstvi Academia roku 2003.

4 rovina, v niz obiha Zemeé kolem Slunce
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trva D =27,212 220817 dni (27 dni 5 hod. 5 min. 35,8 s). Faze mésice se vystridaji za tzv.
synodicky mésic, jehoZ trvani je S = 29,530 588 853 dni (29 dni 12 hod. 44 min. 2,7 s).

Obr. 1 — Zatméni Slunce

Nasim ukolem je nyni urcit periodu, se kterou nastavaji obé tyto podminky soucasné. Priblizné
feceno, z matematického hlediska mame najit co nejmensi ptirozena ¢isla P, Q, pro ktera plati
s co nejmensi odchylkou rovnost

P-S=0Q-D.

Ptesné reSeni, kdy je odchylka nulova, je ziejmé:

P D 27212220817
Q S 29530588853

Perioda v fadu miliard mésici je vSak prakticky neupotrebitelna. JelikoZ je Citatel prvocislo, jsou
navic obé ¢isla nesoudélna. Budeme tedy hledat aproximaci tohoto zlomku jinym zlomkem s co
nejmensim Citatelem a jmenovatelem, ktera bude zaroven dostatecné presna.

V tomto ukolu ndm pomohou retézové zlomky. Chceme-li napriklad priblizné vyjadrit zlomek %

pomoci zlomku smensim jmenovatelem (napriklad pro zjednodusSeni vypoctd), muizeme
postupovat takto:

1. Odebereme celou ¢ast zadaného cisla - tj. provedeme déleni.
2. Pokud zbude po déleni nula, proces konci.
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3. Zbude-li ¢islo mezi nulou a jednickou, jeho prevracena hodnota je Cislo vétsi nez jedna.

MiZeme tedy opét provést déleni.

, ; L Y 87
Proved'me tento postup na zvoleném racionalnim ¢isle Pt
87_2 11_2 1_2 1 _y 1 _ 1
38 +§_ +_§_ +3+—5_ +3+—1 - +T 1
1 11 11 1
5 2+3

Vyraz, ktery jsme nakonec dostali, se nazyva retézovy zlomek. V Citatelich vznikajicich zlomki je
vzdy ¢islo jedna, proto staci zapisovat vZdy prvniho scitance ve jmenovateli. Dostaneme tak

velmi stru¢ny zapis retézového zlomku:

87—[2-325]
38_ )y &y .

Tento kondenzovany zapis reprezentuje racionalni Cislo, které mutzeme vypocitat napriklad

zpétnou upravou ietézového zlomku.

Pokud bychom ve vypoctu tvaru retézového zlomku vzali jednotlivé ¢leny a zanedbali bychom
v nich vzdy druhy scitanec v poslednim jmenovateli, obdrzeli bychom posloupnost zlomkii:

2 2+ ! 2+ ! 2+ !
3 3 +% 3 +L1
2 te
neboli po upravé
5 7 16 87
’ 3’ 7’ 38

Dostali jsme zlomky, které jsou ¢im dal tim bliZe zvolenému racionalnimu c¢islu. Nazyvaji se
. vs v vevs vs v ; IR 87
konvergenty. Navic jsou tyto zlomky stiidavé vétsi a mensi nez zadané raciondlni ¢islo I8 Tuto

vlastnost ma obecné kazda posloupnost konvergentl. JelikoZ vzidy odebereme celou cast,
a potom pracujeme s pouhym zbytkem, zda se, Ze zlomky, které postupné dostavame, jsou témi
,nejlepsimi“ s danym jmenovatelem, tj. jsou danému racionalnimu cislu nejblize. Presné tuto
myslenku shrnuje nasledujici véta.

Pk
Qk
jiného zlomku %,jehozvjmenovatel n < Qy, tj. plati nerovnost

L vrg D Dov, . v c .
Hodnota konvergentu — raciondlniho ¢isla 7 5€e od hodnoty P list méné neZ hodnota kteréhokoli

P, m
a1
q Ok q n
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Presnosti, s jakou konvergent aproximuje zadané racionalni ¢islo, rozumime absolutni hodnotu
rozdilu tohoto raciondlniho ¢isla a prislusného konvergentu. MizZeme ji snadno odhadnout
pomoci této véty:

‘. . o Pi T R Y . v .
Ze dvou po sobé jdoucich konvergentii — raciondIniho ¢isla . md alespori jeden tu viastnost, Ze plati
L

1
2-Q2°

p Py

q Qk

; v ;y LI vs p . . . vr NER VT v Y.
Zaroven plati, Ze konvergenty racionalniho ¢isla 4 Jsou jeho nejlepSim pribliZenim. Presnéji

vyjadieno:

Pokud budeme hledat posloupnost konvergenti k zadanému racionalnimu ¢islu S, bude tato
posloupnost kone¢nd - poslednim ¢lenem bude pravé g. V posloupnosti konvergentl totiz
postupné vzristaji jmenovatele, nejvétSim znich je pak pravé g. Pro raciondlni cisla tedy
dostaneme vzdy retézovy zlomek konecny.

Pro iracionalni cisla vnikaji retézové zlomky nekonecné. Posloupnost konvergentt je tedy také
nekonecna. Je tvorena zlomky, kde ve jmenovateli (a citateli) jsou ¢im dal tim vétsi cisla.
Konecnou byt tato posloupnost nemiize - koncila by totiZ racionalnim ¢islem, které by nutné
nebylo rovno zadanému cislu iracionalnimu, a proces vytvareni retézového zlomku by musel

pokracovat. Da se dokazat, Ze vezmeme-li konkrétni iraciondlni cislo «, aproximuje jej
Py

s presnosti
Qk p

konvergent
Pk| 1

a——|<—-,

| Q! Qx * Qr+1

pricemz Q, a Q.1 jsou jmenovatele dvou po sobé jdoucich konvergenti ¢isla a.

Velmi snadno se pocitaji konvergenty u odmocnin. V tomto pripadé nemusime znat numerickou
hodnotu zadané odmocniny na mnoho mist, staci jeji cela ¢ast a usmérnovani zlomkd. Napriklad:

1 1 1 1
V2=14+(V2-1)=1+ =1+ =11t =
( ) 1 VZ+1 2+ (V2-1) 941
V2 -1 1
V2 -1
1 1 _
=1+ ==l =[1;2]
2toE

Vyuzili jsme zde toho, Ze (\/f — 1) je Cislo mezi nulou a jednickou, hraje tedy podobnou roli, jako
zbytek po déleni. Vidime, Ze jsme dostali retézovy zlomek periodicky. V pripadé odmocnin je to
pravidlem.
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Nyni jsme jiZ vybaveni pro reSeni problému, jak nalézt dostatecné piresnou aproximaci zlomku
s velkym jmenovatelem i ¢itatelem

D 27212220817
S 29530588853

zlomkem, ktery ma jmenovatel podstatné mensi, pritom se vSak od pivodniho zlomku lisi co

nejméné. KreSeni tohoto problému vyuZijeme fetézovych zlomkd. Budeme tedy hledat
D

konvergenty zlomku 5

Pro vypocet retézového zlomku a prislusnych konvergentli miizeme pouzit kalkulatoru. Jelikoz
se vsak jedna o vétsi mnozstvi rutinnich vypoctli, mtizeme si napsat kratky program, ktery udéla
veSkerou praci za nas.

Zvolili jsme programovaci jazyk Python kvili jeho jednoduchosti a snadné dostupnosti.’
Uvadime zde pro piehled kompletni program i s komentari. Ve spustitelné podobé se nachazi na
ptiloZzeném CD.

Odchylka, kterou budeme pocitat pro kontrolu presnosti, vychazi z toho, Ze poZadujeme, aby

D P

S Qi

Nebudeme vs$ak brat pirimo rozdil zlomk na levé a pravé stranég, ale rozdil

P;-S—=0Q;-D,

ktery se blizi k nule se vzriistajici presnosti aproximace. Vyhoda takto zavedené odchylky plyne
z toho, Ze se jedna o rozdil pomérné velkych Cisel, takze je prakticky eliminovano nebezpeci
vlivu zaokrouhleni. Oba odcitané ¢leny reprezentuji délku hledané periody v dnech.

# Vypocet periody zatméni Slunce

Drakon = 27.212220817

Synod =29.530588853

x = Drakon / Synod # pomér délky drakonického a synodického mésice
N=9 # pocet konvergentu, ktery se bude pocitat

print('drakonicky/synodicky mésic, fetézovy zlomek')
print(x) # tisk zadaného Cisla (pro prehlednost)

# Vypocet retézového zlomku x // 1 je celd st x (vlastné celoCiselné déleni 1)

qg=1] # pole q — zde bude uloZen retézovy zlomek

foriin range(0, N): #x - (x//1) je zZlomkova &dst Cisla x (Cislo minus jeho celd Edst)
g.append(int(x // 1)) # do retézového zlomku priddvdme jednotlivé cleny
x=1/(x-(x//1)) # zde se tvori retézovy zlomek

print(q) # tisk retézového zlomku

5 K dispozici je zdarma ke stazeni na http://www.python.org/download/
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# Vypocet konvergentii K: P jsou Citatele, Q jsou jmenovatele

P =[q[0], q[0]*q[1]+1] # prvni dva konvergenty
Q=[1,q[1]]
foriinrange(2, N): # i-té konvergenty (i=2, 3, ..., N)

P.append( q[i]*P[i-1] + P[i-2] ) # priddvame dalsi ¢itatele a jmenovatele do pole
Q.append( qli]*Q[i-1] + Q[i-2] )

# Sestaveni konvergentii do tvaru: Citatel P[i] / jmenovatel Q[i]
# Odchylka — rozdil P[i]*synodickych a Q[i]*drakonickych mésicii v minutdch (24*60)
# Délka periody v letech — Synod*P[i] / délkou roku
Konvergenty =[]
Odchylka =[]
DelkaPeriody =[]
foriin range(0, N):
Konvergenty.append( str(P[i]) + '/ "'+ str(Q[i]) )
Odchylka.append( (Synod*P[i] - Drakon*Q[i]) *24*60 )
DelkaPeriody.append( Synod*P[i] / 365.2421956 )

# Tisk konvergentii, prislusné odchylky a délky periody v letech
print("\nkonvergent' + "\t\t'+ 'odchylka (min.)' + "\t'+ 'délka periody (roky)')

foriin range(0, N):
print( Konvergenty[i] + "\t\t'+ '{0:.7}".format(Odchylkali]) + "\t\t'+ '{0:.8} .format(DelkaPeriody]i]) )

Vystup z programu:6
drakonicky/synodicky mésic, fetézovy zlomek
0.9214926580861431

[0; 1[ 11[ 1[ 2[ 1’ 4’ 3’ 5]

konvergent odchylka (min.) délka periody (roky)

0/1 -39185.6 0.0

1/1 3338.45 0.080852
11/12 -2462.648 0.88937
12/13 875.8017 0.97022
35/38 -711.0449 2.8298
47 /51 164.7568 3.8

223 /242 -52.01783 18.03
716 / 777 8.703272 57.89
3803 /4127 -8.501472 307.48

Vezmeme-li v ivahu délku periody a velikost odchylky, nalezneme kompromis pomérné snadno.
Nejvhodnéjsimi kandidaty jsou konvergenty

223 716
242 & 777

Nasledujici konvergent uz neznamena z hlediska odchylky vyrazné zlepSeni, navic je perioda
mnohem delsi, nez lidsky Zivot. U konvergentii predchazejicich je zase délka periody sice kratka

6 Spustitelna podoba programu se nachazi na prilozeném CD.
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(maximalné necelé ctyri roky), odchylka je vsSak delsi nez nékolik hodin. Posudme tedy

223 716 ., . vl v 4 ey o
konvergenty a2 & 777 Délka periody prislusna témto konvergentiim je:

242-D =6 585,357 437 7 = 6 585 dni 8 hod. 35 min.
223-§=6585,321314 2 =6 585 dni 7 hod. 43 min.

777-D =21143,895574 8 =21 143 dni 21 hod. 30 min.
716-S=21143,901 61875 =21 143 dni 21 hod. 38 min.

V prvnim pripadé tedy zatméni nastane po 6 585 dnech a priblizné osmi hodinach. Zemé se vsak
otaci kolem své osy a za jednu tretinu dne (osm hodin) se otoci o tfetinu plného thlu, tj. 0 120°.7
Nasledujici zatméni tak nebude pozorovatelné na ptivodnim misté, ale na misté, které se nachazi
0120° zemépisné délky smérem na zapad. Pozorovatel na témze misté uvidi zatméni po
uplynuti tii period, tj. po priblizné 54 letech.

Druhy zlomek, piestoZe zde chyba ¢ini necelych devét minut a délka periody témér 58 let je také
prijatelna, tuto vyhodu brzkého ,navratu“ zatméni na ptivodni misto na Zemi neposkytuje. Posun
zde totiz ¢ini priblizné 324°.

Hledanou nejvhodnéjsi periodou je tedy 18 let 10 dni 8 hod.8 Tato perioda byla znama uz
babylonskym astronomim. Na zakladé (nespravné interpretovanych) tudaji zbyzantské
encyklopedie Studa ji pojmenoval roku 1691 anglicky astronom Edmond Halley jako saros. Tento
nazev se mezi astronomy ujal a pouziva se dodnes. Jednotlivd zatméni Slunce se radi do tzv.
sarosovych rad. Je-li pozorovano jedno zatmeéni Slunce na néjakém misté na Zemi, Ize potom
pouhym pri¢itdnim sarosové periody snadno vytvorit prisluSnou sarosovou radu. Pozorujeme-li
zatméni na jiném misté na Zemi, vznikne dals$i sarosova rada.

Posledni tplné zatméni Slunce bylo u nas (jizné od CR) pozorovatelné 11. srpna 1999. Toto
zatmeéni patri do sarosové rady cislo 145.9 Pristi zatmeéni z této rady bude pozorovatelné ve
Spojenych statech 21. srpna 2017 ve vecernich hodinach. U nas bude pozorovatelné zatméni
z této rady 12. zari 2053.

4.3 Metonav cyklus

V antickém Recku neexistoval jednotny kalenda¥, kazda obec méla svijj vlastni. Jednotlivé
kalendare se lisily volbou zacatku roku i v nazvech mésict. Presny fad dokonce nepanoval ani
vramci jednotlivych obci. Archonti (nejvyssi urednici) obcas vkladali podle potieby ¢i pirani
zvlastni dny, zejména proto, aby nékteré svatky pripadly na vhodny den. Presto vSak miizeme
v této neprehledné situaci najit nékolik spole¢nych rysi. Rok se délil na dvanact mésict, které

7 Presnéji se jedna o asi 115°.

8'V zavislosti na poctu prestupnych rokd je perioda 18 let 10 dni, nebo 18 let 11 dni.

9 Sarosovou fadu ¢islo 145 lze nalézt na http://eclipse.gsfc.nasa.gov/SEsaros/SEsaros145.html, kde je
také mozno nalézt seznam vSech ostatnich sarosovych rad.
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mély bud’ 29, nebo 30 dni. Nékdy bylo potieba vlozit tiinacty mésic, protoze mésic dany fazemi
Mésice je krat$i neZ dvanactina roku. Pro vklddani tohoto tfinactého mésice neexistovala
jednotnd a pevna pravidla.

Lunisolarni podvojnost reckého kalendare ziistavala zejména kviili svatkim a obétem; na jedné
strané bylo potieba pocitat spravné mésice a dny, coz se mélo dit podle Mésice, na strané druhé
bylo zejména kvili zemédélstvi nutno také pocitat roky, coz se ridilo Sluncem. Stopy této
podvojnosti se dochovaly v nasem kalendari dodnes.

Pomérné brzy se v Recku objevily snahy o sjednoceni kalendafe, zejména pravidel vkladani
tfinactého meésice. Prvni pokusy vSak nevedly k dobrym vysledkim, a tak se ukazalo, Ze je
potireba najit periodu, ktera by zahrnula jak pohyb Slunce, tak i Mésice. Tedy takovou periodu,
jez by zaroven obsahovala celoCiselny pocet mésicti (odpovidajicich fazim Mésice) a celociselny
pocet rokd.

Pripomenme, Ze doba, ktera uplyne mezi dvéma stejnymi fazemi Mésice (napiiklad od uplinku
k ipliiku), se nazyva synodicky mésic. Trva 29 dni 12 hodin 44 minut a 2,7 sekundy. V naSich
vypoctech (bez Gjmy na presnosti vysledku) pouZzijeme antickou hodnotu Syn = 29 + % + % dne.
Délka roku, jak ji stanovili anticti astronomové, je 365 + i - ﬁ dne.l® Za délku jednoho

,slune¢nfho“ mésice budeme brat dvanactinu délky roku, tj. Sol = (365 + % - 3%()) 112,

Nyni stojime pred tkolem urcit, za kolik let pripadnou faze Mésice opét na stejny den v roce.
Budeme tedy hledat cela Cisla P a Q takova, Ze

P -Sol =Q - Syn,

pricemZ obé strany této rovnice vyjadiuji délku hledané periody. Tuto rovnici piepiSme do tvaru
P Syn
Q Sol’

JelikoZ jsou obé cisla Syn i Sol raciondlni ¢isla, 1ze takova cela €isla P a Q snadno nalézt. Jsou
vSak neiumérné velka!l, takze by takto nalezenou periodu nebylo mozno pouzit. Budeme tedy

P . . wr v - v M N .
hledat zlomek 2’ ktery ma co nejmensi citatel i jmenovatel, ptritom vSak poZadujeme, aby byl

rozdil
P-Sol—Q-Syn

co nejmensi. Pro nalezeni této periody pouzijeme s vyhodou fetézovych zlomkii:12

10 Opét budeme pouzivat antickou hodnotu (365, 2466 dne). Gregoriansky kalendar pocita s délkou roku

365 + — —= = 365,2425 dne. Obé hodnoty vedou ke stejnému vysledku.
11 Syn _ 584700
Sol 602657

12 Pro vypocet miiZzeme pouZzit modifikaci programu z predchozi podkapitoly. Spustitelnou podobu lze
nalézt na prilozeném CD.
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Syn
Sol [0;1,32,1,1,3,1,1,2,3,1,3,1,1,3,3].

, oy e, vl v 2 . . v g P
Vystupem z programu je retézovy zlomek, prislusné konvergenty, délka periody pocitana jako 1—;

a odchylka P; - Sol — Q; - Syn v hodinach:

0.9702036149916122
[0;1,32,1,1,3,1,1,2,3,1, 3]

Konvergent Délka periody (roky): solarni Odchylka (hod.)

0/1 = 0.0 0.0 -708.727272727
1/1 = 1.0 0.08333333 21.76606060606
32/33 = 0.9696969696969697 2.66666666 -12.21333333333
33/34 = 0.9705882352941176 2.75 9.552727272727
65/67 = 0.9701492537313433 5.416666666 -2.660606060606
228 /235 = 0.9702127659574468 19.0 1.570909090909
293 /302 = 0.9701986754966887 24.41666666 -1.0896969696969
521/537= 0.9702048417132216 43.41666666 0.48121212121212
1335/1376 =  0.970203488372093 111.25 -0.1272727272727
4526 /4665 = 0.970203644158628 377.1666666 0.0993939393939

Vidime, Ze pozadovany celoCiselny pocet rokl jsme dostali pro 228 mésici chapanych jako
dvanactina roku, tj. pro % = 19 let. To odpovida s relativné dobrou presnosti'3 235 synodickym
meésiclim. Ziskali jsme tak periodu 19 let, coZ je dle naSich vypoctl doba, po které faze Mésice
pfipadnou na stejny den vroce. Tim se ndm podafilo nalézt vztah mezi pohybem Slunce
a Mésice, ktery mimo jiné dava do souvislosti dva typy kalendate: solarni a lunarni (pouZivany
dodnes naprt. v islamskych zemich). Tato perioda se nazyva Metoniiv cyklus na pocest prvniho
antického astronoma Meténa.1*

13 Zpredchozich konvergenti bychom mohli ziskat také periody: 2%- 3=8 let 2%-4 =11 let,
5 ©vwr oy . y Civr

5 o 12 = 65 let, ale s podstatné nizsi presnosti (chyba vzdy vétsi nez jeden den).

14 Met6n stal u zrodu empirické astronomie, spolu s Euktemdénem jsou povaZovani za prvni astronomy.

Plsobili v Athénach kolem roku 432 pt. Kr. Poprvé pozorovali riiznou délku rocnich obdobi (tj. casové

intervaly mezi slunovraty a rovnodennostmi). Soudi se, Ze pravé tato pozorovani spojena s kalendarem

vedla ke vzniku astronomie zaloZené na pozorovani a matematice. Jako objevitelé Meténova cyklu se vsak
také uvadeéji Eudoxos a Kallippos. Jisté je, Ze jej znali uz Babylénané a Cinané.
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4.4 Princip satelitni navigace

V souCasné dobé je nejpouzivanéjSim systémem satelitni navigace GPS (Global Positioning
System). Nachazi velmi Sirokého uziti: od automobilli, zachranné sluzby, pies navadéni lodi
aletadel aZ po financni sektor, kde slouZzi k pfesnému urcovani ¢asu jednotlivych transakci.
Kromé navigace jsou globalni navigacni systémy dilezité pro presny ¢as (UTC - Universal Time
Coordinated) a jeho Sifeni po celém svété. Prestoze dnes GPS nachazi Siroké civilni uplatnéni,
jedna se pivodné o systém vojensky. Mél totiZ slouzit asi 40 000 vojenskych uzivateld, nyni jej
vSak vyuziva pres 20 miliont civilnich a vojenskych uzivatell po celém svéte.

Zrod satelitni navigace miiZzeme datovat do zacatku 60. let, kdy ndmoinictvo Spojenych statt
rozhodlo vytvorit systém pro ucely presné navigace. Nazyval se Navy Navigation Satellite System
neboli TRANSIT. Motivaci byly zejména obtiZe pfi dlouhodobém fizeni ponorek - musely
pravidelné obnovovat informace o své poloze. DalSim divodem bylo usnadnéni navadéni
balistickych strel. Tento systém byl jesté velmi odliSny od soucasného GPS. Jeho provoz byl
ukoncen roku 1996.

V roce 1964 vytvorila vyzkumna laborator Naval Centre for Space Technologies (NCST) program
TIMATION (TIMe/navigATION). Vysledkem byly dva satelity vypusténé v letech 1967 a 1969.
Pravé tyto satelity oteviely cestu k GPS. Urcovani pozice uZ bylo zaloZeno na podobném
principu, na jakém je zalozeno GPS. V ramci programu TIMATION byly v letech 1974 a 1977
vypustény dalsi dva satelity NTS I a NTS II (Navigation Technology Satellite). Byly to prvni
satelity, na nichZ byly instalovany atomové hodiny - rubidiové a cesiové. Tim se staly prototypy
sateliti GPS. V inoru roku 1978 pak byly vramci programu NAVSTAR GPS vypustény prvni
satelity GPS. VSe bylo tehdy pod kontrolou armady. Zakladni motto tehdy znélo:

vypustit 5 bomb do téhoZ krdteru,
vybudovat levny (tj. pod 10 000 dolarii) systém pro navigaci.

Po nehodé raketoplanu Challenger roku 1986 byl tento pristup prehodnocen.

Prvni generace sateliti GPS byla tvorena dvanacti satelity. Tato konstelace, oznaCovana jako
Block I, byla vypusténa v letech 1978 az 1985. DalSich devét satelitd bylo vypusténo v letech
1989 a 1990 (Block II). Prvni velky test GPS probéhl v letech 1990 a 1991 pfti valce v Perském
zalivu. Sestnact satelitii GPS tehdy Fidilo operaci Poustni bouie s pfesnosti asi 30 metri. Pfehled
vSech fazi vypousténi sateliti je uveden v nasledujici tabulce.

Tab. 1 — Vypousténi satelitd GPS

Série Obdobi satelitd
Block I 1978-1985 10
Block II 1989-1990 9

Block I1A 1990-1997 19
Block IIR 1997-2004 12
Block I1I od 2014 32
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Roku 1993 zacala snaha o co nejvétsi civilni vyuzivani GPS. Signal pro terminaly civilnich
uzivatelG byl vSak naruSen zdmérnou systematickou chybou (tzv. Selective Availability - SA,
ktera byla implementovana kviili moznému zneuziti proti USA). Presnost tak byla omezena na
100 metri. Brzy se vsak ukazalo, ze takova piesnost nebyla pro zamyslena pouziti primérena.
Vypnuti SA oznamil 1.kvétna 2000 americky prezident Bill Clinton.!5 Hlavnim dGvodem byla
jednak nevyhovujici presnost GPS sSA (naptiklad pfi zachrannych akcich), jednak také
technicky pokrok, ktery umoznil snizeni piesnosti lokalné. V pripadé valecného konfliktu by
tedy bylo mozné sniZit presnost jen na vymezeném tzemi.

0Od roku 2005 se na obéznych drahach pohybuje 32 satelitli, z nichz by mélo byt v ¢innosti
alespon 24. Jednotlivé satelity jsou umistény v 6 orbitalnich rovinach, které maji oproti roviné
rovniku sklon 55°. Vzdalenost satelitli od zemského povrchu je priblizné 20 000 km.

GPS neni jedinym systémem satelitni navigace. V byvalém Sovétském svazu vznikl za studené
valky systém GLONASS ([sio6anbHass HaBuranuonuasa CnyTtHukoBas Cuctéma). Jeho kofreny
sahaji také az do Sedesatych let. Vypousténi satelitli bylo zahajeno 12. fijna 1982, oficialné vsak
tento systém zacal pracovat az 24. zari 1993. V druhé poloviné roku 1996 bylo schvaleno civilni
uziti se zachovanim piesnosti.

Poslednim systémem satelitni navigace je GALILEO. Jedna se o systém Ccisté civilni, evropsky
a diky pozdéjsimu datu svého vzniku také bude presnéjsi a modernéjsi. Realizace byla zapocata
vroce 2001. Systém je vSak vyrazné drazsi, nez se plivodné ocCekavalo. Spusténi se tak stale
odsouva, termin je stanoven na rok 2014. Evropsky urad pro dohled nad globalnim naviga¢nim

druZicovym systémem Galileo (GSA) bude sidlit v praZzskych HoleSovicich.

Podivejme se nyni na podstatu fungovani GPS. Na obéznych drahach!é ve vysce asi 20 000 km
nad zemskym povrchem se pohybuji satelity,!” které obéhnou Zemi za necelych dvanact hodin.
Zakladni vybavou kazdého z téchto satelitli jsou troje az Ctvery atomové hodiny pro urcovani
presnéhol8 Casu a vysila¢ signalu. Do vybaveni sateliti také patri systém NUDET (Nuclear
Detonation) pro detekci a lokalizaci jadernych vybuchd.

Satelity GPS vysilaji dva druhy signalii. Oznacuji se C/A-code (Coarse Acquisition) a P-code
(Precision). Prvni je rychlejsi, slouzi zejména k prvnimu odhadu pozice. Druhy signal je
pomalejsi, poskytuje vSak velmi presné informace o poloze.l® Signal, ktery satelit vysilg,
obsahuje zejména informace o jeho pozici a presny ¢as.20

15 K vypnuti SA doslo hned nasledujiciho dne.

16 Tyto eliptické drahy jsou témér kruhové, hlavni poloosa méri 26 578 km.

17 Hmotnost jednoho satelitu se pohybuje kolem 1 100 kg, u novéjsich modeld kolem 1 700 kg. Kazdy
z rozmérd jednoho satelitu (bez solarnich paneld) je témér 2 metry.

18 Presnost je Fadové 10713 s. Srovnanim udajt z vice hodin lze snaze odhadnout a korigovat chybu.

19 P-code je dostupny pouze autorizovanym uZivateliim, tj. vojenskému sektoru (USA a spojenci)
a geodetiim (v zemich, kde nehrozi nebezpeci vojenského zneuziti).

20 Praveé na znepresnéni idajl o ¢ase a o pozici satelitu bylo zaloZeno SA. V obdobi valky v Perském zalivu
byla SA vypnuta.
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Na péti mistech na Zemi jsou umistény stanice, které monitoruji satelity na obéznych drahach.
Informace se posilaji do fidiciho centra v Coloradu, kde se na jejich zakladé urcuji presné polohy
a odchylky v urcovani casu jednotlivych satelitd. Ty jsou také vybaveny malymi raketovymi

motory, které umoznuji drobné korekce drahy.

7

Pfesny Cas a znalost pozice satelitu je pro urceni polohy uzivatele zasadni. Prijimac¢ porovna cas,
kdy byl signal ze satelitu vyslan, s casem, kdy jej prijal. Signal se $iii rychlosti svétla c, proto lze
snadno z rozdilu t téchto ¢ast vypocitat vzdalenost r satelitu od prijimace:

r=c-t.

Jeden takovyto Uidaj neni postacujici, protoze mnozina vSech bodl v zadané vzdalenosti tvori
kulovou plochu. Pokud pridame tidaje z dalSiho satelitu, dostaneme priinik dvou kulovych ploch.
To stale neni postacujici pro piesnou lokalizaci. Teprve z priiniku alespon tri2! kulovych ploch
muizeme ziskat aktudlni pozici prijimace na zemském povrchu. Situace je zakreslena na
nasledujicim obrazku.

Z matematického hlediska se jedna o ulohu nalézt prisecik tii kulovych ploch. Ve stredu kazdé
z téchto kulovych ploch se nachazi satelit, jehoZ poloha je zndma. Re$eni provedeme pomoci
analytické geometrie. Uloha tak ptejde na soustavu ti‘f kvadratickych rovnic o tfech neznamych.

21 Jelikoz neni GPS prijima¢ presné synchronizovan se satelity, je pro urceni polohy potfeba znat
vzdalenosti prijimace od alespori ¢tyi satelitti.
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Zvolme nejprve kartézskou soustavu souiadnic tak, Ze jeji pocatek se bude nachazet ve stiredu
Zemé. Za osu z zvolime zemskou osu. Rovinu xy ztotoZnime s rovinou zemského rovniku. Za
kladnou poloosu x pritom vezmeme poloosu prochdzejici nultym polednikem a za kladnou
poloosu y zvolime22 poloosu prochazejici 90° vychodni délky. Oznacme dale polohu i-tého
satelitu [a;, b;, ¢;], i = 1,2, 3. Ozna¢ime-li poloméry ptislusnych kulovych ploch po radé ry, 7,13,
dostaneme prislusnou soustavu kvadratickych rovnic, kterd odpovida priniku vsech tri
kulovych ploch:

(x—a)?+ @ —b)*+(@z-c) =1 =c’t]
(x—a)* + (Y = b)* + (2= cp)* =15 = c*t3
(x—a3)* + (y —b3)* + (2 —¢c3)* = 1§ = c?t}
Odectenim treti rovnice od prvni a druhé rovnice odstranime z téchto prvnich dvou rovnic druhé
mocniny nezndmych:
(2a; —2a4) x + (2bs — 2by) y + (2¢3 — 2¢1) z = Dy
(2a; — 2a,) x + (2b3 — 2by) y + (2¢3 — 2¢3) z = D,
(x —a3)*+ (y —b3)* + (z = c3)* = ¢?t3,
kde
Dy =c?(t? —t3)+ai+b2+c3—a?—b?—c?
D, = c?(t? —t2)+ a3+ b3+ c%—a%—bZ—c3

jsou konstanty. Prvni dvé rovnice jsou linearni, 1ze tedy snadno vyjadrit neznamé x a y pomoci z.
Vyrazy x(z) a y(z), které tak vzniknou, dosadime do tfeti rovnice a ziskdme tak kvadratickou
rovnici s jedinou neznamou z. Tato rovnice ma dvé reSeni. Jedno vSak mizeme zcela vyloucit,
protoze se nachazi priliS vysoko nad zemskym povrchem. Tim dostaneme jediné vyhovujici

Feseni (xq, o, Zo) -

Nyni zbyva ze ziskaného reSeni, které jsme pocitali v kartézské soustavé soutadnic, vypocitat
zemépisnou $irku ¢, zemépisnou délku 4 a nadmotskou vysku v. Pripomenme, ze

@ €(=90°90° a A€(-180°180°).

Zaroven vzdalenost bodu (x,, vy, zy) od stiedu Zemé je

h= fx§+y§+z§.

Nadmoiskou vysku pak ziskame jako rozdil vzdalenosti h a poloméru23 Zemé R = 6 378,137 m:

22 Presnéji se v systému GPS voli kladna poloosa y tak, aby spolecné s poloosami x a z tvorila pravotocivou
kartézskou soustavu souradnic.

23 Zemi zde bereme pro jednoduchost jako kouli; v GPS se pouziva referencni elipsoid a cely systém
korekci.
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v=h-—R.

Znazornime-li fez zemékouli obéma poly a nasi vyslednou pozici (x,, vy, z,), dostaneme

Zo

odkud plyne vztah z, = h - sin ¢. Zemépisnou $itku lze tedy vypocitat podle vztahu

. 2o
@ = arcsin—.
h

Poznamenejme jesté, Ze Usecka u se nachazi v roviné rovniku, tj. v roviné xy. Tam vypada situace

nasledovneé:

Vzhledem k tomu, Ze u = h - cos ¢, dostadvame vztahy

Xo =h-cos¢@cosi
Vo = h - cos@sin 4,

z nichz uz lze dopocitat zemépisnou délku A. Tim jsme prevedli kartézské souradnice polohy
prijimace na zemépisnou Sirku, délku a nadmorskou vysku.

V soucasné dobé dosahuji bézné prijimace presnosti 10-15 metrd. Pomoci dal$ich technickych
vylepSeni lze tuto presnost zvysit az na desitky centimetri. Pomérné velky vliv na konec¢nou
presnost ma zemska atmosféra, kterou musi projit signal vyslany satelitem. Nejvétsi problémy
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Cini troposféraz¢ (do 20 km nad povrchem Zemé) a ionosféra2> (60-1000 km nad zemskym
povrchem). Vysokd koncentrace volnych elektront vionosféfe ma vliv na amplitudu i na fazi
signalu, jenz se diky tomu miiZe zpozdit o 2-50 nanosekund. Pokud je satelit nizko nad obzorem,
tak signal prochazi ionosférou mnohem déle a zpozdéni tak mize vzrist aZ na trojnasobek, tj.
150 ns, coZ odpovida chybé 45 m. To je jeden z divodi, pro¢ se radéji satelity, které jsou méné
nez 5° nad obzorem, neberou v iivahu.

Troposféra a ionosféra maji na signal GPS negativni vliv, kazda z téchto vrstev ponékud jiny. Do
jisté miry jej lze sniZit volbou vhodné frekvence. PoZadavky na frekvenci jsou vSak v obou
ptripadech odlisné, takze nejlepsi volba je vZdy otazkou kompromisu. GPS pracuje na dvou
frekvencich. Zakladni frekvenci je fo = 10, 23 MHz, druha je jejim 154nasobkem.

Volba dvou riznych frekvenci ma velkou vyhodu - umoziiuje mimo jiné minimalizaci dasledki
negativniho vlivu ionosféry na GPS signal. Tento vliv je totiZ zavisly na frekvenci signdalu.
Porovnanim udajli prislusnych dvéma frekvencim je mozné jej pomérné presné odhadnout
a korigovat.

Jak jiZz bylo zminéno v tivodu této kapitoly, GPS neni vyuZivano pouze pro urcéovani polohy. Své
aplikace nachézi také velmi piesny ¢as, na ném? je tento systém zalozen. Cas GPS (GPS system
time) byl nastaven podle svétového koordinovaného ¢asu (UTC, Universal Time Coordinated)
6.ledna 1980. Svétovy koordinovany c¢as je vSak na rozdil od ¢asu GPS korigovan vkladanim?2é
nebo odecitanim prestupnych sekund tak, aby se liSil od ¢asu daného zemskou rotaci o méné nez
0,9 sekundy. Pti vyuzivani piesného Casu z GPS je tedy potieba pripocist prestupné vteriny, aby
bylo dosaZeno souhlasu se svétovym koordinovanym c¢asem.

svvs

pocasim. V troposféie se nachazi témér vsechna atmosférickd voda. Signalu GPS plisobi potiZze zejména
postupné zmény teploty a tlaku vzduchu a rozlozeni vody.

25 Tato Cast atmosféry je vodiva a ionizovana. Je udrzovana rentgenovym a ultrafialovym zarenim Slunce.
Stupen ionizace tedy zavisi zejména na slunecni ¢innosti; v priitbéhu dne znac¢né kolisa.

26 Realné dochazi ke vkladani. Sekunda byla totiz ptivodné definovana na zakladé zemské rotace mérené
mezi lety 1756 a 1895. Rychlost zemské rotace se vsak stale snizuje. Koncem 20. stoleti bylo vkladano
prameérné 9 sekund za jedno desetileti.
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