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UVODNI SLOVO

Ve dnech 24. a 25. zati 2018 se v Profesnim domé na Malostranském namésti
v Praze, v jedné z historickych budov Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy, kona 3. ro¢nik celostatni konference Cesty k matematice. Organizuje
ji Katedra didaktiky matematiky MFF UK!, spoluporadatelem je Sttedoceska
pobocka JCMF. Akce navazuje na konference Jak pripravit ucitele matema-
tiky?, Matematika a redlny svét® a Cesty k matematice I* a II° potadané na
stejném misté v letech 2010, 2012, 2014 a 2016.

Konference je urcena pracovniktim fakult pfipravujicich ucitele matematiky,
stfedoskolskym ucitelim matematiky, doktorandim a studentim vyssich roc¢-
niki, ktefl se pfipravuji na ucitelskou profesi s aprobaci matematika pro tieti
stuper, pracovnikiim riznych vyzkumnych instituci a dalsim zajemctm o pro-
blematiku vzdélavani.

Konference je zaméfena na nasledujici okruhy:

e rozvijeni geometrické predstavivosti zakt ve vyuce matematiky,
e vystavba pojmu Skolské geometrie,

e objevovani a ovéfovani hypotéz ve skolské geometrii,

e obrazky a schémata ve vyuce matematiky,

e vyuziti historie geometrie ve vyuce matematiky.

Tento sbornik obsahuje texty nékterych konferencnich prispévki. Seznam
ucCastnikt a nékteré dalsi materidly jsou k dispozici na webové strance konfe-
rence http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2018/.

Dékujeme programovému a organiza¢nimu vyboru za piipravu konference,
fe¢nikim za predneseni piispévkt a dodani jejich pisemné verze a recenzenttim
za peclivou kontrolu vSech text a fadu podnétnych pfipominek.

I Programovy vybor: Jarmila Robova (piedsedkyné), Jindfich Beévaf, Leo Bocek, Jana
Hromadova, Vlasta Moravcova, Oldfich Odvérko, Antonin Slavik (¢lenové KDM MFF UK).
Organiza¢ni vybor: Zden&k Halas (pfedseda), Alena Blazkova, Martin Rmoutil, Jakub Sta-
nék, Petra Surynkova, Martina Stépanova, Jifi Vancura, Tomas Zadrazil (¢lenové a dokto-
randi KDM MFF UK).

2 Texty p¥ispévki z této konference byly publikovany ve sborniku J. Be¢vai, M. Beévatova,
A. Slavik (ed.): Jak pripravit ucitele matematiky. Matfyzpress, Praha, 2010. Jsou téz k dis-
pozici v elektronické verzi na webové strance http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konf-cd2/.

3Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Matematika a reding svét. Matfyzpress,
Praha, 2012, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2012/sbornik.pdf.

4Viz elektronicky sbornik A. Slavik (ed.): Cesty k matematice. Matfyzpress, Praha, 2014,
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2014/sbornik.pdf.

5Viz elektronicky sbornik J. Hromadova, A. Slavik (ed.): Cesty k matematice II. Matfyz-
Press, Praha, 2016, http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/konference2016/sbornik.pdf.
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K CEMU JE SKOLSKA GEOMETRIE

JARMILA ROBOVA

Prispévek je zaméren na vyznam a pojeti geometrie ve vyuce matematiky
na zakladni a na stfedni Skole. Zabyva se rovnéz vztahem zak® ke geometrii
i konkrétnimi problémy v porozumeéni zakd zdkladnim pojmim eukleidovské
geometrie. Poukazuje na souvislosti mezi skolskou geometrii a pripravou bu-
doucich uciteli matematiky v této oblasti. Soucasti pfednasky jsou ukazky
zakovskych, resp. studentskych, feSeni tloh ze syntetické geometrie.

1 Uvod

Pocatky matematiky jako védniho oboru sahaji do starovékého Recka pii-
blizné do 6. stoleti pf. n. l. V tomto obdobi byla rozvijena predevsim aritmetika
a geometrie. Jiz anticti filosofové si byli védomi vyznamu matematiky a geome-
trie, konkrétné jejich postupt i deduktivné budované teorie. Dokladem toho je
naptiklad zafazeni matematiky do vyuky v Platénové filosofické skole Akade-
mie, kterd byla zaloZena kolem roku 387 pf. n. 1. v Aténédch. Uvadi se, Ze nad
jejim vstupem byl uveden napis ,Nevstupuj, kdo neznas geometrii®.

K Platénovym zaktm patril pravdépodobné také Eukleidés, ktery pozdéji
sepsal dilo Zdklady shrnujici tehdejsi poznatky z aritmetiky a geometrie. Euk-
leidés ve svych Zadkladech shroméazdil a prehledné vylozil matematické poznatky
ve formé systematické teorie, ktera byla dasledné budovana deduktivni meto-
dou. Vice nez dva tisice let bylo toto dilo zakladni u¢ebnici matematiky, presnéji
geometrie, a stalo se vzorem pro deduktivni budovani matematické teorie [1].

Podivejme se tedy v nasledujicim textu na to, jak se dnes Zaci seznamuji
s geometrii zejména na zakladni skole, jaky je jejich vztah ke geometrii i jaké
jsou soucasné problémy vyuky geometrie.

2 Geometrické kurikulum na zakladni a stfedni Skole

Geometrické vzdélavani na zakladnich a stfednich skolach je dlouhodobé
predmétem diskuzi matematiki a odbornikd na vzdélavani u nas i ve svété.
V centru pozornosti téchto diskuzi byvaji otazky tykajici se zejména rozsahu
a obsahu vyuky skolské geometrie.

V Sedesatych a sedmdesatych letech 20. stoleti probihala pod vlivem bour-
bakistti tzv. modernizace Skolské matematiky. Diraz byl kladen na struktu-
ralni pojeti matematiky, na jeji axiomatizaci véetné zavedeni pojmu mnozina
a struktura jiz na prvnim stupni zékladni skoly. Cilem bylo odstranit ve vyuce
matematiky dril a podpofit rozvijeni spekulativniho mysleni [16]. V souvis-
losti s modernizaci néktefi odbornici vnimali syntetickou geometrii ve skolské
matematice jako prezitek a doporucovali jeji odstranéni z vyuky. To se poda-
filo prosadit v nékterych zemich, naptiklad ve Velké Britanii, kde je synteticka
geometrie i dnes okrajovou zalezitosti.



V osmdesatych letech pokracovaly u nas dalsi diskuze nad koncepci skolské
geometrie. Néktefi odbornici upozortiovali, Zze ve vyuce na zakladni a stfedni
skole se ,,dostatecné nerozviji zdjem zaki o tuto disciplinu, malo se péstuje geo-
metrickd pfedstavivost a schopnost aplikovat geometrické poznatky“ [8, s. 295]
a ze klasicka elementarni geometrie ma nezastupitelnou roli pfi rozvijeni zakova
mysleni [6]. V devadeséatych letech se vyuka matematiky na zékladnich skoldch
jednozna¢né odklonila od mnoZinového p¥istupu, nebot zkuSenosti z vjuky pro-
kazaly, ze tato koncepce ¢asto u zaku prispiva k formalnimu osvojeni poznatki.
Geometrie na prvnim stupni byla postupné v duchu konstruktivistického pri-
stupu smérovana k nazorné vyuce, ktera se opird o zkusenosti zakl s redlnymi
objekty a modely.

Soucasné kurikulum geometrie vychazi z ramcovych vzdélavacich programu
pro prislusnou aroven vzdélavani. Podle Ramcového vzdélavaciho programu pro
zdkladni vzdéldvdani (dale jen RVP ZV) zaci v tematickém okruhu Geometrie
v roviné a v prostoru urcuji a zobrazuji geometrické ttvary, zabyvaji se jejich
vzajemnymi vztahy, modeluji redlné situace, pracuji s metrikou geometrickych
utvari a zdokonaluji svij graficky projev [12]. Z uvedeného vyplyva, Ze na
zékladni skole se zaci vénuji predevsim syntetické geometrii. Ucivo, které je
uvedeno v RVP ZV, je chapéano jako prostiedek k dosazeni ocekavanych vy-
stuptl, stava se zdvaznym az na trovni Skolnich vzdélavacich programii.

Stiedni skola rozviji znalosti a dovednosti zakt ze syntetické geometrie pro-
birané na zakladni skole. Rdmcovy vzdéldvaci program pro gymndzia (dale jen
RVP G) explicitné uvadi, ze k cilim vzdélavani v matematice patii také roz-
vijeni geometrického vidéni a prostorové predstavivosti. V tematickém okruhu
Geometrie se nové objevuji vystupy souvisejici s analytickou geometrii, jako
jsou analytickéd vyjadieni pfimek ¢i kuzelosecek. Oproti zakladni skole jsou pro
tvorbu skolnich vzdélavacich programt zavazné nejen ocekdvané vystupy, ale
i zde uvedené ucivo [11].

V roce 2017 byla u nés zahajena revize kurikula matematiky od pfedskolniho
vzdélavani az po stiedni skolu. V ramci revize se formuluji vysledky uceni pro
jednotlivé uzlové body, ke kterym patii konec predskolniho vzdélavani, konec
tfetiho, patého, sedmého a devatého ro¢niku zakladni skoly a konec stredniho
vzdélavani. Skupina pro revizi kurikula kromé metodikt Ndrodniho istavu pro
vzdéldvdni zahrnuje také odborniky na jednotlivé tirovné vzdélavani, a to od
predskolniho az po pripravu uéiteli matematiky. Také v ramci této revizi se
vychazi z vyznamu syntetické geometrie pro rozvijeni myslenkovych procesi
zéka.

3 Vyznam Skolské geometrie

Jiz fadu let se hovoii o tom, Ze geometrie byva na zédkladnich, resp. stfednich,
skolach nedocenénou soucasti vyuky matematiky, nebot v pfipadé nedostatku
vyukového Casu se ve Skolské matematice Casto oklestuji geometrickd témata
[3], [9], a to zejména z oblasti syntetické geometrie.



Uvédomime-li si, Ze rozvoj syntetické geometrie sehral ve starovéku zasadni
roli pfi pfeméné matematiky z prakticky zaméfeného oboru na védeckou disci-
plinu, patii synteticka geometrie nepochybné k evropskému kulturnimu dédictvi
a k zékladim vzdélani. Z oboru, ktery fesil otazky typu JAK (vypocitat, zmé-
fit, ...), se syntetickd geometrie a také elementarni aritmetika staly oblastmi,
ve kterych na zékladé logického uvazovani a deduktivnich postupi resily otazky
typu PROC (postup funguje, tvrzeni plati, ...). To je také jeden z ditvodii za-
fazeni syntetické geometrie do vzdélavani jiz od prvniho stupné zakladni skoly.
Zatimco otazky typu JAK, resp. odpovédi na né, vétsinou vedou v uéebnim pro-
cesu k memorovani a formalnimu osvojeni poznatkt, Gispésné feSeni problémil
typu PROC vyzaduje hlubsi porozuméni danému tématu a soucasné pFispiva
k rozvijeni kritického mysleni. Nauci-li se napfiklad zak postup sestrojeni pravi-
delného Sestithelniku pomoci kruzitka a pravitka bez porozumeéni, pro¢ ho tak
sestrojuje, je pravdépodobné, ze konstrukci po néjakém case, kdy ji nepouziva,
zapomene.

Je tfeba si uvédomit, ze vyznam Skolské geometrie nespociva jen v jejim
obsahu, tj. v zavadénych pojmech ¢i vzorcich, ale ze zak si na zakladé geome-
trickych vlastnosti redlného svéta postupné vytvari jeho eukleidovsky model.
Tvorba modelt redlnych situaci je nepochybné dilezitou slozkou poznéavaciho
procesu, rovnéz prispiva k vyuzivani matematiky v aplika¢nich tilohéch z praxe.
SoucCasné geometrie, predevsim na zakladni Skole, poskytuje fadu vhodnych
tickému mysleni véetné argumentace a ovéfovani. Na rozvijeni matematického
mysleni se samoziejmé podileji i dalsi tradi¢ni oblasti Skolské matematiky arit-
metika a algebra, avsSak aritmetika poskytuje o néco méné bohaty svét tdloh

~evs

Vyuka syntetické geometrie prispiva také k rozvoji syntetického mysleni,
které spociva ve spojovani dil¢ich ¢asti do vétsiho celku, pricemz takto vznikly
celek mize byt novym poznatkem. Syntetické mysleni se ¢asto opirad o intuici,
avSak ve Skolni vyuce je obvykle kladen diiraz na analytické mysleni. Kol4r [6]
upozornuje, Ze matematické obory, jako je teorie mnozin ¢i elementarni algebra,
procvicuji prevazné analytické mysleni, které vsak Casto miva v intelektualni
¢innosti spise pomocny charakter. Elementarni planimetrie je podle néj zaklad-
nim polem pro procvi¢ovani syntetické slozky mysleni. Rovnéz nase zkusenosti
z vyuky budoucich ucitelti matematiky ukazuji, Ze syntetické feseni planimet-
které se vyuzivaji v analytické geometrii a goniometrii. ReSeni planimetrickych
uloh pravé vyzaduje vyuzivani syntetické slozky mysleni, jehoz soucasti je ur-
¢ity nadhled nad vlastnostmi geometrickych objektti v€etné schopnosti tyto
vztahy aktivné vyuzivat a kombinovat.

Nesmime zapomenout na to, ze vyuka geometrie vyznamnou mérou prispiva
k rozvoji prostorové i geometrické predstavivostil. Zatimco dalsi slozky lid-

I Podle Sarounové [17] je prostorova piedstavivost soubor diléich schopnosti souvisejicich
s pfedstavami o prostoru, tvarech a vzajemnych vztazich mezi pfedméty a ndmi. Prostorova
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ského mysleni, jako je napfiklad logické ¢i kritické mysleni, jsou rozvijeny také
v jinych vyucovacich predmétech, prostorova predstavivost je predevsim zale-
zitosti vyuky geometrie. Rozvijeni geometrické pfedstavivosti zaki je rovnéz
dilezité pro jejich dalsi uplatnéni v Zivoté, nebot tuto predstavivost vyuzivime
v celé fadé obort lidské ¢innosti (technika, medicina, umeéni, ... ).

S geometrickou predstavivosti tizce souvisi vizualizace matematickych pojmi
a vztaht. I v soucasné dobé, kdy je ve Skolské geometrii ¢asto vyuzivan pro-
gram GeoGebra, je tfeba u zaku rozvijet jejich vlastni graficky projev. Kresleni
geometrickych nacrtkit napomaha hlubsimu pochopeni vztahii mezi matema-
tickymi objekty, které maji abstraktni charakter. Vytvareni obrazi matema-
tickych situaci a ¢teni obrazové informace je v matematice rovnéz podstatnou
slozkou procesu uceni.

V souvislosti s integraci pocitacovych technologii se diskutuje také otézka,
do jaké miry je tfeba se ve skolni vyuce vénovat rysovani. Pokud za jeden z cila
geometrického vzdélavani povazujeme to, aby Zzaci ziskali manualni zru¢nost
a presnost v rysovani riiznych geometrickych objekt?, je vhodné vyuzivat po-
¢itac¢ové programy pro rysovani az ve chvili, kdy si Zéaci jiz osvojili zakladni
manualni dovednost pfi praci s pravitkem a kruzitkem. Vyznam rysovani ne-
souvisi jen s o¢ekdvanymi uéebnimi vystupy dle RVP ZV [12]. Na zakladni skole
rysovani rovnéz prispiva k rozvijeni jemné motoriky zaktd, ¢imz se podporuje
také vyvoj mozku. Rysovani vSak mé i dalsi tlohu z hlediska myslenkovych
procest zaki. Kolaf [6, s. 45] uvadi, ze zdk se ,pomoci rysovani seznamuje se
zpétnou projekci vysledku abstraktniho mysleni do objektivni reality, coz je
rovnéz zésadni slozka aktivniho poznédvaciho procesu“. Podle Kupéakové [7] je
vsak vhodné zacdinat s rysovanim v souladu s psychologickymi poznatky az ve
veku 11-12 let.

Geometrie je tedy dulezitou soucasti vyuky matematiky od prvniho stupné
a7 po maturitu, na ¢emz se shoduje fada odbornikt i uéitelt [13]. Podle Ciz-
mara [2] je role syntetické geometrie ve vyuce na zdkladni skole zfejméa bez
jakychkoliv pochybnosti, nebot s pfijatelnou mirou abstrakce zékim zpiistup-
nuje prostor, ve kterém ziji, a to se déje pomoci jazyka, jehoz odborna troven
se téméF nelisi od bézného jazyka. Jirotkova [5, s. 83] zdliraziiuje, Ze ,geometrie
je vedle teorie c¢isel tradicnim prostiedim pro rozvoj argumentacniho mysleni
a vice nez kterakoliv jind oblast matematiky vzajemné propojuje zivotni zku-
Senost zaka, teoretické poznani a verbalni pfemosténi obou téchto oblasti“.

4 Vztah zZaku a uéitelu ke geometrii

Radu let se v oblasti vzdélavani matematice setkdvame s tvrzenim, Ze geome-
trie je z pohledu zakd, a nékdy i uéiteld, obtiznou, resp. neoblibenou, soucasti
vyuky matematiky, a to zejména jeji syntetickd ¢ast [8], [18], [13]. Podivejme
se tedy na vyzkumna Setfeni, kterd se zabyvala touto problematikou.
predstavivost s geometrickym obsahem se nazyva geometrickou predstavivosti.

2Dle RVP ZV [12] k o¢ekavanym vystuptim na konci 9. ro¢niku patii, Ze ,,zak umi zachazet
s rysovacimi pomuckami“.
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Rendl, Vondrov4 et al. [13] zkoumali, jaké uivo Skolské matematiky pova-
zZuji ucitelé a zaci zakladni skoly za kritické, resp. obtizné pro zaky. Je totiz
pravdépodobné, ze ucivo, které je pro zdka narocné na pochopeni, obvykle
nemiva zék v oblibé. Ve zminéném vyzkumu se kromé témat z aritmetiky ¢i
algebry k problematickym oblastem zaradila rovnéz geometrie. Ucitelé prv-
niho stupné casto uvadéli, Zze jde o geometrické konstrukce, rysovani, obvody
a obsahy rovinnych dtvard, soucasné také zminovali problémy s porozuménim
pojmiim obvod a obsah. Rada dotazovanych uéitelti vnimala geometrii jako
rysovani a kladla ve své vyuce diraz na presnost a tthlednost rysovani, nebot
to povazovali za ukazatel geometrické irovné Zaka. Dalsi ucitelé zdtraznovali
nezbytnost spravného vyznadeni bod@ pfi értdni a rysovani®. Uditelé prvniho
stupné vidi pfi¢iny problémi s rysovanim predev§im v nedostatecném vyvoji
jemné motoriky u zaka. Ucitelé druhého stupné v uvedeném Setfeni oznacili za
kritickd mista ve vyuce geometrie v podstaté stejna témata jako jejich kolegové
z prvniho stupné, a to konstrukéni tilohy a vypocty obvodt, obsaht, povrchi a
objemi. V piipadé€ konstrukénich tloh ucitelé spatiuji pficiny problémi v ne-
dostateénych dovednostech zaku, které jsou potiebné pro vytvoreni obrazku
dané situace, v pripadé vypoctid pak v neznalosti ¢i Spatném zapamatovani si
potfebnych vzorct.

Je zajimavé, ze ucitelé se ve svych vypovédich o problémech zaki v geometrii
malokdy zminuji o dalsi mozné pri¢iné, kterou je neporozumeéni probiranym ge-
ometrickym pojmtm. Pokud si zédk nevytvori adekvatni predstavu konkrétniho
geometrického pojmu, jen obtizné mutze Gspésné resit tlohy, ve kterych feseni
vychéazi z porozuméni latce. To, Ze Zaci na trovni prechodu mezi prvnim a dru-
hym stupném zakladni skoly maji problémy s porozuménim pojmim tsecka,
ptfimka, polopfimka, trojihelnik atd. dokladaji vyzkumna Setieni probihajici
v poslednich letech [4], [7], [14].

7 hlediska obliby matematiky u zakt pozoruji ucitelé prvniho stupné jeji
pokles ve 4. a 5. ro¢niku a domnivaji se, ze vztah zakd ke geometrii ziejmé
ovliviiuje jiz zminénd nedostatecné rozvinutd jemné motorika zakt, presto vsak
existuji zaci, které geometrie bavi a maji radi rysovani. Ucitelé druhého stupné
uvadéji, ze obliba matematiky je u zaka spise nizsi a davaji to do souvislosti
s obtiznosti pfedmétu [13]. Nelze vSak jednoduSe zobecnit, Ze geometrie, resp.
rysovani, je u zaku na zakladni Skole neoblibenou soudasti vyuky, nebot nase
Setfeni v 6. ro¢nicich zékladni skoly a priméch osmiletjch gymnézii* ukazalo, ze
ve zkoumané skupiné 505 zakl jsou jak ti, ktefi maji geometrii radi véetné ry-
sovani, tak i ti, ktefi geometrii ,nemusi“. Necela polovina zaka v tomto Setfeni
uvedla, Ze geometrii maji radi nékdy, resp. v nékterych tématech. V odpovédich
zakl byl také patrny vliv nedavno probirané latky; nékterym zakim se libilo

3 To, ze ucitelé ¢asto trvaji na uréité formé vyznaceni geometrickych objektti v roviné
(bodd, usecek, pfimek, polopfimek), potvrdila také dalsi setfeni [7], [10].

4 Toto vyzkumné Setfeni realizovali Z. Halas, J. Hromadové, V. Moravcova, J. Robova
z KDM MFF UK v zafi az fijnu v 6. ro¢nicich zékladnich $kol a v priméach viceletych gym-
nézii. Setfeni bylo zaméfené na zkoumani zdkovskych konceptii souvisejicich se zakladnimi
geometrickymi pojmy na konci prvniho stupné zakladni skoly, viz [14]. Soudésti Setfeni byla
dotaznikova sonda zaméfena na vztah zakt ke geometrii.



12

rysovani, jinym zase vadil v geometrii pozadavek na presnost rysovani ¢i tlohy
pocetniho typu (obvody, obsahy).

Nase zkuSenosti z vyuky budoucich ucitelit matematiky ukazuji, ze negativni
vztah ke geometrii si mize zak prenést i do vysokoskolského studia, kde uz ¢asto
nebyva prostor nejen pro rozvijeni geometrické predstavivosti, ale i pro budo-
vani kladného vztahu ke geometrii. Uspésné Feseni geometrickych tloh vyza-
duje nejen znalost vlastnosti geometrickych objekti, ale také porozuméni témto
pojmim i dobrou geometrickou, resp. prostorovou piedstavivost. Zabyvali jsme
se proto pristupy budoucich uciteli k rozvijeni geometrické predstavivosti zaki
v kurzu z didaktiky matematiky [15]. Zadali jsme budoucim uéiteliim za tikol
vytvorit pracovni listy s ilohami, které u zaka stfedni skoly podpori rozvijeni
této dovednosti. Vychazeli jsme z predpokladu, Ze jiz v bakalafském studiu jsme
se tomuto tématu se studenty vénovali v nékolika pfedmétech, probirali v nich
nejen vhodné ucivo, ale i formy a metody vyuky. Rozbor odevzdanych praci
ukézal, ze pii pripravé na vlastni vyuku vychazeji budouci ucitelé predevsim
ze svych zkuSenosti a prevazné voli tlohy, se kterymi se sami setkali ve vyuce
na zakladni a stfedni Skole ¢i v ucebnicich. Z pohledu rozvijeni geometrické
predstavivosti zakt je tedy tfeba v pripravé budoucich uciteld zduraznit nejen
vyznam geometrické predstavivosti, ale uvadét i vhodné typy tloh, ve kterych
se objevuji také nestandardni pohledy na télesa, a pfipadné s nimi fesit ilohy,
v nichz ma viditelnost vliv na pocet feSeni.

Kufina [8] uvadi, ze ucitelé, ktefi nemaji geometrii radi, ji ve vjuce pfiro-
zené vénuji mensi pozornost, takze jejich zaci nemaji dobré geometrické vzdé-
lani, a tim se vytvari zacarovany kruh. Napravit zminénou situaci neni lehké,
nebot uvedené problémy se tahnou fadu desetileti. Cesta ke zlepSeni situace
je znama: je tfeba zkvalitnit vyuku geometrie od prvniho ro¢niku zakladni
skoly pres dalsi stupné vzdélavani az po pfipravu ucitelt matematiky. Ukazuje
se totiz, ze problémy s pochopenim geometrie se objevuji i u budoucich udi-
telt matematiky pro prvni i druhy stupen zakladniho vzdélavani. Nespravné
predstavy zdkladnich geometrickych pojmi se tak vyskytuji nejen u zakt, ale
i u jejich budoucich uéitelt [4], [7].

5 Zavér

Geometrie je nepochybné dulezitou soucasti vyuky matematiky od zakladni
az po vysokou skolu. Hlavni vyznam vyuky geometrie spoc¢iva v rozvijeni mys-
lenkovych procest zaku v prostiedi, které je pro zaky snadnéji uchopitelné, nez
je tomu v aritmetice ¢i v algebfe. Nejde tedy ani tak o samotné ucivo geome-
trie jako predevsim o jeji metody a formy prace véetné zduvodnovani vztaht
mezi geometrickymi objekty. V prostiedi rovinné ¢i prostorové geometrie lze
na zakladé vizualizace problému pomérné snadno odvodit fadu matematickych
vztaht a ukazat tak zaktim nejen krasu matematiky, ale také vyznam a silu
logickych myslenkovych postupt.
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ZAPOMENUTA APLIKACE KUZELOSECEK

VLASTA MORAVCOVA

Cilem piispévku je ukazat jednu ze zajimavych aplikaci kuzelosecek souvise-
jici s konstrukei slune¢nich hodin, a sice v takovém rozsahu, v jakém toto téma
byvalo soucasti vyuky na redlnych skolach. Za timto Gcelem jsou ve zjednodu-
Sené podobé pfipomenuty nékteré pojmy z astronomie, pricemz uvedené udaje
jsou vztazeny k severni zemské polokouli.

1 Trocha historie

Slune¢ni hodiny patii k vynélezim, které jsou pro svou zavislost na poloze
umisténi obtizné prenositelné. Prvnim typem slunecnich hodin byl gnémon
(svisld ty¢, obelisk aj.) s cifernikem v podobé soustfednych kruZnic na zemi
(obr. 1). Cas byl piiblizné uréovan jen podle délky stinu (pii rozligeni smért
pro dopoledne a odpoledne). Gnémon byl vyuzivan napiiklad jiz ve starovékém
Egypté [1]. Tato metoda vSak neni pfesnd, nebot délka stinu zavisi také na ro¢-
nim obdobi. Nélezy dalsich typd slune¢nich hodin (vertikélni sluneéni hodiny
¢i polokulové hodiny zvané skafé) pochéazi ze starovékého Recka, ale i dalsich
oblasti. Nékolik typt sluneénich hodin popsal fimsky stavitel Vitruvius ve svém
dile De architectura libri decem [5]. Anti¢ti Rekové si jiz byli védomi nepies-
nosti méfeni ¢asu pomoci jednoduchého gnémonu, avsak prvni pisemné zminky
o umisténi stinového ukazatele rovnobézné se zemskou osou (coz je podstatné
pro pfesnost méieni — viz dale) v Evropé pochazeji az ze 14. stoleti.!

Dréha Slunce Ol 2:00

11:00 [
Q [ o13:00

A ! 014:00

10

Obr. 1: Né&c¢rt principu gnémonu

1 O historii sluneénich hodin vice viz [2] nebo [3], struéné a piehledné chronologie vyvoje

sluneénich hodin je vypracovana v [1].
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2 Dusledky pohybu Zemé

Princip sluneénich hodin spoc¢iva na zdanlivém pohybu Slunce. Pozorovatel
stojici na Zemi? vidi Slunce pohybujici se od vychodu k zapadu po kruznici na
nebeské sfére, pricemz poloha kruznice se v prubéhu roku méni. Tento jev je
disledkem dvou pohybti Zemé: rotace kolem zemské osy a obéhu kolem Slunce.

Zemé rotuje okolo své osy, jejiz odchylka od roviny ekliptiky je pri-
blizné 23,5°. Dale vykonava pohyb po eliptické trajektorii,® pficemz v jednom
z ohnisek této elipsy lezi Slunce. V okamziku, kdy Zemé prochéazi hlavnimi
vrcholy elipsy, nastava zimni nebo letni slunovrat. Pokud je Zemé v takové
poloze, Ze slunecni paprsky dopadaji kolmo na rovnik, nastava jarni nebo pod-
zimni rovnodennost (obr. 2).

arni rovnodennost (bfezen)

rovina rovniku

Letni \OSNSA T T —me
slunovrat
(Cerven)

Zimni slunovrat
(prosinec)

Podzimni rovnodennost (zai)

Obr. 2: Schéma obéhu Zemé kolem Slunce

Obr. 3: Schéma zdanlivého pohybu Slunce z pohledu
pozorovatele stojiciho na severni polokouli

Z naseho pohledu se Slunce pohybuje po obloze po kruznici lezici vzdy v ro-
viné kolmé k zemské ose. V den letniho slunovratu vystoupa na obloze nejvyse,
zatimco v den zimniho slunovratu bude jeho dréha nejblize k obzoru (obr. 3).

2 Polomér Zemé lze vzhledem k jeho poméru vuéi vzdalenosti Slunce-Zemé zanedbat
a polohu pozorovatele ztotoznit s bodem na zemské ose.
3 Jeden z Keplerovych zakoni, viz [8].
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Umistime-li tedy ty¢ rovnobézné se zemskou osou, bude se jeji stin vrzeny do
roviny rovnobé&zné s rovinou rovniku rovnomérné otacet o 15° (360° : 24) za
hodinu.

3 Rovnikové sluneéni hodiny

Na vyse popsaném principu funguji slune¢ni hodiny nazyvané rovnikové. Je-
jich cifernik tvofi kruh rozdéleny na 24 shodnych vyseci (obr. 4). Tycka vrhajici
stin (nazgyvand téz polos) vychézi ze stfedu ciferniku a musi byt nastavena do
polohy rovnobézné se zemskou osou. V praxi je tedy tfeba urcit nejprve sever
a smér kolmy k vodorovné roviné (¢im7 je ddna polednikové rovina o) a poté
nalézt takovou rovinu «, kterd je kolmd k roviné ¢ a s vodorovnou rovinou
svira tihel o velikosti 90° — ¢, kde ¢ je zemépisna sitka? daného mista (obr. 5).
Cifernik hodin poté orientujeme vyznacenym polednem k severu.®

APRING AND SUMAMER
HEAD THES Snn
S

TEMPUS FUGHT ~ TIME FLIES
IS TGUATORIAL A (A WAS IR L o
INTVINT O MOATVE 1 S
SUNDS o
0 87 MDA COUNTY LUV SAT COUNCR.

%
AN Cu T N ST AL 1 RTRS DTy

Obr. 4: Rovnikové slune¢ni hodiny®

M .
% rovina a

90°-¢

vodorovna rovina v misté¢ M

\ - / rovina rovniku

Obr. 5: Umisténi ciferniku rovnikovych hodin
v misté M, kolmy pohled do roviny o

4 Pro jednoduchost uvazujeme kulovy tvar Zemé a zemépisnou §itku ztotoziujeme se
sifkou geocentrickou.

5 Je tieba si uvédomit, Ze sluneéni hodiny méii sluneéni ¢as odpovidajici zemépisné délce
mista, kde jsou umistény. Ten se od bézné uzivaného pasmového ¢asu muze lisit, napriklad
mezi nejzdpadnéjdim a nejvychodnéjsim mistem Ceské republiky je rozdil sluneénich éasii
téméf 30 minut, zatimco pasmovy c¢as je v rdmci statu pochopitelné vsude stejny.

6 Fotografie prevzata z: www.waymarking.com/gallery
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4 Vertikalni a horizontalni sluneéni hodiny

Ve svém okoli miizeme nejcastéji vidét slunec¢ni hodiny na sténach budov
(tzv. vertikdln?), popFipadé na zemi (tzv. horizontdlni). Cifernik takovych hodin
ziskdme rovnobéZznym promitnutim ciferniku rovnikovych hodin do pfislusné
roviny ve sméru zemské osy. Polos je pak tifeba opét nastavit rovnobézné se
zemskou osou. Pokud vertikalni hodiny umistime na svislou sténu orientovanou
presné od vychodu k zapadu, bude jejich cifernik osové soumérny podle svislé
osy prochdzejici stfedem (viz dale ¢ast 6, obr. 7).

5 Datové ¢éary a jejich pruméty

Na cifernicich slune¢nich hodin byvaji ¢asto vyznaceny zajimavé kiivky,
zpravidla se jedna o analemu ¢i datové ¢dry. Analema je empirické kiivka pri-
pominajici ,,osmicku“. Na této kfivce lezi stiny koncového bodu stinové tyce
(poptipadé jiného vyznadeného mista na této tycce, tzv. nodu), které bychom
zaznamenali v priibéhu celého roku kazdy den vzdy ve stejny ¢as.”

Datovou ¢arou nazyvame kiivku, kterou opisuje stin konce polosu béhem
jednoho konkrétniho dne. Slune¢ni paprsky v pribéhu jednoho dne vychazi
z bodu na kruZnici, po niz se Slunce z pohledu pozorovatele pohybuje. Ty, které
prochézi koncem polosu, tvofi vlastné rota¢ni kuZelovou plochu (pfesnéji jeji
¢ast). Stin konce polosu lezi v roviné ciferniku, datova ¢ara je tedy Fezem rotacni
kuzelové plochy rovinou — kuzeloseckou. V dny, kdy nastava rovnodennost,
jsou datovymi ¢arami primky, v ostatni dny se v naSich zemépisnych Sirkach
vzhledem ke sklonu zemské osy jedna o hyperboly.®

PROSINEC
LEDEN/LISTOPAD

UNOR/RIJEN

BREZEN/ZARI

DUBEN/SRPEN

KVETEN/CERVENEC

15 CERVEN

Obr. 6: Datové ¢ary na vertikalnich slune¢nich hodinéch

Obvykle na cifernicich slune¢nich hodin nalezneme datové ¢ary odpovidajici
rovnodennostem (pro jarni i podzimni rovnodennost vychdzi stejnd piimka)
a slunovratiim (¢asti hyperbol ohrani¢ujici mnozinu vSech moZnych dopadii
stinu polosu na cifernik). Casto byvaji vyznaceny i datové ¢ary dalsich mésici

7 Vice o této kiivce viz napt. [9].
8 Za severnim polarnim kruhem by datovymi ¢arami byly elipsy.
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(obr. 6). Diky tomu lze ze slune¢nich hodin odeéist nejen aktudlni c¢as, ale
i priblizné datum.

6 Ukazky konkrétnich tloh

Na pocatku 20. stoleti byly vySe uvedené zaklady konstrukce slunec¢nich
hodin standardni soucasti vyuky na realnych skolach. Téma bylo vyucovano
v rdmci povinného pfedmétu deskriptivni geometrie. Resené i nefesené ulohy
nalezneme v tehdejSich ucebnicich, tlohy s touto tematikou byly soucasti ma-
turit i zkousek ucitelské zpiisobilosti.” Na jednu z nich se nyni podrobnéji po-
divame (dle [6], str. 124-126).1°

Zadani: V Mongeové promitani sestrojte kiivku, kterou opisuje vrZeny stin
konce stinici tyce ma horizontdlnich hodindch dne 21. cervna v zemépisné
sirce ¢ = 50°.

Obr. 7: Konstrukce ciferniku horizontalnich a vertikalnich
slune¢nich hodin (zdroj: [5], str. 125)

9 O zkouskach ucitelské zptsobilosti z deskriptivni geometrie viz [4].
10 Zadani i feSeni je upraveno a piizptisobeno sou¢asnému jazyku.
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Reseni: Nejprve sestrojime cifernik rovnikovych sluneénich hodin v oto-
¢ené poloze (okolo zdkladnice) do ptidorysny a pomoci t¥eti pramétny ziskame
jeho primét do pidorysny ve sméru rovnobézném se zemskou osou (v obr. 7 je
sestrojen cifernik horizontalnich i vertikalnich hodin; stfedem ciferniku rovniko-
vych hodin je bod O, stifedem horizontalniho ciferniku bod 'Oy, stiedem verti-
kalniho ciferniku bod 204, bokorysem ciferniku rovnikovych hodin je tise¢ka Es
a bokorysem sméru zemské osy je piimka 103203). Sluneéni paprsky dopadajici
dne 21. ¢ervna (letni slunovrat) na konec M stinici tyée vychazi z kruznice lezici
ve vysce 23,5° nad rovnikem. Tvori tedy rotac¢ni kuzelovou plochu s osou kol-
mou k roviné rovniku, hlavnim vrcholem M a odchylkou povrchovych pfimek od
osy kuzele 66,5°. Tteti primét této kuzelové plochy je sestrojen v obr. 8, boko-
rysem Fezu horizontéln{ rovinou (piidorysnou) je dvojice poloptimek, pficems
stiny konce tycCe opisuji pouze tu vétev hyperboly, jiz odpovida polopiimka
s krajnim bodem Aj. Prvni primét hyperboly (¢ili hledand datova ¢ara) je
sestrojen pomoci stiedu hyperboly @, vrcholi A, B a asymptot, které jsou
ziskény jako rovnobézky s fezem (dvojici pfimek) kuzelové plochy vrcholovou
rovinou 7 rovhobéznou s rovinou fezu.!!

Obr. 8: Konstrukce datové ¢ary (zdroj: [5], str. 126)

1 Hyperbolicky fez kuzelové plochy rovinou viz napft. [7].
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Pro zajimavost dale uvadime (jiz bez feSeni) zadani{ jedné z maturitnich Gloh
z roku 1903:!2

Sestrojte na 60° vertikdalni slunecni hodiny, jez lezi na svislé sténé smé-
Tugict od svv na jzz [10].

Cilem je sestrojit rovnobézny prumét ciferniku rovnikovych hodin do roviny,
v niz lezi cifernik pozadovanych vertikalnich hodin, tj. do svislé roviny oriento-
vané od severovychodovychodu k jihozdpadoziapadu. Podobné tlohy byly cca
v letech 1900 az 1920 maturanttim bézné zadavany.

7 Zavér

V prispévku jsme pripomnéli zakladni princip konstrukce sluneé¢nich hodin
a datovych car, ktery pred cca 100 lety znal kazdy absolvent realky. Na téma
1ze pohlizet jako na zajimavou aplikaci kuzelosecek, v niz se propojuji poznatky
z vice védnich obort — fyzika, zemépis, deskriptivni geometrie, matematika.

E

Obr. 9: Pienosné slunec¢ni hodiny ze série ,turistické znamky* 13

Konstrukce slune¢nich hodin je v soucasnosti velmi dobfe zdokumentovana,
avsak tyto poznatky nejsou rozsifeny, coz je — dle ndzoru autorky — skoda,
zejména v dobé, kdy slunecni hodiny ziskavaji op€t znacnou popularitu. Mnoho
puvodnich slunec¢nich hodin umisténych na historickych budovach bylo v po-
slednich letech zrekonstruovano, na internetu lze nalézt programy pro tvorbu
slune¢nich hodin, v obchodech se suvenyry miizeme zakoupit pfenosné kapesni
sluneéni hodiny (obr. 9), existuji lokdlni databéze slune¢nich hodin atd. Jisté
by tedy bylo zajimavé a motivacni seznamit i soucasné stfedoskolaky alespon
se zaklady této problematiky.

12 Vice o maturitnich zkouskach z deskriptivni geometrie na realkach viz [4].
13 ww . turisticke-znamky.cz
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CESTA KE SKALARNIMU SOUCINU

ZDENEK HALAS

V tomto prispévku se pokusime zdiraznit vyznam motivace pfi zavadéni
pojmu, kterou nechapeme jen jako prvek zatraktivnujici vyuku, ale jako inte-
gralni soucast matematického vzdélavani. Tyto tivahy budeme demonstrovat
na prikladé zavedeni skalarniho soucinu.

1 Zavadéni pojmu a jejich motivace

Ve skolské matematice se nékdy zavadéji pojmy bez nalezité motivace. V pfi-
padé skalarniho soucinu se to tyka nékterych ucebnic stfedoskolskych i vysoko-
skolskych. Nahlédneme-li napt. do stfedosgkolské ucebnice [3], nalezneme tam
na strané 40 ,motivaci® v rozsahu jediné véty: Skaldrni soucin, ktery ted zave-
deme, je velmi duleZity.

Ve stiedoskolské ucebnici [4] se sice nejprve odvodi vzorec pro thel dvou
vektorti, nicméné skalarni soucin je pak motivovan pouze na zakladé vztahi
zndmych z fyziky: W = F.5aW= |ﬁ||§'| cos p, takze se odkazuje na skalarni
soucin pouzivany ve fyzice.

Ve vysokoskolskych ucebnicich je pak kladen diraz na abstraktni definici
(skalarni souéin jako bilinedrni forma, kterd je symetrickd a pozitivné defi-
nitni). K zakladni motivaci skaldrniho sou¢inu se uz autofi vétsinou nevraceji,
tuto znalost tiSe predpokladaji. Je tomu tak nejen v ucebnicich linearni alge-
bry (napf. [1], kde je tento pFistup pochopitelny, nebot téma skaldrni soucin
elegantné navazuje na téma bilinearni formy; navic je tfeba ziskat obecnéjsi
pohled na skalérni sou¢in v souvislosti s matematickou analyzou), ale i v udeb-
nicich geometrie, viz nap¥. [5] od strany 104, kde je pouze pfipomenuta definice
skalarniho soucinu z linearni algebry, bohuzel bez nazorné geometrické inter-
pretace a jejich disledkt. Prestoze je zde vybudovana mira thlu, je nasledné
vztah

u-v
COST = ——Q=7750 (1)
[l |7
pouzit k definici funkce kosinus (str. 134), resp. k definici odchylky nenulovych
vektort 4 a ¥ (str. 136).

Ve zminénych vysokoskolskych ucebnicich se tedy predpoklada, ze ¢tenar je
obeznamen s divodem, pro¢ je odchylka dvou nenulovych vektort definovana
vztahem (1) a jak byl tento vztah odvozen. Z vlastniho Setfeni, kdy jsem se
dotazoval vice nez 140 studenti ucitelstvi matematiky, vSak vyplynulo, Ze tento
predpoklad neni v naprosté vétsiné pripadt splnén. Pouze pét studentt z nich
mélo aspoii néjaké povédomi o tom, jak vztah (1) vznikl a ¢im je motivovano
zavedeni skalarniho soucinu, ostatni o tom neméli predstavu vibec zadnou.
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Jsem presvédcen o tom, Ze abstraktni zavedeni skaldrniho soucinu je pro-
spésné, je vSak tfeba jej provadét se studenty, ktefi jsou na to pfipraveni.
Jinymi slovy: abstrakce k matematice neodmyslitelné patii; myslim vsak, zZe je
tfeba k ni pristupovat az tehdy, kdyz je zfejmé, na zakladé ¢eho ji provadime.

Pri zavadéni pojm1 je Casto prospésné vyuzit poznatkid historie matematiky.
Vyvoj skalarniho soucinu byl vS§ak pomérné komplikovany, zasahuje i do jinych
oblasti matematiky, nez je geometrie a linedrni algebra (hyperkomplexni ¢isla,
viz napf. péknd netradiéni uéebnice [2]), a tak se skaldrni souin fadi mezi ty
pojmy, jejichz zavedeni vétsinou nedoprovazi zajimavy historicky exkurz, ale
vychazi se pouze z vhodné zvolenych matematickych tvah, které pak implikuji
didaktické zpracovani.

V nésledujici kapitole stru¢né shrnu motivacni Gvahy, které by podle mych
predstav mély predchazet definici skaldrniho soucinu. Zavéreéna ¢ast pak bude
vénovana jedné aplikaci geometrické interpretace skaldrniho souc¢inu. Budeme
tedy postupovat podle jednoduchého schématu, které se mi ve vjuce pfi zava-
déni zakladnich pojmu osvéddilo:

1. motivace (nastinéni ,0 co jde“, formulace zékladniho problému),
2. FeSeni problému a samotné definice, zdivodnéni zvoleného nazvu,

3. priklady a protipfiklady, ekvivalentni charakterizace, aplikace.

Uvedené schéma nam pfipomind, Ze ve Skolské matematice by definice za-
kladniho pojmu zpravidla neméla byt ,autonomni“,  samostatna®, ale méla by
bezprostfedné navazovat na predchozi iivahy.

2 Zavedeni skalarniho souéinu

Méme-li na stfedni skole zavedeny soufadnice vektoru a séitani vektort,
mizeme prikrocit k zavedeni skalarniho souc¢inu.

Predné je tfeba si uvédomit, ze s vektory nyni pracujeme v rdmci analytické
geometrie, prestoze je jejich abstraktni zavedeni jako prvka jisté algebraické
struktury — vektorového prostoru — na geometrii nezavislé. Analytickd geome-
trie vSak neni néjaka ,nova“ geometrie, ale zakim jiz znam4 geometrie, jejiz
vysledky vSak zapisujeme pomoci soufadnic, a vektory si v této fazi predsta-
vujeme jako klasické ,Sipky“.

Jednou z podstatnych slozek geometrie je jeji metricka cast formalizujici to,
co z bézného zivota dobie zname: délky, vzdalenosti, velikosti thlt. V ramci
analytické geometrie je tedy tfeba vyftesit dva zakladni problémy: jak zapsat
pomoci soutadnic:

a) vzdalenost dvou bodu (tj. délku vektoru),
b) odchylku dvou vektort.

Pokud tyto dvé zakladni tlohy tspésné vytesime, ziskame zaklad k dalsim
geometrickym tavaham, naptiklad budeme moci hledat vzdalenosti bodu od
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podprostoru (¢i od nadroviny), obecné vzdalenost dvou podprostorti, odchylku
dvou piimek, piimky od podprostoru (¢i od nadroviny) nebo odchylku dvou
nadrovin. VSimnéme si, ze zatim o skaldrnim soucinu nemusime vibec hovofit.

a) Norma vektoru @ = (uq, us)

Pro nenulovy vektor @ = (u1,uz) budeme vychézet z obrazku 1. Vzhledem
k tomu, ze pracujeme v kartézské soustavé souradnic, mizeme na vznikly pra-
vouhly trojuhelnik s délkami odvésen |u;|, |us| aplikovat Pythagorovu vétu.
Pro délku ptepony, coz je hledand norma ||| nenulového vektoru @, pak plati

I4]1* = i +u3 .

UY Fommmmmm e |

Obr. 1: Norma vektoru @ = (uy,usg)

Samotnou normu vektoru tedy definujeme takto:

]l = \/ui + 3 -

Platnost tohoto defini¢niho vztahu rozsifime i na nulovy vektor o, jeho norma
je tedy nulova. Tim je prvni zdkladni problém vyfteSen.

b) Odchylka dvou vektord @ = (u1,u2) a ¥ = (v1,v2)

Odchylku dvou nenulovych vektortt @ = (u1,us2) a ¥ = (v1,v2) uréime opét
na zakladé skolské planimetrie. Vektory @ a ¢’ 1ze doplnit na trojihelnik vekto-
rem 4 — U = (u1 — v1, ug — v2), v némz hleddme jeden vnitini tthel . Ten vsak
snadno vypoc¢teme pomoci kosinové véty:

1@ — > = [|@l|* + 1|7]1* — 2/|@]|[|7]| cos -
7 T
'
q

Obr. 2: Odchylka dvou vektortt @ = (u1,usz) a ¥ = (v1,vs3)
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Druhé mocniny norem rozepiseme dle vztahu odvozeného vyse:
(ur —v1)? + (uz —v2)? =i +uf  +of+v3 = 2||a]|[t]| cos .
Druhé mocniny se odectou:
(u? — 2uyvy 4+ v?) + (U3 — 2uouy + v3) = ud +ui + v+ v —2||i)||7] cos g,
a po vydéleni zbylé rovnosti ¢islem —2
—2uqv1 — 2ugvy = —2||d||||7]] cos ¢

vznikne elegantni rovnost!

w1 + upvy = [[@][|#] cos o .| (2)

Vidime, ze na levé strané vznikl vyraz ujv; + ugve, pomoci néhoz lze nalézt
odchylku dvou nenulovych vektort. Pokud bychom jej provizorné oznadili (@, ¥),
tak bychom s jeho pomoci mohli zapsat i feSeni pfedchoziho problému — normu
vektoru:

lall = v/ (@, @) .

Odchylka dvou nenulovych vektord @, ¥ je tedy takové ¢ € [0,7], pro které
plati:
(4, )
(@, 1)/ (¥, V)
Tuto rovnost pak mizeme pii abstraktnim budovani analytické geometrie po-
uzit pfi definici odchylky dvou nenulovych vektora ), .

cosp =

Z predchozich uvah plyne zdsadni poznatek: pomoci vyrazu (4, v) lze za-
psat FeSeni obou zakladnich problémii: nalezeni normy vektoru i odchylky dvou
nenulovych vektord. Tento vyraz tedy hraje klicovou roli v celé analytické
geometrii v dvourozmérném eukleidovském prostoru. Zcela analogické tvahy
bychom mohli provést v n-rozmérném prostoru. Skaldrni souéin by pak mél
znamy tvar

(U, V) = ugvr + -+ + Up vy, .

Ctenaf obeznameny se zaklady diferencidlni geometrie ploch zde miize roz-
poznat propedeutiku prvni zékladni formy plochy, coz je vlastné skalarni soudin,
ktery je obecné nekonstantni. Zjednodusené muzeme fici, ze prvni zakladni
forma dané plochy urcuje jeji vnitini geometrii.

! Rovnost (2) lze také snadno ovéfit pomoci souétového vzorce pro funkei kosinus. Pokud
s osou x svird vektor @ thel o a vektor ¥ thel 3, plati pro jejich soufadnice @ = (u1,u2) =
(J1€]| cos e, ||| sin ) a ¥ = (v1,v2) = (||9]| cos B, ||¥]| sin B). Kosinus odchylky ¢ = B8—a téchto

dvou vektort je tedy roven: cos ¢ = cos(8—a) = cosacos f+sinasin = FTIH vl‘ + ||u72\| H%H’

=

u1v1+ugvy
[RAlliRi]

tj. cosp =
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3 Samotny termin ,skalarni soucin®

V predchézejici kapitole jsme ukézali, ze klicovou roli v analytické geometrii

hraje vyraz
(ﬁ, ’17) = UV + UV3 .
Prozkoumejme tedy nyni jeho vlastnosti. Rozepsanim do soutadnic pozorujeme,
Ze je symetricky:
(@,7) = (7,7).

Kdyz zavadime skalarni soucin, tak jiz mame k dispozici operaci soucet vektorii.
Prirozenou otazkou tedy je, jak se zkoumany vyraz chova, dosadime-li soucet
dvou vektort do jedné z jeho slozek:

(4, 04+ W) = ((Ul,uz), (v1 + w1, v2 —|—w2)> = 1 (v1 + w1) + uz(ve + woe)

=uv1 + ugvy + wwy + ugwe = (4, V) + (4, W) .

Zkoumany vyraz (i, ¥) je tedy vzhledem k souc¢tu vektori distributivni. Chova
se tedy jako soucin. Vhodné znaceni, které bude usnadnovat vypocty, je tedy
takové, které bude evokovat soucin:

g

U= U1V + U2V .

Nejedna, se viak o operaci, vysledkem totiz neni vektor, ale &islo, skalar?. Proto
se U - U nazyva skaldrni soucin.

Napfiiklad ve stfedoskolské ucebnici [3] je sice na strané 40 odvozena distri-
butivita skalarniho soucinu, avsak pouze jako pravidlo pro pocitani, neni dana
do souvislosti s volbou samotného terminu ,skaldrni souc¢in®.

Ve vysokoskolské matematice lze motivovat volbu terminu ,,skalarni sou¢in®
také tim, ze je mozné jej zapsat jako soucin matic:

Lo v
U= (u u2)(v;) .

Zavedenim pojmu vSak prace nekonci. V pripadé skalarniho soucinu je tfeba
nazorné ukazat geometrickou interpretaci a jeji mocné aplikace, piipadné né-
které vyznamné specialni piiklady. Témto problémim se budeme stru¢né vé-
novat v nasledujicich kapitolach.

4 Kolmost

1. Kolmost dvou vektortt @ = (uj,u2) a ¥ = (v1,v2) lze pomoci skalér-
niho soucinu charakterizovat snadno; staci ve vztahu (2) zvolit ¢ = 7. Potom
cos p = 0, takze3

T <~ ULV + ugvg = 0.

2 7 latinského scalae, -arum, f. — zebiik, schody.
3 Vzhledem k tomu, %e odchylka vektorti ¢ € [0, 7], dostavame ekvivalenci.
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Tento postup je sice kratky a piimocary, lze vSak zvolit ,geometrictéjsi“
pristup, ktery je naznacen v bodé 2.
2. Charakterizaci kolmosti dvou vektorti zndzornime pfimo pomoci podob-

nosti pravothlych trojahelnikd, viz obrazek 3 (prvni z nich méa odvésny obar-
veny Cervené, druhy modfe):

ol _ o
lur|  Joa|’
.
luz||v1] = |uz||v2| .

Vzhledem k tomu, Ze druhy (modry) trojthelnik je v nésledujicim kvadrantu,
dojde ke zméné znaménka u pravé jedné ze souradnic, proto

U1V = —U2v2,

neboli
ULV + UV = 0.

bl _ Jol
lui| oo

ULV + usvg =0

1

£

Obr. 3: Znazornéni kolmosti dvou vektoru na zakladé podobnosti trojihelnikt

3. Jiné znazornéni charakterizace kolmosti dvou vektoru je zaloZzeno na po-
znatku, Ze obé thlopticky v obdélniku maji stejnou délku. Je-li w L v, tak
doplnénim na rovnobéznik dostavame obdélnik; délky obou jeho tthlopiicek se
tedy rovnaji:

Umocnénim na druhou a uZitim rovnosti ||w||? = @ - @ dostavame

11 + 2 - 7+ (|9 = ||al|* — 2@ - &+ |7,
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U-0v=—-u-7,
tj. nutné
u-v=0.

4. Pfi odvozeni vztahu pro odchylku dvou vektort jsme vychézeli z kosinové
vety. Pro ¢ = 3 tato véta prechéazi ve vétu Pythagorovu:

@17 = || +||7)* = |a - 7).
Rozepsanim pravé strany
I1a@l* + 191> = @) — 2@ - & + |7
dostavame
i-7=0.
5 Geometricka interpretace skalarniho souc¢inu
Ze vztahu (2), tj. @ - ¥ = ||@||||U]| cos¢ ihned plyne geometrickd in-

terpretace skaldrniho soucinu. Staéi si uvédomit, ze ||U|cosy je (orien-
tovana) velikost projekce vektoru @ do sméru vektoru @, viz obrazek 4.

Tieosp g

Obr. 4: Projekce vektoru v do sméru vektoru o

Skalarni soudin « - U tedy udava orientovanou délku projekce vektoru o do
sméru vektoru u, jez je vynasobena délkou vektoru . Toto vynasobeni si mu-
Zeme predstavit takto: (orientovanou) projekci zazna¢ime na vektor @ (jako na
obr. 4), nasledné si pfedstavime, Ze je tento vektor jednotkovy a vyrobeny z do-
konale pruzné gumy. Natdhneme-1i jej na ptivodni velikost, bude (orientovana)
délka c¢erveného natazeného useku rovna skaldrnimu soucinu - .

Situace se podstatné zjednodusi, je-li vektor @, do jehoz sméru promitame,
jednotkovy. Potom lze fici, Ze skalarni soucin « - ¥ udava pfimo orientovanou
délku projekce vektoru ' do sméru vektoru .

Na zékladé této geometrické interpretace lze snadno nahlédnout nékteré di-
lezité vysledky analytické geometrie i linearni algebry. Napfiklad charakterizace
kolmosti je ihned zfejma: velikost projekce je nulova, tj. « L v = 0 praveé tehdy,
kdyz @ - v = 0.
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6 Vzdalenost bodu od nadroviny

V této kapitole naznacime velmi jednoduché odvozeni vzorce pro vzdalenost
bodu od nadroviny. Vyjdeme z geometrické interpretace skalarniho soucinu.
Budeme tak ilustrovat fakt, Zze dikladné provedené zavedeni nového pojmu je
dobrym zékladem pro dalsi latku.

Méjme nadrovinu ¢ (napf. pfimka v roviné, rovina v trojrozmérném pro-
storu). Zvolme jeden bod této nadroviny a oznafme jej @), normalovy vektor
této nadroviny oznac¢me 77. Potom obecnou rovnici této nadroviny lze pséat ve
tvaru p: 7 - (X — Q) = 0, kde X je libovolny bod nadroviny p.

Urceme nyni vzdalenost d(A, ¢) bodu A (ktery nelez v ) od nadroviny p.
Z obrazku 5 je ziejmé, ze je rovna absolutni hodnoté délky projekce vektoru
A—(Q do sméru normélového vektoru 77. Vezmeme-li misto vektoru 7 prislusny

||"||

vektor jednotkovy, tj. miizeme tuto délku projekce zapsat pomoci skalér-

niho soudinu:

d(A, o) = '(A Q)-

||_‘H

Obr. 5: Vzdélenost bodu A od nadroviny ¢: 7 - (X — Q) =0

Drobnou tpravou dostavame

a(4,0) = T AL

Gl ®)

Porovname-li vyraz v itateli zlomku na pravé strané v (3) s obecnou rovnici
nadroviny ¢ : - (X — Q) = 0, vidime, Ze je to jeji levé strana, do niZ je dosazen
bod A.

RozepiSeme-li rovnost (3) v souradnicich, dostaneme:
e vroviné: A = a1, az], pfimka p: (a,b)-(x—q1,y—q2) =0, tj. 7 = (a,b),
Q=[n,q], X=[x,yap:axr+by+c=0,kde c = —aq1 — bga,
((A=Q)-7i| _ |aa1 + bas +¢|
7]l Nz

d(A,p) =
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e v prostoru: A = [ay, az, as], rovina ¢ : (a,b,¢)- (x—q1,y—q2,2—q3) = 0,
tJ = (a,b,c), Q = [QI7qQaQ3]7 X = [xayaz] aQ: a$+by+cz+d: Oa
kde d = —aq; — bga — cq3,

A-Q)-71 b d

d(A, o) = [( _C?) 7| _ |aaq —|—2a2—|;ca32+ |

7] Va2 + b2 +c¢

7 Zavér
Na pojmu ,skalarni souc¢in“ jsem se pokusil ukézat, ze dikladné provedené
motivacni Gvahy:
e jsou integralni soucasti matematického vzdélavani, nejsou tedy pouhou
zajimavosti, kterou lze z c¢asovych divodt vynechat,
e nezdrzuji, naopak, velmi usnadiiuji dalsi postup v matematice:
geometricky vyznam skalarniho sou¢inu — kolmost — obecna rov-
nice nadroviny — vzdalenost bodu od nadroviny,
e usnadnuji porozuméni celkové stavbé a provazanosti matematiky:

norma a odchylka — skalarni soucin jako symetrickd a pozitivné
definitni bilinedrni forma — prvni zakladni forma plochy.

Upozornil jsem také na to, ze né€které zakladni pojmy nemuseji byt dosta-
tecné srozumitelné ani tém absolventim stiednich skol, ktefi si vybrali za jeden
ze svych oboru studia uditelstvi matematiky. Abstrakce, s niz se pak setkavaji
pfi svém vysokoskolském studiu, pak nemé dostateénou oporu v nazornych a
konkrétnich tivahach, které by mély kazdé abstrakci predchazet.
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O NEKTERYCH NEDOSTATCICH
VE VYUCE STREDOSKOLSKE GEOMETRIE

PAVEL LEISCHNER

Prispévek je zaméfen na metodiku feSeni konstrukénich tloh. Pomoci kon-
krétnich prikladti upozornuje na nékteré nedostatky vyuky ucebniho celku
a s nimi souvisejici jevy. Soucasné navrhuje cesty k napraveé.

1 Uvod

Ke zuzeni puivodné zamysleného obsahu pfispévku na problematiku feseni
konstrukénich tloh mne motivoval nasledujici dopis:

Vizeny pane doktore,

pri hleddni rady k néjakému problému mi Google nabidl Vasi prdci
METODY RESENI PLANIMETRICKYCH ULOH (2012).

Béhem letmé prohlidky jsem se musel pozastavit nad Vasimi zdvéry ze
strany 10. Podobné tvahy jsme v nasi ,socialistickeé” skole rozebirali jiz v sedmé
tride a tolik si pamatuji, Ze si mdme ddvat pozor a Ze nalezend Teseni mdme
peclive porovnat se zaddnim. To jste Vy, k mé litosti, neucinil, takZe jste ctendri
vnutil své fesent, cituji ,BC A1 “. Ve skutecnosti jste ucinil nékolik chyb najed-
nou: Vdmi nalezené fesent je ve skutecnosti trojuhelnik A1C B, takzZe nekoheruje
se zadanim, které poZaduje sestrojeni trojuhelniku ABC. Dalsi dva trojuhelniky
A;CB a A3CB jste ¢tendri neukdzal, ackoliv posledni zminény zaddni vyho-
vuje. Promirite mi, Ze se Vdm troufale pletu do védy s pouhymi ZDSkovymi
znalostmi, také jsem v tomto oboru jiz nekolik desitek let nesledoval moderni
vyvoj. Ale pokud tento vijvoj skutecné Vase pocindani ospravedliiuje, pak je asi
nejuydsi cas zacit studovat Kordn a Sarid, protoZe budoucnost bude patvit jiné
vijvojove vétvi lidstva. Pokud s védeckou pokorou prijmete mé vijtky, kolegidlné
prejdete mé ironické postuchovdni a tento Vds postup vyisti v ,Druhé, opra-
ven€ vyddni“, hlavné na Internetu. Pak se, nejméné do pristich Televiznich
novin, ponekud uklidnim a budu se i naddle vénovat pocitacové fysice.

RNDr. Jan Weber
P.S. S vghradou dalsich nesouhlasnych postoju k jingm kapitoldm.

2 Poznamka k oznadovani mnohouhelniku

Mé diivéjsi rozhovory s nékterymi uéiteli ZS i dopis uvedeny v ivodu vedou
k domnénce, Ze na nékterych skolach existuji zvlastni pravidla pro oznacovani
n-thelniki. Proto pfidavam pouceni o vSeobecné znamych zasadach znaceni
s omluvou vétsiné Ctenaid.
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A A
?\VB 7C V
D D
Obr. 1: Nekonvexni ¢tyfthelniky ABCD a ACBD

Pri zapisu n-thelniku pomoci jeho vrchold je dtlezité poradi, v jakém na-
piSeme vrcholy, ale nezalezi na tom, od kterého z nich zadiname, ani kte-
rym smérem postupujeme, nebof na stfednich a zékladnich Skolach pracu-
jeme s neorientovanymi n-uhelniky. Napiiklad tentyz ¢tyfuhelnik (na obr. 1
vlevo) lze oznacit osmi rlznymi zdpisy: ABCD,ADCB,BCDA, BADC,
CDAB,CBAD,DABC a DCBA. Ctyfthelnik ADBC je oviem pii nezmé-
néné vzajemné poloze bodid A, B, C a D jiny (obr. 1 vpravo).

0]
B K

Obr. 2: K zapisu shodnosti trojuhelnika

Pro zapis vztahu mezi dvéma geometricky pfibuznymi Gtvary (vztahu po-
dobnosti, soumérnosti apod.) vSak plati pravidlo uvadét vrcholy v odpovidaji-
cim sledu.

Napftiklad na obr. 2 jsou zobrazeny dva trojihelniky ABC a K LM, sou-
mérné sdruzené podle osy o. Spravné zapisy jejich shodnosti jsou AABC ~
~ ANLKM, NACB ~ ALMK apod. Aniz bychom museli prohliZet obrazek,
usoudime pFimo ze zdpisu, ze |<BAC| = |[<KLM|, |M K| = |CB| apod.

Chybné zapisy jsou napiiklad AABC ~ AMLK, NACB ~ AKLM.

3 K metodice FeSeni konstrukénich tiloh

ometrické mysleni. Zakiim vSak ¢ini potize. Jan Vysin ([9], str. 147) k tomu
uvadi:

Je vseobecné zndmo, Ze tyto ulohy pusobi na Skoldach vétsi potiZe neZ ulohy
jiného druhu. ObtizZnost reseni konstrukcénich dloh pro Zdky strednich skol md
asi vice pricin. Jednou z nich je ta okolnost, Ze konstrukcni ilohy nejsou syste-
maticky tridény a nejsou propracovdny metody vesend jednotlivijch typit. Dalsi

1 Od roku 1962 se v tomto sméru mnohé zlepsilo (poznamka autora).
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pricinou potizi je, Ze kaZda konstrukcni uloha je vlastné slovni tloha, kterd se
7esi isudkem, nebot konstrukéni geometrie nemd k dispozici takovy kalkul jako
md napt. algebra.

Dodejme, ze pii feSeni konstrukénich tloh si nejprve musime situaci pred-
stavit a hledat takové vztahy mezi danymi prvky a ostatnimi ¢astmi atvaru,
které by konstrukci umoznily. Tradi¢ni postup FeSeni rozlisuje ¢tyfi etapy. Jsou
to: Rozbor, popis a provedeni konstrukce, zkouska spravnosti (diikaz) a nakonec
diskuse resitelnosti a poctu Tesent. Pii praktické vyuce se Casto asi provadi jen
konstrukce. Navic se ¢asto Fesi jen snadné tlohy, jejichz zdivodnéni je zfejmé.

Stredoskolaci, se kterymi se setkdvam, vétsinou neumi provést rozbor a dis-
kusi. Pokud tlohu vyftesi, ¢asto uvadi zbyteéné podrobny symbolicky zapis
(napiiklad do nékolika kroki rozvadi konstrukei osy tsecky). K tomu narysuji
nebo od ruky nakresli obrazek, aniz by zdivodnili postup. Vétsinou jen lepsi
TesSitelé matematickych soutézi jej vysvétluji.

Vyuka bude efektivnéjsi, kdyz od studentti nebudeme pozadovat rozepiso-
vani zédkladnich konstrukci do detaild. Symbolické zapisy konstrukce se mohou
dopliiovat o zduvodnéni formulované slovy. MnoZinu zédkladnich konstrukci roz-
Sifujeme podle dosazené tirovné dovednosti. Mtize do ni pattit napiiklad sestro-
jeni osy usecky, trojuhelniku ze tfi danych stran, pravothlého trojuhelniku s da-
nou preponou a odvésnou apod. UsSetfeny cas pak lze vyuzit k dislednéjsimu
provedeni rozboru a diskuse.

Konkrétni metodiku si ukdzeme na komentovaném feseni tlohy 1.

Uloha 1. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano v,, t, a polomér r opsané
kruznice.

Obr. 3: Prvni ¢ast rozboru tlohy 1

Reseni s komentdrem. Pii rozboru nacrtneme pozadovany ttvar, vyznacime
dané prvky (obr. 3) a analyzou nakresleného obrazku hleddme postup moz-
ného feseni. Zaci by méli sami objevit, ze zndzornéni prvku r lze nahradit
nakreslenim opsané kruznice k. Ziejmé je i napadne vhodna cesta k vyfeseni,
jez zafind sestrojenim trojuhelniku AK P, kde K je stfed strany BC a P pata
vysky z vrcholu A.

Po jeho sestrojeni zbyva jen najit vrcholy B a C. Lze je sestrojit jako prunik
opsané kruznice k s pfimkou p = <+ K P. Pfimka je dana a k sestrojeni kruznice
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zbyva najit jeji stfed S. To je asi nejnarocnéjsi krok rozboru. Nakonec dojdou
k zavéru, Ze osa o strany BC' je kolmice na pfimku p v bodé K a stfed O
kruznice k je priseéikem této osy s kruznici [(A;r), obr. 4.

c\ v B P

Obr. 4: Druhé ¢ast rozboru tlohy 1

Zak by mél umét popsat rozbor slovy. V pisemném zépisu miize uvést jen
obrazek, pokud zdivodnéni prida do zapisu konstrukce naptiklad takto:

1.

G

6.

AAKP (|AK| = t,, |AP| = v,, |<KPA| = 90°).
p=<+<KP.

Osa o usecky BC'. Je to kolmice na p v bodé K.
Stied opsané kruznice: O € o NI(A;r).

B,C € pnk(O;r).

ANABC.

Konstrukce je (s ohledem na nésledujici diskusi) provedena na obr. 5, 7 a 8.

Diskuse tesitelnosti a poctu resend si klade za kol stanovit pocet Feseni tllohy
v zavislosti na moznych hodnotich zadanych prvka. Analyzou jednotlivych
krokti konstrukce se zjistuje, jaké situace mohou nastat, a syntézou diléich
vysledki se provede zaveér.

Nejsem si jist, zda jsou jiz kritéria pro uréovani poctu feSeni nepolohové
konstrukéni tlohy jednotna. Pristup se totiz lisi v riznych publikacich, i kdyz
mnohé z nich slouzi jako schvéalené ucebnice.

Obr. 5: Konstrukce pro v, < t,, jedno feSeni
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Neékde, naptiklad v [1], [3], [7] a [8], se za rtzna FeSeni nepolohové tlohy
povazuji Gtvary, které se lisi aspoii v jednom stejné oznadeném prvku?. Takova
dohoda ma jistou nevyhodu. Vysledkem je vétsi pocet rtiznych reseni a nékdy
miize jediny sestrojeny utvar predstavovat aspon dvé rizna feseni.

V jinych uéebnicich, napiiklad [6] a [4], jsou poklddany za rizna Feseni jen
ty utvary, které nejsou shodné. To znamena, Ze je nelze premistit na sebe tak,
aby se kryly. Takova dohoda fesi problém nékolika kryjicich se tvard a navic
zjednodusuje feseni tlohy. Pocet riznych feseni je nizsi. Budeme ji zde uzivat.

V tlohéch s narocnéjsi diskusi, mezi néz patii i ta, kterou se zabyvame,
miuze byt tento proces pro zaky velmi obtizny. Vyhnout se mu muzeme zadanim
konkrétnich hodnot danych prvka.

Meéli bychom si vSak uvédomit, ze provadéni diskuse obecné zadané tlohy
je cenné pro rozvoj matematickych dovednosti, zejména v oblasti geometric-
kych predstav a kombinatorického mysleni. Proto bych doporucoval zarazovat
i tlohy s narocnéjsi diskusi, ale imérné dosazené tirovni ve ti¥idé. Zaci by si
méli ucinit predstavu o tom, jaké situace mohou nastat a méli by alespon ,,geo-
metricky“ popsat podminky jejich vzniku. Hledani odpovidajicich vztaht mezi
zadanymi veli¢inami a jejich zjednodusovani lze u naroc¢néjsich tloh vynechat,
nebo presunout do pozdéjsi doby, kdy budou Zaci matematicky vyspélejsi.

Vratme se k nasi tloze. Po prizkumu feSitelnosti jednotlivych krokd kon-

strukce zjistime, ze potize mohou nastat v krocich 1, 4 a 5. Kazdy z nich je
nutno v daném potradi prozkoumat.

i
0

k o
C\ K

Obr. 6: K diskusi tlohy 1

Za Ucelem zjednoduSeni zapist oznac¢ime () patu kolmice z vrcholu A na
pfimku o a polozime

m=+/t2 —v2 a n=\/7'2—m2=\/113+7‘2—t§. (1)

2 Neptihlizime k indexiim nebo jinym rozliSovacim symbolim. J. Polak ([3], str. 401)
s odkazem na [9] uvadi: Jsou-li A1B1C1 a A2 B2C2 dva trojuhelniky, které jsou Fesenim dané
nepolohové tlohy, pak tato feseni poklddame za totozna pravé tehdy, kdyz je lze pfemistit
v roviné tak, ze zaroven splyne bod A; s bodem As, bod B; s bodem B2 a bod C; s bodem
Ca, tj. plati-li, ze AA1B1C1 ~ AA3BsCs.
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Z pravouhlych trojuhelniktt AK P a AO’Q znazornénych na obr. 6 plyne, Ze

m = |KP|=|QA| an=|0'Q| = |0Q|. Uloha je fesitelna, pravé kdyz
o >V, T>m a |vg—n|<r. (2)

5

Vzhledem ke tieti z podminek (2) nemiize platit rovnost v prvnich dvou vzta-
zich soucasné. Dale bude uzite¢né zabyvat se nejprve situacemi, kdy v jednom
z nich nastane rovnost, a pak vysetfit zbytek:

a) Pokud plati ¢, = v, je m = 0. Misto trojihelniku AK P sestrojime tsec¢ku
AP 1 p délky v,. Vztahy (2) se zjednodusi na tvar 2r > v, = t,, coZ je
zFejmé i z konstrukce znazornéné na obr. 7 vlevo. Uloha pak mé jediné Feseni,
rovnoramenny trojihelnik ABC.

b) Za predpokladu m = r se podminky Fesitelnosti, tedy vztahy (2), zredukuji
na tvar t2 = v2 + 72 a r > v,. Plati k = k’. Uloha m4 jediné feseni zndzornéné
na obr. 7 vpravo.

c) Jestlize ve vztazich (2) plati ostré nerovnosti a navic r < v, + n, ma tloha
rovnéz jediné feseni, protoze kruznice k' neprotne piimku p ve dvou riznych
bodech (obr. 5).

d) Plati-li ve vztazich (2) jen ostré nerovnosti a navic r > v, +n, ma tloha dvé
feseni, kterd jsou znazornéna na obr. 8.

Obr. 8: Konstrukce pro v, < t,, dvé FeSeni
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Domnivam se, Ze pro skolni vjuku takto pojata diskuse bohaté postacuje.
Osobné bych se spokojil i s jeji propedeutikou, kdy zak misto uvadéni vsech
vztahti naértne obrazky k situacim a) az d).

Uvedenou diskusi lze shrnout a zapsat podobné, jak uvadi [7] na str. 223
nebo [8] na str. 131. Podminky pak lze je§té upravit na piehlednéjsi soustavy
vztahi v nichz se nevyskytuji odmocniny. Je to spise algebraické cvi¢eni vhodné
pro fesitele matematickych olympiad. Pro uplnost postup uvedu.

Situace a) a b) jiz nezjednodusime, proto v dalsich Gvahach pfed shrnutim
diskuse budeme pracovat uz jen s ostrymi nerovnostmi ve vztazich (2). Posledni
z nich 1ze umocnit a dalsimi ekvivalentnimi ipravami pfevést na tvar

Vg — 5= < V2 + 1?12, (3)

Dalsi umocnéni jiz neni ekvivalentni tpravou, proto rozlisime dvé situace.

1. Za predpokladu v, —t2/2v, < 0 vztah (3) plati a podminky Fesitelnosti
lze zjednodusit na tvar

r? 4+ o2 > 2 > 202 (4)

Pfitom dvé FeSeni nastanou, plati-li navic v, ++/v2 4+ r2 — t2 < r, neboli
2 > 2rv,.

2. Necht v, — t2/2v, > 0, pak 2v2 > t2. Po umocnéni nerovnosti (3)
zjistime, Ze t2 < 2rv,.

Za téchto dvou podminek mé tloha jediné FeSeni. (Prostfedni ze
vztahi (2) lze ekvivalentné upravit na t2 < v2 + r2. Netfeba se jim
zabyvat, nebot je jiz splnén vzhledem k obecné platné nerovnosti 2rv, <
<v2+72)

Na zavér miizeme shrnout diskusi takto:

I. Uloha mé jediné feSeni, pravé kdy# plati néktera z nasledujicich pod-
minek:

a) 2r > v, = tg,

b) 2 =0v2+r%ar>uv,

c) r*+vi>12 > 202 at? <2ru,,
d) 202 > 2 at < 2ru,.

I1. Uloha m4 dvé feseni, pravé kdyz r? 4+ v2 > 2 > 202 a t2 > 2rv,,.
III. Pro ostatni situace uloha nemaé freseni.

4 Prezivajici ,,zasada‘

Pri konstrukcich trojihelnikti se pouziva na prvni pohled rozumné vypada-
jici zasada:
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Vyskytuje-li se v zadani délka strany trojihelniku, pak staci ulohu 7Tesit jen
v jedné poloroviné, do jejiz hranicni primky danou stranu umistime.

Obr. 9: Konstrukce trojuhelniku ABC, je-li déano a,v,,t,

Zduvodnuje se tvrzenim, zZe trojuhelniky sestrojené v opacné poloroviné ne-
predstavuji dalsi feSeni, protoZe jsou osové soumérné s témi jiz nalezenymi.
Jako priklad se uvadi tlohy typu sestrojit trojuhelnik ABC, je-li dano a, v, t,.
Na obr. 9 vidime feSeni, které vychazi z umisténi usecky BC.

Pravidlo vsak u nékterych konstrukci nefunguje, protoze pomocny prvek
urcujici dalsi feSeni ve zvolené poloroviné se mize vyskytovat v opacné polo-
roviné a tedy jej pfi takovém omezeni nesestrojime. Proto se uvedend zasada
musi uzivat opatrné, jak ukazeme v feSeni tlohy 2.

Uloha 2. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano c, v4, vp a navic plati v, < ¢
a vy < cC.

Komentar. Zkusme tulohu feSit umisténim strany AB a volbou poloroviny
ABM, kde M je zvoleny bod, M ¢ <> AB, a ozname po fadé @), R paty
vysek z vrcholtt A, B (obr. 10).

Obr. 10: Reseni tilohy 2 v poloroviné ABM

Zbyvajici vrchol C je prusecikem pfimek AR a B(Q). Potfebujeme sestrojit
body @ a R. Oba lezi na Thaletové pulkruznici 7 s primérem AB a navic
Q € m(4;v,) a R € n(B;vp). Body R a @ jsou tedy priseéiky pulkruznice T
s kruznicemi m a n. Uloha m4 jediné feseni.
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Obr. 11: Reseni tlohy 2 bez omezeni na polorovinu

Opravdu ma jen jedno Feseni? Pokud rozsifime uvedenou konstrukei na celou
rovinu, nalezneme pro vysku z vrcholu A paty Q a Q’, a pro vysku z vrcholu B
paty R a R’. Ty uréuji dvé dvojice shodnych trojuhelniktt ABC. Na obr. 11 jsme
jako vysledek vyznacili po jednom z kazdé dvojice tak, aby se neprekryvaly.

Uloha ma tedy dvé feseni. Pokud je do u¢ebnice zafazena, téméf vzdy bjva
jako Teseni uveden jen jeden vysledny trojihelnik.

5 Netplna feseni

Na webu jsem pied ¢asem v jednom celkem kvalitnim souboru fesenych tiloh
pro piipravu k maturité nalezl feSenou tlohu, jejiz kopie je na obr. 12.

1.3. Jsou ddny kruzZnice k(S1; 6 cm) a ky(S2; 2 cm), vzddlenost stredd Sya S; je 9 cm.
Sestroj vsechny kruZnice s polomérem 5 cm, které se dotykaji ky i kj.

RESENI: Mame-li sestrojit kruznici, potiebujeme znat jeji

i stied a polomeér. Polomér je zadan, zbyva najit
i jeji stied. Co 0 ném vime? Od kruznice k; i od
i kruznice &, je vzdalen 5 cm. Od stiedu téchto

[ N |k | kmuznic je vzdalen 11 cma 7 em. Pii
/

— \ / : konstrukénim feSeni pouzijeme soustiedné
: kruznice s &y a ky. Oznacime je k3 a ky. Prinik
/ i kruznic k3 a ky je hledany stred.
k, ! &. ; ! Postup konstrukce:
1. k;(S;: 11 cm)
f {2, k,(Sy: 7 cm)

_ f 7L l i 3.8: Sek; Nk,
\ / i 4.k(S: 5 cm)
\__/ | Zaver: Uloha mé 2 feSeni.

Obr. 12: Kopie tlohy z webu
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Autofi bud uéinili chybu v zadani, nebo uvedli netplné feSeni. Sestrojili
totiz jen kruznice, které maji s témi danymi vnéjsi dotyk. Existuji vsak jesté
dalsi dvé feSeni, sice kruznice ny a ne, které maji vnéjsi dotyk s kruznici k;
a vnitfni dotyk s kruznici ks. Jejich st¥edy lezi v priniku kruznic ¢ (S7; 11 cm)
a ¢1(S2;3 cm) (obr. 13).

Obr. 13: Uplné feseni tlohy z webu

Pri feSeni takovych tloh by bylo vhodné zavést pojem ekvidistanta kruZnice
(viz napf. [5], str. 96) a prozkoumat s zZaky jeji vlastnosti. Ekvidistanta kruznice
je zajimavéjsi mnozinou nez ekvidistanta pfimky. Je to objekt vhodny k praci
s nastroji dynamické geometrie. Snadno se pro ni sestroji makrokonstrukce a jeji
uzivani usnadni zakim osvojit si pfedstavy mnozin dotykajicich se kruznic.

Podobné chyby nalezneme i pii konstrukcich trojuhelniku, dokonce i v osveéd-
¢enych udebnicich. Napiiklad v publikaci Planimetrie pro gymnézia [5] je na
str. 106 sestrojovan trojuhelnik ABC, pro ktery plati v. = 3 cm, b = 4 cm,
polomeér kruznice vepsané p = 1 cm.

V feSeni této nepolohové jsou zminovany tfi razné pristupy ke konstrukei,
ale sestrojen je jen jeden trojuhelnik. Neni uvedeno, ze stfed vepsané kruznice
miize lezet i na ose prilehlého thlu, a proto ma dand nepolohové tloha dvé
ruznd feceni. Kromé trojihelniku AB;C' s ostrym thlem pfi vrcholu A vyhovuje
zadani i trojuhelnik AB;C' s tupym thlem By AC (obr. 14).

B, A R B
Obr. 14: Sestrojeni trojuhelniku ABC' z danych prvka v, b, p
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6 Zavér

Cilem pfispévku bylo upozornit na nékteré typické chyby v feseni konstruké-
nich tloh a poskytnout nékolik ndmétti k metodice viuky tohoto celku. Uspésné
feSeni takovych tloh predpokladé dislednou a pozornou praci. Pomohlo by téz
sjednoceni pfistupu autora ke zpracovani tématu pfi tvorbé ucebnic.

Ctenafi jisté neuslo, ze jsme se omezili na konstrukce s vyuzitim mnozin bodi
danych vlastnosti. Zajemctim, ktefi by se chtéli podrobnéji seznamit s meto-
dami feSeni konstrukénich aloh a jejich vyuzitim, lze doporucit (v tvodu kriti-
zovanou) praci [2] volné dostupnou na internetu.
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PROCHAZKY PO KRYCHLI V SOUVISLOSTECH

KAREL PAZOUREK

Prispévek shrnuje aktivity pro rozvijeni prostorové predstavivosti pomoci
tzv. prochazek po krychli, které byly zafazeny do vyuky na Gymnéaziu T¥ebon.
Dale pak ukazuje navazné tulohy, které zapojuji praci se siti krychle a obsahem
ploch.

1 Prochazky po krychli a prostorova predstavivost

Prostorova predstavivost, tedy tvahy o prostorovych dtvarech a vztazich
mezi nimi, je jednou z vyznamnych vyzev didaktiky matematiky. V ramci
projektu OP VVV SC2/5 Zvgseni kvality vzdélavani Zdkd, rozvoje klicovgch
kompetenci, oblasti vzdéldvdni a gramotnosti byly proto pfipraveny materily®
pro rozvijeni prostorové predstavivosti, mimo jiné pomoci tzv. prochazek po
krychli.

Tento typ uloh pfedstavuji Molnar, Perny a Stopenova v pracich [1] a [2].
Nicméné spolecné s J. Robovou a V. Moravcovou jsme vyvinuli vlastni sbirku
tloh. Ta je uspotfadana podle jednotlivych typi tloh se stupnujici se obtiznosti.

Pracujeme s modelem krychle jako na obrazku 1.

horni sténa H doprava

dozadu doltr

prava
sténa

Cc

%
w dopredu

doleva B
predni sténa

Obr. 1: Popis stén a sméri

Vrcholy krychle znadime tak, jak je obvyklé, stény pak jako levéd/pravé,
pfedni/zadni, horni/spodni. Pokud se pohybujeme ve sméru hran krychle, uzi-
vame opét znaceni jako na obrazku. P¥i pohybu po thlopfickach pak pouzivame
spojeni ,napfi¢ pfedni sténou”, ,napfic¢ krychli“ apod.

Série tloh nékolika typt (oznacovanych pismeny A—G), se kterou jsme praco-

vali, byla myslena jako kratka aktivita na 5 az 10 minut, jez zahajovala hodinu.

1 Materidly z uvedeného projektu budou zvefejnény na jeho webovjch strankach
http://pages.pedf.cuni.cz/sc25/.
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Zaktm byly zadavany postupné prochazky, u jednoduchych tloh Gstné, u ob-
tiznéjsich i zapisem na tabuli. Po chvili byl vysledek spolecné zkontrolovan.
Zakladni Gloha (oznacend jako typu A) byla jako nasledujici:

Priklad 1. Uvazme ndsledujici prochazku po krychli: Vyjdeme z bodu H — do-
predu — doli — doprava — dozadu — nahoru — dopredu. V kterém bodé skoncime?

Resenim je bod F' (viz obrazek 2).

N O
v
(e}

A B
Obr. 2: Model krychle s vyznacenou prochazkou

%

V dalsich tlohéach typu A pak dochézelo i k pohybu po thlopiickach krychle.
Naproti tomu zadani tloh typu B sdéluje posloupnost pohybti, tikolem je ur-
o vzdalenostech: Krychle ma hranu 2, 4 nebo 10 jednotek a pohybujeme se tak
nejen po hranéch, ale i pfimkéch s nimi rovnobéznych. Jednotlivé pohyby meéri
1 jednotku.

Na tfebonském gymnaziu byly prochazky pouzity v fijnu 2017 jako zahajo-
vaci aktivita tfi hodin pfi vyuce stereometrie ve 3. roéniku. Cilem bylo studenty
motivovat a ,rozcvicit v prostorovych uvahéach. Uvodni jednoduché tlohy ne-
Cinily vétsi problémy, zvlasté pokud prochéazka vedla po viditelnych sténach
valy vétsi soustfedéni zaki i delsi ¢as na rozmysleni.

Uspésnost se lisila i v zavislosti na pouzitych pomiickach. Jestlize byl na
tabuli nacrtnut obrazek krychle v pravém nadhledu nebo si jej ¢rtali sami Zaci,
fesili tlohy rychleji a s mensi chybovosti. Avsak pokud si méli situaci jen pred-
stavovat, staly se tlohy velmi obtizné.

Pilotovani téchto tloh i na Gymnaziu Na Prazacce a na Matematicko-fyzi-
kalni fakulté Univerzity Karlovy v programu uéitelstvi je shrnuto v ¢ldnku [3].

2 Prochazky v souvislostech

Prochazky po krychli mtzeme vyuzit i dalsimi zpiisoby, nejen jako rozcvicku
na uvod hodiny. Jednou moznosti je prodluzovani prochéazek tak, ze si studenti
budou muset poznamenavat trasu — budou muset vymyslet efektivni zapis ta-
kovych prochazek. Rovnéz je mozné pokladat doplnujici otazky, které mohou
zabihat i do kombinatoriky.
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Nyni se vSak zaméifime na dva typy tloh o siti krychle a obsazich ploch.
2.1 Prochazky a sité krychle

Tato tuloha vyzaduje od zéka pracovat nejen s prochazkou po povrchu
krychle, ale i prechazet mezi predstavou krychle a jeji siti.

Priklad 2. Zakreslete prochdazku z prikladu 1 do ndsledujici sité krychle (na
obrdzku 3).

Obr. 3: Sit krychle pro zakresleni prochazky

Reseni je zobrazeno na obrazku 4. Zakresleni prochazky do sit€ neni jedno-
znacné, je tieba poé¢itat s riiznymi zakovskymi feSenimi.?

H G
F G H
£ E
A B C D A
B A

Obr. 4: Sitf s vyznadenou prochazkou

Pokud popiseme v siti v zadani vSechny vrcholy, tloha se stane jednodussi.
Obtiznost Glohy také mtzeme ménit podobou zadané sité a umisténim obrazt
dangch vrcholt krychle v siti.?

Rovnéz zajimava je inverzni uloha.

2 Nadané zdky muizeme i vyzvat, aby spocitali podet takovych zakresleni.
3 P¥ipomenime, e krychle ma 11 rtiznych siti, pokud nepopisujeme vrcholy.
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Priklad 3. Sestavte zadani prochdzky, kterd je zobrazena na obrdzku 5.

Obr. 5: Sit s vyznacenou prochézkou

Pro feSeni je tfeba pojmenovat vrcholy krychle v siti, pfedstavit si samotnou
krychli (alespoii ¢astecéné; viz obrazek 6) a poté popsat sméry pohybu: Vyjdeme
z bodu G — doleva — dold — dopfedu — nahoru — doprava — skoné¢ime v bodé F'.

H G
1
]
]
E 1
A H F
]
]
]
]
1
]
]
) A R c
L4
'l
'I
A B

Obr. 6: Model krychle s prochazkou

Obtiznost ulohy zvysSime, pokud budeme pracovat s jinym tvarem sité
krychle nebo se prochazka nezobrazi jako jedna souvislad lomena ¢ara, viz ob-
razek 7.

2.2 Prochazky a obsahy ploch

Prostorova predstavivost mtize byt pomoci prochdzek rozvijena i néasledu-
jicim smérem: Pokud prochézka je tvorend uzavienou kiivkou na povrchu
krychle, rozdéluje povrch na dvé souvislé casti. Mlzeme se tak ptat na po-
mér jejich obsaht.
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E H 2 D A B

vvvvvv

Priklad 4. Vyznacte ndsledugjici prochazku na krychli: Zacéindme v bodé B -
dozadu — napri¢ pravou sténou — naptic horni sténou — doli — dopfedu — na-
horu — napric predni stenou. Zkontrolujte, Ze prochdzka predstavuje uzavrenou
lomenou ¢édru, kterd se neprotind. Vznikld lomend ¢édra déli povrch krychle na
dvé cdsti. Urcete pomeér jejich obsahi.

Sit krychle spolu s uvedenou prochézkou je zachycena na obrazku 8. Snadno
z ni odvodime, ze pomér obsahi prislusnych ploch je 5: 7.

D H G
F G H
A E
A B e} D
D C

Obr. 8: Plochy ohrani¢ené prochazkou

3 Zavér

Ve vyuce se osvédcéily prochazky po krychli jako idedlni rozcvicka pii vyuce
stereometrie. Jednoduché tlohy zvlddnou prakticky vsichni zaci ve tiidé, navic
postupné zvySovani obtiznosti motivuje zaky k lepsim vykontim.

Prochéazky po krychli vsak lze vyuzit i jinak. Pokud pfipojime praci se siti
krychle, dostavame narocny tukol, kterému je tfeba vénovat vice ¢asu, napfi-
klad v pribéhu doméci piipravy. Rovnéz spojeni prochazek s urcovanim ob-
sahu ploch dava tomuto tématu novy didakticky rozmér, ukazuje propojenost
rovinné a prostorové geometrie. Ostatné prochazky po krychli se snadno daji
spojit i s dalsimi oblastmi matematiky, jak je popsdno v ¢lanku [3]. Poskytuji
tak mnoho inspirace jak pro zaky, tak pro ucitele.
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VYSETROVANI MNOZIN BODU DANYCH VLASTNOSTT
— PLANIMETRICKY I METODOU SOURADNIC
(ZKUSENOSTI Z VYUKY)

Eva DAVIDOVA

Mnoziny bodi dané vlastnosti jsou uc¢ivem, se kterym se Zaci nejcastéji se-
tkavaji pfi vyuce planimetrie na zakladni i stfedni skole a v analytické geometrii
kvadratickych utvara pfi konstrukei regularnich kuzelosecek z jejich fokalnich
vlastnosti. Kromé toho je vySetfovani mnozin bodu dané vlastnosti ve vyuce
matematiky skryté rozprostfeno v mnoha dalsich probiranych tématech. A pro-
toze ,,objevovani* mnoziny bodt danych vlastnosti je viznamnym didaktickym
nastrojem, pokusim se shrnout, kde vsude je miizeme uplatnit.

1 Osa usecky, osa thlu, osa thlu raznobézek, osa pasu

Z4ci zakladni 8koly by méli byt nejprve sezndmeni s definici uvedenych pojmi
a pak, tfeba i s mirnym casovym odstupem, premyslet nad otazkami, co je
mnozinou bodt roviny, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych riznych
bodi, od ramen konvexniho thlu, resp. od dvojice riznobézek nebo rovnobézek.
Je na uciteli, aby néslednou diskusi moderoval a dohlédl na zapsani pfesného
zavéru, které z nalezenych bodu jsou soucasti hledané mnoziny a které nikoli.

2 Stred kruZnice opsané a kruZnice vepsané trojuhelniku

Osvédcilo se mi vést zadky k uvédomeéni si faktu, ze stfed kruznice opsané
trojuhelniku je bod, ktery ma od vsech vrcholt trojahelniku stejnou vzdale-
nost. A to je duvodem, pro¢ musi lezet v pruseciku os stran. Obdobné stied
kruznice vepsané trojihelniku je bodem, ktery ma stejnou vzdalenost od stran
trojuhelniku. Proto musi lezet v priseciku os vnitinich uhli. Kdyz se k latce po
case ndhodnym dotazem vratim, spousta student odpovida bez dikladnéjsiho
zamysleni a podle toho jejich odpovédi vypadaji. Patraji v paméti a vzpominaji
jen na prislusny pojem, ne jeho vlastnost. Tak musim cely proces rozjet aspon
ve zkratce znovu. Proto v poslednich letech i na vys$im stupni rozdavam pti
probirani latky studentim nastfihané trojthelniky a chci po nich, aby stiedy
obou kruznic pfeklddanim papiru vymodelovali. Véfim, Ze to neni ztrata casu.
S sikovnéjsimi zaky lze ovérit prekladanim papiru napt. i vztahy na Eulerové
pfimce.

Obdobnymi tvahami odvozuji se studenty gymndazia polohu a vlastnosti
stiedt kruznic trojuhelniku pripsanych. Tato Gloha vétsinou byva prvni, kterou

studenti sestrojuji samostatné v GeoGebie, pokracujeme konstrukci Eulerovy
primky, pripadné Feuerbachovy kruznice.
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3 Thaletova kruZnice a mnoZina bodu, z nichZ vidime Gseéku pod
danym dhlem

Mnozinu vrcholt pravych uhld sestrojenych tak, Ze jedno rameno uhlu pro-
chézi danym bodem A, druhé danym bodem B modeluji zaci v tercii pomoci
pravouhlého trojuhelniku s ryskou, jehoz ramena nechavaji prokluzovat danymi
body A, B a zaznamenéavaji polohu vrcholu. I na niZz$im stupni gymndzia lze
zaklim pritom polozit otdzku, zda obdobnad mnoZina vznikne napt. pro thel
45°. Trojuhelnik, ktery maji pravé v ruce, k tomu piimo vybizi. V motivac-
nim uvodu k tématu bodovych mnozin tenhle postup pouzivam i v 1. ro¢niku
SS. Stejny princip lze pouzit piipadné i v konstrukcich téchto mnozin pomoci
GeoGebry. Teprve pak prichézi na fadu konstrukce s uzitim tsekového uhlu.

4 MnozZiny stfedt kruZnic — rozsifeni zadani standardnich tuloh

Uloh o hledani st¥edti kruznic dotykajicich se danjch objektt nebo procha-
zejicich danym bodem je ve vyukové literatufe spousta. Krasné co do obtiznosti
graduji napf. v uéebnici Planimetrie dr. Evy Pomykalové [1]. Studenty podle
jejich uvazeni nechavam rysovat ruéné nebo mohou pouzit GeoGebru jako pra-
covni nastroj. Mezi standardni tlohy patii naptiklad tato:

e Jsou dany dvé kruznice k1(S1;5 cm), ko(S2;4 cm). Vzdélenost stfedt kruz-
nic je 7 cm. Sestrojte vSechny kruznice o poloméru 1,5 cm, které se dotykaji
obou danych kruznic.

Tuto zakladni Glohu lze ovsem prostiedky GeoGebry rozsitit tak, ze vzddle-
nost stredd ponechdme jako parametr. Vznikne tak nésledujici tiloha s jednim
parametrem:

e Jsou dany dvé kruznice kq(S1;5 cm), k2(S2;4 cm). Pro vzdalenost stfedi
téchto kruznic plati: [S1.52| = p cm, kde p € R{. Sestrojte viechny kruznice
o poloméru 1,5 cm, které se dotykaji obou danych kruznic.

Pfi ruénim rozkreslovani jednotlivych moznosti by studenti hledali pro
vS8echny typové odlisné vzajemné polohy danych kruznic priseciky jejich ekvi-
distant. Uplatnéni GeoGebry je ale daleko efektivnéjsi a umozni postupnou
konstrukci vSech typi feseni v nékolika krocich. Princip uziti ekvidistant zada-
nych kruznic ovSem zustava stale stejny.

Postupuji tak, ze studentiim ukazu nékolik hotovych feSeni sestrojenych
v GeoGebie pro ndhodné zvolenou velikost parametru p (viz obr. la, 1b). Zdd-
raznim, ze sestrojujeme sice kruznice, ale v rysu jsou vybarvené celé kruhy,
aby si 1épe uvédomili, kdy hledaji kruznice s vnitinim a kdy s vnéjsim doty-
kem. Studenti zahlédnou jen koneény vysledek, ekvidistanty nejsou zamérné
jeho soucasti. Sestrojuji pak sami v ndkresné GeoGebry vsSechna typové od-
lisn4 FeSeni, ktera museji byt funkéni pro libovolnou vzdélenost stiedd kruznic.
Ve vysledku je pak velice efektni pohybem stfedu jedné z kruznic ménit je-
jich vzajemnou polohu a zobrazovat tak vSechny typy feseni a plynuly prechod
mezi nimi. Pohybem jednoho stfedu pak studenti mohou sami odhalit, zda na
nékterou z moznosti nezapomnéli.
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Uvadim zde ptiklady dvou snimkt feSeni téze tlohy, které studenttim pired-
kladam jako motivaci:

P

S Sa \ s S,

o

Obr. la Obr. 1b

Dalsi vhodnou tlohou s parametrem muze byt napfiklad tato:

e Jsou dany soustfedné kruznice k(S;5,5 cm), m(S;3 cm) a piimka p, pficemz
|Sp| = v cm, kde v € Ra’. Sestrojte vSechny kruZnice, které se soucasné
dotykaji obou kruznic a dané pfimky.

Tuto tlohu opét mizeme v GeoGebre fesit tak, Ze postupné ménime polohu
primky p vaci S. Staci, pokud povolime pohyb pfimky pouze jednim smérem
uchopenim za bod P, které umozni napiiklad pouze vertikalni pohyb. Pokud to
student potfebuje, nalezne krokované feSeni v jiném dostupném souboru. Vzdy
je vSak samoziejmeé lepsi, pokud je nalezne sdm. V obrazcich 2a, 2b a 2c uvadim
ukézky nékterych typoveé odlisnych feseni této tlohy, tentokrat i s ndznakem
feSeni. Vybarveni kruhi slouzi studenttim k lepsi orientaci pti konstrukci. Vzdy
vsak zdlraznime, Ze feSenim jsou pouze prislusné kruznice.

Obr. 2a Obr. 2b
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Obr. 2¢

Analogicky lze prevést i dalsi standardni Glohy s pevnym zadanim na tlohu
s jednim parametrem, napi. lohu, kdy hledame kruznici, ktera se dotyka da-
nych dvou soustfednych kruznic a prochazi danym bodem A. Konstrukce tlohy
je provedena pro vSechna feseni v jediném souboru, kde kruznice maji pevnou
polohu a bodem A lze pohybovat.

Stejny postup pak pouzivam se studenty i u nékterych uloh tykajicich se
uziti shodnych a podobnych zobrazeni ke konstrukcim.

5 MnoZiny bodu dané vlastnosti v roviné i v prostoru — otazky k tré-
ninku predstavivosti

Cas od ¢asu zafazuji do vyuky, vétsinou na tvod hodiny, otézky, které maji
za cil povzbudit studenty v praci s virtualni realitou. Pracuji bez pomticek,
jen se svymi predstavami — trénujeme vlastné jednu slozku dovednosti ,,uméni
vidét v matematice”. Uvedu zde pro inspiraci né€které z nich:

e Co je mnozinou vSech bodu roviny, které maji od dvou danych rtiznych bodt
stejnou vzdalenost?

e Co je mnozinou vSech bodu prostoru, které maji od dvou danych raznych
boda stejnou vzdalenost?

e Co je mnozinou vSech bodu roviny, které jsou stejné vzdaleny od t¥i danych
riznych bodu nelezicich v pfimce?

e Co je mnozinou vsech bodad prostoru, které jsou stejné vzdaleny od t¥i danych
ruznych bodi nelezicich v pfimce?

e Co je mnozinou vSech bodu roviny, které maji od dané primky vzdalenost
2 cm?

e Co je mnozinou vSech bodi prostoru, které maji od dané primky vzdalenost
2 cm?

e Co je mnozinou vsech bodu roviny, ze kterych vidime danou usecku pod
pravym thlem?
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e Co je mnozinou vSech bodu prostoru, ze kterych vidime danou usecku pod
pravym thlem?

e atd.

6 Mnoziny bodt dané vlastnosti jako obory pravdivosti vyrokovych
forem jedné nebo dvou proménnych

Studenti maji casto predstavu, ze kdyz prijde ¢as na FeSeni rovnic a nerovnic,
geometrie se odsune do pozadi. Tim, Ze do pocetnich uloh zavadime moZnost
grafického fesSeni, jim tento nezadouci stereotyp narusime. Poukézala bych tady
na jeden okamzik, ktery je dobré nepropasnout. V prvnim ro¢niku SS ukézeme
studenttim, zZe zakladni rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou a jednou real-
nou neznadmou typu |z —3| = 2, |x—3| < 2 apod. 1ze vyhodné — téméf zpaméti —
FeSit pomoci geometrického vyznamu absolutni hodnoty rozdilu dvou realnych
Cisel. Zadani ,fesit rovnici“ preformulujeme na zadani, kdy hledame bodovou
mnozinu popsanou charakteristickou vlastnosti:

e Na ¢iselné ose znazornéte vechna realnd ¢isla z, pro ktera plati |« — 3| < 2.

V poslednich ro¢nicich SS fesime analogickou tlohu v oboru komplexnich
¢isel. Je dobré studenttim pripomenout diive probirany, ale vétsinou jiz poza-
pomenuty postup, nez pristoupime k feseni nasledujici tilohy:

e V Gaussové roviné znazornéte vSechna komplexni ¢isla z, pro ktera plati
|z — 3| < 2.

V predmaturitnim seminaii, kdy se snazime uvadét do souvislosti poznatky
z rliznych oblasti stfedoskolské matematiky, miizeme zaradit napi. nasledujici
ulohu:

e Znézornéte:
a) na ¢iselné ose vSechna redlnd isla x spliujici | + 1| + |z — 3| = 6,
b) v Gaussové roviné v8echna komplexni ¢isla z spliiujici |z + 1| + |z — 3| = 6.

Reseni je zfejmé z obrazku 3.

Obr. 3
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7 Analytickd geometrie linearnich dtvarti — primka jako mnoZina
boda zadania bodem A a nenulovym vektorem :

Xep = X=A+1t1, teR

K vymodelovani mnoziny bodt spliujicich danou vektorovou rovnici je velice
ucelné pouzit GeoGebru, zavést posuvnik pro zménu hodnoty parametru a ne-
chat vykreslovat stopu bodu X (viz obr. 4). Vysledek je po spusténi animace
docela pfesvédcivy.

Obr. 4

Dtkladné porozuméni podstaté parametrického vyjadieni pfimky je velice
dtilezité pro pochopeni dalsiho uciva tykajiciho se analytické geometrie linear-
nich utvart. Vétsinou proto pro vysvétleni studenttim pripojim jesté nasledujici
obréazek:

_ -
X3— -0.7v +A

Obr. 5

8 Analyticka geometrie linearnich atvaru — rovina jako mnozina bodua
zadana bodem a dvojici linearné nezavislych vektoru:

Xep = X=A+ku+1lV; kleR

Model mizeme sestavit v GeoGebie tak, aby koeficienty linearni kombinace
vektort @ a ¥ byly zaddny posuvniky (viz obr. 6). Tak si studenti lépe ujasni,
ze body roviny jsou vzajemné jednoznacné prifazeny usporadanym dvojicim
koeficientu [k, ].
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Obr. 6

9) Analytickd geometrie kvadratickych atvara — kuZelosefky jako
mnozZiny bodu danych vlastnosti

Konstrukce elipsy, hyperboly a paraboly podle ohniskovych definic jsou do-
statecné znamy, tak se zde zaméfim na dalsi mnoziny bod& dané vlastnosti,
které z téchto definic prvoplanové nevyplyvaji. Uvedu zde zadani a ¢astecna
feSeni alespon dvou takovychto tloh:

e Je déana kruznice k a jeji te¢na a. Urcete mnozinu stiedit vSech kruznic, které
maji vnéjsi dotyk s kruznici k£ a dotykaji se tecny a.

e VySetfete mnozinu bodd roviny, které maji od daného bodu A tfikrat vétsi
vzdalenost nez od dané pfimky m, kterd danym bodem neprochazi.

Obdobné tlohy fesi u nas studenti jako seminarni praci, kdy nejprve vysetii
bodovou mnozinu planimetricky a vyslovi hypotézu o kiivkéach, které jsou sou-
Casti feSeni. Pak tlohu vlozi do souradného systému, sestavi rovnici hledaného
atvaru a upravi ji do tvaru, ktery jejich hypotézu potvrdi nebo vyvrati. Nako-
nec se snazi nalézt souvislosti mezi zadanymi a vyslednymi objekty — Casto se
jedna o nalezeni ohniska vysledné kuzelosecky apod.

Tak naptiklad u prvni z tloh student z planimetrického feSeni zjisti, Ze hle-
dana mnozina se sklada z kiivky a polopfimky. Vyslovi hypotézu o tvaru a vlast-
nostech kfivky. Nasledné vlozi zadavajici prvky do soufadného systému (u prvni
ulohy napf. a = z; A = [0;1]) a sestavi rovnici, kterou musi spliiovat kazdy
bod hledaného ttvaru. V prvni tloze je to rovnice | XA| = |Xz| + 1 pro hle-
dany stfed kruznice X. Nasledné student rovnici upravi do tvaru, ze kterého je
ziejmé, z jakych ¢asti se hledand mnoZina bodd skldda (v prvni Gloze parabola
a polopfimka), a svou hypotézu potvrdi nebo vyvréati. V zévéru student hledd
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souvislosti mezi zadanymi prvky a vyslednou mnozinou, bez ohledu na volbu
soutadného systému. Zde napiiklad zjisti, Ze bod A je ohniskem vysledné para-
boly, dané pfimka a je jeji vrcholovou te¢nou a ze polopfimka, kterd je soucasti
feSeni, je kolmé k dané primce, pficemz jeji pocateéni bod je bodem dotyku
dané kruznice a pfimky; viz obr. 7.

Obr. 7

Pfi planimetrickém feSeni druhé tlohy muze byt opét velkym pomocnikem
GeoGebra; viz obr. 8.

V konstrukci jsou sestrojeny body I, J, G, H, pro které plati, Ze jejich
vzdalenost od daného bodu A je tfikrat vétsi nez vzdalenost od dané piimky m.
Konstrukce, kterou vznikly, se uvede do pohybu pomoci posuvniku zavedeného
pro polomér znazornéné kruznice c. Dalsi body jiz vznikaji jako stopy prvné
sestrojenych bodu. Nasleduje opét vysloveni hypotézy a jeji ovéreni vypoctem
ve zvoleném souradném systému. Zde je feSenim hyperbola s jednim ohniskem
v daném bodé A.

.....

aniz by dopfedu byli né€jak cilené seznamovani se zpisobem zadavani kuze-
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losec¢ek pomoci ohniska a fidici pfimky, proto je pro né jejich prace vskutku
objevna.
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Obr. 8

10 Zavér

Ve svém prispévku jsem se snazila postihnout v obsahlém ucivu matematiky
na stfedni skole nékteré dilezité momenty, které davaji studentiim moznost
prozit radost z objevovani novych vztah a hleddni a pochopeni souvislosti.
Ne kazda partie matematiky to umoznuje tak, jako pravé vySetfovani mnozin
bodi dané vlastnosti. Je to piilezitost, kdy mtizeme zakiim a studentim néco
z probirané latky zatajit a nechat je, at na to pfijdou sami. A kdyZ se jim
nedafi, napovédét jen tak, abychom netekli vSechno. A GeoGebra je nastroj,
ktery mize byt v tomto sméru velice uziteénym pomocnikem.
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METODA PEER INSTRUCTION VE VYUCE GEOMETRIE

TOMAS ZADRAZIL

Matematické koncepty predstavuji zakladni pojmy, principy a myslenky ma-
tematiky. Rozumét matematickému konceptu pfedstavuje zejména schopnost
odpovédét na otazku: ,Proc¢?“ Tj. naptiklad: ,,Pro¢ dana rovnice vede k feseni
problému?“ nebo ,,Pro¢ hledany bod nalezneme pravé touto konstrukci?“ Na
rozdil od védomosti zaloZenych ryze na memorovani informaci, konceptualni
porozumeéni zpristuptiuje i vyssi stupné Bloomovy taxonomie.

V tomto pfispévku si nejprve na piikladech z praxe ukazeme projevy nepo-
rozuméni pojmu tthel. Déle si predstavime metodu Peer Instruction a ukazeme
si, jak v duchu tohoto pristupu naplanovat lekci zacilenou na budovani spravné
predstavy thlu jakozto matematického konceptu.

1 Projevy neporozuméni pojmu thel

Je rozdil mit v paméti definici: ,Gdhlem rozumime ¢ast roviny ohranicenou
dvéma riznymi polopfimkami se spole¢nym pocatkem®, a rozumét, co presné
tato véta rika. Na dvou ptikladech z praxe nyni ukdzeme, jak dalece az v tomto
ohledu muze sahat konceptualni neporozumeéni.

1.1 Uloha o zapisu konstrukce trojihelniku

Od pana ucitele dostali Zaci za kol sestrojit rovnostranny trojuhelnik ABC
o délce strany 4 cm, a svou konstrukci nasledné opatrit zdapisem. Kamarddi
Adolf, Boris a Ctibor odevzdali ndsledujici zdpisy:

Adolfuv zapis: Borisuv zapis: Ctiraduv zapis:

1. AB; |AB| =4cm 1. AB; |AB| = 4cm 1. AB; |AB| =4cm

2. m; m(A4; 4cm) 2. m; m(A; 4cm) 2. m; m(A; 4cm)

3. n; n(B; 4cm) 3. —AX; |[<BAX|=60° 3.<BAX;|<BAX|=060°
4. C;Cemnn 4. C; Cemn—AX 4. C; CemnNaBAX

5. NAABC 5. NABC 5. AABC

Rozhodnéte, které z ndsledugicich turzend je pravdivé, a svou odpovéd poté rddné

zdtuvodnéte.
(A) Spravny zapis nemd pouze Adolf.
(B) Spravny zapis nemd pouze Boris.
(C) Spréavny zapis nemd pouze Ctibor.
(D) Spravny zépis nemd vice z chlapci.
(E)

E) Spravny zapis maji vsichni tii chlapci.
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odpoved A B C D
c¢etnost 2 4 9 7 1

Tab. 1: Rozlozeni odpovédi zakt na otazku o zapisu konstrukce trojahelniku

Rozlozeni odpoveédi 23 piitomnych zakt tercie Sestiletého gymnéazia uka-
zuje tabulka 1. Nutno vSak poznamenat, ze ackoli spravnou moznost (C) volilo
9 zaki, pouze 4 z nich byli schopni svou volbu i fadné zdvodnit. Zbyvajicich
5 zékd se bez vyjimky odvolavalo na skutecnost, ze si inkriminovany zptisob
zapisu nepamatuje ze zakladni skoly. Dostatecné konceptualni porozuméni tak
v tomto ohledu prokézalo pouhych 17 % pritomnych zakd.

Spravné argumentujici zaci Ctiboriv zapis znazornili obrazkem, na kterém
byl vyznacen <BAX a jeho prunik s kruznici m. Cela ilustrace pak byla opat-
fena komentafem typu: ,Pranik kruznice a thlu je nekone¢né mnoho bodi,
ne jen bod C.“ Lehkou slovni neobratnost i ¢astecnou netplnost zvolené citace
berme prosim s rezervou.

Vzato z druhého konce, 83 % pritomnych zakd bud neznalo vyznam uzi-
tého symbolického zapisu nebo nerozumélo, co presné fika definice pojmu thel.
Prilozené zakovské odpovédi spise poukazovaly na druhy ze zminénych pro-
blémi, a sice nedostateéné konceptualni porozuméni. Nemaléd ¢ast zakid thel
nechépala jako ¢ast roviny, ale pouze jako dvojici réiznych polopfimek se spo-
le¢nym pocatecnim bodem. Kam az mtize vyustit tato miskoncepce si ukazeme
na nasledujici tloze.

1.2 Uloha o priniku trojihelniku s kruznici

Rozhodnéte, kolik spolecnych bodi ma rovnostranny trojuhelnik ABC o délce
strany 4 cm s kruznici k(A, 2 ¢m). Svou odpovéd ndsledné zdivodnéte.

(A)1  (B)2 (O)3 (D)>3

Tabulka 2 ukazuje rozlozeni odpovédi 58 zakti na udrovni gymnazialni
sekundy (osmileté gymnazium) aZ tercie (Sestileté gymnézium). Slovni zdd-
vodnéni vSech 8 zaki volicich spravnou odpovéd (D) bez vyjimky poukazovala
na spravné konceptudlni porozumeéni trojuhelniku jakozto rovinného utvaru
vniklého primikem nékolika hl. Slovy relativni éetnosti, priblizné 86 % dota-
zovanych zakt pravdépodobné vnimalo trojthelnik pouze jako uzavienou lome-
nou ¢aru tvorenou tfemi tiseCkami. Ti z nas, kdo ve svych hodinach vyuzivaji
GeoGebru, si jiz patrné vsimli, ze konstruujeme-li v tomto softwaru trojihel-
nik pomoci nastroje mnohothelnik, pak ziskdme obrazec, jehoz celd plocha je
nazorné barevné vyznacena — snad praveé z edukac¢nich davodi.

odpoved A B C D z4dné odpovéd
cetnost 1 37 8 8 4

Tab. 2: Rozlozeni odpovédi zakt na otazku o priniku trojihelniku s kruznici
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2 Metoda Peer Instruction

Roku 1984 zacal Eric Mazur na Harvardu vyucovat ivodni kurzy fyziky pro
mediky. Jeho pfednésky byly hodnoceny velmi kladné a stejné tak jeho studenti
dosahovali, z hlediska testti a zkousek, velmi slusnych studijnich vysledkd. Na
zékladé téchto indicii pokladal Mazur sam sebe za velmi dobrého prednése-
jiciho. Po pfiblizné sedmi letech ,uspésné vyuky“ se vSak k jeho o¢im dostal
¢lanek referujici skutecnost, ze tvodni kurzy fyziky na vstupnich prekoncepcich
a miskoncepcich studentii ve fyzice prakticky nic nezméni. Prvotni Mazurovou
reakci na sdéleni ¢lanku bylo pouhé konstatovani: ,,Ne moji studenti — ne stu-
denti Harvardu!* Jako védec vSak dobie védél, ze své tvrzeni potiebuje ukotvit
v datech. Studenttim proto zadal, podle méfitek akademiku ,,jednoduchy®, test
zacileny na konceptudlni porozuméni tfem Newtonovym zakonim. Vysledky,
které obdrzel, jej zcela Sokovaly. Nékteri studenti dopadli stézi lépe, neZ gorila
ndhodné stlacujict kldvesy na kldvesnici [1].

Toto své zjisténi mohl Eric Mazur zcela ignorovat a pokracovat ve vyuce
dosavadnim klasickym zptsobem. Rozhodl se vSak sviij pfistup zcela zménit
a vyvinul metodu Peer Instrucion.

| Kratka prezentace |

1

| Zadani KoncepTestu |

1

Individualni odpovidani
studentt

¥

| Analyza odpovédi 1

|
35 — 70 % spravné

[ Skupinova diskuze l<—| Napovéda Struéné vysvétleni

I > 70 % spravné l

Struéné Stleni | Studenti reviduiji
- | své odpovédi

Obr. 1: Peer Instruction — schéma jednoho bloku

Peer Instruction (déle jen PI), jak ji ve své knize [1] popsal Eric Mazur, je
konceptualni otazkou, takzvanym KoncepTestem. Hodina vyucovana podle PI
je obvykle ¢lenéna do nékolika bloki. Schematickou strukturu jednoho takového
bloku si muzeme prohlédnout na obrazku 1. Kazdy blok je zahajen kratkou
prezentaci zvoleného konceptu. Pfi svém vykladu se instruktor snazi vyvarovat
poskytnuti vzorce nebo jiné, na pameéti zalozené, berlicky. Po prezentaci na-
sleduje zadani KoncepTestu cileného na prohloubeni porozuméni predstavova-
nému konceptu. Studenttim je poskytnut kratky ¢as na individualni promysleni
odpovédi. Nasledné jsou vyzvani k hlasovani prostrednictvim hlasovacich karet,
clickeri nebo chytrych zafizeni. Na zakladé rozlozeni relativnich Cetnosti stu-
dentskych odpovédi bud instruktor stru¢né vysvétli spravnou odpovéd, prejde
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ke skupinovym diskuzim, nebo se pokusi prezentovany problém jesté jednou
vysvétlit. Ve fazi skupinovych diskuzi se studenti snazi presvédcit své kolegy
o spravnosti své volby, pfi¢emz jsou instruktorem vybizeni ke zdivodinovani —
nikoli pouze k pouhému konstatovani. Vyzkumy ukazuji, ze je student mnohdy
schopen danému konceptu snaze porozumét na zékladé vykladu svého spolu-
zéka, nezli na zakladé vykladu samotného instruktora [2]. Studenti, ktefi Gerstvé
diskutovanému konceptu porozuméli, si totiz zivé pamatuji, jaké to bylo pojmu
nerozumeét a jaké kroky museli ucinit, aby se porozumeéni dobrali. Naproti tomu
instruktor sdm casto trpi takzvanou ,kletbou védomosti“ [1], nebot danému
konceptu dobfe rozumi a davno si jiz neuvédomuje nesnédze na cesté k po-
rozumeéni. Skupinové diskuze jsou ukonceny revidujicim hlasovanim studentt
a struénym vysvétlenim spravné odpovédi. Prakticky vzdy dojde k znatelnému
navyseni hlasii ve prospéch spravné odpovédi [1], [2].

Popsany blok zabere pfiblizné 10-15 minut. Za jednu vyucovaci hodinu jsme
timto zpiisobem tedy schopni probrat 3 az 4 koncepty. Je proto ziejmé, zZe
abychom dosahli stejného objemu uciva jako u klasické vyuky, musime ¢ast
prace nalozit na bedra studentiim. Toho miizeme docilit napfiklad tak, ze pred
lekci studenttim zadame pripravné materidly k samostudiu, po jejichz nastu-
dovani budou disponovat potfebnymi znalostmi pro zvladnuti lekce. Ve své
knize [1] Eric Mazur pro tyto tlely doporu¢uje po bok PI zafadit i strategii
Just-in-time Teaching.!

3 Priprava a realizace lekce podle Peer Instrucion za a¢elem koncep-
tualniho porozumeéni pojmu thel

Cilem této ¢asti je ndzorné demonstrovat, jak pripravit ¢ast PI lekce véno-
vanou porozumeéni pojmu thel a jak pfipravit pfislusné materialy pro samostu-
dium pred lekeci.

3.1 Pripravné materialy

Prvnim krokem je pochopitelné volba koncepti, jimz maji zZaci po absolvo-
vani lekce rozumét. My jsme jiz pro tucely této demonstrace zvolili pojem thel.
Druhym krokem je uvazeni, s jakymi znalostmi museji studenti pfijit na lekci,
aby mohli sndze zvolenému konceptu porozumét, aby zvladli vybrané Koncep-
Testy a aby byli schopni fadné argumentovat svym spoluzaktim. Pomineme-li
dfive osvojené klicové pojmy: bod, pfimka, polopfimka, prinik geometrickych
objekti, tsecka, rovina a polorovina, je vhodné studenttim predstavit definici
uhlu a zékladni ndzvoslovi s timto pojmem spojené (tj. vrchol a rameno thly;
co to je konvexni a co nekonvexni thel). Zvoleny material k samostudiu zakon-
¢ime sérii jednoduchych otazek mapujicich, zda a na kolik zaci svéfenému textu

1 Just-in-time Teaching je strategie vyuky zaloZend na zpétnovazebni smyéce mezi p¥i-
pravnym online prostfedim a naslednym dénim ve t¥idé. Strucné feceno, instruktor zada stu-
denttim skrze internet pripravné materidly provazené ukoly a otdzkami, které studenti museji
vypracovat a odevzdat jesté pifed zacatkem nasledujici lekce. Na zékladé zpétné vazby po-
skytnuté odpovédmi studentt poté instruktor vhodné upravi obsah nasledujici lekce. Stejné
tak obsah p¥ipravnych materiali je do zna¢né miry uzptsoben priibéhu piedeslé lekce [3].
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porozuméli a zda jeho nastudovanim ziskali potfebné znalosti. P¥ipravnou fazi
je vhodné, v duchu Just-in-time Teaching, realizovat online jesté pred lekci. Na
zdkladé zpétné vazby poskytnuté zadkovskymi odpovédmi mtizeme totiz vhodné
uzpusobit pripravovanou lekci. Pi pripravé materidlu k samostudiu je zadouci
drZet se na trovni znalosti. Pouze u snazsich pojmt je pripustné prestoupit
i na aroven porozuméni. Nyni si na zakladé zkuSenosti z realné vyuky ukazme,
jak by v nasem pfipadé mohl vypadat materidl k samostudiu a navazna série
zpétnovazebnich otazek.

3.2 Uhly

Polopiimky V A, V B (obr. 2a) déli rovinu na dva thly — éervené zvyraznény
konvexni thel AV B a modfe zvyraznény nekonvexni tthel AV B (obr. 2b).

B

v A

Obr. 2a: Polopfimky VA a VB  Obr. 2b: Konvexni a nekonvexni tthel AV B

O bodu V hovofime jako o vrcholu thlu AV B. Polopiimky V A, V B nazy-
vame ramena uhlu AV B. Konvexni thel AV B miuzZeme zjednoduSené zapsat
<AV B, nekonvexni tthel AV B pak (X AV B.2 V literatufe se také pomérné
hojné setkame s oznacovanim thlt pomoci feckych pismen «, 3, 7, atd.

3.3 Otazky a tukoly

(1) Na zdkladé studijniho textu si do vykladového sesitu vypracujte po-
znamky:.

(2) Dopliite vSechna vynechand mista tak, aby vznikly text spravné popi-
soval situaci na obrazku 3a.

Na obrazku je hnédé zvyraznén ... ... thel ...... , jehoz vrcholem je
bod ...... a jehoz ...... tvori ...... OM a ON.

(3) Prohlédnéte si pfilozeny obrazek 3b, a poté rozhodnéte, kolik z bodi A,
B, C, D, E, F patii <BAC. (Pfipomerime, Ze symbol < znaé¢i konvexni
thel.)

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4 (F) 5 (G) 6

2 Uzity symbol pro nekonvexni thel neni ideélni. Lépe se mi jej bohuzel nepodafilo v ramci
IATEXu napodobit.
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N
© M
Obr. 3a: Obrézek k tloze (2) Obr. 3b: Obrazek k tloze (3)

Préci s opravou a vyhodnocenim zakovskych odpovédi si mizeme velmi zjed-
nodusit, zadame-li tento material k samostudiu skrze Moodle, Edmodo ¢i jinou
e-learningovou platformu. Po vyhodnoceni zakovskych odpovédi nas jiz ceka
priprava samotné PI lekce.

3.4 Lekce podle PI

Abychom zaktm jesté vice vtipili terminologii tykajici se tihld, promitneme
na zacatku hodiny obrazky podobné 2a, 2b a nechame zaky celou terminologii
zopakovat. Rovnéz mtzeme vyzvat jednoho z zakt, aby na tabuli nakreslil dvé
polopfimky se spoleénym pocatkem. Jiny zak poté miZe zopakovat definici
pojmu thel. Dalsiho mizeme nechat vyznacit piislusny konvexni i nekonvexni
thel a v tomto duchu pokracovat pres celou terminologii.

Ve vlastni vyuce pouzivam pro potieby hlasovani chytré telefony a systém
Socrative, pripadné hlasovaci karty. Osobné se mi osvédcilo nejprve zaradit
jednoduchou rozehfivaci otazku, aby vsichni zaci méli ¢as zapnout na svych
telefonech Socrative, pfihlasit se do virtualni mistnosti pod svymi prezdivkami,
nebo si v pripadé technické nouze dojit pro hlasovaci karty. Pfi této prilezitosti
rovnéz v rychlosti zopakuji pravidla prace pfi elektronickém hlasovani —tj. prvni
hlasovani samostatné, pouze jedna odpovéd spravna. Obzvlasté mladsim zakim
je tfeba neustéle stanovend pravidla opakovat, jinak je velmi pravdépodobny
vznik nezadouciho chaosu. Rovnéz se mi osvédcilo nejprve promitnout otazku,
dat zakam cas na promysleni odpovédi a teprve po stanoveném case zahajit
hlasovani. V pfipadé prvni otazky vétSinou neni potfeba zafazovat skupinové
diskuze.

Jako rozehfivaci otdzku mizeme napiiklad vyuzit otdzku (3) provézejici ma-
teridl k samostudiu.

Jak jiz bylo feceno v ivodu pfispévku, proces uceni v PI probihéd zejména
KoncepTest. V tomto okamziku je proto nasim tukolem zadat alespon jeden,
lépe vsak dva KoncepTesty tykajici se porozuméni pojmu thel. Nejprve si ale
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feknéme, co pfesné KoncepTest je [1]:

(1) otézka, ktera je zaloZena na porozumeéni jedinému konceptu,

(2) otézka, na niz lze odpovédét na zakladé porozuméni — nikoli pouze
pameéti,

(3) otézka s nabidkou pfiméfeného mnozstvi odpovédi,

(4) otézka, kterd je formulovéna jednoznaé¢né,

(5) otézka s pfiméfenou obtiznosti.

KoncepTest musi vyhovovat v8em bodtm (1)—(5) z dobrého opodstatnéni
(dohledatelné v [1]). Nicméné PI spolecné s KoncepTesty ptivodné vznikla na
miru vyuce fyziky, kde je mnohem snaz$i vznesené podminky dodrzet nezli
v matematice. Pro potifeby matematickych KoncepTesti se ukazuje naro¢nym
vyhovét obzvl4sté podmince (1), nebot v matematice spolu koncepty pomérné
lzce souviseji, prolinaji se a mnohdy mezi nimi neni jasné vymezitelna hranice.

Pro potieby bodu (1) miize byt schiidnou cestou pfiblizeni matematického
konceptu Davida Talla [4]. Na jedné strané pak stoji definice matematického
konceptu a na strané druhé jeho obraz. Obé tyto slozky se vzajemné ovliviiuji.
V konkrétni situaci dojde vzdy k evokovani konkrétni ¢asti obrazu konceptu,
tzv. evokovaného obrazu. Obraz konceptu vSak miize byt zatizen miskoncep-
cemi, trhlinami ¢i chatrnymi zaklady. Napfiklad, mame-li urcit vysku schodisté
pfi zndmé délce zédbradli, poctu schodi a znamé délce jednoho schodu, obvykle
se nam vybavi pravouhly trojuhelnik — tj. evokovany obraz: pravouhly troj-
thelnik, Pythagorova véta, prepona > odvésna, atd. Budeme-li bez hlubsiho
porozuméni Pythagorovu vétu chapat pouze jako formuli ¢? = a?+b? a terminy
odvésna, pfepona pouze jako slova, snadno se nadm stane, ze svym vypoctem
ziskdme naprosto nesmyslny vysledek.

Pii pripravé KoncepTestu tak lze pracovat ve dvou rovindch. Muzeme se
zamérit na porozuméni konkrétni definici matematického konceptu, nebo na
zdokonaleni ¢i napravu piislusného obrazu konceptu. Ve druhém ze zminénych
ptipadt cilené volime tlohy, které by mohly u zakid vyvolat nespravny evoko-
vany obraz daného konceptu a docilit tak kognitivniho konfliktu.

Jiz tedy vime, co si predstavit pod terminem KoncepTest. Zbyva ,pouze“
jeden az dva vymyslet. Nyni si ukazme konkrétni navrhy.

3.5 Prunik thlu a kruznice

Rozhodnéte, kolik spolecnych bodi md kruznice k s ihlem BAC na obrdazku 4.
(A)1 (B) 2 (C)3 (D) >3

Je pomérné pravdépodobné, ze po shlédnuti vysledki individualniho hlaso-
vani bude tfeba zaky vyzvat ke skupinovym diskuzim. MtZeme je vybidnout,
at hledaji spoluzdky s odliSnym nazorem, nez maji oni sami a pokousi se je
presvédcit o spravnosti své odpovédi. Rovnéz lze zaky nechat utvorit diskuzni
skupiny, které sami preferuji a na které jsou zvykli.
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Obr. 4: Pranik Ghlu a kruznice

Skupinové diskuze jsou pomérné rusné. Ucitel prestéava byt stfedobodem
veskerého déni v hodiné. Muzeme se tak chopit nabizené prilezitosti, svobodné
korzovat mezi diskutujicimi a ,naslouchat jejich myslenkam®. Cvi¢ené ucho
ihned registruje projevy typickych miskoncepci a obtizi na cesté k porozumeéni
diskutovanému konceptu. Jinymi slovy, zjistujeme, jak Zaci rozuméji nasemu
vykladu, pfipadné, co jim ¢ini potize — tj. sami se od zak® ucime byt lepsimi
uciteli.

Na konci skupinovych diskuzi vyzveme zaky k opétovnému hlasovani. V pfi-
padé, ze nedojde k znatelnému zlepseni, bude tfeba vykladu konceptu vénovat
dalsi pozornost. V opacném piipadé, kdy dojde ke kyzenému navyseni poctu
spravnych odpovédi, prejdeme k struénému vysvétleni feseni a zadani dalsiho
KoncepTestu.

3.6 Prunik ahlu a primky

Nejprve si prohlédnéte obrazek 5. Poté rozhodnéte, které z ndsledujicich tvrzeni
(A)—(D) je nepravdivé, piipadné zvolte moznost (E).

B
A

Obr. 5: Prinik thlu a pfimky

A) Lze sestrojit pfimku, kterd nema s <CAB zadny spole¢ny bod.
B) Lze sestrojit pfimku, kterd ma s <CAB pouze jeden spoleény bod.

(A)

(B)

(C) Lze sestrojit piimku, kterd ma s <C AB pouze dva spoleéné body.
(D) Lze sestrojit pfimku, kterd ma s <CAB vice nez dva spoleéné body.
(E)

E) Vsechna tvrzeni (A)—(D) jsou pravdiv.
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Pohledem zkusSeného matematika by se mohlo zdat, ze tento Koncep Test ne-
prinasi oproti prvnimu nic nového. Stejné jako predchozi tloha i tato si klade za
cil narusit mylnou predstavu o thlu jakozto o dvojici polopfimek se spole¢nym
pojit pfedstavivost. Nasazenim tohoto KoncepTestu se dale dozvime, zdali lze
skutecné narist spravnych odpovédi u predchozi otézky pripsat na vrub kon-
ceptualnimu porozuméni tthlu, nebo pouze servilnimu pfitakdvani matematicky
obratnéjsim spoluzaktm.

Stejné jako tomu bylo u pfedchozi tilohy, i nyni o dal$im déni v duchu sché-
matu 1 rozhodne rozlozeni zakovskych odpovédi. Po ukonceni tohoto bloku
bychom pftesli k dalsimu bloku vénovanému dalsimu konceptu, nebo pokraco-
vali ve vyuce jinou aktivitou.

4 Zavér

Nedostatecné budovani porozumeéni matematickym konceptiim odpovida
»Spradani chatrné pavuciny®, v niz tu a tam schazi nosné vlakno. ,,Pro ma-
tematickou pavucinu“ je navic pfiznacné opodstatnéni takika kazdého vldkna.
Je-li §patné utkdna, pak neobstoji pFed sebemensim poryvem vétru. Zaci s ne-
dostate¢né rozvinutym konceptualnim porozuménim se jen velmi obtizné uci
Maji-li pak zapamatovanou strategii pfenést do nezvyklého kontextu, jsou toho
schopni jen vyjimecné.

V textu predstaveny priklad upeviiovani mylné predstavy thlu jakozto dvo-
jice riznych polopfimek se spoleénym pocatecnim bodem muze vést ke Spat-
nému uchopeni mnohothelniki. Ma zkuSenost je takova, ze toliko neuspoko-
jiva mensina zak® nevnimé mnohothelnik pouze jako uzavienou lomenou ¢aru,
kterd je jeho hranici. Jakou pfedstavu pak mohou mit mylné uvazujici zaci
o obsahu rovinného tatvaru? Znamena pro né tento pojem néco vic nez zpaméti
naucenou informaci obdobnou zapisu konstrukce tthlu? Klasicka vyuka nam pii
hledani odpovédi na tyto otazky nabizi jen malo moznosti. V prispévku proto
byla predstavena metoda PI profesora Erica Mazura a v kontextu pojmu tihel
pak bylo demonstrovéano, jak je tento pfistup mozno implementovat ve vyuce
matematiky.
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AKTIVITY, HLAVOLAMY A HRY PRO VYUKU ZOBRAZENI

JIkf VANCURA

Tento ¢lanek se nejprve zabyva dutlezitosti geometrickych zobrazeni nejen
pro vysokoskolskou matematiku, ale i pro praktické uplatnéni v rtznych obo-
rech. Ve druhé ¢asti pak ¢lanek prezentuje priklady tuloh, které mohou pomoci
studentim experimentovat s geometrickymi zobrazenimi a lépe do tématu pro-
niknout.

1 Proé studovat zobrazeni

V prispévku se budeme vénovat vyhradné geometrickjm zobrazenim v ro-
viné. Geometrickd zobrazeni jsou nedilnou soucasti stfedoskolské geometrie.
Navic dobré porozuméni zobrazenim studentim velmi usnadni pochopeni kli-
¢ovych principti linearni algebry, ktera ¢ekd velkou ¢ast maturnatd. Linearni
algebra, jejiz tistfedni téma tvofi homomorfismy (jisty typ geometrickych zobra-
zeni), je soucasti vysokoskolského studia nejen na ptirodovédnych a technickych
oborech, ale skryva se napriklad i ve studijnim planu ekonomickych skol, kde
je soudasti obecnych kurzii matematiky [1]. Dokonce i studenti humanitnich
oboril se pfi psani zavérec¢nych praci mohou setkat s aplikaci linearni algebry
v podobé statistickych metod (napfiklad regrese). Student, ktery mé dobfe vy-
budovany pojem geometrického zobrazeni a ktery pracoval se Sirokou paletou
raznych zobrazeni, si bude mnohem snéaze abstrahovat pojem homomorfismu.
Mimo linearni algebru najdou geometricka zobrazeni uplatnéni v mnoha dalsich
praktickych oblastech. Pro ilustraci uvedeme nékolik prikladt: automatizované
linky vyuzivaji mnoho robotickych pazi, které pomoci otaceni svych ramen
pohybuji s vyrobky po piesné zvolené trajektorii; autonomni drony, které jed-
nak mapuji své okoli a jednak ¥idi sviij pohyb pomoci matematickych modeli,
vyuZivaji celou fadu geometrickych zobrazeni [2]; podobné algoritmy najdeme
ve vozech, které samy parkuji nebo dokonce samy Tidi; operatér, ktery ovlada
chirurgického robota, mé k dispozici nékolik zakladnich pohybu (reprezentova-
telnych pomoci geometrickych zobrazeni), pomoci nichz musi s milimetrovou
presnosti navadét skalpely, pinzety, trysky nebo optické pristroje. A konecné
filmovy a herni primysl zavisly na digitalnich tricich by se bez geometrickych
zobrazeni vratil o desitky let do minulosti, moderni akéni film nebo pocitacova
hra se bez rotaci, posunti a explozi realizovanych stejnolehlosti neobejdou.

Pres svij velky vyznam jsou zobrazeni casto zafazena az na samy konec
tématu planimetrie na stiedi skole. Kvili tomu jsou neziidka obéti skolnich akci
a obecného nedostatku casu, ktery v zavéru skolniho roku graduje. Z vlastnich
zkuSenosti také vime, Ze zobrazeni maji mezi stiedoskolskymi uditeli povést
naro¢ného tématu, do kterého studenti jen tézko pronikaji. To mtize byt do
jisté miry zplisobeno i typem tloh, které casto v ucebnicich a sbirkach tloh
najdeme v kapitole zobrazeni. Podivejme se na priklad 2 z kapitoly 3.3. Stredovad
soumérnost z ucebnice Matematika pro gymndzia — Planimetrie [3].
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Jsou ddny dvé soustiedné kruznice k1(O1;r1), ka(O2;12), 71 > r2, a bod S
leZici na mensi z nich. Sestrojte rovnobézinik ABC D se stiedem S, jehoZ vrcholy
lezi na danych kruznicich.

Nejen z mé zkusenosti vyucujiciho na prazském gymnéziu, ale rovnéz z dlou-
hodobého ptisobeni mych kolegti vyplyva, Zze i nadprimérni studenti mivaji
s priklady, které kombinuji konstrukéni tlohy a zobrazeni, problém. Studenti
mnohdy ani nevédi, kde zacit a jak piiklad uchopit, casto tak pouze cekaji
na predvedeni spravného feSeni, které néktefi pochopi s tim, Ze sami by na to
nikdy nepfisli a néktefi si jej pouze prekresli do sesitu. Samoziejmé to neplati
plosné a pokud jsou tyto piiklady pro studenty pfimérené, rozhodné bychom
je neopomijeli.

V nésledujici kapitole prezentujeme nékolik typt tloh, hlavolami a her, které
mohou i slabsim studenttim stfedni skoly pomoci lépe proniknout do tématu
zobrazeni. Vyhodou téchto tloh jsou predevsim srozumitelné a zdanlivé jedno-
duché zadani, které studenty vétsinou neodradi a umozni jim s tlohami experi-
mentovat. To potvrzuji i nase zkusenosti se zafazenim téchto tloh do vyuky na
gymnaziu. Pfiklady jsou rozdéleny do dvou podkapitol. Priklady v podkapitole
Symetrie pracuji s osovou a stfedovou soumérnosti jako vlastnosti rovinného
atvaru byti soumérny, nejedna se tedy v pravém slova smyslu o zobrazeni.
Mohlo by se zdat, Ze tlohy tohoto typu patii spiSe na zakladni skolu, ale po-
kud budeme fesit naptiklad tlohu 2 b) pfesné, zjistime, Ze vypocet rozhodné
neni na urovni zékladni skoly. Priklady v podkapitole Zobrazeni jiz pracuji
s posunutim, osovou a stfedovou soumérnosti, otoc¢enim a stejnolehlosti jako se
zobrazenimi. Sikovnou pomtickou pro piiklad 4 miize byt prithledné popisovaci
félie, pomoci které mohou studenti simulovat jednotlivd zobrazeni a 1épe si tak
predstavit jejich efekt. Posledni pfiklad 5 pak predstavuje hru, kterd rozviji
schopnost pfesného vyjadfovani a miaze studenttim ilustrovat dulezitost presné
terminologie.

2 Priklady

Symetrie

Nasledujici tlohy a hlavolamy slouzi pro rozvoj pochopeni konceptu osové
a stiedové soumérnosti jako vlastnosti rovinného ttvaru. Ulohy umoziiuji stu-
dentim experimentovat a nékteré maji vice feSeni, coz otevird prostor pro
diskuzi.

1. Doplite kazdy z danych ttvart pridanim co nejnizsiho poctu ¢tverecku tak,
aby vysledny obrazec byl
a) osové soumérny,

b) stfedové soumérny.
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2. Doplite dany utvar tak, aby vysledny obrazec byl stfedové soumérny a mél
co nejmensi obsah.

a) b)

3. Rozdélte danou ¢tvercovou sit na regiony ¢tvereckt v souladu s nasledujicimi
pravidly.

(i) Kazdy ¢tverecek patii pravé do jednoho regionu.
(ii) Kazdy region je spojity.
(iii) Kazdy region obsahuje pravé jeden kruh, jehoz stied je zaroven stiedem
soumeérnosti regionu.

©) ®)
O OO0 ©70 O ©
©) @)
OO
o O O O O O
©)
@) ©) @)
©) ©) OO ©
©) ©)
©) ©)
? ©)
OO OO O O ?
O O ©)




72

©) ©)
© ©) o O O
o OO o O
O ©)
@) @)
O O o
o (@)
©)
©)
(@)
O ©)
@) @)
O ©) OO
o Q o 0O
© O © ©) ©)

Generétor téchto téchto tloh je dostupny online [4].

3*. Vymyslete tii nefeSitelnd zadani v siti 5 x 5.

Vymyslete tfi zadani v siti 5 x 5 s vice feSenimi.

Zobrazent

Nasledujici problémy a aktivity slouzi k rozvoji konceptu zobrazeni v roviné.
Opét se jednd o Siroce oteviené ulohy, které umoziiuji experimentovani a otevi-
raji prostor pro diskuzi. Nékteré tilohy maji vice fesSeni, nékteré naopak nemaji
zadné TeSeni.

4. Na kazdém obrazku je zakreslen vzor (plné) a obraz (¢arkovang). Vasim tko-
lem je zajistit pfesun vzoru na obraz pomoci danych zobrazeni. Naptiklad
v tloze a) musime pouzit jedenkrat posunuti, abychom kruznici k zobra-
zili na kruznici k’. Tyto priklady jsou inspirované online cvidenim na Khan

Academy [5].
a) jedno posunuti
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b) jedna stfedovad soumérnost
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c) jedna osova soumérnost
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e) jedna osovad soumérnost
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f) jedno otoceni
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j) jedna stejnolehlost
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5. Tato hra slouzi k rozvoji logického mysleni, vyjadirovacich schopnosti a osvo-
jeni spravné terminologie. Jedna se o obdobu hry SOVA vyuzivané v Hejného
metodé a pii pfipravé uéitelt 1. stupné ZS [6]. Hra je uréena pro dva hrace
A, B. Hrécdi dostanou sadu 16 obrézku, které zachycuji ¢tverec a jeho a obraz
(Gervené) v bliZze nespecifikovaném zobrazeni, viz nsledujici obrazek. Hra¢ A
si mleky zvoli jeden ze 16 nabizengch obrazki. Ukolem hrace B je uhodnout,
ktery obrazek si hrac¢ A zvolil. Za timto tcelem klade hrac¢ B otazky, na které
lze odpovédét ano ¢i ne a které se vztahuji ke geometrickym vlastnostem
zobrazeni. Hra¢ B se napfiklad nesmi ptat na polohu mysleného zobrazeni
v zadané sadé (napf. ,,Je mysleny obrazek v horni poloviné sady?*). Hrac¢ A
odpovida ano ¢i ne, pokud nelze takto odpovédét, nebo pokud se hrac¢ B ne-
pta na geometrické vlastnosti zobrazeni, odpovi hra¢ A ,Nelze odpovédét.“
Hrac¢ B se snazi uhodnout mysleny obrizek pomoci co nejmensiho poctu
otazek. Poté si hraci prohodi role a dostanou novou sadu obrazkii.
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4

Pro lepsi pfedstavu uvadime mozny pribéh hry:
e Hrac¢ A si zvolil obrazek ve druhém fadku a tietim sloupci.
e Hrac B: ,,Jedna se o shodné zobrazeni?“
e Hrac¢ A: ,Ne.“
e Hrac B: ) Jedna se o podobné zobrazeni?“
e Hrac¢ A: ,Ne.“
e Hrac B: ,M4 zobrazeni néjaké samodruzné body?*

Toto je naro¢né otazka, je sice pravda, Ze obraz a vzor maji spole¢né body, ale
to neznamend, ze se jedna o samodruzné body. Napiiklad zobrazeni ve druhém
sloupci a druhém fadku miize byt posunutim bez samodruznych bodt. Naopak
absence spole¢nych boda obrazu a vzoru nevylucuje existenci samodruZnych
bodi, zobrazeni vpravo dole muzZe byt stejnolehlosti se samodruznym stiedem.
Zadané obrazky nam o samodruznych bodech zobrazeni nic nefikaji, proto na
tuto otazku nelze odpovédét.
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e Hrac A: ,Nelze odpovédét.

e Hriac B:  Maji obraz a vzor vice nez dva spolecné body?*
e Hrac A: ,Ano.“

e Hrac B: | Jsou néjaké body obrazu vné ¢tverce?

e Hrac A: ,Ano.“

e Hra¢c B: ,Je ve zobrazeni zachovina rovnobéznost protilehlych stran
Ctverce?“

e Hrac A: ,Ano.“

e Hrac B: Uz vim, myslis na obrazek ve druhém radku a tfetim sloupci.”
Ve vyuce samoziejmé nemuzeme ocekavat takto hladky pribéh, studenti se

budou vyjadfovat svymi slovy a je na nas, ucitelich, abychom jim pf¥ipominali

spravnou terminologii a poméahali jim zpfestiovat jejich vyjadifovani. Hra mutze

slouzit také k motivaci studentti vénovat se terminologii. Pokud studenttim

na této hie ukazeme, ze jejich dosavadni znalosti a terminologickd zasoba ne-

staci ani na dorozuméni se se sousedem, budou lépe chapat dtlezitost presné

terminologie. V této podobé je hra dostupnd také online na portélu [7].

Uvedeny herni mechanismus nemusi slouzit jen k rozvoji terminologie v ob-
lasti geometrickych zobrazeni. Stejnou hru mutzeme hrat s grafy funkci, grafy
posloupnosti nebo s rovnicemi.

Reseni uloh

1. Gloha

“ps | =k

2. uloha
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3. uloha
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a) Posunuti je urdené vektorem SS’. b) Stfed soumérnosti je stfedem tsecky
SS’. ¢) Osou soumérnosti je osa tisetky SS’. d) Stfedem otécdeni je priisecik osy
usecky S’ s Thaletovou kruznici sestrojenou nad primérem SS’. ReSeni jsou
dvé podle sméru otaceni. e) Osa soumérnosti prochédzi spole¢nym bodem obrazu
a vzoru a déle puli thel odpovidajicich si tsecek. f) Nemé feSeni. g) Existuje
vice feSeni. Vzor posuneme tak, aby vznikla osové soumérné situace, mtizeme
jej napriklad posunout tak, Ze obraz a vzor budou mit spole¢ny, odpovidajici si
vrchol, podobné jako v pfipadech e), f). Pak jiz pfemisténi snadno dokoncime
pomoci osové soumérnosti. h) Existuje vice feSeni. Podobné jako v minulém
pripadé muzeme pomoci otocCeni zajistit, aby obraz a vzor mély jeden spo-
leény, odpovidajici si vrchol. i) Dvé osové soumérnosti nahradi otoceni z minulé
ulohy. j) Nem4 feSeni. k) Existuje vice feSeni. Napfiklad miizeme zvolit prvni
stejnolehlost s koeficientem —1 a libovolnym stfedem, tim ziskdme stiedoveé
soumeérnou situaci, kterou snadno vyresime pomoci druhé stejnolehlosti opét
s koeficientem —1. Stfed druhé stejnolehlosti najdeme jako prisecik spojnic
odpovidajicich si vrcholii. 1) Existuje vice FeSeni. Musime zvolit stejnolehlosti
s navzajem inverznimi koeficienty, napiiklad 2 a 1/2. St¥ed prvni stejnolehlosti
opét mizeme umistit libovolné, druhy stfed pak snadno uréime pomoci spojnic
odpovidajicich si vrcholi.

3 Zavér

Vidéli jsme nékolik pfikladi, které mohou studentlim pomoci experimen-
tovat se zobrazenimi a které oteviraji prostor pro podnétnou diskuzi o zob-
razenich. V kurzech linearni algebry a dalsich vysokoskolskych kurzech jsou
zobrazeni vétsinou zkoumana analyticky, nikoliv synteticky. Proto bych se pfi-
mlouval nejen za vétsi prostor geometrickych zobrazeni v tématu planimetrie,
ale také v tématu analytické geometrie na stredni skole.

Jsem si samoziejmé védom, ze neni mozné stale navySovat objem probira-
ného uciva, proto si na zavér dovolim nabidnout oblasti, kde lze naopak uciva
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ubrat. Osobné bych si umél pfedstavit omezeni tématu konstrukénich tloh jak
v planimetrii, tak ve stereometrii, napfiklad fezi. Konstrukéni tlohy jsou tra-
di¢ni soucasti stfedoskolské matematiky, na kterou ale na vétsin€ vysokych skol
neni zadné navaznost. S konstrukénimi lohami se nesetkaji ani studenti ekono-
mie, informatiky, elektrotechniky, ale ani studenti matematiky. Geometrickym
konstrukcim se ve vétsi mife vénuji pouze studenti ucitelstvi matematiky a stu-
denti stavebnich nebo strojnich obort.

[1]
2]
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KINEMATICKA GEOMETRIE V ROVINE:
KONSTRUKCE ROVINNYCH KRIVEK
A JEJICH VYUKA NA STREDNI SKOLE

PETRA SURYNKOVA

Prispévek se vénuje studiu vybranych rovinnych kiivek z pohledu kine-
matické geometrie. Kinematickd geometrie patfi mezi pokrocilé partie vyso-
koskolské matematiky, ale jeji zaklady lze ukazat i studentiim na st¥edni skole.
Cilem prispévku je prezentovat, jak mtzeme zavadét nékteré kiivky kinema-
ticky a jak je mozné timto zplisobem zkoumat i kfivky zndmé studenttim na
stfedni Skole napriklad v hodinidch matematického seminafe nebo ve vyuce
deskriptivni geometrie. Ruc¢ni rysovani nékterych kiivek mize byt kompliko-
vané, navic vétsinu kifivek dokazeme rysovat pouze bodové, k jejich vykres-
lovani proto vyuzivame Siroce rozsifeny software GeoGebra. GeoGebra nam
také pomuze pfi experimentech, kdy se snazime odhadnout typy vznikajicich
kiivek. Experimenty vyhodnocujeme rovnéz vypoctem ¢i synteticky. Vyznam
kinematické geometrie dolozime na rtiznych aplikacich z praxe.

1 Uvod

Studium oboru uéitelstvi matematiky a deskriptivni geometrie pro SS na
MFF UK vyzaduje kromé zvladnuti disciplin jako je algebraicka, diferencialni,
deskriptivni ¢i projektivni geometrie, také ispésné absolvovani kurzu kinema-
tické geometrie. Se vznikem softwaru GeoGebra se vyuka kinematické geometrie
podstatné usnadnila. Uz se nemusime spoléhat pouze na fyzické modely pohybt
a rucni rysovani, i kdyz tyto metody v zadném piipadé neopoustime. Software
GeoGebra se stal vybornym néstrojem podporujici vyuku geometrie, se kterym
umi pracovat i studenti a to i na st¥edni skole.

Studium kinematické geometrie vyzaduje znalosti elementarni geometrie,
protoze je na nich postaveno dokazovani platnosti geometrickych tvrzeni a jsou
vyuzity pfi uréovani druhi kiivek, které kinematicky vznikaji. Nékterym stu-
dentim na MFF UK bohuzel chybi pevné zaklady v elementarni geometrii a uz
pfi pfichodu na fakultu maji problémy se zvladnutim studia geometrie. Uz na
zékladni a na stfedni skole by se proto vyuce geometrie mél vénovat dostatecny
prostor.

2 Jak lze zadavat pohyb v roviné

Kinematicka geometrie se zabyva studiem pohybu jak v roviné, tak v troj-
rozmérném prostoru. Uvazujeme-li pokrodilejsi studium, lze se vénovat pohybu
také obecné v libovolném n-dimenzionalnim prostoru. V nasem prispévku se
ovSem zaméfime pouze na rovinny pripad. Rovinnou kfivku budeme chapat
velmi intuitivné. Pokud bychom vyzadovali matematicky korektni definovani
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k¥ivek, miizeme nahlédnout do fady skript, napfiklad [1]. Zstaiime u intuitivni
predstavy a zavedme né&kolik zékladnich pojmti z kinematické geometrie, bez
kterych se neobejdeme.

Drdha, nebo také trajektorie, bodu je kiivka, kterou bod pti pohybu opisuje.
Vyluc¢ujeme pripad, kdy by trajektorii bodu byl bod. Obdlka kiivky je kfivka
(miZe mit vice vétvi nebo se dokonce redukovat na bod), kterou vytvaii po-
hybujici se kiivka. Existuje-li kfivka, ktera se dotyka vsech poloh pohybujici
se kfivky, nazyvame tuto kifivku obalkou. Plati tedy, ze v kazdé poloze se po-
hybujici krivka dotyka své obalky, tj. kifivka v dané poloze a jeji obalka maji
peni, uvedme si proto nékteré piiklady. Uvazujeme-li kruznici a vSechny jeji
teCny, je kruznice obalkou této soustavy tecen. Specidlnim prikladem tzv. bo-
dové obdlky muze byt stfed svazku primek. Fkvidistanta ptimky je dvojice
pfimek rovnobéznych se zadanou primkou, lezicich v opaénych polorovinich
urcenych zadanou pifimkou v dané pevné vzdalenosti v. Ekvidistantu primky
ale mizeme chapat také jako obalku vSech kruznic se stredy na zadané pfimce
s poloméry rovnym vzdélenosti v. Toto je pravé pripad, kdy ma obalka vice
vétvi. Podivejme se na obréazek 1.

Obr. 1: Kruznice jako obalka soustavy tecen a ekvidistanta
primky jako obéalka kruznice, jejiz stfed se pohybuje po pfimce

Pfijméme tmluvu, Ze trajektorii bodu A zna¢ime 74 a obalku kiivky a zna-
¢ime (a).

Rovinu, ve které lezi trajektorie bodi a obalky kiivek, ozna¢me II. Rovina
se nepohybuje, zlUstava na misté, tedy i vSe, co v ni lezi, je neménné. Jejim
modelem muze byt list v sesité, tabule ¢i rovina stolu. Pohybujici se body,
¢i kiivky, lezi v roviné, kterou oznac¢ime ¥. Rovina ¥ se jako celek pohybuje
po roviné II. Opét si ji mizeme vymodelovat, napiiklad jako list papiru ¢i
prithlednou félii (abychom mohli pozorovat zaroveni objekty v roving II). Do
pohybujici se roviny zakreslime body a krivky, které se pohybuji. Body a kiivky
roviny ¥ opisuji v roviné II trajektorie a obalky. Rikdme, Ze objekty v roviné ¥
tvorl tzv. mepromeénnou rovinnou soustavu, kterda se jako celek pohybuje po
nepromeénné rovinné soustavé I, viz napiiklad [5]. Dulezity poznatek, ktery je
tfeba si uvédomit je, Zze vSechny objekty, které lezi v pohybujici se roviné X,
se pohybuji jako celek, neméni tedy polohu vuci sobé. V obrazcich 2 az 5
jsou objekty roviny II zobrazeny modre, objekty roviny % cervené, tj. cervené
objekty se pohybuji, modré ztstavaji na misté.
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Obr. 2: Zadani pohybu pomoci dvou trajektorii

Obr. 4: Zadani pohybu pomoci trajektorie a obalky

Existuje nékolik zpusobu, jak zadat pohyb roviny 3. Pohyb roviny ¥ je
jednoznacné urcéeny, zname-li
e trajektorie dvou riznych bodi roviny ¥ (viz obrazek 2),
e obalky dvou riznych kiivek roviny ¥ (viz obrézek 3),

e trajektorii bodu roviny ¥ a obéalku kifivky roviny ¥ (viz obrazek 4).

Kromé trajektorii a obélek lze pohyb zadavat jesté pomoci pevné a hybné
polodie. Jedné se o tzv. odvalovdni. V praxi se s takovym pohybem mutzeme
setkat naptiklad pfi odvalovani kola automobilu po silnici ¢i pti pohybu ozu-
benych kolecek. Ke tfem zminénym moznostem tedy piidejme jesté nasledujici
zadani. Pohyb roviny ¥ je jednoznac¢né urceny, zname-li

e pevnou a hybnou polodii (viz obrazek 5).
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Obr. 5: Zadani pohybu pomoci pevné a hybné polodie

Pevna polodie lezi v roviné II, hybna polodie v pohybujici se roviné 3. Pohyb
je realizovan tak, ze obé kfivky se v kazdém okamziku dotykaji a hybna polodie
se odvaluje po pevné polodii postupnym ztotoznovanim jejich bodid s body
pevné polodie se souc¢asnym zachovanim délek oblouki.

Pokud vylou¢ime specialni pohyby, rotaci, posunuti a kiivocaré posunuti
(trajektorie vSech bodi jsou navzajem shodné kiivky, jedna na druhou lze pfe-
vézt posunutim), viz [5], lze tyto ¢tyti zpusoby zadéni pohybu mezi sebou libo-
volné prevadét. Dilkaz prevedeni zadani pohybu pomoci trajektorii a obalek na
odvalovani nebudeme uvadét, nebot je to jiz vyrazné nad rdmec zaméieni kon-
ference. Pokud by se ¢tenar chtél sdm dozvédét néco vice o této problematice,
odkazujeme na literaturu, napiiklad [4], [5], [6].

3 Piiklady kinematicky vytvofenych k¥ivek

Uvedme nékolik piikladti pohybu v roviné a zkoumejme jaké kiivky, tra-
jektorie ¢i obéalky, pfi téchto pohybech vznikaji. Volime zamérné jednoduché
priklady, které by se mohly ukazat i stFfedoskolskym studenttim.

Priklad 1. Nechf je pohyb din dvéma navzdjem rdznymi rovnobé&Znymi
pfimymi trajektoriemi 74 a 7 dvou riznych bodi A a B. Urdete trajektorii
libovolného bodu C' rtizného od bodi A a B a nelezicitho na pfimkach 74 a 7.

V GeoGebfte lze pohyb jednoduse simulovat, viz obrazek 6. Zvolili jsme dané
rovnobézné ruzné trajektorie 74 a 7 a vychozi polohu tsecky AB. V nasem
pfipadé jsme nejdiive zakreslili bod A na pfimce 74 (v GeoGebfe tzv. ¢astecné
vézany objekt) a v pevné dané vzdélenosti jsme urcili na pfimce 75 bod B
(v GeoGebfe jsme pro sestrojeni tohoto bodu uzili nastroj kruznice s danym
polomérem). Use¢ka AB miize byt i kolma na piimky 74 a 75, pokud kolma
neni, vybereme jeden bod B ze dvou moznych, které pti konstrukci vznik-
nou. Déle jsme zvolili libovolny bod C, ktery je pevné spjaty s body A a B
(v GeoGebfe jsme pro sestrojeni téchto boda uzili nastroje kruznice s danym
polomérem). V GeoGebfe mzeme nyni hybat bodem A a sledovat vykresleni
trajektorie bodu C. Vzdalenosti bodu A, B, C jsou pii pohybu konstantni,
jejich vzajemnd poloha se neméni, tj. vSechny polohy trojihelniku ABC' jsou
pfimo shodné. Zapnout muzeme také vykreslovani stopy bodu C. Jedna se
o primocaré posunuti, tedy kazdy dalsi bod vcetné bodu C' roviny ¥ opisuje
v roviné II pfimou trajektorii rovnobéznou s pfimkami 74 a 75.
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Priklad 2. Necht je pohyb dan dvéma trajektoriemi 74 a 7 dvou rtznych
boda A a B. Trajektorie 74 a 75 jsou dvé rizné soustifedné kruznice. Urcete
trajektorii libovolného bodu C' rizného od bodit A a B a neleZiciho na kruzni-
cich 74 a 5.

V GeoGebre je pohyb simulovany obdobné jako u predchoziho prikladu,
pouze jsou misto rovnobéznych riznych trajektorii uvazovany rtzné soustiedné
kruznice, viz obrazek 7. Jedna se o rotaci, tedy kazdy dalsi bod véetné bodu C
roviny X opisuje v roviné II jako trajektorii kruznici soustfednou s kruznicemi
TA Q& TRH.

Obr. 6: Priklad 1

B

>

Ty

Obr. 7: Priklad 2

Kvli moznosti prevadéni pohybt na odvalovani se vétsinou posunuti, rotace
a navic kfivocaré posunuti v kinematické geometrii vylucuji. Uvadime je jako
elementarni ptiklady, na kterych lze dobte pochopit principy zadani pohybu.

Priklad 3. Necht je pohyb ddn dvéma navzdjem kolmymi pfimymi trajektori-
emi 74 a 7 dvou ruznych bodi A a B. Urcete trajektorii libovolného bodu X
pfimky AB rtzného od bodu A a B.

p p D
I'x 1 B ....,..z B
T T
Ty Ta T4

Obr. 8: Priklad 3
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Opét vymodelujeme situaci v GeoGebfe, sledujme obrazek 8. Zakreslili jsme
dané trajektorie 74 a 7p a vychozi polohu piimky AB. V nasem piipadé jsme
nejdfive zvolili bod A tak, Ze se mize pohybovat pouze po trajektorii 74. Déle
jsme uréili pevné délku usecky AB. Vime, Ze bod B se pohybuje po své tra-
jektorii 7. Tim padem pro danou polohu bodu A dostavame polohu pfimky
AB. V tomto pfipadé takto dostaneme dvé polohy bodu B (bude patrné také
7z vypoctu), tj. dvé polohy pohybujici se soustavy X, do obrdzku jsme zakreslili
polohu jednu. Na pfimku AB jsme déale zakreslili libovolny bod X tak, Ze jeho
vzdéalenosti od bod A a B jsou pevné (v GeoGebfe jsme pro sestrojeni tohoto
bodu uzili nastroj kruznice s danym polomérem). V GeoGebfe miiZzeme nyni
hybat bodem A a sledovat, jakou trajektorii vykresluje bod X. Vzdalenosti
bodu A, B, X jsou pii pohybu konstantni. Zapnout mizeme také vykreslovani
stopy bodu X. Na obrazku 8 jsme naznacili postupné vykreslovani trajektorie
bodu X. Bod X miZeme na pfimce AB volit rtizné a rozlisit tak ptripady, kdy
leZi na tseéce AB, na polopiimce AB za bodem B nebo na polopfimce BA za
bodem A. Lze dokéazat, Ze trajektorii bodu X jsou ve vSech piipadech elipsy
s hlavnimi a vedlejsimi osami na pfimkach 74 a 75.

Dokazme, ze trajektoriemi jsou elipsy analyticky. Necht trajektorie 74 a g
splyvaji v kartézské soustavé soufadnic s osami z, y. Libovolny bod X = [z, y]
piimky p = AB opisuje pii daném pohybu trajektorii 7x. Vzdalenost bodi
A = [a,0] a B = [0,b] ozna¢me d a zvolme ji pevné, d > 0, plati tedy
a? + b® = d?. Soufadnice bodu B tedy lze zapsat v zavislosti na této délce,
tj. B =[0,+vd? — a?]. Libovolny bod X pfimky p mizeme vyjadiit jako X =
= A+ (B — A)t, t € R. Ozna¢ime-li vzdalenost bodu X od bodu A jako v,
plati v = |td| a |t| = v/d. Vyjddiime-li a a b z rovnice pfimky a dosadime-li
do a? + b? = d?, po tpravé dostédvame rovnici elipsy ﬁit)z + dg—; = 1. Pro
t>0at#1,tj. lezi-li bod X na tseéce AB (a je rizny od bodu A, B), viz
obrazek 8a), nebo na polopfimce AB za bodem B, viz obréazek 8b), dostavame
jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v pocatku soustavy souradnic, po-
loosami o velikostech d — v a v nebo v — d a v na soufadnicovych osach. Pro
t <0, tj. lezi-li bod X na polopiimce BA za bodem A, viz obrazek 8c), dosta-
vame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v pocatku soustavy souradnic
a poloosami o velikostech d + v a v na soutadnicovych osach.

Z nasich Gvah rovnéz vyplyvaji znamé konstrukce elipsy tzv. rozdilovd
a souctovd prouzkovd konstrukce. Pro danou hlavni nebo vedlejsi osu elipsy
(zde minéno jak poloha, tak délka) a libovolnou polohu bodu elipsy, tj. jednu
polohu bodu X, podle pfedchoziho ur¢ime velikost chybéjici osy.

Piiklad 4. Necht je pohyb dan dvéma rtznymi bodovymi obalkami (a) a (b)
dvou raznobéznych navzajem kolmych primek a a b. Urcete trajektorii prise-
¢iku primek a a b.

Pohyb zadejme v GeoGebie. Zvolme na nakresné dva razné body (a) a (b).
Aby $§lo se zaddnim dobfe manipulovat a simulovat pohyb v roviné, sestroj-
me kruznici se stfedem v bodé (a) s pevnym libovolnym polomérem. Na tuto
kruznici umistéme pomocny bod P a vedme body P a (a) pfimku a. Nyni lze



86

pomoci pohybu bodu P po kruznici s pfimkou a hybat a ziskat tak vSechny jeji
polohy. Bodem (b) potom vedeme pfimku b kolmou k pfimce a. P¥imky a a b
s prusecikem v bodé C nyni sviraji pravy thel a pfi pohybu bodem P ztstava
tento thel konstantni. Vrchol pravého thlu bod C' opisuje Thaletovu kruznici
nad pramérem (a)(b), viz obrazek 9.

Obr. 9: Priklad 4

Piiklady 3 a 4 lze zobecnit. V ptikladé 3 1ze volit riznobézné piimky 74 a 75
tak, ze sviraji thel jiny nez pravy. Obdobné v prikladé 4 nemuseji byt rizno-
bézné primky a a b na sebe kolmé, ale svirat mohou obecny thel. Nechavame
na Ctenari, aby si rozmyslel, jaké v téchto pripadech dostavame trajektorie.
Doporucujeme si ptiklady namodelovat v GeoGebfe.

Piiklad 5. Necht je pohyb dén trajektorii 74 bodu A a bodovou obélkou (a)
pfimky a. Trajektorie 74 je kruZnice, bod (a) lezi uvniti kruznice 74 a je rizny
od jejiho stfedu, piimka a kromé své obélky (a) prochazi také bodem A. Urcete
obalku (b) ptimky b, kterd prochazi bodem A a je kolm4 na pfimku a.

Sledujme obréazek 10, kde je pohyb zadany v GeoGebie. Zakreslili jsme da-
nou trajektorii 74 a bodovou obédlku (a) a vychozi polohu bodu A spoleéné
s piimkou a. Bod A jsme v GeoGebfe zvolili tak, Zze se mize pohybovat pouze
po trajektorii 74. Déle jsme v bodé A vztycili kolmici k pfimce a a dostali
jsme tak pfimku b. V GeoGebfe muzeme nyni hybat bodem A a sledovat,
jakou obalku vykresluje pfimka b. Zapnout mtzeme také vykreslovani stopy
primky b. Na obrazku 10 jsme naznacili n€kolik poloh primky b.

(b)

Obr. 10: Piiklad 5
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Uvazme syntetickou konstrukci. Na trajektorii 74 se mtizeme divat jako na
mnozinu vrcholid pravych whld, které sviraji primky a a b. Hledame obalku
piimky b, to znamend, Ze piimka b je v kazdé poloze te¢nou své obélky (b).
Nyni uz neni tézké nahlédnout, Ze vysledna obalka (b) je elipsa se stfedem ve
stfedu trajektorie 74. Trajektorie 74 je vrcholova kruZnice této elipsy, bod (a)
je jedno z ohnisek. Jednoduse uz nyni dourc¢ime velikost vedlejsi poloosy elipsy,
nebot a? = b2 + €2.

Poznamenejme jesté, ze pohyb v prikladé 3 je tzv. elipticky pohyb, pohyb
v piikladé 4 je tzv. kardioidicky pohyb a kone¢né pohyb v prikladé 5 je tzv. kon-
choiddlni pohyb.

4 Praktické aplikace

Kde vsude je mozné setkat se s aplikacemi kinematické geometrie? Abstrakt-
nim bodim a kfivkdm musime prifadit néjaky fyzicky model, aby mélo smysl
o aplikacich hovotit. Bod i kfivka tedy maji v praxi néjaky rozmér. Pfipo-
mefime ozubend kola v riznych mechanickych zafizenich (napf. v hodinkéch),
ktera pfevadéji rotacni pohyby na jiné rotacni ¢i posuvné pohyby. Jisté si vzpo-
meneme také na hever pro zvedani automobilu. Velmi znamy je také klikovy
mechanismus. Hovofili jsme rovnéz o odvalovani kola po silnici. Pokud tuto
predstavu velmi zjednodusime a predpokldadame, ze napriklad jizdni kolo jede
po rovném povrchu (navic bez prokluzovani kol), odrazka na kole (pfipustme,
Ze je to model bodu) opisuje pfi pohybu zkracenou cykloidu, bod na okraji
pneumatiky (v nékterych okamzicich se dotkne vozovky), opisuje prostou cyk-
loidu.

Takto bychom mohli pokracovat dale a objevovat dalsi modely pohybu
v praxi. Pro dalsi informace o praktickych aplikacich odkazujeme ¢tenaie na
literaturu, napf¥. [6].

5 Shrnuti a zavér

V prispévku jsme si na jednoduchych prikladech ukazali definovani kiivek
z hlediska kinematické geometrie. Predlozené piiklady lze ukazat i studen-
tim na stfedni skole, vyuzivali jsme pouze elementarni znalosti z geometrie.
V prezentaci prispévku planujeme ukézat i slozitéjsi kiivky. Vsechny priklady
z ¢lanku muze ¢tenal vyzkouSet pfimo v GeoGebte, priklady lze oteviit ve
webovém prohlizeci, viz [2]. Doporuéujeme také vyzkouset piiklady z GeoTestu,
viz [3], které jsou dostupné online.

V budouci praci se chceme zaméfit na studium dalsich kiivek a zpracovavat
zadani pohybi v GeoGebrfe. Pfi vyuce se ndm velmi osvédc¢uje kombinovat
rizné metody — rucni rysovani, fyzické modelovani pohybu a moderni rysovani
v softwaru GeoGebra. Doufame, Zze uvedené priklady a jejich zpracovani budou
inspiraci pro uéitele i studenty na SS i VS.
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FERMATUV BOD A GEOMETRICKY MEDIAN

ANTONIN SLAVIK

1 Fermatuv bod

Zacneme pfipomenutim znadmé ulohy, jejimz autorem je Pierre de Fermat:
Najdéte bod, ktery minimalizuje soucet vzddlenosti od vrcholi daného trojihel-
niku. Hledany bod vzdy existuje, je uréen jednoznacné a nazyva se obvykle
Fermativ bod nebo Torricelliho bod na pocest E. Torricelliho, ktery problém
spésné vytesil.! Vysledek je obsazen v nasledujici véte.

Véta 1. Pro kazdy trojihelnik ABC' existuje prdvé jeden bod P, pro néjz je
souéet |PA| + |PB| + |PC| minimdlni. Nastdvd pravé jedna ze dvou moznosti:
e Pokud jsou velikosti vsech vnitrnich uhli v trojihelniku ABC mensi nez
120°, pak P je bod uvnitr trojuhelniku, z néjz jsou vsSechny tri strany
vidét pod whlem 120°.
e Pokud je velikost vnitiniho thlu u nékterého z vrcholi A, B, C vétsi
nebo rovna 120°, pak bod P splyvd s timto vrcholem.

Pokud jsou velikosti vnitinich hltd mensi nez 120°, pak bod P, z néjz jsou
vSechny strany vidét pod thlem 120°, vzdy existuje a lze jej snadno sestro-
jit. Staéi nad libovolnymi dvéma stranami, napi. AC a BC, sestrojit (z vnéjsi
strany trojihelniku ABC') rovnostranné trojuhelniky a opsat jim kruznice, viz
obr. 1. Jeden z obloukt nad stranou AC' (resp. BC) pfedstavuje mnozinu vSech
bodii, z nichz je tato strana trojuhelniku vidét pod thlem 120° (nebot z dopli-
kového oblouku je vidét pod thlem 60°). Hledany bod P je pruseéikem obou
sestrojenych kruznic. Také strana AB je z bodu P vidét pod tthlem 120°, nebot
soucet whlt u vrcholu P je 360°.2

Obr. 1: Konstrukce Fermatova bodu trojihelniku ABC

I Lze se setkat i s oznacenim Steinerdv bod. J. Steiner se zabyval obecnéjsim typem tloh,
které vyzaduji pospojovani danych boda v roviné siti tsecek (tj. vlastné rovinnym grafem)
tak, aby soucet jejich délek byl co nejmensi; viz napt. [8].

2Bod P lze zkonstruovat jesté jednodussim zptisobem, kterj objevil T. Simpson.
Oznacime-li zbyvajici vrcholy rovnostrannych trojihelnikt sestrojenych nad stranami AC
a BC pismeny B’ a A’, pak P je priisec¢ikem piimek AA’ a BB’. Viz napft. [7, str. 28].
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Pokud naopak néktery z vnitinich thla trojuhelniku ABC|, napf. thel u vr-
cholu C, je vétsi nebo roven 120°, pak neexistuje zadny bod uvnitt trojahelniku,
z néjz jsou vSechny tfi strany vidét pod thlem 120°. Pro kazdy bod P uvnitf
trojthelniku je totiz ihel APB vétsi nez uhel ACB, tj. vétsi nez 120°.

Vétu 1 1ze dokézat mnoha zpisoby. K nejznaméjsim patii Torricelliho feseni
vyuzivajici Vivianiho vétu a dale feseni objevené nezavisle J. E. Hofmannem
a T. Galaiem zalozené na skute¢nosti, Ze soucet |PA| + |PB| + |PC| 1ze inter-
pretovat jako délku jisté lomené c¢ary, kterd je minimalni, pokud ¢ara prejde
v tsecku. Tato klasickd FeSeni jsou popsana napf. v [7, 8, 12] nebo na webové
strance [2], kterd uvadi celkem sedm rliznych dikazi. Piistupy zaloZené na
syntetické geometrii jsou elementéarni, ¢asto vSak vyzaduji netrividlni napad.
V tomto pfispévku predstavime dva méné znamé dikazy. Zacneme dikazem,
ktery vyuziva analytickou geometrii a je pfevzat z [19]; doplnény jsou pouze
pasaze tykajici se jednoznacnosti Fermatova bodu.

Pfipomenme jesté, ze pro kazdé dva vektory u,v € R™ plati tzv. Cauchyova-
Schwarzova nerovnost
- o] < lufl [|v]l,

ktera pfechdzi v rovnost pravé tehdy, kdyz u, v jsou linedrné zavislé (obé tvrzeni
plynou napf. ze vztahu u - v = ||u|| ||v|| cos , kde « je odchylka vektori u,v).

Drikaz 1. Pro libovolny bod @ v roviné definujeme

f(Q) = [QA[ +1@B| +1QC].

Chceme najit bod P, ve kterém funkce f nabyva minima. Zvolime libovolné
dva body P, Q v roviné a porovname hodnoty f(P), f(Q). Zavedeme-li vektory

a= P_A), b= ﬁ7 c= ﬁ, T = 1@ (viz obr. 2), pak plati
f(P) = llall + [Iol] + [lell,
f(@) =lla—=z| +b— x| + llc — =[]
Pro kazdy nenulovy vektor v plyne z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti odhad

v v
b < o= al e

v
ol =v- = = (v —2) -
o]l [[o]] o]l lvll”

pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz v, x jsou linearné zavislé.

A

“
}”— C
B

Obr. 2: Vektory a, b, ¢,
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Pokud je bod P ruzny od A, B, C, pak a, b, ¢ jsou nenulové vektory a plati

a b c
lall = 18l + el < fla — ]l + b — o + flc — 2] + - ( N ) .
fal 101 e

Jsou-li velikosti vSech vnitinich Ghla v trojuhelniku ABC mensi nez 120°,
pak lze dosdhnout toho, aby soucet v zavorce na pravé strané byl nulovy vektor
— sta¢i za P volit bod, z néjz jsou vSechny tfi strany vidét pod thlem 120°
(v zévorce je pak vektorovy soucet t¥i jednotkovych vektort, které lze chépat
jako strany rovnostranného trojihelniku). Tim je dokézano, ze f(P) < f(Q)
pro kazdy bod ). Rovnost v této nerovnosti nastava jen tehdy, kdyz vektor x
je linearné zavisly s a, b i ¢, coz plati pouze pro @ = P.

Zbyva vysettit pfipad, kdy u nékterého vrcholu je tihel aspoi 120°; necht to
nastane napf. pro vrchol C. Necht P = C, Q je libovolny bod v roviné a vektory
a, b, x jsou jako vyse. Pak

f(P) = llall + o],
FQ) = lla = zf| + [[b— [ + [|=]].

Podobné jako drive mame

a b
lall + lbll < fla = + [lb— 2 + - ( + > |
fall Tl

Pro thel v mezi vektory a a b plati 120° < v < 180°, a tedy

7 Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti pak plyne

" (a + b> < |zl
lall ol ) =

lall + 16l < lla = [l + [[b = =[| + [|=[],

— + +——+ —=1+2cosy+1=2(1+cosy) <1.

a bH2_a-a 2a-b  b-b
lall 1ol llal® ~ flal ol o]

Celkem tedy dostavame

neboli f(P) < f(Q) pro kazdy bod Q. Rovnost v této nerovnosti nastava jen

tehdy, kdyZ vektor x je linearné zavisly s a i b, coz plati pouze pro Q = P. 0O
Uvedeme jesté druhy dukaz, ktery sice vyuziva diferencidlniho poctu a neni

tedy elementarni, je vSak zcela pfimocary a jak uvidime pozdéji, 1ze jej snadno

zobecnit. Jedna se o mirné upravenou verzi dikazu z [17].

Diikaz 2. Necht vrcholy trojihelniku maji soufadnice A = (x1,y1), B = (22, y2),

C = (z3,ys3). Pro libovolny bod @ = (z,y) v roviné definujeme

Q) =|QA[+1@B| +|QC],
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neboli v souradnicich

Z\/x_mz y yz)'

Nejprve dokazeme, Ze f nabyva globalniho minima v nékterém bodé trojuhel-
niku ABC'. Zvolime libovolny bod P tohoto trojuhelniku. Necht k je kruznice
opsan trojihelniku ABC'. Uvazujme kruZnici ¢ se stejnym stiedem, jejiz polo-
mér pfesahuje polomér k o vice nez f(P)/3. Vzdalenost libovolného bodu @ le-
Ziciho vné £ od libovolného bodu na kruznici k je tedy vétsi nez f(P)/3, a proto
f(Q) =|QA| + |Q@B| +|QC| > f(P). Oblast ohrani¢end kruznici ¢ je uzaviend
a omezend, proto zde f nabyva minima. Jedné se o globalni minimum f na R?,
nebot jeho hodnota je mensi nebo rovna f(P). Tvrdime, Ze toto minimum ne-
muze lezet vné trojuhelniku ABC. Skutecné, volime-li napf. libovolny bod @
v Casti roviny ohrani¢ené ptimkou AB, kterd neobsahuje trojihelnik ABC,
pak pro kolmy primét Q' bodu Q na AB plati |Q"A| < |QA4|, |Q'B| < |@B],
|Q'C| < |QC| (viz obr. 3). Proto f(Q’) < f(Q), tj. v bodé @ neni minimum f.
Globéalni minimum f tedy musi lezet v trojuhelniku ABC.

A

B

C Q'
Obr. 3: Kolmy primét Q' bodu Q je blize k bodtim A, B, C

S vyjimkou vrcholi A, B, C je funkce f diferencovatelna. MiZe tedy nabyvat
globalniho minima pouze ve vrcholech nebo v bodech, kde je vektor parcialnich

derivaci Vf(z,y) = (g); (z,y),2 oy L (x,y)) nulovy. Protoze

dostévame

:ﬁi 1 (m—%) Z@ BG  CQ

Y-y \A@ IBQIICQ
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Vidime, Ze f nabyva minima bud v nékterém z vrchold, nebo v bodé P, pro

ktery plati
PA s PE . PC
|PA] |PB| |PC|

pokud ovsem takovy bod existuje. Pfedchozi rovnost znamend, ze jednotkové
vektory smétfujici z bodu P k vrcholim A, B, C maji nulovy soucet, tj. tvori
strany rovnostranného trojuhelniku. Odtud plyne, Zze odchylka libovolnych dvou
vektori je 120°. Z bodu P jsou tedy vSechny strany trojihelniku ABC vidét
pod thlem 120°. Rozebereme nyni dva pripady:

:O’

e Necht velikosti vSech vnitfnich Ghlé v trojihelniku ABC' jsou mensi
nez 120°. Vime, ze pak uvniti trojihelniku existuje pravé jeden bod P,
z néjz jsou vSechny strany vidét pod thlem 120°. Z kosinové véty pouzité
na trojuhelnik ABP plyne

|AB|?> = |AP|*> + |BP|? — 2|AP| |BP| cos 120° =

P 2
=|AP|* + |BP|? + |AP||BP| > (' 5 | + |BP>

Analogicky lze dospét k odhadu
AP ?
|AC|> > ( 5 |+|CP>

Plati tedy

AP AP
f(A):|AB|+|AC’\>| 5 ‘+|BP|+‘ |

= |AP|+ |BP|+|CP| = f(P).

+|CP| =

Podobné se dokaze, ze f(B) > f(P) a f(C) > f(P). Funkce f tedy
nabyva minima v bodé P.

e Necht velikost thlu u nékterého z vrcholt trojuhelniku ABC je vétsi
nebo rovna 120°; oznac¢me jej P. V tomto pfipadé uvniti trojuhelniku
nelezi zadny bod, z néjz jsou vSechny strany vidét pod thlem 120°.
Funkce f tedy nabyva minima v nékterém z vrcholi a jeji minimalni
hodnota je souc¢tem délek stran vychazejicich z daného vrcholu. Protoze
nejdelsi strana se nachéazi proti nejvétsimu thlu, tedy proti vrcholu P,
je ziejmé, ze f nabyva minima v bodé P.

O

2 Zobecnéni — geometricky median

Pfirozenym zobecnéni Fermatovy tlohy je nésledujici problém: V roviné je
dédno n bodu Ai,...,A,, které nelezi na jedné piimce. Hledame bod P, pro
néj7 je soucet vzdalenosti |[PA;|+---+|PA,| co nejmensi. Ukdzeme, ze takovy
bod vzdy existuje a je urcen jednoznacné; nazyva se geometricky medidn bodi
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Aq,...,A,.2 Budeme potiebovat nasledujici pomocné tvrzeni o konvexnich
funkcich vice proménnych (ditkaz vychéazi z [9]).

Lemma 2. Je-li f: R™ — R konvezni, diferencovatelnd v bodé xoy € R™ a plati
Vf(xo) =0, pak md v xo globdlni minimum.

Dikaz. Pokud z € R™ je libovolny vektor a ¢t € (0,1), pak z definice konvexity
plyne
fwo +tx) — f(zo) = f(t(xo + ) + (1 — t)zo) — f(w0) <
< tf(zo+2) + (1 —1)f(z0) — f(z0) = t(f (20 + ) — f(2)),
>

neboli f(zo+z) — f(z) > 2(f(xo +tx) — f(z0)). Prechodem k limité obdrzime

f(zo+z) — f(x0) > lim f(xo +tz) — f(z0)

= 07
t—0-+ t

nebot limita odpovida derivaci f ve sméru z a ta je diky nulovosti parcidlnich
derivaci f rovna nule. Plati tedy f(zo + ) — f(xo) > 0 pro kazdé = € R"
a f nabyva v xg globalniho minima. O

Nyni mtzeme pristoupit k ditkazu existence a jednoznacnosti geometrického
medidnu. Ditkaz je inspirovan ¢lankem [11] (kde je vySetfovén obecné&jsi pripad
k bodii v n-rozmérném prostoru) a zobeciiuje ivahy z druhého diikazu véty 1.
Véta 3. Jsou-li v roviné ddny body Ay, ..., A, neleZici na jedné primce, pak
existuje prdvé jeden bod v roviné, pro néjz je soudet f(P) = |PAj|+---+|PA,|
minimdlni. Tento bod se nachdzi v konvexnim obalu bodu A1, ... , A, a nastdvd
praveé jedna ze dvou moznosti:

o Eristuje bod P takovy, Ze

P DA (1)
| PA,| | PAy|
Pak f nabyvd minima v P.
e [ nabyvd minima v nékterém z bodu A4,... ,A,.
Diikaz. Necht zadané body maji soutadnice 41 = (z1,41), --. , An = (Tny Yn)-

Hledame bod (z,y) € R?, ktery minimalizuje hodnotu funkce

Z\/‘T—xz y 91)'

Nejprve dokazeme, ze f nabyva globalniho minima v konvexnim obalu bodi
Aq, ..., A,, coz je konvexni mnohouhelnik, ktery oznac¢ime pismenem K. Zvo-
lime libovolny bod P € K a kruznici £ obsahujici K s tak velkjm polomérem,

3 Podobnost s pojmem medidn dobfe zndmym ze statistiky neni ndhodna. Je-li A koneéna
mnozina realnych &isel, pak jeji medidn minimalizuje hodnotu funkce s(z) = Z —z|.
Viz napf. [11, str. 223] nebo https://bit.ly/2tnimjm.

acA ‘a
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aby vzdalenost libovolného bodu ¢ od bodl Ay, ... , A, byla vétsi nez f(P)/n.
Pak kazdy bod Q lezici vné ¢ splituje f(Q) = |QA1|+ - +|QA,| > f(P). Ob-
last ohranic¢end kruznici ¢ je uzaviena a omezend, proto zde f nabyva minima.
Jedna se o globalni minimum f na R2, nebot jeho hodnota je mensi nebo rovna
f(P). Tvrdime, Ze toto minimum nemutize lezet vné K. Takovy bod @) by musel
lezet v poloroviné urcené nékterou ze stran mnohotihelniku K, kterd neobsa-
huje K. Pro kolmy primét @' bodu @ na tuto stranu ale plati f(Q') < f(Q),
tj. v bodé @ neni minimum f. Dokézali jsme, ze globalni minimum f lezi v K.

Z trojthelnikové nerovnosti plyne, Ze pro P,@Q € R? a t € (0,1) plati

fEP+(1—1)Q)=> tP+(1-1)Q — Ai| =

i=1

- Z [t(P — Ai) + (1 = £)(Q — Ai)|| <

<t P = A+ (1 =) 11Q - Al =tf(P)+ (1 - )f(Q).

=1 i=1

Skutec¢nost, Ze nerovnost je ostra, je dusledkem toho, Ze Aj, ..., A, nelezi na
pfimce. Néktery bod A; proto nelezi na pfimce PQ, vektory P — A; a Q — A;
jsou linearné nezavislé a plati ostrd nerovnost

[1(P = Ai) + (1 = 8)(Q — A < t[|P = Ail| + (1 = D[] Q — Aq.

Ukazali jsme, ze f je ryze konvexni funkce. Z toho plyne, ze f ma nejvyse
jedno minimum (pokud by méla minima ve dvou riznych bodech P a @, pak
nerovnost f(tP+ (1 —-¢)Q) < tf(P)+(1—1t)f(Q) pro t € (0,1) vede ke sporu).

V kazdém bodé P = (z,y) s vyjimkou Aj,..., A, je f diferencovateln,
pricemz vektor jejich parcidlnich derivaci je

1 <x—1‘i> AP AP

= — 44—
)2y —y)? \Y— ¥ |A1P| |A,, P|

Pokud existuje bod P = (z,y) € R? takovy, ze V f(z,y) nulovy vektor, pak
z lemmatu 2 plyne, Zze P je globalnim minimem f. V opacném piipadé f nabyva
minima v nékterém z boda Ay, ..., A,. U

3 Hledani medianu a jeho aplikace

Ukazali jsme, ze geometricky median n-tice bodd vzdy existuje, zatim vSak
nevime, jak jej nalézt. Zacneme piipadem n = 4; zde je sestrojeni medianu
dokonce jesté jednodussi nez nalezeni Fermatova bodu trojthelniku. Dikaz
nasledujiciho tvrzeni je pfevzat z [11] a opird se o vétu 3; jiny (elementdrni)
dukaz lze nalézt v [15].
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Véta 4. Jsou-li v roviné ddny ¢tyri body A, B, C, D neleZici na primce, pak
nastdvd prdvé jedna ze dvou moznosti:
o Zddny z bodii A, B, C, D nele# v konvernim obalu zbjvajicich ti bodui.
Pak konvexnim obalem bodi A, B, C, D je ctyiihelnik a prisecik jeho
uhlopticek je geometrickym medidnem ctverice A, B, C, D.
e Nektery z bodu A, B, C, D lezi v konvexnim obalu zbyvajicich t7i bodi.
Tento bod je geometrickym medidnem ctverice A, B, C, D.

Diikaz. Uvazujme prvni piipad, kdy konvexnim obalem bodu A, B, C, D je
Gtytthelnik. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze jeho vrcholy A, B,
C, D jsou oznaceny ve ,spravném“ potradi, tj. ze jde o ¢tyfuhelnik ABCD
(jinak body pfeznacime). Necht P je prisecik jeho thlopticek. Pak ziejmé plati
PA/|PA| = —PC/|PC| a PB/|PB| = —PD/|PD|, odkud plyne

PA PB PC _ PD

R

0. (2)

Podle véty 3 je bod P geometrickym medianem bodu A, B, C, D.

Pokud néktery z bodu A, B, C, D lezi v konvexnim obalu zbyvajicich t¥
bodt, tvrdime, Ze neexistuje zadny bod P spliiujici (2). Pokud by takovy bod
existoval, mohli bychom bez jmy na obecnosti pfedpokladat, ze jednotkové
vektory vy = PA/|PA|, vy = PB/|PB|, ve = PC/|PC|, vp = PD/|PD|
umisténé do spolec¢ného pocatecniho bodu P jsou usporadany proti sméru po-
hybu hodinovych ruéi¢ek (jinak pfeznac¢ime body A, B, C, D). Z rovnosti
va+vp+vc+vp = 0 by plynulo, ze body P, P4+va, P+va+vp, P+va+vp+ve
tvori vrcholy kosoétverce (viz obr. 4). Jeho protilehlé strany jsou rovnobézné,
a tedy vg = —vc a vg = —vp. To mé za nasledek, ze usecky AC' a BD
prochéazeji bodem P a ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, coZ je spor.

ve P vp P+ovy+vp+uo
D
vp VA V)
P c
o
P+, vg PH+uvy+up

Obr. 4: Posunutim vektort va, vg, ve, vp vychéazejicich
z bodu P (vlevo) lze ziskat kosoétverec (vpravo)

Vidime, ze ve druhém pfipadé se geometricky medidn musi shodovat s né-
kterym z vrcholi A, B, C, D. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze
D lezi v konvexnim obalu A, B, C, tedy v trojuhelniku ABC. Snadno si
rozmyslime, Ze pak plati |AB| + |AC| > |DB| + |DC|, tedy |AB| + |AC| +
+|AD| > |DB| + |DC| + |DA] a bod A neni geometricky median. Podobné se
zdtvodni, Ze ani B, C' nejsou geometrické mediany. O
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Pro n > 5 bohuzel neni zndm zadny explicitni vzorec ¢i algoritmus, ktery
by umoznoval presné vypocitat nebo sestrojit geometricky median n-tice bodu
Ay, ..., A,.* Intuitivni zdfivodnéni je nasledujici: Oznadime-li v; = PA;/|PA;],
pak rovnost (1) pfejde do tvaru vy + --- + v, = 0. Pro n = 3 tato podminka
znamena, ze vektory vy, ... , v, tvofi strany rovnostranného trojuhelniku a pro
n = 4 jde o strany kosoctverce, zatimco pro n > 5 jiz podobnou geometrickou
charakterizaci nemame k dispozici (pétithelnik s jednotkovymi stranami muze
byt zcela nesymetricky).

Hledani Fermatova bodu ¢i geometrického medidnu byvéa zminovano jako
priklad wlohy, kterou lze feSit pomoci vhodné fyzikdlni interpretace (viz
napf. [7, 11]): Do rovinné desky ve vodorovné poloze vyvrtdme otvory od-
povidajici bodim Agi,...,A,. Kazdym otvorem protdhneme jeden provazek,
volné konce provazkt nad deskou svazeme dohromady a polohu tohoto uzlu
oznac¢ime P. Na opac¢né konce provazki pod deskou zavésime identicka za-
vazi. Umistime-li desku do dostateéné vysky tak, aby se provazky a zavazi
mohly volné pohybovat, soustava se bude snazit zaujmout polohu, kterd mini-
nachézi co nejnize). Ta je imérnd souctu vysek jednotlivych zavazi nad zemi
a bude minimalni, pravé kdyz soucet délek ¢asti provazka pod deskou bude
maximalni. To nastane pravé tehdy, kdyz soucet délek provazkt nad deskou,
tj. |[PA1|+---+|PA,l|, bude minimalni — v tom p¥ipadé poloha bodu P odpo-
vid4 geometrickému medianu.®

Fyzikalni feSeni neni pfili§ pfesné ani praktické, presto je poucné: Velikosti
napétovych sil, kterymi jednotlivé provazky piisobi na bod P, maji shodné ve-
likosti. Pokud se bod P nenachézi pfimo nad nékterym otvorem, pak vektorovy
soucet téchto sil je nasobkem vektoru

PA ey PA,

Je-li soustava v rovnovéaze, musi byt tento soucet roven nulovému vektoru;
dostédvame tedy jiné zduvodnéni diive dokdzaného vztahu (1), ktery charakte-
rizuje polohu geometrického medianu.

Neékdy se misto vyvrtavani otvord do desky umistuji do bodd Aq,..., A,
kladky (viz napf. [12]). Na obr. 5 je ¢asto reprodukovand ilustrace z knihy
E. Macha Die Mechanik in ihrer Entwickelung zobrazujici kruhovou desku, po
jejimz okraji 1ze posouvat kladkami a umistit je do vrchold trojahelniku, jehoz
Fermattiv bod hleddme (resp. podobného trojihelniku). V jinych publikacich
se uvazuje odlisny mechanismus, kdy se provazky se zavazimi nachazeji v jedné
vertikdlni roviné a kladky jsou pfipevnény ke zdi (viz napf. [16, 13]).

4 Je dokonce dokazano, ze pro n > 5 nelze geometricky median obecné sestrojit pravitkem
a kruzitkem. Dikaz zaloZeny na Galoisové teorii lze najit v [10], viz téz [1].

5 Interaktivni model se tfemi zévazimi je k dispozici na demonstrations.wolfram.com/
PolyasMechanicalModelForTheFermatPoint/ (ke spusténi je potieba Wolfram Mathematica
nebo CDF Player).
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Obr. 5: Mechanicky model s kladkami podle E. Macha

K pfibliznému vypoc¢tu geometrického medidnu lze pouzit standardni al-
goritmy numerické matematiky pro hledani extrémt funkce dvou promeén-
nych, pfipadné algoritmy specializované pravé na hledani medianu, jako je
napf. Weiszfeldtiv algoritmus (viz napi. [20]).

Na hledani Fermatova bodu ¢i geometrického medianu vede fada praktic-
kych problémi. Autofi knihy [5] zmifuji tlohu, kdy je potfeba propojit tii
obce silni¢ni siti tak, aby celkova délka silnic byla minimalni. Optimélni fe-
Seni samoziejmé vypada tak, Ze kazda obec je spojena silnici s Fermatovym
bodem. Nasledujici problém je inspirovan ¢lankem [11]: PYedstavme si letec-
kého dopravce, ktery prepravuje zasilky mezi mésty Ai, ..., A, nasledujicim
zpusobem: Kazdy den nejprve dopravi zasilky ze vSech mést do distribu¢niho
centra C, kde jsou nasledné roztfidény a poté prepraveny do cile. V prvni fazi
je tedy vypraveno jedno letadlo z kazdého mésta do distribu¢niho centra, ve
druhé fazi pak leti z centra do kazdého mésta opét jedno letadlo. Tento zpt-
sob dopravy je vyhodny: dopravci staci méné letadel, nez kdyby prepravoval
zésilky mezi kazdou dvojici mést piimo.® Jaka je nejvyhodnéjsi poloha cen-
tra tak, aby letadla v souctu nalétala co nejkratsi vzdalenost? Pokud si mésta
Ay, ..., A, acentrum C predstavime jako body v roviné, pak letadla kazdy den
nalétaji vzdalenost 23 " | |CA;|, a optimalni poloha centra C' tedy odpovida
geometrickému medidnu bodu Aq,... , A,.

Situaci ilustruje obr. 6. Znazortuje mapu Némecka se 14 vyznacenymi mésty,
ktera maji aspoii 500 000 obyvatel (nejvétsi z nich je Berlin se zhruba 3,44 mili-
ony obyvatel, nejmensi Norimberk s pfiblizné 506 tisici obyvatel). V programu
Wolfram Mathematica byla nalezena pribliznéa poloha jejich geometrického me-
didnu, ktery je vyznacen Cervené.”

6V ¢&lanku [11] je uvedeno, Ze podobny systém pouzivaji napt. americké dopravni spoled-
nosti FedEx a UPS s tim rozdilem, Ze distribu¢nich center je vice.
7 Zdrojovy kéd je na www.karlin.mff .cuni.cz/"slavik/mathematica/median-germany.nb.
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Obr. 6: Velkd némecka mésta (Cerné), jejich geometricky median (Gervené)
a vazeny geometricky medidn vzhledem k po¢tim obyvatel (zluté)

Zobecnénim geometrického medianu je tzv. vazeny geometricky median.
Jsou-li dana kladna redlna ¢isla wy,... ,w,, pak vazeny geometricky median
bodt Aj,..., A, je bod P, ktery minimalizuje soucet .., w;|PA;|. Hled4ni
takového bodu je v literatufe zndmo pod nazvem Webertv problém na pocest
A. Webera, ktery se tiloze vénoval ve své knize [18] z roku 1909.8 Pokud jsou
vahy wq, ... ,w, racionalni ¢isla, 1ze je vynasobit jejich nejmensim spoleénym
jmenovatelem a ziskat tak ekvivalentni Weberiv problém, kde vahy jsou pfiro-
zend ¢isla. Existence vazeného geometrického medidnu pak plyne z véty 3 (ve
znéni véty se nepfedpokladd, ze zadané body jsou navzdjem rtuzné).

Predstavme si napf. nasledujici alohu: Mésta Aq,... , A, cht&ji vybudovat
spole¢né letisté. Kde ma byt umisténo, pokud pozadujeme, aby pramérnd vzda-
lenost pro vSechny obyvatele mést byla co nejmensi? Jestlize w; je pocet oby-
vatel mésta A;, pak primérna vzdalenost bodu P od vSech obyvatel je

Z?:l w;| P A
Z?:l Wy.-

Tato hodnota je miniméalni, pravé kdyz P je vazeny geometricky median bodu
Ay, A0

8 Specialni piipad Weberova problému se tfemi body fesil jiz T. Simpson v roce 1750.
Historie Fermatova bodu a Weberova problému je stru¢né popsana napf. v [3].

9 Jin4 tiloha vedouci na Webertiv problém je nasledujici: K vyrobé jistého produktu jsou
zapotfebi suroviny, které se budou dovazet z mist Aj,..., A, a nasledné zpracovavat v to-
varné. Jaké je optimalni umisténi tovarny, jestlize cena za dopravu jednotkového mnozstvi i-té
suroviny na jednotkovou vzdalenost je w; a chceme minimalizovat celkovou cenu za pfevoz
surovin?
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Dfive zminény fyzikalni postup pro hledani geometrického medianu lze
snadno upravit pro feseni Weberova problému: Staci vzit zavazi, jejichz hmot-
nosti jsou Gmérné vahdm wsy, ... ,w, (viz [12] nebo ,matematicky dodatek®
k Weberové knize [18], jehoZ autorem je profesor prazské Némecké univerzity
G. Pick). Webertv problém lze samoziejmé fesit i numericky, napf. na obr. 6
je zluté zndzornéna priblizna poloha vazeného geometrického medidnu velkych
némeckych mést (vahy odpovidaji po¢tiim jejich obyvatel).

Méfeni vzdalenosti mezi mésty pomoci eukleidovské metriky tak, jako by se
jednalo o body v roviné, dava prijatelné vysledky jen tehdy, kdyz jsou mésta
dostate¢né blizko sebe. Spravnéjsi je uvazovat body na povrchu sféry nebo
elipsoidu a mérit vzdalenosti podél geodetik, tj. nejkratsich spojnic na plose.
Reseni Weberova problému pak spoéiva v nalezeni bodu P minimalizujiciho
soucet > 1 w;d(P, A;), kde d(X,Y) zna¢i vzdélenost dvou bodi na ploge.
Tuto tlohu lze opét Fesit numericky pomoci vhodného softwaru.'® Rozdil mezi
pouzitim eukleidovské metriky a mérenim vzdalenosti podél geodetik na elip-
soidu ilustruje obr. 7 znazornujici mapu USA s 34 mésty nad 500 000 obyvatel
a jejich vazeny geometricky median vypocteny pomoci obou metrik v programu
Wolfram Mathematica.'' Vzdalenost obou mist ¢ini pfiblizné 165 km.

Obr. 7: Velkd mésta USA, jejich vazeny geometricky medidan vypocteny
pomoci eukleidovské metriky (Gervené) a pomoci metriky na elipsoidu (7luté)

4 Zavér
Kromé Weberova problému existuji i jiné varianty ptivodni Fermatovy tlohy.
Misto bodu ve dvourozmérném prostoru je mozné feSit podobné problémy

10 Geometricky medidn t¥i bodt na sféie lze charakterizovat podobnym zptisobem jako
Fermattuv bod trojihelniku v roving, viz [4]. Pfipad étyf bodl na sféfe je vySetfen v [15],
kde lze nalézt i vysledky pro obecné metrické prostory. Geometricky median n bodi na sfére
vzdy existuje, nemusi vSak byt uréen jednoznaéné; viz [11, str. 231].

1 Zdrojovy kéd je na www.karlin.mff.cuni.cz/"slavik/mathematica/median-usa.nb.
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v trojrozmérném ¢i n-rozmérném prostoru. Napf. v ¢lanku [6] se hledd analo-
gie Fermatova bodu pro ¢tyfstén ABC D v prostoru a je dokdzano, Ze z tohoto
bodu jsou vSechny stény ¢tyfsténu vidét pod stejnymi prostorovymi thly.

V tomto clanku jsme se zamérili pievazné na analyticky pfistup k Ferma-
tové tloze, ktery lze s drobnymi modifikacemi pouzit i k feSeni obecnéjsich
uloh (geometricky medidn, Webertiv problém). Jak jiz bylo zminéno v kapi-
tole 1, Fermatovu tilohu a nékteré jeji varianty lze Tesit i elementarnimi meto-
dami stFedoskolské matematiky. Zajemcim o zpestieni stiedoskolské vyuky lze
kromé zdroju citovanych v kapitole 1 doporuéit napt. ¢lanky [13, 14], kde jsou
uvedeny odkazy na applety vytvorené v GeoGebie a popsany pokusy s my-
dlovymi bublinami umoziiujici experimentalni feseni Fermatovy tlohy a jejich
variant.
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VETA O MOTYLECH

MARTINA STEPANOVA

Obsahem prispévku je problematika tykajici se predevsim tétiv kruznic. Stu-
dované tétivy jsou v roviné umistény takovym zptsobem, ze vizualné pfipomi-
naji kiidla motyld. VSechna odivodnéni pfislusnych, nize prezentovanych vét
jsou zaloZena na znalostech planimetrie na trovni stfedoskolské latky vyuco-
vané na gymnéaziu.l Véfime, Ze odstavce na nasledujicich stranach proto na-
leznou své ¢tenafe predevsim mezi stfedoskolskymi uciteli matematiky a jejich
zvidavymi studenty.

Cely text se tyka geometrie v roviné, coz nebudeme dale kvuli zjednoduseni
vyjadfovani vyslovné zduraznovat. Pokud tedy bude naptiklad dana kruznice
a primka, budeme vzdy predpokladat, ze oba geometrické utvary lezi v jedné ro-
viné. Jestlize se bude v ramci téhoz tvrzeni vyskytovat tétiv vice, vzdy budeme
uvazovat jen tétivy navzajem rizné, a jestlize budeme pojednavat o thlech,
omezime se mléky pouze na tthly konvexni.

1 O vice nez dvé sté let nazpatek

Byla nedéle 7. dubna roku 1805, kdyz William Herschel (1738-1822), obje-
vitel planety Uran (1781), jeho mésicti Titanie a Oberona (1787), Saturnovych
mésicti Encelada a Mimase (1789) ¢i infracerveného zafeni (1800), dopsal svij
dopis adresovany Williamu Wallaceovi (1768-1843), pozdéjsimu vyndlezci eido-
grafu (1821).2 V korespondenci stalo:

I have kept a little problem for you which a friend of mine has sent me who
says he cannot find a solution of it. I mentioned to him that I had a friend who
would probably help him to one. The problem is this. Given AB the diameter
of a circle. CD a chord cutting it at right angles in K. EF, and HG two
other chords drawn any how through the point K; and HF', EG chords joining
the extremes of EF, HG. Required to prove that MK is equal to LK.

(viz [1], str. 18)

Pri své volbé adresata v osobé skotského matematika a astronoma Wallacea
si Herschel zfejmé nemohl vybrat 1épe. Z relativné nedédvno nalezeného Walla-

1 Jedinou vyjimkou je mozna poznatek pojednévajici o protinajicich se tétivach kruz-
nice. Tvrzeni je vSak v textu zformulovano a k jeho odvozeni jiz stfedoskolské znalosti zcela
postacuji.

2 Pro zajimavost uvedme, 7e kofeny Williama Herschela, némeckého fyzika, hudebniho
skladatele a predevsim jednoho z nejvyznamnéjsich astronomu vSech dob, sahaji na ceské
tzemi, a to konkrétné do HerSpic, obce situované ptiblizné 20 km vychodné od Brna. Jeho
predci se zfejmé jmenovali Jelinkovi, avSak jeho pradéd, sladek Jan Jelinek, si své pfijmeni
ponémcil na Hirschel.
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ceova archivu (viz [1]) totiz plyne, Ze to byl pravé on, kdo nejenze roku 1805 po-
dal rozfeSeni pfedlozeného problému, ale dokonce jiz roku 1803 ptedlozil (avSak
bez ditkazu) obecnéjsi tvrzeni véty pro regularni kuzelosecky (viz nize).3

2 Znéni Véty o motylovi

V dnesni fec¢i bychom vyse uvedené tvrzeni, které budeme nazyvat Veétou
o motylovi, zformulovali spiSe nésledujicim zpiisobem (ponechavame pfitom
oznaceni bodil ze zminéného dopisu):

Necht je ddna kruznice k a jeji tétiva CD. Necht E, F, G, H jsou navzdjem
ruzné€ body kruznice k takové, Ze tétivy EF, GH prochdzeji stredem K té-
tivy CD (body E, H pritom leZi ve stejné poloroviné s hraniéni primkou CD ).
Jsou-li M, L priseciky tétivy CD s tetivami EG, FH, potom je K také stredem
usecky ML (Obr. 1).

Obr. 1: Véta o motylovi

Pojmenovani véty je zfejmé z obr. 1. Na bod K mutzeme pohliZzet jako na
,t&lo“ motyla a na trojuhelniky EGK, KFH jako na jeho kiidla.*

3 Ptepis piislusné ¢asti Wallaceova dopisu je uveden v [1] a s drobnou chybou (chybéjici
fadek s odvozenym vztahem) rovnéz v [2].

4V anglicky psané odborné literatuie se tvrzeni nazyva the Butterfly Theorem.

Pro zajimavost dale uvedme, Ze osoby s pfijmenim Wallace problematika motylt zfejmé
pritahuje. Tim, kdo roku 1855 popsal motyla Trogonoptera brookiana, byl totiz vyznamny
britsky biolog, geograf a antropolog Alfred Russel Wallace (1823-1913). Motyl s neobvyk-
lym rozpétim kiidel (cca 15 cm) z rodu ptakokiidlecti a ¢eledi otakdrkovitych se vyskytuje
pfedevsim na Borneu a Malajském poloostroveé.
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Nasledujici sekce je vénovana riznym dikazlim pravé uvedené véty. V nich
je opakované vyuzivan poznatek, kterému budeme fikat Véta o protinajicich
se tétivdch.® Jelikoz se jednd o tvrzeni, jeZ neni bézné na st¥ednich skolach
probirano, predstavime jak jeho znéni, tak dikaz, jehoz pochopeni naopak vyssi
nez obvyklé stfedoskolské znalosti nevyzaduje.

Necht T, U, V, W jsou navzdjem rizné body kruZnice k. JestliZe se té-
tivy TU a VW kruznice k protinaji v bodé X, potom

ITX|-|UX|=|VX]|-[WX]|.

T\_/W

Obr. 2: Véta o protinajicich se tétivach

Diikaz: Ziejmé (Obr. 2) plati |[LZTXW| = |ZUXV]|. S vyuzitim véty o obvodo-
vych thlech je [ZWTU| = [£ZWVU]|, a trojuhelniky TWX a VUX jsou tedy
podobné. Odtud vyplyva

ITX| |VX]|
WX| |UX|
a po uprave
ITX|-|UX|=|VX]| - |[WX]|. O

5V anglicky psané odborné literatuie se tvrzeni nazyva the Intersecting Chords Theorem.

Jednad se o poznatek zformulovany jiz v Eukleidovych Zdkladech, a to jako 35. véta
III. knihy v nasledujici podobé (v piekladu F. Servita): Kdyz se v kruhu dvé primky na-
vzdjem protinaji, pravouhelnik sevreny useckami jedné rovnd se pravouhelniku sevrenému
useckami druhé. Servitiv pieklad Zdkladi do ¢estiny viz [3], komentované Zdklady viz [4].

Véta ma uzkou souvislost s tzv. mocnosti bodu ke kruznici, ktera je nejcastéji definovana
takto: Necht je v roviné ddna kruznice k o stiedu S a poloméru r a ddle libovolny bod X.
Mocnosti m bodu X ke kruznici k rozumime redlné &islo m = v? —r?, kde v = |X S|. Prom
tedy plati: m > 0 pro bod X lezici ve vnéjsi oblasti kruznice k, m = 0 pro bod X kruznice k
a m < 0 pro bod X lezici ve vnitini oblasti kruznice k. Oznacime-li pfitom T', U pruseciky
libovolné se¢ny (v meznim pfipadé bod dotyku T' = U teény) kruznice k vedené bodem X,
potom |m| = |TX]| - |UX]|.
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3 Dukazy Véty o motylovi

Nyni ndm jiz nic nebrani vénovat se dikazim Véty o motylovi. V litera-
tufe jich lze k dne$nimu datu nalézt desitky.® Nize z nich vybirdme ptvodni
Wallacetiv postup a dale ty (alespoti podle nageho nézoru) nejelegantnéjsi a nej-
elementérnéjsi (pochopitelné pro sttedogkolaky).”

Nékteré dale odvozené vztahy jsou opakované vyuzivany v ruznych dikazech.
Odvodime je pouze v misté prvniho vyskytu a v pozdéji uvedenych dukazech
se na né budeme jiz jen odkazovat.

Puvodni, tj. Wallaceuv dukaz Véty o motylovi

Prvnim prezentovanym dtikazem je historicky nejstarsi znamé ovéieni hypo-
tézy, které ve vyse zminéné korespondenci predlozil William Wallace.

Bodem L vedme p¥imku rovnobéznou s ptimkou EG a jeji priseciky s pfim-
kami GH, resp. EF oznacme @, resp. P (Obr. 3). Z rovnobéznosti piimek EG
a QP plyne |[ZEGH| = |£ZHQP| a z véty o obvodovych tihlech vyplyva

\/EGH| = |/EFH]|. (1)

Tedy |£/PFH| = |/PQH]|, a proto body Q, H, P, F lezi na jedné kruZznici,
kterou budeme znagcit .

Protoze jsou trojuhelniky KEG, KPQ podobné, déli body M a L jejich
strany EG, PQ ve stejném poméru (trojihelniky KEM a KPL a také troj-
thelniky KMG a KLQ jsou tudiz podobné). Odtud plyne

|[KM| |KL| |[KM| |KL|
|[EM|  |PL|’ IGM| QLI
a tedy
M KL

BM]- |G~ |PLI- QL] @)

Podle Véty o protinajicich se tétivach (pro kruznice k a l) je

|[EM|-|GM|=|CM]|-|DM|

\PL[-|QL| = |FL|-[HL| = |CL| - |DL|.

6 Studnici dikazi véty je webova stranka [5].
7 Ctenéfi, ktery je obeznamen s projektivni geometrii, doporuéujeme ptvabné diukazy 19
a 20 na webové strance [5].
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Obr. 3: Pivodni, tj. Wallacetv ditkaz Véty o motylovi®
Ze vztahu (2) proto dostaneme rovnost

(KM [KL|®

|CM|-|DM|  |CL|-|DL|’

kterou déle postupné upravime:
\[KM|[*-|CL| - |DL| = |KL|* - |CM| - |DM],
KM |KL)* + |KM|)?-|CL|-|DL| = |KM* - |[KL|* + |KL|*> - |CM| - |DM]|,

[KMP - (|KLP +|CL|- |DL|) = |KL[* - (JKM[* + [CM] - |DM])

8 Grafické ztvarnéni na obr. 3 je inspirovano obrazkem z Wallaceova dopisu. Co se tyce
geometrickych tvart, jsou na Wallaceové ilustraci zachyceny ty objekty (a jejich popisy),
které jsou na obr. 3 zaneseny tmavé modrou barvou. Ostatni geometrické utvary Wallace ne-
zakreslil, pouzil rovnéz odlisny font pisma. Ptivodni Wallacetv (a rovnéz Herschelav) obrazek
je pretistén v [1].
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|[KM [ - KL
IKM|? +|CM|-|DM| |KL]>+|CL|-|DL|’

Dale je ziejmé

ICM| + |MK| = |CK| = |KD|.

Proto plati rovnéz vztahy

ICM|? + |CM| - |MK|=|CM| - |KD|,

ICM|?> +2-|CM|-|MK| = |CM|-|MK|+|CM|-|KD|,
ICM|> +2-|CM|-|MK| =|CM|-(IMK|+|KD)|),

|ICM|* +2-|CM|-|MK|=|CM]|-|MD|.

Protoze
|ICK|” = (ICM| + |KM|)?* = [CM|* +2-|CM| - |[KM|+ |[KM|?,
dostavame s vyuzitim vztahu (4)
ICK|” = |KMJ* + |CM| - |DM]|.
Zcela analogicky bychom odvodili rovnost
|DK|* = |[KL|* +|CL|- |DL]|.
Po dosazeni vztaht (5) a (6) do rovnosti (3) dostavame

[KM]® KL
ICK|” DK’

a jelikoz jsou délky tusecek nezaporna cisla, je

kM| |KL| . IKM|  |CK]|
ICK| ~ |DK]|’ P kL] T |DK|

Protoze |CK| = |DK]|, je rovnéz |KM| = |KL|.
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Druhy dikaz Véty o motylovi

V literatufe zfejmé nejcastéji uvadény dikaz je nasledujici. V mirné modifi-
kované podobé ho lze nalézt napt. v [6].

Oznacéime-1i M’, L', resp. M", L pravouhlé projekce bodit M, L na té-
tivu EF, resp. GH (Obr. 4), potom jsou zfejmé trojihelniky KM'M a KL'L
podobné (podle véty uu), a proto

IMK|  |MM'|

LK| ~ |LL] (7)

Obdobné vzhledem k podobnosti trojiuhelnikic KM M" a KLL" plati

IMK|  |MM"|
|LK|  |LL"| "~

Obr. 4: Druhy dikaz Véty o motylovi

Podle véty o obvodovych thlech plati nejen vztah (1), ale také rovnost
|/GEF| =|4GHF)|. 9)
Podle véty uu jsou tedy podobné i trojuhelniky EM’'M, HL"L a rovnéz troj-
thelniky MM"G, LL'F. Proto

[MM'|  |ME|

=== 1
LL"] ~ [LH| 10)
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IMM"|  |MG]
|LL'|  |LF|’

(11)

S vyuzitim vztaht (7), (8), (10), (11) a Véty o protinajicich se t&tivach postupné
dostavame

MK |MM'| |MM"| _|ME| |MG| _
LK~ D] (LI’ [LH) |LF|

_IMC| |MD| _ ([CK|~|MEK]) - (KD|+|MEK])
ZC] LDl ~ (CKI+ LK) - (KD| - LK)

Protoze je |CK| = |KD|, plati

(MK* _|CK[® — |MK|*
ILK|*  |CK|” —|LE[*

Tedy
IME|*-|CK|* - [MK[* - |LK|* = |LK|* - |CK|* — [LK[* - [MK*,

z ¢ehoz plyne
IMK|*> = |LK|*.

Jelikoz jsou délky tseéek kladné ¢isla, je [M K| = |LK|, tj. bod K je stfedem
tasecky ML . O

Tieti dukaz Véty o motylovi

Principem dalsiho ditkazu, ktery byl publikovan v [7], je prokazani shodnosti
dvou jistych trojuhelnika.

Oznacime-li S stfed kruznice k, potom je pfimka SK kolma k pfimce ML
(Obr. 5). K ditkazu skute¢nosti |M K| = |K L| proto stadi ovéfit, ze

|/MSK| = |/LSK]|, (12)

nebot z platnosti uvedené rovnosti vyplyne shodnost trojuhelniki M SK a LSK
(podle véty usu).
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Obr. 5: Treti dikaz Véty o motylovi

Jsou-li S/, S pravothlé priiméty bodu S na tétivy EG, FH, potom jsou
body S’, S” stfedy uvedenych t&tiv. Vzhledem ke vztahtim (1), (9) jsou troj-
thelniky FGK a HF K podobné. Z toho vyplyva, Ze jsou podobné i trojuhel-
niky ES’K a HS" K, a proto

\LES’K| = |4HS”K|. (13)
Protoze
|4MS'S| +|£LSKM|=180° = |[£SKL| + |4L5’”S| ,

jsou ¢tytthelniky S’SKM a SS” LK tétivové, a kazdému z nich lze tedy opsat
kruznici. Podle véty o obvodovyvh thlech je

|ZES'K| = |/MS'K| = |/MSK]|,

|/HS"K| =|/LS"K| = |ZLSK].
Vzhledem k (13) je |ZMSK|=|ZLSK]|, a tudiz |[MK| = |KL|. O

Ctvrty dikaz Véty o motylovi

V dalsim dtikazu, ktery lze nalézt opét v [7], budeme pracovat s vnitinimi
thly trojahelnikt, které tvori ,kiidla“ motyla. Velikosti téchto thlt oznac¢me
tak, jak je tomu na obr. 6.
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Obr. 6: Ctvrty diikaz Véty o motylovi

Podle znadmé sinové véty vime, Ze pro délky stran, resp. velikosti thld troj-
thelniki MKFE a GKM plati:

|[EM|  sin
IMK|  sine’
|GM| sin 7y B sin

IMK| sin (180° — (y+d+¢€) sin(y+d+e)

a proto
5 sin ¢ sin 7y

\EM|-|GM| = |MEK|?- 222 .
sine sin (y+d+¢€)

Soucin |[EM|-|GM]| vsak lze vyjadiit (s pomoci Véty o protinajicich se tétivach)
také jinym zpusobem:

|[EM|-|GM| =|CM|-|[DM| = (|CK| = [MK]) - (|IDK| + [MK]) =
= (ICK| - |MK]) - (|CK| +|MK]) = |CK|* = |MK|*. (14)
Plati tedy rovnost

sin 0 sin ~y
sine sin(y+d+¢)’

ICK[” — |ME|” = |[ME]|”-
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z niz snadno vyjadiime druhou mocninu délky tsecky M K:

|CK|? - sin € sin (v 4 0 + €)

MEK|® =
| | sin 0 - sin v + sin € - sin (y + 0 + ¢€)

(15)

Vsimnéme si, Ze pravéd strana vztahu (15) je ,soumérnd vzhledem k v a ¢,
tj. pokud bychom ve vyjadfeni zaménili v za J a naopak, dostali bychom zcela
totozny vyraz. Pokud bychom tedy nyni s pomoci trojihelniku HKF' vyjad-
rili |LK|27 dostali bychom, jak je ziejmé z obr. 6, opét vyraz na pravé strané
vztahu (15). Proto |MK|* = |LK|?, z &ehoz plyne [MK| = |LK|. 0

Paty dukaz Véty o motylovi

Pripomenme, Ze obsah trojuhelniku se da vypocitat jako polovina soucinu
délek dvou jeho stran a sinu velikosti thlu, ktery sviraji. Hlavni ,figl“ dalsiho
dtkazu, jehoz autorem je Steve Conrad (viz [5]), spo¢iva v uvédomeéni, ze pomér
obsahii dvou trojuhelniki, které maji néjaky vnitini ahel shodny, se tedy rovna
pomeéru soucint délek prislusnych stran. Konkrétné trojahelniky M EK a KHL
maji shodny vniténi thel o velikosti € (Obr. 7), a proto pro pomér jejich obsaht
SumEK a SkHr plati:

SmpK _ |[EM| - |EK]|
SKHL |HK|-|HL|"

(16)

Zcela analogicky pro obsahy trojuhelniki HKL a GK M se shodnym vniti-
nim thlem o velikosti v, resp. trojuhelniki KGM a K F L se shodnym vnitifnim
thlem o velikosti ¢, resp. trojuhelniki FKL a MKE se shodnym vnitfnim
thlem o velikosti ¢ plati

SHKL |KH|-|KL|

Sera  |KG[-[KM[’ {n
resp.
Sway _ |GK||GM| "
SKFL |FK|-|FL|
resp.
Srkr _ |KF|-|KL| (19)

Suxe |KM|-|KE|
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Obr. 7: Paty dukaz Véty o motylovi

Jelikoz

Suexk Swxr Skam SFKL 1

)

Skur Sexm  Skrr Suke
tj. soucin levych stran rovnosti (16), (17), (18), (19) je roven 1, musi byt rovnéz
soulin stran pravych roven 1. Plati tedy

|[EM|-|EK| |KH|-|KL| |GK|-|GM| |KF|-|KL| _
|HK|-|HL| |KG|-|KM| |FK|-|FL| |KM|-|KE|

_|EM|-|GM|- |KL|? _q
|HL|-|FL| - |[KM|?

)

neboli
|[EM| - |GM)| B |HL| - |FL|

K MP KL

(20)

Podle (14) je
|[EM|-|GM| = |KC|” — |[KM|*.

Obdobné

|HL|-|FL| = |DL|-|CL| = (KD| - |[KL|)- (|KC| + |KL|) = |[KC|” — | KL|”.
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Po dosazeni do rovnosti (20) dostaneme

[KCP* — |KM[* _|KC]® —|KL|?
KM KL

a naslednou upravou dale ziskdme

KO |KCP

KM KLP
Proto
|KM|* = KL,
z ¢ehoZ opét plyne |K M| = |KL|. O

4 Zobecnéni Véty o motylovi

Cilem této Gasti je pfedstavit ¢tendfi strucné (jiz bez dikazi) alespoii né-
ktera zobecnéni Véty o motylovi, a to pomérné znacné rozmanitymi sméry. Riz-
nym modifikacim véty se vénuje fada publikaci, za vSechny jmenujme napf. [8],
[9], [10] ¢i [11].

Véta o motylech

Prvni zobecnéni je velmi jednoduché a nékdy je v literature zahrnuto pfimo
do zakladni verze véty. Kromé bodu L, M se naleznou i dalsi body tétivy C'D,
které maji stejnou vzdalenost od bodu K a lezi na ,hranici kfidel* dalsiho mo-
tyla. Konkrétné plati nasledujici tvrzeni, které budeme nazyvat Vétou o moty-
lech:

Necht je ddna kruznice k a jeji tétiva CD. Necht E, F, G, H jsou navzdjem
ruzné body kruznice k takové, Ze tétivy EF, GH prochdzeji stredem K té-
tivy CD (body E, H pritom leZi ve stejné poloroviné s hraniéni primkou CD ).
Jsou-li M, L, N, O priseciky primky CD po tadé s primkami EG, FH, FG,
EH, potom je K také stiedem tusecek ML a ON (Obr. 8).

Motyl, ktery se ,nové vylihl“ zobecnénim véty, je barevné zvyraznén na
obr. 8. Vidime, ze ne vSechny vrcholy trojihelniki tvoricich jeho ,kiidla“ lezi
na kruznici, a tedy vizualni ztvarnéni tvrzeni jiz neni tak estetické. Mizeme se
jen domnivat, zda prave toto je diivod, proc¢ se odborna literatura ¢asto vénuje
pouze jedinému motylovi, pfestoze dvojice bodu M, L a O, N jsou z hlediska
svého vzniku rovnocenné.
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Obr. 8: Véta o motylech

Klamkinovo zobecnéni véty o motylovi

V dalsi modifikaci véty je ,zmirnén“ pozadavek, aby tétivy EF, GH pro-
chazely bodem K. Jelikoz poznatek publikoval americky matematik Murray
Seymour Klamkin (1921-2004), a to v [12], budeme o tvrzeni hovofit jako
o Klamkinové zobecnéni véty o motylovi.

Necht je ddna kruznice k a jeji tétiva CD. Necht K je stied tétivy CD a ddle
1, J jsou body tétivy CD, kter€ jsou stejné vzddleny od bodu K. Necht E, F, G,
H jsou navzdjem ruzné body kruznice k takove, Ze tétiva EF prochdzi bodem I
a tétiwva GH prochdzi bodem J (body E, H piitom leZi ve stejné poloroviné
s hraniénd primkou CD). Jsou-li M, L priseciky usecek FH, EG s tétivou CD,
potom je bod K stiedem tsecky LM (Obr. 9).

Je zfejmé, 7e pokud I = J = K (Gsecka IJ degeneruje na bod), pfejde
predstavené zobecnéné tvrzeni na ,,obycejnou” Vétu o motylech.

Dtikaz zobecnéné véty, ktery vyuziva opét pouze stredoskolské planimetrické
poznatky, je prezentovan v [5].

Podotknéme, ze opét mizeme vyhledat druhého motyla, tj. ze K je rovnéz
stted tsecky ON, kde O, N jsou pruseciky pfimek FH, FG s pfimkou C'D
(Obr. 9). Plati tedy rovnéz Klamkinovo zobecnéni véty o motglech.
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Obr. 9: Klamkinovo zobecnéni véty o motylech

Véta o zdvojeném motylovi

Nésledujici modifikace, pii niz vznika jakysi ,zdvojeny“ motyl,® pracuje
s pruseciky tusecek, jejichz krajni body lezi na dvou soustfednych kruznicich.

Necht jsou ddny dvé soustfedné kruznice k, k' a tétiva CD kruznice k
(Obr. 10). Necht E, F, G, H jsou navzdjem rizné body kruznice k takové,
Ze tétivy EF, GH prochazeji stredem K tétivy CD (body E, H ptitom lezi ve
stejné poloroviné s hraniéni piimkou CD), a E', F', resp. G', H' jsou pri-
sectky primky EF, resp. GH s kruznici k'. Jsou-li My, Ms, L1, Lo priseciky
tétivy CD po Tadé s useckami EG', E'G, HF' a FH', potom plati

N SRR S
|KM|  |KM,| |KLi|  |KLg|

Pokud by kruznice k, k' splynuly, bylo by E=FE', F =F',G=G', H=H',
a tedy M1 = MQ, Ll = LQ,

1 1

2. =2- .
| K M; | | KL

Odtud plyne |[KM;| = |K L], tj. dostavdme Vétu o motylovi.

9 Nebo bychom mohli na vznikly obrazec pohlizet jako na dva motyly, jejichz ,téla“
splyvaji.
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Diikaz zobecnéné véty, k jehoz pochopeni opét staci stfedoskolska latka, je
dostupny na webové strance [13].10

G

Obr. 10: Véta o zdvojeném motylovi
Véta o motylech pro regularni kuzelosecky

Dalsi moznosti, jak Vétu o motylovi, resp. dokonce Vétu o motylech zobecnit,
je zaménit v jejich znéni pojem ,kruznice“ za nadfazeny pojem ,regularni
kuzelosecka“. D¥ive néz tvrzeni preformulujeme (kvili Gispofe mista pouze pro
Vétu o motylech), pfedstavime déle vyuzivanou terminologii.

Primeérem elipsy, resp. hyperboly rozumime libovolnou pfimku prochazejici
jejim stredem. Prumérem paraboly nazyvame libovolnou pfimku rovnobéznou
s jeji osou.

Jelikoz primérem kruZnice se b&Zzné rozumi tétiva kruznice (tj. tsecka) pro-
chazejici jejim stfedem, nazyva se prumér elipsy, hyperboly ¢i paraboly rovnéz
prumeérovou primkou prislusné kuzelosecky.

Primeér n kruznice, resp. elipsy, resp. hyperboly nazveme sdruzeny s danou
primkou m, jestlize n = TT’, kde T, T jsou body dotyku tefen kuZelosecky
rovnobéznych s pfimkou m. Priamér n paraboly nazveme sdruZeny s danou
primkou m, jestlize prameér n prochazi bodem dotyku T teény paraboly rovno-
bézné s primkou m.

10 Na uvedené strance je tvrzeni nazvano A Better Butterfly Theorem.
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Necht je ddna requldrni kuZelosecka K a primka m. Necht n je pri-
mer kuZelosecky K sdruzeny s primkou m, K je prisecik primek m, n
a E, F, G, H jsou navzdjem rizné body kuZelosecky K takové, Ze usecky
EF, GH prochazeji bodem K (body E, H pritom leZ ve stejné poloro-
viné s hraniéni primkou m). Jsou-li L, M, N, O priuseciky primek FH,
EG, FG, EH s primkou m, potom je bod K stredem tusecek ML a ON.

Obr. 11: Véta o motylech pro elipsu

Na obr. 11, 12 a 13 je zobecnéna véta znazornéna pro elipsu, hyperbolu
a parabolu. Je ziejmé, Ze k prechodu od pravé vyicené véty k Vété o mo-
tylech tentokrat stac¢i za kuzelosecku K uvazovat kruznici k. Pfimka m poté
hraje roli vySe uvazované ptimky C'D (a pfimka n roli pfimky, na niz lezi pri-
mér AB kruZnice k, ktery zminuje jiz William Herschel). Z¥ejmé nejsnéze je
tento prechod viditelny pro zaménu elipsy za kruznici, tj. doporucujeme srovnat
pfedevsim obr. 11 s obr. 1, resp. 3.

Posledni uvedenou vétu lze i nadale zobecnit. V jejim formulaci totiz opét
muzeme vypustit prfedpoklad, ze tsecky EF, GH prochazeji pfimo bodem K,
a nahradit ho slabsim pozadavkem, aby pfimku m protinaly v bodech stejné
vzdalenych od bodu K. Plati tedy jakési ,klamkinovské“ zobecnéni tohoto
zobecnéni Véty o motylech pro regularni kuzelosecky:

Necht je ddna requldrni kuZelosecka K a primka m. Necht n je primeér ku-
Zelosecky K sdruZeny s pfimkou m, K je prisecik primek m, n. Ddle necht
I, J jsou dva ruzné body primky m, které jsou stejné vzddlené od bodu K
a E, F, G, H jsou navzdjem riuzné body kuZelosecky K takové, Ze usecka EF
prochdzi bodem I a dsec¢ka GH prochdzi bodem J (body E, H pitom leZi ve
stejné poloroviné s hraniéni piimkou m). Jsou-li L, M, N, O priseciky primek
FH, EG, FG, EH s primkou m, potom je bod K stredem usecek ML a ON.
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Obr. 12: Véta o motylech pro hyperbolu

Obr. 13: Véta o motylech pro parabolu
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Na obr. 14 a 15 je znéni véty zndzornéno pro elipsu a parabolu. Na obr. 16 je
véta ilustrovana pro hyperbolu. Zvolena je pfitom specialni poloha primek m,
resp. n, nebot jsou osami hyperboly.

Obr. 14: Véta o motylech pro elipsu — ,klamkinovské“ zobecnéni

Obr. 15: Véta o motylech pro parabolu — ,klamkinovské* zobecnéni
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Obr. 16: Véta o motylech pro hyperbolu — ,klamkinovské“ zobecnéni

5 Zavér

Hlavnim cilem ¢lanku bylo pfedstavit ¢tenari podrobnéji Vétu o motylovi.
Kromé jejiho znéni byla uvedena pfislusnd zékladni historické fakta vazajici se
k jejimu zrodu na pocatku 19. stoleti a celkem pét diikazi, jejichz pochopeni
nepfesahuje stiedoskolskou troven. V zavéru ¢lanku jsou bez ditkazi prezento-
vany (a obrazky opatfeny) néktera z moznych zobecnéni tvrzeni.

Nejsme si védomi, ze by existoval ¢esky psany text vénovany vyse studované
problematice a urceny primarné pro stfedoskolské ucitele ¢i jejich studenty.
Naopak v anglicky psané literatuie se pfislusnymi otdzkami (Gasto na vyssi
urovni) zabyva relativné mnoho ¢asopiseckych publikaci a jsou jim vénovany
nékteré webové stranky.
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Podstatnymi prameny pro sepsani pravé ¢teného textu byly zdroje [5] a [1],
dalsi vyuzivané publikace jsou odkazovany u jednotlivych dtkazi ¢i zobecnéni
véty. Po strance matematické jsou uvedené vysledky prevzaty a jejich vybér byl
silné ovlivnén snahou o priblizeni problematiky lidem mimo ,,vyssi“ odbornou
matematickou komunitu. Vedle udrzeni zminéné trovné povazujeme za pri-
nosné jednotné zpracovani jednotlivych ¢asti textu (notace, obrazky) a rovnéz
detailnéjsi vysvétleni Wallaceova ptuvodniho, stroze psaného dikazu. Obdobna
podrobnéjsi verze historicky prvniho dikazu ziejmé neexistuje ani v anglic¢tiné.

Autorka v souCasnosti pracuje na ¢lanku, ktery by mél byt jakymsi ,dual-
nim“ protéjskem k tomuto prispévku: zatimco zakladni verze véty by méla byt
predstavena kratce a bez dikazl, hlavnim tématem by méla byt jeji (nejen zde
vyjmenovand) zobecnéni.
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PAPIROVE MODELY VE VYUCE GEOMETRIE

JANA HROMADOVA

Skladani papiru détem neni nijak cizi. Jiz jako malé si z papiru vyrabi vlas-
tovky, lodicky, Cepice nebo si pomoci pfekladani a vystfihovani vyrabi jedno-
duché dekoracni predméty. Rada bych ve svém prispévku predstavila nékolik
jednoduchych ukazek vyuziti papiru ve vyuce matematiky, potazmo geometrie.
Budu se vénovat vétsinou modeltim vyrobenym z jednoho kusu papiru.

Rozsah prispévku neumoziiuje vénovat se této problematice pfilis do
hloubky. Pokusim se na nékolika prikladech poukézat na moznosti prace s pa-
pirem pfi vyuce postupné na vsech stupnich vzdélavani.

1 Elementarni geometrické ttvary a pojmy

Na prvnim stupni zakladni skoly je velice diilezité pracovat s hmotnymi mo-
dely geometrickych objektii. Hmotné modely trojuhelniki, ¢tytthelnikd a dal-
$ich napoméhaji spravnému pochopeni téchto pojmi a prace s nimi i na vys-
$ich stupnich vzdélavani miize napomoci odstranéni zazité mylné predstavy, ze
n-thelnik je tvofen pouze svou hranici a nemé Zzadné vnitini body (viz [1]).
Vyhodou papirovych modelti oproti modelim z pevnéjsich materialt je nejen
to, Ze jsou levné a lze je kdykoliv vyrobit znovu, ale pfedevsim to, Ze papir je
ohebny a lze s nim déle pracovat.

V papirovém modelu étverce (popf. obdélniku) lze snadno ohybanim sestro-
jit thlopricky ¢i stred utvaru a uvédomit si, ze thlopricky se navzajem puli.
V ramci vyzkumu porozumeéni geometrickym pojmutm, ktery provadime spolu
s kolegy z katedry didaktiky matematiky, jsme se setkali s tim, Ze néktefi zaci
na urovni Sestych t¥id zakladni Skoly maji problém nalézt osy soumérnosti
utvari. Za osy soumérnosti rovnobézniku (rizného od ¢tverce a obdélniku)
Casto povazuji jeho uhlopficky nebo spojnice stredd protilehljch stran. Prelo-
zenim papirového modelu podle domnélé osy snadno svou hypotézu potvrdi ¢i
vyvrati.

Prekladanim papirového trojuhelniku tak, aby zvolend hrana po prelozeni
byla samodruzna a ohyb prochazel protilehlym vrcholem, je mozné sestrojit
vysky! trojihelniku. P¥ehybem, ktery ztotozni dva vrcholy, sestrojime stied
strany a nasledné pak téZnici timto stfedem prochézejici. Snadnou manipulaci
pak muzeme se zdky odvodit, které trojuhelniky jsou osové soumeérné atp.

I Konstrukci vysky v tupotihlém trojahelniku prochézejici vrcholem tupého thlu lze pro-
vést, pouze pokud pracujeme s celym papirem, na némz je trojuhelnik vyznacen a ne jen
s vystfizenym trojihelnikem.
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Pomoci prekladani mtizeme sestrojovat osy tiseCek i osy 1hlt a sestrojit tak
stfed opsané? ¢ vepsané kruznice pro dany trojihelnik. Vyuku Thaletovy véty
lze zpestiit konstrukei nékolika bodt kruznice nad zadanym primeérem.

VSechny zminéné konstrukce by zak mohl provadét pravitkem a kruzitkem
pouze v sesité, ale pokud dostane diive do ruky papir a umoznime mu ta-
kové konstrukce fyzicky vykonat, ddme mu pro pozdéjsi rysovani v sesité dalsi
nastroj, jak ulohy fesit a jak o nich pfemgyslet.

2 Pravidelné mnohouhelniky

Na internetu l1ze nalézt fadu navodi konstrukei pravidelnych n-uhelnikt ohy-
banim papiru. Nékteré se omezuji pouze na sestrojeni daného tutvaru, jiné popi-
suji konstrukci ttvaru o maximalnich rozmérech, ktery lze z daného napiiklad
¢tvercového papiru sestrojit.

Studenti by mohli objevit sami minimalné konstrukci rovnostranného troju-
helniku a ¢tverce, idealné z papiru, ktery nema zadné rovné hrany. Pfredpokla-
dejme, Ze mame danu (pfipadné si zvolime) stranu AB rovnostranného troja-
helniku (obr. 1). Chybé&jici vrchol C trojihelniku budeme hledat na ose tsecky
AB. Sestrojenim prekladu, pfi némz bod A ztstane na misté a bod B padne
na osu AB, vytvofime osu strany BC. Stranu BC pak sestrojime jako ¢ést
prehybu prochézejiciho bodem B kolmo k ose strany BC. Stranu AC muZeme
sestrojit obdobné, nebo vyuzijeme jiz sestrojeného vrcholu C. Lomené Sipky
v obrazcich znamenaji prelozeni a opétovné rozlozeni papiru, pravé sestrojeny
prehyb je vidy barevné zvyraznén.

Obr. 1: Konstrukce rovnostranného trojuhelniku

Neékteré origami konstrukce vychézeji z pravidelného Sestitthelniku. Ukazme
si tedy jesté konstrukci tohoto utvaru. Jedné takové, kterou by opét studenti
mohli objevit sami, predchézi sestrojeni rovnostranného trojuhelniku, z né¢hoz

trojihelniku, vytvofime pravidelny Sestithelnik (obr. 2).

2 Plati totéz co u vysek, je-li stfed vnéjsim bodem trojuhelniku, museli bychom pracovat
s papirem (idedlné trochu prihlednym), na ném?z je trojuhelnik vyznacen.
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Obr. 2: Konstrukce pravidelného Sestitthelniku z rovnostranného trojihelniku

Jiné konstrukce, tentokrat z ¢tvercového papiru, je naznacena na nasleduji-
cich obrazcich. Opét je v dil¢ich obrazcich barevné zvyraznén provadény ohyb,
Sipka tvofici smycku naznacuje otoceni.

Obr. 3: Konstrukce pravidelného Sestitthelniku ze ¢tvercového papiru

3 Trisekce tihlu, thly v trojahelniku

Je zndmo, ze tsecku lze eukleidovskymi konstrukcemi® rozdélit na libovolny
pocet stejnych ¢asti, avSak rozdélit thel na néco tak jednoduchého, jako jsou
jeho tietiny, eukleidovsky nelze. Algebraické feseni trisekce tthlu vede k hledani
kofenti kubické rovnice, coz na rozdil od eukleidovskych postupti konstrukce
pouzivané v origami umoziuji*. UkaZeme si zde konstrukci, kterou pro tri-
sekci ostrého thlu objevil japonsky matematik Hisashi Abe®. Budeme vyché-
zet z ctvercového ¢i obdélnikového papiru, na némz ohybem p vytvorime model
ostrého uhlu B tak, aby se jeho ramena potkavala v levém dolnim rohu papiru
(obr. 4). Déle vytvorime libovolny horizontaln{ pfeklad h; a poté k nému pfi-
lozime dolni okraj papiru, ¢imz vytvorime dalsi preklad hs pulici vzdalenost
dolniho okraje od prvniho horizontdlniho prekladu. Ozna¢me A levy dolni roh
papiru a B koncovy bod h; na levé hrané papiru. Nyni pfelozime papir tak,
aby bod A padl na hs a bod B na p. Jesté ve slozené poloze znovu ohneme

3 BEukleidovské konstrukce jsou konstrukce pomoci kruzitka a pravitka, které nem4 vyzna-
¢ené méritko a ma jen jednu rovnou hranu.

4 Souvisi to s moznosti sestrojit takovy pieklad papiru, aby dva zvolené body padly na
dvé zvolené pfimky, vice viz napf. [2].

5 Konstrukci publikoval v roce 1970.
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papir podle hrany ho, ¢imz ziskdme hranu hg. Papir rozlozime a znovu pfe-
lozime podél h3, abychom hranu prodlouzili pres cely papir. Sestrojena hrana
prochézi bodem A, pti¢emz velikost tihlu, ktery sviraji hrany p a hs je tfetinou
velikosti ptvodniho Ghlu 8. Nyni jiz staci pfeloZit papir tak, aby dolni hrana
papiru splynula s nalezenou hranou h3 a konstrukce je hotova.

P

Obr. 4: Trisekce ostrého tthlu

K dukazu (viz napf. [3]) konstrukee si v obrazku 5 ozna¢me C, D pozice bodu
A, B po prelozeni papiru. Tyto body jsou obrazy bodu A, B v osové soumér-
nosti podle pfehybu, z ¢ehoz vyplyva, ze ¢tyithelnik AC DB je rovnoramenny
lichobéznik. Chceme dokazat, ze S = 3a, kde o = <«CAE,3 = <DAE. Z rov-
nobéznosti AE a F'C plyne |[<CAE| = |[<ACF| a protoze CF je vyska v rovno-
ramenném trojuhelniku ACB plati téz |[<ACF| = |[<FCB| = |a|. Z vlastnosti
rovnoramenného lichobéZniku vyplyva, Ze velikost ihlu C'AD je stejnad jako
velikost thlu AC'B a tedy 2a. Je tedy 8 = 3a.

A E

Obr. 5: Dukaz konstrukce

Aplikujme tuto konstrukci hned v dal$i ukdzce, pii niz si s zdky vytvorime
papirovy ,Ghlomér* (viz napf. [4]). Vyjdeme ze ¢tvercového papiru, na némz
pomoci nékolika prekladii vytvorime thly o velikostech 15°, 30°, 45°, 60°, 75°,
90°, 105°, 120° a 150°.

Ctvercovy papir pfehneme horizont4lné na polovinu a rozlozime zpét. Papir
déle pfehneme tak, aby napf. levy dolni roh ztstal na misté a levy horni roh
padl na sestrojeny horizontélni prehyb (obr. 6). Lze nahlédnout, Ze jsme timto
ohybem vytvofili trojihelnik ABC, ktery méa pii vrcholu A dhel o velikosti
30° (tfetina ptivodné pravého thlu pfi levém dolnim okraji papiru). Jedna se
o pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pii vrcholu B, tedy velikost thlu pri
vrcholu C' je 60°. Snadno nahlédneme, zZe i sousedici vzniklé ihly maji velikosti
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30° a 60°. Prilozme nyni dolni hranu papiru k hrané AB. Ve vytvofeném pravo-
thlém trojahelniku ABD je velikost thlu pfi vrcholu A 15°, vytvorili jsme jej
ptlenim dhlu o velikosti 30°. Na thel pii vrcholu D tedy zbyva 75°. Prelozme
nyni papir jeSté podle tsec¢ky C'D. Vytvoreny trojuhelnik ACD mé pii svych
vrcholech thly o velikostech 45°, 75° a 60°.

C
60°
B
30°
D D
A A

Obr. 6: Uhly v trojthelniku

Na obrazku 7 je znédzornén rozlozeny papir s vyznacenymi sestrojenymi thly.
Vhodnym prekladanim podle jiz sestrojenych hran mizeme ziskat jesté uhly
o velikostech 105°, 120° a 150°.

90° 60° /\ 60°  90°
60°
30°
75°
30° -
&5 75
15° 90

Obr. 7: Papirovy thlomér

4 Préace s kancelafskym papirem

Vsimnéme si nyni formatt papiru napf. fady A. Jsou sestrojeny tak, aby
pomér kratsi ku delsi strané byl vzdy 1 : v/2%. Vyhodou této volby je fakt,
Ze pii rozdéleni papiru naptl (rovnobézné s krat$i stranou) zlstdvd pomér
stran zachovan. Podle velikosti sefazené papiry formatu A tvofi geometrickou
posloupnost, jejiz kvocient zalezi na tom, zda se budeme bavit o obsahu ob-
délniku (¢ = 1/2) ¢ o rozmérech papirtt (¢ = v/2/2). Diky danému poméru
stran lze pomérné jednodusSe rozdélit papir napf. velikosti A4 na t¥i podobné
trojthelniky, jejichz obsahy tvori 1/2, 1/3 a 1/6 celkového obsahu papiru. Kon-
strukce je zobrazena na obrazku 8 vlevo. Nejprve jsme prehnuli papir podle
thlopticky obdélniku a poté jsme sestrojili preklad vedeny kolmo k tihlopiicce

6 Rozméry papirti jsou zaokrouhleny na celé milimetry.
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jednim z vrcholu, které na thlopfic¢ce nelezi. Vedeme-li vrcholem nejmensiho
trojihelniku pfi pravém tuhlu ohyb rovnobézné s kratsi stranou papiru (obr. 8
vpravo), rozdéli tento ohyb cely papir na dvé ¢asti, jejichz obsahy jsou v po-
méru 1 : 2. Sikovnéj$i student by mohl byt schopen odvodit spravnost této
konstrukce nebo naopak z konstrukce odvodit pomér obsahii zadanych troju-

helnikd ¢i obdélnikd.
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Obr. 8: Formét A4

Pro srovnani jsou v obrazku 8 zobrazeny fotografie i na pocitac¢i vytvoreny
model popisované situace. Z fotografie nelze vzdy spolehlivé vycist vSechny
vlastnosti modelu, nebot se jednd o stfedovy primét. Pfi stfedovém promitani
se nezachovava napiiklad rovnobéznost ¢i délici pomér.

5 Kuzelosecky

Na stfedni skole se studenti seznamuji s kuzeloseckami pouze v ramci ana-
lytické geometrie a to uz ne na vsech typech $kol”, nebo pak v deskriptivni
geometrii. Ukazme si zde jednu vice ¢i méné znadmou konstrukci, pomoci niz
mizeme sestrojit kuzelosecky jakozto obalky svych tecen. Budeme potiebo-
vat prisvitny papir (u paraboly postac¢i i neprithledny). Na néj si v pfipadg,
ze chceme ziskat elipsu, nakreslime kruznici a zvolime libovolny bod z vnitini
oblasti kruznice rtzny od stfedu kruznice. Pro hyperbolu pouzijeme rovnéz
kruznici a zvolime libovolny bod z vnéjsi oblasti. Pro parabolu potiebujeme
papir s alesponi jednou rovnou hranou (tu mtzeme zvyraznit, bude hréat stej-
nou roli jako kruznice u stfedovych kuzelosedek) a dale zvolime libovolny bod
mimo ni.

7 Téma kuZelose¢ky miizeme nalézt v ramci analytické geometrie v RVP pro gymnézia,
ale jiz ne pro SOS.
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Obr. 9: Konstrukce tecen kuzeloseéek ohybanim papiru

P1i konstrukci budeme ohybat papir tak, aby po prelozeni zadana kruznice,
resp. pfimka vzdy prochéazela vyznacenym bodem, jak je vidét na obrazku 10.

Obr. 10: Konstrukce tecen elipsy

Konstrukce vychézi z ohniskovych vlastnosti kuzelosecek, konkrétné z toho,
Ze Fidici kruznice, resp. pfimka (u paraboly) je mnozinou v8ech bod soumérné
sdruzenych s ohniskem kuzelosecky podle jejich tecen. Tedy kazdy takto se-
strojeny ohyb predstavuje te¢nu kuzelosecky, pro niz je zadany bod ohniskem
a zadand kruznice resp. pfimka fidici kruznici, resp. pfimkou. Sestrojime-li ta-
kovych ohybt dostateény pocet, brzy se nam pred ocima z papiru vyloupne
konstruovana kuzelosecka. Tato tloha je téz velmi vhodnd pro modelovani
v softwaru Geogebra.

S oblibou jsem tuto tlohu bez specifikace, co vlastné hledame, zadéivala
studentim prvniho ro¢niku M-DG, jeSté pred tim, nez jsme zacali probirat
kuzelosecky, abych si tak ovérila, zda jiz néco o kuzeloseckach znaji ze stfedni
skoly. Podrobnéjsi popis konstrukei naleznete napt. v [5], nebo v [6].

Ukazme si jesté, napt. u paraboly, jak dohledat body dotyku takovych tecen.
Situace je zndzornéna na obrazku 11, vytvotfeného dle [7], str. 116. Vychéazime
z obdélnikového papiru, ale opét by nam postacil i papir s jedinou rovnou hra-
nou. Hrana papiru AD reprezentuje fidici pfimku paraboly, k ni kolmy piehyb
DB necht je osou paraboly. Sestrojme jesté ohyb rovnobézny s fidici pfimkou
prochézejici bodem F', ktery volime libovolné na ose. Ptilozime-li nyni hranu
AD na sestrojeny ohyb, ziskdme vrcholovou te¢nu paraboly a spolu s ni i vrchol
V paraboly na ose. Nyni sestrojime nékolik prekladi papiru rovnobézné s osou
paraboly. Libovolné zvoleny pfeklad protne fidici pfimku paraboly v bodé Q.
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Preklad papiru sestrojeny tak, aby bod @ splynul s bodem F'; vytvoii teCnu
paraboly, jeji bod dotyku T' s kiivkou nalezneme na privodi¢i (ohybu) procha-
zejicim bodem () rovnobézné s osou paraboly.
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Obr. 11: Konstrukce boda dotyku teéen s parabolou

6 Hyperbolicky paraboloid

Zastavme se na chvili u modelt, které vyuzivame v hodinach deskriptivni
geometrie na MFF UK. Nékteré z nich by bylo mozné vyuzit i na stfednich sko-
lach v hodinédch stereometrie. Pomérné jednoduché na vyrobu (i kdyz casové
nrofné) jsou modely sestavené z rovinnych fezli téles, zobrazené na nésle-
dujicich obrazcich. Lze pomoci nich velice ndzorné modelovat napiiklad fezy
ploch. Na obrazcich 12 az 14 jsou zobrazeny tii modely anuloidu. V prvnim jsou
znazornény rovnobézkové a merididnové kruznice anuloidu, na druhém Perse-
ovy kiivky, které vznikaji jako Fezy anuloidu rovinami rovnobéznymi s osou
anuloidu. Na tretim obrazku vidime Villarceauovy kruznice, v nichz protina
anuloid tzv. dvojnésob tefné rovina (je te¢nou rovinou pro dva rtzné body
merididnu).

Obr. 12 (vlevo): Rovnobézkové a merididnové kruznice
Obr. 13 (vpravo): Perseovy kiivky
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Obr. 14 (vlevo): Villarceauovy kruznice
Obr. 15 (vpravo): Parabolické fezy na hyperbolickém paraboloidu

Pékné se takto modeluji i kiivky na hyperbolickém paraboloidu, at uz se
jednd o pfimky, nebo o parabolické ¢i hyperbolické fezy plochy (obr. 15).

Skladaji-li se modely ze dvou systému navzajem rovnobéznych fezli, maji
dalsi nezanedbatelnou vyhodu. Na obrazku 16 vidime do roviny sklopeny mo-
del hyperbolického paraboloidu (jakd to tspora mista v kabinetu deskriptivni
geometrie). Vétsina zde zobrazenych modelt vznikla jako zdpoctové prace na-
Sich studenti.

Obr. 16: Model hyperbolického paraboloidu slozeny do roviny

Na z4vér se vratme k modeltim, které lze vytvofit z jednoho kusu papiru.
Ukazme si zajimavy model hyperbolického paraboloidu. Abychom si dovedli
lépe predstavit, jak bude vysledny model vypadat, podivejme se nejprve na ob-
razek 17. Hyperbolicky paraboloid je pfimkova plocha obsahujici dva systémy
pfimek. PFimky jednoho systému jsou navzajem mimobézné, ale vSechny jsou
rovnobézné s danou fidici rovinou (pro kazdy systém jinou). Kazda p¥imka jed-
noho systému je rtiznobézna se vSemi primkami druhého systému. Libovolné
dvé rtzné primky jednoho systému a dvé rtzné primky druhého systému ur-
¢uji zborceny ¢tyfthelnik (na obrazku 17 je jeden takovy vyznaden Cervenou
barvou). Libovolnym zborcenym ¢tyithelnikem je hyperbolicky paraboloid jed-
noznacné zadan. Na§ model bude reprezentovat pravé jeden takovy zborceny
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CtyTahelnik. Jeho vyroba je prekvapivé snadné; zvolime-li snazsi verzi modelu,
zabere tvorba maximalné pul hodiny. Ke skladani potfebujeme ¢tvercovy pa-
pir®, na némz vytvoiime piehyby naznacené v obrazku 18. Céarkované Cary
znamenaji ohyb, pfi némz hrana sméfuje vzhiru, zjednodusené feceno vytvari
“horu“, ¢erchované ohyb, pfi némz hrana sméfuje dolil neboli vytvari ,adoli“.
Podrobny obrézkovy navod na tvorbu toho to modelu lze nalézt naptiklad v [8],
pro finalni ¢ast skladani modelu je ale dobré se podivat na video navod, viz
napi. [9].

Obr. 18 (vlevo): Ctvercovy papir s naznacenymi ohyby
Obr. 19 (vpravo): Vysledny model

8 Obdobny model by el vytvofit i z papiru ve tvaru libovolného konvexniho &tyfthelniku.
Jeho hrany, stejné jako u ¢tvercového papiru, budou hranami zborceného étyrtuhelniku.
9 Obrazek je prevzat z vyukovych materiali Aleny Sarounové.
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7 Zavér

Préce s papirem i rysovani vyzaduje jistou trpélivost a peclivost a prispiva
k rozvoji jemné motoriky zakt. Je prokdzano (viz napt. [10], str. 152-153), Ze
pfi vniméani novych poznatki nejen vizualni a verbalni formou, ale i hmatem
(hapticky), dochazi v nasem mozku k propojeni vice center a tim i k hlubsimu
zapamatovani poznatkt. Obcasné zarazeni prace s papirem do vyuky matema-
tiky muaze tedy vyuku nejen zatraktivnit, ale i dopomoci k lepsimu pochopeni
probirané latky i k jejimu propojeni s jinymi oblastmi matematiky.

Podékovani. Tento ¢lanek vznikl za podpory programu Univerzitni vyzkumné
centra UK, ¢. UNCE/HUM/024, a projektu PROGRES Q17 Pfiprava uditele
a ucitelskd profese v kontextu védy a vyzkumu.
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STEREOMETRIE - SILA MOTIVACI

ALENA SAROUNOVA

Neékolik pohled do minulosti, ke kofeniim geometrie, které by mohly pfi
vhodném vyuziti povzbudit zdjem studentti o stereometrii.

1 Zamysleni nad geometrii

Geometrie — tak krasnéd soucast matematiky!!! Jak je to mozné, ze po cely
muj profesni zivot na ni slySim stiznosti z fad zak i uciteli? Leonardo da Vinci
kdysi napsal, Zze opravdu milovat mizeme jen to, co dobfe zname... Ovsem -
abychom néco dobfe poznali (a tedy to mohli milovat), musime se tomu udit.
A préavé na zacatcich toho uceni velice zalezi. Soucasny styl Zivota, mnozstvi
elektroniky, nedostatek vlastnich rukodélnych zkusenosti, nedocenéni dtilezi-
tosti matematiky ,obecnym lidem“, tinava uciteli, to jsou jen nékteré pric¢iny
tohoto nedobrého stavu. (Nastésti i tak nachazime jesté ,ostrovy blazené geo-
metrie“ a vybornych uciteld. Kéz by se rozsitovaly ,,po vlastech ceskych“ — jak
by Fekli ndrodni buditelé 19. stoleti.) Pro¢ se tolik mluvi o problémech (i zbytec-
nosti) skolské geometrie, kdyZ jeji aplikace vSichni bez rozdilu denné uzivame?
Co s tim mohou ucitelé udélat? Systém sami nezménime, ale néco udélat lze.
Uz zafazeni stereometrie do poslednich tydnd skolnich rokd (zejména na mno-
hych SS), neprovazani s planimetrii, nedostatek ukazek z praxe aj. ji vyrazné
gkodi. I nas postoj k ni. Snazime se zaky dobie pfipravit ke zkouskdm na VS,
vime, Ze stereometrické tlohy se v testech objevuji jen ziidka (také se Spatné
opravuji!) a mozné to neni pravé nase oblibena partie?

Neusilujeme pfi vyuce o dikladné poznani stereometrie, protoze je prilis
obtizna — nebo je pro zaky prili§ obtizné, protoze se ji dostateéné nevénu-
jeme? MuZeme ziskat zajem zaku o latku, ve které neméme sami zalibeni? Tusi
7éaci, co vSe bylo v historii vybudovano pouze pomoci takovych geometrickych
poznatki, s jakymi se seznamuji na zakladni Skole? Zajem o stereometrii je
mozno povzbudit i jistym ,navratem k minulosti“ — FfeSenim problému starove-
kych staviteli jejich (rovnéz starovékymi) postupy. Pravy pocatek geometrické
predstavivosti vychazi z prace s materidlem. Velkou roli také hraji okolnosti, za
kterych se s geometrickymi tlohami setkdvame. Uvadim nékolik motivaénich
aloh, které snad mohou zaujmout nejen ucitele matematiky, ale i naSe zaky
rizného véku. Hodné tu vsak zélezi na zptisobu, jimz je zaktim nabidneme.

2 Geometricka predstavivost?

Velmi ¢asto hovotfime o prostorové predstavivosti. Spojujeme ji ¢asto s vyu-
kou stereometrie a stézujeme si, ze zaAktim mnohdy chybi. Geometricka predsta-
vivost je spolu s pfedstavami o poloze naseho téla, pohybu objektd navzajem
i kolem nas, schopnosti odhadnout napft. rychlost protijedouciho auta atd. jed-
nou soucésti predstavivosti prostorové. (Sam tento pojem nemd ,vyhranéné
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hranice“, nazory védcti se zde znaéné 1isi.) Umi-li 74k v redlnych objektech od-
halit jejich geometrickou strukturu a ,pracovat s ni* (v realité, v myslenkach ¢
pomoci ndkrest na papiru), geometrickou pfedstavivost mu priznadme. K jejimu
rozvijeni jsou od utlého détstvi velmi dilezité vhodné volené hracky. ,Vhodna
hracka® by méla mit jednoduché vyrazné tvary (napi. byvalé dievéné staveb-
nice z krychli, kvadrfi, hranolii, vélct a jehland), vhodny materidl i velikost.
Cim je hracka jednodussi, tim vice podporuje tvofivost ditéte. (Hracky piilis
specializované také brzy omrzi.) I pfilisné mnozstvi hracek nabizenych ditéti
skodi, protoze odvadi velmi rychle jeho zdjem z jedné ¢innosti ke druhé. Pak
si stézujeme, ze déti nejsou schopné ,udrzet pozornost* pii vyuce ve skole.

I v geometrické predstavivosti vidim dvé razné slozky. Jde o predstavivost
stereometrickou a planimetrickou. Nerada bych je ale oddélila do dvou nepre-
kryvajicich se celkt. Jde spiSe o ,siamské dvojcata“, z nichz zadné z podstaty
véci nemulze existovat samostatné. Myslim, Ze i ve Skole by bylo vhodné mno-
hem vice propojovat obé ,sestry“ navzajem. Prospélo by to hlubsim vazbam
mezi riznymi poznatky i vyhledavani zajimavych motivac¢nich tloh pro tvod
do novjch partii matematiky ¢i k samostatnym pracim studentii nejen na SS.

Geometrie sama mé své skryté kofeny jednak v nasich genech (rovinova sou-
mérnost nasich tél, predstava ,krasna“ — obliba jistych tvart, neni vlastni jen
lidem), v ndbozenskych obfadech a ritudlech a pravdépodobné i v tvorbé latek
(specidlné tkani — cesta ke shodnostem atp.). Pfiroda sama je studnici nepfe-
bernych tvart a geometrickych promén. Jen nékteré z nich zaujaly z riznych
dtivodi starovéké myslitele. Nejvétsi péci vénovali tém tvartim, které se osvéd-
¢ily pfi praci ¢i vynikaly krasou, a které bylo mozno snadno realizovat. Tedy
takové, k jejichz vytvoreni stacily jednoduché néstroje.

3 Provazec a kruzitko

Ve skole se zaci seznamuji v geometrii nejdfive se ¢tvercovou siti na pa-
piru, s pravitkem (¢i s trojahelnikem s ryskou). Bylo by vhodné projit se diive
po Ctvercové dlazbé, vyznacit na hiisti pomoci provazku nejkratsi cestu mezi
dvéma koliky A, B, vyty¢it postupné dalsi ¢ast pfimky AB a do pisku vyryt
yhranici kruhového zdhonu“. MiiZzeme ,,objevit® i ty¢ jako vhodny doplnék na-
Seho naradi. Pridame-li k témto pomutickdm ¢asem jeSté vétsi kartonovy ctverec
s vyznacenymi thlopfickami a otvorem v jeho stfedu, rozsifi se nase moznosti
o vytyceni pravého thlu. Pak uz Ize pfesné kiidou vyznacit na hladkém povrchu
bézného ,pandka na skakani“ podle ,planu“ — nacrtku panaka ve ¢tvercové
siti (viz obr. 1). A pochopime, Ze Skolni ,néstroje ndm usnadiiuji p¥ipravu
realnych praci v terénu.

Myslim, ze by to bylo celkem pfijemné seznamovani s geometrii. Vétsina
novych témat (nejen v geometrii) by méla byt pfipravena vhodnou motivaci. Ty
nejucinnéjsi motivace pfi vyuce geometrie nejen pro mladsi zdky nenachazime
duménim nad papirem. Nabizi nam je historie, okoli Skoly, pfiroda atd. Je
na nas, ucitelich, jaké praktické ¢innosti z téchto oblasti zaktiim umoZnime.
(Nezapominejme, zZe ¢im vice zaméstndme jejich ruce a ,népaditost* na cestach
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k hledanému cili, tim vétsi zdjem o néasledujici vyuku budou mit. Je ovSem
nutné peclivé zvazit miru ¢asové i odborné néaroc¢nosti na feSitele tloh. Tu
pravou radost z prace pfindsi az zdarné vyteSeni ukolu.) Zalezi také na tom,
v jakych souvislostech jsou tilohy podany. Casto neuskodi trochu tajemnych
historickych souvislosti, i kdyz jde z hlediska matematiky o zcela jednoduchy
problém. Jindy sta¢i ,netiplné zadand dloha* nebo ,chybéjici* rysovaci (i
vytycovaci) prostiedky.

Obr. 1: Pandk ve étvercové siti

Vratme se napfiklad ke starovéké geometrii. Trvanlivym zaznamem znalosti
tehdejsich stavitelt je architektura. Mnohé praxi ovérené postupy vedly k ob-
jevim geometrickych zakonitosti, o nichz se ué¢i zaci (nejen) zakladnich skol.
Na rozdil od nasich zacki, ktefi ¢asto nechapou vyznam geometrie pro praxi,
stavitelé starovéku nachazeli mnohé rafinovana vyuziti této na prvni pohled
»jednoduché geometrie“ tak dokonale, ze nad jejich vykony dodnes Zasneme.
Stejnymi nastroji — provazcem, koliky a méfici ty¢i (doplnénymi vhodnéjsim
vytyCenim pravého tthlu) vymérovali egyptsti stavitelé plidorysy pyramid a ce-
Iych stavebnich areald.

Uz od starovéku byvala vénovana velkd pozornost vystavbé posvatnych bu-
dov. Protoze tyto stavby byly urceny ,,pro bozstva“, mély byt co nejdokonalejsi,
tedy presné postavené predepsanymi postupy. Peclivé byly voleny i materialy
k jejich stavbé. Sam akt zalozeni stavby byval velkou ritudlni slavnosti. Na
obr. 2 (zdroj [1]) je vyfez ze zobrazeni tzv. ,vytyCovani stfedu“ budouciho
chramu. Bohyné Safet a farao drzi v rukou pruty a sintru k vymeétrovani a zlata
kladivka k zatloukani kolikd. (Kresba podle reliéfu v Dendefe.) I dnes se slavi
zahéjeni vyznamnych staveb ur¢itym ritudlem. (Jen ta kladivka uz nejsou zlaté
a nezadame o pomoc bohyni.)
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Obr. 2: Obfad vymeéfeni chramu faraonem

Zékladem vytycovani byl vétsinou kruh a pravidelné déleni kruznice pro se-
strojeni napt. pravidelného Sestitthelniku. (Pfesnost jeho zobrazeni lze ovérit
opsanou kruznici i rovnostrannymi trojuhelniky z provazce.) Ze zékladniho ob-
razce je mozné odvodit rtizné ptdorysy budov, pfesné kolmice i dalsi rozméry
¢lankd stavby. Na obr. 3 je nékolik pouzivanych obrazci, které vychéazeji z pra-
videlného Sestithelniku. Lze popsat jejich konstrukci, prerysovat ji a vyhledat,
co v8e z ni miZzeme vyéist a jak ji dale pouzit. (Podobné postupy uzivali i
stavitelé katedral. Od zakladniho rozméru - zpravidla sife hlavni lodi — od-
vozovali nejen pudorys stavby, ale i vyskové rozméry a dalsi prvky chramu.)
Do kruznice lze vpisovat i geometrickd schémata, vychéazejici napt. ze Ctverce,
z pravidelného pétithelniku, stromu zivota atd. (Vice najdete v [1] a [2].)

Obr. 3: Obrazce vytycené pomoci kruznice

4 Geometrické oltare

Do nasich dob se dochovaly rizné predpisy pro budovani posvatnych mist
— okrsktl, chramt, oltart. Je zajimavé, ze vétsinou Slo kromé typu materialu,
z néhoz mély byt chramy zbudovany, i o jejich presné rozméry. Pripomina
nam to znamé feckd tloha o zdvojeni krychle, tedy sestrojeni oltafe tvaru
krychle, ktery ma dvojnisobny objem neZ oltaf ptivodni. (Jde asi o legendu,
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obfadni plosinu se tfemi olté¥i popisuje ve své disertacni praci Petr Bogan [3].
Jde o obétni ritudl starych indickych Védi z prvniho tisicileti, pfi némz je nutné
velmi slozitym ritualnim zptisobem vybudovat tii oltafe pro tfi rizna bozstva
— kruhovy, ptlkruhovy a ¢tvercovy - stejného obsahu. (Ritual obsahuje kromé
zpévu, modliteb, tvorby specidlnich nastroji k praci atd. také pfesny postup
vyméFovani oltaft pomoci provazcl. Je tzce svazan s indickou matematikou.)
Rozlehlou plosinu se zminénymi oltari vidime v levé ¢asti obrazku 4.

{1 1A

M. s d 0 +
—sJ—n

260 ——

SAKAMEDHA SACRIFICE (B)

PRAGVAMSA MANDAPA )
SCALE: 1HMs ARG,

Obr. 4: Ritualni ploSina se tfemi oltari

Také v Bibli ve druhé knize Mojzisové jsou pozoruhodné popisy posvatnych
objektu. Stru¢né je popsana Archa tmluvy a trochu podrobnéji Sin pribytku
(pFenosny honosny stan na jeji ukldddni - jakysi pfenosny chram). V obou
pripadech je v Bibli velmi presné vypsano i kolik je tfeba hackt na sepnuti
pruht latky, jaké barvy maji byt jednotlivé ¢asti skvostného vybaveni atd.
(Céast popisu uvadim pro ptedstavu, jak diikladné texty zachycovaly detaily
stavby, geometrické uspotfadani i vybér drahych material.) Nds mize zajimat
tvar a velikost popisovaného objektu, pfipadné i presnost toho popisu.

Archa Gmluvy: Uvadim zde dva tryvky (kap. 25, verse 10, 17) z prvo-
republikového vydéani Bible Kralické z roku 1923. Bylo by zajimavé nechat
studenty trochu pétrat po zdroji, vSimnout si ,kralické éestiny“ (i kdyz uz
také upravené) a kromé tvaru archy (kvadr) zjistit i jeji rozméry, tj. vyhledat
délku tehdejsiho ,lokte“. Je zde i zajimavy pfedmét slitovnice... Cituji:

»- - -udélagi také truhlu z drivi SETIM. Pul tretiho lokte bude dlouhost jeji,
pul druhého lokte Sirokost jeji, pul druhého lokte vysokost jeji. ... Udeélas i
slitovnici z zlata cistého. Pul tretiho lokte bude dlouhost jeji, pul druhého pak
lokte sirokost jeji. ..«
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Sin pribytku: Pfenosnd truhla — Archa tmluvy - vyzadovala pii ko-
¢ovném zivoté tehdejsich Izraelitd dastojny prenosny stanek. Popis pudorysu
stanu (kap. 27, od verSe 9) je zna¢né rozvlekly. Pfesto neni zadani jednozna¢né.
Pfihlédneme-li k tehdejsim zvyklostem (hojné vyuzivani ¢tvercové sité nejen
pro vytycovani ptudorysi budov), najdeme realistické feseni, které je ponékud
v rozporu s predpisem.

Sin pribytku je obdélnik orientovany Z-V smérem. ,,...Sinn pribytku k strané
poledni md 100 loket zdéli...“, taktéz i strana severni. Vychodni i zapadni
strana mé pak 50 loket délky. Podle popisu dvé delsi strany obdélniku maji po
dvaceti sloupech, zapadni strana deset sloup® a na vychodni strané je vstup

vvvvvv

A Sirokost siné v strané predni na vychod bude padesati loktu. Patndcti lokti
budou koltry ockovaté k strané jedné, sloupové k nim tri, a podstavkové jejich
tri. A k strané druhé€ patndcti loktd zdyli budou koltry ockovate, sloupové jejich
t7 a podstavkove jejich tii. K brané pak té sin€ udéldno bude zastreseni dvaciti
lokti z podstavce modrého a Sarlatu, a z cervce dvakrdt barveného, a bilého
hedvdbi soukancho, dilem krumpérskym, sloupové k nému ctyri, a podstavkové
jejich ¢tyri. Dlouhost sine bude sto loket, a Sirokost padesdte, vsudy jednos-
tejnd, vysokost pak peti lokti, z bilého hedvdbi soukaného, a podstavkové budou
médént.

Obr. 5: Pudorys ,,Siné ptribytku“ ve ¢tvercové siti — mozné feseni

Stejné podrobné jsou pak popsany vSechny rituélni pfedméty (véetné kaz-
dého kusu obleceni). To vse dokazuje, s jakou pfesnosti se dodrzovaly (¢i
mély dodrzovat) tehdejsi ritudly. Pro zajimavost snad jesté poznamku. Puado-
rys onoho ,posvatného prostoru pro Archu“ ma tvar obdélniku slozeného ze
dvou ¢tverca. Pravé takovy obdélnik byl vychodiskem geometrickych schémat
zachycujicich vyznamné poméry délek tsecek (pravdépodobné nejen) v Egypté.
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5 Strom Zivota

Jednim ze schémat vychazejicich z kruhu je tzv. Strom Zzivota. Byl uzivan
k odvozovani vzdjemnych poméri ¢asti zejména cirkevnich staveb. (Strom Zzi-
vota se objevuje v Janové zjeveni v Bibli pfi popisu ,,Svatého mésta“ a v riz-
nych podobach vcetné téch geometrickych, i v fadé spist zabyvajicich se ar-
chitekturou a esoterismem, kde se mu pfi¢itd mnoho riznych vyznami.) Nés
mohou zajimat poméry délek tsecek stran, thlopficek kosoctverctl a celkova
,yska“ Stromu. Zvolime-li za jednotku delsi ihlopficku vétsiho kosoctverce,
je vyska

v=(3+13)/3=15T7T..

Pomeér 1 : 1,577 je vyuzivan i v katedrale sv. Vita v Praze. Konstrukce
Stromu je jednoduché (viz obr. 6). Na kruznici vyzna¢ime vrcholy pravidelného
dvanactithelniku a sestrojime dvé ¢tverice rovnobéznych tsecek podle obrazku.
Tak ziskdme 10 bodd — priseciki téchto tsecek, které jsou vrcholy sestavy tii
kosoétverci tvoficich nas Strom. (Vice v [2].) Ziskand proporce neni tak znama
jako ,zlaty Tez“. Stavitelé katedrdl si sva tajemstvi nechavali pro sebe.

Obr. 6: Konstrukce Stromu Zivota
6 Krychle jako symbol

Platon ve svych spisech priznaval velky vyznam geometrii. Zndme platonska
télesa, kterd symbolizovala i zZivly. Krychle predstavuje ,hmotu, zemi, mate-
ridl“. Na cirkevnich obrazech byval prosty svét (naSe okoli, lidé) umistovan
vétsinou do kompozi¢nich ¢tverctt v dolni ¢asti plochy obrazu, posvatné uda-
losti ¢i postavy nahoru — do pomyslného kruhu. V prostoru hraje vyznamnou
roli krychle a ¢tverec jako tvar jejich stén. Krychle sama o sobé je zdrojnici
dulezitych délkovych pomért. Jeji nejzndméjsi sit — tvar kiize — je idedlnim
tvarem katedral, ale krychle byla za zdkladni stavebni prvek povazovana mno-
hem drive.

Ze ¢tvercové sité v roviné se da vycist fada vhodnych poméri délek i Pytha-
gorova véta. Zajimavé vztahy (a stavebni proporce) lze vyéist také z krychle
vhodnym uzitim této véty. Na obr. 7 jsou ve dvou jednotkovych krychlich
ABCDEFGH vyznaceny koncové body tsecek, jejichz délky se snadno od-
vodi. Jde o vrcholy krychli, stied S strany EH a stfed 1T stény FFGH. Tyto
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usecky by si méli zaci zakreslit uz sami: thlopficku stény — BG, thlopricku
krychle — BH, tusecku BS, tisecku AT. Na obrazku jsou uz tyto tsecky zakres-
leny a pomocné trojihelniky rovnéz. (Casteéna kontrola: tsecka BS méii 3/2
jednotky, ostatni vyrazy jsou s péknymi odmocninami.)
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Obr. 7: Vyznamné tsecky v jednotkovych krychlich (¢4stecné FeSeni)

Jednotkova krychle a jeji plast nabizeji i rozvinuti tlohy. Na obr. 8 je zobra-
zend krychle s pootevienym plastém. Jedna boc¢ni sténa krychle je pootocena
podél hrany krychle do roviny predni stény. Ziskali jsme tak obdélnik slozeny ze
dvou ¢tverct. (Pravé takovy obdélnik byval vychozim tvarem pro geometricka
schémata ve starovékém Egypté.) Budeme-li pokrac¢ovat v odvijeni dalsich stén
krychle, ziskdme jesté dva obdélniky se zajimavymi thloptickami. Totéz lze
provést v rozlozené siti krychle a nic nebrani v pokracovani tohoto postupu.
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Obr. 8: Geometricka konstrukce nékterych odmocnin

Na zavér téchto ukazek zajimavosti se vratime k prosté siti jednotkové
krychle ,vystfizené“ ze ¢tvercové sité. Na obrazku 9 vidime obdélnik slozeny
z 12 &tverct. Sit krychle je sloZena ze Sesti ¢tvercli. Oba obrazce vSak maji
stejny obvod. Obdélnik pfipominé pythagorejskou trojici 3, 4, 5, druhy obrazec
pudorys katedral. Pro uplnost bychom ho méli doplnit jesté pulkruhem, pro-
toze zavéry katedral byly vétsinou budovany na pudorysu polokruhovém ¢i na
polovinach pravidelnjch mnohotihelniki. Cetla jsem kdysi v knize o staré fran-
couzské architektufe, ze pravé pandk — hra pro déti (i s pfislusnym Fikadlem
k obrazku) je Gasem pietvofeny a zdegenerovany ritudl vymeéfovani katedral,
ktery se §ifil se stavebnimu hutémi po Evropé v raném stiedovéku. (Uz nevim,
ktera kniha to byla, netusila jsem tehdy, ze budu jednou psat ¢lanek o zaji-
mavostech, které by mohly zvysit zajem studentii o geometrii — stejné jako
netusim, co bude dal.)

-

Obr. 9: Obdélnik v jednotkové siti, plast jednotkové krychle
a schematicky pudorys katedraly z ranych stfedovékych pisemnosti

7 Zavér

Na zavér vas chci upozornit na posledni knihu uvedenou v ,literatute”. Jde
v podstaté o dvé knihy, Papirova zemékoule a Kouzelny dalekohled, dva dily
shrnuté pod spole¢nym nazvem Pojdte s ndmi mé¥it zemékouli. Kniha vysla
v roce 1942. (V dobé valky vychézely krasné knihy, politikou se zabyvat ne-
mohly, ale ddvné historii, architekturou, ¢i lidovym pisnim byla vénovéana fada
velmi vypravnych odbornych & populdrné védeckych textii. Skoda, Ze na né
jiz zapomindme.) Tato mnou doporucovand ,kniha* je psdna velmi srozu-
mitelné. Vénuje se kartografii a topografii od davnych dob do ¢asa 1. repub-
liky. Pro ucitele by mohlo byt zajimavé mnozstvi historickych poznadmek -
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a zejména pietisky rytin z historickych knih (navody, ,kterak vyméfit v te-
rénu...“ atp.), ukdzky starych map, starych pfistroji aj. Z knihy mohou ,cer-
pat motivaci“ nejen matematici, ale i historii, zemépisci a ¢eStinari.

Snad se vam tyto ukazky ,starych praktik* zdaji az moc staré. Ale nemylme
se! Jesté v dobé baroka lze bezpe¢né dokazat uzivani mnohych starovékych po-
stupt ve stavebnictvi. A ve znacich mnoha stavebnich spolecenstvi se stale
objevuje pravouhly rovnoramenny trojihelnik ¢i krokvice, kladivko a kruzitko
(misto provazce). Nic na podstaté praktické geometrie neméni pouzivani lase-
rového dalkoméru misto pravitka.
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