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Zacinat treba jednoducho a vtipne

Zamer

Mnohé skolské matematické ulohy su Casto len opakovanym dosadenim do znamych vzorcov alebo
aplikovanim ukazaného algoritmu. Menej je takych, v ktorych treba vybadat’ zatial’ nezndmy postup
alebo odhalit’ novy matematicky obrat. Ponukam Styri priklady, v ktorych uz ziaci poslednych
ro¢nikov zékladnej Skoly mozu z predlozeného rieSenia spoznat’, Ze na to ,,maju*, ak budua ziskané
a dobre pochopené matematické vedomosti vhodne a tvorivo vyuzivat'.

) Carovny trik ako kuzelnik
Uloha: Napiste si svoje trojciferné ¢islo. Urobte z neho d'al$ie ¢islo s obratenym poradim
Cislic. Odc¢itajte mensSie z tychto Cisel od vacsieho. Z vysledku mi povedzte cifru na mieste
jednotiek. Poviem vam cely vysledok.

RieSenie: Skusme to: 537, 735

735
- 537
198 poviete 8.

Ja si predstavim 99 - x = [1]8, teda x =2, vas vysledok bol 198. V ¢om je podstata?
100a + 10b +c—100c—10b—a = 99a—99c = 99-(a-c)

Vysledok odcitania trojcifernych tzv. reverznych Cisel je vzdy delitel'ny 99.
Tento fakt vyuZzijeme na urenie rozdielu (a—c) a teda aj celého vysledku.

) Zacnite a zbadate to
Uloha: Dokazte, Ze p,=21-5n1*1 + 1 nie je prvocislo pre Ziadne n eN.

RieSenie:
Zaénime od jednotky:  pp=2"- 52+1=51

p2=22-5%+1=4-125+1=501

ps=22-5+1=8-625+1=5001

tu§ime a vidime, e ~ pp=2"-5"™+1=2" -5"-5+1=10"-5+1=500.....01

H__}

(n—1)nul
Takéto ¢isla maja vzdy ciferny sucet 6, ale to znamena, ze st delite'né tromi.
Vynajst sa aj z mala

Uloha: V znazornenom zapise sucinu dvoch kladnych celych ¢isel stanovte nezapisané islice
(st naznacené bodkami):

o (6 D e
\I
(62}



RieSenie: Musime vychadzat’ z toho méla, ¢o vidime a z toho, ¢o o nasobeni vieme.

Ak rozlozime ¢islo 3275 na sucin prvocisiel dostaneme 3275=5 - 5 - 131, teda aby sme dostali toto
¢islo ako sucin trojciferného a jednociferného ¢isla treba zobrat’ 655 - 5. Potom nasobenec bude 655
a druha cifra nasobitel’a 5. Pretoze treti Ciastocny sucin je trojciferny, tak prva ¢islica nasobitel’a
musi byt iba 1. Aby prvy ¢iasto¢ny sucin bol stvorciferny a celkovy sucin iba patciferny, tak
posledna cifra nasobitel'a moze byt’ len 2. Naznaceny stcin je

) Pohybliva logika
Uloha: Ak v tabul'ke (7x7) prirodzenych ¢isel 1 - 49 (pozri znazornenie na schéme)

1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 472
43 44 45 46 47 48 49

vyberieme sedem ¢&isel tak, Ze v kazdom riadku a v kazdom stipci je vybrané prave jedno &islo,
potom sucet vybranych ¢isel je vidy rovnaky. Dokazte toto tvrdenie a urcte ten sucet.

RieSenie: Predstavme si, Ze na kazdé ¢&islo v prvom riadku tabulky polozime znacky. Sucet
oznacenych Cisel by bol 1 +2 +3 +4 +5 + 6 + 7 =28, ale treba, aby prave jedna znacka bola

v kazdom riadku i v kazdom stipci. To dosiahneme tak, Ze znacky postivame v smere stipcov, aby

v kazdom riadku bola prave jedna. Pri posune znacky do 2. riadku sa ¢islo zvacsi o 7, pri presune do
3. riadku o 14 atd’. Preto pri presune znaciek do jednotlivych riadkov (do kazdého prave jedna) sa
sucet prislusnych ¢isel zvacsio (1 +2+3+4+5+6) - 7=147.

V pozadovanom rozdeleni, podla textu ulohy, je teda celkovy sucet oznacenych ¢isel vzdy

28 + 147 =175. Logicka predstava o pohybe znaciek bola uzitocna a presvedciva.

Neuveritelny rébus
Dopliite za kazdu e jednociferné prvocislo, aby bolo znazornené nasobenie spravne:

X o [ ]

[ ] e o o

[ ] e o o [ ]
RieSenie: Jednociferné prvocisla su iba: 2, 3, 5, 7. 775
Pretoze suciny 2x2, 2x3, 2x5, 2x7 nemajli na konci x 33
prvocislo, méze byt’ poslednou cifrou oboch ¢isel 2325
iba 3, 5 alebo 7. Teda dvojice 3,5; 5,3; 5,5; 5,7; 7,5. 2325
Skasame ... 25575



Vtipné riesenia zaujimavych uloh

Voda vo vine?
Mame dve rovnaké nadoby tak, Ze v jednej je vino a v druhej voda, vZdy do rovnakej vysky, ale
nie az po okraj (rovnaké objemy vina a vody). Zoberieme lyZicu vina a prelejeme ju do nadoby
s vodou a premieSame. Potom zoberieme lyZicu tejto zmesi a nalejeme do nadoby s vodou.
Stanovte, Coho je po tomto tkone viac, vina v nadobe s vodou alebo vody v nadobe s vinom.

RieSenie: Chcete hddat? Rozmyslajte, spocitajte si to pre konkrétne hodnoty.

Nech su objemy vody i vina po jednom litre. Nech lyzica ma objem 0,1 litra. Po prvom preliati je

v nadobe s vodou 1 liter vody a 0,1 litra vina. Potom na druhé preliatie pripada do 0,1 litrovej lyZice
[ (0,1 -10):11]vodyal[(0,1-1):11]vina. Teda v nddobe s vodou zostalo [(0,1 - 10) : 11] vina.

A do nadoby s vinom sa dostalo druhym preliatim tiez [(0,1 - 10) : 11] vody.

Vina v nadobe s vodou je rovnako ako vody v nadobe s vinom.

Skusme ulohu vyriesit abstraktnou uvahou.

Tekutina je v nadobe s vinom po spominanom tikone v rovnakej vyske, ¢ize nezmeneny objem.

V nadobe sice odbudlo vina (to sa dostalo do nadoby s vodou), ale pribudlo vody. Keby bol ubytok
vacsi (alebo mensi) ako prirastok, tak by tekutiny v nddobe bolo bud’ menej (alebo viac) nez na
zaciatku. Teda v nadobe s vinom je ubytok vina, ktoré je teraz v nadobe s vodou, rovnako velky
ako prirastok vody, ktory sa dostal do nddoby s vinom.

V nadobe s vinom je prave tol’ko vody aka vina v nédobe s vodou. Vyberte si, ktory postup vds presvedcil.

Rafinovane premyslené, logicky ucinné
Rozdel'te Stvoruholnik ABCD (na obr.1) priamkou cez A na dva Gtvary s rovnakym obsahom.

Zdovodnite postup.
D

RieSenie: o

Vidime, ze priamka AC rozdeli Stvoruholnik na dva

trojuholniky s nerovnakym obsahom, ale so spolo¢nou

stranou. Ak vyuzijeme vysku trojuholnika ACB nastranub 4 B obr. 1
V opacnej polrovine, dostaneme dva trojuholniky

s rovnakym obsahom a jeden d’al$i trojuholnik AMC (pozri obr. 2).

Ak teraz rozpolime usecku DM bodom P, trojuholniky
AMP a APD budt mat rovnaky obsah, lebo maju
rovnaké zékladne | PM | = | DP | a spoloéniti vysku.

Ak teraz od bodu C nanesieme na rameno CD
vzdialenost’ DP (dostaneme bod K), tak ukazeme,

ze utvary AKD a ABCK maju rovnaky obsah

(pozri obr. 3).

obr. 2
|EC| = |DP| D

Stvoruholnik ABCK sa sklada
z trojuholnikov ABC, ACK. C

Obsah trojuholnika ACK je zhodny

s obsahom trojuholnika APD (zhodné

zékladne, ta istd vyska, obr. 2).

Cely stvoruholnik ABCD (obr. 2) sa " B obr 3
skladal zo styroch trojuholnikov, po dvoch trojuholnikoch s rovnakymi obsahmi. Teraz sme ukazali,
ze utvar ABCK (obr. 3) ma polovi¢ny obsah z celého,

teda druha cast’ (trojuholnik AKD) ma4 tieZ polovi¢ny obsah celého Stvoruholnika.




VsSimaj si pravdu
Vo vestiarni sedia vedl'a seba tri bohyne: Pravda, LoZ a Mudrost. Pravda vzdy hovori pravdu,
LoZ vzdy klame a Midrost hovori tak aj onak (niekedy pravdu, niekedy loZ). Zistite, v akom
poradi sedia bohyne, ak postupne odpovedali na otazky takto:
Kto sedi vedl'a teba? Pravda. Kto si? Mudrost. Kto sedi vedl'a teba? LoZ.

RieSenie: Znizornime si situaciu aj graficky:
1 2 3
Po ich vyjadreni na otazky zapiSme ich odpovede :
1 2 3
L Kto sedi vedl'a teba? Loz
Kto si? Mudrost.

Kto sedi vedl'a teba? Pravda.

A&. Sledujme, kde by mohla byt Pravda, aby vyjadrenia zodpovedali danému stavu. Ak by na
prvom mieste bola Pravda, jej odpoved’ nesuhlasi. Ak by bola Pravda na druhom mieste,

tiez odpoved’ nie je v sulade s jej zdsadou hovorit’ vZdy pravdu. Tak nech je na tretom mieste.
Potom na druhom je naozaj Loz a na prvom je Mudrost.

1 2 3

B. Ulohu m6zeme vyriesit’ aj rozpisanim vSetkych moznosti a vyhodnotenim prislusnych odpovedi.

1 2 3 ndpovede

P L M nie

P M L nie

L M P nie

L P M nie

M L P vyhovuje

M P L nie

Labutia piesen
Ly . 1 1 1 ‘- N . L vs
Vyrieste rovnicu ; +—+=+ f =2, pre navzdjom rézne prirodzené cisla x, y, z, t.

y 2

Ly A , .. . 1 o
Riesenie: Pretoze zlomky maji byt’ rozne, musi pre aspon jeden z nich, napr. —, platit
X

%< l <2,tj. 2>x> %.Teda pre xe N z toho vyplyva, ze x = 1. Potom 1+1+%=1

X y z

11 : N y : 11 1.
atiez 3 <—<11tj.3>y>1 tedapreyeN jey=2. Este potom potrebujeme, aby _+f:§’

y z
» .1 1 1. .
tu bude znovu platit’ napr. pre z nerovnica 2 < — <E tj.4>z>2vN,ztoho vyplyva, ze z = 3.
z

Potom uzZ vyhovuje iba t = 6. Plati: %+%+l+é=%+2+1=2.



ULOHY 0 PODOBNOSTI TROJUHOLNIKOV
Vypocitajte vel'kost x (adaje su na obrazku): D

RieSenie:

Oznac¢me si AF ako p a AB ako s. Potom FB =s - p.

Pretoze A ABC je podobny A AFE, tak plati 9/x = s/p.
Pretoze A ABD je podobny A FBE, tak plati 12/x = s/(s - p).
Z toho vyplyva 9p=s-x a 12s—12p =s-X

ateda2lp =12s atymaj p/s=4/7. a
Potom je zrejmé aj x/9 = p/s = 4/7 az toho x = 36/7. A

12

Pre vzdialenosti na obrazku plati: |AD|=9,6 cm;

DC|=2,4 cm;

CB|=3,2 cm.

Vypotitajte dizky tseéiek DS, SB, aj vzdialenost bodu S od priamky DC.

Rieéenie . Priamky AD, BC su rovnobezné, uhly SCB, SAD su striedavé
a preto |ZSCB| =|£SAD]|.Dalej uhly BSC, ASD st vrcholové a tak

|ZBSC| = |4ASD| . Odtial’ vyplyva, Ze trojuholniky ASD, CSB su
podobné a |AD|:|BC|=|DS|:|SB|, tj. 9,6 :3,2 = |DS|:[SB].
B Teda |DS| =3SB|. Trojuholnik DCB je pravouhly a podl’a
Pytagorovej vety |DC|* +|CB|” = |DB|" = |DB| = /(3,2)° +(2,4) =
4 cm. Avsak |DB| =|DS|+|SB| = 3SB|+|SB| = 4/SB|,
potom |SB| =1cm, |DS| =3 cm. Trojuholniky DPS, DCB su podobné,

C
v i 5P(:}sDl = [BC:[BD| = 5P| =3- 22 2.4 cm.

A

Podobnost a odhaleny pomer c
Stanovte obsah trojuholnika ABC, ak poznate obsahy
trojuholnikov ADF, DEF, DBE, podl'a zadania na obrazku . 2 E
(AB // FE). 7
3
RieSenie: 7
2
7
C A D B
Ozna¢me |FE|=p,
|AB| =z, potom p = z/3, lebo ak si ozna¢ime vzdialenost’
F D E rovnobeziek (AB // FE) ako v, tak podl'a situacie zadanej na
V4
Z-V -V
3 “ obrazku plati pre dané obsahy T =9 atiez P =3.
! z
2 ! Ak to dame do pomeru, tak z toho vyplyva, ze — =3 t.j.
/Y p
77
A D z B D= z
3

Pretoze trojuholniky ABC a FEC st podobné podl'a vety (u, u) s koeficientom 1/3, tak pre ich obsahy (ozna¢me obsah
1
trojuholnika FEC ako x) plati X = 5 -(X+12) . Z toho vyplyva, ze x = 3/2. Obsah trojuholnika FEC je 1,5. Obsah

trojuholnika ABC je 13,5.



Niekolko pozndmok pre rieenie Gloh z matematiky v ZS

Pontkam podnetné impulzy pre tvorivé riesenie Skolskych matematickych uloh. Uz od Platona
(427-347 pred n. 1.) vieme, ze pocty a merba vedu k rozumovému poznavaniu, k pravde a lepsiemu
pochopeniu vsetkych nauk. Ukazeme si na niekol’kych prikladoch riesenia trochu naro¢nejsich tloh,
ktoré su prijatel'né aj na urovni vyucovania matematiky v zakladnych skolach.

) Vtipne a s prehladom
Uloha: Na dvore je 16 sliepok troch réznych zafarbeni: b — biele, s — strakaté, p — popolavé.
Stanovte pocet sliepok jednotlivych zafarbeni, ak bielych je 7 krat viac nez popolavych.

RieSenie: Nech b, s, p zna¢i aj po&et sliepok prislusného druhu (b, s, pe N)

&: Usudkom: Pretozeb=7p je7Tp+s+p =16,teda s=16—-8p =8 - (2 —p),
alepreseNmoézebyt'len p =1.Teda p =1, b =7, s =8.

B: Pomocou tabulky:

b |s |p - volime postupnep e N
7 |8 |1
1410 |2
Vyhovujeiba p =1, b =7, s =8.
. Pomocou rovnice a nerovnice:
Plati: b,s, pe(114) AN , potom b+s+p=16Ab=7p, teda s =16 - 8p.
Dalej plati: ak 1<b<14  takaj 1<7p<14 t.j. peN, tedape {,2}.
Ak 1<s<14 takaj 1<16-8p <14 t.j. -15<-8p-2, odtial 15>8p=>2
15/8>p>1/4, pe N.
Posledna nerovnost’ je splnena, ak p = 1. Potomb =7, s =8.

) Odvaha s celymi kladnymi Cislami
Uloha: V triede je menej nez 50 deti. Chlapcov je 72 % z poctu dievcat. Stanovte presny pocet
deti v tejto triede.

RieSenie: Situicia je trochu neobvykla. Takto sa iloha na pouZitie percent bezne nezadava.
Skusme zapisat’ llohu zo zadania obvyklym spdsobom. Oznac¢me pocet chlapcov t, pocet dievcat S.
Potom zapiSeme t + s < 50, ¢o vystihuje celkovy pocet deti. Percentualny vzt'ah medzi tas je:

t=—_.72-072s.
100

Nerovnost’ t+ 5 <50 upravime takto: s<50—t
$§<50-0,72's
1,72:s <50
s < 29,07.

Vieme, ze za S mézu byt dosadzované iba celé kladné Cisla 1, 2, .... 29.

3 2
Ked'Ze pre t plati: t = 72 S = 22 .32 -S, odtial’ dostaneme: t = 2:9 -S
100 2°-5 25
Aby bolo t kladné celé ¢islo, musi byt’ s rovné 25. Potom pre s =25je t =18
a pocet ziakov v triede je 43.
RieSenie tlohy vyzadovalo uplatnit’ osvedceny postup prace s premennymi a odvahu skiimat’
rovnicu s dvomi nezndmymi pre konecny pocet 29 moznych rieSeni. Stacilo si uvedomit’, ze

rieSenim su kladné celé ¢isla.




Nedd sa rozdelit?

Uloha: Dokazte, ze Ziadny réznostranny trojuholnik nemozno rozdelit na dva zhodné
trojuholniky.

RieSenie: Chceme ukazat, Ze nie vietko je v matematike realizovatel'né. To znamen4, Ze
matematickymi postupmi déjdeme k sporu. Nech je dany réznostranny trojuholnik ABC

s velkost'ami stran a, b, ¢ tak, ze a #b #C # a (pozri obrazok).

Ak maju vzniknut’ dva trojuholniky, je nevyhnutné, aby deliaca Ciara prechadzala niektorym vrcholom.
Nech je to bod C. Ozna¢me priamku idicu vrcholom C pismenompa (pnC)=P.

Méme trojuholnik ABC a trojuholnik PBC. Oznaéme |AP|=c,, |PB|=cy,|PC|=m. Ak su ticto trojuholniky
zhodné podl'a vety o zhodnosti trojuholnikov (Sss), musi platit’ bud’ (¢4 =cp Aa=Db) alebo (c, =ac, =h).
Prvy pripad nenastane, lebo a #b podla predpokladu ulohy. Teda by musela platit’ druhd moznost’

(ca =ancy, =b). Potom by platilo aj ¢, +c, =a+b, t.j. c=a+b, ale to nemoze nastat’, lebo v kazdom

trojuholniku je sti¢et dvoch stran va¢si nez tretia strana. Pozadované rozdelenie trojuholnika ABC vedie
k sporu. Roznostranny trojuholnik sa neda rozdelit’ na dva zhodné trojuholniky.

) Lichobeznik s uhloprieCkami
Uloha: Stanovte vztah pre obsah lichobeznika ABCD, ak poznate obsahy trojuholnikov
Sapce =P, Saage =P, E je priesecnik uhloprie¢ok. Pozri nasledujici obrazok.

RieSenie:
C

Py

S,
P2

A B
Obsahy s;,S, trojuholnikov AED a BEC st zhodné, pretoze trojuholniky ABD a ABC maju rovnak
zéakladnu a vysku, teda P, +S; =P, +S, = 51 =S, . Trojuholniky ABE a CED st podobné (podla

vety uu; vyuzitim striedavych uhlov) s koeficientom podobnosti P_2 k2t . k= T :
1 Pl

Trojuholniky AED a ECD maju spolo¢nii vysku v a tiez plati |AE|=|EC| K, tak

:|EC|'V:>V_2'P S :|AE|'V:|EC|'k.2'Pl_k.p—ﬂ.pl. Obsah lichobeznika ABCD je:

2 CEC] Y2 2 [Ec] " ' JR

Pl+P2+ZSl:F’1+P2+2%-I31:F’1+Pz+2\/31\/€:(\/31+\/€)2.
1

R




Percenta su zradné Cisla pomerné

Uloha &. 1 (Presné percento)
V triede je menej neZ 50 deti. Chlapcov je presne 72 percent z poctu dievcat.
AKky je presny pocet deti v tejto triede?

RieSenie:
A&. Ak si oznacime pocet chlapcov x a pocet dievcat y, tak musi platit’ X +y < 50 a zaroven
X = % y.Aby x = % y bolo celé kladné ¢islo (to ma byt’ pocet chlapcov),

tak treba zvolit' y z mnoziny {25, 50, 75, ...} a potom x bude z mnoziny {18, 36, 54, ...}. Ak mame
splnit’ poziadavku X +y < 50, to je mozné len pre X =18 a y =25. V triede je 18 chlapcov a 25
dievcat, spolu 43 deti.

B. Ozna¢me si poCet diev¢at d. Potom pocet chlapcov je 0,72-d. Chlapcov a diev¢at spolu je 1,72-d.
Podl'a zadania ulohy ma byt 1,72-d <50 a deN.

AKk si tuto podmienku upravime, dostaneme d < 5702, teda de {1, 2, 3, ..., 29}.

Vieme, Ze aj 0,72-d musi byt kladné celé ¢islo (je to pocet chlapcov), to ale znamena, Ze
72.d 2°.3°.d 18-d

100 2%.5° 25
Pretoze hl'adame d < 29, vyhovuje iba d = 25. To znamena, Ze v triede je 25 dievcat, 18 chlapcov
(0,72-25=18). V triede je 43 deti.

ma byt’ celé kladné ¢islo. To splnime, ak zvolime d=25-k, kde k € N.

Uloha &. 2 (Modrooki blond4ci):

Percento modrookych medzi blond’akmi je vacsie ako percento modrookych
medzi vSetkymi 'ud'mi sveta. Vyplyva z toho, Ze percento blond’akov medzi
modrookymi je vacsSie ako percento blond'dkov medzi vSetkymi 'ud'mi sveta?
Zdovodnite.

RieSenie:
Vyuzijeme mnozinova schému (&, b, ¢, d € N), kde M = a + b je pocet modrookych l'udi, B=b + ¢
je pocet blond’akov, L=a+b+c+d je pocet vSetkych I'udi. Potom zadanie tlohy znamena
porovnanie zlomkov

B
U b >~ a+b & bd>ac
; b+c a+bh+c+d
' b > b+ c < bd>ac
a+bhb a+b+c+d
L

Ano, vyplyva to; prislusné nerovnice st ekvivalentné.

Uloha &. 3 (Susené huby):
Cerstvé huby obsahujti 88 % vody, susené iba 14 % vody. Kol'’ko kilogramov
cerstvych hub treba nazbierat, aby sme ziskali 3 kg susenych ?

RieSenie:
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Nech sa huby skladaju iba z vody a susiny:

1 kg cerstvych hub obsahuje 0,12 kg susiny; 0,88 kg je tam vody.

1 kg susenych hub obsahuje 0,86 kg susiny; 0,14 kg je tam vody.

3 kg susenych hub obsahuje 2,58 kg susSiny.

Aby sme mali 2,58 kg suSiny potrebujeme 2,58 : 0,12 = 21,5 kg Cerstvych hub.

Uloha ¢&. 4 (Uspora energie):
Boli zverejnené tri rozne, od seba nezavislé, vynalezy, ktoré zabezpecovali
usporu 20 %, 35 % a 25 % energie. Niektori ,tieZ odbornici“ z toho usudili, Ze
pri sicasnom pouziti tychto troch vynalezov bude celkova uspora 20 + 35 + 25 =
80 % energie. Je to naozaj tak? O kol'ko percent poklesne spotreba energie pri
sucasnom uplatneni spominanych troch vynalezov?

RieSenie:
&. Nech je povodna spotreba energie 100 energetickych jednotiek (e]). Po uplatneni vynalezu
s 20 % usporou bude spotreba 80 €]. Po uplatneni vynalezu s 35 % tsporou bude spotreba
80 - 0,35-80 = 80 - 28 = 52 ej. Ak uplatnime aj treti vynalez (25 % uspora energie) bude
spotreba 52 - 0,25-52 =52 - 13 =39 gj.
USetri sa 100 - 39 = 61 ej. To znamena, Ze spotreba poklesne o 61 %.

B. Prvy vynalez ma spotrebu 0,8 pdvodnej spotreby energie, druhy 0,65 z tej zmensenej a treti 0,75
Z tej uz dvakrat zmenSenej. PretoZe vyndlezy sa uplatnia naraz a st nezavislé, tak celkova spotreba
je 0,8 - 0,65 - 0,75 = 0,39 povodnej spotreby energie. To znamena, ze Gspora je 61 %.

Uloha ¢&. 5 (Pomerné zmeny v percentach):
Stanovte, ako sa zmenil pocCet dievcat, ak sa pocet vSetkych Ziakov v triede zniZil
0 10 %, ale pocet dievcat vzrastol pritom z 50 % na 55 %.

RieSenie:
Chlapci i dievc¢ata st ziaci. Povodny pocet ziakov bol X. Po znizeni o 10 % ich bolo (0,9 - x);
povodny pocet dievcat bol (0,5 - X) a po zmene bol pocet dievcat (0,55 - 0,9 - x) = 0,495 - x;
pretoze povodny pocet dievcat bol 0,5 - X, uréime zmenu poctu dievcat percentuélne:
100 % ......... 0,5 x
1% ... 0,005 - x
0,495-x _
0,005 - x
Dievcat zostalo 99 % z pdvodného poctu, teda pocet dievcat sa znizil o 1 % .
Ocakavali ste, ze sa pocet diev¢at znizil? Vypocet vas presvedcil?

Zmeneny pocet (0,495 - X) je z pévodného poctu (0,5 - X) presne 99 %, lebo 99.

Uloha ¢&. 6 (Zradné percento):
Aku cast zmieSaného lesa chcu lesnici vyrubat, ak ich veduci nevinne vyhlasil:
Budeme rtubat’iba sosny, ktorych je v nasom zmiesanom lese 99 %. Po vyrube budt
sosny tvorit’ 98 % vsetkych ponechanych stromov.

RieSenie:
Oznacme pocet vsetkych stromov pred vyrubom X. Pocet sosien je teda 0,99-X a pocet vSetkych
ostatnych stromov je 0,01-X ; po vyrube m stromov (sosien) bude pocet sosien 0,98 - (X - m)
a pocet ostatnych 0,02 - (X —m). Chceme poznat’ pomer m/X. Pretoze sa maji vytinat’ iba sosny,
pocet inych stromov sa nezmeni:
0,01 - x=10,02 - (x—m), teda 0,02-m=0,01 - xato znamena,
ze pomer m/x = (0,01/0,02) = 1/2 . Lesnici chei vyrabat’ polovicu lesa!
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Precvicte si delitelhost
Rozlozte Cislo (28 — 1) na sUCin prvocdisiel.

(2 - 1)= (2° +1)-(2° - 1)=513-511=3-3-3.19 . 7.73=3%*.7.19 - 73

Stanovte pocet kladnych celociselnych delitelov Cisla 9! (devat
faktoridl).

91=9.87654.32=3".2".7.23.5.22.3.2=2".3".5.7
Pocet kladnych celociselnych delitelov je 8 - 5 -2 - 2 = 160.

Stanovte najmensie aj najvacsie pafciferné prirodzené Cislo, ktoré je
delitelné Cislom 36, doplnenim Cislic p, g, v Cisle 67p3q.

Aby spominané péat'ciferné Cislo bolo delitel'né ¢islom 36 musi byt’ delitel'né ¢islami
4 aj 9. Aby bolo delite'né ¢islom 4 musi byt’ jeho posledné dvojcislo delitelné ¢islom
4. Teda g moze byt bud’ 3 alebo 6 (Ien dvojcisla 32 a 36 su deliteI'né Styrmi).
Zaroven musi byt’ ciferny sucet spominaného Cisla delitelny 9. Tento ciferny stcet
musi byt’ nasobkom ¢isla9,teda6+7+p+3+q=16+p+q=k-9, tedaiba 18
alebo 27 (sucet p + g mdze byt najviac 18; p, q st cifry od 0 do 9). To znamena,

ze p + q moze byt iba 2 alebo 11. Ak q=2,tak p=0alebop=9;akq=16, tak p=5.
Do tuvahy pripadaju ¢isla 67 032, 67 932, 67 536. Hladané najmensie ¢islo

S pozadovanymi vlastnost'ami je 67 032 a najvécsie je 67 932.

Nagjdite vietky trojciferné prirodzené Cisla, ktoré po vydeleni Cislom 15
Maju zvysok 12 a po vydeleni Cislom 11 zvysok 9.

Hrladané ¢isla X musia vyhovovat’ podmienkam:

(1) X=15k+12 (2) X=11t+9 (3) 100 <X <999

Ak by sme zacali vypisovat postupne X pre katod 0, 1, ... uvidime, Ze prvym
¢islom, ktoré vyhovuje prvym dvom podmienkam je Cislo 42. PretoZe najmensi
spolo¢ny ndsobok ¢isel 11 a 15 je 165, tak podmienkam tlohy vyhovuju ¢isla

X =42 + 165-m. Aby bola splnena tretia podmienka treba najst’ prirodzené ¢isla m,
ktoré vyhovuju vztahu 100 <42 + 165-m < 999. Tejto nerovnici vyhovuju me{1, 2,
3, 4,5}, teda hl'adanymi ¢islami su 207, 372, 537, 702 a 867.

Ndjdite najvacsie stvorciferné prirodzené Cislo s cifernym suCinom 420.
Rozlozenim &isla 420 na sG&in prvoéisiel vidime: 420 =2 - 3 -5 - 7. Teda najvicsie
¢islo s pozadovanou vlastnost'ou je 7652.

Ndjdite najmensie pdatciferné prirodzené Cislo, s cifernym sucinom 1080.

Rozlozenim &isla 1080 na suéin prvodisiel vidime: 1080 =2° - 3% 5. Teda najmensie
¢islo s pozadovanou vlastnost'ou je 13589.
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Predstava o delitelnosti

Uloha:

Stanovte pocet Sestcifernych prirodzenych
Cisiel, ktoré nie su delitelné ani jednym

z Cisiel 42, 63.

RieSenie:

Pre ¢isla od 1 do 999 999 plati:
pocet Cisiel delitel'nych 42 (999 999 : 42 = 23 809,5) je 23 809;

pocet Cisiel delitel'nych 63 (999 999 : 63 = 15 873) je 15 873;

pocet Cisiel delitelnych oboma cislami 42 1 63 (t.j. ich naymensim spolocnym
nasobkom 126) je (999 999 : 126 =7 936,5) 7 936.

Pre ¢isla od 1 do 99 999 (teda najviac patciferné) plati:

pocet Cisiel delitel'nych 42 (99 999 : 42 = 2380,92...) je 2 380;

pocet Cisiel delitel'nych 63 (99 999 : 63 = 1587,28...) je 1 587;

pocet Cisiel deliteI'nych oboma ¢islami 42 1 63 (99 999 : 126 = 793,64...) je 793.

Pre ¢isla od 100 000 az po 999 999 (teda prave Sest’cifernych), ktorych je 900 000,
plati:

pocet Cisiel delitelnych 42 je 23 809 — 2 803 = 21 429;

pocet Cisiel delitelnych 63 je 15 873 — 1 587 = 14 286;

pocet Cisiel delitelnych 42 1 63 je 7 936 — 793 = 7 143 (tie su vlastne pocitané
dvakrat, aj medzi deliteI'né 42 aj medzi delite'né 63; pozri obr.; delitel'né 42 su
modré, delite'né 63 su zelené).

900 000

21 429
14 286

7143

871428

Z uvedenej predstavy vyplyva, ze pocet tych prirodzenych Sest’cifernych ¢isel, ktoré
nie su delite'né ani jednym z ¢isiel 42, 63 je 900 000 — 21 429 — 14 286 + 7 143 =
871 428.
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Slobodni obyvatelia mesta

Uloha:
V naSom meste su 3/5 Zien vydatych za 2/3 muZzov. Stanovte, aka Cast obyvatel'stva je
slobodna (neZije v manzelstve).

RieSenie:
&. Oznacme si poCty muzov a zien pismenami X, Y, a vyznacme si diagramom situdciu:

M (x) Z(y)
1/3 - x 2[3-x=3/5-y 2[5 -y
pocet slobodnych pocet vydatych (Zenatych) pocet slobodnych
muzov zien

Nech m je celkovy pocet mestanov, su to bud’ muzi alebo zeny: m=x+vy .

PretozeE SX = 3 -y, tak 10-x=9 -y, teda x=gy alebo y=£x.
3 5 10 9
Ay R 9 10 10 9
Moézeme vyjadrit m= —-y+y = y==—-m, alebo m=x+ —-x = x=—-m.
10 19 9 19
Potom slobodnych je E-X+E~y=l-g-m+g-£-m=l~m
3 5 319 519 19

Pocet slobodnych muzov je 3/19, pocet slobodnych zien 4/19, pocet vydatych zien 6/19 a pocet
zenatych muzov je tiez 6/19 z celkového poctu obyvatel'ov mesta.

Pocet slobodnych je 7/19 z celkového poctu obyvatel'ov mesta.

B. Plati 2/3 - x =3/5 - y (pocet oddanych parov), teda aj 10x = 9y a tiez y = (10/9)-x.

Nés zaujima pomer slobodnych k poctu vSetkych, teda % x4+ % -y

x+y
a to po dosadeni za y = (10/9)-x bude 7/109.

C. Mozno uvazovat’ aj takto: 3/5 znamena aj 6 z 10 a 2/3 znamena aj 6 z 9.

13

Napriklad z 19 (= 10 + 9) 0s6b zije v manzZelstve 6 + 6, teda 12/19. Slobodnych teda zostava 7/19.
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Vyuzitie zasuvkového (Dirichletovho) principu

Pomerne znamy je Dirichletov (zasuvkovy) princip:
Ak je viac neZ n predmetov rozdelenych do n skupin (zasuviek),
tak existuje aspon jedna skupina (zasuvka), v ktorej sa nachadzaju
aspon dva predmety.

Dokazme tuto skuto¢nost’

Nech po rozdeleni je ki pocet predmetov v i — te] skupine (zasuvke) [i = 1, 2, 3, ... n].
Keby v kazdej skupine bol najviac jeden predmet, teda ki by bolo vzdy mensie alebo
rovné 1, tak potom by vsetkych predmetov spolu bolo k; + k;, + ks +... + k, < n, ale to
je spor, lebo predmetov na rozdelenie je viac nez n, teda v niektorej skupine
(zasuvke) musi byt’ viac nez jeden predmet, teda aspon dva.

Uloha:
Dokazte, Ze ak v miestnosti s rozmermi 10 x 10 metrov je 27 osdb, potom asporn
dve osoby su od seba vzdialené menej ako 3 metre.

RieSenie:
10m Rozdel'me miestnost’ s rozmermi 10 x 10 metrov na
Stvorce so stranou dlzky 2 metre. Tychto Stvorcov
je 25. Pretoze 0sob je 27 (teda viac nez 25), musia sa
2m aspon dve osoby nachadzat’ v (niektorom) jednom
10m >m Stvorci (ak by 0sob bolo 25, mohli by byt’

rozmiestnené tak, ze v kazdom $tvorci je prave jedna
0soba) a teda ich vzdialenost’ je mensia alebo sa rovna
diZke uhlopriecky §tvorca so stranou 2 metre. Podl’a
Pytagorovej vety pre vel’kost’ u uhlopriecky Stvorca so
stranou 2 m plati u?= 8 =2,83... metra a to je menej
ako 3 metre. Teda, ak v miestnosti so spominanymi rozmermi je pritomnych 27 osob,
tak tam skutocne musia existovat’ aspont dve osoby (aj ked’ ich nevieme jednotlivo
urcit’), ktoré su od seba vzdialené menej ako 3 metre.

Uloha:
Dokazte, Ze medzi piatimi réznymi I'ubovol'nymi prirodzenymi ¢islami st vzdy
aspon dve také, Ze ich rozdiel je delitelny Styrmi.

RieSenie:

Zvysky po deleni ¢islom 4 st len: 0,1,2,3.

Z piatich ¢isel aspon dve musia mat’ rovnaky
zvySok. Ak takéto Cisla od¢itame, z rozdielu
zvySkov zostane nula a to znamena, Ze rozdiel
Cisel je delitel'ny Styrmi.

14
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Vyber farebnych guliek

Do nepriehl'adného vrecuiska sme vloZili Styri modré, dve cervené a jednu zelenu
gul’ku. Nahodne vyberieme jednu gul’ku, zaznacime si jej farbu a vloZime naspat.
Znovu vyberieme nahodne d'alSiu gul'’ku a zaznacime si jej farbu. Stanovte
pravdepodobnost, Ze pri tychto dvoch vyberoch nevytiahneme cervenu gul'ku.

RieSenie:
&: Ak vyuzijeme ,,strom logickych moznosti* a vyc¢islime pravdepodobnosti vyberu
jednotlivych farieb:

4[7 217 1/7 1. tah

PN IR //I/\

4[7 217 1/7 1/7
2. tah
Pravdepodobnost’, ze nevytiahneme ani v jednom t'ahu ¢ervent gulku bude
AT -4I7 + 4[7-1/7 + 1/7-4/7 + 1/7-1/7 = 16/49 + 4/49 + 4/49 + 1/49 = 25/49.
Pravdepodobnost’, ze vytiahneme aspon jednu cervenu gul'ku je 24/49.

B: Pravdepodobnost’, Ze nevytiahneme Cervenu gul’ku v prvom tahu je 5/7.
Pravdepodobnost, Ze nevytiahneme ¢ervent gul’ku v druhom t'ahu je tiez 5/7.
Oba tahy st nezavislé, tak pravdepodobnost’, Ze nevytiahneme ¢ervent gul'ku
V prvom a zaroven ani v druhom t'ahu je (5/7)- (5/7) = 25/49.

Spravne riedenie v pozadovanom pomere

Sirup je potrebné riedit v pomere 2 : 9. Predtym ho niekto rozriedil
v pomere 3 : 5. Stanovte, vakom pomere teraz treba doriedit ten
predpripraveny koncentrat, aby to bolo tak, ako to ma byt.

RiesSenie:

&. V tom predpripravenom koncentrate su tri diely sirupu a pét’ dielov vody.

Pre pomer 2 : 9 potrebujeme bud’ dva diely sirupu a 9 dielov vody alebo 4 diely sirupu a 18 dielov
vody alebo 6 dielov sirupu a 27 dielov vody atd’. Hl'adané pocty dielov by mali byt’ nasobkami Cisla
8 (3 +5). Vhodné je napr. 48 dielov sirupu a 216 dielov vody. Ak zoberieme 16 porcii
predpripraveného koncentratu (porcia - ur¢ity dohodnuty objem; rozliSujeme tam 8 dielov, 3 diely
sirupu a 5 dielov vody), budeme tam mat 48 dielov sirupu a 80 dielov vody. Ak potom k tomu
pridame 17 porcii vody (to je 136 dielov vody), budeme mat’ to, ¢o potrebujeme (48 dielov sirupu
a 216 dielov vody) a to je pomer sirupu k vode 48 : 216, ale to je aj potrebny pomer 2 : 9.

To ale znamena, ze sme riedili v pomere 16 porcii predpripraveného koncetratu a 17 porcii vody.
Hl'adany pomer riedenia je 16 : 17.

B. Pozadovany pomer je aj 3 : 13,5. Staci teda do predpripraveného koncetratu priliat’ 8,5 dielov
vody. To ale znamend, Ze pozadovany pomer doriedenia je 8 : 8,5; tedaaj 16 : 17.
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Uloha Sophie Germainovej
RozloZte vyraz x* + 4 na sucin initelov nizsieho stupna.
Urobime to doplnenim na rozdiel druhych mocnin
X A=+ A+ =X+ A+ 4 AP =

S0+ 2P2 A= (X +2+2¢) - (P +2-2x) =

=0+ 2x+2) - (X —2x +2)
Co je na tom pozoruhodné alebo podnetné?
Uvedeny postup umoznil S. Germainovej (1776-1831) vyriesit ulohu:

Dokazte, Ze kazdé prirodzené Cislo tvaru a* + 4 je pre prirodzené a > 1 zloZenym
Cislom.

Franctzska matematicka Sophia Germainova sa narodila 1. aprila 1776
Vv Parizi. Pad Bastily v roku 1789 ovplyvnil jej rozhodnutie vazne Studovat’
matematiku. Cudujete sa nad touto suvislostou? Mlada Sophia v tom &ase
nevychadzala do ulic, ale usilovne Studovala v otcovej kniznici. Najviac ju
zaujali matematické knizky, historia matematiky a fyziky jej ucarovali.

Obdivovala Archimedov sposob obrany Syrakuz, jeho poznatky a ich

uplatnenie. Samostatne prestudovala mnohé partie vtedajSej matematiky.

Rodicia tym neboli nadSeni, pretoZe Zeny v tom obdobi nesmeli Studovat’ na vysokych Skolach.
Sophia sa vynasla. Pod pseudonymom Monsieur Le Blanc riesila pisomné tlohy Polytechnického
institutu v Parizi. Neskor si dopisovala o matematickej analyze s Lagrangeom a o aritmetickych
problémoch s Gaussom. V rokoch 1811 az 1815 pracovala na vyjadreni kmitavého pohybu

pruznych dosti¢iek matematickymi vztahmi. V roku 1815 ziskala za tieto prace cenu Institutu de

France.

~ V tedrii ¢isel dokazala S. Germainova tzv. vel’ku Fermatovu hypotézu,
pre niektoré ¢isla mensSie ako sto. Gauss ocenil jej matematické prace
navrhom na ¢estnu akademicktl hodnost’ univerzity v Gottingene. Sophie
Germainova vynikala aj v chémii, fyzike, geografii, historii a filozofii.
Svoje hlboké myslienky vyjadrovala elegantne, ¢im naznacila cestu ku

krasam matematiky aj pre d’alSie Zeny. Zomrela (27. 6. 1831), ale

. skromna spomienka na niu zije nad’ale;.
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TOMBOLA

Uloha:
V tombole je 100 Zrebov a 10 vyhier. Mame dva Zreby. Aka je pravdepodobnost,
Ze vyhra pripadne aspori na jeden nas Zreb?

RieSenie:

A.

Moznosti vybrat’ 10 zrebov zo sto je C19(100). Ak nebude medzi nimi Ziadny nés

zreb, takych moznosti je Cg(98). Pravdepodobnost’, ze Ziadny nas Zreb nevyhra je
98-97-...-91-90-89

Co(98) _ 10! _ 90-80 _ 89
C,,(100) 100-99-98-...-91 100-99 110"
10!
> " (v .- 89 _ 21
Pravdepodobnost’, Ze aspoii jeden nas zreb vyhra je 1 — 0 1o ~ 0,1909.
B.
Stanovme vSetky moZnosti vyberu dvoch Zrebov zo sto, aj vSetky priaznivé
moznosti vyberu. Potom P = C,10)+C,(10)-C,(%0) _ 945 _ 21 ~ 0,19009.
C,(100) 4950 110
C,(%0) _ 89

Stanovme, pravdepodobnost’, Ze ziadny nas zreb nevyhra: P,= .
C,(100) 110

TedaP=1-P,=1- 3 = 2L ~0 1909
110 110

D. (pozor, hrozi moznost’ nespravneho postupu)

Z7da sa, ze pravdepodobnost’ vyhry na kazdy Zreb je 0,1. Potom by pravdepodobnost’
pre priaznivi moznost (prvy Zreb vyhra — druhy nevyhra, prvy nevyhra — druhy
vyhra, oba vyhraju) bolaP = 0,1-:0,9 + 0,9-0,1 +0,1-0,1 =0,19. Ale to je iny
vysledok ako 0,1909. Musime si uvedomit’, Ze pri postupnom vybere Zreby nemaja
rovnakl pravdepodobnost’ vyhry, su to podmienené javy:

prvy ma pravdepodobnost’ vyhry 0,1; ale druhy uz % =0,09009...
a podobne pre pravdepodobnost’ nevyhry.
Potom spravne ur€enie hl'adanej pravdepodobnosti je

p-120,910 19 _ 18_2 51909
10 99 10 99 10 99 990 110

alebo p=1- 2.8 _ 18 _ 21 41909

10 99 990 110
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Studenti a uditelia

Uloha: Kol'ko je moznosti pridelenia $tyroch $tudentov na preskiisanie trom
ucitel'om, ak pozadujeme:
a) aby kazdy Student bol preskdSany aspon jednym ucitel'om;
b) aby kazdy Student bol preskiSany prdve jednym ucitel'om;
c) aby kazdy ucitel preskusal asporn jedného Studenta;
d) aby kazdy ucitel preskusal prdve jedného Studenta.

Riesenie:

Oznacme si Studentov A, B, C, D a ucitel'ov P, Q, R. Potom

a) Studenta A moze preskusat’ P, Q, R, PQ, PR, QR, PQR, teda to je 7 moznosti;
pre Studenta B je to tieZ tychto 7 moznosti, podobne aj pre C i D. Tieto javy st
pre kazdého z nich nezavislé, tak vietkych moznosti spolu je 7* = 2401.

b) naznacme jednotlivé moZnosti pre kazdého Studenta do tabulky:

A B
P P
R R
Q R

T VO

'U;U;U

Vv jednotlivych riadkoch su variacie $tvrtej triedy (Styria Studenti) z troch prvkov
(traja uditelia) s opakovanim. Ich podet je V,(3)=3" = 81.

c) ucitel P moze presktsat’ A, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD, CD, ABC, ABD,
ACD, BCD, ABCD, teda 15 moznosti. Podobne 15 moznosti je pre Q aj pre R.
Tieto javy st pre kazdého z nich nezavislé a tak spolu je moznosti 15° = 3375.

d) rozpisme jednotlivé moznosti pre kazdého ucitela do tabulky:

P Q
A A
A B
B B
B C
D C
D D

R

OwO>w>

to su variacie tretej triedy (traja ucitelia) zo Styroch prvkov (Styria Studenti)
s opakovanim a ich poCet je \/(4) = 4* =64,

18
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J. J. Sylvester ponukol Ulohu

Zadanie:

Z dostatocne vel'kého poctu postovych znamok s hodnotami 5 a 17 sa daju skladat
rozne hodnoty. Aka je najvicsia hodnota, ktora sa neda vytvorit kombinaciou tychto
dvoch hodnot?

Riesenie:
Generujme systematicku tabul’ku hodnot, ktoré dostavame postupnym s¢itavanim
jednotlivych hodnot:

S) 10 15 20 25
17 22 27 32 37 42
34 39 44 49 54 59
51 5 61 66 71 76
68 73 78 83 88 93

Vidime, Ze vieme vytvorit’ ¢iselné hodnoty
na konci s ¢islicou 0 pre Cisla > 10;

na konci s ¢islicou 5 pre Cisla > 5;

na konci s ¢islicou 7 pre Cisla > 17;
na konci s ¢islicou 2 pre Cisla > 22;
na konci s ¢islicou 4 pre Cisla > 34;
na konci s Cislicou 9 pre ¢isla > 39;
na konci s ¢islicou 1 pre Cisla > 51;
na konci s ¢islicou 6 pre Cisla > 56;
na konci s ¢islicou 8 pre Cisla > 68;
na konci s ¢islicou 3 pre Cisla > 73;

teda najvicésou hodnotou, ktora sa neda z danych hodnét vytvorit je 63.

Osudy zitia

V londynskej zidovskej rodine sa 3. 9. 1814 narodil James Joseph
Sylvester. Po vychodeni zakladnej skoly navstevoval strednu skolu

v Liverpoole. V rokoch 1831-1837 studoval na St. John's College

v Cambridgi. Potom ucil fyziku na univerzite v Londyne. Objekt cistej
fyziky je sledovanie zakonov sveta, objekt Cistej matematiky je sledovanie
ludskej inteligencie. V roku 1841 posobil polrok na univerzite vo Virginii
(USA). Po navrate do Anglicka Studoval pravo a pracoval ako matematicky
j Statistik v poist'ovacej spolo¢nosti. Na sidnom dvore v Londyne sa

™ | zoznamil s A. Cayleym (1821-1895) a spolupracovali na rozvoji teorie
matic. Do profesionalnej matematiky sa Sylvester vratil ako profesor na Kralovskej vojenske;
akadémii vo Woolwichi (1854—1870). V rokoch 1877—1883 posobil na univerzite J. Hopkinsa

v Baltimore (USA). Ked’ sa vratil z Ameriky ucil v Oxforde na katedre geometrie. Bol uspesSnym
tvorcom matematickych terminov (napr. invariant, kovariant a pod.), zaviedol pojem matice,
vyuzival tedriu matic na Stadium viacrozmernej geometrie, Studoval kanonické tvary kvadratickych
foriem. Prispel k rozvoju modernej matematiky v Amerike (r. 1878 zalozil prvy americky
matematicky ¢asopis). V roku 1892 sa vratil (s poruchami zraku i paméti) do Londyna, kde 15. 3.
1897 zomrel.
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Stendhalov udiv

| Henri Beyle (1783-1842), znamy franctizsky roménopisec (napr. Cerveny
| a dierny, Viznica parmskd) pod znamym pseudonymom Stendhal, vyjadril vo

. svojej Autobiografii studentsky zazitok nad jednou ulohou z Uvodu do algebry,
o ktory napisal Leonhard Euler (1707—-1783). Svoje prekvapenie nad tym, ze aj
z ¢udného zadania mozno tlohu vyriesit', komentoval Stendhal slovami:
Pochopil som, ¢o znamend pouzivat nastroj, ktory sa vola algebra. Preco mi, do
Certa, nikto o tom nic¢ nepovedal. Sam uznaval, ze logika je umenie ako sa
nezmylit na ceste, ked’ ideme za cielom, ktory chceme dosiahnut.

Spominana uloha mala zadanie:

Dve gazdiné priniesli predat na trh spolu 100 vajec, jedna viac ako druhd. Obe vSak
utrzZili za vietky svoje predané vajcia rovnaky penazny obnos. Keby bola prva
gazdina mala na predaj taky pocet vajec ako druha, utrZila by 45 grajciarov. Ak by
mala druha gazdina na predaj taky pocet vajec ako prva, dostala by za ne 20
grajciarov. Aky pocet vajec priniesla na trh kazda z gazdiniek?

RieSenie:

Pytate sa, ¢i gazdinky predéavali vajcia za rovnak( cenu za kus? Zatial’ si ozna¢me
pocet predanych vajec prvej gazdinej pismenom X a pocet druhej y. Nech je cena za
jedno vajce od prvej oznacena p a od druhej g. Potom podl'a zadania musi byt
zaroven splnené:

x+y =100 (1) Xx-p=yq (2 yp=4 (3) x-q =20 (4)

Ak vyjadrime z (2) pomer § = %, tak po dosadeni z (3) za p a z (4) za g, dostaneme

§= %, teda x = % y. Po dosadeni tohto x do (1) dostaneme, ze y = 60 a potom x = 40.

Druhé gazdina priniesla na trh 60 kusov a prva 40 kusov vajec.

Podnetny je aj tento postup rieSenia:

PretoZe gazdinky utfZili za rozdielny pocet vajec pri rozdielnych cenach rovnaky
finanény obnos, tak ta, ktora mala k krat viac vajec, musela predavat’ k krat lacnejsie.
Keby mali pred zaciatkom predaja vymeneny pocet vajec, tak by ta, ktora mala k krat
vi&si pocet, predavala aj k krat drahsie, teda by ziskala k* krat viac pefiazi.

To znamena, ze k*=45/20 = 9/4, teda k = 3/2. Ak rozdelime celkovy pocet vajec
(100) v pomere 3 : 2, tak dostaneme pocty 60 a 40.

Aj spominand prihoda o tdive nad Glohou z u¢ebnice matematiky charakterizuje
Stendhalove slova: Moja laska k matematike mozZno pramenila z mojej nenavisti
K pretvarke. Zdalo sa mi, Ze v matematike nie je pretvarka moznda. Uz sa mozno
necudujete nad tdivom Stendhala, ktory vo svojom zivote spoznal: Osamelost
cloveka nie je vzdy v tom, Ze je sam... V samote mozno ziskat vsetko, okrem
charakteru.
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Rozhovor dvoch matematikov

Uloha:

Dvaja matematici (A; B) sa takto zhovarali:

A: Sucin veku mojich troch synov je 36.

B: Tato informdcia mi nestaci na urcenie veku kazdého z nich.

A: Sucet veku mojich synov je rovnaky ako pocet okien na dome, ktory vidime
pred sebou.

B: Ani teraz sa neda urcit vek tvojich synov.

A: Najstarsi z mojich synov ma cierne vlasy.

B: Dakujem, to staci, uz poznam vek tvojich synov.

Kol'’ko rokov ma kazdy zo spominanych synov?
Kol'ko okien bolo na budove, ktoru videli pred sebou?

RieSenie:
Vek synov je celoCiselny. RozloZme ¢islo 36 na sucin troch kladnych celych ¢isiel

a zapiSme do tohto riadku hned’ aj sticet ich veku:

1-1-36 38

1-2-18 21
1-3-12 16
1-4-9 14
1-6-6 13
2:2-9 13
2:3-6 11
3:3-4 10

Teraz jasne vidime, preco B nemohol po druhej odpovedi urcit’ vek synov — na
budove bolo 13 okien. To znamena, Ze st dve moznosti pre vek synov: bud’ 1, 6, 6
alebo 2, 2, 9. Matematik A v poslednej odpovedi (rajstarsi z mojich synov) naznacil,

Ze najstarsi jeho syn nie je z dvojiciek (mali by rovnaky vek). Teda synovia majua vek

& %

dva, dva a devit’ rokov.
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Rozdelenie stvorca na stvorce

Uloha:

Ukazte, Ze kazdy Stvorec sa da rozdelit na n (n =2 6) menSich Stvorcov.

Riesenie:

Nie je problém rozdelit’ §tvorec na S$tyri menSie Stvorce (pozri obr. 1).

Vieme rozdelit’ Stvorec na Sest’ mensich Stvorcov (pozri obr. 2).

1/2

1/2

1/2 1/2
obr. 1

Vieme rozdelit’ Stvorec na sedem mensich Stvorcov (pozri obr. 3).
Vieme rozdelit’ Stvorec aj na osem mensich Stvorcov (pozri obr. 4).

A Y4 Y4
obr. 3

1/3

1/3

1/3

obr. 2

1/3

1/3

1/3

Va

A
obr. 4

Va

Va

Vi

Vi

Y,

22

To znamen4, ze vieme rozdelit’ dany Stvorec aj na 9 menSich Stvorcov, lebo jeden zo
Siestich Stvorcov (na obr. 2) rozdelime na 4, teda spolu ich bude 5 + 4 = 9. Podobne

sa to da urobit’ aj prepren=10=7+3 =6 + 4 (na obr. 3),

ipren=11=8+3=7+4.

Pre d’alSie n je konStrukcia zrejma (opakuje sa postup rozdelenim jedného malého
Stvorca na Styri eSte menSie a tak k doterajSiemu poctu rozdelenych pridame tri).

Ak teda vieme rozdelit’ Stvorec na pocet n pre tri za sebou idice n a vzdy aj na pocet

n + 3, tak vieme rozdelit’ Stvorec na n mensich Stvorcov pre vSetky n > 6.
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Moznosti pre milion

Uloha:
Stanovte pocet usporiadanych trojic prirodzenych Cisel x, y, z, ktoré vyhovuju

vztahu x-y-z =106,

RieSenie:
10° mézeme rozlozit na suéin prvoéisiel: 10° = 2°. 5°.

Hrladany rozklad X-y-z = 10° mozeme ,,vidiet™ takto:

(22.5°) . (2"-5% . (2°- 5" =2°.5°
tj. x=2%.5° y=2°.59 z7=2°.5" potomtrebaaby a+b+c=6
atiez p+q+r=6,kde a,b,c,p,q,r sanezaporné celé ¢isla.

Kolko je moznostipre a+b+c=6, ak a,b,c e {0,1....6}?
™

>28

NFPPFPOOOO
NEFEPNWNEFEO
NP WWSsoOoIo
R WO WwWwo O w

~/

Ak si to systematicky rozpiSeme, dostaneme 28 moznosti

(alebo kombinatoricky pri predstave: 1 1a1 1A1 1 jeto Cy(8) =P’, 6 (8) = 28).
Taky isty poCetje ajpre p+q+r=6.

Pretoze ku kazdej trojici [a, b, €] existuje iny vyber [p, q, I],

tak pocet vSetkych moznosti pre X, Y, z sarovna 28 - 28 = 784.

Usporiadanych trojic prirodzenych ¢isel x, y, z,
ktoré vyhovuju vztahu x-y-z =10° je 784.
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MIERNE RAFINOVANE SLOVNE ULOHY

Cislicova ekuvilibristika
Uloha:
Ak vezmem polovicu suctu vsetkych Sest’ dvojcifernych ¢isel, ktoré mozno z ¢islic mojho cisla
zostavit (bez opakovania), dostanem znovu moje cislo. Ktoré je to ¢islo?
RieSenie:
Z kol’kych prvkov sa dé urobit’ Sest’ variacii druhej triedy bez opakovania?
V5, (n) =6, teda no_ 6 tj. n=3. Cislo je teda trojciferné @ -100 + b -10 + ¢, polovica stétu

(n—2)

vsetkych dvojcifernych Cisel z tychto Eislic je:
%(10-a+b+10-b+c+10-c+a+10-b+a+10-c+b+10-a+c)=100-a+10-b+c
22-a+22-b+22-¢=200-a+20-b+2-c
89-a-b-10-c=0

8 -a=10-c+b
a,b,cmajubytz{1,2,3,..8 9}teda c=8, b=9, a=1; Pozadované ¢islo je 198.

) Rucickové hodinky
Uloha:
AKky je Cas na rucickovych hodinkach s presnostou na sekundy, ak kratko po Stvrt na jednu
zvieraju rucicky pravy uhol?

RieSenie:

mald rucicka prejde za hodinu 360" _ .- velkd za hodinu 360°;
12

mala zasekundu 20— 3 _ 1 supiia;

3600 360 120

velkd za sekundu 360" _ 1 stupiia
3600 10

od 12:00 hod. za x sekind je uhol medzi ru¢i¢kami 90 stupiiov, to znamend, ze velkost’ uhla velkej
ruc¢i¢ky minus vel’kost’ uhla malej je 90° stupiiov:

— =X =90°
10 120
x-12_1=90°
120
x~£=90°
120
x=90-120 =10800 =981+2

11 11 11

Teda x =16 minat a 21 sekund a este 9/11 sekundy.
S presnost’ou na sekundy je 12 hodin 16 mintt a 22 sektind (12:16:22).

) On a ona
Uloha:

On ma dvakrat viac rokov, nezZ mala ona, ked’ on mal tol'’ko, kol'ko ma ona teraz. Spolu maju 49
rokov. Kol'’ko rokov ma on a kol'’ko ona?

Riesenie:

Nech maju teraz: on............ X rokov; ona.......... y rokov; spolu...... X+y =49,

Ked mal on y rokov, t.j. pred (x —y) rokmi, on mala y - (x—y) = (2y - x ) rokov.

Tedateraz x=2(2y-x) tj. x=4y—2x.Maplatit 3x =4y a x+y=49.

Po dosadeni a uprave: y=21a x=28. On ma 28 rokov a ona 21 rokov.
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) Pritok i odtok sucasne
Uloha:

Prazdna nadrz sa pritokom naplni za 30 minuat. PIna nadrZ sa otvorenym odtokom vyprazdni
za 75 minut. Za aky cas sa naplni prazdna nadrz, ak je sucasne otvoreny pritok i odtok?
RieSenie:

Pritok za minUtu...............ccc...... 1 nadrze; odtok za minutu......................... 1 nadrze
30 75
pritok i odtok za minttu............ 1 _ 1) nadrze; zat minat pritok i odtok............ t_(i _ i) ;
30 75 30 75
ma platit’ t.(l_i) =1 (nadrZ plnd). Potom: t= 50 mintt.
30 75

) Priemerna rychlost je harmonickym priemerom
Uloha:
Aka je priemerna rychlost vozidla, ktoré prejde trat rychlostou 60 km/h a vracia sa po
rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

RieSenie:
Priemer dvoch ¢isel m, n pocitame ako m;— n ( m;— n je aritmeticky priemer ¢isel m, n).

Ak sa vam vSak zd4, Ze priemerna rychlost’ danej ulohy je 50 km/h, tak sa mylite.

Priemerna rychlost’ vo fyzike je podiel celkovej drahy ku spotrebovanému casu. Teda:

tam.......... drdhas ... rychlost v =60 km/h ............... cas t1
spat......... drahas ... rychlost’ v, =40 km/h. ............. cas to
celkova draha 2 - s ............. FYCRIOSEN o cas 1+ 1t
priemernd rychlost: v= _2
t, +t,

po Uprave: V= 2 _ 25 _240s 48 km/h

s,s 5 s

60 40 120

. , . . N 2ab 2 L
V matematike zavadzame aj harmonicky priemer a, b (a, b € R™) ako b 1 1 (prevratena
a+
— + —

hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnot).

Potom vidime, Ze priemerna rychlost’ pohybu po tej istej trase dvomi réznymi rychlostami je
2

1 1

N + -

Vl V2

harmonickym priemerom oboch rychlosti V=

) Vyuzit rychlost alebo vtip?
Uloha:

Povoz s dlhym kmenom sa pohybuje priamociaro a stalou rychlostou. Kocis potrebuje na
zmeranie dizky kmetia v krokoch v protismere pohybu 16 krokov a v smere pohybu 112
krokov. AKka je diZzka kmetia v krokoch (rovnomerne sa pohybujiiceho) ko¢iga?

RieSenie:

&) cez rychlost pohybu (v krokoch za minutu)

rychlost’ povozu ... vq rychlost kocisa ... vz dizka kmena ... d
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d 16 _ d 112
=— ; vV smere pohybu povozu: t, = ==
Vi tV, Vv, vV, =V, Vv,

proti pohybu povozu: t, =

t, v,-v .
potom L =-2_1_— 11 =V, = ivl; Vv smere pohybu kmena za t, prejdeme.. tp - vo = 112;
t, v+v, 112 7 3

t2 7V1
kmen sa posunie za t;.... t;'v; = 112 — d ; po dosadeni...... S - 112 = i =d =28
t,v, 112-d 3 —_—
B) cez vtip (vhodny obrazok a duchaplna avaha) Znazornime si situaciu:
Obr.1 Obr.2
> —>
| d d
Y ~
| PR | | BN i
\_Y_/ — 4
v
16 krokov 112 S

Z obr.1 vyplyva: x+16 =d a x = d— 6. Za dobu chdodze (16 krokov) sa posunie kmeini o X krokov, za
dobu chddze (112 krokov) sa posunie o % X, tJ. 7x krokov. Teda na obr. 2 je vzdialenost’

oznacenych koncov klady 7x krokov. Potom plati: 112 =7x + d . Po dosadeni: x =d—16 bude
platit 112 =8d — 112, t.j. d=28. Kmen ma dlzku 28 krokov kocisa.

) Zaujimava turistika
Uloha:

Turista kracal od zeleznice ku chate a spat’ v rozne vinitom teréne spolu 6 hodin. Do kopca Siel
rychlost'ou 3 km/h, po rovine 4 km/h a z kopca 6 km/h. Kol'’ko kilometrov presiel?

RieSenie:

Predstavme si situdciu aj na obrazku (rieSenie tlohy je nezédvislé od profilu cesty, pretoZe priemerna
rychlost’ pohybu do kopca a z kopca je harmonickym priemerom oboch rychlosti a sa rovna 4
km/h). Napriklad:

6hod =t +t, +t, +t, +t. +1;
S, S, S3 S; S, S
_ 21,2 3 %3 % 31
4 3 6 3 6 4

tam sp&’
_ 3s, +4s, +2s, +4s, +25, + 35,
- 12
6:12 = B, + 65, +65, =6-(S, +5, +S;)
12=S,+S, +5S;
g2 3

N«

S1 CH

S
2s=2-12=24
Turista presiel celkom 24 km.
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Manzelské pary - vyberajte vhodnym postupom

Uloha:
Z desiatich manzelskych parov (m — Z) vyberame pat osob. Kol'ko je vSetkych
takych patic, Ze v nich nie je ani jeden manZelsky par (postup zdovodnite).

RieSenie:
Budeme si predstavovat, akym postupom pozadované podmienky splnime:

&. Vyberieme pit’ parov z desiatich manzelskych pérov, to sa da urobit’ C5(10) = 252 sposobmi.
Potom vyberieme z kazdej manzelskej dvojice jedného, pre tento vyber je V'5(2) = 2° = 32
moznosti. Uplatnenim principu ndsobenia (spominané vybery su nezavislé ku kazdému
prechadzajiicemu vyberu) dostdvame, Ze pozadovanych pitic, tak Ze v nich nie je ani jeden
manzelsky par, je Cs((10)-V 5(2) =252-32 = 8064.

B. Ur¢ime pocet pétic v moznych zloZeniach podl'a pohlavia:
Sami muzi (5 m); to je Cs(10) = 252 moznosti.

Pre vyber pétic samych Zien (5 z) je tiez 252 mozZnosti.

Dalej uréime poéet pitic v zlozeni:

Im+ 47 .. C1(10)-C4(9) = 10-126 = 1260
17 +4m . C1(10)-C4(9) = 10-126 = 1260
dm+ 37 ... C2(10)-C5(8) = 45-56 = 2520
27 +3m .. C2(10)-C5(8) = 45-56 = 2520

To znamena spolu (s€itanim) 252 + 252 + 1260 + 1260 + 2520 + 2520 = 8064 moznosti.

C. Budeme postupne vyberat’ do pitic tak, aby boli splnené poziadavky:
Prvy méze byt hocikto z dvadsiatich, teda 20 moZnosti.
Druhy moéZe byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybraného manzelského druha, teda 18 moZnosti.
Treti moze byt kazdy z tych, co zostali, okrem vybranych manZzelskych druhov, teda 16 moZnosti.
Stvrty moze byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybranych manzelskych druhov, teda 14 moZnosti.
Piaty mdze byt kazdy z tych, ¢o zostali, okrem vybranych manzelskych druhov, teda 12 moznosti.
Spolu (princip nasobenia) je to 20-18-16-14-12 = 967680 moznosti, ale medzi nimi sa niektoré
pétice opakuju (z kazdych 5! = 120) zostane iba jedna, teda vSetkych poZadovanych pétic je
20.18.16.14.12 _ 967680
= = 8064.
Sl 120

D. Vyberieme pat’ 'udi z dvadsiatich, na to mame Cs(20) = 15504 moznosti. Tam vSak budu aj
pitice, v ktorych bude jedna alebo aj dve manzelské dvojice (tieto moZznosti musime z dané¢ho poctu
odcitat’). Ur¢ime kol'ko zo spominanych patic obsahuje

a) prave jednu manzelskl dvojicu: takych moznosti je
C1(10) - [C3(9) +C3(9)+9 - Cx(8) +9 - Cx(8)] =10 - 672 = 6720
manz. dvoj.  3m 3z ma?2z za?2m

b) prave dve manzelské dvojice:
C2(10) - 16, pretoze ku kazdej z dvoch vybranych manzelskych dvojic mozno este priradit’
jedného cloveka zo (20 — 4) = 16. Pétic s dvomi manzelskymi dvojicami je 720.

Teda po od€itani nevhodnych moznosti (6720 + 720) dostaneme 15504 — (6720 + 720) = 8064
pozadovanych dvojic splnajtcich poziadavky danej alohy.
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JEDNODUCHA ZAKLADNA GEOMETRICK & VETA

Uloha:
Dokazte, ze os lubovolného vnutorného uhla v kazdom trojuholniku
rozdeluje protilahld stranu v pomere stran prilahlych.

(V trojuholniku ABC, pozri obr., ak CK je os uhla ACB a |AK| =m, |[KB| = n,
takm:n=>b:a).

RieSenie:

os uhla ACB

A.

Pravouhl¢ trojuholniky AEC a BFC st podobné (podla vety uu — pravé uhly pri E, F,
rovnaké uhly pri C). Teda platia : b = |FB]| : |[EA|.

Trojuholniky BFK a AEK su podobné (podl'a vety uu), tak plati [FB| : [EA| =n:m.
Potom z oboch rovnosti platiajn: m=a:b.

B.

Ak KQ je vyska na stranu AC = b v trojuholniku AKC

a KP je vyska na stranu BC = a V trojuholniku KBC,

tak pri oznaceni S; obsahu A AKC a S, obsahu A KBC plati vztah S; : S, =b : a.
Podobne plati S; : S; = m : n, pretoZe trojuholniky AKC a KBC maju spolo¢na vysku

z vrcholu C. Potom platiaj m:n=b: a.
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Kto je nevinny?

Uloha:
Niekto z podozrivych A, B, C v galérii odcudzil obraz.
Traja svedkovia o udalosti pravdivo vypovedali takto:

1. Podozrivy C bol v galérii prave vtedy, ked tam nebol
Ziaden z dvojice A, B.

2. V galérii nebol podozrivy C alebo nebola pravda, Ze tam bol
aspori jeden z dvojice A, C.

3. Ak nie je pravda, ze v galérii bol podozrivy A zarover s B,
potom tam bol podozrivy C.

Kto je nevinny?

RieSenie:
Zapiseme si vypovede svedkov pomocou logickych spojok.
1. C& A AB)

2.CCV (AVCy
3. (AABy=C¢C

Zistime pravdivostné hodnoty tychto vyrokov pomocou tabul’ky pravdivostnych
hodnoét. Na zistenie toho, kto bol nevinny, je treba vyhoviet’ vSetkym svedkom
sucasne, a preto nas bude zaujimat pravdivost’ vyrokov 1, 2, 3 sicasne

ABC A’B'C CA AB) CVAVCY AAB’=C (LA2A3)
111 00O 0 0 1 0
110 001 1 1 1 1
101 010 0 0 1 0
100 011 1 1 0 0
011 100 0 0 1 0
010 101 1 1 0 0
001 110 1 0 1 0
000 111 0 1 0 0

V tabulke vidime, ze vSetci traja svedkovia sa zhodnl len v jedinom pripade
— ked’ platia vyroky A a B a pritom neplati vyrok C.
Na zéklade tohto mozno tvrdit’, Ze podozrivy C je zarucene nevinny.
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30

JABLKA PRE DETI

Kol'ko je réznych moZnosti pre rozdelenie 8 jabik trom detom, ak zaleZi len na

pocte jablk pre jednotlivé deti?

RieSenie:

A&. rozpiSme systematicky jednotlivé moznosti pre jednotlivé deti A, B, C :
A B C

" " . F )

pocet O 0-8 Co zostane 9 mozZnosti
1 1-7 ¢o zostane 8 moznosti
2 2—-6 ¢o zostane 7 mozZnosti \
8 0 0 1 moznost’

sCitanim vSetkych mozZnosti dostdvame pocet 45.

B. Ak si oznac¢ime kazdé jablko menom dietata, ktorému ho chceme dat’, tak
dostaneme napr. A AB B C C C C, teda jednotlivé kombinacie 6smej triedy z troch

prvkov s opakovanim. Ich pocetje C,(3) = (NJ = (lo) =45,
3 2

C. Osem jz}bl:k moZzeme oddelit’ dvomi znakami na tri skupiny (pre A, B, C),
napr. OOAOOAOOO O, takych moZnosti je tol'ko, ako rozmiestnit’
dve znacky na 10 poli, t.j. C,(10) = 45.

S

. Predchadzajuci pocet moznosti mozeme urcit’ aj ako pocet moznosti rozdelit’
dva druhy prvkov s poctom 8 a 2 do 10 poli¢ok, t.j. ako pocet permutacii 10

prvkov s opakovanim z dvoch druhov s poctom 8 a 2 prvky: P;‘z(lo) =45.
E. Rozpis s pochopenim:

3 moznosti
6 moznosti
6 moznosti
6 moznosti
3 moznosti
3 moznosti
6 moznosti
6 moznosti
3 moznosti
3 moznosti

WhbhUuaabhUaa0D
W WN — AW — O m
NN ——= o000

spolu 45 moznosti.

Riesenie ulohy ndm umoznilo pouzit’ rozpis, poznatky o kombinéciach bez opakovania
I S opakovanim prvkov, aj permutacie s opakovanim prvkov.
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VYRIESENE PRE ROK 2015

Stanovte najmensie prirodzené Cislo, ktorého ciferny sucet je 2015.
RieSenie:

Ak ma byt prirodzené ¢islo s danym cifernym stuc¢tom ¢o najmensie, musi mat’ aj ¢o najmensi rad,
t. j. pocCet cifier a teda o najviac Cislic 9.

Pretoze 2015 : 9 =223 + 8, hl'adané ¢islo bude 8999...9 (223 deviatok).

Stanovte, aka Cislica bude na 2015. mieste od zaciatku,
ak postupne zapisujeme za sebou prirodzené Cisla od 1:
123456789101112131415...

RieSenie:

Jednocifernych ¢isel je 9. Zaberaju 9 miest.

Dvojcifernych ¢isel je 90 (od 10 do 99). Zaberaju 180 miest.

Trojcifernych ¢isel je 900 (od 100 do 999). Zaberaji 2700 miest.

Hrladané 2015. miesto je 1826. (2015 minus 189) miesto medzi trojcifernymi ¢islami.
Na 1826 miest sa zmesti (1826 : 3) 608 trojcifernych Cisel a este dve cifry.

608. trojica cifier v postupnosti 100101102... je ¢islo 707 (lebo 100 je prva trojica,
101 je druha trojica a teda ¢islo 707 je 608. trojica) za nim nasleduje Cislo 708,

teda Cislica na 2015. mieste je 0.

Stanovte vSetky rozne trojice prirodzenych Cisel x <y < z,
pre ktoré plati x- y-z = 2015.

RieSenie:

Rozklad ¢isla 2015 na prvocisla je 5-13-31.

Teda do uvahy prichadzajt trojice 1, 5, 403; 1, 13, 155; 1,31, 65; 5, 13, 31;

anovte zvysok po deleni cCisla Cislom 15.
St te zvySok po del la 10%°*° &islom 15
RiesSenie:

Vieme, ze 10%°*= 100...000 = 99 ... 990 + 10.

2015 nul 2014 deviatok

Cislo 99... 990 (%'e tam 2014 deviatok) je delitel'né 3 aj 5, teda aj 15,
a preto &islo 10 =100 ... 000 =(99 ... 990 + 10) m4 po deleni &islom 15 zvysok 10.

Stanovte, kolko prirodzenych ¢&isel mensich nez 10%°%°

ma ciferny sucet 3.

RieSenie:

Kazdé prirodzené ¢islo mensie nez 1 ma najviac 2 015 cifier.

Teda s prave jednou &slicou (3) je ich 2 015 (3, 30, 300, ... 3-10%%*).

Ak tam bude dvojica ¢islic 1 a 2, moznosti je C, (2015) a za dvojicu 2 a 1 rovnako vela.

Spolu je to 2- C, (2015) = 2015 - 2014 = 4 058 210

Ak tam budu prave tri jednotky, moézeme ich davat’ na 2015 policok,

teda poCet moznosti je C3 (2015) = (2015-2014-2013)/6 = 1 361 529 455

Spolu vsetkych pozadovanych moznosti teda je 2015 + 4 058 210 +1 361 529 455 = 1 365 589 680.

2015
0
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Stanovte, kolkokrat sa v encyklopédii, ktord ma ocislovanych 2015

stran (prirodzené Cisla od 1 do 2015 vratane), vyskytuje Cislica 5.
RieSenie:

Predstavme si ¢isla od 1 do 2015 napisané pod sebou:

Ur¢ime pocet Cislic 5 na miestach jednotiek.

V kazdej desiatke (od zaciatku) napisanych cCisel je na mieste jednotiek jedna 5;

desiatok je medzi 2015 ¢islami prave 201, tam je pocet 5 prave 201 a eSte jedna 5 za Cislo 2015,
teda pocet 5 na miestach jednotiek je 202.

Na mieste desiatok je 5 v stovke ¢isel 10 krat (50, 51, ..., 59).

V postupnosti 2015 ¢isel je stoviek 20. To znamena spolu 200 ¢islic 5 na mieste desiatok.

Na mieste stoviek je v tisicke ¢isel cifra 5 v ¢islach 500, 501,..., 599, teda 100 krat. V postupnosti
2015 cisel su dve tisicky, teda na miestach stoviek je 200 pétiek.

Spolu je ¢islic 5 zrejme 202 + 200 + 200 = 602.

Na strankach ocislovanych od 1 do 2015 vratane je cifra 5 pouzita prave 602 krat.

Na tabuli s napisané vsetky Cisla od 1 do 2015 (vratane).

Ak najprv oznacime z nich vSetky, ktoré su delitelné dvomi,
potom inou znackou oznacime vsetky Cisla delitelné tromi

a na zaver oznacCime zase inou znackou vsetky Cisla delitelné
Styrmi. Stanovte, kolko z Cisel na tabuli bude potom oznacenych

prave dvomi znackami.

RieSenie:

123456789101112131415... 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

z nich vsetkych delitenych dvomi je 1007;

z nich vSetkych delitelnych tromi je ;

z nich vsetkych delitelnych Styrmi je 503;

¢isel delitelnych dvomi aj Styrmi (¢isla delitelné Styrmi su delite'né aj dvomi) je 503
¢isel delitel'nych dvomi a zaroven tromi (teda delitel'nych Siestimi) je 335;

Cisel deliteI'nych tromi a zaroven Styrmi (teda delitel'nych dvanastimi) je 167;

¢isel delitel'nych dvomi a tromi a zaroven Styrmi (delitelnych dvanastimi) je 167,

Delitené
tromi
671
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Dajme do pomeru

Cisla na obrazku znamenaju vel'kosti
obsahov prislusnych trojuholnikov.
Urcte x, t.j. obsah trojuholnika BCD.

RieSenie:
A: Oznacme si |4B| = p,

BC | =q
a spolo¢né vysky trojuholnikov (podla obr.) |EK|=r,

DI|=s

Potom plati :

Dajme do pomeru:
A _q_ 15+x
Swpe D 60

Sascp _q9_*

Susp P 30

IS+x

Z toho vyplyva, Ze % . Potom x = 15.

B: Pretoze
SAABE=%=6O
_PS_
SAABD_T_?’O’ tak §=2, tedar=2-s.
Vidime, ze SABCE=q2'r=q';S=Q'S=15+x, SABCD:%:xy

teda 0-S=2-X=15+X, potom x =15,
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Dokazte, Ze v trojuholniku oproti vacsej strane lezi vacsi uhol.

C

Nech v trojuholniku ABC je strana AC vicsia ako strana BC. Zostrojme na
strane AC bod D tak, aby platilo: |[BC| =|CD|. Ozna¢me: |£DAB|=«a,
|£ABC| = B . Bod D lezi vnutri usecky AC, teda plati: g > ¢ ().
Trojuholnik BDC je rovnoramenny (|BC| = |CD| ), teda |LCDB| = |LCBD| =g b
(oproti rovnakym strandm lezia rovnaké uhly). ?
Sucasne je uhol CDB vonkajsim uhlom trojuholnika ABD, teda plati:
& > a (2). Podla vztahov (1) a (2) plati: f > a . V trojuholniku oproti
vicsej strane AC lezi vacsi uhol .

A

V ostrouhlom trojuholniku ABC je z vrcholu C spustend vyska.
Z vrcholu B vychadza taZnica a z vrcholu A os uhla.

Ich vzajomné priesecniky su vrcholmi trojuholnika MNP.
Dokazte, Ze trojuholnik MNP nemdZe byt rovnostranny.

Ak by bol trojuholnik MNP rovnostranny, tak by mali vSetky jeho

C

vnutorné uhly velkost’ 60°. Trojuholnik MXB je pravouhly a pre

jeho uhol MBX by platilo: |ZMBX|=30°, lebo |£XMB]| = 60°.

Trojuholnik APX je tiez pravouhly a pre jeho uhly by platilo:

|ZAPX| = 60° Y z
M

| ZPAX| =30°.

Ked'7e AZ je 0s uhla BAC, tak by platilo: | ZBAC| = 2-30° = 60°. x

V trojuholniku ABY by potom pre vel'’kost’ uhla BYA platilo: —\‘

|£BYA| =180°—|£YAB|—|ZABY | A % B
|£BYA| =180° —30° - 60°

|ABYA| =90°.

Podrla vety sus by bol trojuholnik ABY zhodny s trojuholnikom CBY a platilo by

|£BAY| = |LCBY| =60°, ¢o vSak znamena, ze trojuholnik ABC je rovnostranny.

Ak by bol trojuholnik ABC rovnostranny, tak by body M, N, P splynuli a netvorili by spolu
trojuholnik.

Dokazte, Ze v danom lichobezniku ABCD (AB| |CD),

v ktorom plati |AD| =|DC|, je uhloprie¢ka AC osou uhla DAB.

Ak |AD| = |DC| = trojuholnik ACD je rovnoramenny s ramenami AD

\ i .
a DC a plati: |LDAC| = |ZDCA| (1). Pretoze AB je rovnobezné
s CD = |ZDCA =|ZCAB| (2) (striedavé uhly). Z rovnosti (1) a (2)
dostavame: |£DAC| = |£CAB , teda uhlopriecka AC deli uhol DAB na
A B

dva zhodné uhly, t.j. priamka AC je os uhla DAB.
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Podobnost trojuholnikov

Dokazte, Ze v kazdom trojuholniku deli os 'ubovol'ného vnitorného uhla
protil'ahlu stranu v pomere vel'kosti stran pril'ahlych.

RieSenie: Ak zostrojime kolmice na os uhla ACB z vrcholov A a B, vzniknu dve dvojice podobnych trojuholnikov.
|ZACL| =|£BCK| (CK je os uhla ACB)

|ZALC| =|£BKC| =90°
|ZADL| =|£BDK|  (vrcholové uhly)
|ZALD| =|£BKD|=90° ateda plati:
|AC| |AL]

C

AALC ~ABKC (podra vety uu) Sm _ﬁ 1) . e i
AADL ~ABDK  (podi |AL| |AD| 2
- ’ t —_—
(podra vety uu) :>|BK| |BD| @

|AC| ~ |AL| ~ |AD| N |AC| ~ |AD|
IBC| |BK| [BD| " [BC| |BD|

potomz (1)a (2) =

V rovnostrannom trojuholniku ABC je vedena stredom D strany BC kolmica na

stranu AB. Jej pata je bod E. Dokazte, Ze plati: |AE|= %|AB| :

RieSenie:
V trojuholniku ABC zostrojime vysku CF na stranu AB. Trojuholnik ABC je rovnostranny.

Bod F je stredom strany AB a plati: |FB| = %|AB| (1).

Kedze v trojuholniku FBC a Vv trojuholniku EBD plati: |ZEBD| = |LFBC| =qa,

| £CFB| =|£DEB| =90° su trojuholniky FBC a EBD podobné podl'a vety uu.
Bod D je stredom strany BC, pre pomer podobnosti k potom plati

_[BD]_1 . _1_|FB 1
= —— =—,aletaktiezplati: k= == — = |EB| = —|FB| (2).
BC| 2 2 |EB| 2
Dosadenim vztahu (1) do (2) dostdvame: c
EB| = 1-1|AB|
2 2
E8|= |48}
4

ked’ze |AB| =|AE| +|EB| pre dizku AE plati:
|AE| =|AB| - |EB|

[AE| = |AB] - /48]

IAE| = 3| aB|
4

U
m
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DVA ZAUJIMAVE DOKAZY

Dokazeme, Ze vSetky tri taZnice trojuholnika prechadzaji spolo¢nym bodom T,
ktory sa vola taZisko.

C

1. Narysujeme taznice ta, ty (ta= AA1, t, = BBy).

2. Ich priese¢nik ozna¢me pismenom T.

3. Narysujeme polpriamku CT.

4. Na polpriamke CT zostrojme bod U tak, aby platilo |CT|= |TU].

5. Bod U spojme tseckami s bodmi A, B. Dostaneme §tvoruholnik AUBT.

6. V trojuholniku UBC je usecka TA; strednou prieckou, lebo |UT| = [TC| a |BA1| = |A:C|.

7. Priamky UB a TA; st rovnobezky.

8. Podobna situacia je aj v trojuholniku AUC. Priamky TB; a UA st rovnobezky.

9. Stvoruholnik AUBT je teda rovnobeznik.

10. Spojnice jeho protil'ahlych vrcholov AB, UT su uhlopriecky. Uhlopriecky rovnobeznika sa
navzajom rozpol'uju.

11. Teda bod C; je stredom tsecky AB i usecky TU.

12. Usegka CCy je tieZ taznica, lebo spaja vrchol trojuholnika C
so stredom C; protil'ahlej strany.

Zaver: Vsetky tri taZnice trojuholnika prechadzajt prave jednym spoloénym bodom T.

Ukazeme, ze také neexistuju

Dokazte, Ze neexistuju prirodzené Cisla x, y, aby vyhovovali rovnici x2 - 5y + 8 = 0.

2
3 . . .
, vidime, 7e x*+ 3 by malo byt delitelné piatimi

; , . X
Ak upravime danu rovnicu na tvar y =1+

(pretoze y mé byt prirodzené &islo). To ale znamend, Ze X* + 3 by malo byt &islo, ktorého posledna
cifra je bud’ 0 alebo 5. Z toho vyplyva, ze X by malo mat’ na konci Cislicu bud’ 7 alebo 2.

Ak si predstavime vSetky x ako prirodzené ¢isla, na konci ktorych su len cifry 0, 1, 2, ..., 8,9
jasne vidime, ze x*> mdze mat’ na konci len cifry 0, 1, 4, 9, 6, 5 a to znamen4, Ze nikdy tam nie je 2
ani 7. Preto neexistuji pozadované prirodzené ¢isla X, y, aby vyhoveli danej rovnici.
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PRE PODNETNY ROK 2015

Doplnte d'alsi Clen postupnosti a zdovodnite to:
1) 2) 3) 41 5; D

Dopliiam 2015.

Myslel som postupnost {a,} zadanu
an =n+ 2009 . (n_l)(n_z)(ns_lS)(n_4)(n_5)
Siesty ¢len mnou myslenej postupnosti je as = 2015.

Prvych pat ¢lenov tejto postupnosti si urcite vycislite
sami. Vyhovuje to. V roku 2015 je to predsa celkom
dobre pochopitelné.

Co ste mysleli vy?
Viete predsa, Ze postupnost nie je jednoznacne urcena
svojimi prvymi clenmi.
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Mojim Ziakom, Studentom aj posluchacom

Priatelia, uvedomte si, Ze aj mlady ¢lovek bez odvahy a charakter je len vec.
Mierou dospelosti je ochota zobrat vlastné zéleZitosti do svojich rtik. Skola ma
byt prostrednikom pre vasu vychovu a vzdelanie. Podstatou sStudia je aktivita
ducha. Horlivost v uceni zalezi na v6li, ktora sa neda vynutit. Vase odhodlanie
pre vzdelavanie podporujte vnutornym zaujmom i tvorivymi aktivitami.
VyuZzivajte pravo otazky, poznatky ukladajte do systému s pri¢innymi
alogickymi suvislostami, vytvorte si pravidelny systém Studijnej prace.
Preverovanie a hodnotenie vedomosti chapte ako spatnu vazbu medzi vami

a ucitel'mi, ako pomoc pri samostatnom overeni si svojich skuto¢nych
schopnosti. Nenechajte sa nikdy znechutit, nevzdajte sa primeranych realnych
ciel'ov, kriticky hodnot'te svoje mozZnosti i vykony, triezvo hl'adajte nové
perspektivy. Cim lepsie spoznate svet, tym viac fascinujicich zahad v iom
spozorujete. S narastom vedomosti sa zvysi aj d'alSia chut. "Bohatstvo k vam
moZe prist, ale k mudrosti musite kracat' sami“ (R. Young).

Vobec nie sme dokonali, ale snazme sa robit dobré veci: zit zmysluplne, odhalit
skryté vnutorné sily, otvorit sa iniciative ducha na zaklade trvalych mravnych
hodnét. Cestny ¢lovek kona ¢asto spravne aj bez prikazov a nariadeni - na pokyn
vlastného svedomia. Vyuzivajte aj tato prileZitost.

‘ Asi viete, Ze do vrchov sa ide krokom pomalym, dlhym

a rovnomernym. Vykrocte rozvazne, ale presvedcivo.
"Statocnost’ a schopnost' prekondvat’ sa ziskame len vtedy,
ked’ sa odhodldme na obete” (Solzenicyn). Spolo¢nymi
silami mo6Zete nachadzat, aj na uz vychodenej ceste,
> : necCakané prijemné prekvapenia, ktoré vam prinesu nielen
nové poznanie, ale aj vzajomnu spolo¢nu radost i UZitok z dobre vykonanej
Studijnej prace. Prajem vam pravidelny mierny uspech.

Dusan Jedindk
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