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1 Rozvoje elementarnich funkci

1.1 Uvod

Pomérné brzy se matematikové setkali s elementarnimi transcendentnimi
funkcemi jako jsou sinus, kosinus, tangens, logaritmus. Algebraickymi meto-
dami lze urcit hodnoty téchto funkci ve vybranych bodech, bylo vsak nutné
nalézat alespon priblizné hodnoty téchto funkci i pro ostatni argumenty. Ke
konstrukci tabulek funkénich hodnot se vyuzivaly interpolac¢ni metody. Prv-
nim piiblizenim byla lineadrni interpolace, ktera ovsem nedavala prilis presné
vysledky, pozdéji interpolace polynomy vyssich stupnt. V dobé vzniku infi-
nitezimalniho poc¢tu bylo objeveno, ze vSechny bézné pouzivané funkce lze
rozlozit do mocninné fady. Pro vypocet pfiblizné funkéni hodnoty pak stacilo
vzit koneény pocet ¢lenii podle pozadované presnosti. Objev nékolika dil¢ich
rozvoju motivoval matematiky k hledani obecného ptredpisu pro rozvoj funkci
do mocninnych fad. V této praci budeme sledovat zejména binomickou fadu

(1+x)ﬂ:i<’g>xk 2| <1, p€R (1)
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VsSechny tyto fady jsou specidlnim pfipadem tzv. Taylorova rozvoje, jehoz
historii se budeme vénovat ve druhé kapitole. Uvedeme zde jesté nékolik
poznatkt, které budeme potrebovat pri zkoumani binomické rady.



Definice. Pro k,n € Ny, n > k definujeme binomické koeficienty

@ NG —n/!@!m ez Dno Bl mkrd) (g) .

Tuto definici 1ze zobecnit pro u € R, k € Ny:

(/g):u(u—l)(u—?!---(u—kﬂ)’ <H>:1.

Povsimnéme si také, ze binomicka véta

(1+z)" =) (n)xk,
i=o \k
kde n € Ny, je specidlnim pfipadem binomické fady (1). Je-li totiz u € Ny,
jsou binomické koeficienty (’]j) nulové pro k > p.

Véta. Necht p, 1/ € R, n € N. Potom plati
e AN AN o\ (W p\ ([ W w\ (1
( n >_<n><0>+<n—1)<1 et 1/\n—-1 * 0/\n - (2)

Diikaz (viz [4, str. 169-170]). Je-li u, 4/ € N, miZeme vétu dokdzat kombi-
natoricky: Vybirejme n pfedmétt z p rozlisitelnych predmétt prvniho druhu
a p’ rozlisitelnych predmétt druhého druhu. Pocet kombinaci, kde se vysky-
tuje praveé i predmétt prvniho druhu (a tedy n — i predmét druhého druhu)
bude (‘l‘) . (n‘i z) Secteme-li tato ¢isla pres vechna i € {0,...,n}, musime
dostat pocet vSech moZnych vybéri, tj. (“Z’/).

Zvolme pevné y/ € N a uvazujme p € R; leva i prava strana rovnosti (2)
jsou polynomy v proménné j, nebot

(Z) :u(u—1)~];!(u—k+1)

(polynom stupné k),

(polynom stupné n).

(uﬂt’) et )t =) (pt =0t 1)
n n!

Tyto polynomy na levé a pravé strané se rovnaji (pro kazdé p € N), z Ce-
hoZ vyplyva, Ze se rovnaji vSude a véta plati pro vSechna u € R, u' € N.
Zafixujeme-li p € R, pak stejnym argumentem lze dokazat, Ze rovnost plati
pro kazdé p’ € R.



1.2 Binomicka rada

Binomicka véta se v matematice objevuje od starovéku. Prvni stopy nacha-
zime u EUKLIDA (asi 340 - asi 280 pf.Kr), ktery v podstaté uvadi vzorce
(a+ b)* = a® + b* + 2ab a a® + b* = 2ab + (a — b)? [1]; podobné vztahy v té
dobé chapali Rekové obvykle geometricky. Binomickou vétu pro libovolny pii-
rozeny mocnitel pravdépodobné ovladal jiz UMAR CHAJJAM, ktery Zil okolo
r. 1100 [5, str. 80]. Prvni pisemna zminka o binomické fadé s raciondlnimi
exponenty pochéazi z roku 1670 od JAMESE GREGORYHO (1638-1675) [1].
Gregory uvazuje ¢isla b a d takové, ze logb = e, log(b+ d) = e + ¢, a hleda
¢islo, jehoz logaritmus je (e + a):

e+a= logb—l-g{log(b—i-d)—logb}
N~ C ' N—_—_—— ~—

e e+c e
d a/c
log b<1+b) =e+a. (3)
Dale vezme dvé posloupnosti
d? d3
bod. — — ...
Y ) b ) b27 7

a a—c a—2c a— 3¢
¢ 2c’ 3¢ ' 4c
a jejich cleny vynasobi a secte. Tvrdi, ze plati

o—c @ a
2c b c 2c 3¢

a a
log |b+ —d + — T
c c b

a a—c a—2c d° ]
. . =e+a,

coZ pii porovnani se vztahem (3) dava

e d3+...:b<1+d>“/f

¢ 2 b c 2¢ 3¢ b2 b

Diikaz tohoto vzorce Gregory neuvadi. Je ovsem mozné, ze binomickou fadu
odvodil uzitim jisté interpolacni formule, jak uvidime pozdéji.

IsaAACc NEWTON (1642-1727) dospél k binomické fadé pro racionalni ex-
ponenty jiz v roce 1665 pti studiu dila Arithmetica infinitorum, které deset
let predtim uvefejnil JOHN WALLIS (1616-1703). Newton tento objev ne-
publikoval, ale popsal jej ve dvou slavnych dopisech z roku 1676, které poslal
Henrymu Oldenburgovi, tajemnikovi londynské Royal Society, pro preposlani
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Leibnizovi [3, str. 178]. V prvnim dopise, epistola prior ze 3. ervna, se obje-
vuje binomicka fada v tomto tvaru:

nBQ—i-mS_nan'Q—i—H'. (@)

Kazdy ze symbolt A, B, C, ... oznacuje vyraz, ktery se v souctu vyskytuje
pred nim, tedy A = P™/" B = (m/n)AQ, C = ((m —n)/2n)BQ atd. New-
ton zde neuvadi zadny dtikaz, pro ilustraci pfipojil devét prikladd rozvoji,
které odvodil pomoci svého vzorce.

Zkusme nyni do (4) postupné dosazovat za pismena odpovidajici vyrazy.
Po dosazeni A a B mame

(P+PQ)™" = P/ 4 ZAQ + =

2"0Q+...’

(P+PQY™" = P/ 4 Zpming 4 T L prin? 4.

()

nasledné za C dosadime vyraz ve svorce. Vyraz P™" se vyskytuje v kazdém
¢lenu, mizeme jej tedy vytknout a dostaneme

prin |14 B Uy S g

(m—l) (h -2 -7

nQ2 3.9 Q3+‘|:

(e (o (e (o]

coz dava binomickou fadu v obvyklejsim zapisu

i ran e[ ()]

k=0

= pm/n [1+ Q-+

Abychom docenili Newtontv prispévek, je tieba Fici, ze do té doby ne-
byly racionalni exponenty pouzivany. Wallis zavadél tzv. ,indexy“. Rikal, Ze
posloupnost v/1, v/8, v/27,... mé index 3/2 a Ze posloupnost 1/v/1, 1/v/4,
1/4/9,... mé index —1/2. Neobvyklost vyjadfeni Newtonovy fady je také
déna tim, ze do té doby se binomické koeficienty vyjadiovaly predevsim po-
moci Tadkl Pascalova trojihelniku. Binomicka véta nebyla znama ve tvaru,
kde by stacilo jednoduse zaménit pfirozené exponenty za raciondlni [3, str.
168].

Na Leibniztiv dotaz na odvozeni binomické fady vysvétluje Newton v epis-
tola posterior z 24.tijna 1676 kroky, které jej dovedly k jeho objevu. New-
tonova prace je zalozena na Wallisové postupu tabulkové interpolace. Jak
popisuje Newton (viz [3, str. 179-180]):
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At the beginning of my mathematical studies, when I had met
with the works of our celebrated Wallis, on considering the series
by the intercalation of which he himself exhibits the area of the
circle and the hyperbola, the fact that, in the series of curves
whose common base or awis is x and the ordinates (1 — 22)%/2,

(1—1’2)1/2, (1 _$2)2/27 (1_552)3/27 (1—1’2)4/27 (1_372)5/2 ete., Zf

1,3 2.3,1.5
the areas of every other of them, namely x, v —3x°, x—51°+£2°,

xr — %x?’ + %x‘r’ — %x7, etc. could be interpolated, we should have
the areas of the intermediate ones, of which the first (1 — x?)'/2
18 the circle: in order to interpolate these series I noted that in

all of them the first term was v and the second terms Ya3, %x?’,

3
%I?’, %x3, etc. were in arithmetical progression, and hence that
two terms of the series to be intercalated ought to be

T — 1 (1303) T — 1 (3333) T — 1 (53:3> etc
3\2 ’ 3\2 ’ 3\2 ’ '
To intercalate the rest I began to reflect that the denominators
1, 8, 5, 7, etc. were in arithmetical progression, so that the nu-
merical coefficients of the numerators only were still in need of
westigation. But in the alternately given areas these were the fi-
gures [i.e., digits] of powers of the number 11, namely of these
11°, 111, 112, 113, 113, 114, that is, first 1; then 1, 1; thirdly 1, 2,
1; fourthly 1, 3, 3, 1; fifthly 1, 4, 6, 4, 1; etc. And so I began to
inquire how the remaining figures in these series could be derived
from the first two given figures ... .

Newton tedy uvazuje jistou posloupnost funkci

fulz) = [(1 — )3t

Jestlize n je sudé, f,, mize byt vyjadrena explicitné. Pomoci Wallisova vy-

sledku
a ap-i-l N
At = —— €N,
/0 p+1 b

stanovi Newton jednotlivé integraly, napf.

_ _2\d/2 9 o2 Ay _4 3\, 15
fa(x) /0 (1 —¢5)¥=dt /0 (1-2t"+t")dt =2+ < 3% ) + 2o

Jesté vhodné uzavorkujme, abychom lépe vidéli ,,mocniny jedenacti,“ o kte-
rych mluvi Newton.



folx) = 1-x,
fo(x) = 1-x+4+1-

/|\

falx) = 1-z+2-

/l—\
Wl Wl W[+~
8
w
~
+
[—
I/

/l—\

Obecné pro n sudé plati

£ (2) = /Ow(l 2 g — /Om (”22/2 (n/2>(_1)mt2m) df —

m=0 m

n/2 2m-+1 n/2 2m-+1
n/2 T T
= ( )(—1) =D Gma(-)"o——
m=0

m 2m+1 = 2m+1’

kde a,, , = (”T{L 2). Newton predpoklada, ze pro n liché plati

x2m+1

fn(x) = mzzo am,n(_l)mma

a hleda prislusné koeficienty a,,,. ZapiSme koeficienty a,,, do ,nekonecné
matice*

1 = 1 %« 1 % 1 %
0 « 1 %= 2 % 3 «
A=10 « 0 * 1 * 3 =%
0 = 0 « 0 *x 1 =«

Symbol * nahrazuje prazdné misto pro n liché, které budeme chtit doplnit.
Newton si nejprve vsiml, jak je uvedeno vyse v citaci, ze pokud je n sudé,

tak pro prvni dva koeficienty plati

n

9

a predpoklada, ze to bude pravda i pro n liché. Nulty a prvni radek tedy

muzeme vyplnit.

apn, =1 a a,=

N

I
O O O
* K% K NI =
O O R
¥ ¥ ¥ Nlw
O RN
¥ ¥ ¥ o
=W W
¥ ¥ ¥ N
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Ve sloupcich, kde je n sudé, lze libovolné dopocitavat dalsi prvky podle pra-
vidla znamého z Pascalova trojuhelniku; pro nasi matici ma tvar

Amn+2 = Am—1,n + Qm,n-

Vynechame-li kazdy druhy sloupec matice A, dostaneme matici ve tvaru

a a a a a
b a+b 2a +b 3a+b 4a+ b
B=|c¢c b+c a+2b+c 3a+3b+c 6a 4 4b+ ¢

d c+d b+2c+d a+3b+3c+d 4a+6b+4c+d

kde a, b, ¢, d, ... jsou jisté konstanty a plati
bm,nJrl = bmfl,n + bm,n~

Newton podle Wallisova vzoru predpoklada, ze fadky matice A jsou tvoreny
stejnym zpusobem jako radky matice B, ale ze konstanty a, b, ¢, d, ... mohou
byt v kazdém Fadku matice A jiné (viz [3, str. 181]). Naptiklad v fadku m = 2
je tfeba urcit a, b, c. Porovnamim matic A a B dostaneme tuto soustavu tii
rovnic:

= ¢
= a+2b+c
1 = 6a+4b+c
Odtud je a = i, b= —é, ¢ = 0. Pak uz mizeme urcit napft.
1 3 15
a1 =b+c= —3 ass =3a+3b+c= 3 azs = 10a +5b+ ¢ = 3 atd.
Miizeme zkusit, zda nasledujici prvek vyjde podle naseho ocekavani:
9 15 24
ase = 95a+ b+ 10a + 5b+c = st =% =3 (viz matice A).

Stejnym zpusobem budeme postupovat v nasledujicim rfadku. Zde potiebu-
jeme urcit ¢tyti konstanty a, b, ¢, d, a tedy i ¢tyfi rovnice. Paty a Sesty sloupec
B maji tento tvar:

a a
5a +b 6a + b
10a + 5b + ¢ 15a + 6b + ¢

10a +10b+5¢c+d 20a+ 150+ 6¢+d

11



Vezmeme ¢tyfi zndmé hodnoty ze tietiho radku matice A, tj. asg = az2 =
asqa =0, asg =1, a vyfesime nésledujici soustavu:

0 = d

0 = b+2c+d

0 = 4a+6b+4c+d

1 = 20a+ 150+ 6¢c+d

Dostaneme feSeni a = 1/8, b= —-1/8, ¢=1/16, d=0. Vypocitame

1 1 5
as; = c+d = 16’ as3 = a+3b+3c+d = 16’ azs = 10a+100+5c+d = 16
Newton jesté poCitd as; = —5/128, as3 = 3/128. Pfedevsim se zajimal

o piipad n = 1, kde vychazeji koeficienty rozvoje funkce

filz) = /035(1 — )2

do mocninné fady. Vypocital stejnym zptisobem jesté as; = 7/256 a ag; =
—21/1024. Dopliime ziskané vysledky do matice A:

1 1 1 1 1 1 11
0 3 1 5 235 33
0o -5 0 2 1 B 3 «

A=|0 & 0 —% 0 = 1 =
0 -3 0 2 0 % 0 =«
0 5= 0 % 0 % 0 =«
00— 0 % 0 % 0 =

Cisla v prvnim sloupci jsou koeficienty pied zévorkami v fadé

B 1 x3 1 [(2° 1 x’ 5 x?
e (9 )b (D )

Newton zjistil, ze tato ¢isla lze rozepsat nasledujicim zptsobem:

. (;>'<§)2_1’

5 = ()5 B
o - () W@ B

Ty B () (o ()



atd. Dospél tedy k vysledku

L) -G-1)-(3-2)- ... (3-k+1) (n/2>'

H1 = el K

Uvédomuje si, ze podobné pravidlo bude platit pro dalsi sloupce matice A.
Poté, co nalezl rozvoj

o) = [ = ey = St 5)

= 2k + 1’

obraci svou pozornost k rozvoji funkce (1 — 22)"/? (viz [3, str. 183]).

When I had learnt this, I immediately began to consider that the
terms (1 — 22)%2, (1 — 2222, (1 — 22)¥2, (1 — 2%)5/2, etc. could
be interpolated in the same way as the areas generated by them:
and that nothing else was required for this purpose but to omit the
denominators 1, 3, 5, 7, etc., which are in the terms expressing
the areas; this means that the coefficients of the terms of the
quantity to be intercalated (1 — 22)Y/2, (1 — 22)%2, or in general
(1 —22)™, arise by the continueted multiplication of the terms of
this series
m—1 m-—2 m-—3

te.
m><2><3><4ec

Derivaci vztahu (5) obdrzime

> 2
(1— xZ)n/Q _ Z(_l)k n/ 22k
k=0 k
Newton tvrdi, Ze obecnéji plati
(1—2*)™ = Z(—l)kCZ) x%k kde m € Q.
k=0

Jako priklad uvadi nasledujici rozvoje:

1 1
1 21/2:1 - = _— .6
(I =27 o T Tt T
3 3 1
(1—ax?)3? = §x2—|—§x4—1—6x6+ ;
1 5
1 2N1/38 _ | _ 2,2 1.4 2 6
(1 =27 57 79" Tt T



Zobecnénim téchto vysledkt je pak binomickd fada (4), jak ji formuloval
v epistola prior.

Newton se obaval, ze jeho interpola¢ni procedura neobstoji jako dikaz.
Vysledek si ovéfil ,,umocnénim na druhou® rozvoje (1 — 22)/2. Radu umoc-
tioval stejnym zpusobem jako polynom kone¢ného stupné (viz [3, str. 183]).

Konvergenci nezkoumal, nicméné uvadi nasledujici rozvoje funkce y =
1/(1+ z?)

y=1/1+2*)=1—-2+a2* -2+ 2% — ...,

y=1/("+1)=a -z +a2 -2 %4+,

ke kterym poznamenava, ze ,kdyz je x dost malé, uzije se prvni fada, ale
kdyZ je x dost velké, je tfeba uzit druhy rozvoj“ (viz |9, str. 25-26]). Stejnou
myslenku mizeme nalézt i v nasledujici ukazce z Wallisovy prace De Algebra
Tractatus, Historicus & Practicus, resp. z Wallisova anglického ptrekladu, kde
v ¢lanku The Doctrine of Infinite Series, further prosecuted by Mr. Newton
uvadi tehdy nepublikované Newtonovy vysledky [10, str. 222]:

Ezxamp. 11

4 5 8 4,.6 10
5 5 . 4 5 c*r —x° —2c°rx + 4c*z” — 2w
+ctr—x°i=c+ , &ec.
v 5ct 2529+

As will be evident by substituting 1l =m. 5=mn. & = P. and

A)ctr — 25(Q. Or we might in like manner substitute —x® = P,

and —z°)ctz — A(Q. And then

4 5 8 9, .10
5.5 A 5. _ c*r +c 2cxx +4c” + ¢ &
\/ ¢+ cr—1 = —x+ Bl + 550 + &e.

The former way is most eligible, if x be very small; the latter if
x be very great.

Konvergenci Newtonovy binomické fady patrné jako prvni vysSetfoval
JEAN LE ROND D’ALEMBERT (1717-1783). Specialné se zabyval pfipadem

L 200 1/2

+—) .

( 199)

Vypoéital pomér a,,1/a, aukazal Ze v absolutni hodnoté je tento pomér vétsi

nez 1, pro n vétsi nez 300. Proto absolutni hodnoty ¢lenti od tohoto ,zlomu*

zaCinaji rist a nemohou tak konvergovat k nule; fada tedy diverguje [14, str.
90-91].
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Louts AUGUSTIN CAUCHY (1789-1857) v Cours d’ analyse d’ecole poly-
technique Royale z roku 1821 zavadi binomickou fadu néasledujicim zpisobem
(viz. [3, str. 312]). Nejprve ukazal podilovym kritériem, Ze fada

arar =3 (1) )

k=0

konverguje pro |z| < 1:

12 k+1
Apt1 <k+1)x p—k

an (ll:):vk T k1T
lim |25 = ||
k—oo |k + 1

Tedy fada (6) konverguje absolutné pro |z| < 1.

Pro x pevné (a |z| < 1) oznadil Cauchy soucet fady (6) ¢(u) a tvrdi,
ze ¢ je spojita funkce proménné p; vychéazi z predpokladu, ze souctem rady
spojitych funkei je opét spojita funkce (coz ovSem neplati vzdy). PFimym
vypoctem ukazal, ze ¢(u)p(p') = é(u + p'). Pii zachovani vyse uvedeného
oznaceni totiz plati

(B0 =S 1E0) - O ) -+ 06

VyuZitim vzorce (2) dostaneme
o) =Y (M)t (7 )at =30 (M )an = ot ).
im0 \k im0 \F n=0 \ T

V souladu s timto vysledkem je ¢(2) = ¢(1+1
pak dostaneme

¢(m) =p(L+1+4---+1)=0o(1)p(1) - ¢(1) = [¢(1)]"

m m

I
=
—_
—
=
N
I
=S
—
=
s
E.
oW
a
=
e,

pro kazdé ptirozené m. Podle toho je pro prirozené n
1 1"
n n

b =0 ().

n

a tedy také
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Pro m a n prirozené je

s(m- ) =[o(2)]" =y o

n

Vzorec (7) plati pro i pro zédpornd raciondlni ¢isla, nebof ziejmé ¢(0) = 1,
a odtud plyne

1= 00— 1) = 6000 a tak =) = s

Funkce ¢ je sou¢tem mocninné fady, ¢ je proto spojita. Z funkénich hodnot

spojité funkce v racionalnich bodech lze urc¢it funkéni hodnoty v ostatnich
bodech. Tedy je

¢(p) = [o(1)]"

pro kazdé redlné p. Ale podle (6) je ¢(1) = 1 + z, tedy o(p) = (1 + x)*
pro |z| < 1 a u libovolné, ¢imz je vzorec dokazan. Pomoci silnéjsiho kriteria
(napf. Raabeova) lze dokéazat absolutni konvergenci fady pro |z| < lap > 1.

Kompletni odvozeni binomické fady provedl NIELS HENRIK ABEL (1802
1829) v roce 1826.

1.3 Rozvoje logaritmu a exponencialy

Prvni logaritmické tabulky sestavil JOHN NAPIER (1550-1617). Tvorbé tabu-
lek se také vénoval JOST BURGI (1616-1703). V roce 1624 zvetfejnil HENRI
BRricGs (1616-1703) ¢trnactimistné tabulky dekadickych logaritmi. Loga-
ritmické tabulky poslouzily ke zjednoduseni numerickych vypoctt. Belgicky
jezuita GREGORY SAINT VINCENT (1584-1667) poukazal v roce 1647 v dile
Opus incrementorum na jistou vlastnost ploch omezenych rovnoosou hyper-
bolou; viz nasledujici ukazku z [3, str. 154-156].

Y
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Jestlize [a,b] je uzavieny interval na kladné ¢asti osy x, ozna¢me A,p
oblast, ktera lezi na tomto intervalu mezi hyperbolou zy = 1 a osou =x.
Potom Gregoryho objev miizeme zapsat timto zptisobem. Pro ¢ > 0 je

Aa,b = Ata,tb- (8)
Abychom tento vztah ovérili, rozdélme interval [a, b] na n stejnych ¢asti:
=T < T1 < <L <X <+ < Ty < Ty, = b

Kazdy podinterval mé délku (b — a)/n. Déle sestrojme nad kazdym podin-
tervalem [z;_1, ;] obdélniky o vyskach 1/z;, resp. 1/z;_;. Obsah jednoho
obdélniku je (b — a)/(nz;), resp. (b —a)/(nx;—1).

A

[ I
3=x, X, X=D X, 1x; Ix

Pak mtzeme odhadnout A, ;:

n
2
i=1

Stejné pak rozdélme interval [ta, tb]

b

—a " b—a
SAa,bS
nx;

nr;— .

=1

ta =tryg <tr; < - <trj1<te; < - <tx,_1<tr,=tb

na podintervaly délky ¢(b — a)/n. Sestrojime opsané a vepsané obdélniky
o vyskach 1/(txz;) a 1/(tx;—1). Obsahy jednotlivych obdélnika jsou

t(b —a)/(tnz;) = (b — a)/(nx;), resp. t(b — a)/(tnx;_1) = (b — a)/(nx;_1).
Nyni mame nasledujici odhad pro A, u:

"b— "bh—
Z ¢ S Ata,tb S ¢ . (10)

i—1 i i—1 Mi-1

Pro obé plochy mame stejné odhady a mohli bychom fici, ze A, = Ao,
zbyva jesté ukazat, ze horni a dolni sou¢ty maji stejnou limitu. Obvyklym
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zplisobem v té dobé, jak oddvodnit (8) na zdkladé odhada (9) a (10), byla
Archimedova ,metoda komprese* (viz [3, str. 54]). Vypocital se rozdil obou
odhadt a ukézalo se principem dvojiho sporu, ze limita je nula. Pomoci
dnesni symboliky mutzeme psat

C%:ib—a_if—a:b—ai<]__1>:Mw<1_1>:

i=1 nr;—1 i—1 nr; n im1 Ti—1 T n Zo Tn

a b

)

n nab

:b—a<1 1) (b—a)?

tedy

N2
lima, = lim (b—a)

= 0.
n—oo  nab

Tim je rovnost (8) dokazéana.

Pti procitani Gregoryho prace Opus incrementorum poznamenal jeho pii-
tel ALPHONSE ANTONIO DE SARASA (1618-1667), Zze z rovnosti (8) plyne
pro jistou funkei L(z) plochy pod hyperbolou zy = 1 charakteristicka vlast-
nost logaritmi L(zy) = L(x) + L(y), kde funkce L(x) je definovana takto
(viz [3, str. 156)):

B Ay pro r>1
L(z) = {—Am pro 0<xz<1

(v dnesni notaci L(z) = [{ 1 dt). Pro z a y véts{ nebo rovné 1 je
L(zy) = A1ey = A1e + Avay = A1 + Ay = L(2) + L(y).

Pro z a y mensi nez 1 je zy < 1 a plati

L(zy) = —Agyy = —Aug — Apye = —Azn — Ay = L(x) + L(y).
Konecné prox <1,y >1laxy>1je

Lzy) = Aley = —Aey + Avey = —Aey + A1y = L(z) + L(y),
resp. pro zy < 1 je

L(zy) = —Apyn = —Aun + Apay = —Apn + A1y = L(7) + L(y).

Ziejmé L(1) = A;; = 0. Dalsi vlastnosti logaritmt dostaneme snadno: 0 =
L(x/x) = L(x)+ L(1/x) tedy L(1/2) = —L(x). Proy = x je 2L(x) =
L(x) = L(x?), zobecnénim dostaneme
kL(z) = L(x) + -+ + L(z) = L(z").

k krat

18



V knize Logaritmotechnia z roku 1668 NIKOLAS KAUFMAN (MERCATOR)
(1620-1687) popisuje kromé konstrukce logaritmickych tabulek také fadu pro
In(1 + z), kterd dnes nese jeho jméno. Nejprve forméalnim délenim obdrzel
geometrickou fadu

1 2 3 s
Y= =l-z+2” -2’4+ => (=1)"2" (11)
1+ n=0
Radu pro logaritmus
:L'2 $3 $4 fe’e) (_1>n+1xn
In(1 =r——=4+—=———4---= - 12
n(l+z)==x 5 + T T + nzz:l o (12)

odvodil vypoétem zalozenym na Cavalieriho principu [3, str. 162]. Mercator
zminuje oznacCeni ,prirozeny logaritmus® pro logaritmy urcené hyperbolic-
kymi oblastmi, a také nalezl koeficient 0,43429 (=1/1n10) pro pfevod pfiro-
zenych logaritmi na dekadické (viz [3, str. 164]).

Nésledujicim vypoctem odvozoval z fady (11) Mercatorovu fadu (12)
John Wallis (viz [3, str. 163]). Rozdélme interval [0, 2] na n podintervald,
z nichz kazdy ma délku h = x/n. Nad nimi postupné sestrojime obdélniky
o vyskach

1 1 1
1+h” 1420 7 1+ (n—1h

1+h

_ 1
y_7+X

— -

0 h 2h X

Rozvineme vysky do geometrickych rad, pak hledané plocha bude

n—1 1
In(l1+z) ~ h <1+Z 1+jh)

= h+h <:§i(1)’“hk> +h (2(—1)’“(%)’“)
b (DA ).
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Seskupenim ¢lenti obsahujicich stejnou mocninu A dostaneme

n—1 n—1 n—1
In(l1+x) ~ nh—h> ih+h> (ih)>+ -+ (=1) > _(ih)"---
1=0 1=0 =0

n—1 n—1 n—1
= nh—0Y i+ Y @+ (DR iR
1=0 =0 =0

potom dosadime h = z/n

Pouzitim tohoto vysledku a limitnim pfechodem pro n — oo pak dostal
Mercatorovu fadu (12). Wallis se domnival, Ze podminka x < 1 je nutna pro
konvergenci fady [3, str. 163].

Zda se, ze k fadé (12) dospél diive Newton v souvislosti s binomickym
rozvojem [3, str. 186-187]. Jeho pivodni vypocet plochy pod hyperbolou
y =1/(1+x) se opiral opét o metodou tabulkové interpolace. Newton védél,
Ze pro n prirozené plati

]_ n p— k pr— p— —_—
/0 (1+1¢)"dt /0 1;:0: <k>t dt = <k>k+1 > g —,

k=0

kde a,,, = (mL) (v dnesni notaci). Pfi tomto oznaceni plati

Am—1,n + Qmn = Amn+1

pro n > 0. Newton predpokladal, Ze tento vzorec bude platit i pro n = —1
a ze je a;,—1 = 1. Odtud dostaneme

a1 + a1 = Q29
1 + a2-1 = 0
Q2 -1 = —1.
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Stejnym zptusbem vyjde

-1 + az_-1 = asp
—1 + az -1 = 0
azg—1 = 1

Obecné bude a,, 1 = (—1)™"! tedy pro hledanou plochu pod hyperbolou
plati

2 2 2t

_[" 13, 1"
ln(l—i—x)—/o(l—l—t) dt = x 5 T3 4+---+( 1) —
Newton jiz védeél, ze tato plocha ma charakteristickou vlastnost logaritmi.
Pro ovéreni spravnosti svych tvah si sestavil jakousi minitabulku logaritmi a
dvéma zpusoby vypocital logaritmus jistého ¢isla na velky pocet desetinnych

mist (viz [3, str. 160]).
Newton si vSiml, Ze rozvoj do geometrické rady

1+

Ize jednoduseji ziskat tzv. ,,dlouhym délenim“. Operace, které jsou bézné pro
praci s polynomy, zacal Newton aplikovat i na nekonec¢né rady.
Newton déle nalezl postup (tzv.inverzi fady), kterym je mozné z fady

(o]
z= Z agpx”
k=0

ziskat fadu
x
T = Z b2,
k=0

tj. rozvoj inverzni funkce. Jeho metoda vychézi ze zptisobu priblizného feseni
rovnic, dnes znamého jako Newtonova metoda (viz [3, str. 201-203]). Nasle-
dujici vypocet podle [3, str. 204-205] a [2, kap. 1] ukazuje Newtonovu inverzi
Mercatorovy fady z = In(1 + x): Z rozvoje

ZL’2 1‘3 .’L’4 $5

z:x—?—l—g—z-l—g—”'

chceme vyjadrit . Rovnost prepiseme do tvaru
2 3 4 5

xXr T xr s
e (13)
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odkud zanedbanim vsech nelinearnich ¢lenti urc¢ime prvni aproximaci r ~ z.
Substituci = z + p do (13) dostaneme

[(ZJFP)_ (zzp)2+(z4;p)3_ (zzp)“Jr(zJ;p)‘”’_m] .

Usporadame vyrazy podle mocnin p:

2 3 4 5
T e R

1 3 1
—1—p2[—2—|—z—222—1—223—1—525—1—---]—|—---:O. (14)
Zanedbame ¢leny obsahujici druhé a vyssi mocniny p a odtud vyjadiime
U Lttt it A _322_‘_
P e Ay T 2

Druhé4 aproximace je tedy z ~ z + 22/2. Vezmeme dale p = 2?/2 + ¢ a to
dosadime do (14):

z 2 2P 22
o4z -z 1— 2_ 3 4.
[ 5 3 4—1—5 ]+(2+q>[ zZ+z 2"+ z ]
3 1
—7+z—fz +223 4+ 22° +- }+--=O
2 )
Uspotradame podle mocnin g:
Ly 1, 15 } { L, }
_Z e 1— - R—
62 +82 202+ +4q z+22+ +
Odtud urcime
N%23—§z4+%25+"'_123+
¢ l—z+3224-- 6 ’

tfeti aproximaci pak je z &~ z + 2%/2 + 23 /6.
Pokracovanim podle tohoto postupu Newton vypocetl

R S SR VRN S
TEAETSE T Tyt 120Z

Protoze z = In(1 4 ) je ekvivalentni se vztahem z = e* — 1, Newton tak
vlastné jako prvni odvodil fadu pro exponencialu [3, str. 204]

S SUUE Je S SRS v S S S
e ST T Ty 1202
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Cislo e poprvé nalezl DANIEL BERNOULLI (1700-1782) v roce 1729 pii

A
1z Zapsal toto ¢islo ve tvaru (ﬁ) ,kde A =

vysSetfovani maxima funkce x yi

oo a nasledné je vyjadiil pomoci fady [13, str. 124]:

1 1 1

1
+1-2+1-2-3+1-2~3-4+

Vztah mezi logaritmem a exponencidlou plné objasnil az LEONHARD EU-
LER (1707-1783), ackoli podobné myslenky lze nalézt jiz u Wallise (viz [3,
str. 164]). Od Eulera pochéazi dnes uzivana definice logaritmu, kterou zaved!l
v knize Introductio in analysin infinitorum z roku 1748 (viz [3, str. 272]):
Logaritmus z pii zakladu a, log, x, je takovy exponent y, pro ktery plati
a’ = .

Euler pocital s nekonecné malym cislem ¢ a nekonec¢né velkym cislem N
(oznacleni viz [3, str. 272]). Nasledujicim zpisobem odvodil rozvoj obecné
exponencialy a” (viz [3, str. 272-273]). Nejprve poznamenal, ze a° = 1. Pro
nekonecné malé ¢islo € plati

a® =1+ ke, (15)

kde £ je konstanta zavisejici na zakladu a. Je-li dano konecné cislo x, pak
Euler zavadi nekone¢né veliké ¢islo N = z/e. Potom je

a = a

2

kx N(N =1) (kzx N(N =1)(N —-2) (kz
— N[22 TR rr
TVAN) T T N 31 N

_ INN—=1) 55 1INN-1)(N=-2) 3,

Protoze N je nekonecné velké, Euler pfedpoklada, Ze

N-1 N-2

1=
N N ’

coZ bychom v dnesni symbolice interpretovali jako lim,, .. (n—1)/n = 1, kde
[ je konecné ¢islo (viz [9, str. 36]). Odtud je

E2x? k328 kna™
+

a® =1+ kx + o1 + T + - o
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Substituci z = 1 obdrzel vztah mezi a a k:

K2 k3 k™
a = 1+k+2+§+ +H+.” (16)

Euler nyni zavedl své slavné ¢islo e jako hodnotu zékladu a, pro kterou je
k=1 [3, str. 273].
> 1
e= —
=ym!

V tomto ¢isle rozpoznal zaklad prirozenych logaritmi, a vypsal je s presnosti
na 23 desetinnych mist:

e = 2,718 281 828 459 045 235 360 28

V dnesnim zapisu dospél Euler k rozvoji

oo .m

8

1
m=0 m:

V pribéhu vypoctu se téz objevuje vyjadieni

N n
() D)

z nehoz dostaneme e jako limitu posloupnosti

) 1\"
e = lim <1+) .
n

n—oo

Nyni jesté ukazeme vyznam konstanty k z rovnosti (15). Ze vztahi (16) a (17)
vidime, Ze a = e*. Je tedy k = Ina.

Nésledné Euler odvodil rozvoj logaritmu (viz [3, str. 273-274]):
Necht a,x,y jsou &isla spliujici a* = 1 + y. Pisme opét © = Ne, kde N je
nekone¢né velké a € nekoneéné malé, a pouzijeme vztah (15). Potom je

l+y=a"=a"=(1+ke)V,
a tedy log,(1 +y) = Ne. Plati také
1+ ke = (1+y)VV,

(L)1
- k

a odtud dostaneme
N
log, (1+y) = Ne = — (A+ytN —1).
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Pro k =1, tedy pro a = e mame
In(1+y) =N ((1+y"N —1). (18)
Dnes bychom tento vztah vjadrili jako

In(1+y) = lim n ((1+y)"" = 1).

n—oo

Vyraz (1 + y)'/V rozvineme podle binomické poucky a dostaneme

m(l4+y) = N([= A1V<11V_1)y2+flV(flV_l)(flV_Q) 3+...)

N T 3! Y
B +1(1—N> 2+1<1—N)<1—2N) 3 .
TR AR TR A
Dosazeni 1_N 1_9N
N ) N Y a )
nam da pozadovany rozvoj logaritmu:
1 1
In(1 —y— =t =
n(l+y)=y— gy +3y
Euler jesté vypocetl rozvoje
1 1
In(l —y) = —y — —¢> — =2 — ...
n(l-y)=—y -5y — 3y ,
1+y ( 15 15 )
] —9 - - )
nl_ Y+ 33/ + 53/ +

1.4 Rozvoje goniometrickych funkci

Binomicka, exponencialni a logaritmicka fada se objevuji v pracech evrop-
skych matematiki od 17. stoleti v souvislosti s interpolacnimi problémy a po-
c¢atky integrovani. Je pozoruhodné, zZe mocninné rozvoje goniometrickych
funkci byly poprvé nalezeny v Indii a to dokonce jesté o témér 200 let diive,
na konci 15. nebo na zacatku 16. stoleti.

Z té doby, tj. z let 1501-1502, pochézi verSovany spis Tantra-sangraha
(Védecky sbornik) jihoindického ucence NILAKANTHY Z KERALU [5], jinak
téZ NILAKANTHA SOMAYAJI (1444-1544) viz [7]. V tomto dile nachazime
nésledujici popis [5, str. 170]:
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Vezmi takovy oblouk kruzZnice, Ze jeho sinus je mensi nez kosinus
(*). Vyndsob sinus oblouku polomérem a dél kosinem. To dd proni
velicinu. Vynasob tuto velicinu c¢tvercem sinu a dél ctvercem ko-
sinu, dostanes druhou velicinu. Opakuj to, ndsobic ctvercem sinu
a déelic ctvercem kosinu. Ziskané veliciny dél po poradku lichymi

celyma cisly 1, 3, 5, .... JestliZe ziskané veliciny zacnes stridave
odecitat a pricitat k proni, pak konec koncu dostanes oblouk kruz-
nice

Oznacime-li polomér kruznice r, pak délka oblouku kruznice o poloméru r
bude r¢, kde ¢ je velikost tthlu v obloukové mife. Dale piSme Sin ¢ = rsin ¢
a Cosp = rcosp v souladu s oznacenim v [5] pro tehdejsi vyznam sinu a
kosinu. Podle uvedeného navodu tedy plati

_rSing 1 rSing Sin¢ 1 rSinp Sin?¢ Singp
"~ Cosep 3 Cosp Cos’p 5 Cosp Cos’yp Coso

re

Po tpravé dostaneme

tg’y | tg’y
rcpzr(tgga— 3 + 5 )

Oznacime-li x = tg ¢, dostaneme po tpravé rozvoj funkce arkustangens:

3 LL’S .1]7

fop — o — — L Ty
arctgr = 3 + 5 - +

Z podminky (*) lze usoudit, ze Nilakantha jiz pfemyslel o konvergenci rady

pro 0 < ¢ < m/4 a divergenci pro /4 < ¢ < 7/2 (viz [12, str. 169]);

v druhém piipadé doporucuje pocitat oblouk r - (5 — ¢). Volbou r = 1 a

¢ = /4 obdrzel fadu

T 1 1 1 (=)t
PR S B
kde K, je opravny ¢len, ktery jiz pro mald n podstatné zlepsuje aproximaci
[12, str. 169]. Kromé této fady jsou ve Védeckém sborniku uvedeny jiné,
rychleji konvergujici, véetné nékolika vyjadieni opravnych ¢lent K, (viz [5,
str. 171]).

V jiném indickém spisu, Karana-paddhati, (Technika pocetnich operaci),
je uveden rozvoj funkce arkustangens v mocninou fadu, jeji pouziti pro vy-
pocet 7, a také rozvoje funkei sinus a kosinus (viz [5, str. 175]).
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Deél oblouk kruznice dvema, tremai, atd. poloméry, potom vynd-
sob oblouk pruonim vysledkem, co ziskds druhym atd. Napis sudée
veliciny pod oblouk a liché pod polomér a odecti kaZdou druhou.
Dostane se sinus a kosinus oblouku.

Podle uvedeného navodu, kde oznac¢ime r polomér a s oblouk odpovidajici
uhlu ¢ tj. s = ry, sestrojime dvé posloupnosti

s3 s°

2.3-72" 2.3.4-5-747

S,

52 s
P, —, ———— -
2r° 2-3-4-13

ze kterych utvofime rozvoje sinu a kosinu v nekonec¢né rady:

$3 5
SinQO:TSiHQOIS—W—i‘W—

52 s
CongZTCOS(p:T——Z!T +74!r3 —

Oba vyse zminéné spisy jsou psany ve versich a obsahuji pouze formulace
pravidel bez dikazi. Odvozeni se objevuje az v prozaické praci [ukti Bhdsd
(Yuktibhasa) (Vysvétlujici komentar), kterou napsal JYESTHADEVA (asi 1500
—asi 1575) (viz [7]). Neméame zadné diavody, pro néz bychom se domnivali, Ze
Nilakantha a jeho neznami predchtidci nebo soucasnici, zabyvajici se fadami,
pouzivali jiné metody nez metody popsané ve Vysvétlujicim komentari, pise
Juskevi¢ v [5]. Obecné se soudi, Zze vySe uvedené vysledky nalezl MADHAVA
ZE SANGAMAGRAMMU (1350-1425). Je mozné, ze autorem spisu Karana
Paddhati, ktery byl napsan mezi lety 1375 a 1475, je pravé Madhava, to je
ovSem pouhd domnénka [8].

Prace indickych matematiki ztstaly zapadnim matematikiim neznamé.
Jako prvni v Evropé nalezl rozvoj sinu a kosinu ISAAC NEWTON (viz [3, str.
205-206]). Funkci y = /1 — 22 rozvinul v fadu

2 4 6

1— 21/2:1_2_2_2
(1= 578 16"
kterou integroval po c¢lenech
T 3 5 7
1— Y23t = v r
fa-® Y76 a0 112
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Ozna¢me 6 délku oblouku polokruznice y = /1 — 22 nad intervalem [0, z],
potom je sin § = z. VySe zminény integral je pak roven souc¢tu obsahu kruhové
vysece prislusejici oblouku 6 a obsahu pravouhlého trojihelniku s odvésnami
x a1 — 22, Protoze v jednotkové kruznici je velikost obsahu kruhové vysece
rovna poloviné velikosti ptislusného oblouku, je délka oblouku rovna

6 — 2/90(1 )24t — o1 = 2
0

Rozvinutim do mocninnych fad dostaneme

3 25 4T z? ozt 2®
0 = 2(p— "2 — = T R I [
(x 6 40 112 > x( > "8 16 )

= x+1x3+ix5+ix7+

B 67 400 112 ’
coz je rozvoj funkce arkus sinus, § = arcsinz [3, str. 206]. Metodou inverze
fady pak Newton vypodcital rozvoj sinu (viz [2, kap. 1]): PfepiSeme rovnost
do tvaru

1 3 3 5 o 7 } _
x—|—6:c +4Oa: +112x+ 6 = 0. (19)

Prvni aproximace je zfejmé x ~ 6. Dosadime x = 6 4+ p do (19) a vysledek
usporadame podle mocnin p:

13 3 5 5 7 :| |: 12 34 5 6
- il i 14 = e dl
{69 S AR AR B AR AR

1 3 15
2 3 5
2
+p {294—49 +169+ }4— 0 (20)

Zanedbanim vyrazt s p?, p3,...dostaneme

—1p3 _ 395 _ 5 97 4 ...
69 409 1129+

T14L02 43004 Bes

p
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odkud vezmeme p ~ —03/6. Déle dosadime p = —63/6 + ¢ do (20) a uspota-
dame podle mocnin ¢:

1 1
{_Q5_...} +q[1+292+...] +...=0
Odtud je ¢ =~ 6°/120. Nyni mame
1 1
—0— —0°+ —0°
! 6" 120"

coz jsou prvni tfi ¢leny rozvoje

1 1 1

. 620_*03 705_ 07
o 6" "120” " 5000

Rozvoj funkce kosinus mohl ur¢it napiiklad takto (viz [3, str. 206]):

cos) = /1 — sin% 6

= 1—;Sin2€—;sin49—116sin69—|—--- (binomicky rozvoj)
B 1_(9_é93+15095_...>2_(9_é93+...)4_(9_...)6
. 1_192+(1_21>@4+(_1_1f1_1>96f.

2 6 8 1 72 120 12 16
:1—§¥+ﬂ¢—5ﬁﬂ~~

Newton nakonec zaznamenal obecné vyjadieni koeficientu [3, str. 206]

‘ oo (_1)k92k+1 00 (_1)k02k
sinf = — cosf = e
kz:;) (2k + 1)! kz:%) (2k)!

Rozvoj funkce arkustangens znovu nalezl v roce 1671 skotsky matematik
JAMES GREGORY (1638-1675) a nezavisle na ném v roce 1673 také GOTT-
FRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716).

V' Introductio in analysin infinitorum Leonhard Euler definoval funkce
sinus a kosinus vzhledem k jednotkové kruznici (jejich hodnoty byly dosud
zavislé na poloméru kruznice). Euler pak popsal zakladni vzorec sin®z +
cos’x = 1, souctové formule, periodicitu sinu a kosinu, a odvozeni jejich
mocninnych fad (viz [3, str. 276-275]). Euler pocital s komplexnimi ¢isly
stejné prirozené jako s redlnymi, objevuji se jako argumenty i jako hodnoty
funkei (viz [9, str. 41]). K odvozeni rozvoji vyuzil Moivreovu vétu

(cosz £sinz)" = cosnz +isinnz,
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kde ,,i“ je imaginarni jednotka a n prirozené ¢islo. Necht ¢ je nekonecné malé
¢islo a N je nekonecné velké celé éislo [3, str. 275]. Dosazenim téchto veli¢in
do Moivreovy formule dostaneme

cos Ne +isin Ne = (cose +isine)”,
cos Ne —isin Ne = (cose —isine)".

Sectenim, resp. odectenim téchto dvou rovnic dostaneme vyjadfeni sinu a ko-
sinu v tomto tvaru:

1
cos Ne = 5[((3086 +isine)™ + (cose — isine)N}

sin Ne = 5[(0086 +isine)" — (cose — isins)N}
i

Pravé strany rovnic rozvinul Euler pomoci binomické véty

v NIN-1)

cosNe = cos E—Tcos 2esin?e +
N(N —1)(N —2)(N —
+ ( ) 1 I S)COSN_4€Sin4€—"'a
N(N —-1)(N -2
sin Ne = NcosV lesine — ( ) )COSN’?’asinga—i-

3!
LYWV DV =N =3)(N —4) v

cosN P egin®e — .- -,
5!

Nakonec dosazuje Ne = x, cose = 1,sine=¢, N=N-1=N-2= ..
protoze N je nekonecné velké a ¢ nekonecné malé, a dostava rady sinu a kosinu
[3, str. 276]

1 2zt
cosT = —E—FE—---,
o 3 ab
smx—x—iﬂLﬁ—

Dale zde odvodil vztah mezi goniometrickymi funkcemi a exponencialou:
Do pravé strany rovnice

1
cos Ne = 5[(cos5+isin5)N+ (coss—ising)N}
dosadil € = /N, cose =1 asine = ¢ = x/N. Potom je
1 iz \ N iz \ Y
Ne=-[(1+2 -2
cos Ne 2[(4—]\]) —l—( N) ];
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podobné
1 i\ N iz \ Y
e 2[005)" - (6-5))
sin Ve % l + N N
Vyuzitim vztahu e* = (1 + 2/N)" dostaneme
eix + efi:v ) eix _ efix
cosy = ———— sinx = -
2 2i
. . .2 .2 . . . .
el® eI et _ g—ix el® e T 4 (el el )
cosx tisinx = +2 + 5 = + ; + ) = Fi®

Stejny vysledek lze dostat piimo z rozvoje e'* = 332 (iz)*/k!, kde se oddéli

realné a imaginarni ¢leny (viz [9, str. 38-39]).
Zhruba takto pak Euler odvodil rozvoj funkce arkustangens [3, str. 277]:

Necht ¢ = z/N, kde z je kone¢né ¢islo. Dosadime e do vzorce sinz = (e
e i) /2:

Ze vzorce (18)
n(1+2) =N (1+2)"" -1),

plyne po tpravé a substituci 1 4+ x = e

(eiz)l/N =1+ ]1] Ine”.

Dosazenim a dalsimi ipravami postupné dostaneme

1 1 ) 1 )
c = Kl + 1ne12> — <1 + Nlne_lzﬂ

1

N 2 N
1 iz —iz
2= {ln(e )—ln(e )}
Déle nahradime e'* podle vzorce e = cos z + isin 2:
1 1 141t
[ln(cosz +1isinz) — In(cos z — isinz)} =5 [nl—:tiz]

Vyuzijeme fadu In {7

X 2k+1 , .
Itz _ 9 kz i1 kde za v dosadime itg 2
=0

tgdz  tgdz

3+5

1/, ittgdz  iPtg’z
z=—-|1tgz + + +-- | =tgz—
i 3 )
Odtud pak substituci z = arctg x dostaneme pozadovany rozvoj
t v + i
arctgr =0 — — + — — -+ -.
& 35
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2 Taylorova rada

Pocatkem osmnactého stoleti matematikové objevili, Ze rozvoje rozli¢nych
elementarnich funkci do mocninnych fad jsou specialnim pfipadem obecného
rozvoje, ktery dnes nazyvame Taylorovou fadou. Pripomenme si opét nékolik
dilezitych definic a vét (viz [15]).

Definice. Necht jen € N, xo € R, f(z) je funkce definovna v okoli bodu xy.
Predpokladejme, ze f(x) ma v bodé xy vlastni derivace do fadu n vcetné.
Potom polynom T,(x)

f"(x0) f" (o)

T (x) = f(x0) + f'(20)(x — xo) + 9] (x — o) + 30 (x—x0)* + -
W(zg) I FB (g )
L L) s )y 1)
: k=0 :

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f(x) se stfedem xq stupné n.

Rozdil mezi hodnotou funkce f(z) a jejim Taylorovym polynomem stupné
n nazyvame zbytkem po n-tém ¢lenu a oznacujeme jej R, (x). Vztah mezi
f(z), T,(x) a zbytkem R,(z) je bézné oznacovan jako Taylortv vzorec:

f(x) = To(x) + R (2) (22)

Konkrétni vyjadreni zbytku nam da nasledujici véta, nékdy oznacovana jako
Taylorova véta:

Véta. Necht g,z € R, x # x9 an € N. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x)
ma v uzavieném intervalu I o krajnich bodech xy,x derivaci az do fadu
(n + 1). Necht T,,(x) je uréen vzorcem (21) a R,(z) vzorcem (22). Necht
o(t), t € [xo,x] je funkce spojita na I, kterda ma v kazdém vnitinim bodé
intervalu I derivaci ¢'(t) # 0. Potom existuje vnitini bod £ intervalu I tak,

ze
_ @ =9"p(@) —p(@0) 1
Ry(a) = R AR ) o) (23)
Volbou ¢(t) = (z — t)"*! v (23) dostaneme Lagrangetiv tvar zbytku
(n+1)

Fnle) = {n + 1<)§!) (= o)™

a volbou ¢(t) =t v (23) Cauchytv tvar zbytku
Rofe) = 2200 )

n!
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Bod &, kde £ € [xg, 2], mizeme vyjadiit také ve tvaru & = xo + 0(x — xo),
kde 6 € [0, 1].

Definice. Necht funkce f(x) ma v bodé xy derivace vSech fadi. Potom se
fada

oo r(k) Zo L
fay =3 Lm0

e

nazyva Taylorova fada funkce f(x) se stfedem v bodé xy.

Taylorova fada funkce f(x) konverguje k funkci f(z), pravé kdyz zbytek
po n-tém ¢lenu R, (x) konverguje k nule. Funkce f(x), kterou lze v okoli bodu
xo rozvinout do konvergentni mocninné fady, se nazyva analyticka funkce.

Objeveni Taylorova rozvoje bylo izce spojeno s nékterymi poznatky o in-
terpolaci, které si nyni stru¢né ptiblizime.

2.1 Interpolace polynomy

P1i konstrukei tabulek elementarnich funkei nebylo mozné z rtiznych divodu
nalézt vSechny pozadované funkéni hodnoty, at jiz to bylo ddno zdlouhavosti
¢i dokonce nemoznosti takového vypoctu. Vyvstala tedy otazka, jak nalézat
ptiblizné funkéni hodnoty uvnitt (resp. vné) néjakého intervalu, v jehoz kraj-
nich bodech funkéni hodnoty zname, tedy tzv. interpolace (resp. extrapolace).
Prvnim priblizenim je linearni interpolace, znama jiz od dob PTOLEMAIA
(2.stoleti n.1.). Mé&jme dvé funkéni hodnoty yo = f(zo) a y1 = f(x1), kde
x1 — x9 = Azx. Ozna¢me prvni diferenci Ayy = y; — yo. Linearni interpolace
je urcena vzorcem

f(xo+ sAx) =~ yo + sAyo, s € 10,1].

Pro s =0 a s = 1 dostaneme g, a y;.Volbou s € (0, 1) dostaneme pfibliznou
hodnotu f(z) pro « € (xg,x1). V kartézské soustavé soufadnic je toto v pod-
staté vyjadieni usecky s koncovymi body A = [zo; f(x0)], B = [x1; f(x1)].

Napriklad pro vypocet logaritmi vSak tato metoda prestavala byt dosta-
Cujici (viz [3, str. 282]). Henry Briggs okolo roku 1620 proto k dopliiovani
logaritmickych tabulek pouzival nésledujici interpolaci. Mame-li tii funkéni
hodnoty yo = f(z0), y1 = f(21) a y2 = f(22), kde z1 — 29 = 22 — 11 = Az,
pak s vyuzitim obou diferenci Ayy = y1 — yo, Ay1 = y2 — y1 zavedeme druhou
diferenci A%yg = Ayy — Ayo = y2 — y1 — (y1 — Yo) = Y2 — 21 + Yo. Briggsova
interpolace potom byla dana vzorcem

1
f(zo + sAx) =~ yo + sAyo + 58(8 —1)A%y,.
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Na pravé strané€ je polynom druhého stupné v proménné s, ktery pro s = 0,
1, 2 nabyva predepsanych hodnot vy, y1, y2. Podobné vzorce znali na zacatku
7.stoleti Liou Cuo, v 11.stol. AL-BIRONT a ve 12.stol. BHASKARA [5, str.
91-92, 307].

Vyse uvedené metody zobecnili Isaac Newton, kdyz ve svych Principiich
uvedl vzorec dnes znamy jako forward-difference formula [3, str. 282], a Ja-
mes Gregory, ktery stejny vzorec (aZ na oznaceni) poslal Johnu Collinsovi
23. listopadu 1670 (viz [3, str. 284-285].

Zavedeme nejprve oznaceni pro diference vyssich radu:
ARy = A(AFy;) = Afy; o — Ay,
Mame A%y, = y3 — 2ys + 41, a tedy pro t¥eti diferenci plati

Alyg = APy — Ayg = (y3— 2y2 + 1) — (Y2 — 251 + Yo) = Y3 — 3y2 + 31 — Yo.

Obecny vzorec
k : (F
Aly; =3 (-1) <Z.>yk;—i+j7
i=0
dokazeme indukci.

Pro £ = 1 tvrzeni plati, dostavdme vzorec pro prvni diferenci Ay; =
Yj+1 — y;. Jestlize tvrzeni plati pro k, pak

AkHyj = A(Akyj) = Z(_1)1<i>yk—i+]‘+1 - Z(_l)wl (Z.)yk—i—l—j
i=0 i=0
k+1

k k
= Z ( >yk I+j+1 +Z <l 1>ykl+j+1
1=0 -

ek ) (e

= ( >yk—l+j+1-

:0

o

~

V daném oznaceni pak vypada Newtonova forward-difference formula pro
interpolované hodnoty f(z¢ + sAz), Az = x4 — x;, kde z; = x¢ + iAx,
1 €1,...,n takto:

s(s—1) AZyo + s(s —1)(s —2)

3
21 31 Ao+

f(zo + sAx) = yo + sAyo +

o= (st l) i@ﬁ’% (24)

|
n. =0
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Zakladni myslenkou Gregory—Newtonovy interpolace bylo urceni poly-
nomu ve tvaru

p(x) = Ao + Ai1(x — x0) + As(x — x0) (T — 1) + - - -

ot Ap(x —xo)(x — 1) (T — 1) (25)

ktery prochazi body y; = f(z;), kde x; = xy + itAx, i € 1,...n. Jestlize
r — xo = sAx, potom

r—x; = x—To+x—x1 = (s—1)Ax,
rT—1xy = T —x9+x0— 21 = (5s—2)Ax,
atd. Dosazenim do vyjadfeni (25) dostaneme
p(ro+ sAx) = By + Bis+ Bas(s — 1)+ -+ Bps(s —1) -+ (s —n— 1),

kde By, = Ap(Ax)*. Abychom obdrZeli Gregory—Newtonovu interpolac¢ni for-
muli staci ukazat, ze

Akyo

Bk‘ = ]{;! Y

k=0,1,...,n.

Chceme, aby polynom nabyval v bodech x, = xg + KAz pro k =0,1...,n
danych hodnot f(zx) = yx. Z podminky p(zo + kAz) = y; dostaneme tuto
soustavu rovnic:

Yo = Bo
y1 = By + B
y2 = Bo + 2B1 + 2B,

ys = Bo + 3B1 + 6By + 6B;

Yo = By + nB; 4+ n(n—1)By, + n(n—1)(n—2)Bs3+---+nlB,

Evidentné je By = 3o a By = y; — yo = Ayp. Dale pouzijeme néasledujici
vzorce

1= Yo + Ayo = (1 + A)yo, Unt1 = Yn + Ayn = (1 + A)yp,

kde 1 a A vystupuji jako operatory. Indukci podle n dokazeme, Ze y, =
(1 + A)"yy. Pro n = 1 vzorec plati. JestliZze to je splnéno pro n pfirozené,
potom plati

Ynt1 = (1+A)"y1 = (1+A)"(yo+Ayo) = (1+A)n((1+A)yo) = (14+4)" yp.
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Praveé dokazany vzorec nam da nasledujici vyjadieni:

n(n
yn:yo—l—nAyO—i—g

o A%y + e AT o + Ay

Piedpokladejme, ze By, = AFyq/k! pro k < n. Dosazenim do posledni rovnice
soustavy dostaneme

n(n
yn:yo—i—nAyo#—g

51 Ay + -+ nA" Ly + nlB,.

Porovnanim poslednich dvou rovnic ndm ukazuje, ze B, = A"yy/n!. Tim je
odvozeni interpola¢ni formule (24) dokonceno (viz [3, str. 286]).

Pomoci vzorce (24) pak Gregory nejspise odvodil binomickou fadu. Jeho
vypocet mohl vypadat takto (viz [3, str. 284-285]). Vezméme funkci f(z) =
(1+a)* a polozme x; = j pro j € No; pak plati Az =1 ay; = (1+a)’. Déle
plati

Akyj = akyj pro kazdé k € Ny, 7 € Ny

coz dokazeme indukei:
Pro k = 1 dostaneme

Ay; = (1+a)* = (1+a) = (1+a)fa=ay,
Predpokladejme, ze vzorec plati pro k, potom je
ARy, = Ay — Afy, = dH(14+ap* — b (1+af = (14 aPa = "y,
Je zfejmé yo = 1 a AFyy = a*. Dosazenim do interpola¢ni formule obdrzime

-1 —1)---(s— 1
(1+a)5%1~|—sa+8(82')a2_|_...+3(5 ) ES n+ )an’
! n!

tj. prvnich n + 1 ¢lent binomického rozvoje.
Na zavér poznamenejme, ze interpola¢ni polynom lze rovnéz psat ve tvaru

3w I L7 tm

k=0 me{0,..n}\{k} Tk T Im

Je vidét, ze tento polynom v bodech zy, . .., x, nabyva hodnot yo, ..., y,. Vy-
hodou vzorce (24) je naopak to, ze pti zvétSovani poctu interpolacnich bodi
nemusime prepocitavat vSechny koeficienty, pfidavame pouze dalsi sc¢itance
(viz [14, str. 18]).
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2.2 Objev Taylorovy rady

V roce 1715 uvedl BROOK TAYLOR (1685-1731) v praci Methodus incre-
mentorum Directa et Inversa obecny predpis pro rozvoj funkce v mocninnou
fadu, ktery dodnes nese jeho jméno [6, str. 441]. Taylor vlastné hledal li-
mitni verzi Newton-Gregoryho interpolacni formule, jak ukazuje nasledujici
vypocet z [3, str. 287-289).

Pro z = 2o + nAx, kde Az = 2,41 —x;, i =0, 1,2, ...ay = f(x) =
f(xg + nAz) méa interpolacni formule tento tvar:

(n—1)

n n(n—1)(n—2
Yy = 1yo + nAyy + 51 ( I )—i—

3!

Taylor v podstaté hledal limitu pro Az — 0 a n — oo pro pevné zvolené x
a x. Z predpokladu stejnomérné rozmisténych bodu je z = z; + nAzr — iAx,
Taylor dosazuje

A’yo +

T — To T — I T — T2
" Az " Ax " Ax &
a dostane
Ay (7 —z)(x —21) A%Yp
Y=o+ (o —mo) A+ 2) (Br)

N (x — o) (x — 1) (2 — 22) Ay
3! (Az)3
Taylor nahradil priristky fluzemi, coz odtivodnuje takto:
Budiz x a y funkce proménné ¢, kde x roste linearné, tedy z(0) = xo,
z(h) = x1, x(2h) = x4, atd. Jestlize je h velmi malé (Az — 0), potom

Ax =1 — xg = x(h) — 2(0) = @oh,

kde ¢ = 4(0) je fluze (derivace podle ¢asu t) funkce x v bodé t = 0, podobné
Ayo = y1 — yo = y(h) — y(0) = Hoh,

kde yo = 9(0) je fluze y pro t = 0. Pro diference vyssich fadi dostaneme

Ay = Ay —Ayy =~ gy(h)h—yh = yOhZ
Nyo = A%y — A%y =~ §j(h)h—ioh = oh®.

Podil diferenci pak bude odpovidat podilu fluxi:

Ayo o Ay o Ndyo iy
(Az)2 (&) Ar  (i)*

Az T
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Déle z predpokladu Az — 0 vyplyva, ze x; — xo pro vSechna i, a tedy
(x — x;) — (x — xp). Odtud dostavame Taylorovu fadu

Yo (x - Io)2 Yo (v — $0)3 ?:Jo
y yo ( 0) To 2‘ (jjO)Q 2' (:ij'o)g

+oee. o (26)

Taylor se nezabyval otazkou konvergence [6, str. 133]. Svoji fadu pouzil k in-
tegraci nékterych diferencialnich rovnic [11, str. 134].

Taylortiv rozvoj znal mozna jiz v roce 1670 Gregory, o néco pozdéji jej
také nezavisle na ném nalezl Leibniz, avSak ani jeden tento vysledek nepub-
likoval [6, str. 441]. Gregory patrné dospél k Taylorové fadé pomoci konec-
nych diferenci [14, str. 205]. Zvefejnil pouze nékolik rozvoji, ovSem dosti
slozitych funkci. Kromé rozvoje arkus tangens, ktery se dnes nékdy ozna-
¢uje jako Gregoryho fada, uvedl rozvoje funkei tgx, Insecz, sec™! \/§e””> ,

Intg(x/2 + m/4), 2 arctg (tgh(x/Q)) (viz [3, str. 289]). Vyznam Jamese Gre-
goryho nejlépe doklada nasledujici citat z Edwardsovy knihy [3, str. 289]:

If Gregory’s isolation and premature death had not prevented the
full development and publication of his research, we might well
speak today of the calculus of Newton, Leibniz, and Gregory.

Podobny rozvoj publikoval ve spisu Acta Eruditorum z roku 1694 JOHANN
BERNOULLI (1667-1748) [6, str. 442]. Formalnim rozepsdnim pravé strany
rovnosti ndz = ndz a pfezavorkovanim postupné dostal (viz [3, str. 290])

dn 22 d%n 22 d%n
ndz = ndz+ (zdn — Zdzdz) — <2ldz2dz — 2!dz2dz> +

=0
333 333
+<Z dndz_zdndZQ)_.”

31dz8 " 3l dz

=0

dn 22d%n 2d2n  2d3n
= (ndz+zdn) — 2’5%—?@ dz + 2!dz2+3!dz3>d2_'”

22 dn 23 dn
ndz = d(nz)_d<2!dz>+d<3!dz> —

Integraci ¢len po ¢lenu dostaneme Bernoulliovu fadu

z 22dn 22 dn
dz = _— = — .. 2
/o naz=mne 21 dz+ 31 dz (27)
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Bernoulliovu fadu lze také odvodit opakovanym pouzitim metody inte-

grace per partes
/uv' dz = wv — /u’vdz,

kde za ,u“ volime postupné n, n’, n”, ...a za ,v"“ mocniny z:
dn dn 22 d?n 22
n dz=nz— | — z dz=nz—|——=— | —=dz
"~ dz ~~ dz 2! dz 2!
u ’U/ v v

ul

dn2? 23d°n
~dz 2! +3!dz2 B

Taylorovou fadu lze ziskat pomoci Bernoulliovy fady, jak ukazuje na-
sledujici vypocet podle [3, str. 290-291]. Postupnym dosazenim n = f’(z),
n = f"(z),n = f"z),n= f%z),... do vzorce (27) ziskdme nésledujici

soustavu rovnic:

=nz

G R s SPG)

f2) = f0) = f()z— s 3 TRt
" (4)
FE -0 = -t 2(!Z)z2+f 3!<Z)z3_...
(4)
) - 10 = et 25%2 L
f"(2) = f"(0) = fW()—-..
Fi9) - f0) = -
Abychom postupné eliminovali f'(z), f”(z),..., sefteme prvni rovnici sou-

stavy se z-nasobkem druhé rovnice

1100z = T2 (2 ) e (- 2) 19t

a vysledek pak se¢teme se 2%/2! nasobkem tieti rovnice

" O " 1 1 1
1) = $0) )z - T2 2 LD o (L 20 ) ppt
a toto pak se z3/3! nasobkem ¢tvrté rovnice
I L R (CR LRt L CE

-1
Vidime, Ze na pravé strané nam vznika specialni ptipad fady (26) pro zo = 0

B LOR OB EION

1) = JO) + POz + L R LR
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Také Newton nalezl mezi lety 1691-1692 Taylorovu fadu. Tento vysledek
se objevuje v roce 1704 jako dodatek Optiky (Corollary 3) (viz [3, str. 289]):

Hence, indeed, if the series [for y in terms of z] proves to be of
this form
y=az+b2+ct+dt e’ +--- (28)

(where any of the terms az, bz? cz® dz*,..., can either be lacking
or be negative), the flurions Of Yy, when z vanishes, are had by
setting /% = a, /3% = 2b, /2> = 6¢, y /2t = 24d, i§/° =

120e,. ..
Neni zde uveden zadny diikaz, nicméné vyplyva odtud, ze Newton obdrzel
koeficienty a, b, ¢, d, ... postupnym derivovanim rovnice (28):
Yy = az + 2bzz + 3c2%; + 4d2PE + - - (29)

Dosazenim z = 0 dostaneme a = 7y/%¢. Newton predpoklada, ze ,z flows
uniformly“, tj. Ze z je linearni funkce casu. Potom vsak % je konstanta a dalsim
derivovanim (29) dostaneme

= 203% 4 6c22* +12d225 + - - -

Odtud pak dosazenim z = 0 vypocitame 2b = {jo/Zo. Stejnym zptsobem by
se dopocitavaly ostatni koeficienty. Doplnime-li g9, které Newton volil nulové,
vidime, Ze zde odvodil rozvoj

1 g 1 i
2 0 3
2° 4+ = z

2 31 (%)? 41 (%)

Yo L o
= +—z+ =
Y=1Y % o1 (2())

2 (30)

tedy specialni piipad (26) pro zo = 0. Obecné vyjadfeni nachézime v nésle-
dujicim dodatku (Corollary 4) [16, str. 99]:

And hence if in the equation to be resolved there be writen w + x
for z as in Case 3 and by resolving the equation there should result
the series (y =)ex + fa? + gz + ha* + - - - | the fluzions of y for
any assumed magnitude of z whatever will be obtained in finite
equation by setting x = 0 and so z = w.

Rada (30) je dnes nazyvana Maclaurinovou fadou, nebot ji COLIN MAC-
LAURIN (1698-1746) pouzival ve svém Treatise of Fluzions z roku 1742, kde
se odkazuje na Taylorovy vysledky (viz [6, str. 442]. Maclaurin odvozuje Tay-
lorovu fadu podobné jako Newton. V modernim oznaceni by Maclaurinovy
uvahy vypadaly takto (viz [15, str. 211]):
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Pro funkciy = f(z) a dang bod xo hledame tadu (nebo polynom)
p(z) = po + (. — 20)qo + (x — 10)%r0 + (x — 20)%s0 + -+ (%)

pro kterou
PP (w0) = f® (o), k=0,1,... (%)

t1. obé funkce maji stejné derivace aZ do jistého Tadu v bodé xy.
PoloZzime-li x = xq v rovnosti (*), dostaneme ze vztahu (**) rov-
nosti po = p(xo) = f(xg). Derivujeme-li (*) a opét poloZime
r = x, dostaneme qo = p'(x9) = f'(x¢). Dalsi derivovdni ddvd
2lrg = f"(xg), 3lso = f"(x0), atd. Proto fada (*) je tvaru

(x — x9)?

f(z) = f(zo) + (& — o) f'(w0) + —;

[ (o) +

. \3
(517 3!370) f”/(ffo)‘f"“

a jeji castecné soucty se nazyvaji Taylorovy polynomy.

Maclaurin pomoci mocninnych fad zkoumal lokalni extrémy funkei (viz [3,
str. 201-292]).

JosepH Louls LAGRANGE (1736-1813) se pokusil odstranit z matema-
tické analyzy uvahy o nekone¢né malych ¢islech, limitach a diferencialech,
které byly dfive casto kritizovany. V praci Théorie des fonctions analytiques
z roku 1797 zavadi Taylorovu fadu takto (viz [3, str. 296-297]): Predpoklada,
ze kazdou funkci f(z) lze rozvinout v mocninnou fadu. Nahrazenim z vy-
razem x + 4 (¢ neni imaginarni jednotka), pak dostava, jak fikd Lagrange,
,podle teorie rad*

flz+i) = f(x) +pi+qi* +ri®+---,

kde koeficienty p, ¢, 7, . . . jsou funkce proménné x odvozené od ptivodni funkce

/@), t.
[le+i) = f(2) + pla)i + qla)i® + r(2)i®+ . (31)

Funkei p(z) oznadil f'(x) a nazyva ji prvni odvozena ,dérivé* funkce od f(x).
Zde je zfejmé puvod slova derivace a zapisu f’(x) pro derivaci funkce f(x)
[3, str. 296]. Aby ur¢il koeficienty p(z), ¢(x),r(x) - - - nahradil ¢ vyrazem i+ o:

flx+i+o) = f(@)+p@)i+o)+q@)(i+o)®+r(x)ii+o)’+--
= f2) +p(x)i + q(@)i® + (@) + - -
+p(x)o + 2q(x)io + 3r(z)i*o+ - - (32)
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V rovnici (31) nahradil « vyrazem x + o:
flx+i+o)=f(z+o0)+plx+o)i+q(x+o)i>+r(x+o)i’+--
Vyrazy v zévorkach Lagrange rozvinul podle (31) a dosadil odvozené funkce
flr+ito) = [f@)+f(@)o+--]+ [p)+p(@o+ - ]i+
+ [q(:v) +q (x)o+ - ~}i2 + -

Prerovnanim dostal

flxe+i+o) = f I)+p(:t)i+q(a;)i2—|—r(x)z'3_|_...
f'(x)o+p'(z)io+ ¢ (z)i*o+ ' (z)i*o+---.  (33)

Porovnanim koeficienttt v (32) a (33) naSel Lagrange vyjadieni

gz) = (x) = 3f"(x)
r(x) = 3d(x) = #'(x) = +f"(x),

kde f”(z) je prvni odvozena funkce z [’ atd. Dosadime-li do (31) dostaneme

vzorec e s s
x)i x)i
Flt i) = fa) + g+ D0 T
Nakonec jesté Lagrange poznamenal, Ze jen drobnd znalost diferencial-
niho po¢tu umozni rozpoznat v odvozenych funkcich f'(z), f”(x), f"(z),. ..
postupné derivace ptivodni funkce x (viz [3, str. 297]). Derivace (31) podle
1 je

T (34)

f'(z+1i) = p(x) + 2q(x)i + 3r(z)i® + - -,

a dosazenim ¢ = 0 dostaneme f’(z) = p(x), ze druhé a tfeti derivace mame

2q(x)

fflx+1i) = 2qx)+6r(x)i+---; i=0 = f'(x) ,
6r(z),

fm(ﬂf—i-i) — 67‘((13)—|-"' ; i=0 = f///(x)

ovSem za predpokladu, ze lze vztah (31) derivovat podle ¢ po ¢lenech [3, str.
297]. Lagrangetv pfistup shrnuje Schwabik v ¢lanku [9, str. 45]:

Lagrangeuv pokus vytésnit vsechny infinitezimalni a limitni dvahy
z analyzy nebyl uspesny. Byl to projev jistého purismu, na ktery
dnes musime hledét tak, Ze zdkladni problém obesel jenom for-
malné. Infinitezimdlni a limitni dvahy jsou pritomné, zustdvaji
ovsem nevysloveny v pozadi.
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2.3 Zkoumani zbytku

Vyznamnym Lagrangeovym vysledkem bylo nalezeni zbytku po n—tém ¢lenu
v Taylorové rozvoji. Lagrange si uvédomoval, ze Taylorova fada by neméla
byt pouzivana, aniz by se vySetfoval zbytek po n-tém ¢lenu [6, str. 465].
Domnival se ovSem, ze staci vzit konecny pocet cClenti rady, aby byl zbytek
dostateéné maly. Lagrangeovo odvozeni zbytku v Théorie des fonctions ana-
lytiques je podobné tém, kterd se dodnes objevuji v nékterych soucasnych
ucebnicich kalkulu [3, str. 297-298]. Lagrange nahradil v (34) = vyrazem

r—1:
D)

f@) = fla =) +if (@ =)+ o f" (@ = i)+
Nyni polozil ¢ = xz a dostal

2,2

f(:v):f(x—xz)—i—xzf’(x—xz)+%f”(x_wz)+...
n,n n+1.n+1
T o )+ T e () g
(e —wz) + (n—l—l)!f (x—x2)+---. (35)
2"t R(z,2)

Snadno se presvédéime, ze R(x,0) = 0. Lagrange derivoval podle z rovnici
(35) a dostal

0=—af'(z—2) +af (v —x2) — 2*2f"(x — x2) + 22 f" (v — 22)—

3.2 n+1l . n OR
—%f’"(z —xz) 4 — %f(”ﬂ)(x —x2) + x”HE(x, 2).
Sousedni ¢leny az na posledni se odectou, dostavame tak
OR 2"
@(9572) = af( H)(ﬁ - xz).

Necht je déle M minimum a N maximum funkce f™+Y(z—x2) pro z € [0, 1].
Potom plati

Mz" < OR < Nz"
n! = a(ac,z) — nl’
odkud integraci podle z na intervalu [0, 1] (s vyuzitim R(x,0) = 0) dostaneme
Mzt Nzt
— <R <
(ntr1) = (z,2) < (n+1)
pro z = [0, 1]. Volbou z = 1 mame odhad
M N
< R(x,1) <
a1 = Fe s gy
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Zde Lagrange predpoklada to, co dnes nazyvame vétou o stfedni hodnoté,
k odiivodnéni, Ze pro jisté z € [0,1] je

fOD (g — 27)

Rz, 1) = (n+1)!

Dosazenim tohoto vyrazu spolu s z = 1 do (35) dostaneme

"(0) N f(n)(o) + fmﬂ)(“) n+1

fla) = FO) + 70 + 1 o

kde u = x — xZ, tj. u € [0, x].

Louis AuGUSTIN CAUCHY (1789-1857) jako prvni vyslovil tvrzeni, Ze
pokud ma Taylorova fada funkce konvergovat, musi zbytek po n-tém c¢lenu
v Taylorové vzorci konvergovat k nule [6, str. 465]. V roce 1822 uvedl e(~1/)
jako priklad funkce, jejiz Maclauriniiv rozvoj konverguje k funkci, ktera se
shoduje s ptivodni funkei v jediném bodé (viz [14, str. 203]). Cauchy odvodil
Taylortiv rozvoj i se zbytkem v Lagrangeove tvaru. V osmé lekci Le¢ons sur le
calcul differentiel z roku (1829) takto odvodil dalsi vyjadieni zbytku (viz |3,
str. 316-317]). Nahlizime-li na z jako na konstantu a na a jako na proménnou,
pak mizeme definovat funkci ®(a) podle této rovnice:

f"(a) f" ()

5 (x—a)+ -+ ——P(r—a)" " +P(a)

£(&) = @)+ F' (@) —a) + e

Ziejmé je ®(x) = 0 Derivaci podle a dostaneme

0 = f(a) = fa)+ f'(a)(x — a) = f'(a)(z — a) + f"(a)(x — a)* — - -

foy no, f™(a n—1 /
—(n_2>!(:n—a) —i-(n_(l))!(a:—a) + @'(a).
Odtud je .
d'(a) = _({7,—((11))!@ —a)" !,

Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne existence 6 € [0, 1] tak, Ze plati
®(z) — @(a) = (v — ) (a + 0(z - a)),
odtud dostaneme vyjadieni zbytku

®(a) = @(z)— (v —a)®(a+0(x—a))=

S
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ve formé, kterou dnes nazyvame Cauchyovym tvarem zbytku. Dnes obvykle
pouzitim Cauchyovy véty o stfedni hodnoté odvozujeme obecn€jsi formuli
(23), jejimz dusledkem je Lagrangeovo i Cauchyovo vyjadieni zbytku. Cauchy
v dalsich lekcich aplikaci Taylorova vzorce se zbytkem ukazuje konvergenci
mocninnych fad elementarnich funkei, napt. e* a sinz (viz [3, str. 317]).

Zde kon¢i nas struc¢ny pohled do historie mocninnych rad. Vidéli jsme, ze
mocninné fady elementarnich funkci prosly vcelku slozitym a dlouhym vyvo-
jem. Nejprve indicti matematikové na prelomu 15. a 16. stoleti nalezli rozvoje
funkei arkustangens, sinus a kosinus. V Evropé v Sedesatych letech 17. stoleti
se nejprve objevila binomicka a logaritmicka fada, o néco pozdéji rozvoje dal-
sich elementarnich funkci. Z konce 17. stoleti pochézeji prvni specialni nebo
ekvivalentni vyjadieni Taylorova rozvoje, ivahy o zbytku se objevuji o sto let
pozdéji, a tim byla nalezena jedna z cest ke korektnimu zavedeni mocninnych
rad prislusnych funkci. V soucasnych kurzech matematické analyzy pristu-
pujeme k mocninnym fadam elementarnich funkci pravé jako k dusledkim
Taylorova rozvoje s Lagrangeovym nebo Cauchyovym tvarem zbytku, pokud
pomoci fad prislusné elementarni funkce pfimo nedefinujeme. Historické po-
stupy, jakkoli se ndm mohou z dnesniho hlediska jevit jako nepfesné nebo
zdlouhavé, jsou cennym zdrojem poznani. Mtizeme na nich obdivovat doko-
nalé vyuziti tehdy znamych vysledkd a casto také geometrickou nazornost,
ktera dnesnim logicky presnym odvozenim obvykle chybi.
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