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Kapitola 1

Uvod

Eulertiv-Maclaurintiv sumacni vzorec zaujal uz v prvni poloviné 30. let 18. stoleti takrka
vsechny matematiky a i dnes je casto vyuzivan v mnoha matematickych oborech. Eule-
riav-Maclaurintiv sumac¢ni vzorec popisuje vztah mezi s¢itanim funkcénich hodnot néjaké
funkce f a jejim integralem:

- o " S (_1>ij j—1 j—1
;f(k)—/of(x)dx+;T(f( )(n) — £ ><o>)+Rm,

(-1

kde R,, =
m)!

n
/ B (x) f™ () dz .

0
Kouzlo Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce spociva predevsim v tom, ze zachycuje
jemné rozdily mezi sumou a integralem a umoznuje nam tak fesit pomérné slozité priklady
pouze jako jeho jednoduchou aplikaci.

Cilem prace je podat uceleny pohled na sumacni vzorec od jeho teoretického objeveni az
k jeho praktickému vyuziti.

Prace je rozdélena do tii ¢asti, které na sebe navazuji a dohromady poskytuji celkovy obraz
0 sumacnim vzorci.

Prvni ¢ast, nazvana Bernoulliho ¢isla a Bernoulliho polynomy, predstavuje specificka ¢isla
a polynomy, které se v Eulerové-Maclaurinové sumacnim vzorci vyskytuji. Ve struc¢nosti
jsem se pokusila nac¢rtnout jejich objeveni Jacobem Bernoullim a poprvé se dotknu mate-
matického problému: nalezeni sou¢tu mocnin prirozenych c¢isel.

Druhéa cast, kterou jsem pojmenovala Eulertv-Maclauriniiv sumacni vzorec, se zabyva
historickym vznikem sumacniho vzorce, jeho objeviteli a hlavnimi myslenkami jejich roz-



dilnych dikazt. Je nutno si tento vzorec formalné dokazat a osvojit si riizné tpravy tohoto
vzorce, lze tak pocitat konkrétni priklady.

Posledni ¢ast je vénovana pocitani praktickych prikladi.

Cela prace je pro snazsi porozumeéni prokladana obrazky znazornujici geometrickou inter-
pretaci daného problému.

Historické souvislosti jsem ¢erpala vétsinou z knih [3], [5], [7], [10], [11], [12], [13], [14], véty
a definice jsem pfevzala pfevazné z knih [4], [5], [6].



Kapitola 2

Bernoulliho ¢isla a polynomy

2.1 Bernoulliho ¢&isla

Jedny z prvnich tvah o tom, jak scitat nékteré konecné soucty, pochazeji z dob Pythagora,
tedy ze 6. stoleti pf. n. 1. Pythagorovi se jako prvnimu podarilo najit vzorec

1
1+2+3+---+n:@.

V{znamny rozvoj matematiky nastal ve starovékém Recku. Ve 3. stoleti pf. n. 1. se Archi-
medovi podafilo najit hodnotu souc¢tu druhych mocnin n prirozenych cisel

n(n+1)(2n + 1)
6

v souvislosti s uréenim obsahu parabolické isece exhaustivni metodou.

PP+ 22 +3+- 40’ =

Tim ale rozhodné snazeni matematikii neskoncilo. Kazda dalsi generace matematikt hle-
dala kli¢ k nalezeni souctu vyssich mocnin prirozenych cisel.

V 17. stoleti si P. Fermat spolu s B. Pascalem uvédomili obecné vztahy mezi binomic-
kymi koeficienty a sou¢tem mocnin ptirozenych ¢isel. Vyznamny objev v oblasti kone¢nych
souctu prinesl také Jacob Bernoulli ve své praci Ars conjectandi. Autor se sice odvolava na
uvahy svych predchidcti, ale pravé Bernoulliho prace to byla, od niz se odviji dalsi vyvoj
v tomto sméru. Jeho prace spada predevsim do oblasti pravdépodobnosti. Kromé vykladu
zakladi kombinatoriky kniha obsahuje feSeni problému nalezeni souctid k-tych mocnin
prvnich n pfirozenych ¢isel. Tvrzeni o Bernoulliho ¢islech a jejich vlastnosti zde byly zfor-
mulovény viibec poprvé. (Pokud by mél ¢tenaf zédjem o dovédét se vice o historii hledani
¢asteénych nebo nekoneénych soucttt fad, mohu doporuéit ¢lanek [11].) Bernoulliho ¢isla
hraji vyznamnou roli napi. pti hledani vzorct pro

Se(n) == Z ke.
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Bernoulli zkoumal tento soucet a ve své knize uvadi soupis vzorci az do exponentu
deset:

u 1
Si(n) = Zk1:§n2+—n,
k=1
u 1 1 1
Sz(n) = Zk2:§n3+§n2+—n,
k=1

- 1 1 1
Ss(n) = Zk3zzn4+—n3+—n2,
k=1

2 4
- 1 1 1 1
Si(n) = Zk4:5n5+§n4+§n3—%n,
k=1
B 1 1 5 1
Ss(n) = Zk5:6n6+§n5+ﬁn4—ﬁn2,
k=1

- 1 1 1 1 1
Se(n) = Zk‘ﬁz—n7+—n6+—n5——n3+—n,
k=1

- 1 1 7 7 1
IS _ sty Coe a0
7(n) ; g g T Ty T

- 1 1 2 7 2 1
g _ P T T Ao (UL S ST S
5(n) ; S R R T R T L

- 1 1 3 7 1 3
So(n) = Zkgz—n10+—n9+—n8——n6+—n4——n2,
k=1

10 2 4 10 2 20
u 1 1 5 1 1 1 5
_ 10 _ 11 10 9 L 7 1 5 1 3
Sio(n) = gk: =" +§n +6n 1n+1n 5 " +—66n.

k=1

Povsimnéme si blize nékterych obecnych zakonitosti, které plati mezi vzorecky.

Exponent mocniny postupné klesa po dvou, az dosahne hodnoty 1 nebo 2, tedy mocniny
n nebo n?.

Vzorecky muzeme dokazat indukci, ale pouze pokud zname jejich tvar.

Existuje vazba mezi koeficienty v jednotlivych fadcich: jejich soucet je vzdy roven 1.
Koeficient u nejvyssi mocniny se rovna prevracené hodnoté exponentu, tj. prvni ¢len ma
tvar CJ%I netl,

Koeficient u druhé nejvyssi mocniny je vzdy roven =.

2

Jak ale Bernoulli na tyto vzorecky viibec ptisel? Ukazeme si rekurentni vzorecek pro S.(n):

Se(n) =1°42°4344°+---+n°, neN, ce Ny .
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Nejpve si uvédomme, Ze zname vzorecky pro soucet So(n) a Si(n)

n(n+1) .

So(n) =n, Sin)=14+2+3+4+---+n= 5

Rozvineme jednotlivé mocniny (i — 1)°™! pomoci binomické véty. Za i budeme postupné
dosazovat prirozena cisla 1,..., n a vSechny rozvoje secteme:

1 +1 +1
e = () () e (1)
1 c+1 c+1
2 - 1 c+1 — c A 2c+1 o . 20 L _1 c+1 . 20
( ) ( ) 1 o= c+1

+1 c+1 c+1
-1 c+1l c pctl e -1 c+1 .0
(n—1) ( 0 ) n < . > n°+--- 4 (=1) <c—|—1> n

OC+1+1C+1+"'+(TZ_1)C+1 — 1C+1+_“_}_n6+1_(

o + o +

Z této rovnice pak dostavame rekurentni vzorec

S.(n) = Ci - <nc+1 + (C; 1) Sea(n) 4 -+ + (—1)°H (Zi 1) 50(n>> .

V obecném pfipadé odvozovani rekurentniho vzorce pro S.(n) jsme dostali po tpravé rov-
nost, obsahujici pouze tento neznamy soucet, ostatni soucty s mensimi ¢ jsme urcili v pred-
chazejicich krocich.

Dosadime-li za ¢ = 2, 3, ..., dostavame

3

1 3 2n3 + 3n?
Zg(n3+§n(n+1)— ): n+6n +n
_nm+1)@2n+1) 1 4 1 , 1
= 6 —3n +2n —|—6n,



S3(n) = i(# (3) Sy(n) — (;L) Si(n) + (i) So(n)) —
:i<n4+n(n+1)(2n+1)—Qn(n—i—l)—{—n) =
IR AR S SIVENE S B

4 4 2 47

Bernoulli si v§iml, Ze vzorec pro S.(n) ma nasledujici tvar:

1 1 c 4 c(c—=1)-(¢—2) 3
. — C - C _B C B C
Se(n) —C+1n —i—2n +2 on T+ 5 3.4 Wm0 4
Clem1)(e=2) (c=3) (=) . .
B C
+ 2.3-4-5-6 o " ¥

N c-(c=1)-(c=2)-(¢c—=3)-(c—4)-(c=5) - (c—6)

Bent 7 4+ ...
29.3.4-5-6-7-8 S

kde B; jsou jisté konstanty, které dnes nazyvame Bernoulliho ¢isly.

Déle si také vsiml, ze plati nasledujici vztahy:

BO+231:07 Bo+3Bl+3BQIO, ey

m—1

3 (Z)Bk—o, prom > 2. (2.1)

k=0

Tyto vztahy budeme déle povazovat za definici Bernoulliho ¢isel. Jedné se vlastné o re-
kurentni vyjadfeni Bernoulliho ¢isel, i kdyz trochu neobvykle napsané. Abychom mohli
snadno spocitat Bernoulliho ¢islo By pro libovolné k € Ny, musime si nejprve rovnice

trochu upravit. Vzorec
m—1
m
> (1)m=0,
k=0
rozepiseme a dostaneme

(g@)BO . (T)BI+ <Z>BQ+...+ (m”i 1)Bm_1 0.

Postupnym upravovanim piedchozi rovnice vyjadrime B, ; a dostaneme rekurentni vyja-
dfeni Bernoulliho ¢isel

(D) (o (o)
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Aby byla Bernoulliho ¢isela rekurentnim predpisem jednozna¢né urcena, je potieba dode-
finovat jesté By
BO =1.

Vyuzijeme-li tedy pravé ziskaného rekurentniho predpisu pro Bernoulliho ¢isla,

miizeme pomoci néj spocitat libovolné Bernoulliho ¢islo B,,, kde m € N, m > 1.

Abychom méli kontrolu, zda jsou nase vysledky spravné, uvadim zde tabulku hodnot né-
kolika Bernoulliho ¢isel pro k£ =0, 1,..., 29.

_ _ 5 174611
By = —3 B =0 By =0
_1 _ 691 __ 854513
By = 6 By = 2730 By = 138
B3 =0 Bz =0 Bys =0
- _ 1 _ T _ _ 236364091
By 30 By = 6 Byy = 2730
B5—O Bl5:0 B25:0
1 3617 __ 8553103
BG E Blﬁ — T 510 BZG — 6
B =0 Bz =0 By =0
_ 1 43867 23749461029
Bg = 30 Big 798 Bag = 370
By =0 Big =0 By =0

Bernoulli sice neumél obecnou souctovou formuli S.(n) dokazat, nicméné dospél ke vzor-
ciim, které jsme prezentovali. My si vzorec pro S.(n) odvodime v kapitole 4.

Nyni se pokusime lépe proniknout do vlastnosti Bernoulliho ¢isel. Budeme se snazit najit
odpoveéd na otazku, kde se tato ¢isla viitbec berou? Kde vSude se Bernoulliho ¢isla vyskytuji?
Predevsim se ale budeme snazit najit dalsi vztahy, které plati pro tato ¢isla.

Abychom lépe nahlédli do vlastnosti Bernoulliho ¢isel, pouZijeme zdkladni Eulerovu mys-
lenku. Ukazeme, ze se Bernoulliho ¢isla vyskytuji v koeficientech rozvoje funkce
V(u) = %5 do Taylorovy fady.

11



Lemma 2.1.1. Pro vsechna komplexni u # 0 definujme

V(u) = euu_ - (2.2)

a polozme V(0) = 1. Potom existuje ¢islo R > 0 tak, Ze pro |u| < R plati

Bou?  Bs , By = Byu*
o +§u —i—zu +--e= o (2.3)
k=0

V(u) =1+ Byu+

Dikaz. Vime, ze pro rozvoj exponencialy e* do Taylorovy fady plati:

w o ou?roud

e =:1 +'iT‘+'§T +‘Eﬁ'+""

Odecteme-li na obou stranach rovnice 1 a vydélime u, dostaneme

neboli

Funkce V' je v okoli nuly diferencovatelna podle komplexni proménné u (z definice derivace
snadno spocteme, ze V'(0) = —1/2). To znamend, Ze tuto funkci mtizeme rozvinout do
mocninné fady

> f4kuk

V(u) = 1

k=0

s polomérem konvergence R > 0. Nyni staci dokazat, Zze Ay = By, pro kazdé k. Pro |u| < R

ziejmeé plati
2, Aput > u®
1= . — .
(%) (S t)

k=0 k=0

Pripomenme si vzorec pro nasobeni mocninnych rad:

(iakxk> . (gbkxk> = f:cn:r”,

k=0 n=0

kde ¢, = Z arbn_1 .
k=0

12



V nasem piipadé tedy plati

1= chu”, kde ¢, = S
n=0 k=0

Porovnanim koeficienti vidime, ze 1 = ¢y = Ag a pron > 1 je

K (n—k+1)

- _Z n—k‘+1 n+1'zk'n+1—

1 " /n+1
= Ay
(n+1)! 0( k ) g

Zjistili jsme, ze pro n > 1 plati

neboli pro n > 2 mame

n—1 n
; (k)Ak = 0.

To je vSak rovnice, pomoci které jsme definovali Bernoulliho ¢isla. Plati tedy A, = By pro

kazdé k.

13
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Z tabulky, ve které jsou uvedeny hodnoty Bernoulliho ¢isel, je vidét, ze Bernoulliho cisla
s lichymi indexy kromé Bj jsou vesmeés rovny 0. Pokusme se spolecné toto tvrzeni dokazat.

Véta 2.1.1. Pro kazdé k > 1 plati
By = 0.

Diikaz. Pokud bychom k rovnici (2.2) pficetli zlomek ¢ dostaneme funkci

u u v 2u+u(e" —1)
V —_ pu— Eli— pu—
W+3 =a=173 2(e — 1)
Cw el w Sy ey
2 ev—1 2 S50 2 ew2—ew?)
coz je suda funkce proménné u. Odtud také plyne, ze B3 = Bs = B; = 0. ]

Véta 2.1.2. Pro Bernoulliho ¢isla plati ndsledugjici rovnost:

B o0
’ 2’“' (2.4)

Poznamka 2.1.1. My si zde tento vzorec dokazovat nebudeme, pokud bude mit Ctenar
zadjem, muze najit dikaz této véty v knize [6].
Vsimnéme si ale jiného zajimavého disledku, ktery z toho vzorce plyne. Vynasobime-li

(271.)21:
2

tuto rovnost zlomkem , ziskdme vzorec

oo

1 27T2k BQk
3 (2m)™" | Baxl

n?k 2 (2K

n=1
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Jako posledni vztah, ktery plati pro Bernoulliho ¢isla, si odvodime horni a dolni odhad pro
Boy.

Véta 2.1.3. Pro Bernoulliho ¢isla plati vztah:

2 | Bog| 4

. 2.
% < @k~ @n (25)
Diikaz. Prvni nerovnost plyne ze vztahu
Prohlédnéme si graf funkce f(z)
1.07
08}
06}
0.4:
02/
Z obrazku je vidét, ze
- 1 < dx
Z % < 2%
s (2mx) 1 (27mx)
Odtud pak plyne:
1 |Bul & 1 1 /°° dz 1 1 2
iy = < =1 <
2 (2k)! ;(271%)2’“ (27)%k * 1 (2xm)2k + 2k — 1) (2m)%k — (2m)%k
| Bog | - 4
(2k)!  (2m)2k
O

15



Postupné jsme spolecné prosli jednotlivymi kroky procesu objevu Bernoulliho ¢isel a dové-
déli jsme se vlastnosti, které plati pro Bernoulliho ¢isla. Zbyva nam ukézat si, kde vsude se
miizeme s témito ¢isly setkat. Bernoulliho ¢isla se objevuji napt. v rozvojich funkci tangens
a kotangens

= B
tgr =Y (—1)F! (22’;' ak(ak — 1) 221,
k=1 )
1 By,
cotgx = . Z(—l)k o 4k g2k
k=0 ’

dale se Bernoulliho ¢isla vyskytuji v rozvojich pro hyperbolicky tangens a kotangens
a v mnoha jinych situacich v analyze.

Nez tuto kapitolu o Bernoulliho ¢islech zcela opustime, rada bych jesté zminila, ze oznaceni
,Bernoulliho ¢isla“ poprvé pouzil Abraham De Moivre ve své knize Miscellanea Analytica,
ktera vysla v roce 1730. Chtél tim vyjadrit tctu Jacobu Bernoullimu, ktery tato ¢isla
objevil pfed rokem 1695 ve vzorci pro soucet S,,(n) stejnym zpisobem, ktery jsme si
ukazali v predchozim textu. Kniha Ars conjectandi, ve které byl vzorec byl publikovan,
vSak vysla az osm let po smrti Jacoba Bernoulliho viz ¢lanek [12].

16



2.2 Bernoulliho polynomy
Nyni si zavedeme pfedpis pro polynomy, ve kterém se opét objevuji Bernoulliho ¢isla.

Definice 2.2.1 (Bernoulliho polynomy). Pro kaZdé prirozené c¢islo m definujme polynom

By,(x) predpisem
" (m
Bu(z) =) ( k)kam—k . (2.6)
k=0

Tyto polynomy budeme nazyvat Bernoulliho polynomy.

Pojem Bernoulliho polynomy poprvé pouzil roku 1848 Joseph Ludwig Raabe. Tenkrat
ovSem pouzil pro tyto polynomy trochu jiné oznaceni, nebot se v minulosti nepouzivalo
jednotné oznaceni Bernoulliho polynomi (viz [12]), napt. Jarnik v knize [6] rozumi pod
k-tym Bernoulliho polynomem funkci ¢ (). S odlisnym oznac¢nim Bernoulliho polynomu
ovsem také souvisi v minulosti nejednotny predpis pro Bernoulliho ¢isla. V této souvislosti
bych opét zminila knihu [6], kde autor definuje k-té Bernoulliho ¢islo, pomoci Bernoulliho

polynomti, pfedpisem:
1 B
(1 = Pl = ).

V dnesni dobé se vsak ustalilo oznaceni Bernoulliho polynomi a Bernoulliho ¢isel shodné
s nasimi definicemi.

Spole¢né nyni prozkoumame vlastnosti téchto polynomi a naznacime si, v jakém tvaru
budou vystupovat v Eulerové-Maclaurinové sumac¢nim vzorci.

Z definice Bernoulliho polynomu je patrné, ze se jedna o polynomy s racionalnimi koefi-
cienty. Opét miizeme pomoci tohoto predpisu spocitat Bernoulliho polynomy B,,(z) pro
libovolné m € N. J4 zde uvddim hodnoty B,,(x) pro m =0, 1, 2,..., 10.

17



1
Bi(z) = z-3
1
By(z) = x2—x+6
322 =z
Bale) = =55
1
B o B S
4(x) x r°+x 30
S5zt bad
B = = 4= _ =
) = et T
Srt 2?1

2
Br(x) = 7_7 S %
Bs(z) = 2®—4a7 143$6_7?x4+2?x2_%
Bow) = a' =2y ge - 2 e K

Pokud bychom chtéli zjistit hodnotu né&jakého polynomu B,,(z) pro ,veliké“ m a nechtélo
by se nam pocitat koeficienty ,,v ruce”, mizeme vyuzit napt. program Mathematica, ve kte-
rém je primo zabudovana specialni funkce pro vypocet Bernoulliho ¢isel a polynomt. Staci
v Mathematice zadat pfikaz BernoulliB[m, x] a jako vysledek dostaneme Bernoulliho
polynom v proménné x pro konkrétni zvolené c¢islo m.

Pro vétsi ndzornost a snazsi pochopeni vlastnosti Bernoulliho polynomt je miizeme znézor-
nit také graficky. K tomu vyuzijeme jiz zminény program Mathematica. Jednotlivé grafy
jsem vykreslila pomoci prikazu

Plot[BernoulliB[m, x], {x, 0, 1}],

kde jsem za m dosazovala postupné prirozena ¢isla 1, 2,..., 6. Na nasledujicich grafech si
mutizeme prohlédnout vlastnosti téchto funkei na intervalu [0, 1].
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Bernoulliho polynomy
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Pro Bernoulliho polynomy plati specifické vztahy, které tyto polynomy urcuji jednoznacné.
V nasledujicich vétach se s témito vlastnosti seznamime a postupné si kazdou z nich dokéa-
zeme.

Véta 2.2.1. Bernoulliho polynomy maji nasledujict vlastnosti:

@)

1

By(x) =1, Bi(z) =x — 7 (2.7)

b)
By(z) = kBy_1(x) prok=1, 2, ..., (2.8)

c)
ng+1(0) = ng+1(1) =0 pro k= 1, 2, . (29)

d)
Bp(z) = (-1)fBy(1—2) prok=0,1,2, ..., (2.10)

¢)
ngﬂ(%) =0 prok=0,1, 2, ..., (2.11)

f)
Bop(0) = Ba(1) pro k=0, 1, 2, ... (2.12)

Diikaz. a) Obé rovnice plynou piimo z definice Bernoulliho ¢isel:
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b) Vzorec z definice Bernoulliho polynomu zderivujeme podle proménné z a vyraz
zjednodusime:

k
k=0
m—1 m'
— B m—k—1 —
K (m—k—1)
k=0
m—1
(m —1)! —k—1
_ Byz™ 1 =
TR — k1"
k=0
m—1 m—1
=m ( i )B ™" = mB,,_1(x)
k=0

c) Oznacme n = 2m + 1, n je tedy pfirozené ¢islo, n > 3.
Chceme dokazat, ze B, (0) = B,(1) = 0. Z naSeho oznaceni je vidét, ze budeme zkoumat
Bernoulliho polynomy a Bernoulliho ¢isla B,, pro liché n.
Vime, ze B, pro lichdA n > 3 jsou vSechna rovna nule. Dosazenim x = 0 do definice

Bernoulliho polynomut dostaneme
B,(0) =B, =0.
Druh4 ¢ast rovnice, tj. B, (1) = 0, plyne pfimo z rovnice (2.1), nebot

lﬁﬂﬁzi:CDBk:Sf(ngl)&ﬁ—CDBn:0+Bn:0.

k=0

d) Rovnici (2.10) dokdZeme matematickou indukei.
Z definice je vidét, ze plati pro k =0, 1.
Predpokladejme, ze plati pro £ = 2m — 1. Jako indukéni pfedpoklad pouzijeme rovnici:

B2m—1(l‘) = —B2m—1(1 - I) .
Z této rovnice spocitame primitivni funkce pomoci rovnice (2.8) a dostaneme
Boy(z) = Bopp(1 — ) + a

Bgm+1($) = _B2m+1(1 — l’) + ax + b.

Dosazenim x = 0 a x = 1 do posledni rovnice vyplyva podle (2.9), ze b = 0, a = 0, takze
rovnice (2.10) plati i pro k = 2m, k = 2m + 1.

21



e) Z rovnice (2.10) vyplyva vztah
Bopia(z) = (1) Bapa (1 — 2)

() - Comal)

Aby se obé strany rovnice navzajem rovnaly, musi byt rovny 0.

dosazenim x = % dostaneme

f) Dosadime-li = 0 do rovnice (2.10), dostaneme rovnici (2.12). O

Uvedené vztahy (2.7-2.12) ve skuteénosti urc¢uji Bernoulliho polynomy jednoznacné. Za-
jemctim o ditkaz jednozna¢nosti doporucuji knihu [6], ve které je tato problematika pomérné
podrobné vysvétlena.

Nyni si ukdzeme modifikaci véty 2.1.1 pro Bernoulliho polynomy.

Véta 2.2.2. FExistuje c¢islo R > 0 takove, Ze plati

u eru > uk’
pra— > 7 Br() (2.13)
k=0

pro vSechna x a pro |u] < R.

Dikaz. Pro vSechna realna x, u plati, ze

s zu  2?u? et rtud =1 (zu)k
=14t o g e =) o (2.14)
k=0
Obé mocninné fady (2.14) a (2.3) vynéasobime
u e*t 2 gkyk =, Byu > n
S () () - e
k=0 k=0 n=0
"\ B, xnk 1 — an_k 1B()
Cp = — = — vt = (2
K (n—k)! nl K)ok !
k k=0
a obdrzime pozadovanou rovnost
u e o0 u™
-N" 1B,
ev —1 ; n! (z)
O
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Jiz vime, Ze By, (3) = 0 pro liché m > 1. Prozkoumejme nyni, jaky vztah plati, je-li m sudé.
V nasledujici vété si dokazeme vztah, ktery plati pro B,,, kde m je libovolné ptirozené ¢islo.
Ve specialnim ptipadé si pak miizeme ovérit, ze pro liché m > 1 dostaneme stejny vysledek
jako ve veéte 2.2.1.

Véta 2.2.3. Pro Bernoulliho polynomy plati:

Bk(%) ="~ 1)B, . (2.15)

Diikaz. Dosadime-li do rovnice (2.13) za x = 5 dostaneme

we? u(e"? +1) Uy e u
ev—1 ev—1 ev—1 T er—1 er—1"

Levou stranu rovnice upravime podle rovnice (2.14) a pravou stranu podle rovnice (2.3)

v mocninnou fadu
> Uk 1 > Bk u b > Bkuk
“B.lZ)] =92. ZE(ZY)
2 k! ’“(2) kz k! (2) i
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Spolec¢né jsme si zavedli Bernoulliho polynomy a definovali vztah mezi Bernoulliho ¢isly
a Bernoulliho polynomy. Na zavér této kapitoly bych se zminila jesté o praktickém uplat-
néni Bernoulliho ¢isel a polynomi. Pro nas bude predevsim dilezité, ze se objevuji v obec-
ném tvaru jiz zminéného Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce. V nasledujici kapitole
si objasnime souvislosti mezi Bernoulliho ¢isly a polynomy a Eulerovym-Maclaurinovym
sumacnim vzorcem. K tomu, abychom mohli pouzit Bernoulliho polynomy pii hledani
obecného tvaru Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce, budeme potiebovat funkce By,
které se definuji takto:

Definice 2.2.2. Symbolem By budeme znacit funkei, kterou dostaneme tak, Ze wvaZujeme
polynom By na intervalu (0,1), v krajnich bodech tohoto intervalu jej dodefinujeme hod-
notou 0, a poté rozsirime definici této funkce na R tak, aby byla periodickd s periodou
1. Symbolem B,,, kde m > 2 budeme znadit funkci, kterou dostaneme tak, Ze uvaZujeme
polynom B,,, m > 2 na intervalu [0, 1] a periodicky jej rozsirime na R.

Podle véty 2.2.1 plati pro Bernoulliho polynomy pro m > 2 vztah B,,(0) = B,,(1), takze
B, je spojitd na R. Funkce B; je nespojita v celych ¢islech, proto je nutné dodefinovat
jesté hodnotu pro polynom Bj:

~@®
~®

Graf funkce B, ()

Na nésledujicim grafu si mizeme prohlédnout Bg(x). Je zde velmi nazorné videt, ze zakla-
dem je funkce definovana Bernoulliho polynomem Bs(z) (stejna jako na obrazku Bernoul-
liho polynomti), ale periodicky prodlouzend na celou realnou osu.
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Graf funkce Bs(z)

Bernoulliho ¢isla a polynomy budeme v nasledujicich kapitolach vyuzivat predevsim k po-
¢itani konkrétnich prikladid pomoci Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce. K tomu ale
budeme potfebovat znat odhady konkrétnich Bernoulliho polynomii.

Pomoci néasledujicich ptikladd se spolecné pokusime spocitat odhady Bernoulliho poly-
nomtt B,, pro prvnich par m € N. Chceme najit sup,cp, 1) |Bm(7)|-

Priklad 2.2.1. Vysetifime priubéh polynomu
1
Bl(:c):x—§ pro0 <z <1

a najdeme globalni minimum a maximum této funkce. Polynom Bj(z) mé maximum
Bi(z) = 5 v bodé 2 =1 a minimum By(z) = —1 v bodé z = 0.
Pfesnou hodnotu sup | By (z)| ziskdme pomoci maxima absolutni hodnoty. Plati tedy

1
sup]Bl(:c)|:§, pro0 <z <1.

Tato nerovnost nam dava hledany odhad Bernoulliho polynomu B;(z).

Priklad 2.2.2. Stejnym zptsobem budeme postupovat i pii hledani odhadu Bernoulliho
polynomu Bsy(z). VySetfime prubéh polynomu

1
BQ(x):x2—x+6 pro0<z<1.

Nejprve ur¢ime nulové body derivace:

By(z)=22x—-1 =

1 1
By(=) = ——.
2 12

N = O



V dalsim kroku se zaméfime na hodnoty polynomu v krajnich bodech intervalu

V souvislosti s pfedchozimi vypocty ur¢ime extrémy, kterych polynom nabyva na intervalu
[0, 1]

1
supBg(x)ZE, prox=0al,

1
inf By(z) = proz =g .

127
Na zavér ur¢ime maximum absolutni hodnoty polynomu

1
sup | Bae)| =

Zcela analogicky bychom postupovali pii hledani horniho odhadu Bernoulliho polynomu
By (x) pro libovolné m € N.

Miize se ale stat, ze nezvladneme najit nulové body derivace, protoze zderivovany polynom
bude vysokého stupné. V téchto pripadech je nejlepsi, aby ndm pomohl néjaky matematicky
program, ktery spocita kofeny polynomu numericky a najde jejich pfiblizné hodnoty. Ja
jsem k vypoctu téchto odhadt opét pouzila program Mathematica, ve kterém jsem zadala
prikaz

Maximize [{Abs[BernoulliB[j, x]], O<=x<=1}, x],

kde jsem za j dosadila vzdy konkrétni ¢islo. VSimnéme si, ze Mathematica zvlada mnoho
hodnot vypocitat presné, ostatni poc¢ita numericky.
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sup | By(0)] =
sup | Bulo)] =
sup [ By(w)| = ——=
12V/3

sup | By(z)| = %

sup | Bs(x)| = 0.0244582

1

42

sup | B7(z)| = 0.0260651
1

sup [ Bg(z)| =

sup |Bs ()| = 30
sup [Bo(2)| = 0.0475506
)
sup |Buo(2)] = &
sup | Byi(z)| = 0.132497
sup | Bua()] = 5o
sup | Bys(x)| = 0.523566
sup | Bua(a)| = ¢

sup | Bis(z)| = 2.78504

3617

B = —
sup | Big ()] 510

sup | By7(x)| = 19.1885
43867

B — 20
sup | Bus(a)| = 10

sup | Bio(x)| = 166.229

174611
B =
sup | Byo(z)] 330
sup | Bai(x)| = 1768.47
854513
B _
sup | B ()] 138
sup | Bag(x)| = 22666.7
236364091
B = —
sup | Baa(®) 2730
sup | Bos(x)| = 344492,
8553103
sup | Bag ()| = 5
sup | Bor(z)| = 6.12571 x 10°
23749461029
Bag(z)] = 22207020
sup | Bag(z)] 370
sup | Bag(z)| = 1.25995 x 108
8615841276005
B —
sup | Bao ) 14322

Dalsi maximalni a miniméalni hodnoty Bernoulliho polynomi vypocital Lehmer v roce 1940.
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Vratme se jesté na okamzik k vySetfovani pribéhu polynomi B, (x), 0 < z < 1. Na
nasledujicich grafech je zobrazeno B,,(z) pro prvnich 12 hodnot m. Zaméfime se nyni na
tyto grafy a budeme zkoumat chovani polynomi B,,(z).

Bm(X) / v ,% e

/

Ba,m(X) — ——

Bg.m(X) I V N / /\\

1

1) a kladna na intervalu (1, 1).

Predpokladejme, ze funkce By je zdporna na intervalu (0, 55

Pro k& = 0 tento pfedpoklad zfejmé plati.

Protoze By, = (4k + 2)Byj11, je funkce Byt klesajici na intervalu (0, 1) a rostouci na

2
intervalu (1,1). Navic z rovnice (2.10) vime, ze

B4k+2(1 - .Z') = B4k+2(ﬂf), 0 S T S 1. (216)
Dale plati
1
Buyt3(1) — Baky3(0)
B4k z(x) dz = =0 s (2.17)
/0 * 4k +3

nebot podle rovnice (2.9) je Bar43(0) = Byg13(1).
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Tedy Baki2 je spojitda nekonstantni funkce, ktera je symetrickd kolem bodu x = %
integral je roven 0.

Z toho plyne, ze

a jejiz

B4k+2<0> = B4k+2<1> — max B4k+2(ZL‘) >0 ,

1 :
B4k+2 (5) = min B4k+2(.ib> <0.

Odtud plynou vlastnosti polynomu Byii3. V pocateénim bodé intervalu [0, %] je funkce
nulova:

B4k+3(0> = B4k+3 =0 )

déle je funkce rostouci (nebof méa kladnou derivaci), poté funkce za¢ind klesat a v bodé
r = % je funkce nulova:

1
Buj+s (5) =0 (podle rovnice (2.11)).

Na intervalu [3, 1] se funkce chové opa¢né nez na intervalu [0, 3], nebot podle rovnice (2.10)
plati:
Buy3(1 — ) = —Buy3(x), 0<z<1,

1

funkce je tedy stfedové soumérna kolem bodu z = 3.

Opakovanim ptredchozich tivah bychom analogicky dostali vlastnosti polynomu By 14 a Byj15
a dostali bychom se zpét do vychozi situace.

Z predchoziho rozboru vyplyvéa, ze polynom By, je monoténni na intervalu [0, %] ana [%, 1].
Navic plati, Ze Ba,,(0) = Bay,(1) podle rovnice (2.12), takze | Ba,,(x)| musi nabyvat maxi-
mélni hodnoty bud v bodé x = 0 nebo v bodé x = %

Plati | B, (0)| = |Bam| a podle vztahu (2.15) je

1
(5| = 127 = 11 B < [

tudiz
sup | Bop ()| = |Bam| , pro z € [0,1] . (2.18)

Nas vysledek si miizeme ovérit v tabulce odhad Bernoulliho polynomii, ve které je vidét,
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ze maximum absolutni hodnoty Bernoulliho polynomt Bs,,(x) se rovné absolutni hodnoté
sudych Bernoulliho ¢isel.

V této kapitole jsme si ukazali vlastnosti Bernoulliho ¢isel, stejné tak jak s nimi pracoval
Bernoulli a definovali Bernoulliho polynomy.

Bernoulliho ¢isla hraji vyznamnou roli pti hledani rznych souctovych vzorcii a v mnoha
jinych situacich v analyze. Velmi malo ¢isel je tak vyznamnych a mé tak siroké uplatnéni
jako Bernoulliho ¢isla.
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Kapitola 3

Euleruv-Maclaurinuv sumacni vzorec

3.1 Leonhard Euler a Colin Maclaurin

Zasnéme se na chvili a pfesunme se ve svych myslenkach hluboko do minulosti. Nachazime
se v roce 1730 na pudé petrohradské akademie v malé tmavé mistnosti, ktera pripomina
kabinet. Pfimo pred nami sedi za stolem muz, je cely shrbeny a horlivé néco pise. Na prvni
pohled je zfejmé, Ze je tak zabrany do své prace, ze viibec nevnimé okolni svét. Jedinym
jeho svétem pro néj v tuto chvili je ten, ktery se mu rodi pod rukama na papite. Pristupme
tedy bliz, abychom zjistili, co je to za podivina.

Leonhard Euler byl tim zdhadnym mladym muzem. Euler se tehdy snazil pokofit basilejsky
problém, tedy urcit pfesnou hodnotu souctu prevracenych druhych mocnin. Byl presvéd-
¢eny, ze plati

1 1 1 1 1 2

TR R T
ale chtél spravnost vysledku ovérit jesté numericky. Pokousel se tedy sc¢itat ¢astecné soucty
a dokazat, ze se blizi k %2. Nicméné presné vypocty byly velmi naroc¢né, protoze rada
konvergovala velmi pomalu. Pokracoval tedy ve své praci a dlouhou dobu se snazil prijit
na néjaky obecny predpis, kterym by bylo mozné fadu numericky pfesné spocitat. V roce
1735 se mu to podafilo. Euler objevil suma¢ni vzorec, pomoci kterého vyjadril soucet
prevracenych druhych mocnin na prvnich dvacet desetinnych mist. PfiSel se zcela novou
metodou, pomoci které potvrdil vyse uvedeny vysledek.

O dvacet let pozdéji vydal knihu nazvanou Institutiones Calculi Differentialis, kde se zamé-
fuje praveé na vztahy mezi diferencialnim poctem a nekonecnymi fadami. Zcela jednoduchou
vykladovou formou seznamil ¢tenafe se svymi dosavadnimi objevy a vysledky. Zminim se
pouze o dvou kapitolach, které autor vénoval sumacnimu vzorci, jeho nesc¢etnym aplikacim,
ale také Bernoulliho ¢isltim.
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Euler ve své knize odvodil nékolik vlastnosti Bernoulliho ¢isel a ukazal, Ze rostou super-
geometricky, coz si mizeme nazorné prohlédnout na nasledujicim grafu. Aby byl obréazek
nazorny, zvolila jsem na ose y logaritmické métitko. Kdyby Bernoulliho ¢isla rostla geo-
metricky, pak by grafem posloupnosti ¢isel byla piimka. Z obrazku je ale vidét, ze graf
posloupnosti Bernoulliho ¢isel tvori kiivku, ktera roste daleko rychleji nez piimka. O ta-
kové posloupnosti ¢isel pak mizeme tvrdit, Ze roste supergeometricky.

Bn

10613 L
10490 L
10367 -
10244 L
10121 L

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
50 100 150 200 250

Euler pomoci svého sumacniho vzorce dokazal spravnost Bernoulliho vztahu pro soucet
mocnin prirozenych ¢isel, ktery jsme uvedli v kapitole 2

1m 42" 43" +4" - 40"

Celou jednu kapitolu zminéné knihy vénoval Euler vlastnostem sumac¢niho vzorce. Zkoumal
odvozeni sumacniho vzorce a s ispéchem pomoci néj spoc¢ital mnoho vyznamnych prikladii.
Pouzil sumacni vzorec pro vypocet castecnych souctii harmonické rady

1—|—1+1+1—|— +1
2 3 4 n

a s ni spojené Eulerovy konstanty . Secetl hodnoty prevracenych mocnin pfirozenych ¢isel

= 1 1 1 1 1
Dom=ltmtmtm ot
n=1

nalezl pribliznou hodnotu ¢isla 7. Nasel numerické aproximace pro hodnoty
In24+In3+mn4+In5+---+Inn=Inn!,

které vedly na aproximaci faktorialt velkych ¢isel a také na aproximace kombinacnich ¢isel.

Zhruba ve stejné dobé na université v Edinburghu objevil sumacni vzorec zcela nezavisle na
Leonhardu Eulerovi také Colin Maclaurin. Oba matematici odvodili sumacni vzorec v pod-
staté stejnym zptisobem, ale i presto ze jsou pozorovani obou muzi velmi podobnd, jsou na
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sobé navzajem nezavisla. Maclaurintiiv pristup je o trochu vice geometricky, nez Eulertv.
Colin Maclaurin své vysledky publikoval roku 1742 v knize A Treatise of Fluxions. Maclau-
rin se ve své praci odvolaval na geometrické metody starovékych Rekt a na Archimédovu
metodu. Odvodil zde sumacni vzorec a pouzil ho k vypoctu nékterych matematickych pro-
blémt, napf. souc¢tu mocnin pfirozenych ¢isel, nebo k odvozeni Stirlingovy formule pro
vypocet faktorialu.

Z tohoto dtivodu by bylo nespravedlivé pfipisovat prvenstvi pouze jednomu z nich. Rada
autorti matematickych publikaci oznacuje sumacni vzorec jako Eulertiv-Maclauriniv su-
macni vzorec. Euleriv-Maclauriniv sumacni vzorec byl a stale je mocnym néastrojem pro
porovnéni koneéné sumy »_;'_, f(z) a integralu [" f(z) dz. Proto se také nejéastéji sumacni
vzorec pouziva pro numerické vypocty konecnych souctt fad, resp. ¢astec¢nych soucti ne-
kone¢nych rad. V programu Mathematica je dokonce tento vzorec zabudovany jako jedna
z metod pro numerické s¢itani rad.

3.2 Euleruv-Maclaurintiiv sumacnil vzorec

V predeslé kapitole jsme se dovédéli, kym byl sumacni vzorec objeven a nastinili jsme si
jeho uplatnéni. Abychom mohli vzorec pouzivat pii poc¢itani konkrétnich prikladt, musime
si tento vzorec nejprve dokazat a ovérit jeho platnost.

Véta 3.2.1. Necht a, b jsou celd ¢isla a m je prirozené c¢islo. Navic predpokldiddme, Ze
funkce f md v intervalu [a — 1,b] spojité derivace aZ do Tddu m. Pak plati

b

S = [ fayde s 1(f<b> ~ fla- 1>) n

k=a a—1 2

+i (_1?ij (f(jl)(b) _ f(jfl)(a — 1)) +R,, , (3.1)

kde Ry, = -~—— / : B () £ (z) dz . (3.2)
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Diikaz. P001teJme integral fo x)dxr metodou per partes, pficemz vyuZijeme toho, Ze
By(x) = s a Bj(r)=1:

[ swa = [ B =

- | (w)f(w)y -/ Bu(a) () e =

0

- (1w +50) - [ Brwa

Vyslednou rovnici miizeme upravovat jesté dal. Uvazime-li, ze By (z) = 1 Bj(x) podle rov-
nice (2.8) a By(0) = By(1) = B, mizeme integrovat znovu metodou per partes a upravit
do tvaru

/Olf(x) dr = %(f(n +f(o)> —%[Bg(x)f’(x)r 21' /1 Bo()f"(x) i =

;(f( )+ £(0 )) glz(f’(l)—f’(o))nt;/ Bo(2) f" () da

Timto zptisobem bychom mohli postupné integrovat per partes v dalsSich krocich. Predpo-
kladejme, Ze po (m — 1)-nim kroku jsme dostali

/01f<:c>dx - 5(rw+ ) S EE (oo - o0 -

_ % / Bt (2) /() de (3:3)

(pro m = 3 tvrzeni plati). Nyni dokdZeme, Ze vzorec plati také pro m + 1.
Spocitejme integral fol Bp_1(z) f™ Y (z) do pomoci metody per partes. Podle rovnice (2.8)
vime, 7e B,_1(z) = %B;n(l') Vyuzijeme také toho, ze pro kazdé m > 2 je

B (0) = B(1) = By, ,

pfi¢emz rovnost B,,(0) = B,,(1) plyne z véty 2.2.1 arovnost B,,(0) = B,, vyplyva z definice
Bernoulliho polynom.

/01 B (2) ™ V(z)de = %[Bm(x)f(m—l)(x)]: _ % /01 B () f™ (z) dar =
- %(f(m—l)(l) - f(m—l)(o)) _ %/01 B(2) ™ (z) da .
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Ziskany vysledek dosadime do rovnice (3.3) a rovnici upravime

1

[ san =5 (s s0) = 3 SR (50w - 000

J

(=)™ B,
m)!

~ (10 0) - S EEE (o) - o)) -

i
2 J:

(7w - ) -

(_1>m+1
m!

/0 By (2) £ (2) dz .

Dokazali jsme tedy, ze pro kazdé m € N plati

[r@a = S+ o) - EXE () - o) -

!

=

(-t
m!

/0 Bon(2) £ () da

Z posledni rovnice vyjadiime $(f(1) + f(0)):

(1) = [ rmasey CRE (o) - o) +

(-1

_l’_
m)!

/0 Bon(2) ™ () da (3.4)

Zvolme k € 7 a definujme funkci g(x) = f(z + k). Pak plati

3(50+ 0+ 50) = 5 (50 +50) = [ gty as

+Z_;<_E‘)!j3j (g(j‘l)(l)—g(j‘l)(o)) n <_27_1/0 B (2)¢™ () dz =
k+1 m _1VIR. . .
- [ e S BB (o - o)+
e e / Bon() () da
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kde funkei B,, jsme definovali v kapitole 2.

Dokéazali jsme, ze pro kazdé k € Z plati

k+1

1 o o (_1)ij j—1 j—1
HUSEBEFC) I f<x>dx+;T(f< 1) = P70 )+

k

 CO 1 @@ .

m!

Sectenim téchto vztahtt pro k =a —1,..., b — 1 dostaneme
b
%(f(b)+f(a— 1)> + fla)+ fla+1)+---+ f(b—1)= /lf(x)dx—l—
+i % <f(j1)(b) — f(];l)(a — 1)) T ﬂ /: Bm(x)f(m)(x) dr .

m)!
Jj=2

Diikaz dokoné¢ime tak, k obéma strandm rovnice pfi¢teme vyraz <% f(b) —3f(a— 1)):

b b

1
’;f(k) = [ @+ §(f(b>_f(a_1)> .
+Z2 (_3):BJ (f(j—l)(b) _ f(j—l)(a _ 1>> 4R,
_1\ym—1 b B
kde R, = ( 2! /a_l Bm(a:)f(m)(:t) dz

Eulertv-Maclauriniiv sumacni vzorec ma nékolik dalsich modifikaci, které jsou specialnimi
pripady vzorce uvedeného v predchozi vété. My si jednu upravenou verzi sumacniho vzorce
ukézeme v nasledujicim dusledku, nebot ji budeme v dalsich kapitolédch vyuzivat p¥i pocitat

konkrétnich prikladi.

Dusledek 3.2.1. Necht m, n jsou pfirozend c¢isla. Predpoklddejme, Ze funkce f md v in-

tervalu [0,n] spojité derivace aZ do m-tého tadu. Pak plati
S = [ e S (1) - ) < R )
=1 =1
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kde zbytek R,, je ddn rovnict

-1 m—1 no_
R, = = B (z) f™ (z) dx . (3.6)
m! 0
Diikaz. Rovnice (3.5) a (3.6) plynou pfimo z véty 3.2.1 dosazenim a = 1 a b = n. ]

V této kapitole jsme si ukazali korektni diikaz Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce
a odvodili jsme si jeden z jeho disledkt. Nez zacneme pocitat dalsi priklady, zaméfime se
na zbytek R,, v Eulerové-Maclaurinové sumacnim vzorci.

3.3 Odhady zbytku v Eulerové-Maclaurinové sumac-
nim vzorci

Hodnotu zbytku zpravidla nemtizeme urcit zcela presné. Jediny pozadavek, ktery na zby-

tek R,, mame, je, aby byl maly. Pravé zbytek vyjadiuje jemny rozdil v porovnani sumy
a integralu. My si ukdzeme zptisob, pomoci kterého odhadneme hodnotu zbytku.

V nasledujicich vypocétech budeme hledat horni odhady zbytka R,,. K odhadovani hodnot
zbytkt vyuzijeme odhady Bernoulliho polynomii, které jsme si ukazali v kapitole 2.2. Dale
také vyuzijeme toho, Ze pro kazdou riemannovsky integrovatelnou funkci A na intervalu

/a ) de
Rl =\Qiﬁi/%~ 2)f0 () d

< L sup Bt |/Wf o)lde (3.7)

b
[a, b] plati < / |h(z)| dz. Pomoci tohoto tvzeni dostaneme odhad

/\B () ()| da <

Priklad 3.3.1. Nasim cilem v tuto chvili je odhadnout zbytek Rj.
Vyjdeme ze skutecnosti, ze zndme horni odhad Bernoulliho polynomu B;

- 1
|Bl(x)| < 3

Dosadime m = 1 do vztahu (3.7), obdrzime odhad

b
WAS%/LH@Mw
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Priklad 3.3.2. Stejnym zpusobem budeme postupovat i pfi odhadu zbytku R,.
Pouzijeme odhad z kapitoly 2

| Ba(w)] <

=

a stejné jako v predchozim prikladé odhadneme zbytek pomoci nerovnosti

1 b
Rl < 55 [ 1 @)lde

Ptedchozimi vypocty jsme si ukazali, ze plati

I I
Rl <5 [ Ir@lde IRl < g5 [ 1r@lds (38)

Analogicky bychom dostali odhad pro zbytek R,,, kde m je libovolné ptirozené ¢islo.

Poznamka 3.3.1. Pro m = 2k plati podle rovnice (2.18), e sup | By ()| = |Ba| a tedy
podle véty 2.1.3 plati:

32 b b
o [ 1@l < g [ 1@l

| Ro| <

3.4 Historické odvozeni sumac¢niho vzorce

V této casti si ukazeme puvodni Eulertv postup, kterym dospél k sumacnimu vzorci.
Projdeme si spolecné Eulerovy tivahy a poukazeme na nékteré nedostatky v jeho dikazu.
Ackoliv je Euleruv dikaz z dnesniho hlediska nekorektni, je i presto pou¢ny. Na konci
kapitoly se znimime jak se od sebe lisi Eulertiv a Maclaurintiv diikaz sumac¢niho vzorce.

Nejprve budeme uvazovat soucty

S=F1)+FQ2)+F@3)+F4)+---+ F(n),
s=FO)+F1)+F2)+F@3)+---+F(n—-1),

pricemz F' je libovolna primitivni funkce k funkci f.

Vypocitame rozdil mezi S — s pomoci Taylorovy rady

(x —x0)?

3!

(x — x9)?

F(x) = F(zo) + (x—z0)F'(z0) + 2!

F//(xo) + F/”(.TO) _|_ e
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pricemz dosadime za x = k — 1, xo = k:

F(k—1)=F(k)— F'(k) + 21'F”(k;) - %FW(@ o
F(k) — Flk—1) = F’l(!k:) B F’;('k) N F/;Ek:) B

Odtud pak vyplyva, ze rozdil S — s mizeme vyjadrit ve tvaru
IR WS W TR DO CR
N 2! 3! 41
k=1 k=1 k=1 k=1
Nyni vyuzijeme toho, ze F' = f

Zf LR WICES S WA T D SV CIERNN )

V druhém kroku budeme chtit postupné odstanit sumy »,_, f'(k), > p_, f"(k), > r_y f" (k)
na pravé strané rovnice a nahradit je f’, f”, f"”. Rovnice (3.9) plati pro libovolnou funkci,
nejen pro funkci f. Muzeme tedy misto f psat f’, f” atd. Tim dostaneme nésledujici
rovnice.

n

S = ) - 50 +%Zf”<k> A Zf

k=1

ICIERORNOR % > 10w - g Z ) + Z O (k)
Zf = ["(n) - lef f(5) 4|Zf(6)

Pomoci téchto vztahii upravime rovnici (3.9):

- [[1@as = a(s0) - 10) + 5(r00- 1 o) -
(- o) (- o) < )

kde o, 3, 7, 9,... jsou jista ¢isla. V nasledujicim postupu ukazeme, jak se daji spocitat.
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Jestlize ve vztahu (3.10) postupné nahradime funkeci f jejimi derivacemi f’, f”, f"” atd.,
ziskame

;:f(’“) = /Onf(x)dx—a(f(n)—f(o))+ﬁ(f’(n)—f'(0)) .
_ %kz:f’(k) = - %(f(n) —f(O)) +%<f’(n) —f’(())> — ...

G0 =+ (1w -r) -

Uvédomme si, ze soucet levych stran rovnic je roven integralu fOn f(z)dz podle rovnice
(3.9). Rovnice tedy sec¢teme a po tpravé dostaneme

= (a3 -+ (54 5+ 5w - O+

odkud plynou vztahy pro hledané koeficienty o, 3, v, ¢

g o .

1 a 1 I} 1
a+5=0, ﬂ+a+§:0 7+2'+3'+E—0,.... (3.11)
Pripomenme si, jaky vztah plati mezi Bernoulliho ¢isly.
m—1 m
By=1, 2B+ By=0, 3By +3B1+ By =0, ..., (k)Bk:O (3.12)
k=0
Porovnanim vztaht (3.11) a (3.12) mizeme zjistit, Ze
B _ _ Bs _ By
a_F7 /3 2" _a’ —Z,....
Nyni zndme jednotlivé koeficienty o, 3, 7, d,..., vratime se tedy zpét k nasi rovnici (3.11)

a koeficienty do ni dosadime

= [ (100 - 1) + 5 (r00 - r0) -

-5 (o= o) s 5 (10m - roo) -
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Z ptedchozi kapitoly vime, ze Bernoulliho ¢isla By pro k£ > 2 liché jsou vsSechna rovna
nule. Z toho plyne, Ze derivace sudého fadu funkce f vypadnou a v rovnici zistanou pouze
derivace lichého fadu funkce f, které maji za koeficienty nenulova Bernoulliho ¢isla.

;ﬂk) = [(t@ae- T (f00 - 10) + 5 (£00 - 1) +

n % <f(3>(n) _ f(s>(0)> .

Ziskany sumacni vzorec mizeme zapsat zkracené ve tvaru

gm - [(1@as + (1w - s0) +i% (7w - 1270

Vsimnéme si, ze Euler pracoval s nekoneénym souctem na pravé strané rovnosti. Tato
Eulerova tvaha byla vSak chybné, protoze fada miize byt divergentni. Proto také dnesni
tvar Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorec obsahuje pouze konecné soucty.

7 provedeného diikazu je vidét, ze Euler postupoval pti dokazovani sumac¢niho vzorce cisté
analyticky. Maclaurin se naopak ve svém diitkazu opiral predevsim o geometrické souvislosti
a velmi casto se odvolaval na obrazek znazornujici danou situaci. Obé odvozeni sumac¢niho
vzorce, jak podle Maclaurina tak podle Eulera, vyuzivaji rozvoje do Taylorovy fady. Za-
sadni odlisnost obou diikazli je v pouziti matematické notace — Euler pouzival matematicky
zapis, ktery odpovida leibnizovské notaci, kterou dnes bézné pouzivame. Zatimco Maclau-
rin pouzival newtonovskou notaci, tzn. ,fluxe“ (tj. derivace) a ,fluenty“ (tj. primitivni
funkce k fluxi). Oba dva objevitelé sumacniho vzorce vyuzivali ve svych diikazech Ber-
noulliho ¢isla a polynomy, avsak ani jeden neurcil v sumac¢nim vzorci tvar zbytku. Termin
»zbytek“ (a jeho pfesny tvar) poprvé zavedl az S. D. Poisson viz [12].
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Kapitola 4

Aplikace Eulerova-Maclaurinova
sumacniho vzorce

4.1 Soucet mocnin prirozenych ¢cisel

Prvni priklad, ktery si v této kapitole ukdzeme, bude slavny vysledek v oblasti kone¢nych
souctii. Na zacatku kapitoly o Bernoulliho ¢islech jsme se zabyvali souctem ), _, k¢, ktery
zkoumal Bernoulli. Ukazali jsme si, jakym zptisobem Bernoulli postupoval a k jakym ob-
jevnym vysledkim ve své praci dosel. Nyni ovSem zname daleko mocnéjsi nastroj, jakym
je Eulertiv-Maclaurintiv sumacni vzorec.

Budeme tedy opét zkoumat soucet
Sm(n) = Z k™,

ale tentokrat budeme postupovat jako pred mnoha lety Euler a pokusime se pomoci
Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce a Bernoulliho ¢isel sec¢ist hodnoty mocnin priro-
zenych ¢isel. Nakonec uvidime, ze Euler nejen, ze potvrdil Bernoulliho vysledky, ale také
se mu pomoci sumacniho vzorce podarilo najit dikaz.

Zkoumejme, stejné jako Euler, funkci f(z) = 2™}

Derivace této fukce jsou:
f(j)(QJ): (m_l)(m_2> (m_j)xmilij ) jE {17"'7 m_l} )

vSechny derivace vyssich radi jsou nulové.
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Na funkei f(z) aplikujeme Eulertiv-Maclauriniv sumacni vzorec (3.5).

Spm_1(n) (/‘f ydz + }: ( JlKn)—j“‘”dD)%—Rm.
Uvazime-li, Ze derivace vyssich fadii jsou nulové, pak ze vatahu f(™ (z) = 0 vyplyva, Ze je
i zbytek nulovy, tedy R,, = 0.

Zaméfime-li se na sumu ) 7" ) ,JBJ fU=9(0), plati, ze fUD(0)=0proj=1,..., m—1,
ale f™m=Y(0) = (m — 1)\

Vyuzijeme-li tyto ivahy, mtizeme rovnici dale upravit a dostaneme

Sm-1(n) = E:H“1:

m!
- %+f B m = 1) —2) - (m— g1y s - C B
= (w3 app s I sy, ) -
. %<nm+§; (~1)B; <T) nm (—1)mBm> =

Nakonec nahradime m za m + 1 a dostaneme vzorec pro soucet S,,(n) vyjadieny pomoci
Bernoulliho ¢isel:

Sg(n)::——l——ﬁé( 1B, (”’+1> i (4.1)

J

Nyni se pokusime vyjadfit soucet S,,(n) ale tentokrat pomoci Bernoulliho polynomti. Zaé-
neme tim, ze si vyjadiime soucet S,,(n) pomoci souc¢tu S,,(n — 1),

Sn(n) = Sp(n — 1) —
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Z ptedchozi rovnice si vyjadiime soucet S,,(n — 1) a budeme ho déle upravovat, soucet
Sm(n) rozepiseme podle rovnosti (4.1)

Sm(n — 1) = Sm(n) —nm =
1

V dalsim kroku ze sumy vypiSeme prvni dva ¢leny. Druhy ¢len, ktery je roven vyrazu
(=B1 (" ")n™), se budeme snazit dale upravit tak, aby mél kladné znaménko. Zaroveii si
také miizeme viimnout, Ze v sumé miizeme vynechat ¢len (—1)7, nebot ¢len (—1)7 je kladny
pro j sudé a zaporny pro j liché. Uvazime-li, Ze Bernoulliho ¢isla B; jsou rovna nule pro
liché j > 3, miizeme tedy ¢len (—1)7 ve zlomku vynechat, aniz by se zménil vysledek sumy.

1 m+1 " m+1 ,
_ m+1 m ) m—+1— aam
Sm(n—1) = —m+1(n —B1( 1 >n +jZQB]< j )n ]> n™ =

1 1 T 1 ‘
— (nm+1+§(m+1)nm+ZB] (m;‘ ) nm-l—l—]) —pm =

m—+1 =
1 1 i m+1 .
_ m+1 = m ) m—+1— _
= —+1(n 2(m+1)n —i—JE:ZB] ( j )n J)_

m
= ;1 Bj (m + 1) nerl*j =
m + = J

1 m+1 m+1 »
S O (M EE R

=0 J

Vzpomeiime si, Ze vztahem ) 7" B; (7]”) ™ = B,,(x) v rovnici (2.6) jsme definovali Ber-
noulliho polynomy. Rovnici tedy miizeme dale upravit do tvaru:

1

Sm(n — 1) = m—H(BmH(n) - Bm+1(0)) .

Nahradime-li n za n + 1 dostaneme pfesnou hodnotu souctu S,,(n) vyjadfenou pomoci
Bernoulliho polynomt.

1

Sm(n) => k™ = m—H(BmH(n +1) = Bnpa(0)) . (4.2)

Z naseho vypoctu je vidét, ze pokud pouzijeme Eulertiv-Maclauriniv sumacni vzorec na
sumu Y _,_, k™, dostaneme jednoduchy vysledek.
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Pokud bychom si chtéli vysledky ovérit pro konkrétni hodnoty ¢isla m, polozili bychom
postupné m =0, 1, 2,... v rovnici (4.1) nebo v rovnici (4.2). Tim bychom dostali vzorce,
které jsem uvedla na zacatku kapitoly 2. Timto zptisobem bychom si mohli ovérit platnost
Bernoulliho vysledku pomoci Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce.

Nez tento priklad zcela opustime rada bych jesté poznamenala, Ze tloha o sou¢tu mocnin
celych ¢isel méa i hlubsi dopad. V pocatecnim obdobi rozvoje diferencialniho a integralniho
poctu se tento problém objevil u P. Fermata v roce 1635 pti priblizném vypoctu plochy
pod grafem mocninné funkce x™. V jazyce dnesni matematiky se jedna o vypocet rieman-
novskych integralnich soucti prislusnych k integralu foa ™ dx viz [12].

4.2 Theodorova spirala

Spocitame si nyni tlohu, kterou jsem ptevzala z knihy [5]. V této knize je tiloha soucésti
cviceni. My vsak tuto ulohu spoc¢itame, abychom vidéli, ze pomoci Eulerova-Maclaurinova
sumacniho vzorce je jeji feSeni pomérné snadné. V této tlloze budeme zkoumat pocet rotaci
v tzv. Theodorové spirale. Nez ale zacneme se samotnym vypoctem prikladu, fekneme si,
po kom je tento Gtvar pojmenovany a popiseme si vlastnosti Theodorovy spiraly.

Theodorova spirala je pojmenovana podle Theodora z Kyrény, ktery zil pfiblizné v letech
470-390 pr. n. L.

Theodorova spirala je atvar sloZzeny z pravotuhlych trojthelnikt o stranach délky 1, /n
a vn+1, kde n € N. Tato spirdla vznika rotaci trojuhelnik kolem pocatku soustavy
soutradnic, ptricemz sousedni trojuhelniky maji vzdy spolec¢nou pravé jednu stranu. Theo-
dorova spirala se po sedmnéactém trojuhelniku vrati zpét do prvniho kvadrantu a zacina
pocatek soustavy souradnic obihat znovu. Theodorus proto svou spiralu po jednom celém
obéhu ukon¢il (jako je tomu na obrazku), my se ale v nasem vypoctu nebudeme omezovat
pouze na 17 trojuhelnikd, ale budeme chtit védét, kolik rotaci udéla 1 miliarda takovych
trojuhelnika?
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A1 Ay A

Podivejme se blize na trojihelnik 0A,, A, .1, kde 0 je pocatek soustavy souradnic.

0

tg} (Yr] e —

Vn

ap = arctg —

An 1 An+1

Chceme-li zjistit, kolikrat spirala obéhne bod 0, potiebujeme secist

1000000000

1
S = oy Z arctgﬁ . (4.3)

k=1
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Tuto sumu rozdélime na dvé ¢asti

1 & 1
S = — Zarctg— ,
o — Vk
| 1000000000

1
Sy = o Z arctgﬁ .

k=18

Prvni sumu spocteme piimo:

17
1 1
— arctg — € (1,01; 1,02) ,
o ; 5z € ( )

tj. prvnich sedmnéact trojihelnikii obéhne jednou kolem pocatku. Po obéhnuti se ale se-
dmnacty trojuhelnik nevrati iplné presné do pocatecniho bodu, nybrz presahne jesté maly
kousek pres prvni trojuhelnik.

Druhou sumu odhadneme pomoci Eulerova-Maclaurinova sumacniho vzorce, kde dosadime
funkei f(x) = arctg \/LE do rovnice (3.5). VSimnéme si, ze vypocet je velmi kratky, protoze
muizeme pouzit uz zbytek R;.

1000000 000

1 1 1 1000000000 1
Sy = — tg —= = — tg —d Ry ).
2= 5o Z arctg N </1 arctg NG T+ 1)

k=18 7

Primitivni funkce k funkci f je

1
Fz)=Vz+z arcth—arctg\/E,
x

(mizeme ji spocitat napt. metodou per partes).

Plati tedy

1000 000 000 1
/ arctg 7 dz = F(1000000000) — F(17) € (63237,14; 63237,15) .
17 x

Zbytek R; odhadneme pomoci vztahu (3.7). Vyuzijeme také toho, ze f je klesajici, a tedy

<.
1000000000 _
/ Bi(z) f'(x) dz
1

7

|Ri| =

5 1000000000
< sup|Bu(a)| / f(2)| da =
17

1 (1000000000 1
= 5/ (—f(z))dx = §(f(17) — f(1000000 000)) < 0,12
17
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Odtud dostavame odhady pro soucet Ss:
1
Sy < 2—(63 237,15 + 0,12) < 10064,52 ,
i
1
Sy > 2—(63 237,14 — 0,12) > 10064,49 .
T

Tedy

S =51+52 >1,01+10064,49 = 10065,5 ,
S =51+ 5 < 1,024 10064,52 = 10065,54 .

Odtud plyne odpovéd na nasi otdzku. 1 miliarda trojuhelnik spliiujici zadané podminky
vykona 10065 rotaci kolem pocatku soustavy souradnic.

Na zavér vénujme jesté znovu pozornost rovnici (4.3). Zamysleme se nad tim, zda bylo
nutné v nasem vypoctu rozdélit soucet S na dva soucty S; a Sy a Euleruv-Maclauriniv
sumacni vzorec aplikovat teprve az na soucet Sy. Ano, bylo to nezbytné, nebot kdybychom
sumacni vzorec pouzili pfimo na soucet S, vyslo by nam:

|Ry| < %(f(()) — (1000000 000)) .

Protoze je f(0) = 7, dostali bychom pfili§ velky odhad pro zbytek.

Odtud plyne, ze Eulertiv-Maclaurintiv sumacni vzorec je ¢asto neefektivni pro soucty od 1.
Proto budeme i v nékterych nasledujicich prikladech aplikovat Eulertiv-Maclaurintiv su-
macni vzorec na soucty od i = k + 1 do n.

4.3 Harmonicka rada a Eulerova konstanta

Nyni si ukdzeme, jak mizeme pomoci Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce secist ¢éas-
tecné soucty harmonické fady a vypocitat Eulerovu konstantu. Harmonicka fada ma Siroké
uplatnéni v nékolika oblastech matematiky. Vypocet mnoha ptikladt z teorie pravdépo-
dobnosti, statistiky nebo analyzy vede pravé na castecné soucty harmonické rady. Naucime
se s velkou presnosti poc¢itat harmonicka ¢isla a vysvétlime si, jak miizeme presné urcit na
kolik desetinnych mist je nas vypocet presny.

Nejprve si definujme ¢asteény soucet harmonické fady, ktery oznac¢ime symbolem H,,.
Budeme chtit tedy vysetfovat soucet
~1 1 1 1 1
Hy=Y —=-4-+_+-+—.
; k1 2 3 n
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K tomu, abychom tspésné zvladli aproximovat castecné soucty harmonické rady, budeme
potfebovat urcit ptibliznou hodnotu Eulerovy konstanty, kterou oznac¢ime feckym pisme-
nem 7. Nez vSak za¢neme tuto konstantu vycislovat, ukazeme si jeji geometrickou inter-
pretaci.

Definujme pro n € N ¢islo d,, jako rozdil mezi sumou a integralem

n

"1 ntlq 1
=1

=1

Prohlédneme-li si nasledujici obrazek, zjistime, ze d,, je soucet obsahti prvnich n kfivocarych
trojihelnikt nad grafem funkce f(x) = % Pokud bychom ptesunuli vSechny ¢asti, které jsou
nad grafem funkce f(z) na pravou stranu od grafu, vyplnili bychom jimi ¢ast obdélniku
o vysce 1 a §ifce 1 jako na obrazku. Protoze funkce f(x) je klesajici, posunuté ¢asti se
navzajem nepiekryvaji. Porovname-li tyto ¢asti, dostaneme nerovnost 0 < d,, < d, 1 < 1.
Tudiz posloupnost {d,} je rostouci a shora omezena, ma tedy limitu

v = lim (Hn—ln(n+1)> ,

n—oo

kde ¢islo v se nazyva Eulerova konstanta. Geometricky tedy v reprezentuje soucet vsech
kiivocarych trojuhelnikii nad intervalem [1, 00).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vzorec, pomoci kterého jsme Eulerovu konstantu definovali, mizeme dale upravit a ziskdme
vztah

= lim (Hn —1In(n+ 1)) = lim (H,-; —Inn) = lim (Hn_l —Inn+ l)

n—oo n—oo n—oo n
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v = lim (H, —Ilnn) , (4.4)

n—oo
ktery mizeme chapat jako ekvivalentni definici k nasi definici Eulerovy konstanty. V mnohé
matematické literatufe se Eulerova konstanta definuje pravé pomoci tohoto predpisu.
To znamena, Ze pro velkd n mizeme castecny soucet harmonické fady aproximovat takto:

H,=Inn+~. (4.5)

Pfesnéjsi aproximaci (véetné odhadu chyby) ziskdme pomoci Eulerova-Maclaurinova su-
macniho vzorce.

Nyni si ukdzeme, jak mizeme pomoci Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce secist ¢éas-
tecné soucty harmonické fady a vypocitat Eulerovu konstantu.

Derivace funkce f(z) = % jsou: fO)(x) = (—1)13511 .

Funkei f(z) dosadime do rovnice (3.1), pfi¢emz polozime a =k + 1 a b =n:

n m j 1
H,—Hy= > f(i):/ —dx+z =i (%—%)H%m,

k

i=k+1
kde R, = —/k g dz . (4.6)
Definujme ¢islo 7, pfedpisem
Ye = Hk —Ink

_x~ (-1)B; 1 * By (x)
Odtud mtzeme napsat obecné vyjadieni pro aproximaci harmonického ¢isla Hy:
Hy=Ink+~v+ Z e
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* dz

~ ~ 1
< suplBo(o)] [ i = sup Bu(o)

mkm’

* By (x
el = ‘/k Im+1) dz

K tomu, abychom co mozna nejpresnéji vycislili Eulerovu konstantu v staci, abychom si
z predchozi rovnice vyjadfili konstantu v a polozili napt. kK = 10 a m = 9 (tak jako Euler)
a ziskame

S In (10) 1 1 L
" 2.10 ' 12-102 12-10°

1 2 3 10
1 1
- = 21566490153286 . . .
+ 35105~ aa1ge = 0P7721566490153286

Zaroven také vidime, s jakou pfesnosti jsme urcili hodnotu

le| < sup |By(z)] = 5283410712

1 9.109

tj. s presnosti na 11 desetinnych mist.

Eulerovu konstantu ~ s presnosti na 1271 desetinnych mist vypocital Knuth.

Ackoliv Eulerova konstanta hraje velkou roli v matematické analyze, nékteré jeji vlastnosti
nejsou dodnes zcela prozkoumané. Stale nevime, zda se jedna o racionalni nebo iracionalni
¢islo.

4.4 Ulohy souvisejici s vypodétem ¢asteénych soudtti
harmonické rady

Pomoci nasledujicich tloh si ukézeme, ze s harmonickou fadou se miizeme setkat i v bézném
zivoté, ne jenom v matematickych kurzech. Pfedvedeme si dvé tlohy ,ze zivota®“, jejichz
vypocet vede pravé na urcovani ¢astecnych soucttt harmonické rady.

Piiklad 4.4.1. Uloha o fronté

Tento piiklad jsem prevzala z knihy [15]. VZijme se nyni do role prodavacky, ktera stoji za
pultem a diva se na frontu lidi, ktefi stoji pfed ni. Rada by védéla, jak je fronta dlouha,
ale jediny zpusob, jak mize délku fronty odhadnout, je, Ze spocita pocet osob, kterym
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xvykukuji hlavy*. Podafi se ji vSak diky tomu délku fronty odhadnout?

Zformulujme si presnéji lohu, kterou budeme chtit vytesit: n osob rizné vysky stoji v radé
za sebou. Divame-li se na frontu zepredu, jaka je stfedni hodnota poc¢tu osob, které vidime?
Predpokladejme, Ze potradi osob ve fronté je ndhodné. Osoba je vidét, pokud je vyssi nez
vsSechny pfed ni.

Proi=1,..., n definuyjme ndhodnou veli¢inu

¥ — 0 -t osoba neni vidét,
| 1 i-t4 osoba je vidét.

Odtud vyplyva, ze
X=X1+Xo+ -+ X,

je pocet osob, které jsou videét.

Plati, Ze stfedni hodnota poctu osob, které jsou vidét, je dana souctem jednotlivych stied-
nich hodnot:
EX=FXi+FEXo+ -+ FEX,, (4.7)

pricemz pro stfedni hodnotu nahodné veliciny X; plati
1

1

Y

tedy i-t&4 osoba je vidét, pokud je vyssi nez predchozich (i — 1) osob. Tento jev nastane
s pravdépodobnosti %

Dosadime-li tento vztah zpét do rovnice (4.7), zjistime, Ze stiedni hodnotu poctu osob,
které jsou vidét ve fronté tvorené n osobami, ziskdme tak, ze spocitame castecny soucet

harmonické fady H,.
1 1 1
EX=-+-4+---4+—-—=H, .
1 2 n
Pomoci tohoto obecného predpisu uz bude snadné zjistit napt. jak dlouhd musi byt fronta,

abychom vidéli alespon 10 osob. Chceme tedy spocitat jak velké musi byt n, aby £EX > 107

Hledame n takové, aby H,, > 10. Vyuzijeme rovnice (4.5), pomoci které jsme si aproximo-
vali ¢astecné soucty harmonické fady a vyjadiime si z této rovnice n:

do rovnice dosadime H,, > 10 a dostaneme

n > %7 =12367 .
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Budeme-li mit frontu, ve které bude stat 12 367 osob, pak pani prodavacka uvidi v prameéru
jen 10 osob.

Vratme se ale jesté na chvili k predchozimu vypoctu. V rovnici (4.5) jsme ¢astecné soucty
harmonické fady aproximovali pomoci logaritmu a Eulerovy konstanty . Je dilezité uve-
domit si, jak podstatnou roli v nasem vypoctu hraje Eulerova konstanta. Kdybychom totiz
harmonickou fadu aproximovali pouze pomoci logaritmu

H,=Inn,
dostali bychom chybny vysledek, totiz

n=e%=22027 .

Pi¥iklad 4.4.2. Uloha o kartdch

Nésledujici tloha je z knihy [4]. Pfedstavme si nésledujici karetni trik: méjme n karet
a stul. Nasim cilem je vytvorit co nejdelsi karetni previs pies okraj stolu, aniz by tento
previs spadl.

Pro usnadnéni vypoc¢tu mizeme predpokladat, ze kazda karta ma délku 2 jednotky.

Zkusme si predstavit, jak bychom takovy karetni previs vytvorili, kdybychom méli k dispo-

Vv

Vv

vytvorime karetni pfesah pies okraj stolu, ktery bude dlouhy polovinu délky karty, tedy
jednu jednotku délky, stejné jako je tomu na nasledujicim obrazku.

1. karta \

ﬂ

karetni previs vytvoreny pomoct jedné karty
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Vytvorit karetni previs pomoci dvou karet také neni tézké. Z predchozi situace jiz vime,
ze 1. (nejvyssi) karta bude nad spodni kartou tvotit previs dlouhy polovinu délky karty.
Musime si tedy uvédomit, jaké vlastnosti plati pro 2. (spodni) kartu. Maximalni pfevis

Vv

Vv

obou karet se nachazi ve stfedu jejich spolecné c¢asti. Odtud plyne, ze maximéalni délka
previsu je 1+ 1.

2. karta \1. karta \

S

— 1
2

karetni previs vytvoreny pomoci dvou karet

Timto zptsobem bychom mohli postupovat dale. Obecné tedy posunujeme karty tak, ze

2. karta w \

n. karta I , '
\; T I_d—2>

— 4

karetni previs vytvoreny pomoci n karet

Pokusime se nyni tuto podminku vyjadfit algebraicky. Oznac¢me jako dj, vzdalenost pravého
okraje nejvyssi karty od pravého okraje k-té karty. Ziejmé plati:

d1:O.
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Chceme nyni vypocitat vzdalenost dy,; pravého okraje (k + 1)-ni karty, coz je totéz jako

Vv

(di+1)4+(do+1)+---+ (de + 1)

dpi1 = k , pro 1<k<n.
Tento vztah mtizeme prepsat do tvaru:
kdpr =k +di+ -+ dp—1 +dy k>0,

napiSeme-li £ — 1 misto k£, dostaneme
(k—Ddpy=k—1+dy+---+dg_1, k>1.
Nyni od sebe oba vztahy odecteme
kdii1 — (K —1)dy =1+ dy kE>1,

a po upravé této rovnice ziskdme rovnost
1

Odtud snadno vidime, ze
dp+1 = Hy .
Jestlize polozime k = n, dostaneme
dpi1 = H, , (4.9)

coz je délka maximalniho karetniho previsu vytvoreného pomoci n karet.

Prohlédnéme si pozorné obrazek, na kterém je znazornén karetni previs vytvoreny pomoci
n karet. VSimnéme si, zZe nepotiebujeme mnoho karet k tomu, abychom vytvorili karetni
previs, jehoz nejvyssi karta nebude uz viibec lezet nad plochou stolu. Pokusme se nyni spo-
le¢né odpovédét na nasledujici otazku: , Kolik karet je potieba k tomu, abychom vytvorili
karetni previs delsi nez je délka karty, tedy 2 jednotky délky?*

H = Z%:l

k=1
| 3
 k 9
3
1 1 11
 k 3
4
1 1 1 25
H = —:1 —_ — —_ = —
4 . + 34 12



Z nasich vypocta vyplyva, ze prvni harmonické ¢islo, které je vétsi nez 2 je Hy = % = 2,08,

takze nam staci 4 karty k tomu, aby 4. karta jiz viibec nelezela nad plochou stolu.

Teoreticky mtizeme spocitat maximalni hodnotu karetniho previsu pro libovolny pocet
karet. Zkusme nyni spocitat maximalni hodnotu karetniho previsu napt. pro 52 karet.
Nejprve si spocitame harmonické ¢islo Hso,

Hsy = 4,54 .

Protoze délka karty je 2 jednotky, délka previsu je 2,27 nasobek délky karty.

V tloze o fronté jsme spocitali, ze nejmensi n takové, aby ¢astecny soucet harmonické rady
H,, byl vétsi nez 10, je 12 367. Odtud tedy miizeme vyvodit, ze potfebujeme alespon 12 367
k tomu, abychom vytvorili karetni pfevis, jehoz délka bude alespon pétinasobkem délky
karty.

Nékoho by mohlo pirekvapit, ze mizeme vytvorit karetni previs, ktery bude dosahovat délky
az 1 metr, nebo jesté vic. Nezapomenme ale, Ze jsme spocitali maximalni délku karetniho
pfevisu, coz v praxi znamend, Ze pfevis mize dosdhnout teoreticky (matematicky, nikoli
v8ak fyzikalné-technicky) pro dostateéné velky pocet karet libovolné velké hodnoty.

4.5 Stirlingtiv vzorec

Stirlingtiv vzorec nazyvany také Stirlingova formule je nejznaméjsi aproximaci faktorialu
pro vysoké hodnoty argumentu. V praxi se Stirlingiv vzorec pouziva pfedevsim k vypoctu
limit, ve kterych se objevuje faktorial, vyuziti ma ale také ve statistické fyzice nebo v teo-
retické informatice.

V této kapitole zadefinujeme Stirlingtiv vzorec, uré¢ime Stirlingovu konstantu a porovname
presnost Stirlingova vzorce s hodnotou faktoridlu. Nakonec diky Eulerovu-Maclaurinovu
sumacnimu vzorci dokdzeme platnost Stirlingova vysledku.

Nasim cilem bude spocitat soucet

k
d fi)=ln2+m3+Ind+mm5+ -+ +Ink=1Inkl,

=2

Chceme tedy ziskat priblizny tvar pro faktoridl k! =1-2 --- k.
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Véta 4.5.1 (Stirling 1730). Necht k je libovolné prirozené ¢islo nebo nula. Pak pro k! plati

V2rk Kk 1 1 1 1
=Y - . R 4.10
ok P <12k: 3605 | 1260k  1680k7 © 9) ’ (4.10)
kde | Rg| < 0.00006605/k%. Pro k — oo tedy dostdvdme
k
B o YIRS (4.11)
(&

Nez za¢neme Stirlingtiv vzorec formalné dokazovat, budeme si nejprve demonstrovat jeho
pfesnost. Z nasledujici tabulky je vidét, ze numerické hodnoty rovnic (4.10) a (4.11) pro
k = 10 a k = 100 jsou srovnatelné s k!. Pficemz Stirling 0 ziskame tak, Zze dosadime
konkrétni hodnotu k do rovnice (4.11), Stirling 1, 2, 3 ziskdme z rovnice (4.10) tak, ze
uvazujeme exponencialu s jednim, dvéma a tfemi ¢leny. Tyto vysledky jsou vygenerované
programem Mathematica.

E=10: Stirling 0 = 3598695.61874103592162317593280
Stirling 1 = 3628810.05142693352994116531675

Stirling 2 = 3628799.97141301292538591223941

Stirling 3 = 3628800.00021301281279077612862

k! = 3628800.00000000000000000000000

k=100: Stirling 0 = 93248476.2526934324776475612718 x 10'5°
Stirling 1 = 93326215.7031762340989619195146 x 10'*°

Stirling 2 = 93326215.4439367463946383356624 x 10'°°

Stirling 3 = 93326215.4439441532371338864918 x 1010

k! = 93326215.4439441516816992388563 x 1050

Diikaz. Uvazujme funkei f(z) = Inz. Pro tuto funkei plati

/lnxdx:x Inz —x,

d’ _ i (i —1)!
e (Inz) =(-1)"— .

Tt

Funkci f(z) dosadime do Eulerova-Maclaurinova suma¢niho vzorce (3.1), pfi¢emz jako
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sumacéni meze zvollme a =k +1azb=n

Z Ini = lnn!—Ink! =

1
= nlnn—n—(k lnk:—k:)—|—§(1nn—lnk;)+

m

+ 2 -(ij 0 (njl_l - kj1_1> + Ry (4.12)

=2 7

kde Rm_i/ Bul@) 4.
m J, ™

Vsimnéme si, ze ¢leny Ink!, klnk, k, %ln k diverguji pro k — oo. Oznacme
1
o, =Ink!+k— (k+§) Ink .

Dosadime-li tuto rovnost zpét do rovnice (4.12), ziskame

. B, 1 1
7= 2 ) <n ) k) i

=2

Pro dostatecné velké hodnoty n , k je prava strana rovnice libovolné mala, takze posloup-
nost o, je cauchyovskd a ma limitu 0. Hodnota o se nazyva tzv. Stirlingova konstanta.
Predpokladejme tedy, ze n — oo a ziskame

B 1 1 [ B, (x)

=2

Odtud muzeme odvodit obecny piedpis pro ¢astecny soucet logaritmi pfirozenych cisel

1 . B, 1 1 [ B,(z)
Ink! = ~)Ink - > I . — = iL :
nk (k‘+2> nk k+a+j:2j(j—1) 1 m/k o dx

V konkrétnim pripadé, dosadime-li napt. m = 9, dostaneme

1 1 n 1 1
12k 360k  1260k5 16807

1
lnk!:klnk‘—k+§lnk‘—|—0+ + Ry ,

kde |Ro| < 0.00006605 k5.
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k
k!:Dk\/Ek

Pouzitim exponencialni funkce dostaneme

ek

1 1 1 1

kde Dy =¢7- — _

r Ko Brm e (12k 360k 1260k  1680KT ©

Tento vztah potvrzuje platnost rovnosti (4.10) a tedy (4.11), staci jesté dokazat, ze limita
(4.13)

Rg) . (4.13)
Dy (D = €7) je skuteéné rovna v/27. K vypocétu této limity vyuzijeme podminku z rovnosti

Dy Dy, kK- (2k)%* V2
Doy,

k2 k- (2k)!
k- 2k . k1. 2k

V2
C(2k—1)  Vk

k‘ Y

V2 _
el VR
C(2°4:6 - 2k)(2-4-6 -+ 2k) V2
a (2k)! Vi
. (2-4-6 --- 2k)
1-3-5 ..
Tato rovnice pripomina Wallistiv vzorec.

Rovnici umocnime a upravime

(%52) -
Doy,

(2:2-4-4.6-6 --- 2k - 2k)
1-1-3-3-5-5 ---

g

™

-

2(2k 4+ 1)
2k —1)(2k —1)(2k + 1)

/, +
vidime, Ze pro kK — oo se prava strana rovnice blizi k 27, tedy D = e? = v/27.
exponencialu do Taylorovy rady, dostaneme

Dokazali jsme tedy, ze Stirlingovy vzorce (4.10) a (4.11) plati. Rozvineme-li ve vzorci (4.10)
k\" 1
k! = V2rk (—) (1+ 1
e

]
. B9 571 n 163 879
2k 288k? 51840k 2488 320k*

5246 819 534703531
75246 796 8006

500018 880%° |
902961561600k7'+"') !

coz je tvar, se kterym se Casto setkame v literature.

Vysledek muzeme také ziskat s vyuzitim softwaru Mathematica pomoci prikazu:
s = Normal[Series[Exp[x], x, 0, 7]]

Expand[s /. x -> (1/(12 k) - 1/(360 k~3) + 1/(1260 k"5) - 1/(1680 k~7))]
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Kapitola 5
Zaver

Je skoda, ze v omezeném ramci bakalarské prace nelze do detailu popsat historické mate-
matické klima, které predchazelo objevu sumac¢niho vzorce. Bylo by také zajimavé pomoci
Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce spocitat naptiklad konstantu =, urcit gamma
funkci nebo zkoumat dalsi disledky, které ze sumacniho vzorce plynou. Pokud budou ¢te-
nari chtit, mohou nahlédnout jesté do knih [8] a [2], kde najdou dalsi pfiklady, které lze
pomoci Eulerova-Maclaurinova sumac¢niho vzorce efektivné vytesit.

Prace nabizi celkovy piehled o vlastnostech sumacniho vzorce, jak jeho historicky objev,
tak jeho moderni aplikace. Diiraz je kladen predevsim na hlavni myslenky, na kterych je
sumacni vzorec zalozen a na praktické vypocty. V této souvislosti bych rdda na tplny zavér
parafrazovala slova Matyase Lercha, ktery tika, ze ¢im je pravidlo obecnéjsi, tim méné dava
pro praxi (viz ¢lanek [12]).
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