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�Uvod

V t�eto pr�aci se pokus��me nahl�ednout na vektorov�y sou�cin z didaktick�eho hlediska. Jedn�a
se o t�ema, se kter�ym se studenti st�redn��ch �skol nep�r��mo setk�avaj�� poprv�e snad ji�z v prvn��m
ro�cn��ku ve fyzice. Po�r�adn�e se v�sak prob��r�a a�z ve t�ret��m ro�cn��ku, kde se v�et�sinou pouze
�rekne, jak se vektorov�y sou�cin dvou vektor�u v R3 po�c��t�a s t��m, �ze se zm��n�� jeho nejd�ule�zit�ej�s��
vlastnosti. Konkr�etn�e, �ze v�ysledn�y vektor je k ob�ema vektor�um, jejich�z vektorov�y sou�cin
po�c��t�ame, kolm�y, jeho velikost je rovna velikosti obsahu rovnob�e�zn��ku, kter�y tyto dva
vektory ur�cuj��, a n�ekdy se je�st�e dod�av�a, �ze v�ysledn�a b�aze je kladn�a { samoz�rejm�e v�sechno
za p�redpokladu, �ze oba vstupn�� vektory jsou line�arn�e nez�avisl�e. Z�apisy student�u v se�sitech
pak mohou vypadat n�ejak takto:

M�ejme dva vektory u~; v~ 2 R
3 s t��m, �ze jejich sou�radnice vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi

jsou u~ = (u1; u2; u3); v~ = (v1; v2; v3). Vektorov�y sou�cin t�echto vektor�u spo�c��t�ame jako

u~ � v~ = (u2v3 � u3v2;�(u1v3 � u3v1); u1v2 � u2v1) :

Pak se je�st�e dop���sou zmi�novan�e vlastnosti v�ysledn�eho vektoru, a t��m teorie okolo vek-
torov�eho sou�cinu kon�c��. Studenti se �casto nau�c�� mechanick�y postup, kter�y jim umo�zn�� si
vzorec zapamatovat, a ten pak pou�z��vaj��, kdy�z pot�rebuj�� vektorov�y sou�cin spo�c��tat. Uve-
den�e vlastnosti si tak�e dok�a�zou zapamatovat, nemus�� jim v�sak b�yt z�rejm�e jejich vz�ajemn�e
propojen�� s nau�cen�ym vzorcem. Pro�c zrovna vektor, jeho�z sou�radnice vzhledem ke kart�ezsk�e
b�azi jsou ur�ceny takov�ym p�redpisem, m�a tyto vlastnosti? Toto je kl���cov�a ot�azka, kterou si
klade velk�a spousta nejen st�redo�skolsk�ych student�u.

Odpov�ed�et na tuto ot�azku p�rehledn�e, pokud mo�zno stru�cn�e a element�arn�� �re�c��, kter�a
by byla srozumiteln�a pro studenty u�z st�redn��ch �skol, nen�� �upln�e snadn�e. Sna�z��me se
proto vyu�z��vat postupy a vyj�ad�ren��, kter�a by m�ela b�yt pro studenty, alespo�n ve t�ret��m
ro�cn��ku gymn�azi��, ji�z zn�am�a, jako nap�r��klad parametrick�e vyj�ad�ren�� rovnice roviny a vzorec
pro v�ypo�cet obsahu rovnob�e�zn��ku. D�ale pracujeme se sou�radnicemi vyj�ad�ren�ymi v�yhradn�e
vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi, a to jak ve 2D, tak ve 3D, jeliko�z tuto b�azi studenti dob�re
znaj��. Bohu�zel se v pr�aci neobejdeme bez determinant�u, kter�ym se v�et�sina st�redn��ch �skol
vyh�yb�a.

P�ri odvozov�an�� klademe d�uraz na n�azornost a jednotliv�e kroky �casto podrobn�e
popisujeme, a to i v p�r��padech, kdy v�ypo�cet p�usob�� trivi�aln�e. C��lem je prov�est �cten�a�re,
jako�zto i mo�zn�eho sou�casn�eho studenta st�redn�� �skoly, touto problematikou tak, aby bylo
po p�re�cten�� pr�ace srozumiteln�e, odkud se vektorov�y sou�cin vzal.

Nejprve se pokus��me naj��t vektor kolm�y ke dv�ema line�arn�e nez�avisl�ym vektor�um v R3.
Zjist��me, �ze takov�y vektor nen�� pouze jeden, a pokus��me se p�ridat postupn�e dal�s�� rozumn�e
podm��nky k tomu, abychom v�ysledn�y vektor ur�cili jednozna�cn�e. Uvid��me, �ze v�yrazy vy-
jad�ruj��c�� jeho sou�radnice vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi �uzce souvis�� s obsahem rovnob�e�zn��k�u.
Budeme se tedy sna�zit spo�c��tat obsah rovnob�e�zn��ku ur�cen�eho dv�ema line�arn�e nez�avisl�ymi
vektory, abychom mohli ur�cit po�zadavek na velikost ji�z z��skan�eho, ale zat��m nejedno-
zna�cn�eho kolm�eho vektoru. I po tomto zp�r��sn�en�� si st�ale budeme moci vybrat mezi dv�ema
vz�ajemn�e opa�cn�ymi vektory, a tak nazna�c��me, jak nahl���zet na orientaci vektorov�eho pro-
storu, abychom se mohli kvali�kovan�eji rozhodnout, kter�y z vektor�u si zvolit. T��mto je
v�ysledn�y vektor ur�cen jednozna�cn�e, na�ce�z de�nujeme samotn�y vektorov�y sou�cin podle
v�ysledk�u, ke kter�ym jsme dosp�eli, a pot�e odvod��me n�ekter�e z jeho dal�s��ch z�akladn��ch vlast-
nost��. Pr�av�e v kapitole o de�nici vektorov�eho sou�cinu se nach�az�� velk�y p�r��nos t�eto pr�ace,
jeliko�z jsme k t�eto de�nici, kter�a se obvykle uv�ad�� bez v�et�s�� motivace na r�uzn�ych vysok�ych
�skol�ach, dosp�eli zcela p�rirozen�e. Se znalost�� my�slenek t�eto pr�ace pak u�z nen�� z�ahadou, pro�c
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takovou de�nici vektorov�eho sou�cinu1 cht��t.
V samotn�em z�av�eru pr�ace se je�st�e nach�az�� dodatek k determinant�um druh�eho a t�ret��ho

�r�adu pro �cten�a�re, kte�r�� se s determinanty doposud nesetkali. Je zde zm��n�ena rekurzivn�� de�-
nice determinantu pomoc�� rozvoje podle posledn��ho �r�adku a na jej��m z�aklad�e jsou v tomto
dodatku d�ale odvozeny z�akladn�� vlastnosti determinant�u, kter�ych vyu�z��v�ame p�redev�s��m
ve t�ret�� kapitole, kter�a se t�yk�a orientace. Na determinanty v textu nahl���z��me jako na nov�y
n�astroj, bez kter�eho by v�sechno bylo mnohem nep�rehledn�ej�s��, av�sak jejich zkoum�an�� nen��
t�ematem t�eto pr�ace, a proto je tato �c�ast uvedena pouze informativn�e bez dal�s�� motivace.
Nechceme �cten�a�re m�ast a odv�ad�et od hlavn�� my�slenky nabalov�an�� podm��nek na jist�y vek-
tor odbo�ckou k determinant�um, ale na druhou stranu chceme poskytnout �cten�a�rovi, kter�y
zat��m nem�el mo�znost se s determinanty setkat, �sanci pr�aci porozum�et, a to bez nutnosti
dohled�av�an�� dodate�cn�ych informac��.

V cel�e pr�aci se soust�red��me p�redev�s��m na motiva�cn�� str�anku probl�em�u, jeliko�z ta b�yv�a
�casto ve v�yuce tohoto t�ematu velmi slab�a. �U�celem je, aby �cten�a�r pochopil, odkud se vek-
torov�y sou�cin vzal, nikoliv vybudov�an�� rozs�ahl�e teorie, kter�a je u�z zaps�ana v r�uzn�ych
u�cebnic��ch.2

1[Se], kapitola 2, strana 113.
2Nap�r��klad [Se], kapitola 1, strany 100{103 �ci [Se] kapitola 2, strany 104{115.
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1 Hled�an�� vektoru kolm�eho na dan�e vektory v R3

1.1 Pro�c kolm�y vektor hledat?

V analytick�e geometrii �casto nar�a�z��me na probl�em, kde m�ame zad�ano parametrick�e
vyj�ad�ren�� roviny a chceme jej�� obecnou rovnici.

Parametrick�e vyj�ad�ren�� roviny � zadan�e bodem A = [a1; a2; a3] a line�arn�e nez�avisl�ymi
vektory u~ = (u1; u2; u3), v~ = (v1; v2; v3) vypad�a takto:

x = a1 + t � u1 + s � v1;

y = a2 + t � u2 + s � v2;

z = a3 + t � u3 + s � v3;

t; s 2 R. Chceme obecnou rovnici t�eto roviny, kter�a bude tvaru

ax+ by + cz + d = 0;

kde n~ = (a; b; c) je norm�alov�y vektor roviny �.

Jak tento norm�alov�y vektor ale naj��t? To odvod��me v n�asleduj��c�� podkapitole.

1.2 V�ypo�cet kolm�eho vektoru

M�ejme zad�any dva line�arn�e nez�avisl�e vektory u~ , v~ 2 R3. Hled�ame nenulov�y vektor w~ 2 R3,
kter�y je k ob�ema zadan�ym vektor�um kolm�y, tj. w~ ? u~ a w~ ? v~ .

M�ejme kart�ezskou soustavu sou�radnic, vzhledem k n���z maj�� na�se vektory sou�radnice
u~ = (u1; u2; u3), v~ = (v1; v2; v3) a w~ = (w1; w2; w3). Vektor w~ je kolm�y ke ka�zd�emu z vektor�u
u~ , v~ pr�av�e tehdy, kdy�z je jeho skal�arn�� sou�cin s ka�zd�ym z nich roven nule. Mus�� tedy platit

u~ � w~ = 0;

v~ � w~ = 0;

co�z m�u�zeme p�repsat jako soustavu dvou rovnic o t�rech nezn�am�ych:

u1w1 + u2w2 + u3w3 = 0; (1.1)

v1w1 + v2w2 + v3w3 = 0: (1.2)

K �re�sen�� soustav line�arn��ch rovnic je v�yhodn�e pou�z��vat matice.3 P�repi�sme si tedy na�si
soustavu do matice typu 2� 3 a upravme ji na odstup�novan�y tvar:�

u1 u2 u3
v1 v2 v3

�
�

�
u1v1 u2v1 u3v1
v1u1 v2u1 v3u1

�
�

�
u1v1 u2v1 u3v1
0 u1v2 � u2v1 u1v3 � u3v1

�
:

Nejprve jsme prvn�� �r�adek vyn�asobili v1 a druh�y �r�adek u1, abychom mohli �r�adky od sebe
hezky ode�c��st a dostali jsme v prvn��m sloupci a druh�em �r�adku 0. (Ode�c��tali jsme od druh�eho
�r�adku prvn��.)

3V p�r��pad�e, �ze jste se s maticemi p�ri �re�sen�� soustav line�arn��ch rovnic je�st�e nesetkali, cel�y postup je
mo�zn�e naj��t v [Be], kapitola 13, strany 153{159. Zkr�acen�e jde o to, �ze nep���seme nezn�am�e, ale pouze jejich
koe�cienty s t��m, �ze pravou stranu, kter�a je rovna nule, tak�e m�u�zeme vynechat. Pot�e prov�ad��me ekvivalentn��
�upravy a nakonec dopo�c��t�ame nezn�am�e.
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Nyn�� n�am sta�c�� u�z jenom vektor w~ dopo�c��tat. Uv�edomme si, �ze n�am jde pouze o jeho
sm�er, tj. hled�ame jeho libovoln�y nenulov�y n�asobek. Zvolme si tedy chyt�re sou�radnici w3

tak, abychom nemuseli zbyte�cn�e d�elit:4

w3 := u1v2 � u2v1:

Pak ze druh�e upraven�e rovnice dostaneme:

0w1 + (u1v2 � u2v1)w2 + (u1v3 � u3v1) (u1v2 � u2v1) = 0;

w2 = � (u1v3 � u3v1) :

Dopo�c��tejme je�st�e w1 z rovnice (1.1):

u1w1 � u2(u1v3 � u3v1) + u3(u1v2 � u2v1) = 0;

u1w1 � u1u2v3 + u2u3v1 + u1u3v2 � u2u3v1 = 0;

u1w1 � u1u2v3 + u1u3v2 = 0;

u1(w1 � u2v3 + u3v2) = 0:

Sou�cin je roven nule pr�av�e tehdy kdy�z je alespo�n jeden z �cinitel�u roven nule. Proto�ze
hled�ame vektor w~ pro obecn�e zadan�e vektory u~ , v~ , nem�u�zeme o nich nic p�redpokl�adat.
Proto �re�sen�� u1 = 0 je k ni�cemu { ne�re�s�� p�r��pady, kdy u1 6= 0. Mus�� tedy b�yt roven nule
druh�y z �cinitel�u:

w1 � u2v3 + u3v2 = 0;

w1 = u2v3 � u3v2:

Nalezli jsme jeden z mo�zn�ych w~ , co�z n�am bohat�e sta�c��. N�ami nalezen�y vektor w~ je toti�z
jednozna�cn�y a�z na nenulov�y n�asobek. Nez�ale�z�� n�am na velikosti, p�r��padn�e na znam�enku.
V�sechny takov�e vektory budou st�ale kolm�e jak na u~ , tak na v~ . V��t�ezoslavn�e m�u�zeme tedy
napsat jedno z nekone�cn�e mnoha mo�zn�ych �re�sen�� na�s�� �ulohy:

w~ = (u2v3 � u3v2;� (u1v3 � u3v1) ; u1v2 � u2v1) : (1.3)

1.3 Interpretace pomoc�� determinantu

V�simn�eme si je�st�e, �ze jsme se p�ri hled�an�� kolm�eho vektoru v R3 st�ale setk�avali s v�yrazy
tvaru

uivj � ujvi;

i; j 2 f1; 2; 3g; i 6= j:

Pokud jste se ji�z sezn�amili s determinanty, mo�zn�a je v na�sem v�ysledku pozn�av�ate.

P�ripome�nme si, �ze determinant matice

�
a b

c d

�
se vypo�c��t�a takto:

����a b

c d

���� = ad� cb:

Tuto skute�cnost m�u�zeme pou�z��t ke zkr�acen�� z�apisu sou�radnic na�seho nalezen�eho vektoru:

w~ =

�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�
: (1.4)

4V obvykl�em postupu bychom dostali jeden parametr, av�sak obecn�e �re�sen�� by pak nem�elo tak hezkou
formu. Proto za parametr zvol��me konkr�etn�� �c��slo a budeme pamatovat na to, �ze libovoln�y nenulov�y n�asobek
vektoru, kter�y n�am vyjde, by byl kolm�y jak na u~ , tak na v~ .
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V��ce se o v�ypo�ctech determinant�u m�u�ze �cten�a�r dozv�ed�et v dodatku, kde se nap�r. v (5.1)
nach�az�� v modi�kovan�e podobn�e i vzorec zmi�novan�y v�y�se.

K �cemu determinanty jsou krom�e zkr�acen�� z�apisu a jakou maj�� geometrickou interpretaci
zjist��me v dal�s�� kapitole.

1.4 Kter�y kolm�y vektor je nejlep�s��?

Ke dv�ema line�arn�e nez�avisl�ym vektor�um u~; v~ generuj��c��m rovinu jsme vypo�c��tali norm�alov�y
vektor w~ t�eto roviny. Zvolili jsme takov�y n�asobek, abychom nemuseli zbyte�cn�e d�elit a aby
vypadal co nejjednodu�seji.

Ot�azka: Je mo�zn�e zachovat estetiku vyj�ad�ren�� w~ a z�arove�n ho obohatit o dal�s�� hezk�e vlast-
nosti?

Pokud chceme zachovat kolmost w~ k zadan�ym vektor�um, mus��me vz��t n�ejak�y vektor

�!
w0 = c �

�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�
: (1.5)

U konstanty c 2 R�f0g tedy m�u�zeme zvolit jednak jej�� velikost, jednak jej�� znam�enko.
V ni�cem jin�em u�z volnost nem�ame, jeliko�z chceme, aby w~ byl k u~; v~ kolm�y, a proto bereme
c-n�asobek vektoru ze vztahu (1.4).5 O nic jin�eho se tedy starat nemus��me. Mo�znosti volby
konstanty c pou�zijeme k nastaven�� na�seho vektoru tak, aby byl o dal�s�� hezk�e vlastnosti,
kter�e budeme m��t mo�znost z��skat, obohacen.

Ze zmi�novan�eho vztahu tak�e vid��me, �ze je mo�zn�e zvolit velikost w~ tak, aby byla rovna
absolutn�� hodnot�e n�ejak�eho z uveden�ych determinant�u { sta�c��, aby u~; v~ m�ely oba i-tou
sou�radnici nulovou, i 2 f1; 2; 3g, a v tomto p�r��pad�e estetika vyj�ad�ren�� z�ustane zachov�ana.
Hodilo by se tedy prozkoumat, co vlastn�e determinanty vyjad�ruj��.

Znam�enko nenulov�e konstanty c ovliv�nuje, na kter�e vektorov�e polop�r��mce bude w0~

le�zet, co�z souvis�� s pojmem orientace vektorov�eho prostoru. Zm�enit znam�enko m�u�zeme
v�zdycky a na estetice vyj�ad�ren�� n�am rozhodn�e neubere. V budoucnu bychom se tedy mohli
pod��vat na to, kter�a orientace je v�yhodn�ej�s�� a vybrat si pr�av�e ji.

T��m m�ame pl�an zkoum�an�� ur�cen. Jakmile se n�am poda�r�� tyto oblasti prozkoumat,
m�u�zeme toto zobrazen�� de�novat a vhodn�e ho pojmenovat.

5Pokud bychom vzali vektor, kter�y nen�� n�asobkem tohoto vektoru, kolmost by zachov�ana nebyla, proto�ze
pouze vektory, kter�e jeho n�asobkem jsou, n�am vy�sly jako kolm�e k ob�ema u~ a v~ .
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2 Obsah rovnob�e�zn��ku v R2

Hledejme obsah rovnob�e�zn��ku pomoc�� sou�radnic generuj��c��ch vektor�u vyj�ad�ren�ych vzhle-
dem ke kart�ezsk�e b�azi. Vz�ap�et�� uk�a�zeme, �ze tento obsah �uzce souvis�� s determinanty
a n�asledn�e nalezneme jejich geometrickou interpretaci.

Pozn�amka: V cel�e t�eto kapitole budeme sou�radnice v�sech vektor�u vyjad�rovat vzhledem
k jedn�e zvolen�e kart�ezsk�e soustav�e sou�radnic.

2.1 Odvozen�� vzorce obsahu rovnob�e�zn��ku v R2

M�ejme rovnob�e�zn��k ABCD zadan�y vektory
�!
AB;

��!
AD 2 R2. Necht' jsou sou�radnice t�echto

vektor�u vzhledem ke kart�ezsk�e soustav�e sou�radnic
�!
AB = (u1; u2),

��!
AD = (v1; v2) a plat��

u1; u2; v1; v2 � 0, d�ale u1 > v1 a tak�e v2 > u2 jako na obr�azku n���ze.6

Ot�azka: Jak spo�c��t�ame obsah tohoto rovnob�e�zn��ku?
Na prvn�� pohled m�u�ze �uloha vypadat velmi slo�zit�e, proto si ji pro za�c�atek trochu

zjednodu�s��me a pot�e znovu zobecn��me zp�et do p�uvodn�� podoby.

Rozeberme si situaci, kde
�!
AB = (u1; 0),

��!
AD = (v1; v2). V��me, �ze obsah rovnob�e�zn��ku

lze spo�c��tat jako d�elka strany kr�at v�y�ska na danou stranu. Z obr�azku na n�asleduj��c�� str�ance
vid��me, �ze u1 je d�elka strany na�seho rovnob�e�zn��ku a v2 je pr�av�e d�elka v�y�sky na tuto stranu.
Obsah rovnob�e�zn��ku tedy spo�c��t�ame jako S = u1v2.

6P�rid�av�ame v��ce omezuj��c��ch podm��nek, ne�z je t�reba, a p�ujde tedy pouze o subd�ukaz. D�uvodem je
n�azornost obr�azk�u, kter�e uveden�ym podm��nk�am vyhovuj��. V ostatn��ch p�r��padech by se postupovalo ob-
dobn�e, av�sak za vyu�zit�� absolutn�� hodnoty u obsah�u, kter�e by vych�azely z�aporn�e.
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Nyn�� se vrat'me k na�s�� p�uvodn�� �uloze, kde �z�adn�a sou�radnice nemus�� b�yt nutn�e nulov�a,
s t��m, �ze si do obr�azku p�rid�ame je�st�e rovnob�e�zn��k A0B0C 0D0, kter�y je zadan�y vektory
o sou�radnic��ch (u1; 0) a (v1; v2) jako v p�redchoz��m p�r��pad�e.

Pokusme se naj��t rozd��l obsah�u t�echto dvou rovnob�e�zn��k�u.

Zaprv�e si v�simneme rovnob�e�zn��kuB0C 0CB. Jeho stranaB0B m�a d�elku u2, proto�ze rozd��l
y-ov�ych sou�radnic bod�u B0 a B je u2 � 0 = u2. V�y�ska na tuto stranu m�a d�elku rovnou
rozd��lu x-ov�ych sou�radnic bod�u C 0 a B0, tedy je taky rovna rozd��lu x-ov�ych sou�radnic bod�u
D0 a A0. Tyto body jsou toto�zn�e po �rad�e s body D a A, hledan�a v�y�ska m�a tedy d�elku v1.
Obsah tohoto rovnob�e�zn��ku je tedy

SB0C0CB = u2v1: (2.1)
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Zam�e�rme se na troj�uheln��k 4D0C 0C. D�elka strany D0C 0 je rovna u1, v�y�ska na stranu
D0C 0 m�a d�elku jC 0Cj = u2, jeliko�z je tento troj�uheln��k pravo�uhl�y.

7 Troj�uheln��k 4D0C 0C je
tedy shodn�y s troj�uheln��kem 4A0B0B podle v�ety sus.

Ozna�cme si je�st�e pr�use�c��k p�r��mek C 0D0 a BC jako P a vyzna�cme tak�e P 0 na troj�uheln��ku
4A0B0B vyu�z��vaje objeven�e shodnosti.8 Zam�e�rme se kone�cn�e na troj�uheln��k 4PC 0C,
kter�y je op�et pravo�uhl�y. D��ky na�s�� konstrukci bodu P 0 m�ame zaji�st�eno, �ze jPC 0j = jP 0B0j.
Troj�uheln��ky 4PC 0C a 4P 0B0B jsou tedy tak�e shodn�e, a to op�et podle v�ety sus.

P�rekresleme nyn�� obr�azek tak, aby bylo mo�zn�e rozd��l v obsaz��ch na prvn�� pohled
vid�et: Troj�uheln��k 4D0C 0C posuneme na m��sto troj�uheln��ku 4A0B0B, �c��m�z z��sk�ame
rovnob�e�zn��k A0P 0PD0 o stejn�em obsahu, jako je obsah rovnob�e�zn��ku ABCD, a tak�e
rovnob�e�zn��k P 0B0C 0P , kter�y m�a stejn�y obsah jako rovnob�e�zn��k B0C 0CB, tedy u2v1.

Nyn�� si m�u�zeme v�simnout, �ze obsah rovnob�e�zn��ku ABCD je roven rozd��lu obsah�u rov-
nob�e�zn��k�u A0B0C 0D0, jeho�z obsah jsme spo�c��tali ve zjednodu�sen�e form�e �ulohy, a P 0B0C 0P .

7Pravo�uhlost je zaji�st�ena na�s�� konstrukc��: body B; C jsou pouze posunut�e body B0; C 0 ve sm�eru osy y.
8Bude se jednat o pr�use�c��k p�r��mek A0B0 a BC.
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Shrnut��: Z��skali jsme vzorec pro v�ypo�cet obsahu n�ekter�ych rovnob�e�zn��k�u v prvn��m kvad-
rantu. U rovnob�e�zn��k�u, kter�e omezuj��c�� podm��nky z �uvodu kapitoly nespl�nuj�� (nap�r��klad
v ostatn��ch kvadrantech), bychom postupovali analogicky; museli bychom ov�sem d�at po-
zor na znam�enka. Upust��me-li od na�sich podm��nek, dostaneme absolutn�� hodnotu v�yrazu
u1v2 � u2v1. Jeliko�z n�as v�sak zaj��m�a obsah rovnob�e�zn��ku, co�z je nez�aporn�a hodnota, abso-
lutn�� hodnota n�am ve v�ysledku nijak nevad��. Celkem tedy m�ame

S = ju1v2 � u2v1j = abs

�����u1 v1
u2 v2

����
�
: (2.2)

V tomto odvozen�em vzorci kr�asn�e vid��me geometrick�y v�yznam determinantu v R2.
Jeho absolutn�� hodnota n�am vyjad�ruje velikost obsahu rovnob�e�zn��ku, kter�y je ur�cen
dvojic�� line�arn�e nez�avisl�ych vektor�u, jejich�z sou�radnice vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi jsou
ve sloupc��ch matice, jej���z determinant po�c��t�ame.

Absolutn�� hodnota n�am pouze zaji�st'uje nez�apornost obsahu, kdyby byl obsah
rovnob�e�zn��ku P 0B0C 0P v�et�s�� ne�z obsah rovnob�e�zn��ku A0B0C 0D0. Dal�s�� hlub�s�� v�yznam
postr�ad�a, a proto se �casto vynech�av�a.

Pozn�amka: Je-li libovoln�y prvek t�eto matice nulov�y, jeden z �clen�u automaticky vypadne.

Nap�r��klad pokud u2 = 0, vych�az�� S =

����u1 v1
0 v2

���� = u1v2, co�z je v�ysledek zjednodu�sen�e verze

na�s�� �ulohy, kter�y jsme shrnuli ji�z ve vztahu (2.1).

2.2 Souvislost s vektorov�ym sou�cinem

P�ripome�nme, �ze jsme v kapitole o hled�an�� vektoru kolm�eho na dan�e vektory na�sli vektor w~ ,
kter�y tyto podm��nky spl�noval, viz (1.4). Tak�e ale v��me, �ze podobn�e i ka�zd�y jeho nenulov�y
n�asobek bude �re�sen��m takov�e �ulohy. Tento vektor m�el sou�radnice

w~ =

�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�
:

Na velikosti w~ n�am nez�ale�zelo. Nyn��, kdy�z jsme poznali geometrickou interpretaci
determinantu, m�u�zeme si vybrat takovou velikost, aby vypov��dac�� hodnota w~ byla
co nejv�et�s�� p�ri zachov�an�� jednoduchosti jeho vyj�ad�ren��.

Mohlo by n�as napadnout zvolit takov�y n�asobek vektoru w~ , aby jeho velikost byla rovna
velikosti obsahu rovnob�e�zn��ku zadan�eho line�arn�e nez�avisl�ymi vektory u~ , v~ . Kdyby pak
n�ekdo cht�el tento obsah spo�c��tat, sta�cilo by, aby spo�c��tal velikost w~ a obsah rovnob�e�zn��ku
by j�� u�z byl roven.

Z�arove�n vid��me, �ze sou�radnice w~ jsou determinanty, tj. obsahy n�ejak�ych rovnob�e�zn��k�u.
Nem�el by tedy probl�em, aby velikost w~ byla rovna n�ejak�emu takov�emu obsahu, a z�arove�n
by vyj�ad�ren�� w~ nem�elo b�yt o nic m�en�e hezk�e.

Zkusme tuto my�slenku rozvinout v �ulohu, kterou n�asledn�e vy�re�s��me.
M�ejme rovnob�e�zn��k v rovin�e zadan�y line�arn�e nez�avisl�ymi vektory sousedn��ch stran
u~ = (u1; u2) a v~ = (v1; v2). Zvolme takov�y n�asobek vektoru w~ , aby jeho velikost byla rovna
obsahu tohoto rovnob�e�zn��ku. Chceme, aby platilo

kw~ k = abs

�����u1 v1
u2 v2

����
�
:
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Spo�c��tejme velikost na�seho vektoru w~ a pak ji p�r��padn�e vyn�asob��me pot�rebnou kon-
stantou, aby k�y�zen�a rovnost platila:

kw~ k =






�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�



 ;

kw~ k =






�����u2 v2

0 0

���� ;�
����u1 v1
0 0

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�



 ;

kw~ k =






�
0; 0;

����u1 v1
u2 v2

����
�



 ;

kw~ k = abs

�����u1 v1
u2 v2

����
�
:

Jeliko�z u~ , v~ jsou vektory le�z��c�� v jedn�e rovin�e (tvo�r�� strany rovnob�e�zn��ku), lze zvolit
kart�ezskou b�azi tak, aby byly jejich t�ret�� sou�radnice vzhledem k n�� nulov�e, tedy po drobn�em
v�ypo�ctu budou tak�e prvn�� dv�e sou�radnice w~ rovny nule. Vid��me, �ze velikost w~ se u�z
obsahu tohoto rovnob�e�zn��ku rovn�a, a tedy ji nijak m�enit nemus��me, co�z je skv�el�a zpr�ava.

Je�st�e pro�set�reme p�r��pad, kdy u~ , v~ jsou line�arn�e z�avisl�e. Bude i pak platit kw~ k = S?
Z line�arn�� z�avislosti vektor�u u~; v~ plyne, �ze mus�� existovat konstanta c 2 R takov�a, �ze

v~ = c � u~:

Tuto skute�cnost m�u�zeme v sou�radnic��ch rozepsat jako

v1 = c � u1

v2 = c � u2

v3 = 0;

kde nulovost posledn�� sou�radnice m�a stejn�y d�uvod jako v p�redchoz��m v�ypo�ctu (plat��
tak�e u3 = 0).

Potom velikost vektoru w~ spo�c��t�ame n�asledovn�e:

kw~ k =






�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�



 ;

kw~ k =






�
0; 0;

����u1 c � u1
u2 c � u2

����
�



 ;

kw~ k = k(0; 0; u1(c � u2)� u2(c � u1))k ;

kw~ k = 0:

Z�av�er: Ve vztahu (1.5) zvol��me takov�e w~ , aby jcj = 1, �c��m�z z��sk�ame nav��c ke kolmosti w~
k u~; v~ vlastnost, �ze velikost w~ bude rovna obsahu rovnob�e�zn��ku ur�cen�eho vektory u~ a v~.

Pozn�amka: St�ale m�ame dv�e mo�znosti, jak vektor w~ zvolit. Bud' c = 1, nebo c = �1. Nen��
na prvn�� pohled vid�et, kter�a volba je pro n�as p�r��nosn�ej�s��.

Vektor w0~ pro c = j1j ze vztahu (1.5) m�a velmi zaj��mav�e vlastnosti a je jednozna�cn�y a�z
na znam�enko.9 V p�r���st�� kapitole se zam�e�r��me na volbu znam�enka s u�zite�cn�ej�s��mi vlastnostmi
a pot�e budeme p�ripraveni de�novat vektorov�y sou�cin.

9Uv�edomme si, �ze pro zadanou p�r��mku existuj�� v�zdy pr�av�e dva r�uzn�e vektory zadan�e kladn�e velikosti
a jsou vz�ajemn�e opa�cn�e.
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3 Orientace

U�z m�ame vektor, kter�y je kolm�y k dal�s��m dv�ema vektor�um s t��m, �ze jsou v�sechny t�ri
line�arn�e nez�avisl�e. Jeho velikost je rovna obsahu rovnob�e�zn��ku, co�z se n�am m�u�ze hodit, ale
st�ale m�ame dv�e mo�znosti, jak zvolit, na kter�e vektorov�e polop�r��mce bude tento vektor le�zet.
V t�eto kapitolce se pokus��me prozkoumat souvislosti s touto volbou spojen�e a na jej��m konci
se kvali�kovan�e rozhodneme pro ten

"
lep�s��\. Tato volba �uzce souvis�� s pojmem orientace

vektorov�eho prostoru.

3.1 N�azorn�a p�redstava

V t�eto podkapitole se pokus��me nazna�cit, jak si orientaci vektorov�eho prostoru p�redstavit,
av�sak nebude se jednat o odvozen��.

Ot�azka: Jak si orientaci vektorov�eho prostoru p�redstavit?

Pod��v�ame se postupn�e na p�r��klady orientace jednorozm�ern�eho, dvourozm�ern�eho a troj-
rozm�ern�eho vektorov�eho prostoru.10

3.1.1 Vektorov�a p�r��mka (1D)

Necht' B = (u~) je b�aze jednorozm�ern�eho vektorov�eho prostoru R1.11

P�redstavme si, �ze jsme v rovn�em tunelu bez zat�a�cek. M�u�zeme j��t bud' na jednu stranu,
nebo na druhou. Sm�er na�s�� ch�uze bude vyjad�rovat sm�er vektoru u~ . M�u�zeme na celou situaci
tedy nahl���zet tak, �ze vektor u~ ur�cuje

"
orientaci\ na�seho pohybu. M�u�zeme si hned v�simnout,

�ze se orientace zm�en�� na opa�cnou, pokud vektor u~ zm�en��me na opa�cn�y.
Jin�ymi slovy b�aze B = (u~) a B0 = (�u~) maj��

"
opa�cnou orientaci\, neboli jsou nesou-

hlasn�e.12

10Orientaci vektorov�eho prostoru v�sak z�am�ern�e nebudeme po�r�adn�e matematicky zav�ad�et. Motivovan�e
zaveden�� by n�as st�alo velk�e mno�zstv�� pr�ace a zapadla by p�ri n�em hlavn�� my�slenka t�eto pr�ace, kter�a n�as
postupn�e vede k motivovan�e de�nici vektorov�eho sou�cinu. Z�ajemci mohou p�resn�ej�s�� matematick�e zaveden��
nal�ezt v knize [Se], kapitola 1, strany 100{102.

11Tedy u~ 6= 0~.
12P�resn�eji bychom m�eli �r��ct, �ze b�aze B je kladn�a pr�av�e tehdy, kdy�z je b�aze B0 z�aporn�a a naopak b�aze B

je z�aporn�a pr�av�e tehdy, kdy�z je b�aze B0 kladn�a s t��m, �ze b�aze B je bud' kladn�a, nebo z�aporn�a. V textu ale
budeme za �u�celem motivace a v�et�s�� p�rehlednosti pou�z��vat vyj�ad�ren��, �ze maj�� tyto b�aze

"
opa�cnou orientaci\.
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Orientace jednorozm�ern�eho vektorov�eho prostoru je nazna�cena na obr�azku:

3.1.2 Vektorov�a rovina (2D)

Necht' B = (u~; v~) je b�aze dvourozm�ern�eho vektorov�eho prostoru R2. Uv�edomme si, �ze b�aze
je posloupnost vektor�u, tj. vektor u~ je prvn��, vektor v~ zase druh�y.

P�redstavme si, �ze se nach�az��me v t�eto rovin�e n�ekde na vektorov�e polop�r��mce vektoru
u~ , av�sak mimo po�c�atek. Chceme odtud po co nejkrat�s�� �c�asti kru�znice, kter�a m�a st�red
v po�c�atku, doj��t k vektorov�e polop�r��mce vektoru v~ s t��m, �ze budeme �sipkou zna�cit sm�er
na�seho pohybu. D��ky line�arn�� nez�avislosti u~; v~ bude �uhel ke zdol�an�� v�zdy z intervalu (0;�).

�Sipka, kterou zna�c��me sm�er na�s�� cesty, bude v�zdy sm�e�rovat bud' proti sm�eru hodinov�ych
ru�ci�cek (kladn�y sm�er ot�a�cen��), anebo po sm�eru hodinov�ych ru�ci�cek (z�aporn�y sm�er ot�a�cen��).
Tyto dva p�r��pady m�u�zeme pokl�adat za dv�e r�uzn�e orientace vektorov�eho prostoru. Z�arove�n
si v�simn�eme, �ze vym�en��me-li po�rad�� vektor�u v b�azi, sm�er �sipky se oto�c��.

Jin�ymi slovy b�aze B = (u~; v~) a B0 = (v~; u~) maj��
"
opa�cnou orientaci\, neboli jsou

nesouhlasn�e.
Pokud vym�en��me jeden z vektor�u za vektor k n�emu opa�cn�y, orientace vektorov�eho

prostoru se op�et zm�en�� jako v p�r��pad�e p�r��mky. To taky znamen�a, �ze zam�en��me-li oba
vektory za vektory k nim opa�cn�e, orientace se zm�en�� na opa�cnou dvakr�at, a tedy z�ustane
ve v�ysledku stejn�a jako orientace p�uvodn��ho vektorov�eho prostoru.
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Obr�azek orientace dvourozm�ern�eho vektorov�eho prostoru:

3.1.3 Trojrozm�ern�y vektorov�y prostor (3D)

Necht' B = (u~; v~; w~ ) je b�aze trojrozm�ern�eho vektorov�eho prostoru R3.
Zvolme kart�ezskou soustavu sou�radnic tak, aby vektor u~ le�zel na poloose +x a aby v~

le�zel v polorovin�e ur�cen�e osou x jako hrani�cn�� p�r��mkou a d�ale poloosou +y.13 V�sechny
b�azov�e vektory b�aze B z�arove�n p�resu�nme tak, aby vych�azely z po�c�atku.14 T��m jsme
z�arove�n za�xovali vektor w~ , kter�y nyn�� le�z�� bud' v poloprostoru ur�cen�em rovinou xy

a poloosou +z, anebo v poloprostoru ur�cen�em rovinou xy a z�apornou poloosou �z. Podle
toho, zda vektor kart�ezsk�e b�aze15 e3~ a w~ le�z�� ve stejn�em ze zmi�novan�ych poloprostor�u,
�rekneme, �ze b�aze B je souhlasn�a s kart�ezskou b�az��, co�z je pr�av�e tehdy, kdy�z le�z�� oba e3~ ; w~

v t�em�ze poloprostoru, �ci nesouhlasn�a v p�r��pad�e opa�cn�em.

Pozn�amka: Analogicky bychom postupovali u b�az�� vy�s�s��ch prostor�u. Nastavili bychom
prvn��ch n � 1 vektor�u tak, aby le�zely v dan�ych polo-podprostorech (polop�r��mka +x, po-
lorovina dan�a x a +y, ...), a�z bychom za�xovali n-t�y vektor, kter�y bychom pak srovnali
s um��st�en��m vektoru en~ .

3.1.4 Z�av�er

M�ame dv�e vz�ajemn�e opa�cn�e mo�znosti orientace vektorov�eho prostoru. Mus��me si tedy
zvolit n�ejakou b�azi, kter�e budeme �r��kat kladn�a. B�aze souhlasn�e s n�� pak budou tak�e kladn�e
a b�aze nesouhlasn�e s n�� budou z�aporn�e. Touto volbou vektorov�y prostor orientujeme.

V�simn�eme si, �ze zm�enit orientaci vektorov�eho prostoru m�u�zeme dv�ema zp�usoby:
1) zm�enou jednoho z vektor�u b�aze na vektor k n�emu opa�cn�y,
2) z�am�enou po�rad�� dvou libovoln�ych vektor�u b�aze (nelze v 1D).

13V�simn�eme si, �ze v t�eto �c�asti jist�ym zp�usobem vyu�z��v�ame poznatky z 1D a 2D.
14Odborn�e bychom �rekli, �ze fu~g generuje osu x a �ze fu~; v~g generuje rovinu xy.
15Kart�ezsk�a b�aze R3 je b�aze K3 = (e1~ ; e2~ ; e3~ ), kde e1~ = (1; 0; 0), e2~ = (0; 1; 0) a e3~ = (0; 0; 1).
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Inspirov�ani p�redchoz��mi �uvahami budeme t��mto zp�usobem orientaci vektorov�eho prostoru
matematicky formalizovat.

Z�arove�n nahl�edn�eme, �ze orientaci �z�adn�eho vektorov�eho prostoru nem�u�zeme zm�enit
pouh�ym ot�a�cen��m jeho b�aze v libovoln�em smyslu p�r��pustn�em pro dan�y prostor. Z prav�e
boty neud�el�ame nikdy pouh�ym ot�a�cen��m levou.16

Vzpome�nme si nyn�� na determinanty. V jedn�e z minul�ych kapitol jsme se setkali s de-
terminanty ve 2D, ale tyto objekty m�u�zeme vyu�z��vat i v prostorech vy�s�s�� dimenze. A pr�av�e
determinanty maj�� tu vlastnost, �ze do nich nejen m�u�zeme zapsat sou�radnice vektor�u
vyj�ad�ren�e vzhledem kart�ezsk�e b�azi, ale tak�e se jejich znam�enko m�en�� pr�av�e po z�am�en�e
po�rad�� sou�radnic dvou vektor�u, viz (5.5), nebo po v�ym�en�e jednoho z vektor�u za opa�cn�y,
viz (5.4) pro volbu c = �1. Znam�enko determinantu matice tvo�ren�e sou�radnicemi vektor�u
b�aze B vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi tedy m�u�zeme pou�z��t k ur�cen��, zda je b�aze B kladn�a,
�ci z�aporn�a za p�redpokladu, �ze je p�r��slu�sn�y vektorov�y prostor orientovan�y, tj. zvolili jsme
ji�z n�ejakou jeho b�azi za kladnou.

Poznatek: K vypo�c��t�an�� orientace b�aze B pou�zijeme znam�enko determinantu

������
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

������ :

Jak jsme ji�z nazna�cili v p�redchoz��m textu, pro orientaci vektorov�eho prostoru je
nutn�e zvolit n�ekterou jeho b�azi za kladnou. Jeliko�z sou�radnice v�sech vektor�u vyjad�rujeme
vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi17, d�av�a dobr�y smysl zvolit si za kladnou pr�av�e b�azi kart�ezskou.

�Umluva: Kart�ezsk�a b�aze je kladn�a.

Znam�enko uveden�eho determinantu pak rozhodne, zda jsou b�aze B a K3 souhlasn�e,
�ci nesouhlasn�e. Odtud plyne, �ze tento determinant bude kladn�y pr�av�e tehdy, kdy�z je b�aze
B kladn�a, a z�aporn�y pr�av�e tehdy, kdy�z je z�aporn�a.

Ot�azka: Preferujeme, aby vznikl�a b�aze (u~; v~; w~ ) ze vztahu (1.3) byla kladn�a, nebo z�aporn�a?

M�ame-li pravou botu vzhledem ke K3, bude pak tato bota prav�a vzhledem k B pr�av�e
tehdy, kdy�z je B kladn�a. M�u�ze sice b�yt r�uzn�e deformovan�a, ale pozn�ame, �ze se jedn�a o botu
pravou. Ji�z toto je dostate�cn�y d�uvod pro to cht��t, aby b�aze, kter�a vznikne z vektor�u u~ , v~
a w~ , se kter�ymi po�c��t�ame nap�r��klad ve vztahu (1.3), byla kladn�a.

16N�eco jin�eho je, pokud m�ame b�azi podprostoru n�ejak�e prostoru. Nap�r��klad jsme-li ve 2D, ve kter�em
m�ame p�r��mku, pak ji snadno oto�c��me v dan�e rovin�e tak, aby b�azov�y vektor, kter�y p�red t��m ukazoval
na jednu stranu, ukazoval nyn�� na stranu druhou. Podobn�e bychom mohli oto�cit levou botu (ze 3D)
na pravou, pokud bychom m�eli k dispozici �ctvrt�y rozm�er. D�av�a tedy smysl de�novat pouze orientaci
vektorov�eho prostoru, nikoliv vektorov�ych podprostor�u!

17Pr�av�e tu pou�z��v�ame jako srovn�avac�� b�azi p�ri ur�cov�an��, zda jsou b�aze kladn�e, �ci z�aporn�e, v p�redchoz��ch
podkapitol�ach.
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3.2 V�ypo�cet odhaluj��c��, zda je b�aze (u~; v~; w~ ) kladn�a, nebo z�aporn�a

M�ejme b�azi B = (u~; v~; w~ ),18 kde w~ je vektor ze vztahu (1.3). Zvolme kart�ezskou soustavu
sou�radnic. Necht' jsou sou�radnice vektor�u b�aze B rovny u~ = (u1; u2; u3), v~ = (v1; v2; v3)
a w~ = (w1; w2; w3). Potom ze vztahu (1.3) m�ame

w~ = (w1; w2; w3) = (u2v3 � u3v2;� (u1v3 � u3v1) ; u1v2 � u2v1) :

Dohoda: U�z��v�ame-li kart�ezskou soustavu sou�radnic a neuv�ad��me-li b�azi p�ri v�ypisu
jednotliv�ych slo�zek vektoru, m�ame na mysli vyj�ad�ren�� vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi dan�eho
prostoru. 19

Sestavme matici A z vektor�u b�aze B tak, �ze jejich sou�radnice zap���seme nap�r��klad
do sloupc�u.20 Pak

A =

0
@u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

1
A :

Nezapome�nme v�sak na to, �ze vektory u~ , v~ le�z�� v jedn�e rovin�e. M�u�zeme tedy bez �ujmy
na obecnosti p�redpokl�adat, �ze u3 = v3 = 0 (jako v p�redchoz�� kapitole).21 Po dosazen�� do w~
ze zmi�novan�eho vztahu (1.3) dostaneme

w~ = (0; 0; u1v2 � u2v1) :

Nyn�� se nab��z�� v��ce variant, jak determinant matice A spo�c��tat. My uk�a�zeme dv�e hlavn��
{ Sarrusovo pravidlo a rozvoj determinantu podle t�ret��ho �r�adku.

3.2.1 Pomoc�� Sarrusova pravidla

Dosad'me do matice A a spo�c��tejme22 jej�� determinant pomoc�� vztahu (5.3):

A =

0
@u1 v1 0
u2 v2 0
0 0 u1v2 � u2v1

1
A ;

detA =

������
u1 v1 0
u2 v2 0
0 0 u1v2 � u2v1

������ ;
detA =u1v2(u1v2 � u2v1)� u2v1(u1v2 � u2v1);

detA =u1
2v2

2 � u1u2v1v2 � u1u2v1v2 + u2
2v1

2;

detA =(u1v2)
2 � 2u1v2u2v1 + (u2v1)

2
;

detA =(u1v2 � u2v1)
2
:

18To znamen�a, �ze vektory u~ , v~ 2 R3 jsou line�arn�e nez�avisl�e. Pro p�r��pad, kde by byly u~ , v~ line�arn�e z�avisl�e,
jsme uk�azali v minul�e kapitole, �ze by w~ = 0~. Nem�a tedy smysl se o sm�eru takov�eho vektoru bavit.

19Jin�ymi slovy: U�z��v�ame-li kart�ezskou soustavu sou�radnic, z�apis x~ = (x1; x2; x3) znamen�a, �ze vzhledem
ke K3 m�a vektor x~ sou�radnice po �rad�e x1, x2 a x3.

20Vlastn�e se jedn�a o tzv. matici p�rechodu PBK3
od b�aze B ke kart�ezsk�e b�azi K3. Matice p�rechodu

od b�aze B k b�azi C je obecn�e matice, kter�a obsahuje ve sloupc��ch vektory p�uvodn�� b�aze, tedy B, vyj�ad�ren�e
vzhledem k b�azi nov�e, tedy C. Znam�enko determinantu matice p�rechodu PBC pak ur�cuje, zda jsou tyto
b�aze souhlasn�e, nebo nesouhlasn�e. Pro na�se pot�reby ale bohat�e posta�c�� pouze matice p�rechodu k b�azi
kart�ezsk�e, kter�a bud�� dojem, �ze sta�c�� sou�radnice vektor�u b�aze B pouze vhodn�e zapsat do matice, co�z je
velmi jednoduch�e a elegantn��.

21Neznamen�a to nutn�e, �ze jsou vzhledem ke K3 t�ret�� sou�radnice opravdu nulov�e. Existuje ale ur�cit�e jin�a
line�arn�� soustava sou�radnic, vzhledem ke kter�e t�ret�� slo�zky t�echto vektor�u nulov�e budou.

22[Be], kapitola 14, strany 165{166.
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Vid��me, �ze determinant matice A je roven nez�aporn�emu v�yrazu.23. Z�arove�n nen��
nulov�y, proto�ze vektory u~ , v~ a w~ jsou line�arn�e nez�avisl�e. Mus�� b�yt tedy kladn�y, odkud
plyne, �ze na�se b�aze B je kladn�a, co�z p�resn�e chceme. Nen�� tedy t�reba w~ zam�enit za �w~ .

3.2.2 Pomoc�� rozvoje determinantu

Na rozd��l od p�redchoz��ho v�ypo�ctu vyu�zijeme pro w~ vztah (1.4) a budeme po�c��tat podle
(5.2).

A =

0
BB@
u1 v1 0
u2 v2 0

0 0

����u1 v1
u2 v2

����

1
CCA ;

det A =

��������

u1 v1 0
u2 v2 0

0 0

����u1 v1
u2 v2

����

��������
;

det A = 13+3 �

����u1 v1
u2 v2

���� �
����u1 v1
u2 v2

���� ;
det A =

����u1 v1
u2 v2

����
2

:

Podobn�e jako v p�redchoz��m p�r��pad�e jsme z��skali nez�aporn�y v�yraz, kter�y ale d��ky
line�arn�� nez�avislosti u~ a v~ mus�� b�yt nav��c kladn�y.

3.2.3 Z�av�er

Shrnut��: Znam�enko w~ ze vztaz��ch (1.3) a (1.4) m�enit nemus��me, v�ysledn�a b�aze bude
kladn�a.

Nyn�� je u�z tento vektor w~ natolik zaj��mav�y a u�zite�cn�y, �ze by ur�cit�e nebylo na �skodu
ho de�novat jako v�ysledek bin�arn�� operace na mno�zin�e vektor�u z R3. O to se postar�ame
v p�r���st�� kapitole.

23Plat�� 8x 2 R : x2 > 0.
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4 Vektorov�y sou�cin

4.1 Volba vhodn�eho n�azvu

P�ripomenut��: Ze dvou line�arn�e nez�avisl�ych24 vektor�u um��me vytvo�rit vektor w~ , kter�y je
na oba kolm�y, jeho velikost je rovna obsahu rovnob�e�zn��ku a dohromady tyto t�ri vektory tvo�r��
b�azi R3.

Uv�edomme si, �ze se jedn�a o zobrazen��. Do�casn�e ho ozna�cme f . Potom:

f : R3 � R3 ! R
3;

f(u~; v~) = w~ ; (4.1)

kde w~ je vektor z (1.3), neboli z (1.4), pokud preferujeme vyj�ad�ren�� pomoc�� determinant�u.

C��l: Objevit z�akladn�� vlastnosti tohoto zobrazen��, dob�re ho ozna�cit a vhodn�e ho pojmenovat.

Jeliko�z na�se f je vlastn�e bin�arn�� operace mezi vektory, m�u�ze n�as okam�zit�e napad-
nout se zeptat, jak�e operace s vektory um��me. Nejz�akladn�ej�s�� z nich je s�c��t�an�� dvou vektor�u.

Ot�azka: Jak se chov�a na�se zobrazen�� f v�u�ci s�c��t�an�� dvou vektor�u?

Odpov�ed' na tuto ot�azku se d�a naj��t mnoha zp�usoby. Rozebereme konkr�etn�e dva { p�r��m�y
v�ypo�cet pomoc�� sou�radnic a chyt�rej�s�� postup vyu�z��vaj��c�� determinant�u. Pokud v�am deter-
minanty nevad��, rozhodn�e doporu�cuji hlavn�e postup, kter�y je zu�zitkuje. V opa�cn�em p�r��pad�e
bude pro v�as asi srozumiteln�ej�s�� prvn�� �re�sen��.

4.1.1 P�r��m�y v�ypo�cet pomoc�� sou�radnic

M�ejme vektory a~ , b~, c~ 2 R3. Necht' jsou vektory v ka�zd�e z dvojic
�
a~; b~ + c~

�
a
�
a~ + b~; c~

�
line�arn�e nez�avisl�e. Zvolme kart�ezskou soustavu sou�radnic a vzhledem k n�� at' jsou
sou�radnice na�sich vektor�u a~ = (a1; a2; a3), b~ = (b1; b2; b3), c~ = (c1; c2; c3).

Vypo�c��tejme sou�radnice v�ysledn�eho vektoru vyu�z��vaje vztahu (1.3):

f(a~; b~ + c~) = (a2(b3 + c3)� a3(b2 + c2);� [a1(b3 + c3)� a3(b1 + c1)] ;

a1(b2 + c2)� a2(b1 + c1)) =

= ((a2b3 � a3b2) + (a2c3 � a3c2); [�(a1b3 � a3b1)] + [�(a1c3 � a3c1)] ;

(a1b2 � a2b1) + (a1c2 � a2c1)) = f(a~; b~) + f(a~; c~):

Po aplikaci vztahu (1.3) jsme v�yrazy vyjad�ruj��c�� jednotliv�e sou�radnice vektoru

f(a~; b~ + c~) rozn�asobili a pot�e vhodn�e uz�avorkovali. Porovn�ame-li za�c�atek a konec s�erie
rovnost��, vid��me, �ze plat��

f(a~; b~ + c~) = f(a~; b~) + f(a~; c~): (4.2)

Analogicky lze tak�e uk�azat, �ze plat��

f(a~ + b~; c~) = f(a~; c~) + f(b~; c~): (4.3)
24Vzpome�nme si na kapitolu 2, kde jsme rozeb��rali velikost w~ . Co by se stalo v p�r��pad�e, �ze by u~ , v~ byly

line�arn�e z�avisl�e? Pak by tyto dva vektory neur�covaly rovnob�e�zn��k, tj. m�u�zeme �r��ct, �ze takov�y obsah by
byl roven nule. Odtud dost�av�ame, �ze w~ = 0~, jeliko�z nulov�y vektor je jedin�y vektor s nulovou velikost��.
Zobrazen�� f tedy bude de�nov�ano na cel�em R

3 � R3.
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4.1.2 Postup vyu�z��vaj��c�� determinant�u

M�ejme line�arn�e nez�avisl�e vektory u~; v~ 2 R
3 a kanonickou b�azi K3 = (e1~ ; e2~ ; e3~ ). Necht'

u~ = (u1; u2; u3); v~ = (v1; v2; v3) jsou sou�radnice t�echto vektor�u vzhledem ke K3. Proto�ze
je K3 b�az�� R3, m�u�zeme si napsat w~ 2 R

3 jako line�arn�� kombinaci jej��ch vektor�u a pak
za jednotliv�e sou�radnice w~ = (w1; w2; w3) dosadit nap�r��klad dle (1.4):

w~ = w1e1~ � w2e2~ + w3e3~ ;

w~ =

����u2 v2
u3 v3

���� e1~ �
����u1 v1
u3 v3

���� e2~ +

����u1 v1
u2 v2

���� e3~ :
Jak si takov�y vzorec jednodu�se zapamatovat? M�u�zeme si situaci p�redstavit jako rozvoj

n�ejak�eho zvl�a�stn��ho determinantu jako ve vztahu (5.3), jeho�z jeden �r�adek netvo�r�� skal�ary,
ale vektory:

w~ =

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
�!e1

�!e2
�!e3

������ :
Nejedn�a se o opravdov�y determinant, ale pro zkr�acen�� z�apisu line�arn�� kombinace budeme

tento z�apis form�aln�e pou�z��vat.
Pod��vejme se nyn�� na to, jak se chov�a na�se bin�arn�� operace v�u�ci s�c��t�an�� vektor�u v R3.

Vyu�zijeme p�ri tom p�r��mo vztah (1.4):

f(a~ + b~; c~) =

������
a1 + b1 a2 + b2 a3 + b3
c1 c2 c3
�!e1

�!e2
�!e3

������ =
������
a1 a2 a3
c1 c2 c3
�!e1

�!e2
�!e3

������+
������
b1 b2 b3
c1 c2 c3
�!e1

�!e2
�!e3

������ = f(a~; c~) + f(b~; c~):

Z prvn��ho na druh�y �r�adek jsme p�re�sli podle pravidel po�c��t�an�� s determinanty. Do�sli jsme
ke stejn�emu vztahu jako v (4.3) a analogicky lze t��mto postupem tak�e dok�azat, �ze plat��
(4.2).

4.1.3 Shrnut��

Objeven�a vlastnost na�s�� bin�arn�� operace se naz�yv�a distributivita25. Pr�av�e sou�cin je dis-
tributivn�� v�u�ci s�c��t�an�� vektor�u.

Tato skute�cnost n�as motivuje k tomu, abychom do n�azvu na�s�� bin�arn�� operace vlo�zili
n�azev sou�cin. Jeliko�z je jej��m v�ysledkem vektor, a ne skal�ar jako u skal�arn��ho sou�cinu,
p�r��mo se nab��z�� n�azev vektorov�y sou�cin. Zb�yv�a jedin�a ot�azka: Jak ho ozna�cit? Te�ckou
ji�z zna�c��me skal�arn�� sou�cin, a proto pou�zijeme jinou zna�cku pro n�asoben�� { k�r���zek: �.

4.2 De�nice

De�nice:M�ejme vektorov�y prostor R3 a orientujme ho volbou kart�ezsk�e b�aze, kterou zvolme
za kladnou. Necht' u~ = (u1; u2; u3); v~ = (v1; v2; v3) 2 R

3 jsou sou�radnice vzhledem k t�eto
b�azi. Pak bin�arn�� operaci u~ � v~ = w~ , kde

w~ =

�����u2 v2
u3 v3

���� ;�
����u1 v1
u3 v3

���� ;
����u1 v1
u2 v2

����
�
;

naz�yv�ame vektorov�y sou�cin vektor�u u~; v~.

25[Be], kapitola 2, strana 18.
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Dohoda: V cel�e t�eto podkapitole budeme vyu�z��vat n�ami na za�c�atku zvolenou kart�ezskou
soustavu sou�radnic. Sou�radnice vektor�u u~; v~; x~ vzhledem k t�eto kart�ezsk�e b�azi budeme pak
po celou dobu zna�cit u~ = (u1; u2; u3), v~ = (v1; v2; v3) a x~ = (x1; x2; x3).

Jak u�z jsme uk�azali, vektorov�y sou�cin je distributivn�� v�u�ci s�c��t�an�� vektor�u, tedy

8a~; b~; c~ 2 R3 : a~ � (b~ + c~) = a~ � b~ + a~ � c~;

8a~; b~; c~ 2 R3 : (a~ + b~)� c~ = a~ � c~ + b~ � c~:

Pozn�amka: Na po�rad�� vektor�u u~; v~ z�ale�z��. Obecn�e neplat��, �ze by se vektorov�y sou�cin vek-
tor�u u~; v~ rovnal vektorov�emu sou�cinu vektor�u v~; u~ . Jin�ymi slovy, vektorov�y sou�cin nen��

komutativn�� operace. M�u�zeme dokonce jednodu�se uk�azat, �ze je antikomutativn�� { sta�c�� si
rozepsat w~ jako

"
zvl�a�stn�� determinant\, kter�y jsme pou�zili v p�redchoz�� kapitole:

u~ � v~ =

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
�!e1

�!e2
�!e3

������ = �

������
v1 v2 v3
u1 u2 u3
�!e1

�!e2
�!e3

������ = � v~ � u~:

P�ri �uprav�ach vyu�z��v�ame vztah (5.5).

Vyj�ad�ren�� vektorov�eho sou�cinu pomoc�� tohoto
"
zvl�a�stn��ho determinantu\ m�a

v�sak krom�e v�yhod, jako jsou p�rehlednost a snadn�a zapamatovatelnost, tak�e zna�cn�e
nev�yhody { jedn�a se pouze o form�aln�� sestaven�� determinantu (v�sechny prvky by m�ely b�yt
z jednoho okruhu, co�z zde ale nejsou, proto�ze se v na�sem

"
determinantu\ m��s�� re�aln�a �c��sla

a vektory).

C��l: Chceme p�rij��t na lep�s�� vyj�ad�ren��, kter�e zachov�a v�yhody a zbav�� se nev�yhod.

M��sto vektor�u �!e1 ;
�!e2 ;

�!e3 bychom v determinantu pot�rebovali m��t skal�ary. Na to se
b�aje�cn�e hod�� skal�arn�� sou�cin. Vezm�eme libovoln�y vektor x~ = (x1; x2; x3) 2 R

3, jeho�z
sou�radnice jsou vyj�ad�ren�e vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi. Pak

x~ = x1
�!e1 + x2

�!e2 + x3
�!e3 :

Nyn�� ho (nap�r��klad zprava) skal�arn�e vyn�asobme b�azov�ym vektorem �!e1 . Z p�redchoz��ho
vyj�ad�ren�� dostaneme

x~ � �!e1 = x1
�!e1 �

�!e1 + x2
�!e2 �

�!e1 + x3
�!e3 �

�!e1 = x1 � 1 + x2 � 0 + x3 � 0 = x1;

jeliko�z ka�zd�e dva r�uzn�e b�azov�e vektory �!ei ;
�!ej jsou k sob�e kolm�e, a tedy je jejich skal�arn��

sou�cin roven nule, a z�arove�n

8i 2 f1; 2; 3g : �!ei �
�!ei = k�!ei k

2
= 12 = 1;

proto�ze b�azov�e vektory kart�ezsk�e soustavy sou�radnic jsou jednotkov�e.
Porovn�ame-li za�c�atek a konec, vid��me, �ze plat��

x~ � �!e1 = x1:

Analogicky z��sk�ame:

x~ � �!e2 = x2;

x~ � �!e3 = x3:
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Vyu�zijme z��skan�ych znalost�� a vyn�asobme na�se p�uvodn�� vyj�ad�ren�� vektorov�eho sou�cinu
pomoc��

"
determinantu\, tj.

u~ � v~ =

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
�!e1

�!e2
�!e3

������ = w~ ;

skal�arn�e vyn�asobme vektorem x~ a pou�zijme dvakr�at vztah (5.3):

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
�!e1

�!e2
�!e3

������ � x~ = w~ � x~;

[(u1v2
�!e3 + u2v3

�!e1 + u3v1
�!e2 )� (v2u3

�!e1 + v3u1
�!e2 + v1u2

�!e3 )] � x~ = w~ � x~;

(u1v2
�!e3 � x~ + u2v3

�!e1 � x~ + u3v1
�!e2 � x~)� (v2u3

�!e1 � x~ + v3u1
�!e2 � x~ + v1u2

�!e3 � x~) = w~ � x~;������
u1 u2 u3
v1 v2 v3

�!e1 � x~
�!e2 � x~

�!e3 � x~

������ = w~ � x~;

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
x1 x2 x3

������ = w~ � x~:

Takov�eto vyj�ad�ren�� vektorov�eho sou�cinu je nejen elegantn��, ale tak�e neobsahuje �z�adn�e

"
determinanty\ s prvky, kter�e jsou vektory. Lev�a strana obsahuje determinant, kter�y m�a
v ka�zd�em z �r�adk�u jeden vektor, jedn�a se tedy o determinant, jak ho zn�ame. Uv�edomme
si je�st�e, �ze sou�radnice v�sech vektor�u m�ame vyj�ad�ren�e vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi, kter�a je
nezbytnou sou�c�ast�� odvozen��.26

Pr�av�e v t�eto �c�asti textu se d�eje to nejd�ule�zit�ej�s��. Poda�rilo se n�am elegantn�e vysv�etlit
b�e�znou de�nici vektorov�eho sou�cinu, kter�a �casto b�yv�a na vysok�ych �skol�ach uv�ad�ena
bez jak�ekoliv motivace a mnohdy se student�um se st�redo�skolskou de�nic�� vektorov�eho
sou�cinu v�ubec nespoj��.

Na�se poznatky shrneme v n�asleduj��c��ch dvou v�et�ach.

V�eta (vyj�ad�ren�� vektorov�eho sou�cinu). Zvolme kart�ezskou soustavu sou�radnic a ozna�cme
sou�radnice vektor�u u~; v~; x~ podle dohody ze za�c�atku podkapitoly. Pak pro ka�zd�y u~; v~ 2 R

3

existuje pr�av�e jeden w~ 2 R3 takov�y, �ze pro v�sechny x~ 2 R3 plat��

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
x1 x2 x3

������ = w~ � x~:

D�ukaz:
D�ukaz byl proveden odvozen��m, viz v�y�se.

26P�resn�eji n�am sta�c�� libovoln�a kladn�a ortonorm�aln�� b�aze, viz [Be], kapitola 26, strana 367, av�sak pro jed-
noduchost z�ust�av�ame u b�aze kart�ezsk�e, kter�a je �cten�a�rovi bl��zk�a.
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Pozn�amka: P�redchoz�� v�eta se �casto na vysok�ych �skol�ach uv�ad�� jako jednozna�cn�a de�nice
vektorov�eho sou�cinu, za kter�y je pak ozna�cen takov�y vektor w~ , kter�y uveden�emu v�yroku
vyhovuje.27 Vztah, pomoc�� kter�eho jsme vektorov�y sou�cin de�novali v t�eto pr�aci my, je pak
pot�reba dok�azat podobn�e jako volen�e vlastnosti, na z�aklad�e kter�ych jsme tento vztah odvodili.

V�eta (z�akladn�� vlastnosti vektorov�eho sou�cinu). Necht' u~; v~ a w~ jsou vektory z p�redchoz��
v�ety. Pak je vektor w~ kolm�y ke ka�zd�emu z vektor�u u~; v~, velikost w~ je rovna velikosti
obsahu rovnob�e�zn��ku zadan�eho vektory u~; v~, jsou-li line�arn�e nez�avisl�e, anebo nule, jsou-li
line�arn�e z�avisl�e, a kone�cn�e v p�r��pad�e, �ze u~; v~ jsou line�arn�e nez�avisl�e, je (u~; v~; w~ ) kladn�a
b�aze vektorov�eho prostoru R3.

D�ukaz:
Ji�z jsme uk�azali, �ze p�ri vyj�ad�ren�� z p�redchoz�� v�ety plat�� u~�v~ = w~ , tj. vektor w~ je vektorov�ym
sou�cinem vektor�u u~; v~ . V p�redchoz��ch kapitol�ach jsme vlastnosti, kter�e zmi�nujeme v t�eto
v�et�e, pro vektorov�y sou�cin odvodili a na z�aklad�e nich ho tak�e jednozna�cn�e de�novali.

4.3 Z�akladn�� vlastnosti

P�ripomenut��: Z p�redchoz�� kapitoly v��me:

8a~; b~; c~ 2 R3 : a~ �
�
b~ + c~

�
= a~ � b~ + a~ � c~;

8a~; b~; c~ 2 R3 :
�
a~ + b~

�
� c~ = a~ � c~ + b~ � c~;

8a~; b~ 2 R3 : a~ � b~ = �b~ � a~:

Dohoda: V cel�e t�eto podkapitole budeme kv�uli p�rehlednosti pro determinanty typu

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
x1 x2 x3

������
pou�z��vat zkr�acen�y z�apis: ������

u~

v~

x~

������ :
Ve v�sech t�echto p�r��padech jsme si zvolili kart�ezskou soustavu sou�radnic s t��m, �ze jsme
ozna�cili sou�radnice vektor�u u~; v~; x~ 2 R3 vzhledem k t�eto kladn�e volen�e kart�ezsk�e b�azi jako
u~ = (u1; u2; u3); v~ = (v1; v2; v3) a x~ = (x1; x2; x3).

27[Se], kapitola 2, strana 113.
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Vyu�z��vaje nov�e z��skan�eho vyj�ad�ren�� vektorov�eho sou�cinu z p�redchoz�� podkapitoly se
nyn�� pokusme odvodit dal�s�� vlastnosti vektorov�eho sou�cinu:

8u~; v~ 2 R3 8c 2 R : (c � u~)� v~ = u~ � (c � v~) = c � (u~ � v~): (4.4)

D�ukaz:

8u~; v~ 2 R3 8c 2 R :

������
c � u~
v~

x~

������ =
������
u~

c � v~
x~

������ = c �

������
u~

v~

x~

������ 8x~ 2 R
3:

M�u�zeme si z�arove�n v�simnout dal�s�� vlastnosti:

u~ � v~ = 0~ () vektory u~; v~ jsou line�arn�e z�avisl�e: (4.5)

D�ukaz: ������
u~

v~

x~

������ = 0 8x~ 2 R3 () vektory u~; v~ jsou line�arn�e z�avisl�e:

Horn�� rovnosti n�am �r��kaj��, �ze zm�en��me-li velikost libovoln�eho z vektor�u na jej��
c-n�asobek, zm�en�� se tak�e velikost jejich vektorov�eho sou�cinu na jeho c-n�asobek s t��m,
�ze zam�en��me-li nav��c jeden z vektor�u za vektor k n�emu opa�cn�y, zm�en�� se tak�e v�ysledn�y
vektor na opa�cn�y. Uveden�y v�yrok pak pouze formalizuje skute�cnosti, kter�e jsme ji�z
rozeb��rali v d�r��v�ej�s��ch kapitol�ach. Je-li vektor u~ re�aln�ym n�asobkem vektoru v~ , pak
neur�cuj�� rovnob�e�zn��k, a tedy velikost jejich vektorov�eho sou�cinu mus�� b�yt rovna nule, tedy
u~ � v~ = 0~.28

A nakonec si je�st�e uved'me jeden zaj��mav�y vztah, kter�y d�av�a do souvislosti vztah
skal�arn��ho sou�cinu vektorov�ych sou�cin�u a determinantu skal�arn��ch sou�cin�u:

8a~; b~; c~; d~ 2 R3 : (a~ � b~) � (c~ � d~) =

�����
a~ � c~ a~ � d~

b~ � c~ b~ � d~

����� : (4.6)

28Tato implikace plat�� i naopak.
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D�ukaz:
Zvolme takovou kladnou ortonorm�aln�� b�azi,29 �ze a~ = (a1; 0; 0), b~ = (b1; b2; 0), c~ = (c1; c2; c3)

a d~ = (d1; d2; d3). Dosad'me sou�radnice do lev�e strany rovnosti:

(a~ � b~) � (c~ � d~) = (0; 0; a1b2) � (c2d3 � c3d2; c3d1 � c1d3; c1d2 � c2d1);

(a~ � b~) � (c~ � d~) = a1b2c1d2 � a1b2c2d1;

(a~ � b~) � (c~ � d~) = (a1c1)(b2d2)� (a1d1)(b2c2);

(a~ � b~) � (c~ � d~) = (a1c1)(b2d2) + a1b1c1d1 � a1b1c1d1 � (a1d1)(b2c2);

(a~ � b~) � (c~ � d~) = (a1c1)(b2d2 + b1d1)� (a1d1)(b2c2 + b1c1);

(a~ � b~) � (c~ � d~) = (a1c1)(b1d1 + b2d2)� (a1d1)(b1c1 + b2c2);

(a~ � b~) � (c~ � d~) =

���� a1c1 a1d1
b1c1 + b2c2 b1d1 + b2d2

���� ;

(a~ � b~) � (c~ � d~) =

�����
a~ � c~ a~ � d~

b~ � c~ b~ � d~

����� :

Tato rovnost se anglicky naz�yv�a Quadruple product.30 Vyu�z��v�ame ji nap�r��klad
v rovinn�e a sf�erick�e geometrii.31

29[Be], kapitola 26, strana 367.
30Doslovn�y �cesk�y p�reklad zn�� �Cty�rn�asobn�y sou�cin, av�sak tento pojem se v matematice neu�z��v�a.
31[Gi], strana 76{80.
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5 Dodatek { determinant

De�nice: Determinant re�aln�e �ctvercov�e matice typu 1�1 je roven hodnot�e jedin�eho prvku
t�eto matice. Determinant re�aln�e �ctvercov�e matice A typu n�n, kde n 2 N; n > 1, spo�c��t�ame
jako

detA = an1 � An1 + an2 � An2 + :::+ ann � Ann;
32

kde aij je prvek matice A nach�azej��c�� se v i-t�em �r�adku a j-t�em sloupci a kde Aij naz�yv�ame
algebraick�ym dopl�nkem prvku aij v t�eto matici. Plat��:

Aij = (�1)i+j � A�

ij;

kde A�

ij je determinant �ctvercov�e matice typu (n� 1)� (n� 1), kter�a vznikne z matice A

vynech�an��m i-t�eho �r�adku a j-t�eho sloupce. �R�adem determinantu rozum��me �c��slo n:

5.1 Determinant druh�eho �r�adu

Nahl�edn�eme, �ze vztah (2.2) k v�ypo�ctu determinantu druh�eho �r�adu, ke kter�emu jsme
dosp�eli v kapitole dva, odpov��d�a de�nici.

Necht'

A =

�
u1 v1
u2 v2

�
:

Pak

detA =

����u1 v1
u2 v2

���� = u2 �A21+v2 �A22 = (�1)2+1 �u2 �v1+(�1)2+2 �v2 �u1 = u1v2�u2v1: (5.1)

Vid��me, �ze prav�e strany obou rovnost�� se rovnaj��, vztah (2.2) je tedy korektn��.

5.2 Determinant t�ret��ho �r�adu

V kapitole 4 jsme pot�rebovali po�c��tat s determinanty t�ret��ho �r�adu. Spo�c��tejme tedy n�ejak�y
takov�y determinant pomoc�� na�s�� nov�e de�nice.

Necht'

A =

0
@u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

1
A :

Pak

detA =

������
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

������ = u3 � A31 + v3 � A32 + w3 � A33;

detA = (�1)3+1 � u3 �

����v1 w1

v2 w2

����+ (�1)3+2 � v3 �

����u1 w1

u2 w2

����+ (�1)3+3 � w3 �

����u1 v1
u2 v2

���� ;
detA = u3 � (v1w2 � v2w1)� v3 � (u1w2 � u2w1) + w3 � (u1v2 � u2v1);

detA = v1w2u3 � w1v2u3 � u1w2v3 + w1u2v3 + u1v2w3 � v1u2w3;

detA = u1v2w3 + v1w2u3 + w1u2v3 � (u1w2v3 + v1u2w3 + w1v2u3):

32Determinant je mo�zn�e de�novat rekurzivn�e rozvojem podle libovoln�eho �r�adku �ci sloupce. Pro zjed-
nodu�sen�� jsme v textu zvolili pevn�e posledn�� �r�adek. Tomuto zp�usobu v�ypo�ctu determinantu se v matema-
tice �r��k�a rozvoj determinantu podle dan�eho �r�adku �ci sloupce.
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P�ri v�ypo�ctu jsme u�zili vztahu (5.1) s t��m, �ze posledn�� �upravy byly u�z pouze estetick�e,
aby se v�ysledek co nejv��ce podobal v�ysledku, kter�y z��sk�ame po pou�zit�� tzv. Sarrusova
pravidla.33

Celkem tedy m�ame

detA =

������
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

������ = u3 �

����v1 w1

v2 w2

����� v3 �

����u1 w1

u2 w2

����+ w3 �

����u1 v1
u2 v2

���� ; (5.2)

�ci

detA =

������
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

������ = u1v2w3 + v1w2u3 + w1u2v3 � (u1w2v3 + v1u2w3 + w1v2u3): (5.3)

5.3 Z�akladn�� vlastnosti determinantu

Pod��vejme se, co se s determinantem nap�r��klad t�ret��ho �r�adu stane, vyn�asob��me-li jeden
z jeho �r�adk�u n�ejakou konstantou c 2 R.

Pro tyto �u�cely si nyn�� sou�radnice34 p�r��slu�sn�e jednomu vektoru nap���seme do stejn�eho
�r�adku na rozd��l od p�redchoz��ch v�ypo�ct�u, kde byly ve stejn�em sloupci.

Je�st�e p�red samotn�ym v�ypo�ctem si v�simn�eme, �ze se determinant t��mto p�reuspo�r�ad�an��m
sou�radnic nezm�en��.

Necht'

A =

0
@u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

1
A ; AT =

0
@u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

1
A :35

Pak dle (5.3)

detAT = u1v2w3 + u2v3w1 + u3v1w2 � (u1v3w2 + u2v1w3 + u3v2w1);

detAT = u1v2w3 + v1w2u3 + w1u2v3 � (u1w2v3 + v1u2w3 + w1v2u3) = detA:

Nyn�� jsme p�ripraveni v�ypo�cet prov�est. D��ky p�redchoz�� rovnosti m�u�zeme vyu�z��t vztahu (5.3).

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
cw1 cw2 cw3

������ = u1v2cw3 + v1cw2u3 + cw1u2v3 � (u1cw2v3 + v1u2cw3 + cw1v2u3);

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
cw1 cw2 cw3

������ = c � [u1v2w3 + v1w2u3 + w1u2v3 � (u1w2v3 + v1u2w3 + w1v2u3)];

������
u~

v~

c � w~

������ = c � detAT = c � detA:

33[Be], kapitola 14, strana 165{166.
34Sou�radnice jsou vyj�ad�ren�e vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi.
35Matice AT je tzv. matic�� transponovanou k matici A. [Be], kapitola 4, strana 40.
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Pozorov�an��: Determinant se po vyn�asoben�� jeho libovoln�eho �r�adku �ci sloupce konstantou
c 2 R bude rovnat c-n�asobku p�uvodn��ho determinantu. Nap�r��klad

8u~; v~; w~ 2 R3; 8c 2 R :

������
u~

v~

c � w~

������ = c �

������
u~

v~

w~

������ : (5.4)

Uv�edomme si, �ze pokud po�c��t�ame determinant matice, v jejich�z �r�adc��ch �ci sloupc��ch jsou
sou�radnice n�ejak�ych vektor�u u~; v~; w~ vyj�ad�ren�e vzhledem ke kart�ezsk�e b�azi, zachov�ame veli-
kost, ale zm�en��me znam�enko determinantu, vezmeme-li m��sto jednoho z t�echto vektor�u
vektor k n�emu opa�cn�y.
Pod��vejme se nyn��, co se s determinantem stane, zam�en��me-li v matici dva vektory.

������
v1 v2 v3
u1 u2 u3
w1 w2 w3

������ = v1u2w3 + u1w2v3 + w1v2u3 � (v1w2u3 + u1v2w3 + w1u2v3);

������
v1 v2 v3
u1 u2 u3
w1 w2 w3

������ = �[(u1v2w3 + v1w2u3 + w1u2v3)� (u1w2v3 + v1u2w3 + w1v2u3)];

������
v~

u~

w~

������ = �detAT = �detA:

Pozorov�an��: Z�am�enou dvou �r�adk�u matice se znam�enko determinantu zm�en��.36 Nap�r��klad

8u~; v~; w~ 2 R3 :

������
u~

v~

w~

������ = �

������
v~

u~

w~

������ : (5.5)

36To plat�� pro v�ym�enu libovoln�ych dvou �r�adk�u �ci sloupc�u matice libovoln�eho �ctvercov�eho typu. [Be],
kapitola 14, strana 168{170.
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Z�av�er

Nazna�cili jsme propojen�� mezi vlastnostmi vektorov�eho sou�cinu, jeho de�nic�� a samotn�ym
v�ypo�ctem. Nav��c jsme zjistili, jak hledat vektory kolm�e v prostoru, jak spo�c��tat analytickou
metodou obsah rovnob�e�zn��ku zadan�eho dv�ema line�arn�e nez�avisl�ymi vektory, a dokonce
jsme se dozv�ed�eli n�eco o orientaci vektorov�eho prostoru. Uk�azali jsme n�ekter�e ze z�akladn��ch
vlastnosti vektorov�eho sou�cinu a nazna�cili jsme, kde se vyu�z��vaj��.

Vysv�etlili jsme, pro�c de�nujeme vektorov�y sou�cin tak, jak je de�nov�an nap�r��klad v knize
[Se], kapitola 2, strana 113, co�z byl jeden z hlavn��ch motiva�cn��ch pil���r�u t�eto pr�ace. Ta pak
m�u�ze b�yt u�zite�cn�a nejen student�um st�redn��ch a vysok�ych �skol, ale tak�e pedagog�um, kte�r��
toto t�ema vyu�cuj��, a to p�redev�s��m po str�ance motiva�cn��.

Okrajov�e jsme se v pr�aci zm��nili i o determinantech, se kter�ymi jsme postupn�e pracovali
v��c a v��c, p�redev�s��m v kapitole o orientaci vektorov�eho prostoru.
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