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Uvod

Praveé zacinate ¢ist text zabyvajici se odmocninami, zejména jejich vypocty. Jelikoz odmoc-
niny z prirozenych ¢isel zajimaly i ndrody jiz ddvno zaniklé, je historie vypocti odmocnin
velmi pestra. Diky tomu najdete nize mnohé zajimavé matematické myslenky, postupy
a postiehy.

Spirala odmocnin.!

V této praci se budeme vénovat pouze matematice v oblasti Blizkého Vychodu, Stredo-
moii a v Evropé, situaci v Ciné a Indii pfenechdme jinym. Podobné jsme omezeni ¢asové.
To, ze prace konci stfedoveékem, samoziejmé neznamenad, ze se dale matematici jiz o od-
mocniny nezajimali, ale pouze to, Ze rozsah tohoto textu je omezeny.

Prace je rozdélena do péti hlavnich kapitol. V prvni se doctete o uzitecnosti odmocniny;,
v nasledujicich navstivite Babylénii, antické Recko a stiedovékou Evropu. Posledni kapi-
tola o fetézovych zlomcich zdanlivé odbih4 od zékladni linie textu. Retézové zlomky zde
uvadime z nékolika divodii; za prvé jsou retézové zlomky pomérné opomijenym tématem,
za druhé v posloupnostech odpovidajicich fetézovym zlomkim odmocnin nachézime ¢isla
znama z predchozich kapitol a za tieti je spojeni fetézovych zlomkt a druhych odmocnin
velmi zajimavé.

! Pfevzato z http://en.wikipedia.org/.



Predtim, nez zacnete ¢ist nasledujici kapitoly, je potfeba pripomenout, ze prestoze je
text napsan modernim matematickym jazykem, ptivodni myslenky takto zapsany nebyly.
Drive se matematika popisovala prevazné slovné, zadné vzorce v dnesni symbolické podobé
ve starovéku ani stfedovéku nenajdeme. Pocatky matematického symbolického zéapisu,
na ktery jsme dnes zvykli, nachazime az v 15. stoleti. Kdybychom se vSak drzeli ptivodnich
zapist, byl by text dnesnimu ¢tenari méalo srozumitelny a jednotlivé matematické myslenky
tézko porovnatelné. Chtéli jsme také dat praci jednotny raz, coz by pouziti textt z riznych
obdobi a z rtznych oblasti v jejich ptivodni podobé neumoznilo.



Proc¢ zrovna odmocnina?

Ve skole se casto setkavame s odmocnovanim jako s ¢isté matematickou operaci, s odmoc-
ninou jako s funkci ¢i néjakym formalnim zapisem. Vypocet odmocniny je az na nékteré
specialni ptipady pfenechan kalkulacce, pfipadné se odmocnina vitbec nevydéisluje (spoko-
jime se se zapisem /2 nebo v/5). M4 tedy tato operace néjaké realné opodstatnéni? Jak
je mozné, ze se vypoctim odmocnin vénovali lidé jiz pfed nékolika tisici lety?

Leckdo se spokoji s odpovédi, ze odmocnovani je opacna operace k umocnovani: kdyz
vime, jaké cislo ziskame, vynasobime-li ¢islo sebou samym, mtizeme se také ptat, které
¢islo jsme museli umocnit na druhou, abychom ziskali néjakou konkrétni hodnotu. Takova
odpovéd vsak kazdému nepostadi.

Asi nejznaméjsim pouzitim druhé odmocniny je Pythagorova véta. Vzorec o vztahu
stran v pravoihlém trojuhelniku

& =a® + b

zna snad kazdy. Pomoci n€j a odmocniny mtizeme vypocitat délku plotu pozemku, ktery
ma tvar pravouhlého trojihelnika, nebo délku cesty vedouci pies obdélnikovy pozemek
z jednoho rohu do protéjsiho. Kolik krokt usetiime, pokud ptijdeme po této cesté a ne po-
lenosti dvou bodt vadi néjaka prekazka.

7 otazek v roviné vsak mutzeme vyuzit také vzorce pro obsah. Chceme naptiklad
ve vstupni hale skoly namalovat v ramci uméleckého vyziti na sténu co nejvétsi barevny
¢tverec. Plechovka barvy, kterou je feditel ochoten proplatit, vystaéi na 10 m? plochy. Jak
dlouhou ma mit nas ¢tverec stranu?

Dalsimi znamymi vzorci vyuzivajicimi druhé odmocniny jsou vzorce pro koreny kvad-
ratickych rovnic. Ty jsou ve skole zevrubné probirany, nebudeme se jimi tedy vice zabyvat.

Na finan¢éni burze se pri sledovani vyvoje hodnoty cennych papirti pouziva geomet-
ricky primeér, ve kterém se bez odmocniny také neobejdeme. Pokud chceme odhadnout
prameérny rist konkrétnich akcii v ramci tii dniil a vime, Ze prvni den vzrostla jejich cena
o 1, 011 %, druhy klesla o 0, 798 % a tfeti vzrostla o 0, 010 %, pomoci geometrického



prumdéru spocitame, zZe pramérné cena akcii rostla v téchto dnech o 0, 272 % , nebot

/1, 01011 - 0, 99798 - 1, 0001 = 1, 00272.

Ulohy v prostoru obvykle vyzaduji t¥eti odmocninu. Vyrobce se miize ptat, jak velky
ma vyrobit kanystr ve tvaru krychle, aby jeho celkovy objem byl 3 litry. Dale se miizeme
ptat, jak vysoky muze byt ocelovy model Eiffelovy véze, ktery bude vazit maximalné 5 kg,
pokud vime, Zze 300 m vysoka skutecné ocelova véz vazi 8 000 tun. Opakované pouziti
Pythagorovy véty zase umoziuje spocitat télesovou thlopficku (viz obrazek), kterd nam
odpovi napiiklad na otazku, jaka nejdelsi tuzka se vejde do kvadrové krabice.

V biologii se uplatiiuje Kleiberiiv zakon ¢tvrté odmocniny.? Ten Fikd, Ze ¢im v&tsi je
organismus, tim déle zije, a ze délka zivota je primo iimérna ¢tvrté odmocniné hmotnosti
organismu. Uvedme si zjednoduseny piiklad: porovnédme slona a slepici. Slon africky vazi
v priméru 7 tun,® zatimco napiiklad zdrobnéld hempsirka vazi 0,9 kilogramu.* Slon tedy
véazi zhruba 7 778-krat vice nez slepice, podle Kleiberova zdkona bude #it v/7 778 = 9-krat
déle nez slepice.

Tyto priklady ukazuji, Ze odmocnina neni tolik odtrzena od realnych problémi, jak by
se mohlo na prvni pohled zdat.

V3

V2

V2a+v3v krychli.?

2 [5].

3 Pievzato z http://en.wikipedia.org/.

4 PYevzato z http://http://www.cschzdounky.estranky.cz.
5 Pievzato z http://en.wikipedia.org/.



Je potfeba si uvédomit, ze v bézném zivoté pouzivame pouze priblizné hodnoty od-
mocnin. BéZzné kalkulacky pocitaji s presnosti nejvyse na 12 platnych mist. Obvykle nam
to nevadi, protoZe i nase vnimani a konani je omezené (nikdo z nas nepostavi plot s pfes-
nosti 0, 01 mm; spleteme-li se v8ak o 0, 01 km, soused to jisté poznd). Velmi ¢asto je vSak
vyhodné v ramci postupu pouzivat pouze symboly zastupujici jednotlivé odmocniny a cel-
kovou hodnotu vy¢islit az v poslednim kroku. Diky tomu miizeme ve vypoctech dosahnout
vétsi presnosti.

Tento problém je zptlisoben tim, ze odmocniny jsou casto iracionalni cisla, zatimco
lidé a jejich stroje pracuji pouze s racionalnimi ¢isly. Proto je potfeba pouzivat priblizné
hodnoty odmocnin, tedy odmocniny obdobné jako jind iracionélni ¢isla rizné aproximovat.

Dtilezitost odmocnin podtrhuje i fakt, ze ve slavné francouzské Encyklopedii je pojem
aproximace vysvétlen pravé na prikladu odmocniny (autorem pfispévku je matematik
Jean-Baptiste le Rond d’Alembert).

O tom, jakymi postupy lze aproximaci dosahnout a jak se tyto zptisoby vyvijely v pru-
béhu casu, pojednava tato prace.



Babylonska rise

7. Mezopotamie pochéazi jedny z nejstarsich dochovanych pisemnych pamatek. Jiz stari
Babyléniané (cca 2000 — 1700 pf. n. 1.), ktefi psali klinovym pismem na hlinéné tabulky,
se zajimali i o matematiku (zejména z praktickych diivodi). Dochovaly se ndm diky tomu
doklady o tom, jak lidé pocitali jiz pred ¢tyfmi tisici lety.

Babylénané, na rozdil od nas, pouzivali Sedesatkovou soustavu. Pravdépodobny divod
k tomu byl jednoduchy — ¢islo 60 je beze zbytku délitelné vSemi ¢isly od dvou do Sesti
a dale deseti, dvanacti, patnacti, dvaceti, tiiceti a Sedesati. Nasobky a prevracené hodnoty
téchto déliteli lze v Sedesatkové soustavé snadno presné zapsat. Zaroven vsak je ¢islo 60
pro bézné pocitani primérené velké, proto se s nim v mnoha ohledech dobie pocita.

V Babyléné jiz byla matematika natolik pokrocild, Ze se nepouzivala jen prirozena
Cisla, ale také zlomky (to jest racionalni ¢isla). Nutno podotknout, Ze zaporna cisla se
objevila az mnohem pozd€ji a nula chapana jako samostatné cislo je rovnéz vydobytkem
pozdéjsi doby. V Evropé nulu zacal prosazovat Leonardo Pisansky (viz nize), ovsem jesté
René Descartes (1596 — 1650) ji jako ¢islo odmital.b

V Babylénii se vsak jesté nepouzivala racionélni ¢isla v plné obecnosti. Babylénané
pouzivali pozi¢ni (Sedesatkovy) zéapis, tedy nepracovali se zlomky jako my, ale pouze s je-
jich zapisem v Sedesatkové soustave. Pouzivali pouze ta racionalni ¢isla, ktera maji konecny
zapis v Sedesatkové soustavé. Zapsat napiiklad cislo % bylo problematické, protoze cislo 7
neni délitelem ¢isla 60. Babyléniané se této hodnoté (stejné jako dalsim nepohodingm hod-
notdm) vyhybali kvili jejimu nekoneénému rozvoji; misto této hodnoty pocitali s néjakou
pribliznou hodnotou, jejiz Sedesatkovy rozvoj je kone¢ny a nepfilis dlouhy.

Obvykle Babylonané délili jen cisly ve tvaru 27 - 37- 5" a misto jinych zlomkt pouzivali
racionalni ¢isla s konecnym rozvojem v Sedesatkové soustaveé dostatecné blizké hodnoty.

Stejné jako my, tak i Babylénané si pro uleh¢eni vypocti vytvareli matematické ta-
bulky — napriklad nasobilku, tabulku pievracenych hodnot ¢isel nebo jejich aproximaci
a dokonce tabulky mocnin (pouzivané pii vypoctech, které bychom my dnes provadéli
pomoci kvadratickych rovnic) a nékterych odmocnin. Dale se do dnesni doby dochovaly

6 Viz naptiklad [11].



i tabulky obsahujici vztahy v trojahelnicich a v pravidelnych n-tthelnicich.

Timto se dostavame k tématu, které nas nejvice zajima: k odmocniné. Prestoze vime,
7e Babyléniané uméli pfibliznou hodnotu odmocniny vypocitat, nevime jak. Zadné zapisy
o postupech se nam z této doby nedochovaly (nebo dosud nebyly nalezeny). Z dochovanych
hlinénych tabulek je vSak jasné, Ze Babylénané znali analogie (slovni popisy) dnesnich
znamych matematickych pravidel:

(a £0)* = a® £ 2ab + b a a? —b*=(a—10)-(a+0).

Patrné z nich vychéazely jejich vypocty odmocnin.
Pokus o rekonstrukci pravdépodobné metody babylénskych vypoécti je nasledujici:”
Chceme vypocitat ptibliznou hodnotu odmocniny z pfirozeného ¢isla A. Budeme pied-
pokladat, Ze A neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla, jinak bychom uz byli hotovi.
Nejdiive vyjadiime A ve tvaru

A=a®+0, (1)

kde a,b € N a plati a* < A < (a + 1)%
Odmocninu v/A lze odhadnout

/ b2 b 22 +b
VA=Va2+b</a®+ + g =t o

Nyni miizeme A napsat jako
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A= —d,

kde ¢,d € N a plati (¢ —1)? < A < ¢*.
Obdobné odhadneme

2 2% — 1 /c?— 1 /A
\/A:\/c?—d<\/02—d+d—:c—i: c-d_1fc d+c = [ Z=4c).
4c? 2c 2c 2 c 2\ c

Jak vidime, dostali jsme se ke stejnému vzorci jako v predchozim piipadé. Oznacime

tedy
1 A+
(11—2 a a

prvni odhad poéitané odmocniny. Vime, Ze jsme ziskali horni odhad, to jest a; > V/A.
V dalsim kroku toho vyuzijeme. Budeme hledat ptfesnéjsi odhad as ve tvaru as = a; — x,
kde = je néjaké malé kladné cislo takové, aby platilo

a3 = (a1 — x)°.

7 [2], str. 230.



Pokud z? zanedbame, dostaneme

a? —2a,x = A.

2_
Vyjadiime-li odtud z, zjistime, ze x = aéalA, a tedy

at—A a2+ A 1<A >
5 :

o = a1 — —t =
2 ! 2@1 2@1
Z¥ejmé plati, ze VA < as < ay.
Pro jesté presnéjsi aproximaci miizeme pouzit az = % (% + a2>. Opét bychom mohli
dokazat, 7e VA < a3 < as < a;. Takto bychom mohli pokracovat libovolné dlouho pomoci

2 an—1
Myslenka konvergence posloupnosti vsak prisla az mnohem pozdéji. Jesté se k ni vratime.
Dochované ptiblizné hodnoty odmocnin na babylénskych tabulkach odpovidaji nejvyse
tfem opakovanim (to jest hodnoté as).

vztahu a, = % ( A4 an_1> a priblizovat se tim k hledané hodnoté libovolné blizko.

Pfesto vsak jiz Babyléniany spoctené hodnoty byly velmi pfesné. Cleny posloupnosti
k hledané hodnoté totiz konverguji velmi rychle. Vypoc¢teme nyni, o kolik se lisi hodnota
prvniho ¢lenu od skute¢né hodnoty odmocniny.® Vyjdeme ze vztahu (1). Potom miZeme
VA zapsat jako VA = a + p, kde 0 < p < 1. Je ziejmé, Ze

A=a*+b=d>+2ap+p*

a odtud
b
C20+p
Polozime-li na pravé strané rovnosti ve jmenovateli za p krajni hodnoty, to jest p =0
pro ziskani horni meze a p = 1 pro ziskani dolni meze, dostaneme odhad

p

< < —.
2a+1 P79,

V prvni aproximaci jsme za p dosadili %. Chybu 1ze odhadnout shora vyrazem

b b b
20 2a+1 2a(2a+1)

8 [3], str. 70.



pficemz b < (a + 1)*> — a* = 2a + 1. Nahradime-li b ve vzorci (2) timto hornim odhadem,
zjistime, Ze chyba prvni aproximace je mensi nez i Vsimnéme si zde, ze k ¢im vyssimu
¢islu hledame odmocninu, tim presnéjsi odhad dostaneme.

Prikladem dochované tabulky obsahujicici pribliznou hodnotu odmocniny je hlinéna ta-
bulka YBC7289 pochazejici asi z 18. ¢i 17. stoleti pred nasim letopoctem ulozené ve sbirce
univerzity v Yale. Udava v/2 v Sedesatkové soustavé jako (1; 24, 51, 10). To miiZeme pie-
psat nasledovné:

24 51 10
214+ —+-——=+-——==1,414212962. ..
V2 +60+602+603 ’

Pfesné hodnota je v/2 = 1, 414213562 . . ., jedna se tedy o aproximaci, kter4 se lisi od sku-
tecné hodnoty az na Sestém desetinném misté.
Obrazek naznacuje, 7e motivaci k vipoctu v/2 bylo zjisténi délky uhlopiicky ve ¢tverci.

Hlinén4 tabulka s /2.2

Dosadime-li do odvozenych vzorci A = 2, ziskdme nasledujici hodnoty:

=1 223205
ag = 1, a1—2 1 _2_ »

1 /4 3\ 17 i} 1 /24 17\ 577

L (N A I U — (22 D) =20 4140156
2 2(3+2) - b4 s 2<17+12> 108 o0

Rozdil v nasem vysledku od vysledku tabulky je nejspise zptisoben tim, ze Babylénané
pouzili pfi déleni ¢islem 17 pouze pribliznou pfevracenou hodnotu tohoto ¢isla.

9 Pfevzato z http://cojs.org/cojswiki a z http://mathdl.maa.org/.
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Z Mezopotamie se nam dochovala také zadéani a feSeni tloh vedoucich (dnesnimi po-
stupy FeSeni) na kvadratické rovnice. Nékteré byly dany potfebami ze zivota (naptiklad
vykop stavby, kolik zrna potfebujeme na oseti pole ve tvaru trojihelniku), nékteré se
zdaji byt jen ucebnimi priklady a matematickymi hiickami, coz ukazuje na hlubsi zajem
o matematiku samotnou (ne jen fesSeni praktickych otazek) a také na celkovou vyssi Groven
matematického mysleni. Jiz v této dobé zvladali poc¢tari napriklad substituci a prokazovali

Babylénané nezapisovali matematiku pomoci vzorci, nybrz slovné. Potiebovali proto
proménné pojmenovat. V tlohach se pouzivaji misto neznadmé veli¢iny pojmy jako délka,
sirka, plocha, ale i délenec a délitel, ndsobenec a ndsobitel. Vzdy se pracuje s konkrétnimi
¢isly, nikdy s obecnymi vzorci a parametry. OvSem nékteré priklady mohou byt chapany
jako vzorové, pouzivané pii feseni podobnych zadani. Babylénané vsak na rozdil od nas
pracovali jen s kladnymi ¢isly, coz zptisobilo, Ze z jejich pohledu byly fesitelné jen rovnice
ve specialnim tvaru.

Nejjednodussim zadanim byla rovnice typu 22 = ¢, kde ¢ bylo pfirozené ¢islo nebo
racionalni ¢islo s kone¢nym rozvojem v Sedesatkové soustavé. Pomoci této rovnice se pro-
cvidovala napiiklad Pythagorova véta o vztahu stran v pravothlém trojihelniku (vice nez
tisic let pfedtim, nez Pythagoras zil), kde pomoci znalosti dvou stran (a zda jsou to od-
vésny ¢i pfepona) muzeme s vyuzitim odmociovani vypocitat stranu tfeti. Obvyklé zadani
rovnice znélo ,,Co se mé samo sebou nasobit, aby to dalo...“10

Dalsi typ tloh byl zadan jako soustava rovnic o dvou neznamych, typicky

rty=np,
:l,"y:q.

zadani, véetné tloh obsahujicich tfeti mocniny ¢i druhé mocniny dvou neznamych. Jedno
zadani si pro predstavu uvedme (¢isla jsou v Sedesatkové soustave):!!

Délka, sitka. Délku a sirku jsem vynasobil a vznikla plocha. Dale to, o¢ je délka veétsi
nez sitka, jsem vynasobil souc¢tem délky a sitky. K tomu pridal jsem plochu. Obdrzel jsem
(1, 13, 20). Dadle jsem secetl délku a sitku. Dostal jsem (1, 40).

Symbolicky 1ze tlohu prepsat na soustavu

z-y+(zr—vy)- (z+y)=4400,
x +y = 100.

A tryvek z feSeni pro predstavu:

10 Napt. tabulka AO6484, [2], str. 266.
11 (9], str. 277.

11



Ty svym zpisobem:

(1, 40), soucet délky a sitky, vynasob (1, 40). (2, 46, 40). Od (2, 46, 40) odejmi (1, 13, 20),
plocha. Zde jsi urcil (1, 33, 20). Polovinu souc¢tu (1, 40) odlom. (50) krat (50) je (41, 40).
K (1, 13, 20) pridej. atd.

Ac¢ se ndm dnes zda takovéto pocitani nepiehledné a velice namahavé, pokud ho mame
sledovat, dokazuje ze jii ve staré Babylo'nii jedné z prvnich pisemnych kultur matematici

vvvvvvvvvv

matematické otazky.

Rekurentni posloupnost

Zobecnime-li predchozi ivahy pro aproximaci druhé odmocniny z kladného ¢isla A, mtzeme
pouzit rekurentni posloupnost, ktera bude definovana nasledovné:

ap=a, kde(a—1*<A<a® acN,

() o
a, = — - + ap_1 pro kazdé n > 0.
2 Ap—1

Pro tuto posloupnost plati, ze ag > ay > ay > -+ > a,_1 > a, > --- >V A a ze limita
této posloupnosti je v/A. Tomuto zptisobu aproximace se ¥iké metoda priméru.

Postup 1ze pomérné jednoduse zobecnit, takze lze obdobnou posloupnost pouzit i pro
aproximaci k-té odmocniny z kladného ¢isla A pro libovolné prirozené k > 2. Definujeme
posloupnost adekvatni volbou by (napiiklad nejblizsi mensi hodnotou, ktera je celoéiselnou
k-tou odmocninou prirozeného ¢isla) a rekurentnim vztahem

E—1 A o
bpy1 = % (bn + W) pro kazdé n > 0.

Limita této posloupnosti je v/ A. Pfedpis pro n-ty ¢len bychom opét ziskali pomoci vyjad-
feni A = a* + b, kde a je piirozené ¢&islo splitujici a* < A < (a + 1)¥, a nerovnosti

b \" b
VA= T ¢ () = (o ).

Odtud je by = § (bo + 2 ) = 55+ (bo + =)
0 )b
Obé vyse zminéné rekuretni posloupnostl {a,},", a{b,} -, maji tu dobrou vlastnost,
ze konverguji pro kazdé ag a by kladné. Muzeme pro né tedy zvolit libovolnou kladnou
hodnotu, napiiklad ag = 1 nebo ay = 42. Posloupnost se tim sice zméni, ¢leny na zacatku
budou mnohem vice vzdaleny od hledané hodnoty, ale jeji limita ztistane stejna.
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Antické Recko

V antickém Recku najdeme mnoho znamych jmen muzi, ktefi zasvétili svilj zivot mate-
matice a matematickému badani. Rekové pouzivali matematiku v praxi, ale také se ji jiz
vénovali i z Cisté teoretického hlediska. Uznavali vysokou hodnotu matematiky a zajimali
se i o matematické a geometrické vztahy vzdalené zédkladnim poctiim bézného zZivota.

Rec¢ti matematici pouzivali pro zapisovani ¢isel béznou feckou abecedu (alfabétu). Pou-
zivali jak desitkovou soustavu, tak i Sedesatkovou (to odpovida stupiitim, minutdm a vtefi-
nam). Na rozdil od Babylétiant, Rekové jiz uméli zapisovat libovolné zlomky, i kdyZ zpii-
sobti pro zapis méli vice. Umozniovalo to mnohem presnéjsi a efektivnéjsi pocty. Ovsem
stejné jako Babyléiiané, znali Rekové pouze kladna, ¢isla.

Pozornosti feckych matematikti neunikly samoziejmé ani odmocniny. V antickych tex-
tech nalézame vice riznych zptsobu vypocti a odvozeni piibliznych hodnot a dolnich
i hornich odhad zejména druhjch odmocnin. Vsimnéme si myslenkového pokroku — ma-
tematik se uz nesnazi najit jednu co nejblizsi hodnotu, u které neuvazuje, zdali je vétsi ¢i
mensi, ale vymezuje odmocninu dvéma riznymi hodnotami shora a zdola.

V kazdém pripadé si nejdiive poctar musel pii hledani odmocniny uvédomit ocekavany
rad vysledku. Pokud odmocniujeme ¢islo mezi 1 a 100, vime, Zze odmocnina lezi mezi 1 a
10. Odmocnujeme-li ¢islo mezi 100 a 10000, vysledek hleddme mezi hodnotami 10 a 100
atd.

Rekové jiz znali iracionalni ¢isla, coz je diilezity meznik ve zkoumani odmocnin. Prvni
iraciondlni ¢isla idajné objevil Pythagoras (cca 570 — 495 pt. n. L.).

Dokézeme zde nyni, ze v/2 je iracionélni &slo.

Pouzijeme diikaz sporem, to jest budeme naopak predpokladat, ze je v/2 &slo racio-
nalni, a odvodime z toho spor. Necht tedy v/2 lze zapsat jako podil dvou pfirozenych ne-
soudélnych ¢isel (tedy alespon jedno z téchto ¢isel musi byt liché, jinak by byla soudélnd),
to jest predpokladame, ze

\/52% pro p,q € IN.
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’ . 2
Umocnime-li tuto rovnost, dostaneme 2 = 2’—2, a proto

JelikoZ leva strana rovnosti je délitelnd dvéma, musi byt i éislo p? sudé a tudiz musi byt
sudé i ¢islo p. Ozna¢me p = 2k. Tim dostaneme, Ze

2¢° = p* = (2k)* = 4k* a ¢* =2k°

Odtud ale vyplyva, ze ¢* je také sudé &islo a stejné tak je nutné sudé i g. To je oviem
spor s predpokladem, Ze p a ¢ jsou nesoudélna. Celkem to znamen, 7e v/2 nelze zapsat
jako podil dvou nesoudélnych ¢isel a tudiz neni ¢islem racionalnim. Nutné musi byt tedy
V/2 é&islo iraciondlni.

Avsak v/2 nenf jedind odmocnina, ktera je iracionalnim ¢islem. Napiiklad v Platénové
dialogu Theaitétos se docteme, %e Theoddros z Kyrény!'? (5. stoleti pf. n. 1.) dokazal, ze
jsou iracionalni také cisla \/5, V5 a podobné az do cisla V7.

Nejzakladnéjsi odhady odmocnin vychéazely v antice ze znalosti racionalnich ¢isel. Podle
jedné z hypotéz Pythagoras'®*odhadoval odmocninu ze 2 tak, Ze si napsal dvojku jako
zlomek 32.

Potom nejspise uvazoval nasledovné:

50 50 —1 49 7
2 = _— —_— _— = =,
Vi=yos Vs Vs
Déle pouzil Pythagoras zndmy vzorec

(a £ 2)* = a® £ 2ax + 2*

a v/50 odhadl hodnotou 7+ -=

11> aby ziskal i odhad shora. Celkem tedy dospél k nerovnostem

7 1 1
- 2 < — — .
= < V2 < - <7 + 4)
Podobné nejspise odhadoval Theodéros hodnotu V3. Zacal u rovnosti 3 = % a obdrzel

48 48 +1 7
\/g_\/1_6<\/ 16 4

12
13

[6], str. Ixxvii.
[6], str. Ixxviii.
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Pro pfesné€jsi odhad Theodoérovi ze vzorce vyplynula nerovnost /48 = /49 — 1 < 7 — ﬁ

Dalsim antickym matematikem, ktery se zajimal o viypoc¢ty odmocnin, byl Hérén z Ale-
xandrie (cca 10 — 70 n. 1.).1* Je prvnim ze zminénych matematikt, jehoz dilo se nam
dochovalo do dnesni doby. Herén postupoval zptisobem, ktery jsme jiz popsali na konci
kapitoly o Babylénii. Vysvétluje ho ve svém dile pojmenovaném Metrika na prikladu
vypoétu odmocniny z &sla A = 720. K nalezeni hodnoty v/A pouzival dne$nimi slovy
rekurentn{ posloupnost, kdy zacal od n&jakého piirozeného ¢&isla aq takového, ze a2 bylo

1 A
2 (a,n,1 + A1

kazdym dalsim krokem nalezenou hodnotu zpfesnuje a ze opakovanim lze ziskat odchylku
od skutecné hodnoty libovolné malou.

Hérén odmocninu vyuzival pro vypocet obsahu trojihleniku pomoci velikosti stran a,
b, c. Oznacime-li polovinu obvodu trojihelniku s, to jest s = %3, mizeme tento vztah

vyjadrit vzorcem
S =/s(s—a)(s —b)(s —c).

blizko A, a dalsi ¢leny definoval jako a, = ) Héron si byl védom toho, ze

Tieti postup!® vipoétu odmocniny z A, ktery si ukdZzeme, najdeme v komentéiich dila
Klaudia Ptolemaia (cca 90—168 n. 1.), které sepsal Thedn z Alexandrie (cca 335—405n. L.).
Zakladni myslenka je ryze geometricka. Pouziva znamy vztah

(a+2)? = a® + 2az + 2°.

Tento vztah Tika, ze obsah ¢tverce o strané a+x je roven souctu obsahti ¢tverce o strané
a, ¢tverce o strané x a dvou obdélniku o stranach a a =x.

1479], str. 202.
15 76], str. Ixxv.

15



Pokud a jiz zndme (napiiklad z néjakého odhadu a® < A), tak hledame x takové, aby
platilo 2ax + 22 < A — a%. Potiebujeme pravé tuto nerovnost, abychom mohli piipadné
opakovanim stejného kroku vypocet zpfesiiovat (misto a pak vezmeme a + z).

Postup pro vétsi prehlednost ukazeme na konkrétnim ptipadé vypoctu v/4 500. Theon
pocital v Sedesatkové soustavé. Neni t€zké odhadnout, ze celd ¢ast odmocniny ze 4 500 je
67, nebot 672 = 4 489. Zbude tedy 11. Pokud chceme vyjadiit odmocninu tak, Ze zlomkovou
¢ast budeme hledat s presnosti na dvé Sedesatkova mista,'® dostaneme

VA500 = V672 + 11 :67+6$—0+ %

kde x a y jsou neznama cisla, kterd musime dopocitat. Hledané x musi byt nejvétsi celé
¢islo takové, ze

2'2# <11.
Snadno spocteme, ze x < % = 3%70 =4+ % a z je rovno 4.
67° 4" | 55"
4489° 268" | _
[=)
N
0
o0
Ne)
6
268’ 16"
3688"40"

16 Thedén obvykle pouzival piesnost na dvé Sedesatkova mista, coz odpovid4d dnesnim minutdm a vtefi-
nam. Pro nazornost a zjednoduseni budeme v nasledujicim textu pouzivat zapis pomoci minut a vterin.
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K vypoctu y pouzijeme rozdil

4\? 2.67 -4 4\2 2.67-4 4\?
4500 — (67 + — ) =4500 — 4489 — (=) =11 (=) =
( + 60) 60 (60) 60 (60)

11602 —2-67-4-60—16 7424
N 602 602

Nyni pfedpokladame, ze 2 (67 + %) - 55z musi co nejlépe odpovidat zlomku 76%224. Tedy

74260 7424 GO T424-60 _ . 2800
=600 2(6T+4) 0 602 ZEE T TRoag )T R048

Hledané y je rovno 55. Odmocnina z 4500 tedy odpovida 67 + % + % (ze zapsat jako

67° 4’ 55"). Chceme-li znat chybu odhadu, pfimym vypoctem dostaneme, Ze

4 55\% 164
) :wio, 01273.

4500 — (67 + — + —
( %0 " 60 601

Stejnym zptisobem odhadl Theén i v/3 hodnotou 1 + % + % + %. V tomto odhadu

je spocteno presné prvnich 6 mist desetinného rozvoje odmocniny ze 3.

Dalsi postup ukazuje moznost, jak ziskat p¥ibliznou hodnotu /2 za pouziti specialnich
posloupnosti.}” Zakladem jsou stranovd &isla (a,,) a diagondini ¢isla (d,), ktera definoval
Theén ze Smyrny (2. stol. n. 1.) ve svém dile O matematice uZitecné pro pochopeni Pla-
tona. Prvni stranové i diagondlni ¢islo je jednicka (a; = 1 = d;). Nésledujici ¢leny jsou
definovany rekurentnimi vztahy

Upi1 =ap +d, a dy =2a,+d,.
Obé posloupnosti jsou rostouci a je mozné dokazat, ze plati

di = 2@% + (=",

nebot
di - 2ai = (2an-1+ dn—1)2 — 2(ap-1 + dn—1)2 = _(di—l - 2@%71) =
=d®> ,—2d> , == (—D)*(dp_r — 2a,_4).
a navic d; — 2a; = —1.
17.16], str. xci.
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Ziejmé se podil Z—% pfiblizuje hodnoté 2 a odtud se nutné podil % piiblizuje v/2.

7 an

Pro nazornost si ukadzeme prvnich nékolik ¢lenti posloupnosti Z—”:
n

@

a1

dy 3 dy 7 dy 17T dy 4l

1
17 a9 2’ CL3_57 CL_4_57 ;4_%7

Je zajimavé, Ze tato posloupnost ¢isel odpovidé posloupnosti fetézovych zlomku (viz
posledni kapitola).

c e vyv

222 — =1 a y*—222=1.

Pokud bychom chtéli obdobnjm zptisobem ziskat odhad v/3, hledali bychom celo¢iselna
feSeni rovnic
2 —3P=1 a 3yP—a22=2

Dalsim antickym matematikem, v jehoz spisech nachazime odhady odmocnin, je Ar-
chimédés ze Syrakus (3. stol. pt. n. 1.). Ve svém spisu Meéreni kruhu, kde mimo jiné dokazal
vzorec pro obsah kruhu a odhadl hodnotu 7, pouziva nékolik odhad odmocnin riznych
¢isel. Vétsina téchto odhadt pochéazi pravdépodobné z jednoduchych tvah, v té dobé béz-
nych. Cim dne$ni matematiky udivil asi nejvice, jsou velmi pfesné odhady /3, konkrétné

265 1351
3 < V3 T

Nikde vsak nezapsal, jak tyto nerovnosti ziskal, pfestoze jeho soucasnici pouzivali mno-
hem hrubsi odhady. Existuje mnoho teorii, jak k nim dospél a nékteré si zde ukazeme.

Prvni hypotézu Archimédova vypoctu vytvoril Friedrich Hultsch (19. stol.).’® Budeme
postupovat retrospektivné. Nejdiive si oba jmenovatele rozdélime na souciny:

153 =3-3-17=3-51,
80=2-2-3-5-13=3-5-52.

Nyni mtzeme zlomky porovnat

260 1325 1351 1351

153 15-51 © 780 1552

18 76], str. Lxxx.
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a Archimédovu nerovnost prepsat jako

1 1325 1351 1
26— — = <1 =26 — —.
TR 5V3 < 0= 5

Dale si uvédomme, zZe

26 L _ 262 — 1 + L 2> 262 — 1
52 52 ‘

Pokud vydélime tuto nerovnost 15, dostaneme

1 1 1 676 — 675
—<26——>>E\/262—1 \/ = =3,

15 52 225 225

coz je prvni pozadovana nerovnost. Druhou nerovnost ziskdme analogickym postupem.

Friedrich Hultsch se domnival, ze Archimédés znal a pouzival pro odhady odmocnin
nerovnosti

a*t

b
Va2 —
2a:|:1< a’?+b <ai2 (3)

Horni odhad pravdépodobné pouzival pro urceni pr1bhzne hodnoty odmocniny jiz Hérén.
Odpov1da31 tomu jim pouzivané odhady, naptiklad v/50 ~ 7 + 33 4, V63 ~ 8 — % aVi7h~
8+ 1 16

Na tyto aproximace navazuje druhd mozna hypotéza, ktera predpoklada postupné od-
hady v/3. Prvni odhad mtizeme dostat, pokud v/3 chdpeme jako v§sku v rovnostranném
trojihelniku o strané 2.

Vie Vi —i<2- 1t

4
Pomoci vzorce (3) odtud ziskdme i nerovnost
1 5
3>2— ——=—.
V3 4—-1 3
Porovname-li hodnotu (3)2 = % a hodnotu 3 = %7 = 25; 2 miizeme odhadnout
1 1 26
3<=(d+=) =—.
V3 3 ( + 5) 15
Aplikujeme-li stejnou myslenku na %, porovnavame (%)2 = % 3 = g—;g = 67262g1.

Nasledné dostaneme

1 1\ 1351
— (26— =) = =20
\/§<15(6 52) 780
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Poté pouzijeme tento odhad a vzorec (3) a snadno ziskdme i dolni odhad

1 1 13261 265
V3> ( 0 52-—'1) 15.51 153

Archimédés pravdépodobné v odhadech nepokracoval z divodu, zZe ¢isla v dalsich zlom-
cich by byla jiz prilis vysoka a Spatné by se s nimi pfi dalsim pouziti pracovalo.

Tieti hypotéza je nejmladsi a pochézi od Jindficha Beévare.!® Za¢neme hrubjm odha-
dem, ktery jsme jiz odvodili vysSe:

5 7
—<V3<-.
3 V3 4

Nejprve zpresnime dolni odhad. Hledejme ¢islo z takové, ze (g + x)2 = 3, tedy

10 e 2
—r+ ot =—.
3 9
Zanedbame-li v této rovnici 22, dostaneme piibliznou hodnotu z; ¢isla z: z; = %

Zjevné je x; > x. Nyni misto z? napiSeme z; - ¢ a vypo&itdme x5, kde 25 < x, z rovnice

Hodnota x5 je tedy 1% 153 a dolni odhad /3 jsme zpfesnili na 2 —|— 153 fgg, coZ je Archiméduav

vysledek.
Pro zpresnéni horniho odhadu budeme hledat y takové, ze (% — y)2 = 3, to jest y
splnujici rovnici
1 g 7

Zanedbanim y? opét dostaneme piibliznou hodnotu y; = 56, ktera je nynl mensi nez hle-
dans hodnota y. Hodnotou 7; znovu nahradime jedno y ve vyrazu y? a vypocitame s
z rovnice

1 1 7
16 567~ 2¥
Snadno spocteme, ze y2 = 780 Toto - je opét mensi nez y. Hruby horni odhad jsme
tedy zlepsili na hodnotu 7 — X = 131,

Celkem jsme dosli k Archlmedovym nerovnostem

265 1351
5 < V3< =g
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Stejnym postupem bychom mohli nase odhady nadéle zpfesnovat.

Existujii jiné hypotézy tykajici Archimédovych vypoctit. Sigmund Giinter?® v roce 1882
rozdélil hypotézy ziskani téchto odhadi do tii skupin. Prvni z nich byla skupina hypotéz
pomoci horniho a dolniho odhadu, ktery opakované zptesnujeme. Do této skupiny patii
hypotézy, které jsme ukazali vyse.

Druhé skupina vyuziva posloupnost zlomki ve tvaru a + qil + ﬁ + qlqtqg +... (postup
zaloZeny na této myslence nalezneme jiz ve starych indickych textech,?! napiiklad odhady
V1o A g  FOP T S

Postup téchto odhadi je takrka stejny, jako jsme jiz vidéli. Pokud chceme ziskat vyse
zminény odhad pro v/2,?? vyjdeme z dolniho odhadu 4. P¥epiSeme jej do rovnice

4 2
(§+x) = 2.

8 2
—Tr1 = —.

3 9

Snadno dostaneme, ze x; = 1—12 a ze x1 > x. Presnéjsi rovnice je ve tvaru

4 1 2
= -9
(3+12 y)

Zanedbanim z? piejdeme k rovnici

a zanedbanim y? fesime rovnici

34 1
12”7 T4
19:77], str. 103.
20 [6], str. xc.
2L [7], str. 109.
22 [7], str. 109.
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jejimz Tesenim je y; = ﬁ, pro které plati y; < y. Celkem jsme tedy ziskali odhad

1 1 1
2~1+ - — .
V2 +3+3-4 3-4-34

Treti skupina hypotéz pouziva metodu fetézovych zlomkui, ke které se jesté pozdéji
vratime.
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Stredoveéka Evropa

Ve stiedoveku se v Evropé poprvé objevuje algoritmus postupného vypoctu a zapisu vy-
poc¢tu odmocniny, ktery se vyucoval ve skolach jesté ve 20. stoleti. Vzdalené pripomina
postup, jakym dnes délime. Tento algoritmus odmocnovani najdeme popsany jiz mno-
hem diive v Ciné a v Indii, do Evropy se dostal az diky Arabim. Stfedoveké texty se
obvykle odkazuji na pojednani Soubor aritmetickych operact, které napsal arabsky mate-
matik Ibn al-Banna (1256 — 1321).%3

Algoritmus budeme demonstrovat na vypoc¢tu odmocniny z ¢isla 189 574. Zac¢neme tim,
zZe si Cislice ,naparujeme® zprava doleva, to jest predstavime si dané cislo jako 18 95 74.
Je ziejmé, Ze cela Cast hledané odmocniny je trojmistna.

Uréime nejprve nejvyssi druhou mocninu celého ¢isla obsaZenou v ¢isle 18, tedy 42 = 16.
Nad 18 napiseme 4, prvni é&islici vysledku. Cislo 18 nahradime ¢islem 18 — 16 = 2. Poté
vynasobime ¢islo 4 dvéma a vyslednou 8 napiSeme pod prvni ¢islici nasledujiciho dvojcisli.

4
4 4
18 95 74 2 95 74 22574'

Posledni zapis bychom meéli ¢ist jako 80 pod 295, proto dale hleddme nejvyssi celé ¢islo
n takové, ze (80 + n)n < 295. To spliuje n = 3, ¢islo 3 tedy napiSeme nad dvojéisli 95
a Cislo 295 nahradime 295 — 83 - 3 = 46. Vynasobime-li mezivysledek 43 v hornim fadku
dvéma, dostaneme hodnotu 86 a tu napiseme opét do tretiho radku.

4 3 i 3 4 3
2 95 74 — 16 74 — 46 74 .
8 8 6

Posledni vyraz opét ¢teme jako 860 pod 4674, a tak hleddme nejvétsi celé n takové,
ze (860 + n)n < 4674. Zjistime, Ze n = 5 a napiSeme jej do prvniho fadku nad dvojéisli

23 9], str. 206.
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74. Cislo 4674 nahradime hodnotou 4674 — 865 -5 = 4674 — 4325 = 349, abychom ziskali
zbytek:

4 3 5 i 3 5
46 74 - 3 49
8 6

Popsanym postupem jsme vypocitali, ze cela ¢ast z /189574 je 435.
Nyni si vysvétlime, jak tento algoritmus funguje z matematického hlediska. Rozdéleni
do dvojic odpovida tomu, Ze si ¢islo A, jehoz odmocninu chceme najit, prepiseme jako

A=Q-10* + R, kde Q <100 a R < 10%,

kde 2k + 1, respektive 2k + 2, je pocet ¢islic odmocnovaného ¢isla.
Cela ¢ést ¢isla a = v/A musi nutné mit k + 1 &slic a mizeme ji prepsat jako

a=¢q-10°+7r, kde¢® <@ ar <10

Rekurentni postup si mizeme rozdélit do dvou krokiui. Necht zbyva spocitat poslednich
h ¢&islic z éisla a. To jest a = ¢ - 10" + d, kde d < 10" a ¢ jsme jiz spocitali.
Cislo A mtizeme psat jako A = C - 10*" + D, kde D < 10%". Jelikoz a®> = A, musi d
splnovat rovnost
(c-10" +d)> = C-10*" + D.

Po tpravé dostaneme
(2¢- 10" + d)d = (C — ¢*) - 10*" + D.

Oznacme e prvni ¢islici ¢isla d a E ¢islo dané prvnimi dvéma ¢islicemi D. Potom e je
nejvyssi mozné celé ¢islo takové, ze plati

(2¢-10" +e-10"1) - e- 10" < (C = *) - 10 + E - 10272,

to jest
(20c+¢€)-e < 100(C — &) + E.

Odpovidajici e je tedy dalsi ¢islici vysledku.

Podobny postup se pouzival i pro numericky vypocet feseni kvadratickych a kubickych
rovnic (napfiklad al-Tast, 13. stol.).

Takika stejny algoritmus vypoctu a zépisu vypoc¢tu odmocnin najdeme i v Cechéch.
Kfistan z Prachatic (cca 1366 — 1439) popsal latinsky ve svém dile Algorismus prosaycus
stejny postup vypoctu odmocniny, ovSem s tim rozdilem, Ze se Cisla neprepisovala, ale

Vv
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udrzet v patrnosti, se kterym ¢islem aktualné pracujeme, ovsem odpovida to psani na per-
gamen ¢i papir. Rozdil v Kfistanové algoritmu je ten, Ze zanedbava pii hledani dalsi cifry
hodnotu této cifry na druhou. Toto zanedbani sice zjednodusi hledani dalsi cifry, muze
vsak zptlisobit, Ze nalezneme cifru o jednotku vyssi a musime se v algoritmu o krok vratit.
Kiistanova uprava vyzaduje vétsi soustfedénost poctare.

Pfesunime se do stiedoveké Italie. Leonardo Pisansky (cca 1170 — 1250), zvany Fi-
bonacci, sepsal né€kolik spisti o matematice a je casto povazovan za nejvyznamnéjsiho
matematika stiedovéku. Tyto spisy spojovaly jiz zndmou matematiku (z Recka, Byzance,
od Arabi...) a Fibonacciho vysledky. Byly pfitom psany pro Sirokou vefejnost. Zaklad-
nim odmocninam, ale i kvadratickym rovnicim, se vénoval ve svych spisech Kniha o abaku
(v originéle Liber abaci) a O praktické geometrii (v origindle De practica geometrie).*

5

Fibonacci.?

Pro odhad druhé odmocniny pouzival Fibonacci stejnou tivahu, kterou jsme rozvedli
jiz v kapitole o Babylénii. Cislo A zapiseme jako A = a?+r, kde a? je nejblizsi mensi druha
mocnina piirozeného ¢sla a odtud VA = a + p, kde 0 < p < 1. Za piibliznou hodnotu
p Fibonacci voli 5~ a pro pfesnéjsi odhad pocita odhad odchylky = od ptesné hodnoty
z vyrazu (a + 5 — x)2 = A. Tento postup demonstruje Fibonacci napfiklad na odhadu
hodnoty v/10.

V praci O praktické geometrii®® najdeme také peclivé popsané postupy, jak odmoctiovat
¢isla, ktera maji tii az osm ¢islic, pomoci podobného zapisu, jaky jsme popsali na zacatku
této kapitoly. Déale zde najdeme i odmocniny ¢isel v jednotkach délkovych (odkazujicich
na geometrii) a tthlovych (odkazujicich na astronomii), naptiklad v/67 étverecnich sahti =

24 11], str. 265 — 340.
25 Ptevzato z http://cs.wikipedia.org.
26 [8]
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8 saht, 1 stopa a 2+ i unce. Téchto jednotek vyuziva zejména tehdy, pokud chce vypoci-
tat i ,desetinna“ mista odmocnin, ne jen celou cast.

Fibonacci vSak uvadi i jiny postup pro odhad odmocniny, konkrétné pro ¢islo /7 234.
Postupuje takto:

1 1 4975 1 1
V7234 = —+v72340000 x — | 8505+ ——— | =8+ — + —.
100 100 ( N 2- 8505> * 20 N 400

V prvnim kroku tedy Fibonacci dané ¢islo vhodné rozsiti, poté pouzije vyse popsany
postup na rozsifené cislo a nakonec ho upravi. Timto zptisobem sice Fibonacci ziskal
méné presny odhad, nez kdyby pouzil sviij prvni postup, domnivame se ovSem, Ze v tomto
prikladu mu slo predevsim o ukazku jiné mozné cesty k vysledku.

Obdobné poéita Fibonacci odhady odmocnin zlomk:2

2 60 /2 1 /2-60? 1 1 1 )
\/;_60\/;_60 3 —60\/4()-6 —60\/240 ~60-49—O, 816667.

Zkousku spravnosti vypoc¢tu odmocniny mtzeme podle Fibonacciho provést dvéma
zpusoby. Prvni je jasny: vynasobit odmocninu samu sebou a pficist zbytek. Druhy zptisob
vyuziva déleni se zbytkem, presnéji pocitani modulo 7. V pripadé odmocniny ¢isla 12 345
a vysledku 111 se zbytkem 24 postupujeme nasledovné:?® 111 : 7 dava zbytek 6, toto ¢islo
umocnime, dostaneme 36, které modulo 7 dava 1. K tomuto mezivysledku piicteme 24
modulo 7, to jest 3, a ziskdme 4. Cislo 12345 modulo 7 dava také 4. Pokud by nevysel
stejny zbytek, védéli bychom, Ze jsme ve vypoctu udélali chybu.

Fibonacciho vypocet tieti odmocniny je analogicky jeho prvnimu algoritmu. Fibonacci
ho vydava za sviij, ovSsem objevuje se jiz diive v arabskych pracich. Opét si ¢islo A,
ze kterého chceme vypoditat tieti odmocninu, napiseme jako A = a®+r, kde a® je nejblizsi
mensi tfeti mocnina p¥irozeného &sla a. Nyni je VA = a4+ p, kde 0 < p < 1. Cislo p je
potieba odhadnout. Snadno dostaneme, ze

A=a+r=0d>+3d’p+ 3ap* +p*

a odtud
B r
 3a% 4+ 3ap + p?’

Polozime-li nyni na pravé strané ve jmenovateli p = 0 a p = 1, ziskdme odhad

p

r B r _
(a—1)3—a3  3a2+3a+1

_r
P=3e

27 18], str. 37.
28 18], str. 36.
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Proto Fibonacci odhaduje

VAnat ———.
(a—1)3 —a?
Poté ovsem obvykle zlomek (a*1)+*a3 nahradi néjakym pribliznym jednodussim zlomkem
(ozna¢me jej h), naptiklad v odhadu +/47 pouzije misto % hodnotu %, a opét pocita druhou
aproximaci ve tvaru
A= (a+h+1)=~ad+3d°s.
P#i vipoctu z tedy opét zanedbava vyssi mocniny této proménné (2% a x3).
Fibonacci ukazuje tento postup vypoctu tieti odmocniny na éisle 47.2° Pfepiseme po-
stup v dnesni symbolice, pfestoze Fibonacci ji samoziejmé jesté nepouzival. V prvnim
kroku vypocita

20 1
VAT ~ 3+ — ~ 3+ —.
ETIA R

Poté vypocita chybu svého mezivysledku:

1\3 7 1
47 — —) =47 (424 ) =44 =
. <3+2) : ( +8) =

Daéle uvazuje nasledovné:

1 3 7 1

Vsimnéme si, ze Fibonacci zde nahradil jednu hodnotu 3 + % hodnotou 4 a ze zanedbal
¢leny s 2% a x3. Z této rovnice vypodita, ze x ~ % a tfeti odmocninu odhadne

11 3
VAT ~3+-+—=3+".
TR3+5 =3+

Pro kontrolu jesté vypocte

3\° 43
2) —ar - =
<3+5) 15

I u treti odmocniny Fibonacci uvadi popis postupu vypoctu a zapisu jako u druhé od-
mocniny, podobny tomu arabskému. Poc¢tar si musi pamatovat tieti mocniny ¢isel od jedné
do deseti. Poté Fibonacci na prikladech ukazuje tento postup pro ¢isla se tfemi az sedmi
Cislicemi.

29 [1], str. 281.
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Fibonacci také ve svém spise O praktické geometrii uvadi slovni popisy nékterych
vztahil po¢itani s odmocninami (na konkrétnich prikladech). VSechny tyto rovnosti do-
kazuje pomoci geometrickych vztahii, zejména pomoci podobnosti trojihelniki. Uvedme
zde pro predstavu néjaké rovnosti:

v/ V20 - 10 = 1/v/20 - 100, /40 - V60 = /2400

ﬁm:\/; Jievieioviovi

Pro séitani a od¢éitani odmocnin ve tvaru v a?b4+/¢?b uvadi Fibonacci dokonce t¥i rizné
myslenkové postupy. UkéZeme je na souctu dvou mocnin. Prvnim je spocteni jednotlivych
odmocnin a néasledny soucet. Druha moznost je pomoci vytykani:

Vazb +vVe2b = avVb + Vb = a+C\/_ V(a4 c¢)?

T¥eti postup vyuziva vzorce (z + y)? = 2% + 2zy + y*. Fibonacci nejdiive oba ¢leny secte
(a*b+c?b), potom oba ¢leny vynasobi (a?b-c*b) a odmocni a vyndsobi dvéma (2va2b - ¢2b =
2abc). Odmocnina souctu téchto dvou &sel je hledany vysledek: \/(a2b + ¢2b) + 2abc.

Dale pracuje Fibonacci s odmocninami i geometricky, zejména v pfipadé, kdy se jedna
o iraciondlni ¢isla. Druhé odmocniny znazoriiuje pomoci Eukleidovy véty o vySce (napii-
klad v/10 = v/2 - 5 ziské jako vysku pravothlého trojihelnika s pfeponou délky 7 a tseky
prepony pfilehlymi k jednotlivym odvésnam délek 2 a 5). Geometricky znézortioval Fibo-
nacci i tfeti odmocniny. Ovsem jelikoz konstrukce tisecky o délce tfeti odmocniny z Cisla
pouze pomoci eukleidovskych prostredk® neni mozna, pouzival Fibonacci ke konstrukci
i pohyb. Tyto pomérné slozité postupy popisuje ve spisu O praktické geometrii.

Fibonacci se také podrobné vénoval kvadratickym rovnicim a v pozdéjsim spise Flos
nalézame i kubické rovnice. Navazal tim pravdépodobné na prace arabskych matematikii.
Pomoci kvadratickych rovnic fesi mimo jiné tilohy o pomérech dvou a vice ¢isel. K feseni
pouziva doplnéni na ¢tverec, ale i zndmy vzorec (pfesnéji jeho slovni popis) pro vypocet
kofent kvadratické rovnice. Zaporné koteny vSak obvykle Fibonacci neuvazuje (jako feseni)
a nulové TeSeni uvazuje jen tehdy, pokud druhy kofen neni kladny. Je to pravdépodobné
déno i charakterem samotnych tloh, nebot obvykle se setkavame jen s poméry kladnymi
a mnoho zadani z bézného zivota zaporné hodnoty nepripousti.

I v novovéku nalézame vypocty odmocnin, obvykle vsak jako prostiedek k feSeni slozi-
téjsich rovnic. To je pfipad napfiklad Francoise Vieta (1540 — 1603), ktery v prvni ¢asti
svého dila Umeéni analyzy (vydano 1603) popisuje vypocet n-té odmocniny, kde n < 6.
V dalsich castech toto dilo pojednava o feSeni rovnic obsahujicich x", kde n < 6.
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Retézové zlomky

Jednou z moznosti, jak vyjadrit odmocniny, jsou nekonec¢né retézové zlomky. Proto je zde
nyni postupné zavedeme.

Konec¢nym fetézovym zlomkem fadu n rozumime zlomek ve tvaru

N 1
Q )
0 . 1
a
1 . 1
a
2 . 1
' 1
Ap—1 + —
n
kde ag je libovolné celé ¢islo a a; jsou prirozena ¢isla pro i € {1,...,n}. Konecny kone¢ny
zlomek zapisujeme také jako
[CLO; a,ag,...,0n_1, an].

Uvédomme si, ze kazdy konec¢ny fetézovy zlomek lze prevést na jednoduchy zlomek v za-
kladnim tvaru. Kone¢né retézové zlomky tedy odpovidaji racionalnim ¢islim. Vylouc¢ime-li
kone¢né Fetézové zlomky konéici éislem jedna,®® dokonce plati i obracend implikace: kaz-
dému racionalnimu ¢islu odpovida pravé jeden konecny retézovy zlomek radu n takovy, ze
pro n > 0 je a, # 1.3!

Zvolme posloupnost {a;}2,, kterd spliiuje podminky, Ze ag je celé ¢islo a a; jsou ¢isla
prirozena pro ¢ > 1.

1
30 Vgimnéme si napiiklad, ze 1 = CPE neboli [0; 3] = [0;2,1].
1

31 [10], str. 19.
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Potom nekoneénym fetézovym zlomkem rozumime vyraz ve tvaru

ap + ) (4)
a; +

nebo ve tvaru
[ag; a1, as, as, . . ..

Hodnotou nekonec¢ného retézového zlomku rozumime limitu posloupnosti odpovida-

jicich koneénych fetézovych zlomkd ¢, = [ag;ay,as, ..., a,].>? Symbolicky to lze zapsat
nasledovné:
lag; ay, a9, as,...] = lim ¢, = lim [ag; a1, as,...,a,] =a € R.
n—oo n—oo

Je mozné dokézat, ze nekonecné fetézové zlomky jednoznacné odpovidaji iracional-
nim ¢islim (a opét ke kazdému iracionalni ¢islu najdeme pravé jeden nekonecny fetézovy
zlomek se stejnou hodnotou).>® Hodnota nekone¢ného fetézového zlomku je tedy vzdy
iracionalni.

V dalsim textu budeme slovo ,nekonec¢ny* na mistech, kde to nepovede k nejasnostem,
vynechavat.

Retézové zlomky nejsou vymozenosti matematiky 20. stoleti. Nenajdeme je sice ani
v jednom z obdobi, o kterych jsme hovotili v pfedchozich kapitolach, ale jiz francouzsky
matematik Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) pouzival fetézové zlomky k feSeni rovnic
typu
™ + A1 2™ 0™ 2 4 ap = 0.

Nejzajimavéjsi jsou z hlediska odmocnin periodické fetézové zlomky. To jsou takové
fetézové zlomky, pro které existuji pfirozené ¢islo h (perioda) a celé nezaporné ¢islo kg
(misto, odkud je zlomek periodicky) takova, ze

a; = a;yp, pro kazdé i > k.

32 Lze dokézat, 7e pokud jsou a; pfirozend &isla pro i > 1, potom v¥se definovana posloupnost koneénjch
fetézovych zlomkl vzdy konverguje. Podrobnosti 1ze nalézt v [10], str. 14. Obecna posloupnost koneénych
fetézovych zlomki samoziejmé konvergovat nemusi.

33 110], str. 19.
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Periodické fetézové zlomky jsou tzce svazané s druhymi odmocninami. Necht ¢islo a
je iracionalnim FeSenim rovnice ve tvaru

2° +br +c =0, (5)

kde b, ¢ jsou né€jaka racionalni cisla. Potom a je mozné vyjadrit jako periodicky fetézovy
zlomek.

Plati i opacné tvrzeni: kazdy periodicky retézovy zlomek je feSenim rovnice ve tvaru
(5) pro né&jaka racionélni ¢isla b, ¢

Uvédomme si, Ze rovnice

2 —A=0,

kde A je néjaké kladné racionalni ¢islo, je specialnim pfipadem rovnice (5). Tudiz odmoc-
niny racionalnich ¢isel, které jsou iracionalni, jsou vlastné reprezentovany periodickymi
retézovymi zlomky.

Tedy kazdé iracionalni ¢islo, které je druhou odmocninou néjakého racionalniho ¢isla,
lze zapsat jako periodicky fetézovy zlomek (toto iraciondlni éislo je jeho hodnotou). A kaz-
dy periodicky fetézovy zlomek je fesenim néjaké kvadratické rovnice s racionalnimi koefi-
cienty.

Nabizi se ptirozena otazka na spojeni fetézovych zlomki a odmocnin vyssich fadi. Pro
odmocniny vyssich fadt nez dva zatim nejsou zadné hlubsi vztahy s fetézovymi zlomky
znémy. Dokonce nejsou znamy ani rozklady pro konkrétni hodnoty vyssich odmocnin (na-
piiklad pro &islo v/2).%

Nyni na ukazku vypoéitame fetézovy zlomek v/3 ve tvaru [po; p1, P2, ---]. UkdZeme si
dva mozné zptisoby vypoctu.

Prvni z postupii vyuziva znalost feseni kvadratickych rovnic. Oznac¢ime-li hledany fe-
tézovy zlomek x, musi spliiovat kvadratickou rovnici

> —3=0. (6)

Pro vypocet celé ¢asti zlomku oznacime x = pg + i, kde pp € N a 0 < 1_1/ < 1 a tedy
y > 1. Snadno zjistime, ze py = 1, nebot 1 < /3 <2, azx =1+ 5 Tuto hodnotu dosadime

do rovnice (6):
1\? 12
1+-] —3=5+--2=0.
)

Tato rovnice je ekvivalentni rovnici

2y* — 2y —1=0. (7)

34 110], str. 45.
35 [10], str. 46.
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Nyni opét prepiseme y jako y = p; + %, kdep; e Na 0 < % < 1. Opét snadno pomoci
rovnice (7) zjistime, ze py = lay =1+ % (a tedy = 1 + —L+). Dosazenim do rovnice

1+1
1\2 1 2 2
2(1+—) —2(1+—>—1 -
zZ zZ VA zZ

ktera je ekvivalentni rovnici

(7) ziskdme rovnici

I
|
+
|
|
_
I

22 —22-2=0. (8)

Prepiseme-li z = py + %, pp € Nal< }J < 1, zjistime, ze py = 2. Dosadime-li do

rovnice (8), dostaneme

1\2 1 1 2
2+-) —2(2+-)-2=S+>-2=0.
v v v v

Tato rovnice je vSak ekvivalentni rovnici (7) a tudiz dale poc¢itat nemusime, feSeni jiz
zname a déle se postup opakuje (rovnice (7) vede na rovnici (8) a ta vede zpét na rovnici
(7), tedy por—1 = 1 a po, = 2 pro k € IN).

Hodnota v/3 = [1;1,2,1,2,...], to jest

V3=1+

1+

2+
1+

1

1
2+ —

Pokud bychom stejnym zpiisobem poéitali /2, vysli bychom z rovnice #2 —2 = 0. Cel4
¢ast je opét 1 a pro vsechny dalsi kroky bychom dostali rovnici y? — 2y — 1 = 0. Zjistili
bychom, Ze v/2 = [1;2,2,...].

Druhy postup vyuziva moznosti rozsifovani zlomkt. Prvné si musime uvédomit, ze
hodnota ¢isla v/3 lezi mezi &isly 1 a 2, pfesnéji ze spliiuje nerovnost 1 < /3 < 2.

V kazdém kroku nejdiive rozdélime vyraz, se kterym pracujeme, na jeho celou ¢ast
a zbytek. Cela ¢ast ziskand v n-tém kroku je hledanym (n — 1)-nim koeficientem. Zbytek
zapiseme do zlomku, ktery méa v ¢itateli jednicku a ve jmenovateli pfevracenou hodnotu
zbytku. Pomoci rozsifeni zlomku c¢itatel upravime. S timto novym citatelem postupujeme
opét podle algoritmu.
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Pro /3 vypada postup nésledovné:36

V3+1 2 @ 1
VY14 (V32143 o9y = 9y o
( ) ( ) V3+1 V3+1 _ﬁ;l
©) 1 © 1 @ 1 _
_1+1+ﬁ_1'ﬁ+1_1+1+ — =1+ . =
2 V341 V3+1 1+ T
+
2+ (V3-1)- 24
®) 1 ) 1
=1+ =1+ = =
1+ ! 14 !
2
2+ 2 )t 1
V341
2
1+ !
E 1+ !
2+ !
1
1+

1
2+ —

Podivejme se jesté na posloupnost koneénjrch fetézovych zlomkt konvergujicich k /3.
Jedna se o hodnoty 1,1 + %, 1+ H%’ ..., tedy
2

5 7 19 26 71 97 265 362 989 1351

Mnohé z téchto cisel jsme jiz jako odhady vidéli drive.
Obdobné pro v/2 ziskdme pomoci koneénjch fetézovych zlomki posloupnost

3 7 17 41 99 239

36 Zde je jesté slovni vysvétleni jednotlivich rovnosti. Rovnost (1) odpovid4 rozloZeni na celou a dese-
tinnou &ast. Rovnost (2) vyuziva moznosti rozsifeni a prevadi tim ¢islo (v/3 — 1) na zlomek. K rovnosti (3)
jsme dosli pomoci zndmého vzorce (a —b) - (a + b) = a® — b?. Rovnost (4) odpovida zlomku s pievracenou
hodnotou ve jmenovateli. V rovnosti (5) jsme opét rozsifili zlomek a v rovnosti (6) ho upravili podle
vzorce. V rovnosti (7) jsme opét rozdélili éislo (v/3 + 1) na celou a desetinnou ¢4st a rozsfiili zlomek. V
rovnosti (8) jsme znovu zlomek upravili. Rovnost (9) jsme ziskali pfevracenim posledniho zlomku. Zde si
milzeme v§imnout, ze nyni mame rozkladat zlomek, ktery jsme jiz rozlozili v rovnosti (5). Déle je jiz tedy
rozvoj periodicky.
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Miizeme si povSimnout, ze se ¢leny téchto posloupnosti ptiblizuji k hledanym hodnotam
pomaleji nez v mnohych postupech, které jsme jiz vidéli diive.

Retézové zlomky lze pocitat také rychleji pomoci rekurentnich vzorcit (vypocet na-
priklad konec¢ného fetézového zlomku fadu 10 vyzaduje provedeni mnoha matematickych
operaci). Diky tomu lze také mimo jiné ziskat odhady pro v/2 a /3, které vyuzivaji po-
sloupnosti zlomki ve tvaru Z—:, kde ay, by, jsou dany rekurentnimi vzorci. Nékteré myslenky
téchto postupt jsme zde jiz uvedli (naptiklad u Théona za Smyrny na strané 17), nebudeme
je proto opakovat. Pro podrobnosti doporuc¢ujeme nastudovat [4] a [7] (str. 113-115).

Ukazme si jesté na prikladu opacny postup, tedy jak prevést periodicky retézovy zlomek
na iracionalni ¢islo.37

Zvolme ¢islo a = [2;3] = [2;3,2,3,2,...]. Je zfejmé, Ze toto Cislo a je kladné. Vime, ze
1 1 a Ta + 2
=2 =24 ——=2 = .
@zt 1 R T Py P
3+ —— 3+ -
1 a
2+

1
3+ —
Tedy a je koten kvadratické rovnice
z(3r + 1) = Tz + 2, to jest 32° — 62 — 2 = 0.
Pouzijeme-li zndmé vzorce, zjistime, Ze kofeny této kvadratické rovnice jsou
1

T12 = 1+ g\/ 15.

Jelikoz pouze jeden z téchto kotent je kladny, dostavame, ze

_ 1
m$:1+§%ﬁ

Timto jsme vycerpali téma zakladnich vypoctl fetézovych zlomki z hlediska odmocnin.
Teorie fetézovych zlomkt je mnohem rozsahlejsi nez to, co jsme zde nastinili, presahuje
ramec této prace. Pro zajemce doporucujeme dalsi literaturu, napiiklad [10] a [12].

87 [10], str. 93.
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7. aver

Prestoze zde prace konci, téma odmocniny zdaleka nebylo vycerpano. Doufame vsak, ze
cetba téchto kapitol ¢tenari nastinila rozsahlé moznosti matematiky za pouziti jednodu-
chych nastroji, predstavila mu odmocninu z pohledi, které dosud neznal, ukazala mu, jak
uvazovali nasi predkové, a snad ho i inspirovala k vlastnimu zamysleni.

Ovecka pro trpélivého ¢tenare.®

38 Pievzato z
http://darksabre76.deviantart.com/art/Counting-Sheep-Square-Root-of-Sheep-323444851.
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