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Uvod

Cilem této prace je seznamit ¢tenare s hrou Nim. Jednda se o hru pro dva
hrace s jednoduchymi pravidly zalozenymi na odebirani hracich kamentu s cilem
odebrat posledni kdmen. Hra na prvni pohled neptisobi slozité, vyherni strategie
byla popsana jiz v roce 1901 Ch. L. Boutonem ([6]), avsak je velmi mnohotvarnd
a 1ze na jejim prikladu elegantné demonstrovat ruzné obory matematiky, o coz se
pokusime v nasledujicich kapitolach.

V prvni c¢ésti se budeme zabyvat hrou Nim v zékladni verzi, zavedeme po-
jmy vitézné strategie a bezpeéné pozice a na zavér, s malou odbockou k binarni
soustave, sestavime vitéznou strategii pravé pro Nim.

Kapitola druha se zamétuje na nékteré varianty Nimu s upravenymi pravidly
a zkouma existenci strategie za takto upravenych podminek. V dalsi casti se
podivame na nékteré hry, které nemaji s odebirdnim kamenu nic spolecného a
presto je lze vyhrat stejnou strategii jako Nim.

Posledni kapitola je vyletem do zemé metrickych prostoru a stromu, ktera
nabizi silny aparat k praci s nekoneénymi hrami. Ac¢ je obecnéjsi, na Nim lze
tento aparat snadno aplikovat a ctenaii se tak ukaze partie matematiky, kterou
s hrami obvykle nespojujeme.



Kapitola 1
Hra Nim

1.1 Pravidla

Priklad 1.1. Alice a Bob hraji nasledujici hru. Pfed sebou maji tfi hromadky po
trech, ¢tytech a péti hracich kamenech. Alice zacCind, poté se pravidelné stiidaji
a odebiraji kameny. Vzdy si vyberou hromédku a z ni vezmou alespon jeden
kamen, nejvyse vSechny. Ten z nich, ktery vezme posledni kamen, vyhrél. Jak je
mozné, ze Alice pokazdé vyhraje?

3 4 5

Obr. 1.1: Nim (5 — 4 — 3)

Praveé popsana hra je jednou z variant hry Nim. Ta je hrou pro dva hrace, kteri
postupné odebiraji kameny z hroméddek pred sebou. Pocet hroméadek ani kamenu
v nich neni blize uréen, dokonce hromadky mohou mit ruzny pocet kamenu jako
v piikladu vyse. Hrac, jenz je na tahu, muze odebrat prakticky libovolné mnozstvi
kamentu, ale musi vzit alespon jeden a vSechny kameny musi vzit pouze z jedné
hromadky. Hrac, ktery odebere posledni kdmen, vyhral.

Piiklad 1.2. Podivejme se na piiklady povolenych tahu. Puvodni situaci, kdy
mame v hromadkéach 5, 4 a 3 kameny, budeme ve zkratce znacit 5-4-3. Musime
vzit alespon jeden kdmen a vzdy jen z jedné hromadky. Tedy kdyz si vybereme
prvini hromadku, muzeme vzit jeden, dva, tti, ¢tyfi nebo pét kamenu. Vyslednou
situaci pak zapiseme jako 4-4-3, 3-4-3, 2-4-3, 1-4-3 a 4-3.

Cviceni 1.3. Mame herni situaci 2-2-3. Urcete, které z nasledujicich tahu jsou
povolené:



(1) 1-2-1 (4) 1-2-2
(2) 2-2 (5) 2-2-2
(3) 1-2-3
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1.2 Vyherni strategie

Hry, jako je Nim, se vyznacuji existenci wvitézné strategie. Tak nazyvame
postup, ktery bud zacinajicimu hraci nebo jeho protihraci zaruci vitézstvi nezdvisle
na tazich protihrace, pokud jej bude peclivé dodrzovat. Ukazme si dalsi ptiklad:

Piiklad 1.4. Alice a Bob hraji Nim 2-2, dvé hromadky o dvou kamenech. Bob
zacind. Muze Alice vyhrat, pfestoze nezacind? A jak ma& hrat, aby vyhrala?
Muze naopak vyhrat Bob?

Vyse uvedené otazky zodpovime, pokud si nakreslime strom této hry, jakysi
diagram, ktery ukazuje vsechny mozné tahy a situace/pozice, do nichz se hraci
mohou v prubéhu hry dostat. Tento strom vidime na obrazku [3.5l Jen upo-
zornime, ze situace 1 —2 a 2 — 1 jsou symetrické a tedy neni potieba je rozebirat
zvlast, v obrézku jsou tedy zakresleny jen jednou (pozice [B]).

Obr. 1.2: Strom Nimu (2 — 2)

Rozeberme si jej z pozice Boba (hrace 1) a Alice (hrace 2). Cervend kolecka
ilustruji pozice, jeden fadek je jedna hromadka, ¢erné ¢ary mozné tahy. Na pozice
budeme odkazovat velkymi pismeny v hranatych zavorkach.

Bob za¢ind se dvéma hromadkami po dvou kamenech [A]. Muze vzit jeden
kamen nebo celou jednu hromadku a Alice se tak ocitne v pozici 2-1 [B] nebo 2-0
[C]. V druhém piipadé muze Alice vyhrét - staci, kdyz vezme zbylé kameny [G].

Co v prvnim pripadé, kdy Alice ¢eli kombinaci 2-17 Muze vzit hromadku
o dvou kamenech, Bob tak bude moci vzit posledni kdmen [F] a vyhrat. Muze
vzit i hromadku o jednom kameni [D]. Pak ale Bobovi staci vzit zbylé dva kameny
a vyhraje. Zbyva tedy posledni moznost, Alice vezme jeden kdmen tak, aby hra



byla ve stavu 1-1 [E]. Bobovi nezbude, nez vzit jeden kdmen a na Alici zbude
posledni a vyhraje.

Jaky je zdvér? Bob sice zacinal, ale at hral jakkoli, tak pokud Alice neudélala
chybu, vyhréla. Nasli jsme tedy wvitéznou strategii pro Alici - postup, ktery ji,
bude-li dodrzovan, zajisti vitézstvi. Pro Boba naopak vitéznou strategii najit
nelze a pokud se Alice bude drzet postupu, Bob musi prohrat.

1.2.1 Pozice

Obdobny herni strom bychom mohli udélat pro vSechny mozné vychozi pozice
hry a po jejich prozkoumani bychom zjistili, zda lze najit vitéznou strategii a zda
pro zacinajictho nebo pro druhého hrace. Jelikoz vychozich pozic je nekonecéné
mnozstvi, musime zvolit jiny postup.

Pojd'me se podivat na jednotlivé pozice hrdcéu béhem hry. Bob nemohl vyhrét,
byl tedy na zacatku v prohrdvajici pozici 2-2. Stejné tak se v prubéhu hry dostal
do pozice, kterou nemohl zvratit. Byla to pozice 1-1. Tedy, pozice 1-1 a 2-2 byly
predem prohrané.

Naopak Alice, pokud nechybovala, se ocitala jen v pozicich vyhrdvajicich.
Byly to 2-1, 2-0, 1-0.

Co maji spolecného pozice 1-1 a 2-27 Kazda hromadka je tam ,dvakrat®. Co
tfeba situace 3-37 Aniz bychom kreslili strom, je mozno nahlédnout, Ze i tato
situace je prohravajici. Staci, kdyz bude druhy hrac¢ kopirovat tahy toho prvniho.
A stejné je to u vSech symetrickych pozic, napr. 5-5, 1-1-2-2, 2-2-3-3-4-4 . ..

Jiz se pomalu blizime k obecné vitézné strategii pro libovolnou hru Nim. Nez
si ji vSak popiseme, budeme muset zavést nékolik pojmu.

1.2.2 Dvojkova soustava

Obvykle zapisujeme cisla pomoci desitkové soustavy. Bézné tak pouzivame
mocniny desitky, asi aniz si to uvédomujeme. Cislo 256 pak vlastné znamena

2-100+5-104+6-1,
¢islo 15027 zapiSeme jako
15027 =1-10000 +5-10004+0-100+2-10+7-1
nebo, zapsano s mocninami desitky, mame 5248 jako
5284 =5-10° +2- 10> + 8- 10" +4 - 10°.

Chceme-li zapsat ¢islo ve dvojkové (bindrni) soustavé, postupujeme analo-
gicky. Jen misto mocnin desitky uzivdime mocniny dvojky a misto ¢&islic 0 — 9
uzivame cislice 0 a 1. Napiiklad:

1=1-2

2=1-2"+0-2°

5=1-224+0-2'41-2°
33=1-2°4+0-2*+0-2°+0-224+0-2"+1-2°



atd. Cisla ve dvojkové soustavé budeme zapisovat s 2 v dolnim indexu, napiiklad
33 bude 1000015.

V tabulce na obr. si muzeme prohlédnout dvojkové zapisy prvni stovky
prirozenych ¢isel.

DEC BIN DEC BIN DEC BIN DEC BIN DEC BIN
1 1 21 10101 41 101001 61 111101 81 1010001
2 10 22 10110 42 101010 62 111110 82 1010010
3 11 23 10111 43 101011 63 111111 83 1010011
4 100 24 11000 44 101100 64 1000000 84 1010100
5 101 25 11001 45 101101 65 1000001 85 1010101
6 110 26 11010 46 101110 66 1000010 86 1010110
7 111 27 11011 47 101111 67 1000011 87 1010111
8 1000 28 11100 48 110000 68 1000100 88 1011000
9 1001 29 11101 49 110001 69 1000101 89 1011001
10 1010 30 11110 50 110010 70 1000110 90 1011010
11 1011 31 11111 51 110011 71 1000111 91 1011011
12 1100 32 100000 52 110100 72 1001000 92 1011100
13 1101 33 100001 53 110101 73 1001001 93 1011101
14 1110 34 100010 54 110110 74 1001010 94 1011110
15 1111 35 100011 55 110111 75 1001011 95 1011111
16 10000 36 100100 56 111000 76 1001100 96 1100000
17 10001 37 100101 57 111001 77 1001101 97 1100001
18 10010 38 100110 58 111010 78 1001110 98 1100010
19 10011 39 100111 59 111011 79 1001111 99 1100011
20 10100 40 101000 60 111100 80 1010000 100 1100100

Obr. 1.3: Prevod ¢isel do binarni soustavy

V dalsim textu se nam bude hodit i nasledujici ndhled. Binarnim zapisem
¢isla x budeme rozumét konec¢nou posloupnost xy, rx_1, ... 21, zo, kde x; € {0,1}
pro i =0, ...k, takovou, ze pro prevod do desitkové soustavy plati:

r=x, -2 +rpe -2 4 2420 1.

Cislo (Tg, Tp_1, ... 21, o) budeme nékdy zapisovat bez zévorek a s 2 v dolnim
indexu jako vyse. Tedy (1011) bude totéz jako 1011,.

Vsimnéme si, ze tato posloupnost neni urcena jednoznacné, protoze 1001,
stejné jako 00010015 je binarni zapis ¢isla 9. Az na tyto 0 na zacatku je takto
zavedeny binarni rozvoj ¢isla ovsem jiz jednoznacny.

Cviceni 1.5. Naleznéte dvojkovy zapis ¢isel 10, 17, 31 a 256.
Cviceni 1.6. Pieved'te do desitkové soustavy ¢&fsla 11115, 1000015 a 101015.

1.2.3 Nim-soucet hry

V dalsich krocich budeme potiebovat soucet dvou ¢isel zapsanych ve dvojkové
soustavé bez prenosu cifry do vyssiho radu, takzvany Nim-soucet nebo také xor.
Ten funguje tak, ze prochazime cifry na odpovidajicich si pozicich; pokud jsou
stejné, bude odpovidajici cifrou ve vysledku jednicka, jinak nula.
Napriklad 0115 @ 1015 = 1104. Zépis c¢isel pod sebou bude jesté prehlednéjsi,
tedy par prikladu:
111,
4001,
110,
Ma-li jedno ¢islo méné cifer, doplnime jej na zacatku nulami:
01104
41001,
11115



Pro vice cisel je postup obdobny, sec¢teme vSechny jednicky na dané pozici
a je-li jich lichy pocet, napiseme 1, jinak piseme 0.
011,
@101,
B111,
@011,
010

Cviceni 1.7. Najdéte Nim-soucet cisel:

(1) 110, & 10000,

(2) 1100, & 101015 @ 1,
3) 3@4®5

(4) 10© 12313

Poznamka 1.8. Nim-soucet je komutativni i asociativni a pro kazdé ¢islo s navic
plati, ze s ® s = 0.

1.2.4 Nalezeni vitézné strategie

Nyni se jiz muzeme podivat, jak vyhrat Nim. Musime zodpovédét nasledujici
otazky: Existuje takova strategie? Pro kterého hrace? A jak presné vypada?

Zacnéme definici. Nasledné se za pomoci nékolika tvrzeni dobereme k vitézné
strategii. Budeme postupovat jako v ¢lanku[6].

Definice 1.9. Bezpecnou pozici budeme nazyvat takovou pozici, pti niz Nim-
soucet poc¢tu kamentu z jednotlivych hromadek je roven 0. V opa¢ném piipadé
bude pozice zvana nebezpecnd.

Napiiklad pozice s hromddkami 1-4-5 je bezpetnd, nebot
1
@100
4101
000
Podobné jsou bezpecné pozice 1-2-3, 1-1-2-2, 3-5-6 nebo 5-8-13.

Poznamka 1.10. Vsimnéme si, ze zname-li pocty kament u dvou ze ti{ hromadek
(nebo obecnéji u vech hromédek kromé jedné), jiz muzeme jednoznacné dopocitat
pocet kamentu v posledni hromadce, aby Nim-soucet byl nulovy.

Cviceni 1.11. Urcete pocet kamenu v posledni hromadce, vite-li, ze Nim-soucet
vSech hromadek je nulovy:

(1) 1015, 10,
(2) 10, 12, 14

Tvrzeni 1.12. Jestlize Alice po svém tahu zanechd na stole bezpecnou pozici,
Bob zanechd pozici nebezpeénou, a to at bude tahnout jakkoli.



Dikaz. Na stole lezi hromadky s nulovym Nim-sou¢tem a Bob musi ubrat kameny
pravé z jedné z nich. Af uZ ale vybere kteroukoli hromadku, ostatni ziistanou
nezménény. Soustiedme se na né. Tyto hromddky (v duchu pozndmky
jednoznaé¢né urcuji pocet kament v hromadce posledni. A pravé tento pocet na
stole zanechala Alice. Paklize Bob tedy odebere byt jediny kdmen, coZ podle
pravidel udélat musi, zustane na stole pozice nebezpeéna.

Predchozi zduvodnéni bychom mohli zapsat ponékud formalnéji, a to nasle-
dujicim zpusobem [I]. Oznacme z1, xs, . ..,z velikosti hromadek po Aliciné tahu
a Y1, Y2, - - -, Yr analogické velikosti hromadek po tahu Boba. Dale ozna¢me Nim-
soucty s =x1 @ --- D at =1y & Dy Predpoklddejme, ze Bob odebere
kameny z j-té hromddky. Potom plati x; = y; pro i # j a x; > y;.

Udélejme nyni pomocny vypocet:

t=0¢t

=s5s®sPdt
:3@(:):1@---@xj)®(y1@---@yj)
=s®(T1BY) BB (r;DyY,))
=s®0®--- B (r;0y;)d---DO
=sDx; DYy;

Tedy t = s + ; + ;.
Jelikoz Alice zanechala bezpecénou pozici, znamend to, ze s = 0 a tedy t =
zj +vy;. Ale jezto x; # y;, tak ani ¢ # 0 a jsme hotovi. n

Tvrzeni 1.13. Pokud Bob nechd na stole pozici nebezpecnou, Alice muze svym
tahem zanechat pozici opét bezpecnou.

Diikaz. Idea (podle [13]).

Na stole je nebezpecnd pozice, coz znamend, ze Nim-soucet hromadek je
nenulovy. Jinymi slovy, kdyz napiSseme pocty kamenu v jednotlivych hromédkach
pod sebe, v alespon jednom sloupci bude lichy pocet jednicek. Je- li takovych
sloupct vic, vybereme ten nejvice vlevo (reprezentuje nejvyssi mocninu dvojky)
a déle vybereme jednu hromadku, ktera ma jednicku pravé v tomto sloupci. Tim
jsme nasli hromadku, ze které budeme odebirat kameny.

Déle uz je to jednoduché. Vime, Ze chceme skoncit s nulovym Nim-souctem,
s ostatnimi hromadkami nehybeme, a zaroven vime, Ze ostatni hromadky jed-
noznac¢né urcuji kameny v hromadce zbylé.

Zbyva vytesit otazku, zda bude takovy tah pripustny, totiz zda z nasi vybrané
hromadky opravdu odebereme alespon jeden kdmen. To je ale pravda, protoze
jsme vybirali sloupec co nejvice vlevo, kde jsme nasledné museli zménit 1 na 0,
aby vysSel nulovy Nim-soucet. Tim jsme ale dané ¢islo urcité zmensili a tah je
pripustny.

Zapisme pfedchozi ivahy formalné. Analogicky jako v pfedchozim tvrzeni,
oznafme 1, To, . ..x) velikosti hromadek po Bobové tahu a vy, ys, . .. yr velikosti
hromadek po tahu Alice. Daéle oznacme Nim-souCty s = 1 ® - D xp a t =
Yy D -+ D y. Jelikoz pozice neni bezpecna, tak vime, ze s # 0 a chceme najit
tah, aby ¢t = 0.

Vybereme hromadku podle postupu vyse, tedy polozime d := max{i, s; = 1},

1 0

kde s = s;,8m_1 - - - So, a zafixujeme j tak, ze :1:? =1, kde z; = 22" - - aj.

7



Mame tedy nalezenou hromadku a musime urcit, kolik kament z ni odebereme.
Polozime-li y; := z; @ s, pak x; — y; je to spravné cislo, protoze y; < z;, tedy je
to povoleny tah a zaroven z vypoctu

tZS@JTj@yj
= 5@ ;O (s D))
=0

vidime, ze jsme ziskali bezpec¢nou pozici.

[]

V tuto chvili jiz mame vitéznou strategii. Zacina-li Alice hru s nenulovym
Nim-souctem, staci, kdyz po kazdém svém tahu zanecha soucet nulovy. Jelikoz
v kazdém kole klesd pocet kamenu na stole, diive ¢i pozdéji dojde k situaci 0-0-
0...(povsimnéme si, ze je bezpecnd) a Alice vyhraje. Pokud Alice za¢ind hru s
nulovym souctem, zvitézi naopak Bob presné stejnym postupem.

Priklad 1.14. Seznam bezpecnych pozic pro 3 hromadky o nejvyse 15 kamenech
(16).
1-2-3 2-4-6 3-4-7 4-8-12 5-8-13 6-8-14 7-8-15
1-4-5 2-5-7 3-5-6 4-9-13 5-9-12 6-9-15 7-9-14
1-6-7 2-8-10 3-8-11 4-10-14 5-10-15 6-10-12 7-10-13
1-8-9 2-9-11 3-9-10 4-11-15  5-11-14  6-11-13  7-11-12
1-10-11 2-12-14 3-12-15
1-12-13 2-13-15 3-13-14
1-14-15



Kapitola 2

Variace

Zékladni variantu hry Nim vcetné vitézné strategie jsme jiz popsali. V této
kapitole budeme pokracovat s jejimi variacemi a navazeme s hrami, které jako
Nim na prvni pohled nevypadaji, ale pfi vhodném nahledu u nich lze pouzit
stejnou vitéznou strategii jako u Nimu.

2.1 Varianty Nimu

Zmame-li zakladni Nim a rozumime-li vitézné strategii, za¢ne se vkradat otazka,
zda lze pravidla Nimu néjak zménit a s jakymi dusledky pro existenci vitézné
strategie. Setkavame se pak s tzv. betlovou hrou nebo s moznosti odebirat ka-
meny z vice hromadek zaroven. I u téchto her pak hledame vitéznou strategii.
Ta stejné jako u Nimu sestava z hleddni bezpeénych (vyhernich) pozic, omezime
se tedy v dalsim textu na popis téchto pozic. Vyherni strategie se pak konstruuje
analogicky zékladni variante.

2.1.1 Misere Nim

Zatimco v originalni hie Nim bylo cilem vzit posledni kamen, v tzv. betlové
hie (znamé téz jako misere Nim) je cilem posledni kamen nevzit a donutit k tomu
protihrace. Existuje vitézna strategie i tady?

Ano, existuje, v jiz citovaném ¢lanku [6] najdeme strategii nejen pro puvodni
Nim, ale i pro betlovou variantu. Hrajeme stejné jako v zakladni varianté az do
okamziku, kdyz zbyva pouze jedna hromadka s vice nez jednim kamenem (napf.
2-1-1 nebo 14-1-1-1). V puvodnf{ strategii bychom vzali bud vsechny kameny
z této hromadky (a nechali 0) nebo vSechny az na jeden (nechali 1) tak, aby zbyl
sudy pocet hromadek (u piikladu vyse tedy 1-1 nebo 1-1-1-1). U misere hry staci
zvolit opacné (0 misto 1 a naopak) a nechat lichy pocet hromédek (tedy 1-1-1
a 1-1-1).

Z navodu vyse tedy plyne, ze i tady vitézna strategie existuje, a to pro stejného
hréce jako u originalni varianty. Ctenf si na zdkladé tohoto ndvodu muze zkusit
rozmyslet, jak vypadéd vitézna strategie pro misére Nim; podrobnosti lze najit v

[6].

Cviceni 2.1. Projdéte si znovu strom hry 2-2 na obr. [2.1] a vyzkousSejte si
vitéznou strategii pro betlovou hru.



Obr. 2.1: Misere Nim

2.1.2 Mooreuv Nim

Pii Mooreové Nimu [7], zvaném také Nimy, musi hra¢ ve svém tahu vzit
alespon jeden kdamen. Pak uz je omezen jedinym pravidlem, smi odebirat kameny
z maximalné k£ hromadek. Zda bude brat ze vSsech hroméadek stejné, z kazdé jinak
nebo z nékterych vubec, uz je pak jen na ném. Vyhraje ten hraé¢, ktery vezme
posledni kdmen.

Je zjevné, ze zbude-li k nebo méné hromadek, jedné se o pozici vyherni, staci
vzit vSechny zbyvajici kameny. Abychom vyhrali, musime najit bezpecné kom-
binace. Predpokladejme tedy, ze mame n hroméadek o xy, s, ..., x, kamenech.
Kazdou hromadku muzeme opét zapsat v binarni soustave, tedy

Ty =a + oy -2t pa? 22 28 4

Kdyz poéty kamenu v dvojkové soustaveé zapiseme pod sebe, tak bezpecna pozice
bude takova, kterd ma v kazdém sloupecku pocet jednicek délitelny £ + 1, neboli

foEO mod (k + 1), j=0,1,2,...
i=1

Aplikujeme-li toto pravidlo na zakladni Nim - Nim;, zjistime, ze odpovida
pravidlu, kdy pocet jednicek ve sloupci musi byt sudy.

Cviceni 2.2. Jak méame tahnout, abychom dosahli bezpecné pozice ve hie Nims,
jsme-li v situaci 15 —8 —3 — 17
2.1.3 Maticovy Nim

Matrix Nim[I0] nebo také Nim™ spo¢iva v rozmisténi hromadek do obdélni-
kového schématu o m tadcich a n sloupcich. Lze si jej predstavit jako rozmisténi
sloupecku s mincemi na Sachovnici, ktera ma m radku a n sloupcu. Hrac pak ve
svém tahu smi vzit libovolné (nenulové) mnozstvi kament z libovolného poctu
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hromddek bud’ tak, Ze hromadky budou ve stejném fadku, nebo tak, Ze zlistane
jeden sloupecek v obdélniku nedotcen.

Bezpecna pozice spliiuje dvé podminky. Zaprvé, pro kazdy sloupecek existuje
jiny sloupecek, ktery ma stejny pocet kament. A zadruhé, vezmeme-li nejmensi
hromédku z kazdého tadku, tak tyto hromadky davaji bezpeénou pozici v bézném
Nimu.

Jen dopliime, Ze pro Nim! ziskdme obvykly Nim.

2.1.4 Shannonuv Nim

Vratme se k zdkladni varianté Nimu. Smime vzit libovolny pocet kamenu
z pravé jedné hromadky. Pridame-li navic podminku, ze tento pocet musi byt
prvocislo nebo jednicka, ziskdme Shannontuv Nim|[7].

Zatimco v bézném Nimu je bezpecna pozice takova, kterd méa sudy pocet
jednicek v kazdém sloupci binarnich rozvoji, u Shannonova Nimu jsou bezpecné
ty pozice, které maji sudy pocet jednicek v poslednich dvou sloupcich. Napiiklad
situace 11 — 13 — 14 je bezpetna, a¢ v bézném Nimu tomu tak neni, nebot

10115
@1101,
@1110,

1000,

2.1.5 Wythoffav Nim

V tomto Nimu za¢indme se dvéma hromadkami[7]. Hra¢ odebira kameny bud
z jedné hromadky jako v klasickém Nimu, nebo z hromadek obou. V tom piipadé
ale bere z obou stejné mnozstvi kamenu. Opét vitézi ten hrac, ktery odebere
posledni kédmen.

Bezpectné pozice jsou tzv. Wythoffovy dvojice: (1;2), (3;5), (4;7), (6;10),
(8;13), (9;15)... n-ta dvojice odpovidd vzorci

(lne]; [ne?]),

kde ¢ = (14 /5)/2 (coz je mimochodem hodnota zlatého fezu) a kde |x| znaci
dolni celou ¢ést ¢isla x.

2.1.6 Tac Tix

A na zavér uvedme jednu hru bez znamé vitézné strategie. Tac Tix [9] je
podobny maticovému Nimu. Také zac¢iname s polem m x n kamentu (na kazdém
poli pravé jeden kdmen). Hrac si vybere bud fadek nebo sloupec, z néj pak
odebere libovolné mnozstvi kament s podminkou, ze kameny budou sousedit.

Hra se hraje v betlové verzi, tedy ten z nich, ktery odebere posledni kdmen,
prohral. Kdyby tomu bylo naopak, stacilo by opakovat tahy soupefe podle
sttedové symetrie. Pokud by vzal cely horni tadek, vzali bychom spodni, pokud
by vzal rohovy kdmen, vzali bychom roh naproti atd.
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Obr. 2.2: Rozehrany Tac Tix

2.2 Hry prevoditelné na Nim

Dosud jsme hledali vitéznou strategii her, které zakladni Nim mirné upravo-
valy. V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat naopak hrami, které s Nimem nemaji
na prvni pohled nic spolecného. Nasim cilem bude ptfevést je na Nim, coz nam
zajisti existenci a presny popis vitézné strategie. Jeji konkrétni aplikaci opét
nechame na Ctenari.

2.2.1 Mince na pasku

Na obrazku [2.3| je zndzornéna hra s mincemi [7]. Lez na (koneéném) pasku
s policky a nasSim cilem je dostat vSechny mince doleva na zacatek pasku, tedy
v tomto piipadé na prvnich devét policek. Hra¢ smi hybat vzdy jen s jed-
nou minci, smi ji posouvat vlevo o libovolny pocet policek, ale nesmi mince
preskakovat, ani je stavét na sebe. Hrac, ktery svym tahem dosahl cilové pozice,
vyhral.

T LT LT T T T

Obr. 2.3: Mince na pasku

Hroméadky Nimu jsou tu schovany v mezerach mezi mincemi. Zacnéme od
prvni mince iplné vpravo, pak néds zajima vzdalenost prvni a druhé, tieti a ctvrté,
paté a Sesté, sedmé a osmé mince. Je-li minci lichy pocet jako zde, jesté pridame
vzdalenost posledni mince a poc¢atku pasku. Tyto vzdalenosti pak interpretujeme
jako velikosti hromédek v Nimu. V tomto konkrétnim piipadé jsme tedy ziskali
Nim 3 —4 —2 — 0 — 1. Cilova pozice odpovidda Nimu 0 —0—0— 0 — 0.

Povsimnéme si, ze pohyby minci mohou mezery (tedy hromadky) zmensovat
i zvétSovat, ¢imz se hra lisi od Nimu. Protoze nas ale zajimaji jen liché mezery
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(mezi prvni a druhou, tfeti a ¢tvrtou minci atd.), tak lze kazdé takové zvétseni
nasledné opét zmensit. Kupiikladu, pokud by tedy soupef tahl ¢tvrtou minci
zleva, zvétsil by mezeru ze 2 policek na 3, a ziskali bychom pozici 3—4—-3—0—1.
Toto lze ale spravit, pokud bychom pak posunuli o jedno policko doleva patou
minci zleva, ziskali bychom puvodni 3—4—2—0— 1. Zvétsovani ,hromadek* lze
navic udélat pouze konecnékrat, ¢imz diive ¢i pozdéji dojdeme k béznému Nimu.

2.2.2 Stepinova hra

Nésledujici hra je podobnd predchozi [7]. Opét mame pések s mincemi, které
posouvame doleva. Tentokrat je ale misto prvniho policka vacek na mince, do
néjz mince padaji. Druhou zménou je, ze nehrajeme jen s mincemi, ale navic je
mezi nimi jedna zlatd medaile. Ten hrac, ktery ji dostane do vacku, vyhral.

—F — —d e 7
10 DI |'::| | | a@ E}I ' |'g [ DI |
A N

G/

Obr. 2.4: Stepinova hra

Nim budeme hledat analogicky jako vysSe, zaéneme od mince tuplné vpravo
a budeme zjistovat vzdalenosti mezi pary minc{ (opét prvni a druhd, tieti a ctvrté
atd.). Na medaili se budeme divat stejné jako na minci. Mame-li lichy pocet minci
a medaile tvoii ,levou* ¢ast paru, pridame jesté jednu hromadku odpovidajici
poctu policek mezi minci a sackem. V piikladu na obrazku je tedy vlastné
Nim7—-1-4-3.

2.2.3 Zeleny Hackenbush

Oproti pfedchozim hram Hackenbush[8],[2] nepracuje s mincemi nebo kameny,
ale s obrdazky. Obrazky jsou to speciédlni, sestavdji z uzlu (Cerné tecky) a z hran,
¢ar mezi nimi. Kazda hrana musi spojovat 2 uzly nebo tvorit smycku u jednoho
uzlu (napf. jablka na stromé na obrazku . Dva uzly mohou byt spojeny i vice
hranami (lampa vpravo, tamtéz).

Podminkou také je, ze vSechny uzly musi byt pomoci hran spojeny se zemi.
Rozdil ilustruje obréazek 2.6/ Domek vlevo spliiuje podminky, protoze okno je
pripojeno k domecku, obrazek vpravo uz nikoli. Toto pravidlo lze interpretovat
i za pomoci gravitace, okno by prosté spadlo a rozbilo se (a zmizelo).

Hra je nésledné zalozena na stiidavém odebirani hran z obrazku. Pokud se
odebranim hrany porusi spojeni néjaké ¢asti obrazku se zemi, zmizi spolu s hranou
i tato ¢dst. Odebereme-li tedy hranu B z obrazku 2.5 zmiz{ i celd jablon. Vitézi
ten hrac, ktery takto odebere posledni hranu.

Podobnost s Nimem najdeme, nahradime-li hrany kameny. Hromadky jsou
pak tvoreny souvislymi objekty. V nasem piipadé tedy jedna hromadka odpovida
jabloni, druh& lampé, treti dveiim, ¢tvrta vaze a pata domku.
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Obr. 2.5: Obrazek ke hie Hackenbush

Obr. 2.6: Vhodny (vlevo) a nevhodny (vpravo) obrazek ke hie Hackenbush
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Bohuzel nejde nahrazovat jednu hranu za jeden kamen, ale je tfeba dodrzovat
jista pravidla. Podivejme se na né v nékolika krocich.

(1) V pripadé, ze obrazek neobsahuje cykly (které ma kupiikladu komin na
obrézku [2.5) ani vétveni (jako ma pavouk v okné), prosté spocitame hrany.
Smycky na konci fetézce obsahovat muze, ty prosté nahradime jedinou vétvi

(viz obrézek [2.7)).

(N
I\Q/
/ S\
\ l

*7 l"l "1 "1 1 - *7
Obr. 2.7: Pievod na Nim, obrazek bez cykli a vétveni

(2) Nyni se soustfedme na vétveni (stéle jesté bez cykli). Podivejme se na
kazdy uzel, ve kterém dochéazi k vétveni. Vezméme délku jednotlivych vétvi
a udélejme jejich Nim-soucet. Trs pak nahradime jedinou vétvi o délce
tohoto Nim-souc¢tu. Piiklad nabiz{ obrézek 2.8 Postup opakujeme, dokud
neziskdme jedinou vétev, kterou jiz na Nim ptevést umime.

*1+°2+%2+43="2 I

4

Obr. 2.8: Vétveni

(3) Zbyva nam vyporadat se s cykly. Cykly upravime na vétve nasledovné.
Uzly cyklu stdhneme do jediného uzlu. 7 hran se tak stanou smycky
a obrazek bude pripominat kyticku s listecky. Smycky se nasledné stanou
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hranami a z kyticky vznikne trs vétvi, ktery upravime dle ptedchoziho bodu

(obrézek [2.9)).

N R ﬂ
o MR /R *7)&_

Obr. 2.9: Cykly

Poslednim krokem je uiprava obrazk, které se dotykaji zemeé na vice mistech.
V prvni fazi stéhneme tyto body do jednoho mista (Obr. [2.10). Tim
ziskame cykly, které prevedeme na smycky a ty na vétve, ¢imz jsme hotovi.
Tim, Zze jsme seskupili body na zemi do jednoho, jsme sice zménili obrazek,
ale Nim-soucet hry zustane neovlivnén, tedy je tato tuprava zcela korektni.
Zaroven jsme tim popsali vSechny mozné piipady a hra je prevedena.

_)A_*@*M_

Obr. 2.10: Cykly pokracovani
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Kapitola 3

Hra jako metricky prostor

V prvni kapitole jsme popsali vitéznou strategii Nimu. Dokdazat, ze néjaka
hra ma vitéznou strategii, 1ze i neptimo, aniz bychom tuto strategii zkonstruo-
vali. Cilem této kapitoly bude ukazat, ze Nim ma vitéznou strategii, a to jinymi
prostiedky nez v kapitole prvni. Nasim nastrojem bude Galeova-Stewartova véta.
Abychom ji mohli zformulovat a dokazat, musime zavést zdklady teorie metric-
kych prostoru a jejich konkrétni aplikace na stromech.

3.1 Metrické prostory

Nasledujici definice se snazi zobecnit pojem vzdalenosti. Jako priklad si
piedstavme vechna mésta a vesnice v Ceské republice. Chtéli bychom umét
urcit, jak jsou od sebe daleko.

Nabizi se rizné moznosti, nékteré z téchto ,,vzdalenosti“ jsou ovsem vhodnéjsi
nez jiné. Napiiklad cena vlakové jizdenky by selhala u vesnic, do kterych nevedou
koleje. Doba jizdy na kole da jiné vysledky pro cestu tam a pro cestu zpatky.

Na definici metrického prostoru klademe tedy jisté naroky. Vzdalenost, neboli
metrika, musi byt dobfe definovédna pro vsechny prvky (piiklad s kolejemi), musi
byt symetricka (priklad s kolem), splnovat takzvanou trojihelnikovou nerovnost
(cesta by méla byt kratsi, kdyz pojedeme piimo, nez kdyz se budeme stavovat
u babicky). Dale pozadujeme, aby vzdélenost z mésta x do mésta x byla 0. A
aby to byla 0 pravé jen tehdy. (Aby se nestalo, ze se do nékterych mést lze
teleportovat v nulovém case.)

Definice 3.1. Necht X je mnozinaa p: X x X — [0; 00) je funkce. Dvojici (X p)
budeme nazyva metrickym prostorem, jestlize pro Vx,y,z € X plati néasledujici
podminky:

(1) p(z,y) =0« x =y. (Identita)

(2) p(z,y) = p(y,x). (Symetrie)

(3) p(x, z) < p(z,y) + p(z, 2). (Trojihelnikova nerovnost)
Funkci p budeme nazyvat metrikou.

Neékolik prikladu metrickych prostori:
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Piiklady 3.2. (1) Mnozina viech vlakovych nadrazi v CR, metrikou je vzdélenost
,»po kolejich®.

(2) Mnozina redlnych ¢isel s metrikou danou absolutni hodnotou
ple,y) = |z —yl.

(3) Jednotkova kruznice v R?, tedy kruznice s polomérem 1, metrikou je vzdalenost
bodu ,,po kruznici“. Dva protilehlé body tedy maji vzdalenost .

(4) Prostor R", n € N, s metrikou definovanou jako

(a> pl(x,y) = ‘xl - y1| + |'T2 - y2’ + -+ |xn - yn|7
(b) P2($7?J) = \/|I1 - Z/1|2 + |$2 - y2|2 + -+ |$n - yn|27
(¢) pm(z,y) = "\L/‘fl — |+ e — Y|+ T — Y™, m €N,

(d) pool@,y) = max;—1,_,{|z; — vl }-

(5) Takzvana diskrétni metrika, definovand na libovolné mnoziné, kde vsechny
body jsou od sebe vzdéleny 1, jen vzdalenost bodu od sebe samého je 0,
neboli p(z,x) =0 a p(x,y) = 1, kde x # y.

Cviceni 3.3. Urcete, zda jsou nasledujici struktury metrickym prostorem.

(1) Prostor R? s funkel p(x,y) = po(z,70) + pa(x0,7y), kde ¢ znaci pocatek
(0,0). Jedna se tedy o strukturu, kde pfi méfeni vzdélenosti dvou bodu
musime vzdy projit pocatkem.

(2) Mnozina X = {z,y,z} o tfech prvcich se vzdalenosti predepsanou funkef
plz,y) =1, py, 2) = 6 a p(z,x) = 20.

(3) Mnozina R? s funkei p(z,y) = |71 — y1].
(4) Libovolnd mnozina X s funkci p(z,y) = 0.
(5) Mnozina R s funkef p(z,y) = | arctan(z) — arctan(y)|.

Pokud jiz médme metricky prostor, lze s metrikou déle pracovat a opét dostaneme
metricky prostor:

Cviceni 3.4. Ukazte, ze jsou-li p a p’ metriky na mnoziné X, tak i nasledujici
funkce o tvoii metriku na X:

(1) o(z,y) = min{1; p(z,y)}, (3) o(x,y) = p(z,y) + p'(2,9),

(2) o(z,y) =In(1 + p(z,y)), (4) o(x,y) = max{p(x,y); p'(z,y)}.

Kdyz uz mame vzdéalenost, muzeme zobecnit i nékteré dalsi pojmy. Napriklad
kruh v roviné je definovén jako mnozina vsech bodu, jejichz vzdélenost (metrika)
od stfedu S je mensi nebo rovna poloméru r > 0. Analogicky je definovana koule.

Definice 3.5. Otevrrenou kouli se sttedem x € X a polomérem r > 0 rozumime
mnozinu
Bz, r) ={y € X;p(x,y) <r}.
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Priklady 3.6. (1) V prostoru R? s metrikou py, takzvanou eukleidovskou, vy-
pada koule B(0,1) tak, jak jsme zvykli.

(2) Na piimce, tedy v R! s metrikou py, ziskdme otevieny interval (—1,1).

3) V prostoru R? bude koule zajimavéjsi. V metrice p, dostaneme kruh o stiedu
J ) P
0 a poloméru 1. Ale s metrikou p, dostaneme Ctverec a p; ,Ctverec
postaveny na $picku®. Tlustruje obrézek

"-__.-.._‘_‘\ : .......... g ”.\\
¢ B I 1 ’ ~
¢ . 1 ] # LY
f \| ) i o N
I
, * —> ; ’ e T
. v 1 ~ ’
LY ’ 1 i "‘\\ s
"-'.____.-“' v ____ 1 J€7

Obr. 3.1: Koule v R? v metrikach pa, pes, p1

(4) V diskrétni metrice zavisi koule na poloméru. Je-li » < 1, splyne koule
se svym stiedem: B(z,r) = {z}. Pro r > 1 se koule bude rovnat celému
prostoru: B(z,r) = X.

Méme-li pojem (oteviené) koule, muzeme zavést koncept otevienych a uza-
vienych mnozin. Stejné jako koule zobecniuje pojem kruhu, tak oteviend (resp.
uzaviend) mnozina néjakym zpusobem zobecniuje pojem otevieného (resp. uza-
vieného) intervalu na redlné ose.

Definice 3.7. Rekneme, ze podmnozina G metrického prostoru X je oteviend,
jestlize pro kazdé = € G existuje € > 0 tak, ze B(x,¢) C G.

Dale tekneme, ze podmnozina F' metrického prostoru X je uzavrend, jestlize
X \ F je oteviena.

Piiklady 3.8. (1) V kazdém metrickém prostoru (X, p) plati, ze cely prostor
X a prazdnd mnozina () jsou uzaviené i oteviené zarover.

(2) V metrickém prostoru (R, p;), tedy na realné ose s absolutni hodnotou,
je uzavienou mnozinou tfeba bod {2}, uzavieny interval [—3;1] ale také
interval [11;00). Otevienou mnozinou pak je otevieny interval (—5;—3),
(—o0, €) nebo sjednoceni intervalu (2;7) U (11;18,7).

(3) V roving, tedy v metrickém prostoru (R?, p,) je oteviend mnozina napifklad
kruh o stfedu [0,0] a poloméru 2, ovsem bez hrani¢ni kruznice. Kruh
s hrani¢ni kruznici je mnozina uzaviena. Stejné tak bézné geometrické
objekty (étverec, lichobéznik, deltoid) bez hranice jsou oteviené a s hranici
uzaviené.
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Obr. 3.2: Oteviené (horn{ radek) a uzaviené (dolni fadek) mnoziny v R?

(4) V diskrétnim metrickém prostoru je oteviend i uzaviend kazda jeho pod-
mnozina.

(5) V metrickém prostoru X = (0,1] U [2,3) s metrikou p; je mnozina (0, 1]
oteviend i uzaviend zéroven. Mnozina [2,3) zrovna tak.

Povsimnéme si, ze definice oteviené i uzaviené mnoziny zavisi na metrickém
prostoru, ve kterém se pohybujeme.

Cviceni 3.9. Urcete, zda je interval (0,1) oteviena ¢i uzaviend mnozin v met-
rickém prostoru (X, p), jestlize

(1) X =(0,1), p=p1, (3) X =[0,1] s diskrétni metrikou,
(2) X =R, p=p, (4) X =(0,1)U(3,4), p=3p1.
Uzavienou mnozinu lze charakterizovat i za pomoci kovnergence posloupnosti
[14].

Definice 3.10. Necht z je prvkem metrického prostoru X. Rekneme, ze posloup-
nost (z,)5, C X konverguje k x, jestlize pro kazdé € > 0 existuje ny € N takové,
ze pro kazdé n > ng plati, ze p(x, x,) < €. Znacime x, — .

Véta 3.11. V metrickém prostoru pak plati, ze podmnozina F' metrického pros-
toru je uzaviena pravé tehdy, jestlize pro kazdou posloupnost (x,)22, C F,
T, — x, plati x € F.

Piiklady 3.12. (1) V metrickém prostoru [0, 1] neni mnozina {1/n,n € N}
oteviena ani uzaviena.
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(2) Racionalni ¢isla Q nejsou v metrickém prostoru (R, p;) oteviena ani uzaviend
mnozina. Tedy ani iracionalni ¢isla R \ Q nejsou ani oteviena ani uzaviena.

Cviceni 3.13. Urcete, zda jsou dané mnoziny oteviené ¢i uzaviené v daném
metrickém prostoru.

1) Mnozina N vsech piirozenych éisel v (R, py).

2) Mnozina M = {(z,y) € R* z < y} v prostoru (R?, py).

(1)

(2)

(3) Osa x v prostoru (R3, py).

(4) Mnozina M = {(z,y) € R%x # 0,y = 1/x} v prostoru (R?, py).
(5)

5) Mnozina M = {(z,y) € R?; 2% + y?/4 = 1} v prostoru (R?, py).

Nez prikrocime k dalsi ¢4sti, uved'me jesté jednu pozndmku. Mame-li metricky
prostor, lze se na jeho podmnoziny divat také jako na metrické (pod)prostory.
Kupiikladu jsou-li metrickym prostorem obce CR s metrikou danou vzdélenosti
vzdusnou ¢arou, budou metrickym prostorem i mésta a vesnice na Moraveé s toutéz
vzdalenosti.

Jen je nutné dat pozor na oteviené a uzaviené mnoziny, které je pak potieba
vztahovat k novému podprostoru.

Piiklad 3.14. V metrickém prostoru (R, p;) nenf interval I := [0, 1) ani uzaviend
ani oteviend mnozina. V podprostoru (I, p;) uz je ale I i uzavieny i otevieny
(cely prostor je vzdy takovy).

3.2 Stromy

Ukazme si, ze i hry lze chapat jako metrické prostory. Metricky prostor lze vy-
budovat na libovolné mnoziné, tieba s diskrétni metrikou, musime si tedy vybrat
néjakou strukturu, kterd bude vhodna pro nase tucely. Ukazuje se, ze takovou
strukturou jsou stromy. (Pfipomenme, ze jiz v prvni kapitole jsme pouzivali jako
pomtucku strom hry. Nyni to bude podobné.) V této i nésledujici sekci budeme
vychézet z knihy A. Kechrise o deskriptivni teorii mnozin [I1] a z pfednasky
Deskriptivni teorie mnozin doc. Zeleného [15].

Abychom ale mohli definovat stromy, potfebujeme nékolik pomocnych pojmu.
Zacneme posloupnostmi. Motivaci je nam fakt, Ze na hru se da divat jako na
posloupnost taht.

Znaceni 3.15. Necht X je neprazdnd mnozina a n € N. Symbolem X™ budeme
znacit vsechny posloupnosti p = (zg, 1, ..., 7,—1) délky n, kde zg,...x,_1 € X.
Délku n této posloupnosti, tedy pocet jejich clenu, budeme znacit |p|.

Mnozinu vsech posloupnosti z X libovolné délky oznacme

X<N _ U X"
neN

a mnozinu viech nekoneénych posloupnosti ozna¢me XV,
Spojenim dvou posloupnosti s = (sg,s1,...5;) € XN at = (tg,t1,...) €
XNy XN rozumime posloupnost s +t = (so, s1, . . -, S;, to, 1+ - .).
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Necht k& € N. Restrikci posloupnosti p na prvnich k ¢lent, kde |p| > k,
rozumime posloupnost p|k := (po, p1,- - -, Pr—1)-

Posloupnost t € X<N U XN pak prodluzuje posloupnost s € X<N, jestlize
s = t|k pro néjaké k € N. Znacime s < t.

Nové pojmy ilustrujme na ptikladu.
Piiklad 3.16. Necht X znaéf vSechna mald ¢eskd pismena, tedy
X ={a,d,b,c,¢,...,w,x,y,7,2, 2}

Pak X! bude mnoZina posloupnost{ o jednom prvku, tedy jednopismennd ,slova‘“
(véetné nesmyslnych), napt. a, 4, 1. X? budou dvoupismenn4 slova, napt. aZ, bé,
Ze, fi, X? tifpismennad, aby, zlo, rok, fxr, atd.

X <N pak bude znag¢it véechna libovolné dlouh4, ale konecnd ,slova®, napiiklad
drak, krdlovna, sedmtrpasliku, hrdintusmecemgsouplnéhrbitovy ale i fnizlwsiliv.
XN pak oznacuje posloupnosti nekoneéné, napi. abaabaaabaaaabaaaaaba. . . .

Spojenim posloupnosti §éf a inspektor bude posloupnost séfinspektor. A po-
sloupnost kolobézka bude prodluzovat posloupnost kolo.

Soustfedime-li se na mnozinu posloupnosti, zavedeme metriku nasledovné: Na
mnoziné XV, tedy mnoziné nekoneénych posloupnosti z X, definujeme metriku
p(x,y) = 27", kde n je nejmensi ¢islo takové, ze z,, # y,, pro  # y (indexovano
od 0). Tato metrika se d4 navic aplikovat i na posloupnosti konecné X <N. Staci
si predstavit kazdou posloupnost prodlouzenou ,prazdnym znakem*.

Piiklad 3.17. Je-li X = N, bude vzdélenost posloupnosti = = (1,2,3,4,...)
ay=(1,2,4,8...) rovna 272 = 1/4, nebot xy = 3 # 4 = y.

Vzdélenost kone¢nych posloupnosti a = (2,5), b = (2,5,8) a ¢ = (2,4) bude
pla,b) =272 =1/4, p(a,c) =271 =1/2 a p(b,c) =271 =1/2.

Cviceni 3.18. Urcete vzdalenost posloupnosti v prostoru z Prikladu
(1) séf a séfinspektor, (3) aby a abba,

(2) kolo a kolobézka, (4) abaabaaabaaaa. .. a abacadaea. . ..

Jak ale vypadaji oteviené a uzaviené mnoziny v X"? Uvedme jeden pifklad
takovych mnozin. Zafixujme posloupnost s € X< a podivejme se na mnozinu
vSech jejich prodluzujicich posloupnosti, oznacme ji N'(s). Tedy

N(s)={te XN;s < t}.
Tato mnozina je oteviena i uzaviend, coz plyne z faktu, ze
XM\ N(s) = IV (@)t € X0t = ||, t # s}

Sekci zakonc¢ime definici stromu. Ta odpovidd prirozené predstavé stromu
nebo kete, ktery zac¢ind u kotfene a postupné se vétvi. Profezany strom pak
neobsahuje slepé vétve.
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Definice 3.19. MnozZina o C X <N je strom, jestlize s kazdou (konecnou) posloup-
nosti obsahuje i vSechny jeji restrikce, tj.

Vs,te XN s<t:teo=seco.

Dale fekneme, ze strom je protezany, jestlize s kazdou posloupnosti obsahuje
i néjaké jeji prodlouzeni, tedy

Vs€odre X:s+x€o.

Symbolem [o] budeme znacit vsechny nekoneéné posloupnosti, jejichz restrikce
se vyskytuji ve stromé o, neboli

(0] = {z € X";z|n € o pro kazdé n € N}.

Definici stromu ilustruji obrazky [3.3] a

T

(7]

Obr. 3.3: Strom

"h )

A5

Obr. 3.4: Profezany strom, [o] je zde rovno vSem nekoneénym posloupnostem 0
al
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Priklad 3.20. Vratime-li se k piikladu s ceskymi pismeny a slovy, tak strom
muzeme definovat jako systém vsech smysluplnych ¢eskych slov a jejich ¢asti.
Nebude ovSem profezany.

Priklad 3.21. Stromem je i strom hry Nim na obr. [3.5] Posloupnosti jsou zde
tvoreny dvojicemi ¢isel, které odpovidaji po¢tu kamenu v hromadkach.

Do{+1) S ool

[+1) wyhra hedte 1
[-2) wyhra hrace 2

Obr. 3.5: Strom Nimu 2 — 2

Protoze (profezany) strom o je podmnozina prostoru vech posloupnosti, tak
zdédi metriku popsanou vyse. Tedy bude platit, Ze mnozina N'(s) = {t € X";s <
t,t C [o]}, kde s € o, je oteviend i uzaviena v [o].

3.3 Teorie her

Nyni mame vSechny potfebné ingredience, abychom ukazali, kdy obecné maji
hry vitéznou strategii. Celou teorii vyslovime pro hry nekonecné, protoze hry
konecné (jako Nim nebo Sachy) na né lze snadno prevést, jak uvidime nize.
Zacénéme definici hry.

Definice 3.22. Nechf X je neprdzdnd mnozina, T C X<V profezany strom
aV C [T]. Hra s pravidly G(T, V) pak funguje nésledovné:

e Hrici A a B (Alice a Bob) se pravidelné stiidaji ve vybéru prvku z mnoziny
X. Jejich tahy znacime z;, i € N, a pozadujeme, aby (zg,z1,...2,) € T
pro vSechna n € N.

e Timto procesem vznika (nekonecnd) posloupnost = = (xg, 1,23 ..)

A ‘ Zo €T
B ‘ T XT3

e Hrac A vyhraje, jestlize x € V, jinak vyhraje hrac B.
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7 tohoto pohledu je hra stromem, ktery predstavuje vSechny mozné sehrané
partie hry, vSechny mozné tahy obou hracu. Konkrétni partie pak spociva ve
vybéru jedné vétve.

Ukazme si piiklady matematickych her (vitéznou strategii nalezne ¢tenar v [3]

a [)):

Priklady 3.23. (1) Alice a Bob hraji hru na intervalu [0, 1] a s mnozinou S C
[0,1]. Alice vybere ¢islo xy € [0,1]. Nésledné Bob vybere ¢islo x; lezici
striktné mezi zg a 1. Pak Alice zvoli ¢islo xo mezi xq a x; atd. Jestlize
limita posloupnosti z,, bude lezet v S, vyhrala Alice. Jinak vyhral Bob.

(2) Alice a Bob hraji na metrickém prostoru (X, p). Alice zvoli (neprazdnou)
mnozinu Ag. Bob pak vybere mnozinu A; C Ag. Alice zvoli Ay C A; atd.
Alice vyhraje, jestlize (1,2, A; bude prazdnd mnozina, jinak vyhraje Bob.

Jezto je nasim cilem ukézat existenci vitézné strategie pro Nim, je tieba jej
popsat v teCi Definice [3.22 V podstaté to znamena popsat obrazek stromu
matematickym jazykem. K tomu potfebujeme najit mnoziny X, T a V.

Priklad 3.24. Zvolme jako priklad tvodni hru 5-4-3. Mnozinou X pak budou
uspoiadané trojice nezaporych cisel x —y — 2z, kde © < 5, y < 4, z < 3. Tahem
hriace pak nebudeme rozumét, kolik kamenu kde odebral, ale do jaké pozice se
dostal. Tedy zo muze byt 5 —4 — 2, 0 — 4 — 3 nebo tieba 5 — 1 — 3.

Timto postupem bychom ale ziskali i nedovolené tahy, kupiikladu zg = 5 —
2 — 2. Tomu zabranime vhodnou volbou T, staci jej definovat jako povolené
pozice. Tim sice ziskdme strom, ale nebude profezany. Budeme muset kazdou
vétev prodlouzit a to samymi prvky 0 — 0 — 0. Nas strom tedy bude sestavat ze
vSech moznych povolenych tahu a jakmile se dostaneme do pozice 0 — 0 — 0, uz
v ni setrvame. Takovou vétvi muze byt napiiklad (5 —4 — 0,0 —4 — 0,0 — 0 —
0,0-0—0,0—0-0,...). Ale hra Nim je konecénd, do stavu 0 — 0 — 0 se dostane
nejpozdéji po 12 krocich, kazdd vétev je tedy nejpozdéji ve 13. prvku pozicemi
0—-0-0.

Zbyva najit mnozinu V' C [T]. Polozme si tedy otdzku, kdy vyhrava Alice.
Je to tehdy, kdyz vezme posledni kdmen a dostane se do pozice 0-0-0. Jinymi
slovy, pro néjaké n € N je 29, = 0— 0 — 0 a ptritom x; # 0 — 0 — 0 pro vSechna
i < 2n. (Naopak Bob by vyhral, kdyby tato situace nastala pro néjaké zs,41,
kde n € N).

Hra Nim jako takova v tu chvili konéi, ale i V' musime dodefinovat na neko-
necnou stukturu. V' bude tedy mnozina posloupnosti, které od jistého sudého
tahu uz nabyvaji jen nulovych pozic, neboli

V={aeT,IneN,z;=0-0—-0<1i>2n}.
Cviceni 3.25. Popiste jako strom hru Nim (2-2) ve verzi Misere.

Definovali jsme hru. Nasim koneénym cilem je nalezeni strategie, coz je vlastné
navod, ktery tika, jak hrat v jakém okamziku. I strategii musime definovat
a ukazuje se jako vhodné pouzit strom.

Definice 3.26. Strategie pro A je strom o, ktery je profezany a spliuje:
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(1) jestlize (zg,x1,...%2,) € 0, pak pro kazdé xe, 1 také (zo, 1, ... Ton, Topi1) €
o

(2) jestlize (g, x1,...T2,-1) € o, pak existuje pravé jedno xs, takové, ze
(33'0, L1y .- x2n717x2n> €o.

Strategie je tedy vybér ,podstromu‘ ze stromu hry tak, aby fikala hraci A
jak hrat (druhd podminka), at uz Bob bude hrit jakkoli (prvni{ podminka).

Pak stejné jako v prvni kapitole fekneme, ze strategie pro A je vitéznd, jestlize
s ni A vyhraje, at uz B bude hrat libovolnym zpusobem. V feci stromu to
znamena, ze posloupnosti stromu vzniklého vSemi moznymi aplikacemi strategie
o budou v mnoziné V', neboli ¢ C V.

Déle, pozici p = (xg, 21, ..., To,_1) nazveme vyhrdvajici pro A (ktery je na
tahu), jestlize B nem4 vitéznou strategii ve hie s timto poc¢dtkem, neboli B nemé
vitéznou strategii ve hie G(T,,V,), kde T, = {s :p+s € T}aV, ={v:p+v e V}.

Nyni mame definovanu hru i vitéznou strategii. Zbyva dokazat, ze hry jako
Nim vitéznou strategii maji. Tuto problematiku fesi néasledujici véta. Nez ji
vyslovime, jesté pripomenime, ze na strom se divame jako na metricky prostor,
tedy v ném lze hovofit o uzavienych mnozinach.

Véta 3.27 (Gale-Stewart). Necht V' je uzaviend. Potom ve hie G(T, V) existuje
vitézn4 strategie bud pro A, nebo pro B.

Diikaz. V pripadé, ze by Bob mél vitéznou strategii, je dukaz hotov. Ptedpo-
klddejme tedy, ze Bob vitéznou strategii nema. Budeme chtit ukézat, ze ji ma
Alice.

Nejprve par pozorovani. Jezto jsme predpokladali, ze Bob nema vitéznou
strategii, tak tivodni pozice () je vyhravajici pro Alici.

Déle, je-li pozice p = (xo, 21, ..., Zan—1) € T vyhravajici pro Alici, pak existuje
To, takové, ze pro libovolné xq, 1 je pozice p = (xg, T1, ..., Top_1, Ton, Tont1) € T
opét vyhravajici pro Alici.

Nyni muzeme Alici sestrojit vitéznou strategii. Zacnéme volbou takového x,
ze (xo) € T a pro kazdé z; takové, ze (xo,z1) € T, je pozice (xg,x1) vyhravajici
pro Alici. Déle pokracujeme analogicky, Alice zvoli x5 tak, aby pro libovolné z3,
které zvoli Bob byla pozice (g, x1, 22, 23) € T vyhravajici pro Alici atd.

Ziskand strategie uz je vitézna pro Alici. Kdyby nebyla, tak bude existovat
partie sehrand dle této strategie takova, ze vznikla posloupnost (zg,x1, z2,...) &
V. Mnozina [T] \ V je ale oteviena v [T] a tedy existuje n € N takové, ze
N(zg,x1,...,09,—1) N [T] C [T]\ V. To je ale spor, protoze pak by pozice
(0,1, . . ., Top_1) nebyla vyhravajici pro Alici a Bob muze hrat libovolné a vyhraje.

O

Poznamka 3.28. Pravé jsme ukazali, ze je-li V uzaviena mnozina, existuje
vitéznd strategie. Vkrada se otazka, zda obdobné véty neplati i pro néjaké dalsi
typy mnozin. Odpovéd je kladnd. Véta se d4 dokédzat i za podminky, ze V je
oteviena, a lze zformulovat analogické véty i pro slozitéjsi systémy mnozin, jako
jsou napiiklad nekonecné pruniky otevienych mnozin ¢ sjednoceni uzavienych
mnozin.

Vse je jiz pripraveno, abychom ukézali, ze Nim m4 vitéznou strategii (aniz
bychom ji zkonstruovali), staci aplikovat Vétu . Ukazme si to na hre z piikladu
3.24.
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Priklad 3.29. Musime ukazat, ze V je uzaviena v metrickém prostoru daném
stromem 7. To dokdzeme z Véty [3.11] Zvolme tedy posloupnost (z) C V,
xr — x, k € N. Chceme ukéazat, zeixz € V.

Jak vypadd posloupnost ()7 Jeji samotné prvky x; jsou vlastné posloupnos-
tmi usporadanych trojic, které vznikly pripustnymi tahy a které se , vynulovaly“
v sudém prvku, tedy napf.

21 =(5-4-20-4-20-2-20-1-20-0-20-0-1,0—0-0,

0-0-0,...),
20=(5-3-35-0-30-0-30-0-20-0—0,0-0—0,0—0-0,
0—-0-0,...),

23=(3-4-33-4-23-2-20-2-20-1-20-1-0,0—0-0,
0—0-0,...).

Zaroven tato posloupnost posloupnosti konverguje k né¢jakému . Jinymi slovy
to znamend, Ze prvky xj jsou od jistého k& ,blizko“ k x. V teci nasi metriky tedy
pro kazdé ¢ > 0 existuje ko takové, ze pro kazdé k > ky mame p(xp,z) < e.
Aby toto ale platilo v metrice definované na posloupnostech, tak pro £ < 2%
uz se musi viechny ¢leny x a x rovnat (Nezapomente, ze vSechny posloupnosti
v T jsou nejpozdéji od 13. prvku nulové). Tedy existuje kg € N takové, ze pro
vSechna i,7 > ko je x; = x; = x a posloupnost je od urcitého clenu konstantni
(a tedy vynulovand v sudém kroku). Odtud ale trividlné plyne, ze i limita x € V/,
coz jsme chtéli.

Mame nyni tedy vSe, abychom mohli aplikovat Galeovu-Stewartovu vétu, z niz
uz plyne, ze hra Nim 5 — 4 — 3 ma vitéznou strategii.

[jvahy popsané v predchozim prikladé 1ze samoziejmeé aplikovat i na hry s jinou
vychozi situaci nez 5 — 4 — 3, ¢imz lze snadno ukazat, ze hra Nim ma vitéznou
strategii i v feci stromu a metrickych prostoru, coz jsme chtéli.

Na zavér poznamku k hram obecné. Pii aplikaci Galeovy-Stewartovy véty
jsme vyuzili faktu, ze hra Nim je od jistého tahu prodlouzena samymi nulami,
diky ¢emuz jsme snadno ukazali, ze V' je uzaviena. Tento postup lze ale snadno
zopakovat i u jinych kone¢nych her, napt. u Misere Nimu, Tac Tix nebo (oSetiime-
li patové situace) u sachu. Vsechny tyto hry tedy maji vitéznou strategii, prestoze
nemusime veédét, jak presné vypada.

Pouziti této véty na hru Nim bylo tak trochu pouzitim kanénu na vrabce.
Vylozena teorie presto neni zbytecnd, jeji sila spociva pravé v nekonecnych hrach,
kterym se existence vitézné strategie dokazuje obtiznéji. Pokud si uvédomime, ze
nékteré matematické véty lze na teorii her prevést, jevi se tato teorie jako velmi
uzitec¢na.
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Zaver

Hry jsou vdécéné matematické téma a hra Nim neni v tomto sméru vyjimkou.
Jeji vitézna strategie ptimo zalozena na binarnich ¢islech a souc¢tu xor je prvnim
krokem do fiSe informatiky, strom hry je ochutnavka teorie grafi. Pii hledani
strategie jsme navic konfrontovani s potfebou dukazu a jejich ruznych typu.
Ptesto nebylo cilem zahltit ¢tendfe premirou definic a vydésit jej pfemirou mate-
matického jazyka.

Pavodnim zamérem navic bylo dovést ctenate, aby strategii odvodil a pochopil
sam. Toto bohuzel nebylo naplnéno, neb a¢ je strategie jednoduché a snadno apli-
kovatelna, malokdo by hledal v odebirani kamentu dvojkovou soustavu. V urcité
chvili tedy bylo tfeba ustoupit a strategii ¢tenaii vénovat.

Ve druhé kapitole jsme si ukézali varianty hry Nim a jeji skryté verze. Kapi-
tola by se dala rozsitovat prakticky do nekonecna, tprav hry je znamo skutecné
mnoho, nékteré maji a nékteré nemaji znamou vitéznou strategii, coz se projevilo
i ve vybéru her. V druhé ¢asti byla zvlastni pozornost vénovana hie Hackenbush,
ktera ma stejné jako Nim mnoho variant, které uz nebylo mozno zahrnout kvuli
planovanému rozsahu prace. Odkazujeme proto ¢tenafe k dalsimu studiu.

Treti kapitola predstavuje tivod do teorie metrickych prostoru. Zavedli jsme
abstraktni strukturu prostoru a metriky a tuspésné ji aplikovali na stromy. Tento
priklad se snad neuvadi v zakladnich kurzech matematiky, piesto jsme v teorii her
docenili jeho uzite¢nost, kdyz jsme sestavovali strom hry Nim a pomoci hlubokych
vet dokazovali existenci vitézné strategie.

Cil definovany v tivodu prace je mozno oznacit za splnény, ¢tenar se seznamil
s hrou a na jejim zakladé s ruznymi partiemi matematiky.

28



Literatura

[1] Nim. http://en.wikipedia.org/wiki/Nim, July 2014.
[2] M. Antol. Combinatorial games. Bachelor’s thesis, Masaryk University, 2011.

[3] M. Baker. Real numbers and infinite games, part i
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/01/
real-numbers-and-infinite-games-part-i/, July 2014.

[4] M. Baker. Real numbers and infinite games, part ii.
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/07/
real-numbers-and-infinite-games-part-ii/, July 2014.

[5] E. R. Berlekamp, J. H. Conway, and R. K. Guy. Winning ways for your
mathematical plays. Vol. 1. A K Peters, Ltd., Natick, MA, second edition,
2001.

[6] C. L. Bouton. Nim, a game with a complete mathematical theory. Ann. of

Math. (2), 3(1-4):35-39, 1901/02.

[7] R. A. Epstein. The theory of gambling and statistical logic.  Else-
vier/Academic Press, Amsterdam, second edition, 2009.

[8] M. Gardner. Wheels, life and other mathematical amusements. W. H. Free-
man and Co., San Francisco, CA, 1983.

[9] M. Gardner. Hezaflezagons and other mathematical diversions. The Univer-
sity of Chicago Press, Ltd., London, 1988.

[10] J. C. Holladay. Matrix Nim. Amer. Math. Monthly, 65:107-109, 1958.

[11] A.S. Kechris. Classical descriptive set theory, volume 156 of Graduate Texts
in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1995.

[12] R. J. Nowakowski, editor. Games of no chance, volume 29 of Mathemat-
ical Sciences Research Institute Publications. Cambridge University Press,
Cambridge, 1996. Papers from the Combinatorial Games Workshop held in
Berkeley, CA, July 11-21, 1994.

[13] A. Skalova. Teorie her pro nadané zaky stfednich Skol. Master’s thesis,
Univerzita Karlova v Praze, 2014.

[14] L. Zajicek. Vybrané partie z matematické analyjzy pro 1. a 2. rocnik. Matfyz-
press, vydavatelstvi Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy, 2003.

29


http://en.wikipedia.org/wiki/Nim
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/01/real-numbers- and -infinite-games-part-i/
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/01/real-numbers- and -infinite-games-part-i/
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/07/real-numbers-and-infinite-games-part-ii/
http://mattbakerblog.wordpress.com/2014/07/07/real-numbers-and-infinite-games-part-ii/

[15] M. Zeleny. Deskriptivni teorie mnozin i. http://www.karlin.mff.cuni.
cz/~zeleny/mff/DST.php, July 2014.

30


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/mff/DST.php
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zeleny/mff/DST.php

Seznam obrazku

1.1 Nim; http://www.mathematische-basteleien.de/nimgame.html| . . 2
1.2 Strom Nimu 2 — 2; http://ljkrakauer.com/LJK/60s/chess2.htm|. . 3
[1.3  Prevod ¢isel do binarni soustavy|. . . . . . . ... ... ... ... )
[2.1 ~ Misere Nim; jako Obr/3.5, upraveno| . . . . . . . . . .. ... ... 10
2.2 Tac Tix; http://kruzno.com/TacTix.html[. . . . . . . .. ... .. 12
2.3 Mince na pasku; [12] . . . . . ... ... .. ... ... .. ... 12
2.4 Stepinova hraﬂ ........................... 13
2.5 Hackenbush; [8] . . . . . ... ... ... ... ... ... 14
2.6 Hackenbush vhodny a nevhodny [5lf . . . . . .. .. ... ... .. 14
2.7 Hackenbush bez cykli a vétvenf; 2] . . . . .. .. ... ... ... 15
[2.8  Veétveni, tamteéz{ . . . . . . .. .. 15
2.9 Cykly, tamtéz] . . . . . . . . .. 16
[2.10 Cykly II, tamtéz] . . . . . . . .. ... ... ... 16
3.1 Koule v R?; http://simomaths.wordpress.com/2013/01/18 /topology- |
| basic-definitions/| . . . . . ... oo o oo 19
3.2 Oteviené a uzaviené mnoziny v R? . . . ... .. ... 20
3.3 Strom; [II0|. . . . . . . ... 23
3.4 Protezany strom; [ITf. . . . . . ... ... ... 23
3.5 Strom Nimu 2—2; http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/ |
| thumb/b/b1/TeorieHer-nim.jpg/600px-TeorieHer-nim.jpgf . . . . . 24

31



	Úvod
	Hra Nim
	Pravidla
	Výherní strategie
	Pozice
	Dvojková soustava
	Nim-soucet hry
	Nalezení vítezné strategie


	Variace
	Varianty Nimu
	Misère Nim
	Mooreuv Nim
	Maticový Nim
	Shannonuv Nim
	Wythoffuv Nim
	Tac Tix

	Hry prevoditelné na Nim
	Mince na pásku
	Stepinova hra
	Zelený Hackenbush


	Hra jako metrický prostor
	Metrické prostory
	Stromy
	Teorie her

	Záver
	Seznam literatury

